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Int reducción 

Debe mostrarse, en una tesis, que el aspirante a doctor merece ser considerado como 
tal .  Para  ello, la  disertación ha  de incluir su investigación original, muestra de  sus 
capacidades. Sin embargo, tal disertación debe constituirse, a su vez, como un tra- 
bajo congruente que se enmarca dentro de una trayectoria de investigación. Debe 
tener un antes y un después: una  razón para llevarla a cabo y unos resultados que 
den lugar a rnás investigación. Esta es la prueba definitiva del interés del trabajo.  
Para  aspirar a que este texto cumpla los objetivos mencionados, he incluido en él 
rnucho más que los resultados de  mi labor investigadora en los sólidos clásicos. A lo 
largo del texto, aparece una larga (pero sornera) historia de  trabajos en el campo de  
la  materia condensada que incluye varios siglos. Este repaso a la  historia del campo 
aparece como necesario si se quiere tener una  visión global. Seguramente, muchos 
de los pocos lectores de este volumen ya dispongan de  esa visión. No obstante, me 
he decidido a incluirlo por dos razones. En primer lugar, porque no he encontrado 
en la  literatura un texto similar, en cuyo caso sería redundante. Hay excelentes re- 
copilaciones de  aspectos concretos -a las que, sin lugar a dudas, me he tenido que 
referir- pero ninguna parece dar un vistazo rápido por la  historia de  la  materia y, 
a su vez, dar referencias concretas a trabajos de  actualidad. Aparecen multitud de  
nombres conocidos por todos y otros menos frecuentes, situados en la  época en que 
vivieron por sus fechas de nacimiento y muerte y, acaso, por algún otro logro en su 
investigación científica. O t r a  razón para  incluir este pequeño recorrido es  que, en 
cierto seiitido, puede considerarse como un trabajo de  investigación y como tal espero 
que sea juzgado. 



X In t roducc ión  

El primer capítulo está dedicado por completo a introducir el formalismo físico- 
matemático del que se hará uso. Le sigue el mencionado repaso por algunas de las 
teorías que han dado lugar a lo que hoy conocemos como mecánica estadística de la 
materia condensada clásica y un capítulo que agrupa las teorias de perturbaciones. 
Este sirve ya como precursor del trabajo original, que se recoge en los cuatro últimos 
capítulos. 

¿Por qué es necesaria una teoria de perturbaciones para sólidos? La descripción 
de las fases uniformes, los fluidos, está incomparablemente más desarrollada que la 
de las fases no uniformes. Si bien existen diversas teorías para la solidificación de un 
sistema de esferas duras -el modelo por excelencia para sistemas clásicos-, los resulta- 
dos con potenciales de interacción más realistas no son, en modo alguno, alentadores. 
Desde multitud de enfoques, como espero que quede claro en el texto, se ha intentado 
lograr una descripción coherente. No obstante, las teorias previas se restringían a 
dar cuenta del comportamiento en sistemas muy concretos o en rangos de parámetros 
muy limitados. Es más, para conseguirlo, estaban construidas e x  profeso en alguna 
de sus partes para reproducir los resultados que se buscaban. En el mejor de los 
casos, describían el diagrama de fases completo del sistema de manera cualitativa. 
En este volumen, se expone una teoría de perturbaciones que, por así decirlo, se fía 
más de la intuición física que de los resultados que se obtienen, comprobándose, a 
la postre, que éstos son muy notables. Una característica remarcable de ésta teoria 
es que es capaz de describir consistentemente tanto las fases fluidas como los sólidos 
cristalinos. En este sentido, y adelantando conclusiones del último capítulo, la teoria 
permite comprobar la validez de los modelos teóricos y sirve de guía tanto para la 
simulación como para el experimento. 



Capítulo 1 

Formalismo 

La deducción, como es sabido, parte de u n  juicio universal para llegar 
a u n o  singular; de lo que se presenta como verdad de razón a algo vivo 
envuelto en lo universal,  sometido a ello, confinado, haciéndonos sen t i r  
y saber que ese algo, concreto y viviente, n o  podrá nunca trascender esa 
envoltura abstracta que lo sostiene ciertamente y lo envuelve. Tal  como s i  . . 
lo concreto y viviente n o  pudiese encontrar en s í  m i s m o ,  en lo que él es, -, 
reposo y razón de ser. . 

María Zambrano, Claros del Bosque, (1977) 

Resumen 

Se introduce en este capitulo el formalismo de la Mecánica Estadística en el que 
se enmarca el resto del trabajo. A partir de definiciones generales, se deducen las 
funciones qiie protagonizan los capitulas posteriores. Sirve al misino tiempo para 
encuadrar la iiotación que se va a einplear. A pesar de hacer un intento por ser conciso, 
he prociirado extraer la física qiie siibyace en el aparato matemático, hacieiido hincapié 
en aquellas nociones que suelen quedar más desdibujadas en los textos habituales. Se 
incluye algiiiia anotación histórica para suavizar la aridez propia del tema. 
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1.1 El Colectivo Canónico 

1.1.1 Definición 

Consideremos un sistema clásico de N  particulas en un volumen V. Supongamos 
que cada una de ellas dispone de ciertos grados de libertad reflejados en un conjunto 
de variables agrupadas en vectores 1 , 2 , 3 . .  . , N, cada uno referido a una partícula. 
En principio estos grados de libertad podrian ser: la  posición de la partícula, su 
momento lineal, su orientación, otros grados de libertad internos ... Sin embargo, 
puesto que estamos interesados en partículas con simetríaesférica, los únicos grados de 
libertad que vamos a considerar serán las posiciones y los momentos. La discusión que 
sigue puede fácilmente generalizarse a sistemas más complejos. No vamos a hacerlo. 
Llegados a un determinado punto, la teoría habría de restringirse a los sistemas antes 
mencionados -llamados Sistemas Clásicos Simples- a partir del cual la generalización 
dejaría de ser en absoluto trivial. 

El hamiltoniano H que rige el comportamiento del sistema será función de las va- 
riables mencionadas. Para describir el estado macroscópico, observable, necesitarnos 
-además del número de particulas y del volumen- una variable energética. Asumamos, 
coino es costumbre, que el sistema está en equilibrio con un baño térmico a tempera- 
tura  T. Es decir, consideremos la denominada Colectividad Canónica para describir 
nuestro sistema. Bajo estas condiciones, la densidad de probabilidad de que las varia- 
bles microscópicas tengan un cierto valor 1 , 2 , 3 , .  . ., N vendrá dada por la distribución 
de Gibbsl, 

habiendo definido2 0 $ y siendo h la constante de Planck. La función Q ( T ,  V, N )  
es la función de partición del sistema, 

y proviene de que la densidad de probabilidad iIi está normalizada a la unidad. Coino 
es fácil ver en la expresión (1 .1 ) ,  el valor de Q no está completamente determi- 
nado. Cualquier factor que multiplicase la exponencial del numerador y apareciera 
simultáneamente en la definición de Q no alteraria el valor de W. Hay una razón para 

'Formulada por primera vez en 1901 por Josiah Willard Gibbs (1839-1903) para la estadistice 
cl&ica [Gibbr, 19021. Hasta ese momento todos los trabajos se habian centrado en el Colectivo 
Microcanónico, donde la energía total del sistema no fluctúa [Tolmo", 19381. Su trabajo estableció 
sobre pilares matemáticos rigurosos todo el trabajo previo de la Teoria Cinética de Gases y su intirna 
conexión con la Termodinámica, fundando lo que se ha convenido en llamar Mecánica Estadistica. 

'La definición usual de 0 es l/kBT, siendo k B  La constante de Boltzmaiin. Consideraremos que 
dicha constante está siempre incluida en lo que nosotros Ilarnaiiios T. Si además incluimos el rnismo 
factor en la entropia, es decir, si llamamos S a S l k ~ ,  dicha constante no vuelve a aparecer a lo largo 
del texto. Ese será nuestro convenio. 



1.1 El Colect ivo Canónico  3  

incluir N !  h3N, tal y como está definida la función de partición Q, podemos calcular 
la termodinámica del sistema, corno veremos en ( 1 . 3 ) .  

En principio, un sistema clásico tiene un número incontable de estados, puesto 
que las variables tornan valores continuos. Sin embargo, tina descripción que pretenda 
ser realista debe tener en cuenta la naturaleza cuántica de la materia. El principio 
de iiideterminacióii de Heisenberg indica que la precisión en el conocimiento de la 
posición de una partícula q, y en el de sil momento conjugado p, están limitadas por 
la constante de Planck, h,  del siguiente modo Aq,  A p ,  > h.  Podemos, siguiendo esto, 
dividir el espacio de fases accesible a cada par de variables ( q , , p , )  por la constante 
h para determinar el número de esta(1os clásicos realmente dzsiinios. Corno hay 3 N  
de tales pares, tres por partícula, el factor h3N queda justificado. Este argumento, 
razonable pero nada riguroso, puede obtenerse forrnalrnente [Kirktoood, 19331 a partir 
de la expresión cuántica del número de estados -en cuyo caso son un número discreto- 
tornando el límite clásico, h + 0. 

El factor N !  se debe, a su vez, al principio cuántico de la indistinguibilidad de las 
partículas. De este modo, el número de estados obtenidos debe reducirse puesto que 
la permutación de dos partículas cualesquiera no cambia el estado niicroscópico del 
sistema3. A la inclusión de estos <los factores en la integral clásica se la denomina 
Recuento de Boltzmann. , . 

La función de partición así construida da lugar a la Energía Libre de tlelmholti4 
del sistema: 

F ( T ,  V,  N )  = -T log Q ( T ,  V, N ) ,  ( 1 . 3 )  

que se define como 
F =  E - T S ,  ( 1 . 4 )  

donde E  y S  son la energía y la entropia del sistema, respectivamente. Las variaciones 
de las variables del sistema, T, V ,  y N ,  dan lugar a variaciones de la energia libre 

3Fue Josiali Willard Gibbs quien, a principios de sigla, introdujo el factor N! sin ninguna jus- 
tificación fisica. Se percató de sii neceai<lnd para que la entropin fuera una cantidad nditiva en el 
limite lermodináinico. Este hecho resultó ser finalmente una de las predicciones rnás famosas en la 
fisica teórica [Hunng, 1963]; sin embargo, resulta más llamativa la inclusión del factor h3N en torno 
n 1878, más de 20 níios antes, sin razón aparente. Puede sugerirse que se debiera al doble hecho de 
no considerar el logaritmo de una expresión con dimensiones y de que el volumen de una sección 
acotada del espacio de fases se mantiene constante a lo largo del tiempo -lo cual fue deducido por él 
mismo a partir del Teorema de Liouville- y que además tiene unidades de acción elevada al,número 
de grados de Libertad. Esto puede escribirse del siguiente moda: dqi . . . dqN dpi . . . dpN = h J N .  
Gibbs soponia, eqiiivocadamente, que la constante h  era ajiistalle -medible- mediante compara- 
ciones de la tearin con resultados e~~eri inentales  [Callen, 19601. Esta constante desaparece siempre 
de la ecuación de estada y no es medible sino mediante experimentos que manifiesten la naturaleza 
ciiántica de la materia. 

'Hermann Ludwig Ferdinand von Helmholtz (1821-1894) estudió medicina y obtuvo unncátedra 
de fisiologia en 1858. Profundizó en los estudios energéticos y en 1847, en su articulo Ubcr d r r  
Erhollung dcr I(rofl (Sobre la conservación de la energia), estableció definitivamente que la energia 
es una magnitud que se conserva, extendiendo trabajos previos de Jul ius  R o b e r t  Maycr(1814- 
1878) y Jarnes Preacot t  Jou le  (1818-1889). Excelente matemático, su estudio de la fisicn le valió 
iina cátedra de esta disciplina en 1871, en Berlin. 



conforme a" 

d F = - S d T - p d V + p d N ,  (1.5) 

donde p es la presión del sistema y p es el llamado potencial químico, cuyo signifi- 
cado se discutirá en la sección $ 1.2. Si ponemos de manifiesto que en el límite 
termodináinico, ( N  + m, V i m, N/V - p, donde p es la densidad media del sis- 
tenia) la energia libre es una cantidad extensiva, es decir, crece proporcionalmente 
con el tamaño del sistema, podemos definir la Energia Libre de Helmbotz por Unidad 
de Volumen, fv (T ,p)  = F ( T ,  $)/V = F(T ,  V,  N)/V,  y escribir 

Del mismomodo, definiremos la Energía Libre de Helmholtz por Partícula, fN(T, p) = 
F ( T ,  $)/N = F(T ,  V, N) /N ,  nos permite expresar las derivadas del siguiente modo: 

Estas expresiones son de gran utilidad, ya que generalmente nos encontramos en 
el mencionado limite y manejaremos, por comodidad, f v  y f ~ ,  cantidades que no 
divergen. A estas expresiones, particularmente a las que relacionan la presión con 
la densidad y la temperatura (1.6) o (1.8), se las conoce como Ecuación de Estado. 
Su importancia radica en que en ellas se relacionan entre sí las magnitudes medibles 
experiinentalmente. 

1.1.2 Partes Ideal e Interaccionante 

Teniendo en cuenta que los grados de libertad cinéticos, los momentos p,, p z r  . . . , p ~  
de las partículas, no se acoplan a otros grados de libertad del sistema, pueden separarse 

5Esta expresión fue, también, deducida por primera vez por Gibbs en su forma Microcanónica 
-cuandoel sistemamantieneconstantesu energía total-. Escribió la variaciónde energíade un cuerpo 
cuando pasa de u n  estado de equilibrioa otro inñnitamentepróxirnode la forma d E  = ~ d s + C  J d M ,  
donde M  son Los parámetros que -junto con la entropia- especifican el estado del sistema, y J  son eus 
variables conjugad=, las cuales tienen un significado universal desde el momento en el que existen 
relaciones entre dichos parámetros M  en equilibrio. 
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del hamiltoniano6, 

representando 71, la parte no idea l  del hamiltoniano, que incluye los grados de libertad 
no cinéticos. 

Integramos entonces fácilmente y la función de partición se factoriza de  la siguiente 
manera: 

N !  
Q(T, V ,  N )  = QIDEAL(T, V ,  N )  Z ( T ,  V, N ) F  (1.11) 

siendo 

donde A ,  llamada Longitud Sérinica,  se define como 

es una  nueva función de  partición, denominada, a veces, Función de  Partición Coiifiguraciona17. 
A partir  de  este mornento las variables 1 , 2 , 3 . .  . , N  representarán las posiciones de  
las partículas. 

Dividimos ahora la  energía libre de modo análogo en dos partes: 

siendo 
N  

F,DEAL(T,  V ,  N )  = 3 N T  logA + N T  I o ~ ( ~ )  - N T .  (1.16) 

donde hemos hecho uso de la expresión de  Stirling para factoriales de  grandes números, 
log N !  FZ N  log N  - N ,  ya que en todo momento vamos a considerar que estamos cerca 
del limite termodinámico, donde N  + m. 

Dado que los momentos sólo van a contribuir a través de  la  parte ideal, podemos 
integrarlos en la expresión (1 .1) ,  obteniendo una densidad de  probabilidad marginal 

'La introducción del momento de las  articulas p en lugar de su velocidad en la mecánica es- 
tadisticii se debe en gran medida a In labor realizada a finales del siglo XIX por el vienés Ludwig 
E d u a r d  Boltzmann (1844-1906), que advirtió las ventajas de la formulación hamiltoniannsobre la 
lagrangima en las consideraciones dt: In dialribución de estados microscópicos en el espacio de fases 
-ventaias tales como la oosibilidad de escribir el Teorema de Liouville-. . 

'Aplicaremosel nombre de Función d e  Partición tanto a Q como a 2, esperando que el empleo de 
distintas variables evite ciialqtiier ~>oeibli confusión entre ambas. En el mismo caso se encuentran las 
funciones H y 31 n Im que llamnretnos hamilloniano, y para cuya diferenciación bastará la tipogrnfin. 



-como se denomina en estadística-, la densidad de probabilidad de un microestado 
caracterizado por las posiciones 1 , 2 , 3 .  . . , N: 

1.1.3 Funciones de Distribución 

Podemos preguntarnos cuál es la probabilidad de encontrar una particula cualquiera 
en un punto dado 1  del sistema. Claramente, vendrá dada por la probabilidad de 
que cualquiera de las N partículas se halle en dicho punto. Esto es, una suma de N 
integrales con igual valor, puesto que el hamiltoniano no distingue entre unas y otras, 
y que puede escribirse 

- - 1 d2 d 3 , .  , dN e - P  "(1 ,2 ,3 , . . . ,N)  (1.18) 
( N  - l)! Z(T, V, N )  

A esta función se la llama Func ión  de Dis t r ibuc ión  a u n  C u e r p o ,  Función Dis- 
tribución, Función Densidad de Partículas o simplemente Perfil de Densidad8. Como 
se verá, es una de las funciones con mayor importancia en el resto del trabajo, clave 
en las teorías de líquidos y sólidos clásicos. La función p(r) no depende sólo de la 
posición r en la que se evalúa, sino también de las variables termodinámicas del sis- 
tema, S, V y N en nuestro caso. Para evitar el fárrago que supondría escribirlas 
siempre, esa dependencia no se hace explícita. Así, donde se lea p(r),  debería leerse 
p(r;  S, V, N ) .  Cuando convenga señalar que nos estamos refiriendo a las funciones de 
distribución en un colectivo canónico, emplearemos el subíndice N para diferenciarlas 
de las obtenidas en el colectivo macrocanónico. En la sección $1.2.2, escribiremos, 
por tanto, p,v(r). 
En muchos sistemas aparecen fases homogéneas. Estas fases se caracterizan por pre- 
sentar una función distribución constante en todo el volumen, es decir, p(r) = p E 
N .  Aparecen, por contra, otras cuya caracterización viene dada por un perfil de 
densidad estructurado, como es el caso de los sólidos, y cuyo valor depende del punto 
en el que se evalúe. 

De modo análogo a como acabamos de hacer, podemos preguntarnos por la den- 
sidad de probabilidad de encontrar alguna particula en el punto 1  y otra en el punto 
2 ,  sin tener en cuenta las posiciones de las demás. En este caso habrá N ( N  - 1)  

'A pesar de lo aparentemente confuso de esta notación, que vamos a emplear por razones de mera 
tradición, llamaremos a la función densidad de partículas p ( r ) ,  indicando el punto concreto en el 
que está evaluada, mientras que a La densidad media la designaremos tan sólo con la letra p. La 
única salvedad ocurrirá cuando se quiera expresar que un funcional depende de la densidad p(r ) ,  en 
cuyo caso se denotará entre corchetes, [ p ] ,  sin incluir la dependencia espacial, acorde a la notación 
habitual. 
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integrales iguales, mostrando el factor N - 1 qiie la  partícula en el segundo punto 
puede ser cualquiera ezcepto la que se encuentra en el punto 1, que, a su vez, puede 
ser cualqiiiera de  ellas. Escribirnos, pues, 

Esta función se I lamaEi inción de D i s t r i b u c i ó n  a Dos C i i e r p o s ,  Función Densidad 
de Dos Particulas o Función de  Correlación a Pares, y es t an  importante corno la  
función p(r )  en las, teorías de  sistemas clásicos. Describe las correlaciones a dos 
cuerpos, es decir, la  iiifluencia que ejerce una partícula en la  posición de  las otras,  y 
será uno d e  los puntos claves del trabajo que nos ocupa. 

Por el inisrno procedimiento podemos definir una  jerarquía de  Func io i i e s  <le 
D i s t r i b i i c i ó n  a n c u e r p o s :  

&*) ( l ,  2 , .  . . , n) = 
1 

I / d ( n  + 1 ) .  . N e (1 2 0 )  
( N  - n)! Z(T,  V,  N )  

Las correlaciones a n cuerpos están descritas por la correspondiente fiinción p(")';; 
Es fácil observar que estas funciones están relacionadas entre ellas por 

.A 

p(" ) ( l ,Z , .  . . , n )  = - / d(n + 1 )  ~ ' " + ~ ' ( l ,  2 ,  . , , , n + 1 ) ,  (1.21) 
( N  - n )  . . 

y dado que p está normalizada a la unidad, diclias funciones están norrnalizadasilel 
sigiiiente rnodo, 

N! 
d l  d 2  . . . dii p(")(l ,  2 ,  . . . , 11) = 

( N  - n)! ' (1.22) 

cuyos valores en el limite terrnodinárnico pueden escribirse, siempre qiie n permanezca 
fijo al tornar el limite, corno 

Merecen destacarse los casos particulares siguientes: 
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1.1.4 La Función de Correlación Total 

Es conveniente definir lo que se denomina Función de Correlacióii Total, Función de 
Correlación Neta, Función de Correlación Irreducible o Función de Ursell de orden 2 ,  
h(r1, rz),  corno 

Esta función representa la esencia de la correlación entre particulas, es decir, lo que 
la posición de una influye en la posición de las otras. Para comprobar esto, fijémonos 
en un gas de particulas ideales -sin interacción entre ellas- bajo la influencia de un 
campo externo V(r). Este sistema presenta un perfil de densidad p(r) estructurado 
-que vendrá dado, como se puede comprobar fácilmente a partir de la ecuación (1.18)- 
por p(r) = A-3 eP("-"(")). Su función de correlación a dos cuerpos también presentará 
un perfil estructurado, pero este hecho enmascara que las particulas no interactúan 
entre sí, sitio que sólo responden al efecto del campo externo; sir] embargo, en esta 
situación se obtiene de (1.19) que p(z)(r i , r2)  = p(rl)p(rz),  obteniendo finalmente que 
h( r i ,  rz) = O,  lo cual pone de manifiesto el carácter ideal del sistema y la auseiicia de 
correlaciones. 

1.2 El Colectivo Gran Canónico 

1.2.1 Definición 

Supongamos que nuestro sistema en consideración no es un sistema cerrado. Por 
ejemplo, tomemos un subvolumen V dentro de un sistema cerrado de volumen V » 
V. El sistema no será un sistema cerrado porque el número de particulas N en 
su interior no es constante. Pero si V es suficientemente grande como para hacer 
estadística, las propiedades termodinámicas del subsistema han de ser idénticas a las 
de un sistema cerrado del mismo tamaño cuyo número fijo de particulas sea el valor 
medio de la variable N. Es decir, los cálculos en uno y otro colectivo deben coincidir, 
como efectivamente ocurre. Puede demostrarse [Huang, 19631 que las magnitudes 
termodinámicas difieren en cantidades de orden 0 (1 /N) ,  que tienden a cero cuando 
el tamaño del sistema tiende a aumentar. Esta "pequeña" diferencia, como veremos 
en el capítulo 3 4,  es fundamental en ciertos casos. 

En este colectivo, denominado también Colectivo Macrocanónico, la derisidad de 
probabilidad de que haya N particulas y de que las variables rnicroscópicas tengan 
un cierto valor viene dada por la siguiente distribución: 

cuya normalización es 
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para lo cual la  Gran Fiinción de  Partición, 2 ,  debe definirse como 

Si la  relacionamos con la  función de  partición del colectivo canónico, obtenemosg 

m 

f (T, V ,  p )  = E ePpN Q ( T ,  V ,  N ) ,  
N=l  

qiie piiecle entenderse como un cambio de variables mediante una  Transformada de  
Laplace. La variable 11 ,  el potencial quimico ( 1 . 7 ) ,  está relacionada con la  densidad 
media del baño de  partículas, es decir, del sistema en el que el subvolumen se encuentra 
sumergido. Como la densidad media de ambos sisteinas debe ser la  misma, podemos 
fijar el valor de  p a partir de  la  densidad media pv del sistema V ,  

1 m 
( N ) T , v , @  = = E N  ePpN Q(T, V ,  N )  = PVV.  - (1 .31 )  

N=l  

La gran función de  partición d a  lugar al Gran Potencial, 

relacionado con la  energía libre a través de  . . 

Variaciones de  las variables, T ,  V  y 11 ,  de este colectivo dan Iiigar a variaciones del , 
gran potencial, 

dR = -SdT - p d V  - N d p ,  (1 .34)  

donde N ,  en las ec. (1 .33 )  y (1 .34) ,  Iia de  entenderse como su valor medio, (N)  

1.2.2 Funciones de Distribución 

En este colectivo podemos seguir preguntándonos ciiál será la  densidad de  probabili- 
dad p(1 )  de que haya una partículaen un punto dado. A partir de  la expresión (1 .27 ) ,  
podeinos llegar fácilrneiite a que 

'Este Iiecho, considerar un sistema abierto como una siiniri pesada di: sislemas con núriiero 
de partículas fijo, llevó a Gibbs a elegir el nombre de grond cononicol ensemble para el sisteinn 
abierto y pelit cononicol cnacmble para el colectivo conocido hoy meramente por colectivo cnnóiiico 
[Gibbs, 19021. 
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donde con el subíndice N ,  tal como advertimos en la sección §1.1.3, hemos querido 
representar que la función p~ (1) está calculada en el colectivo canónico, y los corchetes 
simbolizan el promedio pesado con la probabilidad de que haya N partículas en el 
sistema abierto en cuestión. Análogamente se verifica que 

lo cual, unido al resultado (1.22), nos proporciona la normalización de estas funciones 

J d l  d 2 . .  .dn  p(")(l ,  2 , .  . ., n )  = 
N! 

( ( N  - n)!) 

En el límite termodinámico, podemos escribir 

I d 1  d 2  d n  p(")(i, 2 , .  . n )  = ( N )  + ( ( N ) )  = ( N )  + ( ( N ) ) .  (1.38) 

Lo sorprendente es que, a pesar de lasimilitud con laecuación (1.23), las diferencias de 
u((N)"-l) juegan un papel fundamental cuando a la integral se le sustrae el térrnino 
de orden mayor (N)", ya que n o  son iguales a pesar de ser del mismo orden. Como 
quedó dicho al principio de esta sección, estas diferencias serán cruciales a la Iiora de 
desentrañar las correlaciones en los sólidos. 

1.3 Las Ecuaciones más Relevantes 

La relación entre las variables microscópicas del sistema y su termodinámica viene 
dada por las funciones de partición (1.3) y (1.32); sin embargo, el cálculo de las 
mismas es inabordable en los sistemas de interés fisico debido a su complejidad 
matemática. Por esta razón, es conveniente reformular dicha relación, entre las can- 
tidades microscópicas y macroscópicas, para hacerla más asequible. Las funciones de 
distribución, como a continuación se muestra, servirán de nexo. 

1.3.1 La Ecuación de la Energía 

Descompongamos la parte no ideal del hamiltoniano en dos términos, uno debido a 
la interacción con las otras partículas y otro a encontrarse bajo la influencia de un 
campo externo. Podemos escribir, ~espectivamente, '~ 

N 

'Fí ( r l ,  r 2  .. .) = 4 , ~  ( r 1 , r z . .  .) +E V(r;). (1.39) 
;=1 

'oEmplearemos la natación V para referirnos al volumen total del sistema y V(r),  indicando 
explicitamente el punto en el que se evalúa, para el campo externo. De este modo, no puede haber 
equivocas entre una cantidad y otra. 
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La energia del sistema viene dada por 

que haciendo los promedios oportunos resulta, en el colectivo canónico, 

Asiimamos ahora, y éste es un piinto determinante, que el potencial de  interacción 
entre partículas puede descornpoiierse como una suma a pares1i, 

Este paso, comúnmente aceptado, de  dividir el potencial de  interacción corno suma  
de  interacciones a pares, es el qiie privilegia la  función de  distribución a dos cuerpos; 
como veremos, haciéndola pieza clave en la termodinámica del sisterna. Poderno; 
ahora escribir, 

3 
E(T, V,  N )  = s N T  + d l d 2  ~ ( ~ ) ( 1 ,  2 )  $$l, 2 )  + d l  p(1)  V ( 1 ) .  (1.43) 

Esta eciiación, denominada Ecuación de  la  Energía, relaciona el potencial de inter- 
acción p entre partículas y el campo externo V ( r )  con la energia total del sisterria: 
Las funciones p(r)  y p(')(r ,  i') hacen pues de puente entre unas cantidades y otras: 
Es fácil comprobar que esta relación se cumple independientemente del colectivo que. 
estemos empleando, aunque la deducción se haya llevado a cabo en el canónico. Fue 
escrita por primera vez en [Creen, 19471. 

1.3.2 La Ecuación del Virial 

La ecuación del virial expresa la presión del sisterna en función del potencial que 
sufre cada partíciila. Hoy en día, es empleada eii el tratamiento teórico de  sistemas 
estadísticos no sólo en el campo de  la materia condensada sino que también es u n a  
pieza clave en iin campo, en principio t an  dispar, como puede ser la  cosmología y la  
formación de galaxias [Binney &Y Tremaine, 19871. 
Existen diversas demostraciones [Born &Y von Karman, 1912, Kubo, 1965, Hansen €4 McDonnld, 1986: 

"Puesto que tratamos con particulas con interacción esférica, el potencial q(r ,  r') será de le forma 
( 1  - r ) .  Mantendremos la notación por mor de obtener expresiones m& sencillas. El lector 
interesado en una diiciisión reciente sobre la influencia de potencialei s tres cuerpos puede referirse 
a [Anfo cf al . ,  1994 y a referencias incluidas en ese articulo. 



12 C a p i t u l o  1 .  Forrnalisino 

más o menos transparentes de esta ecuación12. Una de las m& elegantes es la que a 
continuación se detalla [Bogo/iubou; 19461. 

Consideremos una cantidad termodinámica, G ,  que dependa del volumeii V y que 
puede representarse como una integral sobre el volumen del espacio de las coorde- 
nadas, 

G ( V )  = / d l  d 2 .  d N  1  2  .., N ) .  (1 .44)  
v 

Si ahora ampliamos el sistema en un factor (, el nuevo volumen será t 3 V  y podremos 
escribir 

G(C3V) = 1 d l .  d N  4 ( 1 ,  . , N )  = d O d @  d p  G ( ( l , ( Z .  ( N )  
sv 

(1 .45)  
Es decir, podernos aumentar el volumen o escalar las coordenadas e integrar en el 
volumen original. Si nos fijamos en que 

podemos escribir 

lo cual, en el límite ( -+ 1 ,  resulta ser 

A partir de las ecuacioiies (1 .6 ) ,  (1 .3 ) ,  ( 1 . 1 1 )  y (1 .12)  obtenemos la presión, 

a T az(T, V, N )  
P = T - log Z ( T ,  V ,  N )  = - av z av 

y de la propia definición de Z ( T ,  V,  N ) ,  (1 .14) ,  se sigue que 

''Esta ecuación [Clnur ius,  18701 fue formulada por primera vez en 1870 por Rudolf Jul ius  Em- 

rnanuelClausius (1822-1888)delmodosiguiente: pV = 5 (E, rn;vf)+$ (c,+~ r i j .  F ; ~ )  siendo 

m; y u; la masa y la velocidad de la partícula i ,  r;j la distancia entre las partículas i y j ,  y Fij la 
fuerza de interacción entre ellas. El nombre proviene del término v i r io l  (del latín, v i s ,  "iris, fuerza) 
inventado por Clausius, con el cual denominó al producto r . F. Su fama se debe a que supuso un 
punto de partida exacto -bajo la mecánica clásica- de gran parte del trabajo teórico en la ecuación 
de estado de un gas. 



donde, recordemos, el hamiltonianoX sólo incluye la interación entre las partículas y 
la de  éstas con el campo exterior. Para tener en cueiita (1.48), calculamos 

donde Vj  es el gradiente respecto a las coordenadas j. Y de  todo lo anterior, podemos 
escribir 

donde < . . .> indica el valor esperado en el colectivo canónico, que podernos calcular 
con ayuda de  las descomposiciones (1.39) y (1.42), obteniendo 

que es la  eciiación que buscábamos. Escrita de este rnodo, involucrando a la fuiición de  
correlación, apareció por primera vez en [Creen, 19471. Hay que aclarar en este punto 
que el campo externo V(r) no puede incluir el que forman las paredes que contienen al  
sistema, de  las que se hace cargo el sumando 1. Este hecho, no demasiado obvio según 
la  linea de  razonamiento seguida, resulta traiispareiite en otras demostraciones. Por 
otro lado, debido a que la  función de  partición del colectivo macrocanónico resulta ser 
un promedio de  funciones de partición canónicas -véase (1.30)- pesadas con factores 
que no dependen del voliimen, esta demostración es también válida cuando el número 
de  partículas Riictúa y, por tanto,  la ecuación ha  de  cumplirse cambiando N por 
( N )  y las funciones de distribución canónicas por sus análogas macrocanónicas. Para  
acabar,  recalquemos nuevamente que esta ecuación muestra el papel de  las funciones 
de  distribución como tránsito de  las magnitudes microscópicas a las inacroscópicas. 

1.3.3 La Ecuación de la Compresibilidad 

A pesar de dedicar el capitulo 5 4 a estudiar en detalle esta ecuación, es apropiado 
presentarla ahora debido a su conexión con las funciones de  distribución. 
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L a  Compres ib i l idad  e n  e l  Colect ivo G r a n  Canónico  

A partir de la propia definición de la función 2, (1.30), podemos escribir 

lo cual nos permite expresar la desviación cuadrática de las fluctuaciones del número 
de partículas como 

En este colectivo la presión dependerá en principio de las variables T, V y p ;  sin 
embargo, dado que tanto T, p y p son variables intensivas, debe cumplirse que 

P = P(T,P)  ( 1 . 5 6 )  

y, por tanto, larelación entre la presión y el potencial químico a temperatura constante 
será biunívoca y podremos escribir 

Si, además, tenemos en cuenta que las derivadas segundas del potencial termodinámico 
no pueden depender del orden en que se tomen, obtenemos la siguiente Relación de 
Mazwel l :  

La última igualdad se justifica puesto que (N) es una cantidad extensiva y su de- 
pendencia a través de T, V y p sólo puede ser de proporcionalidad con el volumen. 
Tenemos, pues, , 

y como, de nuevo, el cociente (N) /V no puede depender de V ,  escribimos 
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donde reconocemos la Compresibilidad Isoterma, 

que nos permite escribir 

Lo primero que vemos en esta expresión es que las fluctuaciones relativas tienden a 

cero en el límite termodinámico, ( N )  - 1 /  ( N ) .  Hay que destacar, 
en cambio, que la misma forma pone de rnanifiesto que estas fluc- 

rnacroscópico del sistema. 
tuaciones, de carácter puramente microscópico, se dejan sentir en el coruportamiento 

Las  Corre lac iones  y sil Relación con l a  Compresibi l idad 

Por otro lado, si particularizamos la ecuación (1.37) a los casos n = 1 y n = 2 
obtenemos que 

Agrupando entonces las ecuaciones (1.62),(1.63) y (1.64) puede escribirse 

ecuación conocida por el nombre de Ecuación de la Compresibilidad, o Ecuación de 
la Compresibilidad de Ornstein-Zernike ya que fueron estos autores los primeros que 
la derivaron [Ornstein & Zernike, 1914). Llegados a este punto, hernos de señalar que 
esta ecuación es válida exclusivamente si el sistema en consideración es un sistema 
abierto. En el colectivo canónico, por ejemplo, se verifica que 

como se comprueba fácilmente empleando (1.24) y (1.25). Este heclio se discute en 
profundidad en el capítulo 5 4 ,  y su discusión aporta pistas cruciales para entender 
las correlaciones en los sólidos. 
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1.4 El Funcional de la Densidad 

Como mencionábamos en la sección anterior, el formalismo introducido a principios 
de siglo XX [Gibbs, 19021, a pesar de su indudable belleza, resulta matemáticamente 
intratable en la mayoría de los sistemas. El paso dado, la conexión entre ciertas 
magnitudes de interés y las funciones de distribución, puede llevarse más allá y re- 
formular todo el aparato matemático con ayuda de las fuiicioues de distribución; en 
concreto, con la función de distribución a un cuerpo. Esta nueva formulación, si 
bien no está libre de sus p rop ia  dificultades, permite encarar las dificultades desde 
una óptica distinta. Su mayor ventaja, no obstante, se encuentra en la posibilidad 
de concebir situaciones fuera del equilibrio, mientras que es imposible pensar en una 
función de partición fuera del equilibrio. Además, la descripción de fases no ho- 
mogéneas, como son los sólidos a un nivel microscópico o una interfase líquido-vapor 
a nivel macroscópico, se entiende de modo natural con este nuevo formalismo, Ila- 
rnado Formalismo del Funcional de la Densidad. Sin ánimo de explicar en detalle los 
fundamentos de esta técnica, lo cual sería ajeno al espíritu de este trabajo, vamos 
tan solo a esbozar su funcionamiento, remitiendo a quien esté más interesado a las 
referencias pertinentes [Euans, 1979, Hansen, 19951. 

1.4.1 El Principio Variacional 

Es de esperar que las propiedades de un sistema dependan de la existencia de un 
posible campo externo V(r),  que aparecerá en el hamiltoniano tal y como se refleja 
en (1.39). El gran potencial a ( T ,  V, p )  es, obviamente, un funcional del mismo. De 
hecho, a partir de su propia definición, ec.(1.32), y de la definición de la gran función 
de partición, ec.(1.29), se observa que el mismo potencial químico p puede considerarse 
un campo externo constante, y que la variable que da lugar a un cambio de la situación 
física del sistema es 

u(.) p - V(r), (1.67) 

en lugar del propio campo V(r),  puesto que cualquier variación constante de éste 
puede ser absorbida por una redefinición del potencial químico. El hecho de que 
sea un funcional de la variable u(r) se representa habitualmente entre corchetes, 

obviando la dependencia con las variables termodinámicas que, por supuesto, sigue 
existiendo. Si se deriva funcionalmente, se puede obtener con facilidad que 
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Las ecuaciones (1.69) y (1.70) evidencian que las funciones p(r)  y p(2)( r , r ' )  son 
también funcionales del potencial u ( r ) .  (Esta dependencia ya es in& iiicóinoda de  
representar). 

Puede demostrarse [Hohenberg & Kohn, 1964, M e m i n ,  19651 que para un poten- 
cial de  interacción dado (o(r l , r2)  y un campo externo fijo V( r ) ,  hay una relación 
biunívoca entre p(r )  y u(r ) .  De ahi se sigue que dados p ( r i , r 2 )  y V(r) ,  el gran 
potencial puede considerarse un funcional de  p(r), la  densidad local, y representarse 

En principio, si se conociera la  dependencia fiincional de R con p(r ) ,  podría evalu- 
arse para cualquier función P(r)  arbitraria. Ahora bien, de  entre todas las funciones 
c ( r ) ,  se ha  demostrado también [Hohenberg & Iíohn, 1964, Mermin, 19651 que R[P(r)] 
alcanza su valor mínimo para  la  función p(r)  de  equilibrio del sistema, valor que, con- 
venientemente, es el gran potencial del sistema. Esto puede escribirse formalmente : 
mediante la denominada Ecuación de  Euler del problema, .. 

De este modo, una vez conocida la  forma del funcional R [C(r)], tan solo hay que .. 
encontrar la fuiición p(r)  que lo minimiza -lo cual nos proporciona la estructura que 
va a adoptar el sistema; es decir, si en eqiiilibrio resulta una fase Iiomogénea, cristaliza 
según una red deterrninada o adquiere otro t ipo de  perfil no periódico- y además nos 
permite evaluarlo en dicha función, obteniendo la  termodinámica del sistema via 
(1.73). 

1.4.2 El Funcional Energía Libre 

Como puede suponerse, la  construción del funcioiial no es tarea fácil; sin embargo, se 
han dado ciertos pasos. Se  conoce exactamente cierta dependencia del mismo con el 
potencial externo [Ifohenberg 0 Kohn, 1964, Mermin, 1965, Evans, 19791. Su forma 
es la  siguiente: 

n[p(r ) l  = ?[r(r)l-  / d r  u(~)P(.), (1.74) 

donde F[p(r ) ]  es iin funcional de p(r )  que no depende explicitarnente del carripo 
u(r ) .  O mejor dicho, toda  la  dependencia de  7 con el campo es a través de  la 



dependencia que p(r) tiene con él pues, tal y como quedó dicho, puede considerarse 
a p(r) como un funcional de u(r). Esta, forma de escribir el funcional entraña una 
enorme ventaja. Una vez conocido 3[p] ,  que depende exclusivamente de la interacción 
p ( r i ,  r z ) ,  podemos conocer el funcional para cualquier potencial externo aplicado 
gracias a la expresión (1.74). Además, un cambio infinitesimal en la  variable u(r) 
puede causar un carnbio drástico en el perfil p(r), por ello, resulta conveniente trabajar 
con la segunda varible en lugar de la primera'3. 

A este funcional, 3[p], se lo conoce con el nombre de Funcional Energia Libre de 
Helmholtz, Funcional Energia Libre lntrinseco o, sencillamente, Funcional Energía 
Libre. Esto se debe a que las condiciones de equilibrio (1.72) y (1.73) se traducen en 
la siguientes ecuación de Euler, 

y en 

3[P( r )  - p(r)] + d r  p(r)V(r) = F ( T ,  V, N ) .  (1.76) 

Por otro lado, es fácil demostrar que la minimización del gran potencial Q[p] con el po- 
tencial quimico constante es equivalente a minimizar 3[p]+Jdr p(r)V(r)  manteniendo 
el número de partículas, la integral Jdr  p(r), constante. De este modo, en función de 
las restricciones físicas del problema que se estudie, se podrá eniplear el formalismo 
de la  gran función de partición (gran canónico, obviamente) y minimizar a[p], o el de 
la función energia libre (canónico) y hacer lo propio con 3[p]+Jdr  p(r)V(r)  cuidando 
de que, en este caso, el número de particulas no varíe a lo largo de la rni~imización'~. 

1.4.3 Partes Ideal y Exceso 

Supongamos que tenemos un sistema de particulas ideales que no se distribuyen ho- 
mogéneamente por el volumen que ocupan sino que presentan una distribución p(r). 
Para que esto suceda han de encontrarse en equilibrio con un cierto campo externo 
V(r),  de lo contrario, dada su naturaleza no interactuante, su perfil seria plano. El 
cálculo de su energía libre intrínseca no presenta ningún problema. Si dividimos el 
volumen en celdas lo suficientemente pequeñas como para que la densidad dentro de 

'3La situación es la análogaa las variables termodinámicas p y p .  Mientras que un pequeño cambio 
en el potencial quimico puede producir una transición de fase (una discontinuidad en la densidad), 
pequeños cambios en la densidad nunca producen cambios bruscos en el potencial quimico. 
"Merece la pena señalar aquí la observación [Percus, 1988, Pcrcus, 19941 de que, si se Ueva a cabo 

una nueva transformación de Legendre, el funcional resultante, 

merecedor sin duda del nombre Funcional Enlropia, es un objeto geom6trico que no depende del 
campo externo ni del potencial de interacción -sino, sólo cuando se marimice, a través de sus 
variables-. 
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cada una sea constantei5, calculamos la  energía libre de  cada una de  esas partes, y 
luego sumamos, podemos entonces escribir 

siendo fND(p) la energía libre por partícula de  un gas ideal de  densidad p, es decir, 
según la ec.(I.lG) 

PfhD(p) = 3 l o g A + l o g p -  l .  (1.78) 

Hecho esto, la energia libre del sisterna puede calcularse con ayuda de la expresión 
(l . iG),  poniendo 3  IDEAL 16. 

Para  la inmensa mayoría de los sisternas reales, con interacción entre las partículas, 
se desconoce la forma del fiincional de  3. Sin embargo, como se espera que a bajas 
densidades se comporten como sistemas ideales, la  siguiente división, 

es comúnmente aceptada como base para afrontar el problema [Euans, 19791. Al 
segundo siimando se lo denomina Parte de Exceso de la  Energia Libre, o sencilla- 
mente Exceso de  Energia Libre, y es en él donde herrios concentrado todo nuestró 
desconociniiento del problema. Este término incluye toda  la  interacción entre l& .. 
partículas. Se  espera entonces que 3.g~ -3 O si el potencial p+ 0. 

.m 

1.4.4 Funciones de Correlación Directas 

De igual forma qiie la diferenciación funcional del gran potencial n[u]  prodiicía las 
' funciones de  distribución -o coiiibinaciones de ellas-, podemos definir las Fiinciones 

de Correlación Directas como derivadas funcionales del Funcional Energía Libre. En 
concreto, y piiesto que la parte ideal no tiene inisterio alguno, se definen a partir del 
exceso como sigue: 

c(l)(r)  - 6 ( P 3 ~ ~ [ ~ 1 )  
6p(r) ' 

y sucesivamente, 
6c("- l ) ( r l i . .  ., r n - l )  

c(")(r1, . . . , r n )  E (1.82) 
6p(r") 

Todas estas funciones son, a su vez, funcionales de  la  iensidad p(r) .  

'%m celdas pueden ser tan pequeíias como requiera el perfil de densidad puesto que las partículas 
ideales no tienen extensión. 

'6Adviértase qiie, pare un sistema no homogéneo, los valores de las ecuaciones (1.77) y (1.1G) no 
coinciden, y hay cierta imprecisión cuando se habla de la energía libre ideal del sistema. Recuérdese, 
pues, que han solo eii los sistemas con perfil de densidad constante, los fluidos, se tiene que F l ~ E A ~  = 
TIDEAL 
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Respecto a la interpretación de estas funciones, aunque pudieran ser tachadas de 
puro artificio matemático, tienen un significado físico comprensible. Si tenemos en 
cuenta que en equilibrio se verifica la ec.(1.75), podemos escribir 

Esta ecuación aporta una interpretación para la primera de las funciones de cor- 
relación. En un sistema ideal se verifica que c(') = O. La expresión (1.83), en ese 
caso, se reduce a la conocida ley barométrica para la distribución de particulas bajo 
la influencia de un campo externo. El factor -Tc(')(r), por tanto, puede considerarse 
como un campo efectivo que sufre cada partícula debido a su interacción con las otras. 
O bien, refleja cómo sus interacciones influyen en el perfil de densidad [Hansen, 19951. 

Sin embargo, si nos fijamos en la  propia definición (1.80), obtenemos una inter- 
pretación más sofisticada. La función c(')(r) (cambiada de signo y multiplicada por 
la temperatura) representa de algún modo el coste en energia libre de exceso que 
pagarían los sistemas que se salieran del equilibrio por incrementar en el punto r 
ligeramente su densidad. Reescribiendo (1.83), 

- T c(')(r) = -T log ( ~ ~ p ( r ) )  - (V(r)  - p )  , (1.84) 

observamos que el coste es mayor en los puntos donde el sistema tiene una densidad 
menor (p(r)+O + -logp(r)+co).  Esto se comprende por la razón siguiente. Si 
el sistema en equilibrio decide que le compensa -en términos de energia libre- que 
un cierto punto tenga una densidad baja es porque hay una justificación energético- 
entrópica, dada por la interacción entre las particulas. Los sistemas que, saliéndose 
del equilibrio, aumentan en dichos puntos la densidad lo pagan caro, por decirlo de 
algún modo. En cambio, los que lo hacen aumentándolaen puntos en los que densidad 
está favorecida por el equilibrio están de algún modo menos penalizados. Recuérdese, 
en cualquier caso, que un valor de -T c(')(r) positivo en algún punto no significa por 
si solo en ningún caso que una modificación de la densidad en ese punto resulte en 
una nueva configuración más estable, puesto que falta por considerar la parte ideal 
del funcional energía libre -que no está incluido en la definición de las funciones de 
correlación directas- y la parte de interacción con el campo externo. 

Respecto a éste último, y fijándonos en el Último sumando de (1.84), observamos 
que el coste energético por aumentar ligeramente la densidad es mayor allí donde el 
campo es menor, y viceversa, lo cual -a primera vista- parece un sinsentido. No lo es. 
El segundo término se encarga de eliminar la parte del perfil de densidad que no se 
debe a la interacción entre las partículas, sino meramente a que el campo beneficia 
esos puntos del sistema. Recordemos que la parte de exceso de la energia libre FSx 
no tiene en cuenta la interacción con el campo V(r) -confrontar la ecuación (1.76)-, 
sino sólo la interacción de las particulas entre si. En un sistema ideal, como el tratado 
antes, el segundo término elimina el perfil por completo, c(')(r) = O,  evidenciando 
que no hay interacción entre particulas. 

En los sistemas homogéneos, en los cuales el campo externo V. debe ser a la  fuerza 
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constante, -S c(l)(r)  es t.ainbién constante y vieiie dado por 

- TC( ' )  = p ~ , y  - Vo (1 3 5 )  

estando el Potencial Químico de Exceso definido por 

a (pfEP) = 11 - T log ( ~ ~ p )  
a~ 

dando a entender, por uii lado, que el sistema es iridiferente al punto en el que  se 
produzca la  perturbación en la densidad -corno debe ser, ya  que es homogéneo-, y, 
por otro,  que el potencial químico mide exactamente eso, el cambio en energía libre 
por unidad de  partícula en el sistema. 

Respecto a la  función c(')(r, r'), digamos antes de nada que por seguir la  tradicióri 
de  la  literatura, empleareinos para designarla la  nornenclatura usual de  c ( r ,  r '),  en- 
tendiendo siempre que la fal ta de  superíndice indica la  función de  correlación a dos 
cuerpos. Su interpretación es un tema más peliagudo. De las ecuaciones (1.81) y 
(1.83) podemos llegar a 

expresión que no ayuda a desentrañar su significado físico del mismo modo qiie lo ''' 

hacía su análogo a un cuerpo, (1.83). De hecho, el primer término -que proviene de  la  
parte ideal sustraída a la  energía libre total- debe cancelarse con uno de  los térrniiios 
provenientes de  la  derivada fiincional. En el caso ideal, por ejemplo, este término se 
cancela exactamente con el segundo, resultando c(r ,  r') = 0. J. 

A pesar de  todo,  la definición de  esta función, (1.81), como derivada segunda ' 

del funcional 3 ~ ~ . [ p ]  refleja nuevamente el coste en energía libre de  exceso qiie han " 

de pagar los sistemas que pretenden salirse del equilibrio por modificar el perfil de  '' 
densidad ligeramente eii dos puntos r y r'. Esto tieiie consecuencias muy llamativas 
en la forma de  la  función. Por ejemplo, cuando la  distancia Ir - r'l es menor  que 
el rango de  repulsióii fuerte entre partículas (lo fuerte que se pueda considerar la 
repiilsión dependerá de  la  temperatura), el coste energético será tremendo y, por ello, 
- T c ( r , r i )  será positivo y grande -aumentará cuanto más  cerca estén r y ' r f - .  Por 
otro lado, sin recurrir a consideraciones energéticas, teniendo en cuenta la  entropía, 
el comportamiento es similar. En un sistema de  Esferas Duras, cuyas partículas 
presentan exclusión cuando'se acercan a una distancia o y cuya energía de  interaccióii 
es siempre cero, un aumento  ligero en la  densidad.en (los puntos rnás cercanos entre 
sí que o sólo puede darse en aquellas configuraciones microscópicas en las que una o 
varias partículas se vayan alternando para crear el mencionado aumento  de  densidad 
en ambos puntos -puesto que no lo pueden hacer simultaneamente ya que no pueden 
interpenetrarse-. Esto rediice el número de configuraciones de  una forma t an  drástica 
qiie el valor de  -Tc( r , r l )  será también positivo y grande -y, de nuevo, aumentará  
al disminuir la distancia entre r y r'-. Hemos visto, pues, que tanto  por razones 
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entrópicas como energéticas la forma de la función de correlación directa a dos cuerpos 
a cortas distancias ha  de ser muy determinada. 

En cuanto a largas distancias, el hecho de aumentar la densidad en puntos muy 
alejados uno del otro, equivale a que la única variación en la energía libre de exceso 
sea la debida a su propio potencial de interacción [Lebowitz t3 Percus, 19631. En el 
limite homogéneo, 

1.4.5 La Ecuación de Ornstein-Zernike (OZ) 

Para intentar extraer más información de la ecuación (1.87), podemos multiplicarla 
por 6p(r2)/6u(r3), integrando respecto a rz y, recordando la definición de Delta de 
Dirac en diferenciación integral, 

obtenemos 
l &p(r1) p q r l  -r3). c(r1,l.Z) = -- - (1.90) 

P(U) su(r3) 

Al emplear ahora la  definición de la función de Correlación total, (1.26), y la derivada 
funcional (1.70), podemos escribir 

A esta ecuación se la conoce con el nombre de Ecuación de Ornstein-Zernike o 
Ecuación OZ, en honor a los que primero la escribieron [Ornslein t3 Zernike,  19141 
aunque en una forma no tan general como la planteada aquí, sino en una válida sólo 
para sistemas homogéneos: 

En su momento, fue ésta la definición de la función de correlación directa -y no la 
ec.(1.80)- [Ornstein €4 Zernike, 19141. A causa de la forma de (1.92), la  fnnción c(r) 
tomó el nombre de función de correlación directa; la correlación entre dos particulas, 
h(r),  se escribe como una función que da la correlación entre ellas, más la correlación 
entre ellas mediada por el resto de las particulas. Según esta interpretación, la 
ecuación de Ornstein-Zernike puede emplearse para resolver recursivamente h(r ,  r') 
como suma de integrales que contienen productos de c(r, r'), o viceversa, sin más 
que sustitirla en la integral de su segundo miembro. Esta vía, llamada Técnica Di- 
agramática [Hansen  €4 McDonald, 1986, Balescu, 19751, apenas ha  logrado, sin em- 
bargo, ningún resultado remarcable que no fuera trivial o pudiera ser alcanzado por 
otros medios. La razón fundamental radica en que la serie de términos que se produce 
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no converge con facilidad y para obtener resultados útiles habria que calcular gran 
número de  ellos, ciiya coinplejidad aumenta desproporcionalmeiite de  uii término a 
otro. Tal y como se verá en el capitulo 92, su mayor logro fiie el desarrollo de  las 
eciiaciones integrales para las teorias de  liquidos. 

1.4.6 El Factor de Estructura 

A partir de la expresión (1.91) se comprende que tanto la función de correlación 
directa, c('),  corno la fiinción de  correlación total, h ,  (o incluso p(')) llevan, de distinto 
inodo, la iriformación sobre las correlaciones a dos cuerpos. Esta dicotoiriia se debe a 
que hemos partido de  dos jerarquías de  funciones de correlación que, no podía ser de  
otro modo, están conectadas. El dedicar esfuerzos a calcular una  u o t ra ,  o a plantear 
una  teoría de  liquidos o sólidos basada en alguna de  ellas suele deberse generalmente 
a tina elección personal. 

Cabe,  sin embargo, argumentar a favor de las funciones d e  correlación a dos 
partículas, h o ~ ( ~ 1 ,  por dos razones. La primera es una  interpretacióii más  trans- 
parente. Mientras que éstas representan, en definitiva, probabilidades de  encontrar 
pares de  partículas, la  interpretación de  c ( ~ )  es considerablemente más  oscura. 

Por o t ro  lado, en el laboratorio se mide -mediante diversas técnicas de  difracción- , 
el llamado Factor de  Estructura, que está definido en el espacio reciproco -el espacio de  : 
los momentos de  las partícula incidentes-, y se relaciona con la función de  correlación - 
a dos cuerpos del sigiiiente modo: 

Esta relación tan general no puede darse con la función de  correlación directa. 
Sin embargo, arguiiientaiido en favor de esta últirna, puede esgrimirse que si bien - 

la interpretacióii de p(') es más transparente, por contra, su forma es realmente más  -.. 
complicada. Para ernpeorar las cosas, mientras el alcance de la  fiincióii de  correlacióri 
directa -coiifroiitar con la ecuación (1.88)- es similar al alcarice del poieiicial de  iiiter- 
acción, la  función <le distribución tiene un alcance mucho mayor. Es iriás, la relación 
(1.93), a pesar de su generalidad -o quizás debido a ello- no perrriite extraer iiifor- 
rnación de  las rriedidas experimentales de  S ( k )  para evaluar una fiinción tan corripleja 
como es ~ ( ~ 1 .  La relación, como es de esperar, no  es invertible; dificilrnente podria 
obtenerse una función de  seis variables de  una tres. 

Para  sistemas Iioinogéneos, donde la  ecuación de  Orstein-Zernike es más simple, 
(1.92), y existe iiiia relación sencilla entre las funciones p(2) y d2) en el espacio d e  
Fourier, 

h(k) = C(k) + ~ ( k )  L(k), (1.94) 

puede extraerse información experimental tanto  para p(2) como  para'^(^). En este 
caso podemos reescribir la  ecuación de  la  compresibilidad, por ejemplo, del modo 
sigiiiente: 

1 " .  
S(0)  = = 1 +ph(O) = ~ T x T ,  

1 - p E(0) 
(1.95) 
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relación válida a cualquier densidad y temperatura. Esta situación iguala ambas 
forrnulaciones cuando de fluidos hornogeneos se trata. En el caso de sistemas no 
uniformes, sin embargo, la elección de una u otra hace que los problemas que se 
presenten sean de distinta índole. 
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Capítulo. 2 

Teorías de Gases, Líquidos y 
Sólidos 

Gas. (Palabra inventada por.Van Helmonteii eii el siglo XVII) 
Fluido, como el aire, que tiende a ezpandirse indef inidamente y que se 
caracteriza por su pequeria densidad. Cuando  su temperatura es superior 
a su tempertura crítica, aumenta su presión si se comprime.(sic) 

Líquido. (lat. liquidus) 
Dícese de todo cuerpo cuyas moléculas t ienen tan  poca cohesión que se  
adaptan a la forma de la cavidad que las contiene, y t ienden s iempre a 
ponerse a nivel; como el agua, el vino, el azogue, etc ... 

Sólido. (lat. solidiis) 
Aplícase al cuerpo cuyas moléculas t ienen entre s í  m a y o r  cohesión que las 
de los líquidos. 

R.A.E., DicEionado de la Lengua Española, (1992) l .  

Resumen 

Se introducen en este capitulo, de uii modo general, los conceptos más  iinportaiites de  
las fases gaseosa, liquida y sólida de  los sistemas clásicos siinples., Posteriormente, se 
hace un repaso histórico somero de  las teorías propiiestas para describir dichas fases. 
Sin remedio, muchos enfoques se habrán quedado en el tintero. Se  han preferido 
aqiiellos que estaban más  relacionados con el resto del trabajo y los qiie daban tina 
idea de  la  evolución del tema. 

'Una discusión sobre estas definiciones puede encontrarse en el apéndice §A. 
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2.1 Preliminares 

El conocimiento popular, desde antiguo, reconoce la existencia de tres estados de 
la materia: gaseoso, líquido y sólido. No obstante, las nociones de líquido y sólido 
siempre estuvieron más unidas entre sí, quizás por el mero hecho de que se pueden 
manipular con mayor facilidad que los gases, realmente incómodos de controlar. En 
general, supone un gran desengaño advertir que gases y líquidos, agrupados en lo que 
se denominan fluidos, suponen un mismo estado de la materia en el que los átomos 
que los forman están desordenados y se mueven aleatoriamente por el volumen que 
ocupan -y, formalmente, sólo se diferencian en el punto en el que uno se transforma 
en otro-, mientras que los sólidos se caracterizan por la permanencia de sus átomos 
en torno a una posición de equilibrio, constituyendo en rigor un estado diferente. O 
varios, como veremos. 

2.2 Introdución 
Se han seguido tradicionalmente dos enfoques distintos para describir los sistemas 
clásicos de partículas: uno contempla las fases fluidas y otro las sólidas. Esta división 
es natural teniendo en cuenta las diferencias entre las propiedades de ambas. En los 
f luidos las particulas se mueven libremente por el volumen -salvo su interacción con 
las otras- por lo que su perfil de densidad -la probabilidad de encontrar una partícula 
en un punto dado- presenta todas las simetrías de homogeneidad e isotropía; es decir, 
es constante y no depende de la posición elegida. Su descripción matemática se 
simplifica considerablemente. Podemos escribir el perfil de densidad del siguiente 
modo: 

p(r) = p = cte. (2.1) 

Consecuentemente, cualquier transformación de r deja invariantep(r). Por esta razón, 
todos los puntos son equivalentes y la función de densidad a dos cuerpos p(2)(rl ,  rz),  
la probabilidad de encontrar dos particulas en dos puntos elegidos r l  y r2, sólo puede 
depender de la diferencia entre los puntos considerados, rl - r2. Es más, la isotropía 
de estos sistemas obliga a que la orientación tampoco influya, perdurando solamente 
la dependencia con ri2 = Ir1 - rzl, 

Esto permite definir la Función de Distribución Radial o Densidad de Pares, g(r) ,  
como 

P ( ~ ) ( T )  = P2 g(v), (2.3) 

que es la función empleada tradicionalmente en la literatura para fluidos. Por ejemplo, 
la  ecuación de la compresibilidad, ec.(1.65), se reescribe fácilmente para sistemas 
homogéneos del modo siguiente, 



F i g u r a  2.1: Patrón de difracción de un  fluido bidimensional. La isotropía de esta .,. 
fase observa en la s imetría radial que presenta la figura. Esta figura también  podría .-. 
corresponder al patrón de difracción de u n  vidrio. La suavidad de la figura -comparar 
con la figura 2.3- se debe que las partículas se encuentran separadas entre ellas por ,: 
distancias que varían en u n  rango m u y  amplio. 

La estructura de  los fluidos, en concreto de  los líqiiidos, se estudia mediante 
difracción de  neutrones o de  rayos X.  Tal y corno se mencionó en $1.4.6, la  medición 
del factor de  estriictiira proporciona información sobre la  función g ( r ) ;  es decir, sobre .'S 

la  disposición espacial de  unas partíciilas respecto a otras. En la  figura 2.1, se ob- i i  

serva el patrón de  difracción de  un fluido bidimensional. La  intensidad de  luz, medida - 
radialmente desde el centro, es el factor de estructura. 

. . 

Los s ó l i d o s  c r i s t a l i n o s  o cristales, por su parte, s e  disponen ordenadamente 
guardando la  simetría traslacional propia de la red de  Bravais en la  qiie cristalizan2, 
lo cual es un grado de  simetría considerablernente menor. Para  ejemplificar esto, 
basta comprobar las propiedades esperadas de su función distribución: 

'Auguste Brnvnia (1811-1863) fue el que, por primera vez, enumeró correctamente las redes 
i>eriÓdicaa, catorce en 3D. cinco en 2D [Brouoia. 18481. Un estudio detallada de laa redes de Bravais 
y de sus simetrins puede encontrarse, por ejemplo, en [Ashcraff U Mevmin, 19911 
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siendo 'Ji el conjunto de todos los vectores de la red de Bravais en la que el sólido 
ha cristalizado, y S cualquier operador de rotación o simetría, llamados técnicamente 
Grupos Puntuales, que deje invariante el sistema3. Es decir, la función distribución 
en este caso es periódica a lo largo del espacio y presenta las simetrías de rotación 
adecuadas. La función de distribución a dos cuerpos es más compleja y sólo presenta 
las, por lo general inmanejables, propiedades: 

Propiedades éstas que, a pesar de reducir el tamaño del cálculo por la periodicidad -la 
variable rl puede considerarse definida sólo en la celda primitiva, o de Wigner-Seitz, 
de la red R. y ciertas invariancias rotacionales, no reducen el número de variables en 
modo alguno; la función p(2)(r i , r2)  depende de r1 y de r2 independientemente, y de 
ninguna combinación entre ellas -como en el caso homogéneo-. En definitiva, cualquier 
acercamiento teórico se enfrenta a una función de distribución a dos cuerpos de 6 va- 
riables reales independientes en lugar de a una función de una única variable, como 
es el caso de g(r) en las fases fluidas. 

A modo de ejemplo, podemos ver en la figura 2.2 detalles de varias redes en dos 
y en tres dimensiones (2D y 3D, respectivamente). Utilizaremos la siguientes abre- 
viaturas: SC (Cúbica Simple), BCC (Cúbica Centrada), FCC (Cúbica Centrada en 
las Caras), HCP (Hexagonal Compacta), RSCP (Compacta Empaquetada al Azar). 
La estructura de los sólidos cristalinos puede inferirse con cierta facilidad mediante 
experimentos de difracción. Las ondas se difractan por las estructuras periódicas y 
producen patrones a partir de los cuales puede calcularse el tipo de red cristalina de un 
sólido, y la separación entre los planos que forman sus átomos. La primera estructura 
alguna vez analizada, la del NaCl y KC1, fue resuelta gracias al empleo de los rayos X 
[Bragg f3 Bragg, 191414. De hecho, dos años antes, M a x  T h e o d o r  Felix v o n  L a u e  
(1879-1960)5 sugirió brillantemente un experimento con sulfuro de zinc con el cual 
quedaron comprobadas la naturaleza ondulatoria de los rayos X -aún en entredicho- y 
la, ya bastante establecida por entonces, ordenación periódica de los cristales. En la 
figura 2.3, puede observarse el patrón de difracción de una red cuadrada bidimensional. 

3 A q ~ i  hay que destacar que los operadores de simetria del sistema no han de ser todos los que 
dejan invariente La red de Bravais en la que el sistema ha cristalizado, sino sólo el subconjunto de Los 
que sean, a su ven, simetrías de la base -de la partícula o grupo de particulas asociadas a cada nodo 
de la red-. En los casos que vamos a tratar, bases con una partícula por celda primitiva y potenciales 
de interacción radiales -que son invariantes bajo todan Las operaciones de simetría-, los operadores 

'de simetría serán, consecuentemente, todas Los grupos puntuales de la red Y? en consideración. 
'Sir Williarn Henry  Bragg (1862-1942) y Sir Williarn Lawrence Bragg (1890-1971) fueron 

galardonados en 1915 con el premio Nobel de física por el análisis de la estructura cristalina por 
medio de rayos X. 

SMerecedor en 1914 del premio Nobel de física por el descubrimiento de la difracción de rayos X 
per !nz cristdoo. 



Red Cuadrada (ZD) Red Trlnngular (ZD) 

SC BCC 
.: - FCC 

Figura 2.2: Ejemplos de redes periódicas en dos dimensiones (ambo) y tres dimen- 
siones (abajo). Obsérvese el mayor grado de empaquelamiento de izquierda a derecha. 

Prescindiendo de  los fluidos y los sólidos cristaliiios, existe o t ra  fase conocida d e  .: 
los sistemas clásicos simples de  la que tan solo vamos a hacer una  reseña a pesar d e  ->: 

la  importancia qiie h a  adquirido su estudio en la  actiialidad -en especial en conexión-": 
con los llamados sistemas desordenados-. Nos estamos refiriendo a los v i d r i o s ,  o " 

sólidos amorfos. Estos materiales presentan propiedades en principio paradójicas 
puesto que algunas podrian enmarcarse en los fluidos -falta de  orden de  largo alcance, 
desorden posicional- mientras que otras podrian incluirse entre las de los sólidos - 
rigidez-. Experimentalmente se obtienen enfriando fluidos rápidamente -la veloci- 
dad adecuada depende crucialmente del sistema en cuestión-, de tal rnodo que las 
partículas se congelan -en el sentido de  que pierden sil fluidez- disponiéiidose en con- 
figuraciones qiie recuerdan configuraciones instantáneas de fluidos obteniéndose una 
fase sólida en el lenguaje coloquial, aunque también puede aparecer a partir de  iina 
fase cristalina sometida a cambios de  presión [Sciortino el al., 19951. Existe cierto 
consenso en considerar esta fase como una fase metaestable -es decir, corno tina fase 
en un cierto equilibrio termodinámico que no es el verdadero, que correspodéría a 
iin sólido cristalino-. El formalisino para estudiar estos sistemas dista mucho del que 
vamos a t ra tar  aquí. Los lectores interesados pueden referirse a un reciente artículo 
recopilatorio [Angell, 19951. 
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F i g u r a  2.3: Patrón de difracción de una red cuadrada bidimensional. La simetría 
radial que se  observa es debida al  méiodo empleado, de Debye-Scherrer (1916), en 
el que la muestra está formada por cnstalitos finamente pulverizados; de este modo, 
se obtiene un "promedio" angular de los patrones que se obtendrían variando la ori- 
entación de un monocrisial. E n  cualquier caso, la estructura marcada que se  observa 
-compararcon la figura 2.1- se debe a que las parflculas se encuentran separadas por 
las distancias marcadas por la red periódica. 

Finalmente, cabe mencionarse también otra fase menos estudiada, los cuasi- 
c r i s t a l e s .  Se t r a t a  de  sólidos cuyas partículas están dispuestas en redes que presen- 
t an  simetrias llamadas traslacional cuasiperiódica y on'entacional sin simetn'a crisia- 
lográfica. Son redes que no presentan simetrias de  traslación ni de rotación pero poseen 
un cierto orden de largo alcance -y en eso se diferencian de  los sólidos amorfos-. Su 
descubrimiento en sistemas reales -en aleaciones de  aluminio y manganeso- es re- 
ciente [Shechtman et al., 19841. Los enfoques teóricos [Nelson & Halpenn, 19851 los 
creen íntimamente relacionados con generalizaciones tridimensionales de  la  l lamada 
Teselación de Penrose, que consiste en un conjunto de dos tipos de  rombos (de 108' 
y 144") que cubren el plano por completo -sin dejar resquicios- y cuya ordenación no 
presenta ningún t ipo  de  simetría traslacional [Penrose, 19741. A pesar de  esto, la  red 
resultante contiene decágonos regulares, todos con la misma orientación, y un con- 
junto de líneas paralelas (ver figura 2.4) .  Esta teselación puede entenderse como una 
sección d e  u n a  red periódica en 5D proyectada desde ángulos que son factores irra- 
cionales de  2 ~ .  Por esta razón, han surgido diversos enfoques teóricos de  proyecciones 
de  redes periódicas en 6D, cuyos resultados se ajustan a los resultados experirnentales 
de  difración. Existen también evidencias de  este ordenamiento gracias a imágenes 
obtenidas por microscopía de  efecto túnel [Schaub et al., 19941. 



Figura 2.4: Teselación de Penrose. Esió formada por dos tipos de rombos y cubre 
el plano sin dejar ningún resquicio y sin ninguna simetría traslacional. Obsérvese, 
sin embargo, que se pueden formar, uniendo ciertos nodos, líneas paralelas en 5 di- 
recciones -que forman entre sí 72'-, y la presencia de decógonos regulares, todos con ' '  

la misma orientación. 

.. 
Los patrones de  difracción (ver figura 2.5) presentan simetriarespecto a rotaciones - 

de 21115 radianes, lo cual está estrictamente prohibido en sistemas cristalinos. Es más ,  
parece ser que  l a  dimensionalidad del espacio es criicial. Así como en 2D,  el empa- 
quetamiento compacto de  discos se logra, tanto local como globalmente, en una red 
triangular, no  hay has ta  el momento ninguna estructura que ostente la  calidad de  em- 
paquetamiento máximode esferas en 3D. Si bien hay un consenso en considerar ciertas '.. 
estructuras compactas (FCC, HCP o RSCP) como las de  mayor empaquetamiento, se 7 

sabe que las esferas se pueden ordenar con un mayor grado de  empaquetamiento local . 
que, sin embargo, d a  lugar a dislocaciones cuando se  t r a t a  de  extender a estructuras 
que llenen en el espacio completo y no consiguen, hasta el momento, empaquetarse 
en el espacio mejor que las estructuras citadas [Conruay &' Sloan, 19881. Esta dife- 
rencia entre empaquetamiento local y global parece ocasionar un balance delicado 
entre ambas estructuras a la hora de  minimizar la  energía. En sistemas de  esferas 
duras (HS) con un pozo cuadrado atractivo, se ha  encontrado iin rango del espacio 
de parámetros en el que, a temperatura cero, la  entalpía es menor en una estruc- 
tu ra  cuasicristalina (icosahédrica) que en las redes cristalinas mencionadas anterior- 
mente [Narosimhan &' JariC, 19891. También aparecen estas fases eii sistemas sim- 
ples con potenciales de  interacción simples [Ebinger el al., 19971, radiales oscilantes 
[Denton €4 Hafner, 1997, Dzugutou, 19931 o en rriezclas de  dos tipos de   articulas 
[Likos 8 Iienley, 1993, Roth et al., 19951. En cualquier caso, quedan fuera del ob- 
jetivo del trabajo y no las vamos a tener en cuenta tampoco. Refiérase la  persona 
interesada a bibliografía especifica [Sieinhardt t4 Ostlund, 19871. 
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Figura 2.5: Cuasicrislales. Imagen de una  muestra de A h C u L i 3  obtenida con micro- 
scopio electrónico (izquierda) [Lang el al., 19871 y patrón de difracción de electrones 
(derecha). Obsérvese, e n  ambos casos, la simetría pentagonal, prohibida en las redes 
periódicas. La forma geométrica de las protuberancias se denomina "triacontahedro", 
y es lo nener~l i zo i ihn .  1ridim.en.sion.nl de lan teselar de Penrose. 



2.3 Teorías de F l i i idos  37 

2.3 Teorías de Fluidos 

2.3.1 La Génesis 

Podría decirse que el primer acercamiento palpablemente notorio a una  descripción 
de  un sisterna simple fue el planteamiento de  la Ecuación de Estado de un Gas Ideal 
', que se puede escribir, siguiendo nuestra notación, como 

PV = NT. ( 2 . 9 )  

Fue P i c r r e  L a p l a c e  (1749-1827) el primero que, a partir de  argumentos rnicroscópicos, 
obtuvo expresiones de  coinportamientos macroscópicos de líquidos, el calor latente de  
evaporación y la  tensión superficial. Sin embargo, Laplace se adelantó en casi un siglo 
a la  comunidad científica que hubiera podido sacar provecho de  estos trabajos que 
sirvieron, ésto sí, de  apoyo a quienes apostaban por una interacción atractiva entre 
las moléculas. La inclusión de  la  interacción iutermolecular en la  ecuación de  es- 
tado,  tras varios infructuosos intentos, se llevó a cabo por primera vez por J o l i a n r i e s  
D i d e r i k  v a n  der W a a l s  (1837-1923)'. Éste partió de  la  idea, bastante extendida 
por entonces, de  que los átornos tendrían un cierto tamaño que impedía que unos , 
pudieran ocupar la misma porción de  espacio que otros y que, por ello, el volumen-' 
accesible era menor que aquel del que disponían las partículas ideales. Por o t ro  lado, i 
los átomos debían sufrir una  cierta atracción entre ellos8, que  a su vez se  traduciría eii.: 
una  disininución de  la presión que el gas ejerce sobre las paredes. Reescribió eiitoiices?: 
la ecuación de estado así [van der Waals , 18731: 

( P  + L)(v - 6) = N T .  (2.10).. v 2 

donde a  y 6 Iiabíaii de  entenderse como parámetros que dependían de  la atracción:: 
entre los átornos y sil tamaño,  respectivamente. Las nuevas partículas libres <lisponiaii!, 
de un volumen menor -6, conocido frecuentemente como covolumen, deberá ser pro- ' 
porcioiial al iiúinero de  partículas del sisterna '-, y sufrían una presióii rriayor del>ido 
a que el resto de  partículas ejercían una atracción neta. El paránietro a  es propor- 
cional al número de  particulas al cuadrado. Esto se explica porque la  atracción neta 
entre las partículas tiene que aumentar,  a su vez, proporcionalmente al número de  
pares de particulas, N(N - 1) % N 2 ,  en una primera aproximación. El término a / V 2  

'En su forma más rudimentaria, se formuló a principiosdel siglo XVIII. Su estebleciniieritodes<le 
los comienzos hasta la expresión actual fue una labor que se extendi6 a lo largo de tres siglos. 

'Galardonado en 1910 con el premio Nobel de física por su trabajo en la ecuación de estado de 
gases y líquidos. 

'La existencia de una fuena atractiva entre los átomos de un gas no estaba completamente 
establecida por aquella época, a pesar de los trabajos de Laplace, aunque contaba con el respaldo del 
experimentode Jaines Prescott Joule (18181889) y William Thomsoi> "Lord Kelviii" (1824- 
1907), llevado a cabo en tomo a 1850, en el que se mostraba que si un gas se expande en el vacío, se 
enfría. De tratarse de fucnas repulsivas las responsables de lar interacciones entre las partículas de 
un gas, el efecto debería ser el opuesto. 

* D e  hecho, en el limite de baja densidad, el covolumen viene dado por cuatro veces el voltinien 
de las particulas. Este hecho permitió que van der Waals estimara el diámetro de una "moléculade 
aire" en 3 . lo-' cm. 
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F i g u r a  2.6: Diagrama de presión frente a volumen a temperatura constante según la 
teoría de van der Waals  [van der Waals , 18731. Esta figura corresponde a la primera 
aparición de la construcción de Igua ldad  d e  Área s  para determinar los puntos de 
coexistencia de las fases gaseosa y líquida [Maxwell, 18751. 

resulta ser, pues, una cantidad de U(1) frente al tamaño del sistema. El logro con- 
ceptual incuestionable de van der Waals es la división del potencial de interacción 
en una parte repulsiva y una parte atractiva, cuyos efectos pueden coiisiderarse por 
separado. Como veremos, la parte repulsiva afectará principalmente a la estructura 
del fluido y la atractiva a su termodinámica. 

La ecuación (2.10) presenta tres soluciones para temperaturas bajas y una para 
temperaturas altas. Es el primer planteamiento teórico que describe simultáneamente 
la  fase gaseosa, la fase liquida y la existencia del punto critico en los fluidos, resultado 
completamente impensable en la época. El trabajo de van der Waals hubiera pasado 
inadvertido en su época de no ser por el apoyo (y la crítica) que recibió en Inglaterra 
[Maxwell ,  18741. En la figura 2.6, se muéstra el diagrama de la presión de un sistema 
frente a su volumen a temperatura constante según el esquema de van der Waals, en 
el que se mostró, por primera vez, la famosa construcción de igualdad de áreas para 
determinar los puntos de coexistencia de las fases gaseosa y líquida [Maxwell,  18751. 
El éxito de la ecuación de van der Waa1s"fue tan grande que, prácticamente, matóese 
campo de investigación durante casi 50 años" [Uhlenbeck & Ford, 19631. Todavíasirve 
como un instrumento pedagógico inestimable para la comprensión del estado líquido, 
y se puede emplear para un acercamiento a la fase sólida [Daanoun el al., 19941. 

2.3.2 Expansiones en Densidades 

Sin ,embargo, la ecuación de van der. Waals dió también lugar a controversias. Hen-  
d r i k  A n t o o n  Lo ren t z  (1853-1928)'0, conocido por la contracción del espacio que 

"Galardonado en 1902, junto con Pieter Zeeman (1865-1943),conel premio Nobel de Física por 
su investigación sobre la iduencia del magnetismo en los fenómenos de radiación. 



lleva su nombre, calculó en 1881 la corrección a la ecuación de  los gases ideales de- 
bida al tamaño finito de las partículas haciendo uso del teorema del virial de  Clausius 
[Lorenlz, 18811 y obtuvo que 

b 
PV = N T +  -, v (2.11) 

que coincide con la eciiación 2.10 sólo a primer orden en 1 / V .  Iliibo partidarios de  
ambas eciiaciones. J o h i i  W i l l i a m  S t r u t t  L o r d  Ray le ig l i  (1842.1919)" apoyaba 
la ec. (2.10), con el coeficiente a igualado a cero, por ser exacta en una dimensión. 
Peter G i i t l i r i e  T a i t  (1831-1901), en cambio, decía confiar más  en una expansión a 
primer orden de  la ecuación (exacta) del virial que en juegos de  rriaiios para describir 
la física del problema. Esta polémica tuvo como resultado la búsqueda del siguiente 
térrnino correctivo del desarrollo en densidades (la temperatura no juega ningún pa- 
pel en el sistema de  esferas duras) y, tras un periodo de desacuerdo y de  cálciilos 
independientes, se convino en que la forma era la  siguiente: 

Mediante un cálculo de  extrema complejidad, se encontró el térrnino cuarto de  la 
expansión [Bolzmann, 18991: 

89 219f i  4131 3.: --+-+- a m o s  (5)) (;) .. 
280 2 2 4 0 ~  2240a 

(2.13) 
Sin embargo, no era  posible seguir calculando más  correcciones. El hecho es notorio 
a la vista de  (2.13). El método empleado hasta entonces se basaba en la técnica del 
camino libre medio [Clausius, 18581 l 2  que, aunque mejorada por Boltzrnann en 1866, 
rio presentaba iina forrna sisternática de  mejorar las estimaciones. . i 

El abandono de  la teoría cinética, la formulación de  la  mecánicaestadistica y el ad? 
venimiento de  las técnicas diagrarriáticas -comentadas en la  sección $1.4.5- ofrecieron 
un procedimiento sisteinático para calcular los siguientes térininos del Desarrollo del 
Virial, Ilainado así por partir de  la  ecuación del mismo nombre. J o s e p l i  E d w a r d  
M a y e r  (1904-1983) y su mujer M a r í a  G o e p p e r t  M a y e r  (1906-1972) 1 3 ,  expre- 
saron los coeficientes de este desarrollo como suma  de  integrales, cuyos integrandos 

"Rayleigh fue nombrado Sir y, posteriormente, Lord (tercer Lord Rayleigh; no confundir con su 
hijo Robert John Strutt ,  cuarto Lord Rayleigh, también excelente físico) por el gobienio de Gran 
Bretaíis en reconocimieiito a 6" labor cientifica y, especiahenle, a sus contribucioiies tecnol6gicw. 
En 1871, di6 por primera vez, In explicación correcta del color del cielo mediante una teoria de In 
dispersión de luz por los ritornos. Su descubrimiento del argón le valió el premio Nobel de física en 
1904. 

"Este método surgió de una critica a la teoria cinética de los gases por parte del meteorólogo 
holandés Chris tophort is  Henriciis Didericus Buy-Ballot (1817-1890). Se preguntabapor qué, 
si las moléculasde =as viniaban a cientos de metros oor seeundo-tal como oredecia la tcoria cinética-. - 
los gases se detectaban al cabo de varios miniitos una vez puestos en contacto con el aire en una 
habitación cerrada. Clausius desarrolló la teoría para explicar este hecho. 

'3Galnrdonada con el premio Nobel de física en 1963, compartido con J.  Hans Daniel Jensen 
y Eugene P. Wigner, por.el establecimiento de los números mágicos en las capas que forman In 
estructura de los nilcleos atómicos. 
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son productos de la  Función f de Mayer, definida como 

para potenciales de interacción radiales, ~p(r ) ,  sin restricción a las esferas duras 
[Mayer €4 Mayer, 19401. La técnica, a pesar de permitir un acercamiento metódico a 
los siguientes términos, no es demasiado eficaz. A cada nuevo coeficiente, el número y 
la complejidad de las integrales aumenta de un modo desproporcionado. Por poner un 
ejemplo, el término quinto de la serie de esferas duras no se estimó hasta la llegada 
de los ordenadores y la  introducción del Método de ~ o n t e c a r l o ' ~  para resolver las 
integrales de forma aproximada [Rosenbluth €4 Rosenbluth, 19541. En cualquier caso, 
no proporcionan una solución aceptable excepto a densidades bajas. En la  figura 2.7, 
se pueden observar, a modo de ejemplo, los diagramas que dan lugar a los coeficientes 
del virial cuarto, quinto y sexto. 

2.3.3 Las Ecuaciones Integrales 

El mérito de las técnicas diagramáticas es, no obstante, el haber dado lugar a las 
Ecuaciones Integrales como método de cálculo de las propiedades de los líquidos. La 
función de correlación a pares (véase la  ec.(2.3) admite un desarrollo diagramático en 
series que puede reagruparse de modo que queda expresada mediante una ecuación 
integral, la ya mencionada ecuación de Ornstein-Zernikel'[Ornstein €4 Zernike, 19141: 

donde la función c ( r )  se define como la suma de ciertos diagramas de la expansión 
de h ( r ) ,  a diferencia de la definición habitual hoy en dia, ec.(1.81), que es, obvia- 
mente, equivalente. Si se examina en detalle la serie que da lugar a c ( r ) ,  se observa 
que el alcance de esta función es el mismo que el del potencial de interacción, ~ ( r ) ,  
incluso en las cercanías del punto critico -donde la compresibilidad se hace infinito- 
[Hansen €4 McDonald, 19861. No obstante, este comportamiento se pierde cerca de 
la transición al estado vítreo, donde se &elve de largo alcance [Song et al., 19881. 
La ecuación (2.15), per se, no aporta mucha información. Sin embargo, permitiría 
hallar de forma exacta la función de correlación g(r) -y con ella la termodinámica del 
sistema- a partir de la función de correlación directa c(r ) ,  de corto alcance y con un 
desarrollo en series "sencillo", aunque intratable a efectos prácticos. Para hallar una 
solución, se necesita otra expresión que relacione las funciones g ( r )  y c ( r ) ,  aunque sea 
de modo aproximado. A esta segunda relación se la denomina Relación de Cierre. 

La primera aproximación con resultados notables [Percas €4 Yeuick, 19581 proviene 
de examinar los dos primeros términos de laexpansión en densidades de c ( r )  y observar 
que son iguales a los dos primeros términos de la expansión en densidades de y(r )  E 

"Es obligado senalar LB profunda transformsciónque La introduccióndelas simulaciones por orde- 
nador [Monaoori U Conficld, 19701 han producido en el campo de la mecánica estadística, alzándose 
como generadoras de resultados eroetos de los modelos teóricos. 

"En 1953, Frits Zernike (1888-1966) recibió el premio Nobel de física por la demostración del 
método de contraste de fase, especialmente por la invención del microscopio de contraste de fase. 
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Figura 2 . 7 :  Series diagramáticas de los coeficientes del uirial cuario, quinto y sez to .  
Los diagramas están ezpresados en términos de la función e ( l , 2 )  e x p { - P < p ( l ,  2 ) )  
por lineas ondulantes. C o m o  se ezplica, se han omit ido las funciones f ( l , 2 )  E 
e ( l , 2 )  - 1 por simplicidad [Ree Hoouer, 19641. 
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e O ~ ( ~ ) g ( r )  multiplicados por la función de Mayer. Los términos de orden mayor 
contienen otros diagramas [Stell, 19631. En general,podemos escribir 

4.) = f ( r )  ~ ( 7 )  + d ( ~ ) ,  (2.16) 

donde d(r) es la llamada Función Cola -en inglés, Tail Function- porque, como se ve 
claramente en (2.16), se hace cargo de la forma de c(r) a larga distancia (la función 
de Mayer cancela las contribuciones a largo alcance de y(r)). Si suponemos que la 
relación de los primeros términos la cumplirán aproximadamente todos los térmiiios, 
es decir, consideramos d(r) % O ,  la relación de cierre quedará, pues, 

C(T) x f (r)  y(r) = ea'"' f ( r )  g(r)  (2.17) 

que da lugar a la denominada Aproximación de Percus-Yevick (PY). El resultado 
más exitoso de este enfoque es su solución del fluido HS [Wertheim, Thiele, 19631, 
cuya termodinámica mantiene un acuerdo razonable con los resultados obtenidos en 
simulaciones por ordenador hasta densidades bastante altas, y cuya función de dis- 
tribución de pares puede considerarse excelente en un rango de densidades aún mayor 
[Hansen t3 McDonald, 1986). A pesar de todo, cuando el potencial de interacción 
aumenta su alcance, la aproximación empeora. 

Otra forma exacta de expresar la relación de cierre es la siguiente: 

donde b(r) es la llamada Función Puente -por el tipo de diagramas que agrupa- y está 
relacionada con la función cola a través de b(r) = logy(r)- y ( r )+ l+d( r ) .  La Aproxi- 
maczón HNC(hyper-netted chain) considera b(r) x O [van Leeuwen et al., 19591, e in- 
cluye muchos más diagramas que la aproximación (2.17). Sus resultados son algo más 
precisos cuando se t ra ta  de potenciales atractivos, pero, sin embargo, su aplicación a 
esferas duras produce resultados más pobres que la aproximación de Percus-Yevick. 
Parece ser que esta Última aproximación funciona mejor porque elimina grupos de 
diagrarnas cuyas contribuciones se cancelan entre sí. 

La teoría de las ecuaciones integrales ha seguido desarrollándose hasta hoy en día 
y, en general, ha obtenido buenos resultados para gran cantidad de potenciales. Un 
artículo recopilatorio reciente da cuenta de ellos [Caccamo, 19961. No obstante, este 
enfoque adolece de dos importantes inconvenientes. Por un lado, es termodinámica- 
mente inconsistente; una vez obtenida la función de distribución a pares, g(r),  hay 
tres métodos para calcular la termodinámica del sistema, a saber, vía la ecuación del 
virial (1.52), vía la ecuación de la compresibilidad (1.65) y vía la ecuación de la en- 
ergía (1.43). Estas vías suelen proporcionar resultados similares pero distintos, sieiido 
geueralrnente más precisos, en orden creciente, virial, compresibilidad y energía. La 
explicacióri de las diferencias es clara, en base a la información que se requiere de la 
función de correlación. Siguiendo la vía del virial, se extrae toda la información de 
los alrededores uno o varios puntos de la función g(r),  siendo las esferas duras un 
caso límite, como se verá en la ecuación (5.10), en el que la termodinámica proviene 
del valor en un único punto. La vía de la compresibilidad, por su lado, extrae la 
información de un rango también pequeño de valores de g(r), pero suele ser mayor 
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que el empleado en la primera via. Es por ello que hay sistemas, o situaciones físicas, 
en los que la precisión entre ambas vias se intercambia. La via de la energia emplea 
un promedio de la función de distribución de pares con el potencial de interaccióii. 
Si el potencial es de largo alcance, los detalles de la función de correlación serán 
sólo pequeñas correcciones a una integral cuya contribución principal vendri dada 
por el propio potencial y no por la función g(r). En los sistemas de esferas diiras, 
no obstante, esta tercera via no aparece puesto que su energia configuracional es 
idénticamente cero. En la figura 2.8, se muestra, a modo de ejemplo, córno funciona 
la aproximación PY siguiendo las distintas vias. A pesar de los buenos resultados 
obtenidos, las ecuaciones integrales no se han podido extender, hasta el momento, a 
las fases sólidas. 

L a  Ecuac ión  d e  E s t a d o  d e  Carnahan-Sta r l ing  

Si la presión de un fluido de esferas duras se expresa como un desarrollo en densidades 
en función de la Fracción de Empaqueiamiento, 

donde o es el diámetro de las esferas, se observa que los coeficientes de la expansión .. 
-algunos calculados por medio de simulaciones por ordenador- parecen seguir tina 
relación sencilla entre ellos de un modo aproximado. Tornando como válidos dichos co- 
eficientes aproximados, la serie puede sumarse y se obtiene [Carnahan t3 Starling, 19691 

. . 
Este resultado, conocido como Ecuación de Estado de Camahan-Star l ing  (CS), pre- : 

senta un acuerdo extraordinario con los resultados de simulacióii y se emplea fre- ..:: 
cuentemente como si de un resultado exacto se tratara, aunque falla a altas densidades L .  

puesto que la función se extiende iiiás allá del eiiipaquetainiento máximo (CP) de las 
esferas duras, qCp 4 r e 6  % 0.74, El exceso de energia libre que se obtiene de su 
integración es el siguiente: 

también en magnífico acuerdo con los resultados de simulación. Puede compro- 
barse que, casualmente, la ecuación de estado (2.20) se obtiene también de p,, = 
2 3pCpy + $pYpy, donde pCp, y p;, son, respectivamente, las ecuaciones de estado en la 
aproximación PY, vía la compresibilidad y via el virial. 

La  Pa rame t r i z ac ión  d e  Verlet-Weis 

De igiial modo que con la ecuación de estado (2.20) se obtiene una descripción exce- 
lente de la termodinámica del fluido de esferas duras, poco después surgió una prop- 
uesta para mejorar la descripción de la estructura del Ruido. Si bien la aproximación 
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Figura 2.8:  Aprozimación de Percus €4 Yeuick aplicada a u n  fluido Lennard- 
Jones. Arriba se muestra la ecuación de estado en función de la inversa de la 
temperatura a densidad 0.85, todo en  unidades reducidas. Los puntos representan 
los resultados de simulación, mieniras que las recias se han obtenido siguiendo las 
diferentes vías (de arriba a abajo): uirial (P), energía (E)  y compresibilidad (C). 
[Barker & Henderson, 19721 
Abajo, ecuaciones de estado en función de la densidad a diversas temperaturas: (1) 
1.2, ( 2 )  1.263, (3) 1.275 y (4) 1.3. La línea disconiínua indica la región donde la 
ecunción P Y  n o  presenta solución. Las ecuaciones de estado de la izquierda se han 
calculado a pariir de la ecuación de la compresibilidad y las de la derecha a pariir de 
la ecuación del uirial. [Walis ,  19681 
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de  Percus-Yevick produce una función de  distribiición de  pares, g( r ) ,  en buen acuerdo 
con los resultados ezactos de  simulación, presenta ciertos desacuerdos para distintos 
valores de  r y ninguna de las dos vías para calcular la  termodinámica parece adecuada 
(pasando por al to que sus resultados difieren). Todos estos problemas desaparecen 
con la siguiente parametrización [Verlet Weis, 19721: 

r < o  
(2.22) 

gpy((r /o ' ;  pul3) + 4 em('-'1 cos ( m ( r  - o) )  r > o. 

Es decir, expresar la  función de  correlación como la de  Percus-Yevick -adecuando el 
tamaño de  las esferas a otras con mejor cornportamiento para valores de  r grandes- 
más  un término que corrige el valor de  la función para valores de  r peqiieños. Mientras 
que la relación entre los tamaños de  las esferas viene dada por una regla introducida 
ad-hoc, ( U ' / U ) ~  = 1 - 7/16, los parámetros A y m se fijan de  tal modo que la nueva 
función verifique simultáneamente las ecuaciones del virial y de la  compresibilidad 
referidas a la  termodinámica que proporciona la ecuación de  estado de  Carnahaii- 
Starling. La función.de correlación, calculada así, reproduce con gran precisión los 
resultados de simulación para  todas las densidades y suele tomarse, corno la ec.(2.20), 
por cuosiezacla. 

2.3.4 Teoría de la Partícula Escalada 

De las dos ecuaciones de  estado que provienen de  la aproximación de  Percus-Yevick, 
la  obtenida vía la ecuación de  la  compresibilidad es la  más  precisa. Esa ecuación ; 
ya  había sido obtenida previamente mediante la Teoría de la Partícula E s ~ a l a d a ' ~  
[Reiss el al., 19591. Esta técnica considera el efecto de iin hueco -un espacio no ac- , 

. . 
cesible a las partículas- en un fluido de esferas diiras. Cuando el radio del hiieco : 

adquiere el mismo tamaño que el diámetro de las esferas, su efecto es el misino que ,< 
el de  una  esfera más  -de ahí el nombre de  la  teoría-. Por otro lado, la probabilidad 
de  que se produzca un hueco se calcula a través del trabajo reversible necesario para 
crearlo y para ello se  hace una estimación de la tensióii superficial del fluido. I,os 
resultados son realmente satisfactorios para las suposiciones hechas. Es más,  en 1 D  
reproduce el resultado exacto. 

2.3.5 Teorías de Perturbaciones 

Tal y como hemos comentado, las eciiaciones integrales han conseguido describir, con 
muy buenos resultados, sistemas con muy diferentes potenciales de  interacción pero 
siifren del grave inconveniente de  no ser extensibles a la  fase sólida y de  la  arbitrariedad 
mencionada a la  hora de  hallar la  termodinámica. L a s  teorías de  perturbaciones en los 
sistemas fluidos han sido el contrapunto de  las anteriores por su versatilidad -resulta 
muy sencillo calcular con diferentes potenciales de iiiteracción- y por los resultados 

''A pesar de tratarse de una traducción incorrecta del rérinino en inglés Scalcd-Particle, la rm- 
plenremos por lo extendido de su uso. 
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obtenidos. Como están íntimamente conectadas con el trabajo que hemos llevado a 
cabo en los sólidos, el siguiente capítulo está dedicado en detalle a su  estudio. 

F i g u r a  2.9: Trayectorias de las pariículas a lo largo de cierto intervalo de tiempo 
[Wainwright t3 Alder, 19581. En la fase líquida (izquierda), las partículas se mueven 
a lo largo del volumen modificando sus lrayectorias por los encuentros con otras 
parliculas. En el sólido (derecha), Ius p a r l Í ~ ~ l ~ S  se mueven en tomo a una posición 
de equilibrio, determinada por las posiciones de sus partículas vecinas. 

2.4 Teorías de Sólidos 

2.4.1 La Génesis 

El conocimiento de la estructura de  los sólidos recorrió un tortuoso camino, ajeno al 
desarrollo de  las teorías de  gases y líquidos, y su origen se remonta al  siglo XVII. El 
geólogo y anatomista Nie ls  S t e e n s e n  (1638-1686) -conocido también por su nombre 
latino, Nicolaus Steno- formuló en 1669 la  Ley de la Constancia de los Ángulos en 
su obra  De solido intra solidum naturaliter contento disserlationis prodromus. Exa- 
minando numerosas muestras de un mismo mineral, descubrió que, a una misma 
temperatura,  los ángulos entre caras similares permanecian constantes sin importar 
el t amaño  o la  forma del mineral. Dicha ley fue reformulada por Jean-Baptiste 
Romé de Lis l e  (1736-1790) un siglo más  tarde, en 1772, sin conocimiento previo, 
al  parecer, de  los trabajos de Steno. Diez años más  tarde, el también francés y 
cristalógrafo R e n é - J u s t  H a ü y  (1743.1822) propuso, como explicación de  la  meii- 
cionada ley, que los minerales con formas cristalinas surgían de  moléculas ordenadas 
en redes periódicas e introdujo los conceptos de  red periódica y de  simetrias de  la 
red. EII ese momento, el campo pasó a manos de  matemáticos. La clasificación de 
las simetrías en los 32 grupos puntuales existentes en 3D se llevó a cabo en 1831 por 
J .F .C.  H e s s e l  y, cuatro años rnás tarde, L. F r a n k e n h e i m  obtuvo todas las redes 
periódicas que corresponden a dichas simetrias. Finalmente, Bravais demostró en 1848 
-sin conocer los trabajos de Hessel y Frankenheim- que dichas redes son únicamente 
14 en 3D y l a s  clasificó tal y como las conocemos hoy. La hipótesis de que los sólidos 
estaban formados por unidades menores ordenadas en redes gozó de  popularidad entre 
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los científicos del siglo XIX, aunque -tal y como mencionábamos en la int,rodiicción- 
no quedó demostrada basta llegada la convicción de que la materia está formada por 
átomos y el famoso experimento de Laue en 1912. 

Durante el desarrollo de la teoría cinética de los gases en el siglo X I X ,  ya se tenía 
tina imagen bastante certera -según el punto de vista actual- de la coiistitución de los 
sólidos, cristalinos o no. Podemos leer [Maztuell, 18731: 

En los sólidos, las inoléculas también se miieven, pero s i r  rnoviiniento está 
confinado dentro de unos límites muy estrechos. Por ello, la difusión de 
materia no tiene lugar en cuerpos sólidos, aunque la de movimientoy calor 
se  da miiy libremente. Sin embargo, ciertos líquidos pueden difundirse a 
través de sólidos coloidales, tales corno la gelatina y lagoma, y el hidrógeno 
puede hacerse camino a través del hierro y del paladio'7. 

El retraso en la aparición de modelos teóricos para describir cuantitativamente la 
fase sólida -las fases sólidas- se debe, sir1 duda, a la necesidad de tener en cuenta 
la interacción entre muchas partículas y al Iiecho de desconocer por cornpleto el 
potencial de interacción entre ellas. lIay que tener en cuenta que la primera in- 
clusión efectiva de la interacción atractiva tiivo lugar en los últimos años del siglo 
XIX [van der Waals , 18731. Por ello, el trabajo teórico al respecto se ciñó al es- 
tudio de sus propiedades macroscópicas, dilatación, elasticidad, torsión, capacidad 
calorífica, sin apenas proponer modelos microscópicos. Cabe señalar varios intentos 
[Maztuell, 18531: 

Los mateináticos, partiendo de hipótesis rnuy plausibles con respecto a la 
constitiicióri de los cuerpos, y de las leyes de acción rnoleciilar, Iian llegado . 
a conclusiones que se demostraron erróneas por las observaciones exper- 
imentales. Los e.rperimentos de mrsted probaron estar en desacuerdo 
con las teorías rnatemáticas de Navier, Poisson y Lamé y Clapeyron, y, 

<. 

aparentemente, privaron a esta iinportante rama de la mecánica de toda 
asistencia de las inatemáticasi8. 

A principios del siglo XIX, uno de los teinas más candentes era la distinción 
entre el calor erniticlo por radiación y aquel emitido por difusión o convección, y 
la búsqueda de una ley de enfriamiento. Tras una serie de elaborados experimen- 
tos, P i e r r e  Louis Dulong  (1785-1838) y Alexis-Thérese P e t i t  (1791-1820) pro- 
pusieron una parametrización para la velocidad de enfriamiento de los cuerpos que 
gozó de renombre y se conoció como Ley de Dulong y Petit, por razones obvias. Diclia 
ley, y los experimentos que dieron lugar a la rnisma, sufrieron duras críticas durante 

" l i i  ,<>li<lr ilie iiiulecules are siill in ~itoiioii, I>i i i  ilicir iiioiiuiis are coiifined wiiliin vrry nnrrow 
liniiia Hciice 1s <liRiision 01 nlntier <loca ~ior I&J<.: i>lnce iii rolid budier. ihoiiali ihnt "1 tiintioti niid - 
heat takes place very freely. Nevertheless, certain liquide can diKuse tliroiigli colloid solids, such as 
jelly and gum, and hygrogen can make its way through iron and palladium. 

'RMathemnticians, setting out from very plausible assumptions with respect lo  the constitution of 
bodies, and the laws o1 rnolecularaction, came to conclusions whidi were shewn to be crroneous by the 
observations of experimental philosophers. The experiments of (Ersted proved lo  be nt varian~e with 
thi  mathematical thcories of Navier, Poisson, nnd Lamé and Clapeyron, nnd apparentely deprived 
this practically importan1 branch o1 mechanics of al1 assistance from mathematic*. . 
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la segunda mitad del siglo y fueron finalmente sustituidos por la Ley de Stefan de 
la radiación en 1872. Sin embargo, por razones que escapan a cualquier lógica, un 
resultado menor de la obra mencionada;[Dulong 0 Petit, 18191, que relacionaba la 
capacidad calorífica de un cuerpo con su peso molecular, ha llegado hasta nosotros 
con el mismo nombre, Ley de Dulong y Petit. Podría decirse que, hasta comienzos 
del siglo XX, éste era el único resultado que tenia en cuenta alguna característica 
microscópica de los sólidos -en este caso, el peso molecular-. En 1871, Boltzmanii in- 
terpretó este resultado a través del Teorema de Equipartición de Waterson y Maxwell, 
aunque, desde la  propia publicación en 1819, ya se conocían casos que no verificaban 
la mencionada les. 

2.4.2 El Sólido de Einstein 

Tras la exitosa aplicación de la hipótesis cuántica de la energía al efecto fotoeléctrico, 
A l b e r t  E in s t e in  (1879-1955) vió la  oportunidad de emplearla nuevamente para ex- 
plicar las desviaciones de la capacidad calorífica de la ley de Dulong y Petit, y públicó 
un artículo en el que mostraba una dependencia cualitativamente correcta de esta 
magnitud con la temperatura [Einstein, 19071. La hipótesis esencial de Einstein era 
suponer que cada átomo vibraba armónicamente en torno a su posición de equilibrio, 
independientemente de las vibraciones de los otros, y que la probabilidad de que un 
oscilador tuviera una determinada energia venia dada por la que sería llamada dis- 
tribución de Bose-Einstein. Su resultado para la capacidad calorifica coincidía con el 
valor clásico en el límite de altas temperaturas y tendía a cero al descender la tempe- 
ratura. Este Último resultado concordaba con la Tercera Ley de la Termodinámica, 
publicada en 1906 por H e r m a n n  Ne rns t  (1864-1941). En 1911, Nernst anunció 
que sus resultados experimentales confirmaban que el calor especifico tendía cero al 
hacer disminuir la temperatura hacia el cero absoluto. Posteriormente, Max Planck  
(1858-1947) propondría la forma final de la ley, la entropía de una substancia pura 
en el cero absoluto es cero, perdiendo su relación con el calor específico. 

2.4.3 Sólidos Cuánticos 

El trabajo de Einstein dió lugar a una serie de trabajos [Born €4 von h'arman, 1912, 
Debye, 1912, Sommerfeld, 1927, Bloch, 19281 que incorporaban las características cuán- 
ticas de manera más o menos fenomenológica. La comprensión de las diferencias entre 
los metales, los semiconductores y los aislantes [Sommerfeld €4 Bethe, 19331 dió lugar 
a una fuerte expansión del campo por la explicación de fenómenos aún desconocidos 
y, principalmente, por sus aplicaciones tecnológicas. En este punto, abandonamos la 
teoria cuántica de los sólidos para continuar con el tema que nos concierne, los sólidos 
clásicos. Refiérase, la  persona interesada, a los numerosos artículos sobre la historia 
y el desarrollo de la  teoria cuántica [Molt, 19881. 

2.4.4 El Sólido de Einstein Clásico 

Hoy en día, la denominación Sólido de Einstein se emplea también, paradójicaniente, 
para referirse a sólidos clásicos cuyos átomos están descorrelacionados, para hacer 



hincapié eii esta última característica. Un sólido tal equivale, obviamente, a iin 
conjunto de particulas iiidependientes sometidas a un campo externo -en general, 
parabólico- y no presenta ningún problema de cálculo, pero tampoco sirve como mod- 
elo de sólido real. Se emplea, sin embargo, como punto de partida para realizar 
integraciones termodinámicas. En las sirnulaciones por ordenador, se obtiene, de este 
modo, la energía libre de un sólido clásico con un potencial de interacción arbitrario 
[Frenkel 8 Ladd, 19841. Se ha utilizado también para estudiar defectos en cristales 
perfectos [LeSar  et  al . ,  19891. 

2.4.5 El Sólido Armónico 

Salvo el sistema trivial recien mencionado, el sólido más simple imaginable consiste 
en el Sólido Armónico .  Supongainos que las partículas del sólido se encuentran for- 
inando una red R y que los desplazamientos de su posición de equilibrio son pequeños. 
Llamemos a esos desplazamientos U R  E R-r R, donde r R es la posición de la partícula 
cuyo puiito de equilibrio es R. El hamiltoniano se se escribe: 

Si los desplazamientos son pequeños, I r R  - rIRI « IR - R'I, podemos expandir el:. 
potencial en series de Taylor para obtener, a segundo orden, 

donde hemos eliminados los términos proporcionales a Vp,  puesto que se hacen cero 
al evaluarlos en las posiciones de equilibrio. Si ahora calculamos la energía interna d< 

. .. 
este sistema 19, obtenemos: 

que es el resultado clásico que da lugar a la ley de Dulong y Petit. El modelo, por 
tanto, resulta muy limitado. A pesar de haber incluido un tipo de correlación entre los 
átomos de la red, la aproximación no puede ser válida a altas temperaturas -porque 
las vibraciones dejan de ser pequeñas- ni tampoco a bajas -porque el calor específico 
se maiitiene constante a todas las temperaturas-. A esto hay que añadir otros dos 
graves incoiivenientes. En primer lugar, este sistema no presenta expansión térmica; 
rio se dilata al aumentar la temperatura. Además, si se calculan sus propiedades de 
transporte, se encuentra que la conductividad es infinito. Todos estos in.convenientes 
provienen de no considerar los términos anarmónicos de la interacción, y quedarse a 
segundo orden en el desarrollo del potencial. En definitiva, el modelo armónico no 
es adecuado para describir propiedades termodinámicas ni estructurales de sistemas 
reales. Incluir las correcciones a tercer orden no arregla nada porque el sólido se 

. . ,  . . 
"Véase, por ejemplo, [AshcroJt U Mcnnin, 19911. . . 
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vuelve inestable, de modo que habría que incluir correcciones hasta cuarto orden. 
Dejando de lado la complejidad que estos. cálculos conllevan, el método adolece de 
un mal mayor: la teoría sólo es válida para la fase sólida y no hay modo alguno de 
extenderla al líquido. 

2.4.6 Teorías de Celdas 

Consideremos la  función de partición, 

y supongamos que cada particula está confinada por sus particulas vecinas y que, por 
tanto, la integral en posiciones de la particula i-ésima puede restringirse a un dominio 
K :  

Es de suponer que esta aproximación nos proporcionará un valor muy preciso de la 
función de partición. Si pudiera obtenerse tal cual, la limitación de cada integral a 
un espacio del volumen puede entenderse como un mero intercambio de partículas en 
sus trayectorias de un lugar a otro. No obstante, la ecuación anterior sigue siendo 
irresoluble. Es necesario desacoplar de algún modo la posición de las particulas entre 
sí. Para ello, podemos considerar que, en el movimiento de una particula, las demás 
pertículas están fijas en su posición de equilibrio de la red cristalina. Obtenemos, 
entonces [Lennard-Jones 8 Devonshire, 19371, 

donde el Potencial d e  Celda, p*, viene dado por 

y las variables j' representan las posiciones fijas de las particulas en la red. Como, en 
un sólido, cada particula estará confinada por sus vecinas más inmediatas, podemos 
dividir la suma, de forma aproximada, 

y escribir, 
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donde Eo representa la energia de  la red en equilibrio. A la integral, q ,  se la  denomina 
volumen libre porque, en el caso de  un sistema de  esferas duras, representa el volumen 
accesible a cada particula. Ilasta este punto, la teoria piiede considerarse como un 
sólido de  Einstein clásico aiiharmónico, ya que no hay correlación entre los átomos. 

La teoria se refina imponiendo ai~toconsisteiicia en la energia [Kirkwood,  19501, 
o permitiendo que los vecinos también se desplacen por capas, dando lugar a una 
expansión en integrales sirnilar a aqiiella de  Mayer & Mayer [ d e  Boer, 19541. Los 
cálculos se complican enormemente, pero la  soliición -bastante razonable ya  en un 
principio- mejora ligeramente. Hoy en dia, esta aproxiinación se erriplea con ayuda 
de  integración numérica para  sistemas de  uno y dos componentes con resultados Ila- 
mativos [Cot l in  0 Monson,  19961. Sin embargo, esta técnica adolece de no ser exten- 
sible a la fase fluida. A decir verdad, este enfoque se empleó inicialmente en fluidos 
[Levell  0 Cohen,  19641 -cuando no se conocia la  existencia del sólido de  esferas duras- 
pero sus resultados nunca llegaron a considerarse como ilustrativos debido a la  pre- 
cisión que alcanzan otras teorias para describir la  fase homogénea. Los resultados 
en sólidos, en cambio, resultan hoy en dia una  buena aproximación, como puede 
fácilmente imaginarse por la geometría que impone esta fase. 

Recientemente ha  aparecido un articulo basado en rudimentos de  esta técnica 
que se proclama la primera teoria capaz de  describir las tres fases -gaseosa, liqiiida" 
y sólida- de  un modo conjunto [Pourgheysar ei al., 19961. Como resultado de  dicha- 
teoria, se obtiene iina ecuación de  estado continua para las tres fases, separadas" 
por respectivos bucles de  inestabilidad (confrontar con la figura 2.10). Nada menos'' 
razonable. En primer lugar, es sabido que la  primera teoria capaz de  describir las 
tres fases conjuntamente (y, en principio, de  modo exacto se supiera desarrollar), 
es la mecánica estadistica reformulada según el funcional de la  densidad. Por o t ro  
lado, sus resultados muestran, ineqiiivocamente, que la  teoria propuesta no refleja, 
en modo  alguno, los resultados experimentales. Las fases fluidas presentan un rango 
de  metaestabilidad muy amplio por debajo de la  temperatura de  solidificación, los 
llamados Liquidos Subenfriados. Piieden encontrarse fluidos en esas condiciones bieii,. 
dentro del rango de  estabilidad del sólido. Resulta obvio que, para  que existan dichos 
estados, la ecuación de  estado debe ser bivaluada y, en ningún caso, continua. 

2.4.7 El Sólido de Esferas Duras 

En 1957, B e r n i  J i i l i a n  A l d e r  (1925-) y Thorr ias  . E v e r e t t  W a i n w r i g h t  (1927-) 
simulaban el comportamiento de  un sistema de  unas 100 barticulas qiie interacciona- 
ban por medio de  un potencial de esferas duras. Variando el volumen del sistema, 
es decir, la  densidad, iban calculando - m i d i e n d e  la  presión del mismo. Llegados a 
una cierta densidad -en torno al 60.65% de la densidad de  empaquetamiento máximo 
encontraron un piinto en el que la presión oscilaba entre dos valores claramente difer- 
enciados, a partir del cual, la presión menor se extendia de modo continuo a densi- 
dades mayores [Wainwr ight  0 Alder, 19581. Encontraron la  primera evidencia de  que 
iin sistema de estas caracteristicas posee una fase sólida. Dicha fase habia sido con- 
jeturada previamente por tino de  los profesores de  Alder, John Gar r ib le  K i r k w o o d  
(1907-1959), [Kirk~uood  &' Monroe, 19411 e,  independientemente, por el científico ruso 
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1.2. Fisher[Bisher, 1955Iz0. Una discusión sobre el mecaiiismo físico que propicia la 
transición puede encontrarse en [Baus, 19871. El hecho de que exista el sólido de 
esfera duras acarrea ciertas consecuencias. Por una parte, se evidencia que la solid- 
ificación va ligada a las fuerzas repulsivas de la interacción molecular en vez de a 
las atractivas -ligadas a la fase líquida-. Por otro lado, la simulación mostró que -en 
contra de la creencia arraigada en el siglo XIX- las transiciones de fase pueden enten- 
derse en un sistema de pequeño tamaño, siguiendo sus trayectorias en el espacio. La 
determinación del número de Avogadro había reforzado la idea de que sólo mediante 
métodos estadísticos que involucraran números astronómicos de partículas se podrían 
determinar cantidades de interés termodinámico. A partir de este punto, comenzaron 
las simulacioiies de diversos sistemas que iiicluían la fase sólida. 

2.4.8 Solidificación 

Debemos mencionar los criterios que se han venido empleando para calcular el punto 
de fusión/solidificación de una substancia o, como también se los conoce, los puntos 
de coexistencia de fases. 

El primer acercamiento al punto de fusión de un sólido se dió en el siglo XIX 
mediante argumentos puramente mecánicos [Mozwell, 18781: 

Parece, por tanto, que debe concebirse que el paso del estado sólido al 
líquido tiene lugar por una disminución sin límite o del coeficiente de 
rigidez, o de la fuerza máxima frente a la ruptura, tanto corno por la 
disminución de la viscosidad. Pero mientras que un cuerpo no es un ver- 
dadero líquido hasta que la fuerza rnáxima, o el coeficiente de rigidez, se 
reduce a cero, no es un verdadero sólido mientras la viscosidad no sea 
infinito." 

A pesar de las disquisiciones, en absoluto infundadas, que se mantuvieron a lo largo 
del siglo pasado, por mucho tiempo se mantuvo que un sólido se fundiría cuando 
perdiera su rigidez característica; es decir, cuando el módulo de cizalladura -o de 
rigidez- se hiciera cero [Sutherland, 1891, Brillouin, 1938, Born, 19391. 

Por otro lado, la consideración -más peliaguda- del punto de solidificación se asoció 
a la divergencia del factor de estructura estático del fluido; esto es, cuando aparecen 
fluctuaciones periódicas de la densidad [Brout, 19651. 

Sin embargo, en una transición de primer orden, como es la transición Ruido-sólido, 
deben aparecer estados metaestables más allá del punto de cambio de fase. El sistema 
puede encontrarse en puntos termodinámicamente metaestables, pero mecánicamente 

"Sin embargo, haciéndo eco de otras opiniones [Tempcrley, 19681, es dificil creer que la transición 
fluido-sólido fuera realmente predicha con anterioridad al experimento de Alder y Wainwright o, 
por mejor decir, debe señalarse que dicha predicción fue bastante afortunada. Bashdose en una 
aproximación para describir gases, encontraron una transición al sólido que bien pudiera Iiaher sido 
un mero artefacto de la aproximación sin ningún reflejo en el comportamiento del sistema. 

It appears, therefore, that the passage from the solid lo the fluid state may be conceived to takr. 
place by the diminution without limit either of the coefficient of rigidity, or of the ultimate atrength 
ngainst rupture, 8s weU as by the diminution of the viscosity. Bu1 whereas the body io not a true 
fluid tiU the ultimate strength, or the coefficient of rigidity, is reduced to zero, i t  is not a true solid 
as long a9 the viscosity is ¡&te. 
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estables. La inestabilidad mecánica no está conectada, por tanto,  a la  verdadera tran- 
sición sino que puede considerarse como una cota que la  limita. El modo de  determinar 
los puntos de  coexistencia sin ambigüedades debe llevarse a cabo mediante la  igualdad 
de sus variables intensivas, o campos. Tales puntos se encoiitrarán en equilibrio ter- 
rnodinámico, compartiendo los valores de  temperatura, presión y potencial químico, 
tal y como estableció Gibbs siistituyendo el criterio previo de  Kirchoff [Maztuell ,  18761. 
A una temperatura dada,  la representación de  la  energía libre por unidad de  volumen 
en función de  la  densidad proporciona un inétodo gráfico sencillo para verificar las 
condiciones meiicionadas (Véase la figura 2.10). La necesidad de aplicar este método 
fue puesta de  manifiesto eii el articulo, previamente citado, en el que se conjeturaba 
la  existencia del sólido de  esferas duras [Kirktuood tY Monroe, 19411. 

A pesar de  todo,  existen todavía criterios para estimar qrosso modo  los puntos de  
coexistencia a partir de  información de  una de  las fases. Si bien, no  se puede esperar 
de  los mismos precisión o consistencia termodinámica, si sirven para obtener una  
aproximación cuando sólo se dispone de  información de una fase. El más antiguo de  
dichos criterios está relacionado con las consideraciones mecánicas antes mencionadas 
[L indemann,  19101 y propone que un sólido habrá de  fundirse cuando el desplaza- 
miento cuadrático medio de los átoinos en torno a su posición de equilibrio alcance el 
15% de la  distancia interatómica (aproximadamente). Esta regla empírica, conocid: 
como C r i f e r i o  de Lindemann,  proporciona resultados no demasiado alejados de  !a 
coexistencia real. En lo referente a la solidificacióii, la fórmula más  celebrada necesita 
el coiiociiniento del factor de  estructura estático del fluido [Hansen  Verle t ,  19691. 
Ciiando el máximo del factor de estructura alcance el valor 2.85, propone la teoría, el 
fluido se solidificará. Conocida coino Cri te r io  de Honsen- Ver le f ,  esta ley empírica d a  
tina idea aproximada del punto de  solidificación. Como ejemplo del uso de  estas dos 
reglas, véase [ I í r e m e r  el a l . ,  19861. 

Recientemente, ha  aparecido una nueva propuesta para localizar el punto de  so- 
lidificación de  un fluido Únicamente a partir de información de  esa fase, basándose 
en consideracioiies entrópicas [Giaquinla t3 Guinta ,  19921. Con todo, el criterio no 
mejora eseiicialmente la  predicción de  Hansen-Verlet, mostrándose incluso peor para 
potenciales con una parte atractiva, aunque su comportamiento es razonable cuando 
el potencial es meramente repulsivo [Lomba e f  al. ,  19941. 

En cuanto a la fiisión, es obligado mencionar las teorías que consideran este 
proceso como mediado por defectos de  la red cristalina [Mackenzie  €4 Mot t ,  1950, 
l íuhlman- Wilsdorf ,  1965, Nabarro ,  1967, Cotter i l l  el a l . ,  19731. Este enfoque es espe- 
cialmente importante cuando se t ra ta  de  sólidos bidimensionales, ya  que propone la 
existencia de  una  fase intermedia entre el fluido y el sólido cristalino, l lamada Fase 
Hezótica [ l í o s t e r l i t z  0 Thouless,  1973, Nelson tY Halperin, 1978, Younq, 19791. Los 
orígenes de  este acercamiento se remontan a los años 30, cuando aparecieron demostra- 
ciones de  no existencia de  cristales en 1 D o 2D, en el sentido d e  que la  correlación entre 
las posiciones se pierde a largas distancias debido a las fluctuaciones [Pe ier l s ,  1934, 
Landau, 19371. Mientras en 3D puede darse orden de  largo alcance, en 2D sólo 
podrá aparecer el llamado cuasiorden de  largo alcance [Ne l son  tY Halperin, 1978, 
M u n a y  tY uan Winkle ,  19871. Muchos autores (véase, por ejemplo, [St i l l inger  tY Weber ,  19841) 
ha  contribiiido al  campo de  fusióii mediada por defectos desde diversas perspectivas 
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Figura 2.10: Determinación del diagrama de fases de una  substancia a partir de la 
energía libre por unidad de volumen. La construcción se denomina de las Tangentes 
Comunes o de la Envolvente Convexa (por razones geométricas evidentes). A una  
temperatura dada, To, se calculan las tangentes comunes. Los puntos de tangencia 
presentan la m i sma  pendiente y, por lo tanto, t ienen el m i smo  potencial quimico. 
Además,  como la tangente es común, corta al eje de ordenadas en el m i s m o  punto y se 
encuentran a la m i sma  presión. Dichos puntos se encuentran, cons~cuen t emen te ,  en  
equilibrio termodinámico. Compárese con la Regla de Igualdad de Areas de Mazwell,  
,jyGi-ú 2.5, cqü;"":nte püiü tiüns;ción y ü s - ~ g ü j d i . ,  PC" inüp/~cü$:c  trüiisjLitii  

fluido-sólido. 
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y los avances conceptuales han sido enormes, aunque a la hora de  hacer predicciones 
cuantitativas se han mostrado más  parcos por la dificultad iiitriiiseca del problema. 

Agrupando todas estas teorías, y basándose en diferentes argumentos mecánicos 
y termodinámicos -en el más  puro estilo de  los argumentos mencionados en la cita 
de  Maxwell-, pueden encontrarse gran número de catástrofes que delimitan el rango 
de  estabilidad de  un cristal, y que corresponden a cotas a la  posibilidad de  estados 
metaestables [Fecht t3 Johnson, 1988, Tallon, 19891. En cualquier caso, la  coexis- 
tencia propiamente dicha debe establecerse mediante el rnétodo del equilibrio ter- 
modinámico de  Gibbs. 

2.4.9 Teorías de Landau 

Una de  las teorías más  celebradas en la comprensión de  las transiciones de  fase es 
la teoría fenomenológica de  L e v  D a v i d o v i c h  L a n d a i i  (1908-1968)22, propuesta du- 
rante la primera mi tad  de siglo [Landau, 19371. Una vez identificado el parámetro 
de orden de  la  transición de  fase -la variable que pasa de  valer O a tomar  otro valor 
al producirse la transición-, puede expandirse la energía libre del sistema en series 
alrededor del valor O. Partiendo de  consideraciones fenomeiiológicas sobre el factor de  
estructura de  un liquido a densidades próximas a la solidificación, puede estudiarse 
esta expansión hasta orden cuarto en función de la  simetría de  la  red en la que el 
fliiido ha  de cristalizar. Suponiendo que la  transición de  fase es débil -el calor latente 
en la  transición es pequeno-, dicha teoria dará resultidos ciialitativamente correctos. 
En base a esto, se puede comprobar que la estructura rnás estable -siempre en el orden 
de  aproximación mencionado- es la BCC [Alezander €4 McTague, 19781. La teoria de  
Landau es un instrumento miiy valioso porque periiiite entender de forrna cualitativa 
las transiciones de  fase. Sin embargo, es incapaz de  hacer  r re dicciones cuantitativas, 
principalmente, porque la  función energía libre no es una función analítica -no se 
puede expandir en series- alrededor de  aquellos piintos en los que la  transición es más  
débil -las transiciones de  segundo orden- y las transiciones de  primer orden suelen ser 
demasiado fuertes para  un acercamiento de este tipo. Las simulacioiies por ordenador 
que se  realizaron como respuesta al articulo de Alexander & McTague dieron corno 
resultado una dependencia fuerte entre el potencial empleado y la simetria de  la  red 
en la  que el sólido cristaliza, prevaleciendo, en la rnayoria de  los casos estudiados, 
la red FCC [Hsu t3 Rahman, 19791. Posteriormente, se volvió a emplear el mismo 
método para  estudiar las transiciones entre unas estructuras y otras (transiciones 
polimórficas) y la  estabilidad relativa entre ellas como función de  la temperatura 
[ P a ~ i n e l l o  t3 Rahman, 1980, Paminello & Rahrnan, 1981, ~ a h m a n  €4 Jocucci, 19841. 

2.4.10 El Funcional de la Densidad 

P e r t n r b a c i o n e s  de la Fase L í q u i d a  

El celebrado trabajo antes mencionado [liirkwood €4 Monroe, 19411 dió pie a una 
serie de intentos de  trasladar los éxitos de  la  teorías de liquidos -principalmente 

"En 1962, Landau fue galardonado con el premio Nobel en física por sus trabajos en materia 
condensada; especialmente por aquellos en los que se explicaba el helio liqiiido. 
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de las ecuaciones integrales- a la fase sólida. Tras varios intentos infructuosos, se 
consiguió reformular la teoria de Kirkwood & Monroe, de aproximar las correla- 
ciones del sólido por aquellas del líquido, en términos de la función de correlación 
directa [Ramakrishnan €4 Yussouff, 19771. Varios autores consideran este trabajo 
como el paso definitivo que llevó a la teoria moderna de la solidificación [Baus, i 987 ,  
Hansen, 19951. Posteriormente, se explotó esta idea de modo un tanto indiscriminado 
[Haymet, 1983, Jones & Mohanty, 1985, Iglói €4 liafner, 19861 sin obtener mejorases- 
enciales, a excepción de la reformulación, nuevamente, de la teoría en el marco de la 
teoria del funcional de la densidad [Haymet €4 Oxtoby, 19811, la que hoy consideranios 
su marco natural. En el capítulo siguiente, se entenderá más claramente por qué falla 
este acercamiento basado en perturbaciones de la fase fluida. Debemos mencionar 
que es característico de estos comienzos el empleo de la trasformada de Fourier del 
perfil de densidad, 

p(r)  = p ( k )  eikr,  (2.26) 
k 

por tratarse de un sistema periódico; lo cual, a primera vista, está bien fundamen- 
tado. La suma se extiende a la red recíproca de aquella en la que cristaliza el sólido. 
Se tenía, por consiguiente, un número infinito de parámetros, { p ( k ) } ,  con los que 
resolver el problema -la minimización del funcional, comentada en la sección $1.4.1-. 
Ramakrishnan & Yussouff, sin hacer uso de la teoria funcional, emplearon sólo 2 de los 
parámetros -primeros y cuartos vecinos, correspondientes a los dos primeros máxinios 
del factor de estructura del líquido-. Posteriormente, se incluyeron las quince primeras 
capas de vecinos [Haymet, 19831, y las cuarenta primeras [Iglói €4 Hafner, 19861, de- 
mostrándose que los problemas de convergencia que aparecen -oscilaciones en el perfil 
de densidad e, incluso, el hecho de que se haga negativo- se solucionan incluyendo, al 
menos, sesenta capas [Barrat et al., 19871. Puede imaginarse que intentar resolver un 
sistema con tal cantidad de variables no es, en absoluto, cosa fácil. En las dos últinias 
referencias, emplearon a tal efecto la siguiente relación entre las variables: 

que correspondería, considerando todos los vectores de la  red recíproca, a un pcrfil de 
densidad gaussiano con parámetro a: 

Formulac ión  de la Teor ía  y su s  Comienzos 

En paralelo con los trabajos anteriores, se formuló la teoría del funcional de la densi- 
dad, inicialmente para la mecánica cuántica [Hohenberg €4 Kohn, 1964, Mermin, 19651 

-y ,  poco despub[Morita & Hiroike, 1961, De Dominicis, 1962, Stillinger €4 Bufi  1962, 
Lebowitz €4. Percus, 19631, para la clásica. Las primeras aplicaciones dentro del campo 
se centraron en la descripción del perfil .de densidad que se forma en la  separación 
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entre un líquido y un gas en equilibrio termodinámico, lo que se conoce como la  in- 
terfase liquido-vapor [Euans, 19791, o en la interfase líquido-sólido [Nauascués, 19791, 
doiide el sólido se rriodela por un potencial infinito en la mitad del espacio. 

Aproximación de  la Densidad Local (LDA). 
Si tratamos con sistemas fluidos, como en los casos recién mencionados, la  aprox- 
imación más  sencilla para construir el funcional es la aproximación local, 

donde fVEx(p) es el exceso de energía libre del fluido -a tina densidad p por 
unidad de  volumen. Esta aproximación, por lo general, no d a  muy buenos 
resultados [Roiulinson t3 Widom, 19821, aunque, indudablemente, recupera cor- 
rectamente el límite homogéneo. 

e Aproximación del Gradiente Cuadrado. 
Mejorar la  aproximación anterior, requiere un término que diferencie puntos con 
igual densidad pero en distintos puntos del perfil. Es claro que las partículas 
que se encuentren en la  interfase no se comportarán igual que aquellas que estén--? 
rodeadas por puntos con igual densidad, aunque la  densidad media d e  ambos.;) 
puntos sea la  misma. Una expansión del funcional en torno a un perfil con ' 
densidad constante proporciona un término no local, .<: 

donde f2 viene dado por [Yang el al., 19761, 

y c(r ;p)  es la  función de correlación directa del fluido a una densidad dada ,  
p. Con este término adicional, que también permite un paso correcto al liinite 
homogéneo, los resiiltados mejoran. No obstante, puede comprobarse que las 
correlaciones a corto alcance no se incluyen adecuadamente y, por esta razón, 
no se obtienen las oscilaciones en densidad propias de  los líquidos cuando están 
en contacto con substratos. 

Teorías de l a  D e n s i d a d  P r o m e d i a d a  ( W D A )  

¿Qué conclusiones pueden obtenerse de  los resultados anteriores? Para empezar, y en 
vista de  los resultados obtenidos para sistemas con un perfil suave, que esas teorías 
no pueden, en modo alguno, describir un sólido, cuyo perfil varia fuertemente a lo 
largo del espacio. Además, el término local, sencillamente, no  es válido si el perfil 
es abrupto, puesto que la densidad local p(r)  puede tomar valires muy por encima 
de  los de  estabilidad del liquido e, incluso, como en el caso de  las esferas duras,  
muy por encima del enipaquetamiento compacto. Carece de sentido, pues; evaluar 
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la  energía libre de  un líquido de esas caracteristicas, acaso se pudiera. Sin embargo, 
la inclusión del término no local, que caracteriza los alrededores de  un punto dado, 
parece necesario para introducir las propiedades físicas del sistema. 

Para  solventar los problemas anteriores, incluyendo el ingrediente de no localidad 
necesario, aparecieron las Teorías de la Densidad Promediada. 

Teoría de  Tarazona. 
Pedro Tarazona, estudiando un sistema de  esferas duras, propuso la  siguiente 
forma d e  l a  energia libre, 

donde $ (p )  es el exceso de  energía libre de  un fluido de  esferas duras a densidad 
p por partícula y p,  la densidad promediada, queda definida por un promedio 
de  l a  densidad circundante del siguiente modo: 

p(r)  E dr' p(rf)  w ( r  - r'; p(r)) . 1 (2.33) 

Notemos que p es función de la posición, r ,  y, a su  vez, un funcional de p(r)  
-aunque escrito de  forma implicita-. La única pieza que falta por determinar, 
w ,  se conoce como Función Peso y su  función es ponderar l a  influencia d e  l a  
densidad en los puntos cercanos al punto r .  Para  determinar dicha función, 
Tarazona forzó a que el funcional resultante (1) recuperara el limite homogéneo 
y (2) produjera una  función de  correlación directa que en dicho límite recuperara 
la del fluido (por ejemplo, la  obtenida por la  aproximación de  Percus & Yevick), 
siguiendo la expresión (1.81). Es decir, reprodujera, en ese límite, tanto  la  
termodinámica como la  estructura. Con estas dos condiciones, el funcional 
queda completamente determinado con tan solo información de  la  fase liquida 
[Tarazana, 19841. En la  figura 2.11, se muestra cómo un sistema fluido -en el 
que las particulas se encuentran al azar- y un sistema sólido -cuyas particulas 
muestran cierta ordenación- pueden presentar un entorno similar. Por esta 
razón, suponer que la  energía libre, que en un sistema HS no es sino la parte 
la  entropía debida a la  interacción, puede describirse como suma  de  entropias, 
parece ser una  aproximación razonable. Si la  función peso fuera un funcional 
más  general -y dependiera de p(r)  en lugar de F(r)-, la  formulación seria exacta 
hasta determinar las condiciones (1) y (2). Obligarlo a ser funcional de  p ( r )  
simplifica enormemente los cálculos, ya que esta función no alcanza valores altos 
-como hace la  densidad local-, a costa de reducir la generalidad de la  solución. 

Los resultados del funcional anterior son extraordinarios. Desde entonces, se ha  
venido empleando con éxito en multitud de problemas: el sólido HS -descrito 
con mucha precisión- [Tarazana, 19841, el perfil de  densidad de  un fluido HS en 
contacto con un sólido [Tarazona, 19841, el perfil de  un fluido confinado entre dos 
paredes [Tarazana et al., 19871, estudio del wetting [Velasco & Tarazana, 19891, 
y la  ecuación de  estado hasta densidades próximas al  empaquetamiento com- 
pacto [Rascón el al., 19961 entre otras. Una mejora formal de  este funcional, 
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con resultados muy similares y mucho más complicada de implementar, piiede 
encontrarse en [ C u r t i n  0 Ashcroft,  19851, a la cual, paradójicamente, se alude, 
en solitario, como teoría \VDA. 

Señalemos, antes de continiiar, que se debe a Tarazona el empleo de la parametri- 
zacióii (2.28), cuyo uso se estableció a partir de entonces, en lugar de su traiis- 
formada de Foiirier, (2.27). De este modo, la infinidad de parámetros {p(k)) 
se reemplaza por uno Único, a, y la minimización se sirnplifica enormemente. 
La validez de esta pararnetrización ha sido sometida a examen, probándose 
realmente precisa [Young  tY Alder, 19741. A pesar de haberse propuesto mejo- 
ras a la misma, su efecto es marginal y no afecta apenas a los resultados 
[Coloi  el al., 1986, Laird el al., 19881. 

Figi i ra  2.11: Entorno  de una partícula en u n  fluido y en u n  sólido. E n  la fase 
fluida, las partículos se disponen de forma m á s  o m e n o s  aleatoria mien tras  que en el 
sólido muestran cierta ordenoción. Los entornos de una partícula, no obstante, son  
parecidos. 
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Teoría de Denton & Ashcroft (MWDA). 

Puede hacerse una simplificación de las teorías anteriores, proponiendo la forma 
funcional, más sencilla, 

donde la densidad promediada, p ,  ya no es una función de r ,  sino que viene 
dada por 

quesigue siendo un funcional de p(r). Imponiendo las condiciones (1) y (2) 
anteriores, se llega a una expresión fácilmente resoluble para p como función de 
p y de a [Denton 8 Ashcroft, 19891. 

Esta teoría se desenvuelve con soltura en la solidificación de un sistema HS, 
proporcionando resultados similares a las teorias WDA previas con un coste 
computacional mucho menor. No obstante, se han presentado resultados ina- 
ceptables de la teoría [Denton e t  al . ,  19951 debido a problemas de convergencia 
finalmente resueltos [Tejero et al., 1995). Para colmo de males, recientemente 
se ha mostrado incapaz de estabilizar el sólido a partir de una cierta densidad 
en torno al 88% de la densidad de empaquetamiento compacto [Tejero, 19971. 

Teoría de Lutsko & Baus (GELA). 

En el mismo espíritu que la aproximación anterior, se propone una forma del 
funcional idéntica a (2.34), con la condición adiciona1 (2.35). Para determinar la 
función peso, se hace uso de la, en principio desconocida, igualdad del promedio 
de la función de correlación del sólido y del promedio de la función de correlación 
de un fluido a una densidad p': 

donde la primera función de correlación es la del sólido -y es un funcional del 
perfil de densidad- y la segunda es la función de correlación del fluido homogéneo 
a una densidad efectiva p'. Hasta aquí, el problema se ha  reformulado sin 
aproximación alguna suponiendo que dos funciones de la fase sólida pueden 
escribirse como sus análogas del liquido a dos densidades efectivas, p y p'. La 
GELA se construye con la aproximación 

Con esta condición, el sistema se resuelve, una vez más, con información única- 
mente de la fase homogénea [Lutsko 8 Baus, 199OaI. 

En cuanto al sólido HS, los resultados de esta elaborada aproximación son 
magníficos. Hoy por hoy, es la aproximación teórica que más se acerca a los 
datos de simulación. 
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Algiinos Cornentarios acerca de  las Teorías WDA. 

Destaquemos que, haciendo uso de un argumento conocido [Percus, 19621, los 
funcionales WDA proporcionan un método -alternativo a la  ecuación de  0 2 ,  
(1.92), y no equivalente- para calcular la  función de  correlación de  pares de un 
fluido a part ir  de  la  función de  la correlación directa. El lector interesado puede 
referirse a un articulo reciente, [Kim, 19971. 

Hemos d e  hacer una distinción importante entre la teoría WDA propiamente 
dicha [Tarazona, 1984, Curiin €5 Ashcroft, 19851 y las aproximaciones cuya deii- 
sidad promediada, 6, es única para todo el sistema [Denion & Ashcroft, 1989, 
Lutsko €5 Baus, 199Oa]. Las primeras son capaces de resolver problemas cuya 
densidad varia fuertemente de  una parte del espacio a o t ra ,  por ejemplo, la  
interfaselíquido-vapor. L a s  segundas están limitadas en su aplicación a sis- 
temas rriacroscópicamente homogéneos, corno los sólidos. Puede demostrarse, 
por poner un ejernplo, que la  teoria MWDA aplicada a un fluido en contacto 
con una pared es equivalente a la aproximación HNC de la  teoria de  líquidos 
[While & Evans, 1990, Kroll & Laird, 19901, ciiyos resultados concuerdan con 
las simulaciones por ordenador para densidades relativamente bajas. Este prob- 
lema se relaciona con la aparición en MWDA y GELA de términos constantes: 
pero de  orden 0 ( 1 / V ) ,  en expresiones que involucran a las funciones de  cor- 
relación directas, 0 ( 1 ) ,  y que no pueden ser omitidossin destruir l a  consistencia 
termodinámica [Evans, 19791. 

Existe, sin embargo, una limitación mayor para todas ellas. Estas aproxima- 
ciones se basan en suponer la energía del sólido como la  de  un fluido del misrno 
sistema a una densidad efectiva y, en general, a la misma temperatura.  Si 
el potencial del sistema que estamos estudiando consta de  una  parte atrac- 
tiva, a ternperatiiras suficientemente bajas formará un bucle t ipo  van der W a a h  
(ver figura 2.6), y, a ciertas densidades, podrá Iiacerse inestable como sisteiiia 
homogéneo. En esos puntos, las iiiagnitudes terinodinámicas se  descabalaii 
(compresibilidad negativa ...) y no representan al sistema físico, impidiendo 
que el método anterior funcione [Jones €5 Kim, 1989, De Kuijper el al., 19901. 
Por esta razón, el método es adecuado para potenciales meramente repulsivos 
[Kyrlidis €5 Brolun, 19931. Aun con esta limitación, ninguno de  los métodos 
proporciona resultados razonables para potenciales repulsivos blandos, como las 
potencias inversas r-" [Laird €5 Kroll, 19901. 

Restringiéndonos, todavía más, en la aplicación de  estos métodos a sisternas (le 
esferas duras,  siguen apareciendo problemas. Cuando se calcula el sólido HS 
cristalizado en iiiia red coinpacta (FCC o HCP),  todos ellos salen airosos y sus 
resultados para  la termodinámica y el paráinetro de  localización, a, muestran 
un comportamiento excelente [Tejero el al., 1995, Rascón el al., 19961, aunque 
de  un modo sisteniático sobreestiinan el valor del parámetro a. En caiiibio, 
cuando se t r a t a  de  calcular las propiedades del sólido HScristal izado en redes 
ineiios densas (BCC, SC),  en estado metaestable respecto a las fases compactas, 

. sólo.funcionan en un rango de densidades muy por debajo de  la  densidad de  
empaqiietamieiito compacto. Varios autores se han jactado de  la excelencia 
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de algún funcional para describir este tipo de redes, presentando datos, ex- 
clusivamente, del rango de bajas densidades cuyo comportamiento es correcto 
[ ~ h r t i n  &Runge, 1987, Lulsko f4 Baus, 199Ob, Shen f4 Oztoby, 19961. Es fácil 
entender, sin embargo, por qué deben fallar las teorias WDA cuando tratan con 
sólidos poco compactos. Estas teorias identifican, de algún modo, la  estructura 
del sólido con la  de un fluido a una densidad efectiva. En las estructuras com- 
pactas, cada partícula está rodeada por cierto.número de particulas, similar al 
número de particulas que rodean a una del fluido. En cambio, en las estructuras 
menos compactas, cada particula se encuentra confinada por un número menor 
de particulas, dispuestas siguiendo una geometría determinada, que evita que 
la particula en cuestión se escape de su posición de equilibrio. Por esta razón, 
no resulta posible lograr, en estas estructuras, el acuerdo doble entre el sólido 
y el fluido, tanto en la energia libre -que no es sino, en última instancia, reflejo 
del volumen del que dispone cada particula- como en la estructura -controlada 
por la imposición de reproducir la función de correlación del fluido en el limite 
homogéneo-. 

Para acabar, comentemos otro inconveniente que aparece en todas ellas, éste 
en los sólidos compactos, su mayor logro. Ya comentamos que, a la  hora de 
minimizar el funcional energía libre para determinar la estructura del sólido, 
se suele emplear la parametrización (2.28), en vez de minimizar en todo el 
espacio funcional. Un modo de flexibilizar la minimización consiste en probar 
con perfiles de la  forma 

que disponen, además del parámetro habitual a, de un parámetro A que se hace 
cargo de la normalización del perfil. Como los resultados que se obtienen con 
la primera parametrización muestran un buen acuerdo con las simulaciones, es 
de esperar que, tras la  nueva minimización, obtengamos un valor de A FZ 1, re- 
cuperando los resultados previos. No es el caso. Cuando la minimización no se 
restringe a la  primera familia de curvas, A G 1, los funcionales no proporcionan 
soluciones aceptables; los valores de A oscilan alrededor de un 15% en torno 
a 1, dependiendo del funcional elegido [Jones & Mohanty, 19851. Esto significa 
que, cuando imponemos que la red permanezca llena, estamos incluyendo un 
campo externo que evita que la red se vacíe (o aparezcan intersticiales, según 
el caso). Este campo, salvando una estructura ligera -que aparece para que el 
perfil sea gaussiano-, es plano, lo cual concuerda con la necesidad de aumen- 
tar (o disminuir) el número de particulas en el sistema respecto a la  desastrosa 
minimización sin restringir. Obtenemos, pues, dos potenciales químicos irrec- 
onciliables: aquel que podemos calcular a partir de la energia libre, y el que 
obtendríamos de extraer una particula del sistema. Puede argumentarse que, 
por su propia construcción, no pueden tener en cuenta defectos, vacantes e in- 
tersticiales, y que, por tanto, minimizar en redes no llenas, no tiene sentido. 
Ciertamente, podemos hacer la vista gorda y olvidarnos de esta anomalía, como 
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se ha  venido haciendo hasta ahora, por los resultados que se obtienen y por 
ser los únicos que han existido durante un buen número de  años. Sin embargo, 
tal cantidad de  salvedades deja un cierto sabor amargo y surge la  impresión 
de que, o bien resultan primitivos, o bien tienen algo de arbitrario. Al igual 
que, por ejemplo, la aproxirnacióii de  Percus & Yevick, su uso está justificado 
a posteriori para aquellos sistemas en los que sus resultados concuerdan con las 
siinulaciones por ordenador, y corno tales los emplearemos iiosotros. 

2.4.11 Teorías de la Medida Fundamental (FMT) 
Una enfoque completamente distinto para determinar los funcionales de  un sistema de  
esferas diiras se ha  desarrollado intentando extrapolar resultados exactos, basándose 
únicarneiite en las propiedades fundamentales que el funcional debe presentar y Iia- 
ciendo uso del menor número de  aproximaciones. En el apéndice B, se describe con 
más rigor las suposicionec de  las que se hace uso, basándose principalmente en dos 
articulas clase [Percus, 1988, Rosenfeld, 19891, y se hace una relación de  los últirnos 
resultados en el campo. Una explicación general de la teoría se publicará en breve 
[Cuesta 8 Marlíner-Ratón, 1997a]. 

.$ 
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Capítulo 3 

Teorías de Perturbaciones 

En el sistema de numeración árabe, si nos preguntan los dias que tiene 
el año, primero contestamos 300, que es una falsa respuesta, pero nos 
ofrece la mayor aproximación a la centena; después decimos sesenta, lo 
cual es una respuesta mejor; finalmente añadimos cinco, obteniendo la 
respuesta correcta, a saber, 365. En este caso simple, la descripción es 
tan rápida que difícilmente nos damos cuenta de la naturaleza del sistema 
empleado. Pero el mismo método, aplicado a temas m& difíciles, pre- 
senta las siguientes caracteristicas. Primero, se hace una exposición del 
tema a describir, y se presenta al lector como si fuese auténtica. Después, 
cuando ha sido comprendida, se hace otra exposición, algo 
contradictoria, y la primera opinión formada debe enmendarse. Sin em- 
bargo, ambas exposiciones, tomadas en conjunto, son presentadas como 
auténticas. Cuando en la mente del lector ha  tomado cuerpo esta idea, se 
formula otra declaración que, asimismo, debemos aceptar como correcta, 
y así sucesivamente, hasta que, con las sucesivas exposiciones y contradic- 
ciones, o correcciones, la idea finalmente producida se corresponde con los 
hechos, tal y como los conoce el descriptor. 

Charles Howard Hinton, El Rey de Persia, (1888) 

Resumen 

Repasamos en este capitulo, someramente, diferentes enfoques de las teorías de per- 
turbaciones y sus sucesivos refinamientos. En un primer lugar, en las fases fluidas 
y, posteriormente, en las sólidas. A lo largo del capitulo se discuten los pros y los 
contras de las distintas aproximaciones, intentando dar una imagen de la evolución 
del campo y de la situación actual. 
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3.1 Desarrollo Formal 
Existen varios métodos de calcular la forma exacta de un funcional a partir de un 
sistema de referencia. Dependiendo de la derivada funcional que empleemos, obten- 
dremos una forma u otra. Los métodos más utilizados son los dos que se explican a 
continuación. 

3.1.1 Desarrollo a Partir de un Potencial de Referencia 

Consideremos el funcional energía libre de un sistema de partículas cuya interacción 
puede describirse coino interacción a pares -ver ec. (1.42)-. Es fácil demostrar que 
[Euans, 19791 

Podemos, por tanto, emplear la función de correlación a dos cuerpos como generador 
exacto del funcional, 

Para realizar la  integración, debemos elegir un camino de integración. Dicho camino 
queda determinado por una función p ~ ( 1 ,  2) tal que p o ( l , 2 )  = p ~ ( 1 , 2 )  sea el poten- 
cial de referencia, y p1(1,2)  = p (1 ,2 )  sea el potencial en el que estamos interesados. 
De este modo, 

donde py )  es la función de correlación a dos cuerpos de un sistema cuya interacción 
venga dada por p ~ .  Hay que recalcar que, a lo largo de la integración (3.2), el perfil de 
densidad p(r),  así como las variables termodinámicas T, V y N,  han de permanecer 
constantes, con independencia del campo aplicado. 

El camino de integración más sencillo será 

esto es, 

o bien, 

Puede demostrarse que la elección del camino de integración no afecta en modo alguno 
al funcional resultante [Saam €5 Ebner, 19771. 
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3.1.2 Desarrollo a Partir de un Perfil de Referencia 

Eii el capitulo $1, definimos 

Del mismo modo que en el apartado anterior, podemos escribir 

donde, a lo largo de  la integración, c y )  será la función de  correlación directa d e  
un sistema con el mismo potencial de interacción p pero con un perfil de densidad 
variable p ~ ( r )  = p ~ ( r ) + X  [ p ( r )  - p ~ ( i ) ] .  Una vez más, las variables terrno<linámicas 
han de  permanecen constantes. 

Alternativamente, podemos emplear la definición 

para escribir 

donde hemos empleadoel mismocamino integración, p ~ ( r )  = pR(r)+X b ( r )  - p ~ ( r ) ] ,  
y debemos tener en cuenta las iiiisinas consideraciones que en ( 3 . 4 ) .  

3.2 ' Teorías de Campo Medio 

A la vista de  las ecuaciones (3 .3 )  y ( 3 . 5 ) ,  es claro que no podemos obtener un de- 
sarrollo exacto del funcional, priiicipalmente porque no conoceinos las funciones de  
correlacióii p?) ( l ,  2 )  o c ? ) ( r , r l )  para un rango de  potenciales o perfiles de densi- 
dad,  respectivamente. De hecho, si ese fuera el caso, probablemente no tuvieramos 
necesidad de  emplear desarrollos de este t ipo para obtener el funcional de  iin sis- 
tema. La aproximación rnás sencilla, Campo Medio, elimina las correlacioiies entre 
las partículas. Esto supone hacer 

condiciones que provienen de  hacer la función de  correlación directa h ( 1 , 2 )  = O. El 
funcional se escribirá, por tanto,  
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Ambas aproximaciones, no obstante, no coinciden; es decir, los funcionales (3.6) y 
(3.7) no son iguales. Esto proviene de la esencia misma de cada método. Mientras que 
el primero supone conocido el funcional de un sistema con un potencial de interacción 
r p ~  -distinto del potencial del sistema que queremos describir, rp-, el segundo parte 
del funcional del mismo sistema -pero con un perfil pR(r) diferente del perfil cuya 
energía libre queremos hallar, p(r)-. ¿Cuál es mejor? En general, a este orden de 
aproximación es mejor el primer método. Si queremos calcular la energía libre de 
un fluido, el segundo método no se puede aplicar, en principio, porque precisa del 
mismo ingrediente que estamos buscando: la energia libre del sistema homogéneo. Si 
de u11 sólido se trata, la ec. (3.6) ya incluye el funcional de un sistema sólido -puesto 
que el perfil de densidad debe coincidir- y suele describir la física del sistema de un 
modo más adecuado. La ec. (3.7), por contra, contiene información del sistema fluido 
-porque si ya se conociera el funcional del sólido, no tendría sentido el método- y 
recoge mucho peor la situación física del problema. 

3.3 Perturbaciones a Primer Orden 

Una aproximación mejor a los funcionales de la densidad consiste en suponer que la 
correlación no va a variar a lo largo de la integración: 

Los funcionales resultantes son, por consiguiente, 

dr' [ ~ ( r )  - p ~ ( r ) ]  [p(r') - pR(rl)] cg)(r ,  r') 

Sin embargo, nuevamente, la ec. (3.8) representa una aproximación mejor que la (3.9). 
La diferencia radica en que, mientras que la primera tiene en cuenta la correlación de 
un sólido, la segunda asume que la correlación del sólido va a venir descrita por la del 
un liquido, lo cual empeora definitivamente los resultados. Pero hay más. 
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L a  D e s i g i i a l d a d  de Gibbs -Bogo l iubov  

Esta demostración se debe a A .  lsihara [Isihara, 19681. Supongainos dos funciones 
d(C)  y B(C) del espacio de  fases, C 1,2,. . . , N ,  con el inismo volumen, 

tales que 
d>O, B > O  

en todos los puntos del espacio. Entonces, se verifica que 

/d{ d l o g d  > /d< d log B. (3.12) 

Para comprobar esto, sólo hay que escribir la  diferencia, ayudados por (3.10), como 

y observar que el segundo miembro debe ser positivo o nulo puesto que el término 
entre corchetes es positivo siempre, ya que x logz  > (z - l ) ,  V z .  

Elijamos ahora,  A = e@[FR-HR(()I y B = e@[F-n(()l, dos funciones distintas del 
espacio de  las fases que  cumplen las condiciones (3.10) y (3.11). Efectivamente, según 
vimos en $1.1.2, 

Debe cuinplirse, consecuentemente, la ec. (3.12); es decir, 

o bien 

- / d < 7 í R e - P w ~  > F e-..fi - /d< E e - @ . ~ ,  

que se reescribe 

FR - ( E R ) ~  > F - ('WR, (3.13) 

donde 



es el promedio calculado en el sistema de referencia. 
Si hiciéramos ahora el cambio A o B y repitiésemos el mismo procedimiento, 

obtendríamos 
F - ('H) 2 FR - ( 'HR)  , (3.14) 

donde los promedios se llevan a cabo en el sistema de interés, no en el de referencia. 
De las ecuaciones (3.13) y (3.14), llegamos al valioso resultado: 

denominado Desigualdad de Gibbs-Bogoliubov. La importancia de esta ecuación radica 
en que acota la energia libre de un sistema entre dos cantidades, si bien la desigual- 
dad izquierda suele ser la más empleada porque no es fácil calcular promedios eii el 
sistema de interés, tal y como precisa la desigualdad derecha. 

Si el potencial de interacción es aditivo por pares, véase la ec. (1.42), podemos 
escribir: 

Aquí volvemos a las teoría de perturbaciones. La ecuación anterior -desigualdad 
izquierda- muestra que las teorias de perturbaciones a primer orden son siempre una 
cota superior de la  energía libre del sistema que intentamos describir. Por tanto, 
podemos mejorar la aproximación de un modo controlado. Si al variar el sistema de 
referencia, la energia libre -obtenida con la aproximación (3.8)- disminuye, podemos 
considerar el nuevo sistema de referencia como más cercano al valor exacto. De este 
modo, obtenemos un método variacional para elegir el sistema de referencia. 

3.4 Perturbaciones a Órdenes Mayores 

Para aumentar la precisión de la teoría, debe hacerse una expansión de la función 
de correlación en función de A.  Por ejemplo, las teorías de perturbaciones a segundo 
orden se basan en las aproximaciones siguientes: 

Donde los nuevos términos se pueden expresar como funciones de correlación de 
órdenes mayores, 
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Por lo general, estas funciones de correlación son desconocidas. En consecuencia, si 
se quieren incluir de algún modo, debe hacerse mediante alguna aproximación. 

1 

Aproximación  de Superpos ic ión  de Ki rkwood  

Consiste en reemplazar las funciones de correlación por aproximaciones válidas en el 
límite de baja densidad [ l í i rkwood , ' l935] ,  

p(4)(1, 2 , 3 , 4 )  = p(2)(1, ~ ) ~ ( ~ ) ( 1 ,  3)p(')(1, 4)p(')(2, 3)p(')(2, 4)p(2)(3,  4 ) )  

(3.17) 

o aproximaciones basadas en ésta [Waymet  el al. ,  1981, Altard,  19921. En virtud de '" 
la ecuación de Ornstein-Zernike, ec.(l.91), puede obtenerse la función de correlación .' 
directa en esta aproxirnación. 

Aproximación  de Convoliición 

La aproximación anterior no verifica la relación (1.21). Para solventar este problema, 
se propuso una factorización similar [Jackson & Feenberg, 19621, pero para el factor 
de estructura, 

donde S(") es la transformada de Fourier de g(n) p(" ) ( l , .  . . , n) /p( l )  . . .p(n).  Esta 
aproximación implicaba que c(3) = O ,  y fue corregida para para obtener expresiones 
progresivamente m& refinadas [Ichimaru,  1970, Barrat el al. ,  1987, Barrat et a l . ,  19881, 
aplicadas tan solo a la fase homogénea, la última de las cuales tenia en cuenta una 
relación exacta para esa fase [Baz ler ,  19641, 
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Cálcu lo  a p a r t i r  de Funcionales  de la Dens idad  

Si conociéramos el funcional de la densidad exacto del sistema, podríamos calcular 
fácilmente las funciones de correlación, empleando para ello las expresiones (1.81- 
1.82). Basándonos en los funcionales mencionados en el capítulo anterior, que con- 
tienen información de las correlaciones a dos cuerpos de la fase fluida, es posible 
calcular las correlaciones a tres cuerpos, con la esperanza de que la mera construcción 
del funcional pueda aportar algo de información al respecto. Existen trabajos a 
ese respecto, con resultados contrastados con simulaciones [Curtin & Ashcroft, 1987, 
Rosenfeld et al., 19901. 

Resu l t ados  a Órdenes  Mayores  

En general, las correlaciones a 3 cuerpos no se conocen bien, aunque, sin duda, sabe- 
mos más de aquellas en la fase homogénea. A pesar de todo, podemos recalcar que 
la ec. (3.8) es muy cercana a la ec. (3.3) -que es exacta- si la función de correlación 
del sistema de referencia elegido es similar a la del sistema final. Si a esto se añade 
el hecho de poder controlar la aproximación por medio de la desigualdad de Gibbs- 
Bogoliubov, variando el sistema de referencia, tenemos razones para pensar que los 
resultados de una aproximación a primer orden, siguiendo la ec. (3.8), han de ser 
razonablemente buenos. Al aumentar el número de términos, la aproximación se de- 
scontrola y no existe, por el momento, método alguno para calibrar lo acertado del 
sistema de referencia elegido. Como ejemplo de esto Último, la inclusión de términos 
a segundo orden mejora los resultados en la fase fluida [Alder et al., 19721, pero los 
empeora en el sólido [Baus €4 Colot, 1985, Curlin, 19881. 

El Func iona l  E n t r o p í a  y las  Pe r t u rbac iones  a P r i m e r  O r d e n  

Pero existe otro argumento para decantarnos por las aproximaciones a primer orden 
basadas en el conocimiento de la función de correlación a pares. En la sección $1.4.2, 
comentábamos que podiamos llevar a cabo una transformación de Legendre del fun- 
cional energia libre, para obtener el funcional entropía [Percus, 1988, Percus, 19941: 

Podemos reescribir el funcional energía libre: 

De este modo, los dos términos de la teoría de perturbaciones a primer orden, (3.8), 
pueden asimilarse a sendas aproximaciones, una al funcional entropía y otra a la 
energía. En un sistema sin energia configuracional -el sistema de esferas duras, por 
ejemplo-, el funcional energia libre es equivalente al funcional entropía -salvo por 
sus diferentes variables-. Además, si el sistema de referencia se elige de modo que 
su función de correlación se suponga similar a la del sistema a describir, el segundo 
término supondrá una buen aproximación a la energia. 
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Por todo esto, nos limitaremos, de ahora en adelante, a las mencionadas toerías a 
primer orden. 

3.5 Teorías de Perturbaciones en Líquidos 

En el capítiilo anterior, rnostrábamos cómo diversas aproximaciones al fluido de es- 
feras duras mostraban un acuerdo notable con los resultados de simulación por or- 
denador. Por medio de la aproximación de Percus-Yevick, se obtenía una función 
de correlación y una termodinámica -vía la ecuación de la compresibilidad- bastante 
precisa. Además, gracias a las aproximaciones heurística de Carnahan-Starling, para 
la ecuación de estado, y de Verlet-Weis, para la función de correlación, disponíamos 
de resultados cuasiezacios para el rango de densidades de mayor interés. 

Disponer de tales resultados hace que sea el sistema de esferas duras el más em- 
pleado como sistema de referencia. No obstante, existe otra razón más importante: la 
estructura de la mayoríade los sistemas viene determinada principalmente por la parte 
repulsiva del potencial, mientras que la parte atractiva se deja sentir en mayor medida 
en la termodinámica [ W e e b  et al . ,  19711. Ciertamente, ambas partes participan en 
la descripción total del sistema y la división anterior puede ser considerada simplista. .. 

Sin embargo, el hecho de que las partícula no se puedan interpenetrar afecta inás a la  .: 

entropía del sistema que a su energía. Por un razonamiento similar, la parte atractiva-: 
genera cierta estructura -obliga al resto de las partículas a adoptar ciertas posiciones-, ". 
pero es su influencia energética la que más se hace notar. Considerar, por tanto, el '. 
sistema de esferas duras como sistema de referencia, tal y como comprobaremos, pro- 
ducirá resultados excelentes. Se ha empleado también como sistema de referencia un 
potencial repulsivo l/r12 para describir fases homogéneas con muy buenos resultados, 
pero cuya función de correlación debía tabularse numéricamente a partir de resultados . 
de simulación, por carecer de una expresión teórica que la describiera correctamente , 

[Hansen, 1970, Young 8 Royers, 19841. 
.-S .. .. 

3.5.1 Potenciales Duros 

Aquellos potenciales de interacción que constan de una parte dura no plantean ningún 
problema a la hora de elegir el sistema de referencia. Así, el Pozo Cuadrado (véase la 
figura (3.1)) ,  

se divide de modo natural como 

con 
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F i g u r a  3.1: Ejemplos de potenciales radiales. Las esferas duras (HS, del inglés 
hard spheres) s o n  el s is tema de referencia por excelencia. E l  Lennard-Jones ( L J )  es 
potencial de estándar para los gases nobles y se considera como u n  potencial realista 
por estar libre de comportamientos patológicos -tales como discontinuidades e n  la 
derivada-. Una aproximación m á s  sencilla a los potenciales con parte atractiva viene 
dada por el pozo cuadrado (SW, del inglés square well). Las teorías de s i s temas  
s imples  se emplean hoy en día también para describir el comportamiento de ciertos 
coloides. U n  ejemplo de los potenciales empleados es el de esfera dura con Yukawa 
repulsivo (HSRY, del inglés HS repulsive Yukawa). 

(Nótese que el valor de la función p,,(r) - J D R ( ~ )  es arbitario para r < u. Esto no 
afectará a los resultados porque, convenientemente, g ~ s ( r )  se anula para distancias 
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menores que o) .  En campo medio, obtenemos 

que no es sino una aproximación del lipo van der Waals puesto que considera la parte 
repulsiva a cargo de un sistema de esferas duras -para el cual, van der Waals realizó 
la aproximación adicional de bajas densidades- y el término que se hace cargo de la 
parte atractiva es proporcional a p 2 .  A primer orden, la energía libre del sistema 
homogéneo se escribe: 

que tenderá al resultado previo en el límite p  + O ,  en el que se verifica que gHS(T) % 1 
en el rango de integración. La termodinámica del sistema HS homogéneo, F ~ s ( p ) ,  
y su estructura, gHS(r), se toman en la aproximación de Percus-Yevick o sigu- 
iendo los resultados más precisos de Carnahan-Starling y de Verlet-Weis -confrontar 
con la sección §2.3.3-. Como ejemplo del funcionamiento de esta técnica, véase 
[Chang & Sandler, 19941. 

3.5.2 Potenciales Blandos 

A diferencia del pozo cuadrado, existen potenciales cuya partición no resulta obvia; 
por ejemplo, el potencial Lennard-Jones (LJ)  (véase la figura (3.1)), 

Este potencial viene regulado por dos parámetros, c -el valor del potencial en el-:, 
mínimo- y a,, -la distancia a la que el potencial vale cero-, que dan las unidades de':: 
energía y de longitud (densidad) del problema [Lennard-Jones, 19371. A la vista de ' 
su forma, se aprecian varias posibilidades para dividirlo en una parte de referencia y 
una perturbación. 

Teor ía  d e  M c Q u a r r i e  & K a t z  

La primera división propuesta para considerar este potencial parece la más natural 
[Masson & h'azandjian, 19931: 

Sin embargo, no soluciona el problema del sistema de referencia porque las propiedades 
de un sistema cuya interacción venga dada por (3.22) son también desconocidas. 
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F i g u r a  3.2: Cri ter ios  BH y WCA de división de un potencial en una parte de refe- 
rencia y una parte perturbativa. 

Existía, no obstante, la propuesta de aproximar los sistemas cuya interacción fuera 
de la formar-" por un sistema de esferas duras [Rowlinson,  19641, 

según una expansión de la energía libre en potencias de l l n  en torno a un sistema 
HS ( l l n  = O): 

donde y = 0.577216.. . es la constante de Euler. Los resultados no son demasiado 
precisos, principalmente porque la expansión (3.24) sólo es válida a densidades altas. 
Sustituyendo la  termodinámica del sistema de referencia calculada -medida- a través 
de simulaciones por ordenador, la precisión mejora considerablemente, pero sólo en 
el rango de temperatura y densidad altas. Parece ser que la división (3.22) produce 
un potencial de referencia demasiado blando a distancias en torno al mínimo del 
potencial, que no se ajustan a las condiciones físicas de interacción entre las partículas. 
Un estudio de esta misma división del potencial, pero con el sistema de referencia 
tabulado a partir de simulaciones por ordenador, puede encontrarse en [Hansen,  19701. 

Teo r í a  de B a r k e r  & Hende r son  (BH) 
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Una generalización de la teoria cuyos resiiltados ya fueron razonables dividía el po- 
tencial del siguiente modo [Barker tY Henderson, 19671: 

y, por tanto, 

Tal y como se ve en la  figura 3.2, esta partición separa la parte positiva de la nega- 
tiva. El sistema de referencia volvía a aproximarse por un sistema HS, calculando el 
diámetro de lac mismas mediante la siguiente expresión: 

Esta expresión proporciona un tamaño de las esferas que depende de la tempetura., 
-para adaptar la  dureza del sistema de referencia al acercamiento entre partículas 
debido a su energía cinética- pero no de la densidad -la otra variable termodinámica 
del sistema-. Los resultados que se obtienen son alentadores. 

Teor ía  Variacional  

Un criterio para elegir el diámetro HS que debe aproximar la  parte repulsiva de nuestro ,. 
sistema puede basarse en la desigualdad de Gibbs-Bogoliubov [Ross & Alder, 1967, 
Mansoorz €4 Canfield, 19701. A partir de la ec. (3.16), elegirnosaquel valor de a para 
el cual la energia libre del sistema a primer orden se haga mínimo. Aunque los resul- 
tados son satisfactorios, la teoria WCA -en la sección siguiente- mostraba un acuerdo 
mayor con los resultados de simiilación. Sin embargo, dicha teoria presenta problemas 
a altas densidades para describir los sistemas, a diferencia de la teoria variacional que 
puede aplicarse a cualquier densidad. Para evitar la dureza que presentan las esferas 
duras como potencial de referencia, se ha propuesto emplear el método variacional 
con un potencial l / r I 2  [ROSS, 1979, Young tY Royers, 19841. 

Teor ía  d e  Weeks,  C h a n d l e r  & Anderser i  ( W C A )  

La teoria más refinada para tratar fluidos de modo perturbativo es una generalización 
de la  de Barker & Henderson [Weeks e t  al., 19701. La división propuesta del ~o tenc ia l  
LJ es (véase la figura (3.2)): 
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y, consecuentemente, 

E r < u:, 
pLJ( r )  - (PR(T) = 

P L J ( ~ ) ~  r 2 CJ, 

donde o:, es el mínimo del potencial, o:, = 21/60L,. Esta partición evita discon- 
tinuidades en la derivada del potencial, lo cual parece favorecer la convergencia de las 
aproximaciones. 

A la hora de calcular la termodinámica del sistema de referencia, Weeks, Chandler 
y Andersen desarrollaron una teoría mucho más rigurosa que la de BH. Según su 
procedimiento, el potencial de referencia se expande funcionalmente en series de la 
Función Blip, 

Cuando el diámetro de las esferas duras, u, es cercano al diámetro de las partículas 
del sistema de referencia (- u,,), esta función vale cero excepto en un pequeño rango 
de valores de r de orden, digamos, (u. La expansión queda, pues, del siguiente modo: 

La derivada funcional resulta, siguiendo (3.1), 

y, definiendo la función Densidad de Cavidades (o de huecos), tal como hicimos en 
(2.17)) 

y(r) E ePV(r)g(r), (3.30) 

podemos escribir 

Por tanto, 

En este punto, el modo de determinar el diámetro HS de referencia consiste en igualar 
el primer término de la expansión a cero. A esta solución se la conoce por Criterio 
WCA, 

1 d r  YHS(T) A(r)  = O .  (3.32) 
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Puede demostrarse que, con este criterio: las correcciones a la expansión del potencial 
de referencia en esferas duras -que deberían ser de  orden O(CZ)- se haceri 0(C4) 
[Weeks  et a l . ,  19711, 

lo cual sugiere una mayor precisión a la hora de  describir el sistema de  referencia -sobre 
todo en lo tocante a potenciales razonablemente duros-. Además, la  ec. (3.32) pro- 
porciona un diámetro o dependiente de  las dos variables termodinámicas del sistema, 
T y p. Los resultados que se obtienen con esta teoría, como se piiede comprender, 
mejoran, en la mayoría d e  los casos, aquellos de las teorias previas. Es más,  es la  única 
teoría que no se construye ad hoc en ninguna de  sus partes. Sin embargo, a densi- 
dades suficientemente altas, la  ecuación (3.32) no presenta solución física aceptable -se 
obtienen diámetros HS demasiado grandes, incluso mayores qiie el empquetamiento 
compacto- y la  teoria se  desmorona [Ree,  19761. 

La teoría propone, a su vez, una forma de  determinar la función de  correlación del 
sistema de referencia. Si aplicamos la  ecuación (3.30) al desarrollo (3.28), resulta 

y, consecuentemente, 

pudiendo demostrarse que, con el criterio (3.32), los términos de orden O(() se aiiiilan 
[Weeks  et al. ,  19701. 

En definitiva, la  expresión resultante es la  sigiiiente: 

determinando el diámetro HS mediante el criterio WCA, ec. (3.32). 

L a  D i v i s i ó n  K L R R  

Los diversos criterios para  determinar el diámetro HS que corresponde a un potencial 
blando no están, en absoluto, reñidos con las diferentes divisiones del potencial (3.22), 
(3.25) o (3.27); nada evita que pueda emplearse cualquiera de  las teorias de  perturba- 
ciones con una división del potencial distinta a la propiiesta por sus autores. Es decir, 
hay una cierta arbitrariedad a la hora de  elegir cómo se divide el poteiicial en uiia 
parte de  referencia y u n a  perturbación. Para evitar este probleina, puede emplearse 
un parámetro que divida el potencial y determinarlo variacionalinente [Ree ,  1976). 
Este método soluciona, al  mismo tiempo, el problema de  la  teoría WCA a altas deii- 
sidades; si bien el criterio WCA puede no tener solución, la minimización siempre es 
susceptible de  llevarse a cabo. Aparece, no obstaiite, cierto inconveniente al  emplear 
una  división abrupta  del potencial con el criterio WCA, qiie fiie subsanada mediante 
una  división suave del potencial, 
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y, consecuentemente, 

w A ( r ) ,  T < X  

p L r ( r )  - P R ( T )  = 
v L J ( r ) ,  r  2 A, 

donde X marca el punto donde se divide el potencial1, y w x  es el llamado Potencial  
de Suavizado [ K a n g  et al. ,  19851. Falta una prescripción para determinar X y w ~ .  Es 
fácil ver que las teorías BH, WCA y la teoria de Ree recién mencionada se pueden 
obtener con W A ( T )  = p , , ( X ) .  En el primer caso, X = u,, ,  mientras que, en el segundo, 
X = u:,, y, en el último, viene determinada mediante la minimización de la energía 
libre. En la obra citada [ K a n g  el al. ,  19851, se elegía un cierto criterio ad hoc para la 
determinación de A ,  fundamentado muy laxamente en la teoria de celdas, 

x = m i n  ( u : , , ( f i / p ) ' 1 3 )  . ( 3 . 3 6 )  

Es decir, a densidades bajas, se recupera la teoria WCA. Cuando la  densidad es tal 
que, si las partículas estuvieran ordenadas en una red compacta a esa misma densidad, 
la distancia a primeros vecinos, ( f i / p ) ' I 3 ,  fuera menor que la distancia a la que se 
encuentra el mínimo del potencial, u:,, se opta por un valor de X = ( f i / p ) ' I 3 .  

A su vez, se estudiaban diversas formas del potencial w,, -comprobándose su validez 
a  posteriori- ,  para optar finalmente por la más sencilla de las propuestas, 

W A ( T )  = p = , ( X )  - p i , (X) (X  - r ) .  ( 3 . 3 7 )  

Las ecuaciones ( 3 . 3 2 ) ,  ( 3 . 3 5 ) ,  ( 3 . 3 6 )  y ( 3 . 3 7 )  forman la teoria KLRR. Esta teoria, 
un refinamiento de la teoria WCA, da unos resultados excelentes, evitando la catástrofe 
WCA a densidades altas. La clave parece que procede de ablandar el potencial de 
referencia según va aumentando la densidad -confrontar con las ec. ( 3 . 3 5 )  y ( 3 . 3 7 ) ,  
en las que al potencial de partida se le substrae un término lineal-. A pesar de todo, 
adolece de dos problemas. Por un lado, a densidades suficientemente altas -pero antes 
de cristalizar; esto es, a temperaturas altas-, el criterio WCA vuelve a fallar. Por otro, 
la prescripción ( 3 . 3 6 )  produce discontinuidades en las derivadas segundas de la energía 
libre, en la compresibilidad, para p  = f i / ( ~ ; , ) ~ .  

Haciendo uso del potencial de suavizado ( 3 . 3 5 ) ,  se puede determinar el valor de X 
mediante la minimización de la energía libre, en lugar de la expresión KLRR ad hoc, 
ec. ( 3 . 3 6 ) .  Ésta nueva forma de la teoria KLRR es, salvo desconocimiento, el método 
más preciso para determinar las propiedades termodináiiiicas de uii fluido Iiasta la 
fecha [ B r o w n  & Horton,  19881. Los autores, en aras de no se sabe qué malentendida 
simplificación en el cálculo, acaban prefiriendo, no obstante, una receta ad hoc para 
determinar A, 

x = ( 1  +a: ,pn /3  ) - l b  

( 3 . 3 8 )  

'El parámetro X empleado en 16 ecuación (3.2), no guarda ninguna relación con éste. No hay 
lugar a confusión en una teoría de perturbaciones a primer orden, porque aquel desaparece de todas 
las expresiones. Confrontar con la expresión (3.8). Empleamos esta notación por lo extendido de su 
USO. . . 

i 
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donde, ahora: n es un parámetro que queda libre y que recupera la expresión defec- 
tuosa (3.36) en el limite n - m. 

A l g u n a s  A n o t a c i o n e s  sobre l a s  Teorías de P e r t i i r b a c i o n e s  

Es necesario hacer hincapié en el hecho de que la Única teoria propiamente de  per- 
turbaciones es la WCA y sus derivaciones. El resto incluyen, en alguno de  sus pasos, 
aproximaciones od hoc, sin justificación en el marco de  una teoria perturbativa. Por 
ello, es la Única cuya extensión a ordenes mayores podria realizarse de  modo sis- 
temático. 

Se ha  hablado mucho de  la  inconsistencia termodinámicade estas teorías. El Iiecho 
proviene de  la  posibilidad de  calcular la  termodiiiáinica del sistema de referencia a 
partir de la función de  correlación, (3.33),  por las distintas vías. Cabe decir a su 
favor que, si bien esto es cierto, supone cierto error en el propio espiritii de  la teoria. 
Determinar la  termodinámica a partir de  la función de  correlacióii supone ir más  
allá de  lo que la  teoria propone e involucra errores no controlados en los desarrollos 
en serie. La forma correcta de  obtener las cantidades termodiámicas del sistema de  
referencia es el desarrollo perturbativo. 

Finalmente, hay que discutir el papel que juega la partición del potencial en uno' 
de  referencia y una  perturbación. A pesar de las diferentes propuestas de  corte del' 
potencial, no existe -por el momento- ninguna justificación a priori de  uno u otro. A" 
posleriori se encuentra que la partición WCA prodiice mejores resultados, incluso con 
la teoria R H .  Se puede achacar al hecho de  que ninguno de  los potenciales resiiltantes 
-el de referencia y l a  perturbación- presentan discontiniiidades e;i la  derivada. Los 
resiiltados KLRR son los más  prometedores, pero la elección de  la  función  tu^ resulta, 
un tanto arbitraria y falla a densidades miiy altas. La determinación del parámetro 
A más fundamentada es, en nuestra opinión, la minimizacióii de la energía libre. Las" 
otras se establecen a conveniencia y se podría arguineiitar que no es de  extrañar,  
tanto ,  su buen comportamiento. Hoy por hoy, parecen ser éstos los únicos puntos' 
flacos dentro de la  teoria -salvando, claro está, las liinitaciones propias de  una t e o r í a  
de  perturbaciones-. 

3.6 Teorías de Perturbaciones en Sólidos 

A diferencia de  las teorías de  fluidos, las de  sólidos presentan un menor desarrollo. 
Mencionábamos en el capitulo anterior que las teorías WDA presentan graves in- 
convenientes a la hora de  manejar potenciales con una parte atractiva. Los fun- 
cionales FMT se construyen desde un principio corno funcionales para sistemas HS. 
Sólo pueden mencionarse los éxitos de  las teorías de  celdas [Cottin t3 Monson, 19961, 
pero precisan de  integración MonteCarlo por ordenador. En definitiva, nos vemos abo- 
cados a describir la  mayoría de las fases sólidas mediante teoria de perturbaciones. 
No obstante, aunque hemos visto que existen diversos funcionales que proporcio- 
nan una termodinámica precisa de  un sólido IIS, se sabe muy poco de  sus funciones 
de  correlación p!$&(1 ,2 )  ó ~ ! $ & ( 1 , 2 ) .  Si bien se podrían intentar calcular mediante 
derivación funcional -obviando el trabajo ingente qiie supondría-, no cabe esperarse 
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que dichos funcionales proporcionen funciones de correlación razonables, dado que 
su Único ingrediente es la función de correlación del fluido, a excepción, quizás, de 
los funcionales FMT. Estos últimos, sin embargo, son de formulación reciente y, por 
tanto, no han sido investigados en este aspecto, aunque, a cansa de su complejidad, 
no se antojan muy propicios para dicho fin. En consecuencia, los diversos enfoques 
han renunciado a incluir ningún tipo de correlación o las han incluido de algún modo 
aproximado más o menos feliz. 

No nos vamos a referir a las teorias que parten de la expresión (3.5) para describir 
el sólido. En su momento, argumentábamos por qué es de esperar que produjeran 
peores resultados que aquellas que hacían uso de la expresión (3.3). A segundo orden, 
dichas teorias sobreestiman la estabilidad de la estructura FCC frente a la BCC, 
mientras que, si se llega a tercer orden -cuyo término está lejos de ser despreciable-, 
la situación se invierte [Barrat  ei al. ,  1988, B a m t  el a l . ,  19871 y, en general, empeora 
[ C u r t i n ,  19881. 

3.6.1 Teoría de Campo Medio 

Ha sido la más empleada, durante mucho tiempo, principalmente por el desconocimiento 
de las correlaciones en la fase sólida. La aplicación de la ecuación (3.6)  no merece 
ninguna explicación detallada. Hoy en día, sigue empleándose [Likos el al. ,  19941, in- 
explicablemente, a pesar de existir teorías mucho más refinadas, aunque está más bien 
en desuso y es fuertemente criticado [Rascón et al., 19951. La más ligerísima mejora 
imaginable consiste en implementar la autoexclusión, es decir, hacer uso de 

en lugar de (3.6). Aunque este procedimieiito es algo más realista que una teoría de 
campo medio sin más, su uso [Derjaguin 8 Landau, 19411 sólo da resultados mera- 
mente cualitativos. 

3.6.2 Perturbaciones a Primer Orden 

La primera inclusión de los efectos de correlación se encuentra en [ W e i s ,  19741. Adop- 
tando la teoria WCA en su formulación original y con una función de correlación 
tabulada a partir de simulaciones por ordenador, Weis describió la fase sólida FCC 
mediante la ecuación (3.34). Sus resultados eran mucho más pobres para esta fase 
que para el fluido y lo achacó al empleo del sistema HS como sistema de referencia. 
Posteriormente, con una mejor parametrización de la función de correlación a pares 
del sólido -tabulada también basándose en datos de simulación por ordenador-, se 
mejoraron los resultados [Kang  et al. ,  19861. En este último trabajo se incorporaba 
la teoría KLRR aplicada a la fase sólida, de una forma muy similar a la que hemos 
descrito para los fluidos, pero con ciertas modificaciones sin fundamentar para deter- 
minar el punto de corte del potencial, A. Más recientemente, se consideraba también 
l a  fase HCP y se refinaba el uso del criterio WCA [Choi  e t  a l . ,  19911. Hasta el rno- 
mento, a falta de una teoría para describir la función de correlación de pares del 
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sólido HS, los resultados de sirnulación han sido un iiigredieiite obligado. Por tanto;  
podernos decir, que hasta el momento no se cuenta con tina leon'a de perturbaciones 
de  sólidos clásicos. 

3.6.3 Teorías Ad Hoc 

Se han propuesto gran número de  métodos teóricos para intentar capturar las cor- 
relaciones a primer orden basados, en general, en el conocimiento de  las correlaciones 
en el fluido [Cur l in  Eí Ashcrofl, 1986, Tang el al., 1991, Sokolowski 0 Fisher, 1992, 
A'yrlidis 0 Brotun, 1993, Mederos el al . ,  19931. Todasellas ernplean laecuación ( 3 . 34 )  
para describir el sistema sólido. Como carecen de una expresión para p g L ( 1 ,  2 ) ,  no 
pueden considerarse teorías WCA del sólido -puesto que no pueden aplicar el criterio 
WCA-. En ese caso, el empleo de  dicha expresión es puramente ad hoc;'nada justifica 
que el término de referencia, T,q[d, sea un funcional HS, salvo una argumentación 
laxa como la  de  la teoria BH. Es más, al no disponer de  dicha función, se hacia uso 
de  una particióii del potencial WCA, pero se calculaba el diámetro HS del sistema de  
referencia mediante el criterio BH, ec. ( 3 . 26 ) .  Este criterio no sólo no diferencia entre 
las distintas estructuras sólidas, sino que no diferencia lampoco las fases sólidas de 
las líquidas. A una temperatura dada,  proporciona un diámetro único para  todas 1as.f' 
densidades y para todas las fases, lo cual no  puede favorecer los resultados. 

El modo de  incluir las correlaciones era el siguiente. La función de  correlacióii a 1. 
dos cuerpos puede escribirse, 

p j :L (1 ,2 )  = P ( ~ ) P ( ~ ) ! ? H S ( ~ ,  2 ) ,  ( 3 . 40 )  

donde g ~ s ( 1 , 2 )  es el análogo inhomogéneo de  la función de  correlación radial de  
fluidos, g ~ s ( l 1  - 21), por supuesto, desconocido. La aproxirnación que se hace es 
suponer que la parte no isotrópica de las correlaciones va a venir descrita por el ... 
producto p ( l ) p ( 2 ) ,  y el resto pueden aproximarse con la función g  del fluido a una  ; .- 
cierta densidad efectiva, P. 

g r f s ( l , 2 )  S H S ( ~ ~  - 21;b) ,  ( 3 . 41 )  

L a s  teorías mencionadas, se diferencian en el modo de  elegir la densidad efectiva e. 
Eri algun caso, se permite que P sea un funcional de la la densidad local. Los resiiltados 
son siinilares, destacando favorahlementela últ imade ellas, P W D A  [Mederos el al . ,  199.31, 
En ésta, se hace uso de la  ecuación de  la  compresibilidad aplicada a la  fase sólida, 
( 1 . 6 5 ) ,  para determinar la densidad efectiva. El uso de  la inericionada regla de  surria 
es discutible -en el siguiente capitulo estudiarernos por qué- pero, gracias a la  baja  
compresibilidad del sólido HS, la función de  correlación aproximada,  ( 3 . 41 ) ,  verificaba 
aproximadamente una  correcta normalización. Esta parece ser la clave de  la  veiitaja 
de  la  teoria frente a las otras. 
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Capítulo 4 

La Ecuación de la 
compresibilidad 

A l  lego le llama lo atención que las teorzás sean difÍ'ciles de entender y 
que estén rodeadas de u n  montón  de fórmulas que n o  significan nada para 
el profano. S in  embargo, éstas no son su esencia, ya que el verdadero 
teórico ahorra en  lo posible este tipo de medios; lo que se puede decir con 
palabras, se dice con mientras que precisamente en  los libros de 
prácticas experimentales figuran fórmulas frecuentemente tomadas  como 
puro ornamento.  

Ludwig Boltzmann, Populare Schrifften, (1905). 

Resumen 

A través de  u n a  interpretación de la  función de distribución radial, se establece un 
significado físico de la  ecuación de  la  compresibilidad. Éste, a su  vez, revierte en un 
mayor entendimiento del comportamiento de la función anterior. La  clave se encuentra 
en la  comparación d e  los sistemas homogéneos con los sistemas sólidos y en la  com- 
paración del funcionamiento de la  mencionada ecuación en un colectivo canónico con 
su comportamiento en un colectivo gran canónico. Bajo las conclusiones obtenidas, 
se consideran las parametrizaciones usuales de  la  función de  distribución radial y 
se rnuestra su fal ta de  flexibilidad para obedecer la  ecuación de  la  compresibilidad. 
Finalmente, se propone un modo simple de mejorar dichas parametrizaciones para  
evitar este problema. 
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4.1 Introdución. Relaciones .Exactas 

Tal y como adelantábamos en el capítulo $1, la ecuación de la compresibilidad nos va 
a aportar pistas clave para entender la correlación en sólidos clásicos. 

En primer lugar, vamos a hacer una recopilación de las relaciones exactas que 
ya conocemos de las funciones de distribución y su conexión con la compresibilidad, 
detalladas en el capítulo §l. Si el número de partículas en nuestro sistema, N,  es cons- 
tante, nos encontramos en un colectivo canónico en el que se cumplen las siguientes 
ecuaciones: 

En cambio, si nuestro sistema es un sistema abierto, en contacto con un baño de 
particulas, y el número total de partículas fluctúa, se verifican las ecuaciones siguien- 
tes, propias del colectivo gran canónico: 

siendo la Última de las mismas, la Ecuación de la Compresibilidad. Señalemos que 
el término -1 en (4.3) y (4 .6)  indica que la función p ( 2 ) ( 1 , 2 )  tiene en cuenta la 
autoexclusión; esto es, el hecho de que si una partícula se encuentra en el punto 1, 
ninguna otra puede ocupar el mismo lugar. 

4.2 Potenciales Radiales y Promedios Angulares 

Antes de intentar desentrañar el significado de esta ecuación y la diferencia entre las 
expresiones (4.3) y (4 .6 ) ,  es conveniente simplificar, en la medida de lo posible, las 
funciones que manejamos. En el capítulo anterior, se pone de manifiesto la importan- 
cia de la función de distribución a dos cuerpos como la pieza necesaria para calcular 
el término perturbativo de la energía libre. Dicha contribución es una mera integral 
de la forma siguiente: 
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( 2 )  donde pR es la función de  distribución a dos cuerpos del sistema de referencia y <pp es 
la perturbación. Si recordamos que los potenciales qiie vamos a t ra tar  son potenciales 
esféricos; es decir, p p ( 1 , 2 )  = <pp(ll - 21), podemos hacer iin cambio de  variables, 
definiendo r  E 2 - 1 ,  y escribir la integral anterior del siguiente rnodo: 

donde r  = Ir1 y Rr representa las coordenadas angulares de  la  variable r ,  siendo la  
segunda integral sólo función de  r. 

A la  vista de  lo anterior, queda claro que hay ciertos grados de libertad de  la  
función distribución que los potenciales de  interación radiales no distinguen y que 
pueden integrarse previamente. Podemos definir, por tanto, 

l lamada Función de  Distribución Radial -del mismo rnodo que la  función g ( r )  el;' 
los sistemas homogéneos- y representa el perfil raslial de densidad visto desde una'.' 
particula. En el limite uniforme, esta definición recupera su análoga en sistemas 
fluidos, 

~ ( r )  + P * p(')(ri ,  r2)  - P ( ~ ) ( I ~  - 4)  = p2 g(r12), (4 .10)  

y la  función g ( r )  coincide con g ( r ) .  Mantendremos, no obstante, las dos notaciones in- 
dicando con g ( r )  que empleamos la definición (4 .9 ) ,  válida para sistemas homogéneos 
e inhomogeneos, y considerando g(r )  tan solo para sistemas homogéneos, en cuyo caso 
ainbas definiciones son equivalentes. Esta definición fiie propiiesta por primera vez en 
una teoría de  perturbaciones para sólidos en la que se empleaba la función g calculada 
a partir de  simulaciones [bVeis, 19741, aunque se había coiitemplado con anterioridad 
definiéndola de  modo sui  generis [Frenkel, 1955, Fisher, 19641. 

Continuando con el criterio anterior, y para una posterior simplificación d e  las 
expresiones subsecuentes, definimos 

a la que llamaremos Función de  Distribución Radial Ideal, puesto que corresponde 
al caso en el que la posición de  una partícula no influye en la posición de  la  otras,  
p ( 2 ) ( r , r ' )  = p(r )p ( r l ) ,  y que, obviamente, se rediice a l en el caso de  sistemas Iio- 
mogéneos. 

Haciendo uso de  las definiciones ante~iores,  las eciiaciones (4 .3 )  y (4 .6 )  Se reescriben 
de forma exacta, por tanto ,  del modo siguiente: 
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4.3 Interpretación Física 

4.3.1 El Significado de las Funciones de Distribución Radiales 

La probabilidad de encontrar una partícula en un punto r viene dada por la función de 
distribución p ( r ) ,  como yasabemos. En los sólidos, esta función es una suma de picos 
centrados en los puntos de una red periódica. En los fluidos uniformes, en cambio, 
se mantiene constante en todo el sistema. A pesar de esto, los fluidos presentan una 
estructura que viene dada por la función de distribución radial g(r); una vez que 
conocemos la posición de una partícula, la probabilidad de encontrar otra en otro 
punto del sistema deja de ser constante y pasa a depender de la distancia r a la 
primera partícula. 

La función de distribución radial puede entenderse mediante otra interpretación 
m& conveniente para nuestros propósitos. Podemos factorizar, mediante el mero uso 
de conceptos probabilísticos, la función de distribución a dos cuerpos p ( 2 ) ( r , r ' )  del 
modo siguiente: 

p(')(r, r') '= p(r)p(2)(r ' l r ) ,  (4 .14)  

donde hemos descompuesto la probabilidad de que se den dos sucesos como el pro- 
ducto de la  probabilidad de que se dé el primero por la probabilidad de que se dé 
el segundo condicionado a que el primero se haya dado; el último factor representa, 
pues, la probabilidad de encontrar una partícula en r' cuando ya hay una en r .  

En los sistemas homogéneos, se sigue, entonces, con facilidad que 

Es decir, podemos interpretar el producto pg(r) como el perfil de densidad del sis- 
tema en presencia del potencial externo creado por una particula fija en el origen 
[Percus, 19621. De este modo, el efecto de fijar una partícula en el origen es, para los 
fluidos homogéneos, una transformación del perfil de densidad de p a pg(r) ,  o bien, de 
1 a g ( r ) .  En la figura 4.1, se muestra la función de distribución radial para un fluido 
de esferas duras a alta densidad. Como corresponde a los fluidos homogéneos lejos del 
punto critico, puede comprobarse que las correlaciones decaen en un corto espacio; 
ambas funciones, 1 y g ( ~ ) ,  se igualan a pocos diámetros de distancia del origeu. 

En los sólidos, la descomposición (4 .14)  es, obviamente, válida como también lo 
es la  interpretación de p(')(r'lr) como el perfil de densidad del sistema en el punto r' 
cuando se ha fijado una particula en r .  Resulta, pues, que dicho perfil se expresa, en 
general, como [Fisher, 19641 

p(')(r, r') 
p(2)(r'1r)  = 

p(r)  ' 
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F i g u r a  4.1: Función de distribución radial g de un fluido de esferas duras a alta : 
densidad. Se representa también el valor 1 para mostrar el efecto de deten& una 
partícula en r = O en el perfil de densidad. Las distancias.están medidas en diámetros'- 
de las esferas. 

que dependerá no sólo de la distancia a la  particula fijada Ir' - rl, ni t an  siquiera del 
vector r' - r ,  sino de ambos vectores por separado, y será -tal y como lo es pc2)- una . 
función de  6 variables con ciertas simetrías. Físicamente, es más  que razoiiable que así 
sea; si partirnos de una red ordenada, fijar una particula en un punto dado perturbará 
la  posición del resto, dependiendo fuertemente del punto en el que hayamos fijado ésta 
y no sólo de la distancia ni de la  diferencia entre sus vectores posición'. 

Para  calcular el perfil de  densidad radral que se crea en un sólido bajo la  pertiir- 
bación mencionada, hemos de calcular 

Pero, una vez más,  obtenemos una función que depende del punto en el que fijemos 
la  particula o ,  con más  precisión, de  la distancia de  dicho punto al punto de  la  red 
alrededor del cual oscilaba la  particula antes de fijarla. 

' A  este respecto, convieneseñalar que la definición (4.9) debe  incluir un promedioen las posiciones 
r' que no es en modo alguno trivial en una fase ordenada. Un promedio angular de p(' )  (0, r) es, por 
tanto, incorrecto, en los sólidos,'aunque aparece en la Literatura (véase, por ejemplo, [Fisher, 19641, 
PP. 78). 



Si promediamos nuevamente sobre dichos puntos, pesados con la  probabilidad de 
que la particula se encuentre en uno de ellos, obtenemos 

Es decir, p¿j(r) representa el perfil de densidad radial promedio que se obtiene si se 
fija una particula en un sólido en sus posiciones de equilibrio. Finalmente, señalar 
que de lo dicho cabe pensarse en otra interpretación, a saber, el perfil de densidad 
radial que se ve desde una particula en su continuo movimiento. 

Por otro lado, si consideramos un punto dado del sistema r ,  la probabilidad de 
encontrar una particula del sistema en un punto r + r' vendrá claramente dada por 
p(r  + r') y, calculando los promedios anteriores, obtenemos que 

Resultando, por tanto, que podemos interpretar p j o  como el perfil radial que se 
observa desde un punto dado que situamos en los puntos de equilibrio de una particula 
del sistema, pero que no interactúa con el sistema; es decir, disponiendo dicho punto 
a lo largo del sistema con una probabilidad p(r ) .  El primer efecto de que este punto 
no interactúe se muestra en que la función de distribución radial ideal no muestra 
autoexclusión, a diferencia de j ( r ) ,  y presenta un pico en torno al origen. Esto se 
puede apreciar en la figura 4.2, en la que están esbozadas ambas para un sistema de 
esferas duras. Conforme a la discusión precedente, puede considerarse, de un modo 
análogo a la discusión en fluidos, que el efecto de fijar una particula en un punto del 
sistema no homogéneo se traduce en una transformación de j o ( r )  en j ( r ) ,  salvando 
la mencionada autoexclusión y teniendo en cuenta el carácter de promedio -para ser 
consistentes con la distribución de posiciones que hemos permitido al punto desde el 
que se observa el sistema-. 

4.3.2 La Ecuación de la Compresibilidad 

Con la discusión anterior,,,es fácil interpretar la ecuación de la compresibilidad, ec. 
(4.13). En un sistema abierto, en el que permitimos el intercambio de particulas, la 
integral de p j ( r )  resultará ser, a la vista de la interpretación previa, el número de 
particulas del sistema cuando dentro hay una particula fija menos una, debido a la 
autoexclusión. Del mismo modo, la integral de p¿jo(r) será el número de particulas 
del sistema cuando no fijamos ninguna, es decir (N). Consecuentemente, p T  x,,  la 
compresibilidad salvo factores, indicará el cambio en el número medio de particulas 
de un sistema abierto cuando se fija una de ellas. Esta interpretación, estricta cuando 
se t ra ta  de sistemas homogéneos, ha de tomarse como un promedio en el caso de 
los sólidos. Finalmente, y debido a que la estabilidad termodinámica obliga a que 
la  compresibilidad sea siempre positiva, el número de particulas en el sistema debe 
aumentar cuando se fija una de ellas. 
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. ,  
F i g u r a  4.2: Esbozo de la función de distribución radial Íj de un sólido de esferas 
duras a olla densidad. La línea discontinua representa la función ¿jO para moslrar su 
diferencia. Nótese la ausencia de auioezclusión en esla Última función, reflejado en,  
su ualor no nulo en tomo a r = O. Las distancias están medidas en diámetros de las 
esferas. 

4.3.3 Diferencias entre los Colectivos Canónico y Gran ~ a n ó n i ~ b  

Consideremos un sistema cerrado con N partículas y otro abierto con el misrnonúrnero 
de particiilas en promedio; es decir (N)  = N. En el primero de ellos se verificará (4.12) 
mientras que en el o t ro  (4.13). Si hallamos la  diferencia entre ambas  ecuaciories, 
obtendremos aue  

Observamos que arnbas funciones se tienen que diferenciar en factores de  orden 
0 ( 1 / N )  [Hansen tY McDonald, 19881 que cuando son integradas sobre el volurneii 
coinpleto, O(N), producen'una contribución de orden O(]) .  Tal y como inuestra la 
ecuación (4.20), dicha contribución resulta ser la  compresibilidad. 

A pesar de  todo esto, cuando se emplea en fluidos la  ecuación d e  la coinpresi- 
bilidad, no se precisa si se está considerando un colectivo u otro.  Esto se justifica 
principalmente por dos razones: 

.. . . . ,  . . 

e A.- Las correlaciones en los fluidos, lejos del punto crítico, son de  corto alcance 
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Si a esto unimos que las diferencias entre ambas funciones, g y y,  deben ser de 
orden O ( l / N ) ,  ambas funciones han de ser esencialmente iguales en el rango de 
interés, allí donde difieren de 1 .  Es decir, la figura 4 . 1  podría representar tanto 
a g ( r )  como a g ~ ( 7 ) .  Por ello, ambas integrales deben coincidir s i  el rango de 
integración se restrige a un volumen UQ « V, como suele hacerse en la  práctica: 

Pero si las integrales se extienden a todo el volumen, como debiera ser, las 
diferencias de orden O ( 1 )  aparecen. Esto se debe al comporarniento asintótico 
de ambas funciones. En el colectivo gran canónico, las partículas extra  que 
aparecen alrededor de la partícula fija provienen del baño de partículas externo 
que define este conjunto abierto. Lejos de dicha particula, la estructura creada 
en el perfil de densidad ha desaparecido, dado el carácter de corto alcance de 
las correlaciones en los fluidos, y g ( r )  1 .  En el colectivo canónico, en cambio, 
dicha cantidad extra  de partículas debe provenir del propio sistema, dado que 
no puede variar su número total, y se produce un descenso en la densidad local 
lejos de la partícula mencionada de tal modo que así sea. 

Considerando entonces la e c . ( 4 . 1 2 )  en el caso de sistemas homogéneos podemos 
dividir el intervalo de integración y obtener 

que, gracias a ( 4 . 2 1 ) ,  podemos reescribir como 

Si, finalmente, asumimos que la diferencia ~ N ( T )  - 1 va a permanecer constante 
a lo largo del volumen de integración dado el corto alcance de las correlaciones 
-cuya influencia sólo se dejará sentir en un-, llegamos a que . 

pT X T  
~ N ( T )  1 - - 

r-m 
N 

resultado obtenido previamente por métodos analíticos [ O r n s t e i n  €4 Zern ike ,  19141. 

Podemos concluir este punto 'indicando que la egviualencia de la  función de 
distribución radial en ambos colectivos se justifica si la integración se limita a 
la distancia donde existe estructura. 

B.- Una de las interpretaciones más claras del colectivo gran canónico es consi- 
derarlo como una parte macroscópica de un colectivo canónico treméndamente 
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mayor qiie el primero, ta l  y como hicimos en la  sección $1.2. Por esta razóiil 
si la integral de  la  ecuación (4.12) no se extiende a todo el sistema sino a iin 
volumen razonablemente grande -macroscópicamente grande- pero aún relativa- 
meiite pequeño en comparación con el volumen total, debemos obtener el misrno 
resiiltado que en si 110s encontráramos en un colectivo gran canónico. Esto es 
lo ocurre. En la  práctica, es imposible integrar cantidades de  ordeii 0 ( 1 / N )  y 
la integral se trunca a una determinada distancia. 

Obsérvese que, a diferencia del argumento anterior -que precisaba de  las correla- 
cioiies de corto alcarice del fluido-, éste es aplicable también a las fases sólidas. 

4.3.4 Diferencias entre las Fases Fluidas y Sólidas 

Como acabamos de  ver, fijar una  particula en un fluido se traduce en un aiirnento 
local de  la  densidad en torno a dicha particula, pero a distancias poco mayores rio 
se produce ningún cambio significativo. En los sólidos, sin embargo, el efecto es 
doble. Por un lado, los defectos del sólido (vacantes e intersticiales), originalrneiite 
distribuidos homogéneamente a lo largo del volumen, encuentran en la  particula f?ja 
un centro alrededor del cual formar una  estructura (una  distribución que dependerá deu 
la  distancia a dicho punto y de  la  simetría del sólido). Se modifica, consecuentemente,, 
el perfil de  densidad a corto alcance alrededor de la particula o ,  por ser más  explícitos,., 
el perfil de densidad de  defectos. En el colectivo canónico, este cambio se  hará a costa 
de  pequeñas variaciones de  la densidad en puntos lejanos. La densidad d e  defectos a 
grandes distancias será constante pero diferirá en cantidades d e  orden 0 ( 1 / N ) .  En el 
colectivo gran canónico, esa variación en el número de  partículas vendrá acompañada 
por el paso de  defectos a través de las paredes del sistema, y la  diferencia entre laG 
integral de  j ( r )  y la de  j o ( r )  será la  cornpresibilidad. Este mecanisino es sirnilar al 
que mencionábarnosen el fluido y la  discusión anterior es igualmente válida. Mientras. 
las iiitegrales se extiendan al volumen en el que ocurre la  redistrubucióii de  defectos, 
ambos colectivos pueden considerarse equivalentes. 
' 

Hay ot ro  efecto, sin embargo, característico del sólido, que se debe al orden de 
largo alcance que presenta. Cuando uiia particula se fija, todas las dernás se desplazan 
de su posición de  equilibrio. Este desplazamiento disminuye cuanto más  lejana sea la  
particula eii cuestión de  la  particula fija, pero no llega a desaparecer nunca. Corno 
consecueiicia de  esto, un cierto número de partículas -en principio fuera del sistema en 
consideración en un sistema abierto- entra dentro de  él. La integral de  j ( r ) ,  extendida 
a todo el volumen, difiere de  aquella de  go(r) también por esta razón y prodiice una 
segunda contribución a la  coinpresibilidad, que debe añadirse a la original debida a 
los defectos. En un colectivo canónico, no cabe la posibilidad de  que se iiitroduzcan 
nuevas partículas en el sistema y, aunque el desplazamiento se  producirá igualmente, 
la  ecuación (4.12) seguirá verificándose. A pesar de  esto, el razonamiento de  la equi- 
valencia entre un conjuiito inacrocanónico y una parte macroscópica d e  uno canónico 
seguirá verificándose. 

La cuestión crucial es la siguiente: .el desplazamiento d e  los picos de  j ( r )  iio 
modifica el área de  cada uno de ellos respecto al área de  sus correspondientes en 
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g o ( r ) .  La segunda contribución a la compresibilidad se deberá al hecho de que hay 
más picos de g(r) que de g o ( r )  en el volumen del sistema cuando se fija una particula. 
Aparece, por tanto, porque ciertas particulas que se encontraban fuera del sistema 
antes de fijar la  particula, entran después de hacerlo. Si nos fijamos en un conjunto 
canónico y limitamos la integración de la ecuación de la compresibilidad a un volumen 
macroscópico -pero, hay que insistir, mucho más pequeño que el volumen total del 
sistema-, la entrada particulas en dicho volumen tendrá lugar y ambos puntos de 
vista quedarán nuevamente reconcilidados. Toda esta discusión es independiente de la 
redistribución de defectos en torno a la particula fija y tiene lugar en los contornos del 
sistema. Es más, en sistemas como las esferas duras, en los que el papel de los defectos 
es despreciable [ J o n e s  8 Mohanty,  19851 o incluso inexistente -en simulaciones de 
redes completamente llenas o en la mayoría de las aproximaciones llevadas a cabo 
mediante técnicas del funcional de la  densidad-, ésta será la única contribución a la  
compresibilidad. Obsérvese nuevamente que el número de particulas en el sistema 
después de fijar una particula debe aumentar para que la compresibilidad sea positiva 
y tengamos estabilidad termodinámica. 

4.4 Compresibilidad en el Sólido de Esferas Duras 
Podemos aprovecharnos de que la función de distribución p ( r )  de un sólido de esferas 
duras queda parametrizada convenientemente, tal y como vimos en el capítulo $ 2 ,  
mediante una suma de gaussianas centradas en los puntos R de una red cristalina 
[Tarazona,  19841, 

para calcular la función j o ( r ) .  De la propia definición, ec.(4.11), se obtiene que 

donde el subíndice i = 1 , 2 , .  . . se refiere a los vecinos a distancia Ri que serán ni 
y vendrán dados exactamente por la red elegida en la parametrización, bajo la su- 
posición de que no hay defectos. Como las gaussianas se encuentran muy localizadas, 
hemos despreciado el solaparriiento entre las mismas y, por el mismo motivo, podemos 
despreciar las exponenciales centradas en posiciones negativas r = -Q ya que r  sólo 
tomará valores positivos. Obtenemos, pues que 

donde se observa claramente el término debido a la ausencia de autoexclusión (2me-9") ,  
y que, por una afortunada cancelación de errores en las aproximaciones anteriores, la 
función se encuentra normalizada adecuadamente -aclaremos que, en cualquier caso, 
ambas contribuciones son absolutamente despreciables frente a los términos que hemos 
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conservado-. 

En los primeros trabajos sobre la función i ( r ) ,  ya citados [Weis,  19741, se propone 
una parametrización de dicha función de la forma: 

con 
A j l ( , . )  = -e-l~~(~-~~)12-lW~(~-~~)l' 
P 

(4 .29)  

donde A ,  W ,  W I ,  W2 y ri se obtienen ajustando a los resultados de simulación. Obsérve- 
se que la autoexclusión se muestra claramente por el valor cero de la  función a dis- 
tancias menores que el diámetro de la esfera dura, u. 

Como se espera que ambas funciones, (4 .27)  y (4 .28) ,  tengan el mismo compor- 
tamiento en el límite r - m, debe cumplirse que 

U w2 = - 
2 '  

(4.31)'" 

De hecho, si nos fijamos en la parametrización (4 .30) ,  observamos que, mediante la 
igualdad anterior, ambas funciones coinciden exactamente a partir del segundo vecino. 
A primera vista, parece que las correlaciones en el sólido están bien descritas por la, 
función & ( r )  a largo alcance. Sin embargo, si tenemos en cuenta el razonamiento de: 
la sección anterior, observamos la falta de flexibilidad de la parametrización: los picos,. 
de j ( r )  no se desplazan respecto a aquellos de j o ( r )  salvo el primero. Por ello, dicha 
parametrización no podrá tener en cuenta de forma conveniente la compresibilidad, 
basada mayormente, como ya se indicó, en este efecto. 

Para ilustrar la inconsistencia de dicha parametrización, sustituyamos l& ecua- 
ciones (4.27) y (4 .28)  en la ecuación de la compresibilidad, (4 .13) .  Obtenemos que 

resultado inferido por diversos autores con anterioridad [Choi et al., 19911 que surge, 
claramente, de considerar el mecanismo de corto alcance que funciona en sistemas ho- 
mogéneos como válido en sólidos. Sin embargo, sil interpretación física no deja lugar 
a dudas. Si se cumpliera la ecuación (4.32),  todos los defectos habrían de congregarse 
ezclusiuamente entre los primeros vecinos de la partícula fija, lo cual es poco menos 
que.inimaginable. En la figura 4.3 mostramos los resultados obtenidos e n  un sólido 
FCC de esferas duras, representando conjuntamente la compresibilidad obtenida a 



110 C a p í t u l o  4. L a  E c u a c i ó n  de l a  C o m p r e s i b i l i d a d  

Figura 4.3: Compresibilidad, ap/a(pp) = pT,yT, de un sólido de esferas duras 
calculada por  medio de una ecuación de estado [Hall, 19711, línea continua, y a part ir  
de la ecuación (4.32) y datos de simulación de j [Choi et al., 19911, lZnea de puntos. 
Mientras la primera se comporta razonabiemenle, la segunda oscila y llega incluso a 
tomar  valores negativos, obedeciendo a una mala interpretación de la ecuación de la 
compresibilidad. La fracción de empaquetamiento, 7, es proporcional a la densidad 
del siguiente modo: = ~ o ~ ~ / 6 ,  siendo o el diámetro de las esferas. 

part ir  de  una  ecuación de  estado [Hall, 19711 y de una función de  distribución radial 
[Choi et al., 19911 -a partir de la ec.(4.32)-, ambas procedentes de  simulaciones por 
ordenador. Mientras que los resultados procedentes de la  ecuación de  estado tienen 
un comportamiento razonable, los resultados basados en la  ecuación (4.32) oscilan y 
llegan a tomar  valores negativos. De hecho, dichos resultados son, en esencia, ruido, 
consecuencia de que el miembro de  la  derecha de la  ecuación es cero; el área de j , ( r )  
debe ser exactamente el número de primeros vecinos puesto que en la  simulación men- 
cionada se manejaba una red llena cuyo limitado tamaño no permitía la posibilidad 
de  la  creación de ningún par vacante-intersticial. La  compresibilidad, por su  lado, 
no  está conectada con el miembro derecho de la  ecuación, y no es, en absoluto, cero. 
De este modo, lo que se suponía un error difícilmente explicable de las medidas de  
simulación de j ( r )  [Weis, 1974, Kincaid, 1977, Choi et al., 19911 pasa a ser una  mera 
limitación en la parametrización. 
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La Compresibilidad en g(r) 
4.5.1 Sólidos sin Defectos 

Consideremos un sólido sin defectos. La ecuación de la compresibilidad, en este caso, 
debe cumplirse por la entrada de particulas en el sistema cuando detenemos una. 
Recalquemos que hay que entender este razonamiento como un promedio; es decir, 
hernos de considerar lo que le sucede al sistema cuando fijamos una partícula en 
(listintos puntos pesados con la probabilidad p(r). Los picos de g(r)  modificarán de 
algúii modo su aspecto respecto a los de go(r) y se acercarán a la partícula fija. El 
niimero de partículas que entran será A N  = pT x,. Si imaginamos una esfera de 
radio R como límite del sistema y llamamos 6R al desplazamiento que han sufrido las 
particulas que han entrado, debe cumplirse que 

de lo que deducimos que el desplazamiento habrá sido 

Este resultado nos permite mejorar la parametrización de la función de distribución ra- 
dial teniendo presente la ecuación de la compresibilidad, que se cumplirá automática-, 
mente, si sustituimos las distancias R, por Q = Q - 6 Q ,  siendo 

De este modo, olvidando iin posible cambio de forma de los picos de g(r),  hemos' 
cargado todo la infliiencia de la compresibilidad en un mero desplazamiento de la> 
particulas. En los sólidos de esferas duras, cuya compresibilidad es muy reducida, 
dicho desplazamiento puede ser pasado por alto a efectos prácticos -como de hecho 
sucedía en las simulaciones, en las que no se detectaba-. En otros sistemas, esta a p r e  
ciación puede ayudar a mejorar la mencionada parametrización. 

En cuanto al primer pico de la función, g,(r),  podemos ayudarnos de su nor- 
malización al número de primeros vecinos para mejorar su ajuste con los datos de 
simulación y prescindir, implícitamente, de un parámetro. Además, fijándonos en 
la igualdad (4.31), podemos calcular el valor de W si'conocemos el ,desplazamiento 
cuadrático medio de las particulas alrededor de su posición de equilibrio, 

y prescindir del engorroso ajuste que supone una curva con tanta estructura como la 
ecuación (4.30) a datos de simulación. 
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4.5.2 Sólidos con Defectos 

En el caso de que el sólido en consideración presente defectos, la discusión previa sobre 
el desplazamiento de los picos sólo se podrá tener en cuenta si se conoce qué parte de 
la compresibilidad es debida a la reestructuración de defectos y cuál a la entrada de 
particulas, en cuyo caso habría que modificar consecuentemente los valores de ni que 
ya no vendrán dados por la geometría de la red sino que se verán modificados por la 
aparición de vacantes o de intersticiales. 

4.6 Conclusiones 

Del estudio de la ecuación de la compresibilidad en fases fluidas y sólidas, y del Iiecho 
de que se verifique en el colectivo gran canónico pero no en el canónico hemos obtenido 
las siguientes conclusiones: 

La compresibilidad de un sistema puede interpretar como el número de particulas 
que entra en un sistema abierto cuando se fija una de ellas en su interior. Esto 
se puede entender estrictamente en sistemas fluidos y como un proinedio en 
sólidos. 

La función de distribución radial, @(r) ,  verifica laecuación de la compresibilidad 
en el colectivo canónico si se eligen acertadamente  los límites de integración. 

A diferencia de los sistemas homogéneos, los sólidos presentan un mecanismo 
para el cumplimiento de la  ecuación de la compresibilidad que involucra el 
movimiento de todas las particulas del sistema, dando debida cuenta de las 
correlaciones de largo alcance de los mismos. 

En ausencia de defectos, el mecanismo anterior es el único responsable de la 
compresibilidad. 

En sólidos, la función de correlación radial puede pararnetrizarse convenieiite- 
mente a largas distancias teniendo en cuenta tan sólo la compresibilidad y la 
desviación cnadrática media de la  posición de equilibrio de las particulas alrede- 
dor de su posición de equilibrio (el parámetro m). 

La supuesta inconsistencia termodinárnica encontrada en la parametrización de 
la función de distribución radial, i ( r ) ,  en sólidos se debía exclusivamente a 
una interpretación incorrecta de la ecuación de la compresibilidad. Esta inter- 
pretación se basaba en la consideración del mecanismo habitual de corto alcance 
que fundamenta dicha ecuación en los sistemas fluidos. 

Este capítulo está basado en el artículo: C. Rascón, L. Mederos, G.  Navascués, 
Journal of Chernical Physics, 105, 10527 (1996). 
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Capítulo 5 

Correlación en Sólidos de 
Esferas Duras 

En un principio, la investigación consiste en proceder mediante conje- 
turas y rejutaciones sucesivas: resulta inútil creer que se  puede prescindir 
de esas oscilaciones dialéciicas entre la audacia especulativa y la pruden- 
cia crítica. 

Karl Popper, Conjectures and Rejutntions: the growth o/ scientific 
knoiuledge, ( 1962 ) .  

Resumen 

Con la  ayuda de  diversas reglas de suma y de aproximaciones-sujetas posteriormente a 
evaluación-, se propone una expresión puramente teórica de  l a  función de  distribución 
radial, 3, de un sólido de  esferas duras. Los resultados teóricos muestran un acuerdo 
notable con los obtenidos mediante simulaciones por ordenador, y las aproximaciones 
quedan plenamente justificadas a la  vista de  los excelentes resultados. 
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5.1 Introdución 

En el capítulo anterior $4, estudiamos el comportamiento de la función de distribución 
radial g(r)  en sólidos, y su relación con la compresibilidad. Ahora, vamos a ver de 
qué modo podemos obtener una descripción teórica de dicha función. Tal y como 
vimos en el capitulo 5.3, dicha función juega un papel importante en las teorías de 
perturbaciones de los sólidos clásicos. 

5.2 Relaciones Exactas 

Empecemos haciendo repaso de aquellas ecuaciones en las que la función j ( r )  aparece 
en conexión con magnitudes termodinámicas. 

5.2.1 La Ecuación de la Energía 

Si el potencial de interacción entre las partículas es radial, (o ( l ,2 )  = p(l1 - 21), la 
ecuación de la energía, ec(1.43), se transforma directamente en 

teniendo en cuenta la definición de y(r) 

5.2.2 La Ecuación del Virial 

Podemos transformar la ecuación del virial, ec.(1.52), de modo que quede reescrita 
a través de la función de distribución radial. Teniendo en cuenta la simetría del 
potencial de interacción, 

y, como 

podemos escribir 

que, en ausencia de campo externo, se convierte en la conocida ecuación del virial 
para fluidos [Hansen & McDonald, 19861 pero con g(r) en lugar de g(r).  
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5.2.3 La Ecuación de la Compresibilidad 

Tras dedicar el capitulo anterior a esta ecuación, sólo vamos a recopilar la informacióii 
que puede sernos iitil para lograr tina descripción teórica de  la hinción de  distribución 
radial. 

En primer lugar, virnos que la compresibilidad afectaba a esta funcióii por dos vias, 
la presencia de  defectos y el desplazamiento de las posiciones de  eqiiilibrio de g ( r )  re- 
specto de  gO(r)  a largas distancias -debido al orden de  largo alcance de  los sólidos-. 
Por o t ro  lado, la  aiiseiicia de defectos, o el hecho de que sean despreciables, nos pro- 
porciona iin inétodo sencillo de considerar la compresibilidad eii las ~>ararrietrizaciones 
de la  función j ( r ) .  

5.3 Hacia la Parametrización de la Función .+(r) 

Del mismo modo que la  complejidad de  la  función de  distribucióii a un cuerpo, 
p( r ) ,  nos obligaba a emplear una  parametrización para  ser capaces de  minimizar 
los funcionales de  los sólidos -ver ec(2.28)-, aqui también podemos emplear una 
parametrización razonable -con el número mínimo de  parámetros que den cuenta- 
de  la  física del sistema- para obtener una descripción teórica de  la  función de  dis-' 
tribución radial de un sólido. Digamos que, buscar dicha parametrizaci'on, sigue el 
esp'iritu de  la parametrizaci'on de  Verlet & Weis, comentada eii la  secci'on 52.3.3. 

Partamos de  la función de  distribución radial ideal, gO( r ) ,  definida en (4.11). 
Estudiando la  ecuación de  la compresibilidad en el capitulo anterior, comprobamos 
que la función i ( r )  puede entenderse como una d e f o r m a c i ó n  de gO( r )  cuando f?jamos 
una particiila en un sistema. Cuando tuvimos en cuenta la parametrizacióri (4.25) de  
p(r) ,  obtuviinos -coiifrontar con la  ec.(4.27)- la  expresión siguiente para jO( r ) :  ,.., 

donde a es el parámetro de  localización de  las partículas, cuyo valor 110s lo proporciona 
automáticamente uii funcional cuando lo minimizamos. La propia estructura de la  
red elegida para la  parametrización de  p(r)  asigna los valores al número de vecinos 
i-ésimos, ni, y a su distaiicia, R;. 

La función go(r )  no es adecuada a ser función de  correlación porque iio presenta 
autoexcliisión; la repulsión entre particulas a cortas distancias debe traducirse en uiia 
probabilidad despreciable de  acercamiento entre ellas y, por tanto,  la función g ( r )  debe 
hacerse cero en el origeii y no adquirir un valor apreciable hasta una  cierta distaiicia, 
que puede considerarse el t amaño  de  la particula, y que -en general- depeiiderá de  las 
variables termodinámicas del sistema. 

Además, el perfil de densidad resultante al fijar una particula en torno a su posición 
d e  equilibrio -interpretación que le dimos a g( í )  en la  sección 54.3.1- puede consider- 
arse un desplazamiento d e  las posiciones de equilibrio de  los picos de  j O ( r ) ,  pero, ob- 
viamente, esto tendrá sentido siempre y cuando las partictilas no sufran directamente 
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la influencia del potencial de interacción de la partícula fija. En el sistema de esferas 
duras, dado su cortísimo alcance, puede considerarse que redundará únicamente en 
sus primeros vecinos, tal y como puede inferirse de los resultados de simulación que 
manejamosen el capitulo anterior [Choi et al., 19911; a partir de los segundos vecinos, 
la función parametrizada coincidía, de hecho, con Go(r). Sin embargo, potenciales de 
más largo alcance, Lennard-Jones por ejemplo, dejarán sentir su influencia a distan- 
cias que comprenderán varias capas de partículas. En este caso, una parametrización 
razonable deberá tener la suficiente flexibilidad para hacerse cargo de otras modifica- 
ciones distintas de un simple corrimiento, como podría ser un cambio en la forma de 
los picos. 

" H S  5.4 Una Parametrización de g (r) 

5.4.1 Preliminares 

A la vista de lo anterior, el sólido de esferas duras parece ser el candidato ideal para 
proponer una parametrización sencilla. El corto alcance de su interacción unido a su 
baja compresibilidad facilita un acercamiento teórico. Sin embargo, el hecho de que 
el potencial sea tan abrupto presenta las siguientes particularidades: 

A: La ecuación de la energia no aporta información alguna puesto que este 
sistema sólo tiene energia cinética, no configuracional. Esto se traduce, a la 
vista de la ec.(5.1), en que el potencial de interación vale estrictamente cero 
para distancias mayores que el diámetro de la esfera, o, y que la función g(r) 
vale, a su vez, estrictamente cero para distancias menores que u a consecuencia 
de la repulsión infinita entre las esferas. 

B.- La ecuación del virial, (5.4), debe reescribirse puesto que el potencial de 
las esferas duras no es derivable. Para hacer esto, haremos uso de la función 
y ( l ,  2),  definida del siguiente modo: 

donde 
e ( 1 , ~ )  E e-Ov('b2), (5.7) 

y cuyo promedio, 

1 
G(r) = - 

47rvp2 /mr p(rl)p(rl + r )  y(rl ,  r1 + r ) ,  ( 5 . 8 )  

se relaciona sencillamente con G(r) para potenciales radiales: 

Esta relación es análoga a la que ligaba y(r) con g(r) en sistemas homogéneos 
en el capítulo 52. Nuevamente, la  función $(r) es continua incluso para esferas 



duras. La discontinuidad en y ( r )  -el hecho de que valga cero para distancias 
menores que o y, en ese punto, tome un valor no nulo- proviene exclusivamente 
de un factor e - o ~ ( ' )  que multiplica a una función continua, i ( r ) .  Esto se puede 
demostrar con relativa facilidad [Hansen & McDonald,  19861, comprobando que 
esta función puede expresarse diagramáticamente como una suma de funciones 
continuas. En general, ambas funciones no son anal'iticas en ninguno de sus 
puntos [St i l l inger ,  19711. A pesar de eso, son funciones continuas y suaves. En 
el punto de contacto, r = o, por ejemplo, no aparece ninguna discontinuidad 
hasta la derivada cuarta [Percus ,  19641. 

De igual modo que en el caso de fluidos, laecuación del virial puede reescribirse, 
en ausencia de campo externo, como 

como era de esperar, dada la reducci'on 

C.- La dureza del potencial de esferas duras hace que la presencia de defec- 
tos pueda considerarse despreciable y, de hecho, en la mayoría de los enfoques 
teóricos se eliminan por c'ompleto. En las simulaciones, por su parte, al versé 
sujetas a tamaños limitados, tampoco aparecen. Por ello, la normalización de 
cada pzco debe corresponder a la normalización de los pzcos de y O ( r ) .  

5.4.2 Propuesta de gHS(r)  

A la vista de lo anterior, podemos proponer una parametrización de la función radial 
de un sólido de esferas duras del siguiente modo: 

donde 
e - m , ( ~ - ~ , ) ' / 2  

? i ( r )  = A ( 5 . 1 2 )  

Cada pico, & ( r ) ,  representa a los ni vecinos i-ésimos. En lugar de estar centrados 
en torno a la distancia dada por la red sin deformar, R;, presentan un desplazamiento, 
& = R, - Txr/4?rR?, que viene dado por la compresibilidad del sistema, y cuyas 
oscilaciones dependen del parámetro a. Si bien la forma funcional de los picos para 
i > 1 parece adecuadamente descrita por la forma anterior -confrontar la discusión 
sobre la función de distribución radial en el sólido de esferas duras y su relación con 
la compresibilidad-, la forma de g i ( r )  merece una justificación. Resultaría chocante 
pensar que los vecinos más próximos a la partícula fija no sufren más que un\mero 
desplazamiento por el hecho de que uno de sus primeros vecinos se encuentra detenido. 
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Por un lado, el factor ePy(') -necesario para considerar la autoexclusión- anula parte 
de la  contribución del primer pico de So(r), de modo que, de no dejar libre un factor 
multiplicativo, la normalización se modificaría. Además, la ecuación del virial obliga 
a que la función tome un valor determinado a la distacia u. (Véase la figura 5.1) 

Si partimos de la misma forma funcional que tienen el resto de los picos, pero 
dejamos libres tres parámetros para obligar a la función a cumplir las relaciones 
exactas mencionadas previamente, obtenemos que A ,  a l  y T I ,  vendrán fijados por la  
termodinámica del sistema: 

Como resultado de otorgarle suficiente flexibilidad a la función g(r) para satisfacer 
la física del problema nos falta una regla de surha adicional para resolver el sistema 
de ecuaciones autoconsistentemente. Podemos ayudarnos de la  suposición de que, 
aunque la forma de g(')(r) variará respecto a su pico análogo en j o ( r ) ,  el desplaza- 
miento medio de la partícula va a venir dado, también, por la compresibilidad. Como 
la función ij(')(r) está cortada a la distancia del diámetro de las esferas, esta condición 
se expresa del siguiente modo: 

donde 

Esta aproximación es exacta en el límite de máxima densidad -empaquetamiento 
cornpacto-, y, como veremos, su fiabilidad se extiende prácticamente a todas las deu- 
sidades en las que el sólido es estable sin presentar error apreciable. Podríamos 
calificarla, pues, de,aproximación cuasiezacta. 

Con las tres ecuaciones anteriores, (5.15) a (5.16), parece que podemos disponer 
de una expresión teórica de la función de distribución radial de un sólido de esferas 
duras, contando únicamente con un funcional que nos proporcione una termodinámica 
y un parámetro de localización aceptables. Hemos intentado introducir toda la física 
del sistema; la función ij(r) cumplirá las siguientes reglas de suma: la ecuación del 
virial, la ecuación de la compresibilidad y la normalización de los vecinos i-ésimos 
-considerando que no se presentan defectos-. Veamos los resultados. 
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Figura 5.1: Función de distribución radialg de u n  sólido de esferas duras cristalizado 
en una  red F C C s e g ú n  resultados de simulación [Choi et al., 19911. Los triángulos s o n  
las propias medidas de s imulación.  La línea discontinua representa u n  ajuste ntimérico 
de dichos datos. La línea cont inua 'es  la función gO, calculada a partir de datos de 
la m i s m a  simulación.  Presentamos dos fracciones de empaquetamienlo,  7 E rrpo3/6. 
E n  la parte superior, 7 = 0.52, se representa u n  sólido de baja densidad -de heCho, ya 
e n  estado metaestable- por debajo de la densidad de fusión 7, = 0.54. E n  la inferior ,  
7 = 0.71, u n  sólido cerca del empaquetamiento compacto, qggc = 4 1 6  = 0.74. 
La variable r está dada en unidades de o. Adviériase el cambio de escala e n  las 
abscisas, que permite comparar los diferencias en la distribución de primeros vecinos 
entre g y 5'. Nótese que la segunda función se acerca a la primera a partir de los 
segundos vecinos y puede s e r  uno  bueno aprozimación de aquella. A primeros vecinos, 
s in  embargo, ésta n o  muestra autoezclusión y no  t iene u n  buen comporiomiento.  La 
forma, a pesar de todo, es  s imilar  salvo por el valor cero a distoncios menores  que o. 
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5.4.3 Evaluación de g H S ( ~ )  

El Talón de Aguiles de la parametrización propuesta para jHS(r )  es, sin duda, el hecho 
de que no es consisteute con el funcional de esferas duras, 3HS[p], que se utilice para 
calcular la  termodinimica del sistema y su parámetro de localización. El resultado 
obtenido no guarda relación con el promedio que pndieramos obtener de las siguientes 
expresiones: 

válida en sistemas con potenciales del tipo (1.42), o bien, la forma más general, 

A pesar de todo, esta objeción es mínima teniendo en cuenta que, hasta ahora, 
es la única vía teórica de obtener información sobre las correlaciones en el sólido de 
esferas duras. Por otro lado, la gran mayoría de los funcionales no son consistentes 
ni siquiera con el perfil p(r) que se obtendría de su minimización y se debe imponer 
una parametrización que no permita la aparición de defectos para evitar resultados 
catastróficos. 

Existe, además, una buena razón para apoyar esta forma de iHS(r) :  es el método 
más sencillo de obtener la función de distribución radial consisteute con la termodiná- 
mica del mismo. El hecho de que el funcional, F H S ,  que hayamos empleado precise de 
ciertas enmiendas para obtener resultados razonables -como la parametrización recién 
mencionada que no permita la aparición de defectos- es señal de que difícilmente puede 
generar una función de correlación precisa, independientemente de lo complejo que 
esto pudiera resultar. A pesar de todo, la función iHS(r ) ,  tal y como la calcularnos 
aquí, recogerá la física del problema. 

Tomaremos un funcional frecuentemente empleado [Luisko €4 Baus, 19901 para 
calcular jHS(r).  LOS resultados, comparados con las simulaciones [Choi et al., 19911, 
pueden verse en la figura 5.2. Hemos incluido también la función jHS(r) que se 
obtendría con un hipotético funcional de esferas duras perfecto; esto es, nos hemos 
valido de la termodinámica y del valor de n eractos -de simulación- para coiirprobar 
cómo la parametrización propuesta da mejores resultados al mejorar el funcional que 
empleemos. En este último caso, la función se ajusta con verdadera precisión a las 
simulaciones. 
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Figiira 5.2: Función de distribución radial rj  de u n  sólido de esferas duras cristalizado 
en una  red FCC. Los triángulos son  las medidas de simulación [Choi et al., 19911. La 
línea discontinua representa la paramelrización obtenida empleando u n  funcional con- 
vencional [Lutsko tY Baus,  19901. La línea continua es la paramelrización obtenida 
calculada a p a r t i r d e  u n  hipotético funcion<il ezaclo; es dec i r ,  empleando la ter- 
modinámica de la simulación. S e  presentan dos fracciones de empaquetamienlo. E n  
la porte superior, 71 = 0.52, un  sólido de bajo densidad, por debajo de la densidad de 
fusión 7, = 0.54. E n  la inferior ,  7 = 0.71, u n  sólido cerca del empaquetamiento com- 
pacto, qzPc = a 4 1 6  u 0.74. La variable r esiá dada en unidades de o. Adviértase 
el cambio de escala en las  abscisas para facilitar la comparación para r o. Los re- 
sultados son  eztraordinarios para ambas densidades, probando que los detalles físicos 
están incluidos correctamente. 
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A bajas densidades, el funcional empleado [Lutsko €d Baus, 19901 -que reproduce 
muy bien la termodinámicadel sistema y el parámetro de localización a [Rascón et al., 1996)- 
se aparta ligeramente de los resultados de simulación. En la figura 5.2, esto se refleja 
en que el valor de iHS(o) está ligeramente desplazado, y en que la amplitud de los picos 
a partir de los segundos vecinos -y, por tanto, su altura, que está ligada a la amplitud 
por la normalización- se desvía levemente de los resultados de simulación. Empleando 
el valor exacto de la presión y de cu, sin embargo, se eliminan estos pequeños inconve- 
nientes, como se comprueba a primera vista. A altas densidades, donde el funcional 
mejora aún más su comportamiento, las diferencias son por completo despreciables. 
Debemos señalar aquí que en el sólido de esferas duras, por tener una compresibili- 
dad tan baja, el desplazamiento de los picos puede despreciarse numéricamente -las 
diferencias son inapreciables a las escalas habituales-, aunque, por supuesto, no con- 
ceptualmente. En las integraciones de largo alcance habrá que considerarlo siempre 
para que la ecuación de la compresibilidad se verifique. 

Es el momento de comprobar la aproximación (5.16) contrastándola con resultados 
de simulación. En la referencia antes citada [Choi et al., 19911, los autores ajustan 
numéricamente una cierta parametrización a sus resultados, el primer pico está cen- 
trado también alrededor de un cierto punto TI sujeto a ajuste. A pesar de que laforma 
funcional del pico que emplean para el ajuste numérico a los datos de simulación es 
ligeramente distinta de la nuestra, podemos también comparar el valor que obtienen 
para esa variable con el nuestro -obtenido a través de la resolución autoconsistente de 
la ecuaciones (5.14), (5.15) y (5.16)-. En la figura 5.3, se muestra tanto el valor de ri 
como el valor de ( r )  obtenido mediante ambos métodos. Éste último es, en esencia, 
la ecuación aproximada (5.16). A la vista de los resultados, podemos decir que dicha 
aproximación es cuasiezacta. En cuanto al valor de ri, se aprecia cierta desviación 
de nuestro método respecto a los resultados de simulación, a bajas densidades, que 
puede deberse a la diferencia funcional entre las parametrizaciones y que, en cualquier 
caso, no influye en el resultado final. 

5.5 Conclusiones 

A partir de las consideraciones físicas sobre la ecuación de la compresibilidad del 
capitulo $4, hemos propuesto una parametrización de la función de.distribución radial 
de un sólido de esferas duras, jHS(r).  LOS parámetros se fijan a partir de considera- 
ciones teóricas y de un funcional para el sólido, mediante diversas reglas de suma 
exactas y una relación aproximada. Esta Última se puede considerar, a la vista de 
los resultados, como cuasiezacta. Los resultados aparecen como extraordinarios al 
compararlos con los de simulación. Es fácil ver que este método se puede aplicar a 
otras estructuras distintas de la FCC si se cuenta con un funcional adecuado. 

Este capitulo está basado en el artículo: C. Rascón, L. Mederos, G.  Navascués, 
Physical Review E, 54, 1261 (1996). 
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Figura 5.3: Comparación de ( r )  y de rl en la simulación (triángulos) y en la teorZa 
(líneas continuas). La comparación de los resultados de ( r )  sirven como compro- 
bación a posteriori del extraordinario grado de precisión de la aproximación (5.16). 
Los resultados de r l  se desvian de los resultados de simulación a bajas densidades, 
probablemente debido a que la parametrización de 91  es diferente en ambos métodos. 
No obstante, los resultados que encierran mayor contenido físico son los de ( r ) .  
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Capítulo 6 

Teoría de Perturbaciones 
para Sistemas Simples 

Un fIsico v is i ta  a un colega y s e  fija en una herradura sobre la puerta 
de entrada. Pregunta: "¿De uerdad crees que una herradura da buena 
suerte?". A lo que el o tro  responde "No,  no,  pero m e  han dicho que fun- 
c iona aunque no creas en ello". 

Contado por Henrik David Niels Bohr (1885.1962) 

Resumen 

Con el desarrollo de una función de correlación para la fase cristalina de las esferas 
duras, podemos plantear una teoria de perturbaciones desarrollada formalmente a 
partir de dicho sistema. Como veremos, la teoria englobará las teorías de perturba- 
ciones para la fase fluida. Por esta razón, seremos capaces de describrir el diagrama 
(le fases completo de un modo consistente. 
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6.1 Teoría de Perturbaciones para Sistemas Clásicos 
No Homogéneos 

Encontramos, en el capítulo $3,  que la forma general del funcional energía libre en 
teoria de perturbaciones era 

donde p ( 1 , 2 )  es el potencial del sistema que queremos describir y p ~ ( l , 2 )  el del 
sistema elegido como referencia. Recordemos que las piezas claves para describir un 

( 2 )  sistema arbitrario eran 3~7R[p(r)], el funcional del sistema de referencia y pA (1 ,2 ) ,  
la función de correlación a dos cuerpos para todo un rango de sistemas intermedios 
entre el de referencia y el final parametrizados por X según p x ( l , 2 )  = p ~ ( 1 , 2 )  + 
X [ ~ ( l ,  2 )  - rpR(1,2)1. 

A primer orden, dicha expresión quedaba reducida a 

y tan sólo precisábamos del funcional de referencia, FR[p(r)], y de la función de cor- 
relación de ese sistema concreto, pY1(1, 2). En el mencionado capítulo, explicábamos 
la preferencia por el desarrollo a partir de un potencial de referencia puesto que, el 
hecho de que tanto el sistema de referencia como el sistema de estudio presentaran el 
mismo perfil de densidad, mejoraba indudablemente la aproximación. 

6.1.1 Desarrollo de la Teoría en Sistemas No Homogéneos 

Como, una vez más, desconocemos el modo de describir el sistema de referencia -por lo 
general, la  parte repulsiva del potencial-, intentaremos expresar sus propiedades por el 
sistema HS. Afortunadamente, dicho sistema dispone de un parámetro que podemos 
ajustar al sistema de referencia: el diámetro de las esferas, u. A la  vista de los buenos 
resultados que este método proporcionaba en la teoria de perturbaciones WCA para 
líquidos (no lo olvidemos, la única de las teorías de perturbaciones rigurosamente 
construida), vamos a extender dicha formulación a un sistema no homogéneo. 

Definamos, para empezar, la Función Blip para un potencial arbitrario' 

Cuando el diámetro de las esferas duras, u ,  es cercano al diámetro de las partículas 
del sistema de referencia (m un) ,  esta función vale cero excepto en un pequeño rango 

'Dicho potencial no debe ser necesariamente esférico, en cuyo caso, el sistema de referencia más 
conveniente podrá ser un potencial dvro con una forma diferente. La refomdación de la teoria 
que se presenta es completamente general -para potenciales de interacción aditivos a dos cuerpos-, 
y donde se menciona el sistema HS puede entenderse un potencial del que se disponga información 
para describir el de referencia, y cuyo toma60 se encuentre fijado salvo por un parámetro de ajuste. 



6 . 1  Teoría de P e r t u r b a c i o n e s  para S i s t e n i a s  C lás i cos  No H o n i o g é n e o s l 2 9  

de  orden: digamos, (u .  La expansión queda, pues, del siguiente modo: 

Si calculainos la derivad funcional, resulta, siguiendo (3 .1 ) ,  

y, definiendo la función Densidad de Huecos de  un modo más general que en (3 .30) ,  

podemos escribir 

Por tanto ,  

El modo de  determinar el diámetro BS de referencia consiste en igualar el primer 
término de  la  expansión a cero. Obtendremos, de esta forma, un Criterio de Conver- 
gencia, que incluirá el Criterio WCA en los sistemas homogéneos, 

b d 2  p ( 1 ) ~ ( 2 )  ~ ~ ( 1 . 2 )  .(l. 2 )  = o.  (6 .7 )  

Es fácil demostrar que, con este criterio, las correcciones a la  expansión del potencial 
de  referencia en esferas duras  -que deberían ser de  orden O ( ( ' ) -  se hacen 0 ( t 4 ) ,  tal 
y como sucede, de  hecho, en los sistemas homogéneos [Weeks el ol . ,  19711, 

y obteiidrernos tina aproximación bastante precisa para describir el sistema de referen- 
cia -especialmente cuando sea razonablemente duro-. El diámetro u  que proporciona 
la ec. (6 .7)  depende de  las dos variables termodinámicas del sistema, T y p, y, obvi- 
amente, incluye el criterio WCA de fluidos, (3 .32) .  De este modo, la teoría, no está 
construida ad hoc en ninguna de  sus partes. 

Puede proponerse, a su  vez, tina forrna de determinar la función de  correlación del 
sistema de referencia. Si aplicarnos la ecuación (6 .5 )  al desarrollo (6 .3 ) ,  resulta 

P ( l ) P ( 2 )  1 / ~ ( 1 ) 2 )  = P ( l ) P ( z )  Y H S ( ~ ,  2 )  + O ( ( )  

y, coiisecueiitemente, 
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pudiendo demostrarse nuevaiiieiite que, con el criterio (6.7), los tériiiiiios de orden 
O(() se anulan. 

En definitiva, la expresión final para el funcional es la siguiente: 

determinando el  diámetro'^^ mediante el criterio de convergencia, ec. (6.7). 

6.1.2 Teoría de Perturbaciones para Potenciales Radiales 

Gracias al promedio de la función de correlación desarrollado en el capitulo anterior, 
podemos reescribir las expresiones de la teoría de un modo más compacto, similar, 
como se verá, a la forma que adoptaba en sistemas fluidos. Si tanto el potencial de 
referencia, r p ~ ,  como el del sistema a describir, rp, presentan simetría radial, podemos 
llevar a cabo una integración idéntica a (4.9) y reescribir el desarrollo exacto (6.1) del 
siguiente modo 

que resultari, a primer orden, 

donde j será la función de correlación promediada según (4.9). Puede apreciarse 
que esta ecuación es formalmente idéntica a la del sistema uniforme, con el cambio 
g tt 6. Del mismo modo, podemos reescribir la teoría en función de dicho promedio. 
El criterio de convergencia, (6.7), quedará, pues, expresado 

donde 

y,,(,) = eevws(r) i,(r), = e-Pv~(r )  - e - s v ~ s ( r ) .  (6.12) 

Y la energía libre del sistema a describir, 

6.2 La Función de Distribución de Cavidades 

En toda discusión precedente hemos obviado la determinación de la función de dis- 
tribución de cavidades y para el sistema de referencia. Ahora es el momento de 
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concretar. La función y se define según (6 .5 )  y su promedio para  potenciales de  inter- 
acción radiales de  acuerdo a (6 .12) .  En el sistema IIS, puesto que <pHs(r)  = O para 
r > o ,  resiilta 

Si r < o, se tiene que <pHS(r )  = ai y,  por tanto, eo'~"( ' )  = ai, pero j ( r )  = 0 .  
No obstante, el producto -la función 6- toma un valor finito V O < r < o .  Piiede 
demostrarse, incluso, que es continua en r = o .  Es más,  la  discontinuidad no se 
espera hasta la cuarta derivada [Percus, 19641. Es decir, la  función es suave2. 

Para  aplicar el criterio de convergencia, (6 .11) ,  se necesita el valor de  la función 6, 
pero no para todo valor de  r ,  sino tan solo para r e o .  Si bien se conoce para valores 
r > o,  puesto que coincide con 9 ,  poco se sabe de ella si r < o .  Este problema se ha  
solventado en la fase fluida de  dos formas distintas: 

E x t r a p o l a c i ó n  de g 
Puesto qiie la  función y es suave en el punto r = u  y, para aplicar diclio criterio, 
sólo precisamos su valor en torno a ese punto, podemos estimarla haciendo 
una simple extrapolación de  9. Existen varias propuestas en la  literatura. En 
general, se emplea un polinomio al que se 0bliga.a tomar el valor de  la función 
9 y de  sus derivadas en r = o [Verlet 0 Weis, 19721. Tambiin  se puede hacer 
lo propio extrapolando el logaritmo en lugar de  la función [Weeks et al., 19711. 
Elegir una u o t ra  opción es un tanto arbitario, pero las diferencias entran dentro 
del propio error d e  la aproximación a primer orden. 

e A j u s t e  de Henderson 6r G r i i n k e  
Existen expresiones exactas de los valores que deben tomar la  función y y s'u 
derivada en el origen [Hoover 0 Poirier, 1962, Meeron f4 Siegerl, 19681, den& 
minadas Teoremas de  Separación Cero, que relacionan dichos valores con la  
termodiiiainica del sistema. Conociendo, pues, la  termodinámica y sabiendo 
que la  función y su derivada deben ser continuas en r = o ,  podernos ajustar  un 
polinomio de  orden tres y determinar los coeficientes. Como la  función y t o m a  
unos valores muy altos en r = O ,  comparados con los valores en r = o ,  el ajuste 
que mejor funciona es [Henderson f4 Grunke, 19751 

presentando un acuerdo excelente con la  simulación [Torne 0 Poley, 19771 

En la  fase sólida, pueden deinostrarse teoremas de  separación cero análogos a los 
de  la  fase fluida, de  modo no trivial. En el apéndice C, se d a  una  deinostración 
detallada de  estos teoremas, desarrollada con el fin de  encontrar una  parametrización 

2A pesái de ello, is lá  demostrado &e ambas filnciones no $6" anditicas'en ninguno de siis puntos 
si r > o  [Slillingcr, 19711). . . : . . . . 
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análoga a la mencionada de Henderson & Grunke. Con todo, de la propia forina <le 
la definición de y ,  

- - - / dr' / do r  p(r')p(rl + r )  y(ri, r' + r ) ,  
47r v p2 

se observa que el factor p(r')p(rl + r )  parece obligar a que la función presente un 
rango de valores entre O y o  en el que valga cero prácticamente a todos los efectos. 
Por esta razón, la parametrización (6.14) no se tiene por adecuada para la fase sólida 
en modo alguno, a pesar de que se ha venido empleando [Choi et al., 19911. Es por 
ello que, en los resultados que se muestran a continuación, hernos optado por una 
extrapolación a un polinomio de grado 2 cuyo valor coincide con el de G en r=o,  asi 
como sus dos primeras derivadas. Aunque el error que introduce esta aproximación 
debe ser similar al de la  aproximación a primer orden, una mejor prescripción para 
calcular iJ seria deseable. Máxime cuando, en ciertos casos, la superioridad de una 
teoria sobre otra se ha descubierto basada únicamente en el modo de determinar esta 
función [Masson  0 Iíazandjian, 19931. 

6.3 Funcionamiento de la Teoría 

6.3.1 Proceso de Cálculo 

o .  En primer lugar, debemos calcular la función de correlación para la red cristalina 
que estemos considerando, empleando un funcional que describa correctamente 
esa fase del sólido HS -alguno de los discutidos en $2.4.10-. El funcional se 
minimiza respecto al parámetro a de la parametrización (2.28) para obtener el 
valor de dicho parámetro en equilibrio, la presión y la compresibilidad. Con 
estas magnitudes, queda determinada la función de correlación. Esto se llevará 
a cabo en el rango de densidades del sólido que se precise. 

Una vez hecho esto, se elige una partición del potencial para dar lugar a un 
potencial de referencia y una perturbación. Toda la  discusión de la  sección 
$3.5.2 sobre cómo hacer que la división sea óptima, incluyendo la  división KLRR 
y la introducción de un potencial de suavizado, se aplica directamente  a este 
problema, gracias a la reformulación que se obtiene con las funciones y 6. 

A una temperatura dada, calculamos, para cada densidad media del sólido, el 
sistema de referencia mediante el criterio de convergencia, (6.11). Esto nos 
proporcionará el valor del diámetro HS más adecuado para describir nuestro 
sistema de referencia. 

e Finalmente, se lleva a cabo la  integración (6.13) del potencial perturbativo con 
el sistema de referencia, incluyendo la función de correlación, a la densidad que 
nos inarca el diámetro o. , 
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El cálculo se repite a las densidades convenientes y se varía la temperatura para 
determinar el diagrama de fases mediante la técnica de, pongamos, las tangentes 
comunes (véase la figura 2.10). 

Cualquier funcional que describa con precisión el sistema HS, puede ser ern- 
pleado. A rnayor exactitud en el funcional, se esperan mejores resultados de la 
teoria. 

6.3.2 Fase FCC del Sistema Lennard-Jones 

Apliquemos la teoria anterior al prototipo de los sistemas simples realistas, el sistema 
Lennard-Jones. Dicho sistema cristaliza en una red FCC y disponemos de datos de a 

simulación y multitud de teorías para efectuar una comparación. Lo único que hemos 
de elegir es la partición del potencial. En base a la experiencia de fluidos, optaremos 
por una partición WCA con un cierto potencial de suavizado, (3.37), -que mejora la 
elección de sistema de referencia a densidades altas-. Para el cálculo posterior, em- 
plearemos el funcional HS en la aproximación WDA de Tarazona [Tarazona, 19841, y la 
función Q calculada a partir del mismo, según el procedimiento descrito en el capitulo 
anterior. La energía libre del sistema uniforme será la ecuación de Carnahan-Starling: 
-el límite uniforme del funcional-. No obstante, como función de distribución de pares 
en el límite uniforme, tomaremos la parametrización de Verlet-Weis, (2.22). Esto no 
supone más que una ligera inconsistencia, puesto que, cuando se calcula'dicha función 
a través del funcional de Tarazona -mediante el procedimiento de Percus, discutido 
en el capítulo 2-, se obtienen resultados similares. 

En la tabla 6.1, Se muestran las densidades de coexistencia del fluido con el sólido' 
a diversas temperaturas. Aunque otras teorías obtienen resultados notables a tempe-,' 
raturas concretas, ésta es la que presenta mejor comportamiento general. Recordemos 
que dichas teorías presentaban algún ingrediente ad hoc, elegido así por falta de iri-.' 
formación o, simplemente, para mejorar el comportamiento de la teoria. Señalenios," 
además, que, a altas temperaturas, se obtiene una descripción excelente. Esto se debe 
al hecho de poder aplicar el criterio de convergencia para deierminar'el diámetro HS 
de referencia, en Iiigar del criterio BH. Este Último proporciona un único tamaño de 
esfera dura a cada temperatura, a diferencia del anterior que va variando, a su vez, 
con la densidad. 

A la hora de calcular de un modo aproximado la densidad de coexistencia de iin 
sólido con su fase fluida, puede aplicarse el Criterio de Lindemann -véase la sección 
$2.4.8- .  En Iiigar de eso, podemos calcular el valor del Parámetro de Líndemann, 
definido como la razón entre el desplazamiento cuadrático medio de las partículas y 
la  distancia entre primeros vecinos. En una red FCC, podemos escribirlo como 

donde a es la constante de red, a = ( 4 fp ) ' I 3 .  En la tabla 6.2, aparecen.los resultados 
de esta teoria y los obtenidos en simulación. A primera vista los resultados parecen 
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Tabla 6.1: Densidades de coezistencia de u n  sistema Lennard-Jones. S e  muestra la 
densidad del fluido, p ~ ,  y la del sólido, ps,  a varias temperaturas (todo e n  unidades 
de los parámetros del potencial). C o n  el fin de comparar, se mues t ran  también  
resultados de s imulación [Hansen €4 Verlet, 19691, y de otras teorizas: SPWDA 
[Mederos et al., 19941, K€4B [Kyrlidis €4 Brown, 19931, CRR [Choi et al., 1991]. Los 
valores m á s  cercanos a la simulación están resaltados en negrita. 

CRR 

PI P3 

0.861 0.957 

0.950 1.027 

0.986 1.054 

1.142 1.204 

T 

0.75 

1.15 

1.35 

2.74 

desoladores, con un error promedio en torno al 70%. No obstante, es sabido que esta 
desviación es uno de Los mayores defectos cuantitativos de Los funcionales WDA de 
cualquier índole. Es decir, la teoria no hace sino trasladar dicho problema y, por 
tanto, no es motivo de preocupación. 

6.3.3 Transición Sólido-Sólido Isoestructural 

Simulación 

PI PI 

0.875 0.973 

0.936 1.024 

0.964 1.053 

1.113 1.179 

Recientemente se ha  demostrado, por medio de simulaciones por ordenador, que puede 
aparecer una transición de primer orden entre sólidos con igual estructura cristalina 
[Bolhuis  €4 Frenkel, 19941. Los potenciales de interacción realistas cuentan con una 
parte repulsiva de corto alcance y una parte atractiva de alcance mayor. Cuando el 
rango de la parte atractiva es menor que el rango de repulsión a cortas distancias, 
la transición gas-líquido desaparece, resultando que sólo es estable una Única fase 
fluida que solidifica a alta densidad. Si dicho rango se reduce aún más, aparece una 
transición similar a la  transición gas-liquido pero dentro de la zona de estabilidad del 
sólido. Es decir, aparece una coexistencia entre sólidos, con igual estructura cristalina 
pero diferente densidad. La transición se va haciendo más débil según aumenta la 
temperatura y, a una temperatura critica, finalmente desaparece. 

La comprensión general de este tipo de transición es sencilla [Tejero et al., 19941. 
Sin embargo, una descripción cuantitativa de estos sistemas es complicada. Dejando 
a un lado las dificultades mencionadas de cualquier sistema clásico, aparece un prob- 
lema añadido. Cuando  se quiere aplicar una teoria de perturbaciones, y a la vista de 
la forma del término perturbativo, es notorio que se necesita un conocimiento detal- 

Teoría 

Pi P. 

0.884 0.970 

0.974 1.049 

0.996 1.077 

1.116 1.199 

SPWDA 

Pi P8 

0.898 1,001 

0.941 1.043 

0.958 1.060 

- - 
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Tab l a  6.2: Parúmetro de Lindemann de un sólido Lennard-Jones cristalizado en una 
red FCC, a la densidad de coezistencia. Se muestran también resultados de simulación 
[Hansen 8 Verlet, 19691. 

Simulación Teoría 

0.087 

0.082 

1.35 0.137 0.083 

0.090 

lado de la estructura de las correlaciones a corto alcance; el potencial de interacción- 
obliga a que la integral quede restringida a un intervalo muy pequeño y, en conse-., 
cuencia, el conocimiento de las correlaciones en ese intervalo es crucial para obtener 
resultados razonables. Si las recetas a d  hoc para describir sólidos, que funcionan ra- 
zonablemente bien para sistemas cuya parte atractiva es grande, sólo describirán esta 
clase de sistemas de una forma cualitativa [Likos el al., 1994, Rascón et al., 1995a; 
Rascón et al., 1995b1, qué decir de la teoria de campo medio [Denton 8 Lowen, 19971.:- 
En cambio, con la formulación de la función 3 ,  podemos atrapar de modo conveniente 
dichas correlaciones. 

Consideremos el potencial de pozo cuadrado, (3.19), tal y como se hace en la. 
simulación [Bolhuis €4 Frenkel, 19941. El comportamiento que acabamos de describir 
se obtendrá haciendo la cantidad 6/u progresivamente más pequeña y cuando 6/u= 
0.02 la mencionada transición sólido-sólido ya habrá aparecido, según demuestra la  
simulación, en una estructura FCC. Ya se mencionó en la sección 53.5.1 que, en el 
caso de potenciales con núcleo duro, la separación del potencial en una parte atractiva 
y una repulsiva aparecía naturalmente, (3.20). Empleando el mismo procedimiento 
que para el potencial L J ,  podemos calcular sin problemas el diagrama de fases del 
sistema. 

En la figura 6.1, observamos los resultados de la teoria en comparación con los 
resultados de simulación [Bolhuis 8 Frenkel, 19941 y los de la mejor predicción teórica 
previa [Rascón et al., 1995a], basada en la prescripción PWDA. A primera vista, se 
comprueba la sorprendente exactitud de la teoria. No aparece la condensación del 
fluido, como esperábamos. La temperatura critica se predice con un error del 6% 
aproximadamente, reduciendo el error de la predicción teórica previa en un 90%. 
Las densidades de coexistencia con la fase fluida casi coinciden con los resultados de 
simulación, aunque el punto triple se encuentra a un temperatura ligeramente superior 
al resultado ezaclo. Destaquemos que las densidades de coexistencia de la transición 
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F i g u r a  6.1: Diagrama de fases del s is tema pozo cuadrado, (3.19), con 67u = 0.02. 
La lz'nea continua es  la predicción de la teoría. Los resultados de simulación 
[Bolhuis €4 Frenkel, 199.41 se representan por una llnea a trazos. Una lZnea punteada 
mues t ra  los mejores resultados teóricos previos para el s is tema [Rascón et  al., 1SS5a]. 

isoestructural están desplazadas hacia densidades menores. Esto se debe a la rigidez 
característica del sólido HS de referencia y no parece que una teoria de perturbaciones 
a primer orden pueda ir más allá. 

6.4 Conclusiones 

La generalización de la teoria de perturbaciones a sistemas no homogéneos puede 
reescribirse fácilmente si la función de correlación a dos cuerpos p(2)  es prome- 
diada adecuadamente. 

Gracias a la determinación teórica de dicho promedio para sistemas cristalinos, 
- es posible de desarrollar una teoria de perturbaciones para sólidos cristalinos 
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con las siguientes características: 

- Resulta ser la primera teoria de perturbaciones para sistemas sólidos bien 
fundamentada, sin necesidad de elementos ad hoc. 

- En el límite homogéneo, se reduce a una teoria de perturbaciones para 
líquidos. Consecuentemente, podemos describir el el diagrama de fases 
completo de un sistema con una única teoría. 

- La teoria demuestra un buen comportamiento tanto en sistemas con in- 
teracciones comúnmente empleadas, como en aquellos cuya interacción es 
complicada-por las razones que hemos discutido-, como los potenciales con \ 

un rango de atracción muy corto. 

El único ingrediente necesario para su funcionamiento es un funcional del 
sistema HS, pudiéndose emplear cualquiera de ellos. A mejor cornpor- 
tamiento del funcional, mejor comportamiento de la teoria. 

A través a la parametrización de la función g del sólido HS y mediante 
el criterio de convergencia, la elección del diámetro HS -del sistema que 
hará las veces de referencia- tiene en cuenta la densidad media del sólido, 
así como la temperatura del sistema. El criterio BH, empleado en la lit- 
eratura hasta el momento para todos los acercamientos teóricos, no sólo 
proponía un diámetro dependiente únicamente de la temperatura, sino que 
ni siquiera hacía distinción entre las fases homogéneas y las ordenadas. 

- Plantea la posibilidad de emplear todo el conocimiento de las teorías de per- , 

turbaciones de liquidos para perfeccionar las de sólidos: una parametrizacióri 
de la función i ( r )  para O < r < o en sistemas cristalinos -incluyendo los 
teoremas de separación cero no homogéneos-, el desarrollo de iin potencial 
de suavizado que optimice la división del potencial, un criterio para elegil 
el punto en el que el potencial original se divide en dos partes, etc. ., 

- La teoria aprovecha al máximo las ventajas de una teoria de perturbaciones 
a primer orden. Por otro lado, las posibles mejoras vendrán posiblemente 
de formulaciones no perturbativas, dado que, co&o discutimos en la sección 
53.4, la inclusión progresiva de más órdenes suele descontrolar los resulta- 
dos. 

Se abre una nueva vía para estudiar las correlaciones en situaciones no ho- 
mogéneas (interfases, sistemas confinados, perfil cerca de una pared ...) gracias 
a la fiinción 9,  que encierra toda la información necesaria para describir el com- 
portamiento de los sistemas con potencial de interacción radial. 

Se abre una nueva vía para estudiar las correlaciones en sistemas cuyo po- 
tencial de interacción tenga alguna simetría (cristales liquidos -esferocilindros, 
Gay-Verne-, paralelepipedos, etc ...) en situaciones no homogéneas. La teoría 
demuestra que, en la función de correlación a dos cuerpos p ( 2 ) ,  hay grados de 
libertad que pueden ser integrados previamente .y que no afectaran al compor- 
tamiento del sistema (lo cual se sigue del hecho de que el promedio interviene en 
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ecuaciones corno la ecuación de la energía, la del virial, la de la compresibilidad 
y en las expresiones de las teorías de perturbaciones a primer orden). 

Este capitulo está basado en el articulo: C. Rascón, L. Mederos, G. Navascués, 
Perlurbation Theory for Classical Solids, Physical Review Letters,  77, 2249 (1996). 
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Capítulo 7 

Sistemas Simples con 
Interacción Repulsiva 

La diferencia entre arte y ciencia es que, si algo funciona en arte, no 
tienes por qué expcplicarlo. 

Anónimo, oido en Internet.' 

Resumen ... ..,. 

La teoria desarrollada en el capítulo anterior se emplea para describir el compor- 
tamiento termodinámico de ciertos sistemas coloidales esféricos. La teoría propor- 
ciona resultados consistentes con resultados de simulación por ordenador, de los que 
sólo se dispone para un pequeño rango de parámetros, y  redi ice el comportamiento 
de los sistemas para valores aún no estudiados. Es capaz, a su vez, de mostrar la 
influencia de la forma funcional del potencial de interacción en el diagrama de fases, 
de la cual resulta depender comprometedoramente. 
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7.1 Introducción 

Pueden encontrarse, hoy en día, sistemas cuyo comportamiento puede asimilarse al 
de un sistema simple. E s  el caso de cierta clase de coloides. Un coloide es una 
agrupación de átomos o moléculas formando agregados cuyo tamaño es, a lo sumo, 
de l p m  [Murrel  €d Jenkins,  19941. Existen diversos métodos para formarlos, siendo el 
más común mediante el precipitado rápido de una disolución. La rapidez del proceso 
determina fuertemente la formade las particulas coloidales. A mayor velocidad, mayor 
homogeneidad en los tamaños y las formas. En la actualidad, pueden conseguirse 
coloides cuya dispersión en tamaños es despreciable a todos los efectos y suponer que 
las partículas son idénticas no entraña ningún error. A estos sistemas se los denomina 
monodispersos. 

Una vez formados, algunos coloides comienzan a formar agregados cada vez may- 
ores, por adhesión de las particulas, y acaban formando una mezcla, por lo general 
grumosa, mediante un proceso denominadofloculación o coagulación. Otros, en cam- 
bio, se encuentran en equilibrio termodinámico como particulas en disolución. Estos 
últimos necesitan, obviamente, un mecanismo que impida la floculación y que se 
conoce por estabilización. Dos son los mecanismos que estabilizan las disoluciones 
coloidales, las cargas eléctricas (estabilización por carga) y la adsorción de particulas 
neutras en su superficie (estabilización estérica). 

ESTABlLlZAClON ESTERICA ESTABILIZACION POR CARGA 

~ i g u r a  7.1: La eslabiliración de disoluciones coloidales puede ser  de dos tipos: 
estérica o por carga. E n  la primera, ciertas partículas neutras, por lo general 
polímeros, se  adhieren a los coloides y evitan de este modo la floculación. Cuando  el 
coloide puede adquirir carga -o  ciertas moléculas cargadas se adhieren a la superficie-, 
se forma una  segunda capa de iones cargados procedentes del solvente que impiden,  
nuevamente,  la floculación. 

La estabilización estérica [Napper, 19831 se debe comúnmente al hecho de que 
ciertos polímeros quedan adheridos a la superficie de la particula coloidal por alguna 
de sus partes, no necesariamente los extremos, quedando libres por otras. Este es 
el caso de los polímeros formados por rnoléculas de diferentes tipos, algunas de las 
cuales sienten una fuerte atracción por un entorno polar, como el agua, mientras que 
otras evitan dicho entorno a toda costa. En definitiva, la partícula coloidal queda 
rodeada por los polímeros de forma que, al encontrarse con otra partícula similar, 
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Figura 7.2: Posibles polenciales repulsivos para partículas coloidales cargadas. De- 
pendiendo de la distribución de carga, puede modelarse por un potencial DLVO 
(izquierda) o hay que modificarlo cerca de la superficie de la pariícula para tener 
en cuenta los iones menos móviles (derecha) [Murrel €4 Jenkins, 19941. 

ambas particulas no llegan nunca a tocarse por efecto de los polirneros (véase l a  
figura 7.1). El efecto de  éstos es una repulsión entre las particulas. Puede darse el;. 
caso de  que dichos polimeros queden levemente enganchados entre ellos y den lugar:: 
a una  atracción efectiva o incluso a la coagulación de  los coloides; La interacción 
-incluido su s i g n o  es, pues, fuertemente dependiente del solvente. Este piiede hacer, 
por ejemplo, que los polimeros queden sueltos o que se repliegeu sobre si misirios, 
[Poon €4 Pusey, 19951. 

Si las particiilas coloidales pueden adquirir carga eléctrica, éstas se distribuirán en' 
su superficie. Los iones del solvente, en ese caso, se distribiiirán en torno a la  part icula '  
con el fin de apantallar las cargas y se formará iiiia segunda capa de cargas opuestas1 Ji 
Al sistema combinado se lo conoce por Capa de Stern. Las particulas coloidales, 
por tanto,  sufren un potencial d e  interacción entre las mismas. Los primeros inteii- 
tos por modelar dicha interaccióii se deben a Derjaguin, Landau, Verwey y Over- 
beek [Dejaguin  €4 Landau, 1941, Vertuey €4 Ouerbeek, 19481 que consiguieron expre- 
sar  dicha repiilsión como un potencial efectivo entre los coloides cuya forma es la de  
iin potencial Yukawa repulsivo a partir de  la  superficie de  la partícula, coiiocido coino 
Potencial DLVO. La segunda capa de  iones apantalla la fuerte repulsióii, que desa- 
parece a distancias del orden de  la llamada Longitud de Apanlallamiento de Debye2. 
Intentos por mejorar dicho potencial efectivo afiririan la  exactitud de  sus predicciones 
[Lotuen el al., 19931. Muchas moléculas biológicasse encuentran en esta situación. La 
fainosa técnica l lamada Eleciroforesis no consiste sino en aplicar un campo eléctrico 
a un sistema coloidal, de tal modo que las particiilas se'mueven en la  dirección del 

'En las particulas eléctricamente neutras pueden, ?su vez, quedarse adheridas, de forma permn- 
mente, iones de un cierto signo y, obviamente, su comportamiento es similar. 

2Llamada así por la conocida teoria de Debye y Hiidel [ D c b y c  U Hückcl, 19231. lnjustamrnte 
olvidado, dicha teoría fue introducidacon anterioridad [Gouy, 1910, Chopman, 1913]. 
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campo. El potencial de interacción entre las partículas, que puede estudiarse a partir 
de estos movimientos, depende crucialmente del pH del medio y puede fácilmente 
variarse a voluntad [Murrel '8 Jenkins, 19941. 

Existe otro efecto importante en las disoluciones coloidales, llamado Efecto Deple- 
tiuo y de origen entrópico. Aparece cuando en la  disolución están presentes particulas 
libres de un tamaño considerablemente menor que los coloides. La entropia del sis- 
tema aumenta cuando las partículas pequeñas disponen de más espacio para moverse. 
Esto se traduce en un efecto atractivo entre los coloides, que dejan más espacio libre 
cuando están próximos entre si. 

Añadida, aparece a su vez la interaccióu de Van der Waals, de carácter atractivo. 
En definitiva, el potencial de iuteracción presenta, no sólo un amplio abanico de 
posibilidades, sino la posibilidad de variarlo mediante diferentes medios. Como se 
puede comprender, los diagramas de fase de estas substancias son de gran riqueza y, a 
veces, complejidad. Por ejemplo, aparecen condensaciones gas-liquido similares a las 
de los sistemas simples y llegan a cristalizar formando redes cristalinas. En la figura 
7.3, pueden verse claramente formando redes FCC. 

Para lograr comprender cómo se van a comportar los sistemas coloidales, se nece- 
sita una teo'ria que dé buenos resultados para una amplia gama de potenciales. En 
concreto, es interesante que describa correctamente las fases densas. 

7.2 Teoría de Potenciales Repulsivos 

Los primeros trabajos que demostraron la existencia de transiciones sólido-sólido en 
sistemas con potenciales repulsivos se llevaron a cabo hace dos décadas [Kincaid et al., 1976, 
Alder  8 Young, 19791. Se introdujo por entonces el modelo Potencial de Hombro 
Cuadrado (HSSS) [Kincaid et al., 19761, 

que es similar al pozo cuadrado, pero con el cambio e tt - e .  Este modelo describe 
grosso modo las interacciones entre ciertos coloides. 

Recientemente, se ha  estudiado este potencial en el rango 610 « 1 mediante simu- 
laciones por ordenador [Bolhuis 8 Frenkel, 19971, encontrando transiciones isoestruc- 
turales sólido-sólido similares a las descritas en el capitulo anterior con el potencial 
pozo cuadrado [Bolhuis €4 Frenkel, 19941. Vamos a aplicar nuevamente la teoría de 
perturbaciones formulada en el capitulo previo a este sistema. Emplearemos, a su 
vez, un potencial DLVO, consistente en una esfera dura y un Yukawa repulsivo, 
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Figura 7.3: Cristales F C C  formados por párticulas de sílice ( S i O z )  cuyo tamaño 
aprozimado es 400nm.  Puede comprobarse, por la disposición de las partículas en 
los caras, la red en la que esián ordenadas. Estas  mues t ras  proceden de cristales 
coloidales en los que el solvente se ha evaporado [Mínguer el  al., 19971. (Agradezco 
la cortesía del Grupo de Crisioles Fotónicos del Inst i tuto de Ciencia de Materiales de 
Madrid ( C S I C )  por facilitarme estas imágenes)  
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al que nos referiremos con las siglas HSRY. Comparando los resultados de ambos 
sistemas, podremos comprobar cómo influye la forma del potencial de interacción en 
el diagrama de fases. En este caso, la teoría servirá para hacer predicciones sobre 
modelos de los que no hay simulaciones disponibles. Servirá, por tanto, para augurar 
el comportamiento de sistemas físicos aún no estudiados o para descartar modelos 
cuyos resultados son inaceptables. 

Elección de Un idades  
2 

A la vista de la forma funcional de los potenciales, se comprueba que tanto e como 
X juegan el papel de escalas energéticas. En consecuencia, serán absorbidos en la 
temperatura, S, y no los tendremos más en cuenta. De igual modo, el t ama no 
de la partícula, u ,  proporciona las unidades de longitud y se asumirá que escala Las 
cantidades convenientemente: las distancias serán proporcionales a dicho parámetro, 
las densidades inversamente proporcionales al cubo del parámetro, etc. 

Nos quedan, pues, 6 y K para determinar el alcance del potencial (es decir, 6/u y 
KU en las antiguas unidades). El alcance disminuirá en los límites 6 -+ O y K i w. 

7.3 Comportamiento a Temperatura Cero 

Se espera que la teoria de perturbaciones se comporte mal a bajas temperaturas3. 
Por esta razón, vamos a calcular previamente el comportamiento de los sistemas 
mencionados a temperatura T = O. Así, conoceremos el límite que debemos alcanzar 
a bajas temperaturas, lo cual nos permitirá extrapolar los resultados desde las tempe- 
raturas a las cuales la teoría deje de ser fiable y obtendremos una descripción global 
del diagrama de fases. 

7.3.1 El modelo HSSS 

Si la  temperatura es suficientemente baja, las partículas del sistema dispondrán de 
muy poca energía y el escalón de altura 1 del potencial HSSS será, a todos los 
efectos, un potencial de altura infinita. Esperamos, pues, un comportamiento similar 
al de un sistema HS, cuyo diámetro no sea 1 sino 1 + 6. Este sistema cristalizará 
en una red FCC a una densidad (1 + ~ 5 ) ~ ~ '  x 0.946 y fundirá a (1 + 6)3p.7 x 1.040, 
como cualquier sistema HS. Un primer empaquetamiento compacto se alcaiizará a 
(1 + 6)3p&p = a. Sin embargo, el sistema admite densidades mayores (basta su 
empaquetamiento máximo, p c p  = a), aunque a un coste energético inmenso, no 
cabe duda. Si aumentamosla densidad a partir de pCp, el sistema estará en equilibrio 
cuando consiga minimizar su energia, y la entropía no jugará papel alguno. Cuando 
6 sea pequeño, el sistema no tendrá más alternativa que cristalizar a su densidad 
máxima (y aquí aparece lo que será la transición sólido-sólido isoestructural). Si, por 
el contrario, el valor de 6 permite reagrupamientos entre los átomos, podrían aparecer 
otras estructuras menos compactas: BCC, SC ... En la figura 7.4, se muestra una 

'En nuestro caso, con un núcleo duro, debe ser exacta en el limite T + m. Es decir, su exactitud 
será la del funcional HS que hayamos empleado. 
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Figura 7.4: Energía libre del modelo HSSS a T = O para 6=0.07 frente a la densidad 
media. S e  muestra la energía para dos tipos de redes, FCC (Iínea cont inua)  y B C C  
(Iínea a trazos), donde las partículas se suponen inmóviles en sus  posiciones de equi- 
librio. Nótese el salto abrupto que se produce cuando la distancia entre las partículas 
es  m e n o r  que 1 + 6 .  La línea punteada es la tangente común entre el pr imer  empa- 
quetamiento compacto y el siguiente estado de equilibrio, en este caso, el verdadero 
empaquetamiento compacto del s is tema.  . 
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construcción que permite establecer la siguiente estructura que iniiii~iiiza la energia. 
Se observa que, para 6 = 0.07, la estructura BCC tiene menor número de vecinos y, 
por tanto, su salto energético es menor. A pesar de ello, la red FCC no le permite 
estabilizarse. Si aumentamos el valor de 6 todavía más, aparecerán saltos progresivos 
en estas funciones, debido a que el alcance del potencial llega a los progresivos vecinos 
y se estabilizan redes aún menos compactas que la BCC. Este cálculo determina los 
dos primeros valores para los que aparecen estructuras intermedias entre pLp y p ~ p .  

Cuando 63 = 4 J 2 / 3  - 1 (6 F;: 0.081), existirá una coexistencia FCC-BCC. A partir 
de b3 = 2 d  - 1 (6~; :0 .223) ,  se espera una coexistencia FCC-SC. En la figura 7.5, se 
representa el diagramade fases para diferentes valores de 6 y aparecen las mencionadas 
estructuras intermedias. Las zonas oscuras representan coexistencia entre las fases y 
las zonas claras regiones de estabilidad. De acuerdo con la discusión anterior y la figura 
7.4, las fases de estabilidad de estas estructuras intermedias deberían ser líneas sin 
extensión (en el eje de las densidades). Aparecen como islas para hacer menos severa 
la suposición anterior de que las partículas se encuentran fijas en torno a su posición de 
equilibrio. El contorno de las islas es arbitrario. No puede asegurarse categóricamente 
su estabilidad puesto que alguna de las fases podría resultar mecánicamente inestable 
frente a deformaciones de cizalladura. 

7.3.2 El modelo HSRY 

El análisis de este modelo no puede, claramente, llevarse a cabo con los mismos 
argumentos que el anterior. Pero, como tiene un núcleo duro, presentará también 
una densidad de empaquetamiento compacto, pcp = 4% 1.4142. En cambio, por el 
hecho de que la interacción es repulsiva a cualquier distancia, el equilibrio se alcanzará 
a T = O en una fase cristalina a cualquier densidad. 

Una suma a la red, similar a las sumas de ~ w a i d  [Ewnld,  19211, nos proporcionará 
el criterio de la red más estable a dicha temperatura. Sin embargo, por el hecho de 
ser suave, podemos aplicar un sencillo análisis de modelo de celdas (véase $2.4.6) y 
extender el diagrama de fases a bajas temperaturas. En la figura 7.6, podemos ver 
el diagrama de fases calculado por este método. Compruébese que, si el alcance es 
pequeño, K », la única contribución apreciable a la energia vendrá de los primeros 
vecinos y crecerá desmesuradamente con la distancia entre ellos. La red FCC tiene 
12 primeros vecinos, mientras que la la BCC sólo 8. A pesar de ello, a la  misma 
densidad, los primeros vecinos de la BCC están mucho m& próximos que los corre- 
spondientes de la FCC -que aprovecha mucho mejor el espacio-. Por ello, la energia 
de la segunda es menor, y resulta ser la fase estable. Al aumentar K ,  el potencial 
alcanza a los primeros vecinos de la FCC, especialmente cuando están muy próximos 
-es decir, a altas densidades-, y el Iiecho de tener menos primeros vecinos es conve- 
niente energéticamente. Aparece, pues, un rango de estabilidad de la estructura BCC 
a su densidad máxima (el empaquetamiento compacto de esta red), cuando K F;: 1.9. 
Según se aumenta el alcance, se estabiliza esta red en un rango mayor de densidades 
y, cuando el alcance es máximo, K X O ,  es estable en todo el rango de densidades posi- 
bles para dicha red. Obviamente, si la densidad es mayor que el empaquetamiento 
compacto BCC, el sistema cristalizará, por fuerza, en la red FCC. En dicho límite, 
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Figura 7.5: Diagrama de fases del modelo H S S S  a T = O para distintos valores de 
6 .  Las zonas sombreadas representas coezistencia entre fases. A densidades bajas 
aparece una  fase fluida (F) ,  que acaba cristalizando e n  una  red F C C .  Cuando  la 
densidad es m a y o r  que (1 + 6)3ps %1.040, el s is tema sufre una transición de fase a 
otra estructura. S i  6 = O, recuperamos el sistema HS. Para valores de 6 pequeños, 
aparece una transición F C C - F C C  (la segunda F C C  corresponde a la línea vertical que 
enmarca la figura por la derecha y que corresponde al empaquetamiento compacto del 
sistema, p ~ p  =&%1.4142). Según aumenta el alcance del potencial, pueden aparecer 
otras estructuras. 
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pueden aparecer, sin duda, estructuras cristalinas menos compactas -SC, por ejemplo- 
cuyo número menor de vecinos será conveniente si el alcance es grande. No las vamos 
a tener en cuenta, a pesar de ello, porque un alcance tan largo no parece que tenga 
visos de existir en la naturaleza y, principalmente, porque los funcionales existentes 
para el sistema HS describen francamente mal esa fase [Lutsko €4 Baus, 19901. Puede 
comprobarse, calculando las constantes elásticas del cristal, que la fase BCC es estable 
frente a deformaciones de cizalladura si K < 8. Para ese valor, el módulo de cizalladura 
en la  dirección [110] se hace negativo. 

A temperatura finitas, S« 1, el modelo de celdas predice que la  estructura BCC 
pierde progresivamente su estabilidad frente a la  red FCC (véase la figura 7.6). La 
entropía, que empieza a jugar un pequeño papel, prefiere la segunda estructura porque 
las partículas se encuentran menos localizadas, ya que, a la misma densidad, disponen 
de más espacio para vibrar. 

7.4 Resultados 

Aplicando la teoría de perturbaciones formulada en el capítulo anterior, podemos 
calcular los diagramas de fase de los sistemas que nos conciernen. 

7.4.1 El modelo HSSS 

Se muestran, en la figura.7.7, los diagramas de fase de este modelo para cuatro 
valores distintos del parámetro 6: (a) 0.03, (b) 0.08, (c) 0.10 y (d) 0.16. Tan solo se 
dispone de datos de simulación en los dos primeros casos [Bolhuis & Frenkel, 19971, 
y se representan convenientemente. Las principales características de los resultados 
son las siguientes: 

e Aparece una transición isoestructural FCC-FCC a bajas temperaturas y altas 
densidades que se asemeja a la descrita en el capitulo anterior para el potencial 
pozo cuadrado. En ambos casos, la transición tiene lugar para valores pequeños 
del alcance 6 y se ensancha progresivamente al aumentar su valor. De igual 
modo, la temperatura critica es muy poco dependiente de 6 en ambos modelos, 
aunque sus valores difieren. La diferencia más importante es el rango de valores 
de 6 en los que existe dicha transición. Si bien en el modelo SW ya ha desa- 
parecido cuando 6 = 0.08, en éste todavía existe para un valor 6 = 0.15. Puede 
comprobarse a primera vista que los resultados teóricos son consistentes con los 
resultados de simulación, donde es posible la comparación. 

Aparece una estructura BCC estable a temperaturas y densidades intermedias 
para 6 2 0.08 y, como veremos, posiblemente para valores aún menores. Esta 
estructura se hace más y más estable al aumentar el alcance y llega a sobrepon- 
erse a la transición isoestructural FCC-FCC(véase la  figura 7.7 (c) y (d)). A 
temperaturas altas, la fase pierde su estabilidad y acaba desapareciendo en un 
punto triple FLUIDO-BCC-FCC, aunque cabe la posibilidad de un punto triple 
FCC-BCC-FCC para un rango de valores de 6, según se indica en el recuadro 
interior de la figura 7.7 (c). Lamentablemente, no existen simulaciones en esta 
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Figura 7.6: Diagrama de fases del modelo H S R Y  a T « para distintos valores de 
n. La l h e a  continua representa 'S = 0 .  Cuando el alcance es c o d o  (parte superior) 
sólo es estable la fase FCC.  S i  éste aumenta,  aparece u n  rango de densidades e n  
la que la fase estable es la B C C  Nótese que acaba bruscamente a la densidad de 
empaquetamiento máximo.de  esa fase, &FC = 3 & / 4 ~ 1 . 2 9 9 .  A densidades mayores, 
sólo la estructura F C C  es posible. Las líneas discontinuas representan las temperaturas 
T=0.0001 (lt'neas y puntos)  y T=0.0005 (sólo IIneas). A l  aumentar  la temperatura, 
la B C C  aparece m e n o s  estable que la FCC. Adviértase que las lt'neas corresponden a 
coezistencias en transiciones de primer orden y, por tanto;  t i enen  una anchura finita 
(que n o  puede ser representada a esta escala). . , 
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Figura 7.7: Diagrama de fases del modelo HSSS para distintos valores de 6: (a)  0.03, 
(b)  0.08, (c)  0.10 y (d)  0.16. Las regiones sombreadas con-esponden a zonas de coez- 
istencia de fases. Las láneas continuas son las predicciones de la teon'a. Se  muestran 
también,  en  líneas discontinuas (láneas y puntos), los resultados de simulación para 
6=0.03 y 6=0.08, únicos disponibles [Bolhuis €4 Frenkel, 19971. S e  predicen también 
otras líneas de coexistencia (láneas discontinnas) en  base a la teoráa a T = O y ,a la 
topologáa del diagrama de fases, que sólo pretenden ser indicativas de la existencia de 
la fase en  cuestión alrededor de esa zona (explicación en el tezto). Para 6 = 0.10 y 
6=0.16,  no se puede determinar tazat ivamente la estabilidad de la fase B C C  a bajas 
temperaturas y esto se representa por un conjunto de puntos. E n  la figura (c), se 
propone una topologáa distinta del diagrama de fases en  el recuadro interior. La tran- 
sición isoestructural FCC-FCC va desapareciendo cuando 6 aumenta para dar paso a 
la fase B C C  y, en  la figura (c), ya n o  aparece. Se  muestra, no obstante, en largas 
líneas discontínuas para indicar que sigue produciéndose entre estados metaestables. 



estructura. La teoria, no  obstante, sirve en este caso coino indicación de  dónde 
puede aparecer dicha fase. 

Podemos especular sobre la topología del diagrama de  fases y proponer zonas 
de coexistencia de  fases, que hemos representado por líneas discontinuas de  trazos 
cortos. Estas líneas son arbitrarias, en el sentido de  que no podemos establecer sil 
localización. Sin embargo, todas las evidencias en conjurito (continuidad del diagrama 
de fases según cambia el valor del alcance, resultados a T=O, resultados de  la teoria 
a al tas temperaturas) establecen la necesidad de su existencia. Por ejemplo, en base 
a los resultados a T = O ,  debería aparecer una zona de  estabilidad de  la  estructura 
BCC para 6 = 0.10 y 6 = 0.16 a esa temperatura. La estabilidad mecánica frente a 
la  cizalladura podrá precisar su existencia. En las figuras 7.7 (c) y (d),  esta zona se 
representa por un conjunto de  puntos oscuros. En caso de  qiie no fuera estable, nos 
encontrariamos con un punto triple FCC-BCC-FCC a bajas temperaturas a partir del 
cual, la  fase BCC se  haría estable. Señalemos, en cualquier caso, la  necesidad de  una 
fase FCC reentrante. 

Debe hacerse hincapié en que la teoria precisa de un funcional HS que describa las 
fases sólidas convenientemente. La fase BCC, sin embargo, está en general rnuy rrial: 
descrita4, ta l  y como vimos en $2.4.10. Consecuentemente, los resultados obtenidosí 
por la  teoria para esa fase son cuantitativainente peores que los de  la  fase FCC,  espe2i 
cialmente para densidades altas -donde los fiincionales se comportan peor-. Este error 
se subsanará, claramente, a la  par qiie mejore el fiincional empleado coino referencia: 

7.4.2 El modelo HSRY 

Se muestran, en la figura 7.8, los d i a g r a m a  de  fase de  este inodelo para dos valores 
distintos del parámetro K :  (a)  5 ,  (b) 10. Comenternos las principales características 
de  los resultados: 

La transición isoestructural FCC-FCC, que aparecía en el modelo aiiterior a al- 
tas densidades, no  se presenta. Sin embargo, este rnisrnomodelo con atracción en 
lugar d e  repulsión, si  la  presenta [Bolhuis 8 Frenkel, 1994, Rascón et al., 19951. 
A la  vista de  que el codo cuadrado resulta ser más  efectivo que sil homólogo 
atractivo en da r  lugar a la transición isoestructural, podría esperarse iin com- 
portamiento similar para  los modelos con potencial Yukawa: Nada más  lejos de  
la realidad. Despues de  comprobar minuciosamente el régimen de  altas deiisi- 
dades de  potenciales HSRY en el rango 10< h: < 100, no hemos hallado iiingúii 
indicio de  tal transición, que si materializaen que la  energía libre, en fiinción de  
la densidad, se presenta cóncava en la  zona de  inestabilidad del sistema frente 
a la separación de  fases. Esto coniuerda con la  falta de, algúii indicio qiie la  
acompañara a T = O (recordemos que esta transición se Podía iniuir, en ese 
limite, para el sistema HSSS). 

'Los avances en el desarrollo de Iuncionales FMT parece" inaic& que serán éslbs los que consigan 
dar una descripción física coherente de las eslructuras sólidas poco compactas. . . 
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F i g u r a  7.8: Diagrama de fases del modelo HSRY para distintos valores de K :  (a) 5, 
(b) 10. Las regiones sombreadas corresponden a zonas de coezistencia de fases. Las 
líneas continuas son las predicciones de la teoría. Se predicen también otras líneas 
de coezistencia (líneas discontintias) en base a la teoría a T=O y a la topología del 
diagrama de fases, que sólo pretenden se r  indicativas de la ezistencia de la fase en 
cuestión alrededor de esa zona (ezplicación en el texto). 

Existe una región de  estabilidad de la  estructura BCC a densidades y tempera- 
turas intermedias entre el fluido y el sólido FCC. Dicha fase desaparece, al  au- 
mentar la  temperatura,  en un punto triple FLUIDO-BCC-FCC. Esto se explica 
fácilmente por la  existencia del núcleo duro. En el limite de  al tas temperaturas,  
el sistema se comportará como un sistema HS, con dos únicas fases, fluido y 
FCC. Recientemente, se ha  obtenido el diagrama de fases d e  este sistema para 
K = 5 con una novedosa técnica de simulación [Meijer 0 El  Azhar, 19971. Sus 
resultados presentan gran acuerdo cualitativo con las predicciones teóricas, pero 
difieren significativamente. El punto triple encontrado en la  simulación, T m 0 . 2 ,  
es un factor 20 menor que el predicho por la teoria, T m 4 .  Dado ta l  desacuerdo, 
no  procede la  representación conjunta de ambos resultados. Sin embargo, la  
imprecisión de  la  teoria debe achacarse, con gran seguridad, al  pésimo compor- 
tamiento del funcional HS de referencia para describir la  fase BCC. Sin contar 
con un buen sistema de  referencia, no pueden estimarse convenientemente los 
errores que presenta la  teoria. En cualquier caso, la  descripción topológica del 
diagrama de  fases es perfecta. Según los resultados presentados a bajas teiiipe- 
raturas,  la  fase BCC que se muestra en los d i a g r a m a  de fase debe desaparecer en 
otro punto triple FLUIDO-BCC-FCC. Meijer y El Azhar, a su  vez, encontraron 
dicho punto triple en la  simulación. Parece ser que esta es una  característica 
propia del potencial Yukawa repulsivo, puesto que también se  ha  observado en 
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el potencial Yukawa repulsivo sin núcleo duro [Mei jer  ¿Y Frenkel, 19911, pero no 
en los potenciales repulsivos l / r n  que decrecen con una potencia de  la  distancia 
[Hoover et al . ,  19721. 

Es interesante analizar qué factor es el decisivo en la  forma funcional del poten- 
cial de interacción para  la aparición de  la transición isoestructural. Cuando t ra tamos 
con potenciales atractivos, el fenómeno es análogo a la condensación de  líquido: una  
pérdida en entropía se compensa con una reducción energética. En cambio, los po- 
tenciales repulsivos deben sufrir una  transformación inversa. El sistema HSSS, al 
pasar de  un sólido expandido a uno condensado, compensa la  ganancia energética con 
tina ganancia entrópica. Cerca del primer empaquetamiento compacto, las partículas 
se encuentran fuertemente localizadas -puesto que están confinadas por los escalones 
de sus primeros yecinos-, mientras que cuando dan el sal to energético -y se  sitúan 
encima del escalón- se deslocalizan puesto que su movimiento -encima del escalón- no 
acarrea ninguna variación en la  energia. En el caso del sistema HSRY, es obvio que 
condensarse -acercarse a los primeros vecinos- no facilita, en modo alguno, la  deslo- 
calización. Todo lo contrario, puesto que la  pendiente del potencial, al aproximarse, 
aumenta. Parece, pues, que una disminución monótona y creciente del potencial es 
óbice para que exista ta l  transición. Es decir, se necesita que la  forma del potencial. 
sea tal que existan puntos en los que la pendiente del potencial sea menor -en valor 
absoluto- que otros a mayor distancia. hfatemáticamente5, podemos expresar esto.  
como: Una condición necesaria para que ezista transición isoestructural en un sis; 
t ema cuyo potencial de interacción sea repulsivo, p 1 ( r ) < O  donde p ( r )  # cu , es que 
ezis ta  un punto ro que verifique pl ' (ro)  = 0 y pl"(ro)  < 0 .  Ahora bien, si el potencial 
no es derivahle, como el potencial de  la  derecha de la  figura 7.2, la  condición se ex- 
presa más  fácilmente: Si el potencial es continuo pero no es  derivable en alguno de 
sus puntos, digamos R, pero ezisten sus derivadas laterales, una condición necesaria 
para que ezis ta  la transición isoestructural es que i i ~ - ~ -  p ' ( r ) > i i m , , R ; p ' ( r ) .  F! 
último caso a considerar es el de  los potenciales que no sean continuos en un punto,  
como es el caso del potencial HSSS en r =  1 + 6 ,  entonces: Si el potencial no es  con-. 
iinuo en un punto, digamos R, una condición necesaria para que ezis ta  la transición 
isoestructural es  que lim,,~- p ( r )  >lim,-R+ p ( r ) ,  lo cual verifica, claramente, todos 
los potenciales repulsivos. Estas condiciones presentan cierta analogía con el criterio, 
comúmente aceptado, de  que se necesita una parte atractiva en el potencial para  que 
exista una condensación6. Las condiciones previas darán lugar a una inestabilidad 
en la  energia libre. De la  forma concreta del potencial, depende que la  transición se 
produzca entre estados de  equilibrio o entre estados metaestables. En la  figura 7 . 9 ,  
se muestran potenciales de  interacción candidatos a una, transición isoestructural. 

'A las expresiones siguientes habría, pbviamente, que añadirle l i s  condiciones de estabilidad 
termodinámicn de un potencial de interacción: que esté acotado a partir de una cierta distancia, 
etc ... 

BMntem6ticamenle, una condición necesaria para que exista condensación es que exista un punto 
ro en el que el potencial verifique ~ ' ( r o )  > O  (como el potencial debe estar acotado a largas distanciss, 
de aqui se sigue inmediatamente qu'e puede encontrarse un punto tal que q f ( r o )  > O y ~ " ( r o )  = O ) .  
Pnra potencialesdiscontinuos en un punto, digamos R, la condición necesariaes que bm,-n_ ~ ( r )  < 
Iimr-n+ 4 ~ ) .  . . : . .  . .  . 
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Compárese con el potencial de la figura 7.2 (parte derecha), que no se espera que pre- 
sente transición isoestructural alguna. De estas disquisiciones resulta, directamente, 
que un potencial que cumpla ambas condiciones podrá sufrir dos transiciones de cou- 
densación: una debido a la parte atractiva en el rango fluido y otra a la repulsiva, a 
cortas distancias, en el sólido. 

7.5 Conclusiones 

Hemos comprobado que una teoria de perturbaciones a primer orden bien for- 
mulada puede describir conceptualmente un diagrama de fases complicado cor- 
rectamente. Es más, cuando se dispone de un sistema de referencia adecuado, 
puede conseguirse un acuerdo cuantitativo sobresaliente. 

e A pesar de que no se dispone, hoy por hoy, de un funcional para la fase 
cristalina BCC de un sistema HS, lo cual obliga a hacer predicciones grosso 
modo -especialmente a altas densidades-, se comprueba que dicha fase aparece 
naturalmente cuando la interacción entre las partículas es puramente repulsiva. 

Ligado con esto, la teoria predice el rango de parámetros aproximado donde debe 
estudiarse el comportamiento de dichos sistemas, y marca una guía a seguir por 
los experimentos y las simulaciones. 

Es notorio el hecho de que los diagramas de fase que resultan de estos potenciales 
depende críticamente de su forma funcional, como demuestran los resultados y 
el análisis teórico desarrollado. De este modo, es posible descartar modelos no 
realistas y proponer modelos nuevos. 

Este capítulo estábasado en el artículo: C. Rastón, E. Velasco, L. Mederos, 
G.  Navascués, Phase Diagrams of Sys tems  of Particles Interacling uia Repulsive Po- 
lentials, Journal of Physical Chernistry, 106, 6689 (1997). 
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Figura 7.9: Potenciales candidatos a una transición isoeslructural. Si las partZculas 
se acercan lo suficiente a sus primeros vecinos, pueden deslocalizarse a costa de au- 
m e n t a r  su energía. El balance puede ser  negativo, en cuyo caso, aparecerá la men- 
cionada transición. 
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Apéndice A 

Carta a la Academia 

Resumen 

Se contempla la dificultad en lograr definiciones de los estados de la materia y el 
desfase de las definiciones actuales. , 
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Exmo. Sr. D. Víctor García de la Concha 
Secretario de la  RAE 

C/ Felipe IV, 4 
28071 MADRID 

Madrid. 21 de marzo de  1997 

~ u y ' s r .  mío: 

Me dirijo a usted porque he podido comprobar que varias entradas de la  
últ ima edición del diccionario de  la  RAE son, en mi  opinión, equivocas o contienen 
errores según el conocimiento del que disponemos hoy en día sobre l a  composición de 
l a  materia. Me refiero a las definiciones de gas, lz'quido y sólido. Podría afirmarse que 
no dan a entender lo que ordinariamente se entiende por esos estados. 

Pero voy a presentarme y a explicarle el motivo por el que llegué a escribir 
esta carta.  Soy un estudiante de tercer ciclo de Física Teórica de  la  Universidad 
Autónoma de  Madrid. La tesis consiste en una descripción conjunta d e  los tres estados 
usuales de  la  materia;  gaseoso, líquido y sólido. En un punto de  l a  redacción cabe 
preguntarse por la  concepción que popularmente se tiene de  estos estados y consulté el 
DRAE en su últ ima edición (1992). Las definiciones que aparecen son las siguientes: 

Gas. Fluido, como el aire, que tiende a expandirse indefinidamente 
y que se  caracteriza por su pequeña densidad. Cuando su temperatura es 
superior a su temperatura crítica, aumenta su presión s i  s e  comprime. 

L í q u i d o .  Dícese de todo cuerpo cuyas moléculas tienen tan poca co- 
hesión que se adaptan a la forma de la cavidad que las contiene, y tienden 
siempre a ponerse a nivel; como el agua, el vino, el azogue, elc. 

Só l ido .  Aplícase al  cuerpo cuyas moléculas tienen entre sí mayor 
cohesión que la de los líquidos. 

Dada mi  formación, no puedo considerarme una persona objetiva a la  hora de  inter- 
pretarlas; sin embargo, puedo decirle que dejan translucir ciertas inconsistencias y no 
transmiten las ideas que rigen actualmente sobre la estructura de  l a  materia. 



Hoy por hoy, sabemos que la materia está constituida por moléculas en 
continuo movimiento. Según la teoría clásica, pierden el movimiento tan sólo cuando 
la temperatura alcanza el cero absoluto (-273' C). No obstante, esto no llega a 
cumplirse porque en dicha situación física rige la descripción cuántica de la materia; 
es decir, ni siquiera alcanzando esa temperatura pierden su movimiento. A las ternpe- 
raturas y presiones habituales pueden considerarse, eri cualquier caso, como partículas 
en continuo movimiento, chocando unas con otras. Tanto en los gases como en los 
líquidos, agrupados bajo la denominación de fluidos, las partículas se encuentran en 
un estado de desorden y de continuo cambio de trayectoria. En los sólidos, por contra, 
las moléculas oscilan alrededor de posiciones fijas, lo cual les otorga las caracteristicas 
de tener una forma estable y ofrecer resistencia a las deformaciones. Esta propiedad 
los diferencia esencialmente de los fluidos que, por su movimiento desordenado, no 
son capaces de mantener una forma propia. En el peor de los casos, los fluidos más 
viscosos, como por ejemplo la miel, presentan cierta resistencia; sin embargo, acaban 
adoptando la forma que se les impone. Dicho esto, parece bastante razonable que 
los sólidos aparezcan definidos en sí mismos sin hacer referencia a los líquidos -de 
naturaleza diferente, y con los que no comparten sino una densidad semejante-. A 
modo de propuesta, me gustaría que consideraran la definición siguiente: 

Sólido. Estado de la materia e n  el que los átomos oscilan alrededor :. 
de posiciones fijas, lo cual le otorga una forma estable y la capacidad de 
ofrecer resistencia a las deformaciones. 11 Aplíquese también  a cualquier ?.. 

cuerpo en ese estado. 
. . 

El problema se agrava considerablemente cuando se t ra ta  de definir los 
gases y los líquidos. En esencia, no hay distinción física entre ambos. La diferencii 
aparece tan solo en la apreciación cotidiana de unos y otros; es decir, en cuál es" 
su comportamiento respecto a los cánones a los que estamos acostumbrados: la: 
velocidades a las que nos movemos, las fuerzas que somos capaces de imprimir < 
los objetos, etc. Este hecho, no por todos conocido, se descubrió a partir de 1or 
experirrieritos llevados a cabo eri 1822 por Cagniard de la Tour (1777-1859). Este 
científico francés observó que a cierta temperatura -que dependía de la substancia 
en cuestión- los liquidos se tornaban gases sin la necesidad habitual de aportar una 
cantidad de energía adicional para que la transformación se llevara a cabo -como la que 
se necesita cuando un líquidose evapora-. En 1863, el físico irlandés Thomas Andrews 
(1813-1885) demostró finalmente que es posible transformar cualquier substancia en 
fase liquida a su fase gaseosa, y viceversa, de un modo continuo -pasando por estados 
intermedios de los cuales no puede decirse que sean lo uno o lo otro-, concluyendo que 
ambas fases son sustancialmente iguales. 

Las definiciones actuales de gas y liquido que aparecen en el diccionario 
no tienen en cuenta el hecho anteriormente mencionado. Esto se podría justificar 
aduciendo que no es de conocimiento general. Sin embargo, permítame que abogue 
por ello  rese en tan do dos argumentos. En primer lugar, porque el diccionario es un 
medio excelente de propagación de cultura y de conocimientos -máxime cuando los 
conocimientos a los que me refiero datan del siglo XIX-, y por otro, porque, a mi 
entender, la definición cobra más sentido teniendo en cuenta sus propiedades físicas; 
no podría ser de otro modo puesto que parten de observaciones de la naturaleza de 
dichas substancias. 
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Sin tener en cuenta todo lo anterior, ambas definiciones son, en su forma 
actual, inadecuadas y aportan información confusa en cuanto a la carscterización de 
gases y líquidos. Con referencia a la primera, la de gas, podemos empezar preguntando 
qué significa que se expande indefinidamente. Un gas en una botella no tiende a 
expandirse, antes bien, se diría que se adapta a la forma del recipiente que lo contiene. 
Por otro lado, un gas más ligero que el aire, dejado en libertad, tiende a subir (como 
los objetos menos densos que el agua tienden a flotar) y a esparcirse y entremezclarse 
con el aire por los sucesivos choques, distanciándose las moléculas al correr del tiempo; 
sin embargo, un gas más denso que el aire tiende a bajar. Pongamos como ejemplo 
las famosas acumulaciones de radón en los sótanos. Esto nos sirve para ligar con la 
segunda definición. En el caso de que el sótano no tenga corrientes, el radón permanece 
en la  parte baja de la habitación, adoptando la forma conveniente y poniéndose a 
nivel, desplazando el aire a la parte superior -aunque dado que anibos gases son 
transparentes no seamos capaces de percibirlo-. El radón, por tanto, se ajustaría 
perfectamente a la definición de líquido siendo un gas. 

Añadido a esto nos encontramos con la referencia a la temperatura critica en 
la  definición de gas, la temperatura que mencionaba Cagniard de la Tour. La frase 
no solo oscurece la definición sino que es erronea. Todos los cuerpos aumentan su 
presión si se los comprime, tanto si son gases, liquidos o sólidos, independientemente 
de la  temperatura a la que se encuentren. Este hecho cierto no contradice en modo 
alguno la experiencia cotidiana; si se intenta reducir el tamaño de una substancia, 
ésta responde ofreciendo resistencia. He de suponer que el redactor de la definición 
debía referirse al caso concreto en el que el gas se encontrara a una temperatura y 
presión muy determinadas bajo las cuales se produce la licuefacción; en ese punto, 
la presión no aumenta porque el gas se convierte paulatinamente en liquido. Pero 
en esas circunstancias no se puede tener en cuenta tan solo el gas sino que hay que 
considerar el sistema gas-líquido. De cualquier modo, no parece ser un caso relevante 
para quien esté interesado en la  pura definición de un gas. 

Como quedó dicho, parece indispensable hacer uso de conceptos y ejemplos 
ligados a la experiencia cotidiana para conseguir una definición rigurosa y a la par 
razonable de las dos fases en cuestión. Pensemos en la sensación de mojado que 
transmiten los liquidos. A pesar de ser quizá una característica discriminadora, no es 
del todo precisa. Recordemos, por ejemplo, que el agua no es capaz de mojar una hoja 
de col. Forma infinidad de bolitas de agua en su superficie pero l a  hoja permanece 
seca. Por así decirlo, no hace sino impedir el paso al agua. Lo mismo le ocurre al 
mercurio en la palma de la  mano, que no llega a producir la sensación de humedad 
de los líquidos habituales. Pensemos, por otro lado, en que los gases son difíciles de 
percibir excepto por el olor o su coloración (cuando la tengan). Esto se debe a que su 
viscosidad es tan pequeña que en nuestros movimientos no la percibimos; no parece 
que nos cueste ningún esfuerzo movernos a través del aire. A través del agua, sin 
embargo, sentimos claramente una oposición al movimiento. 

De todo lo anterior, me atrevería a redactar sendas definiciones que les 
pediría consideraran: 

Gas. Fluido de muy baja densidad, como el aire, cuya viscosidad es 
tan pequeña que no es fácilmente apreciable. 

Liquido. Fluido denso cuya viscosidad es fácilmente apreciable, como 



el agua, el vino, el azogue, etc. Una característica de algunos fluidos, que 
s in  embargo es habitual considerar general a todos ellos, es  su capacidad 
de mojar  ciertas superficies. 

Estas definiciones deberían ir acompañadas de las definiciones complementarias 
siguientes: 

Fluido. Estado de la materia en el que los átomos se mueven  de forma 
desordenada y en todas direcciones, lo cual impide que tenga una forma 
propia. Dependiendo de su viscosidad se lo califica como líquido o gas, 
siendo su distinción en  última instancia u n  mero  convenio. 11 Aplíquese 
también a cualquier cuerpo en ese estado. 

Mojar. Provocar que una substancia 1Guida se extienda por una  su- 
perficie, impregnándola. 

Viscosidad.  Oposición que ofrece u n  fluido al movimiento  de u n  
cuerpo en su interior. 

Estas definiciones entrañan la dificultad de aceptar una acepción de viscosidad que 
puede no ser del todo común. Una solución fácil sería sustituir dicha palabra en lq. 
definiciones de gas y líquido por la mención explícita de percibir o no la oposición al.. 
movimiento a través suyo. Permítame que, a pesar de todo, me muestre partidario 
de incluir esta acepción de viscosidad que es más general y rigurosa que la popular y 
que, además, está en perfecta consonancia con el sentido que se le atibuye hoy en día 
en diversas disciplinas científicas y tecnológicas. 

En caso de que le surja algún comentario al respecto, no dude en ponerse 
en contacto conmigo. Le agradezco la atención prestada y espero que esta carta le. 
sea de alguna utilidad. 

;: 
Atentamente, 

Carlos Rascón Díaz 
Departamento de Física Teórica de la Materia Condensada 
Facultad de Ciencias, C-V 
UNIVERSIDAD AUTONOMA DE MADRID 
28049 MADRID 



Apéndice B 

Teoría de la Medida 
Fundamental 

Resumen 

Este apéndice está dedicado a los dos artículos que, a mi entender, dieron lugar a la 
teoría de la medida fundamental. A lo largo del mismo, se repasan las claves de lo 
que fueron sus comienzos y se hace eco de los últimos avances en el campo. 
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B . l  El Funcional HS en 1 Dimensión 

El funcional de un sistemas de esferas duras en 1D puede calcularse exactamente 
[Percus, 1976a, Robledo &' Vareo, 1981, Percus, 19811, y presenta una forma más o 
menos sencilla, 

donde 

La función de correlación directa se calcula sin problemas a partir de la expresión 
(1.81)> 

O(X - x')O(zt + u  - 2) O(xf - x)@(x + u - x') - c(x, x') = 
1 - t(xl) 

+ 
1 - t(x) 

+ 

donde O es la función de Heavyside, definida del siguiente modo: 

En el limite homogéneo, p(x) - p, tenemos 

1 - 1x - x l ( p  
c(x, x') = - 0 ( u  - [x - 2'1) = c(x - xl), 

(1 - P " ) ~  

donde se observa que c(x) = O si 1x1 > u ,  un ingrediente que recoge la  aproximación 
PY pero que no es correcto en 3 D .  
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B.2 El Funcional de Percus y Robledo & Varea 
Si suponemos que la función p(x) es par, lo cual es bastante general -los casos fuerte- 
mente asimétricos pueden, eii cualquier caso, simetrizarse-, podernos escribir el fun- 
cional del siguiente modo [Percus, 1976bl: 

donde 

$(P) = -T log(1- UP) 

es la energia libre de  exceso del fluido de esferas duras en 1D por particula, y 

son dos promedios de  la  densidad en torno al punto x asociados a la  superficie y al' 
volumen de  la  esfera. 

En base a (B.4) ,  puede sugerirse una  forrna del funcional de  esferas duras en 3D:  

~ E X [ P I  = Jd r  P I ( ~ )  * ( P Z ~ ) ) ,  (8 .6)  

siendo 

p~ ( r )  = J d r ~  TI ( r  - r f )  p(rl)  

dos promedios con ciertas fiinciones peso, ' r l ( r )  y r2 ( r ) ,  que no dependen de  l a  ter- 
modinámica del sistema, y donde ahora II, es el exceso de energia libre del fluido de  
esferas diiras en 3D. 

Las funciones peso podrian determinarse, corno en la  WDA, obligando a que el fun- 
cional generara la  función de  correlación correcta [Percus, 19821 o,  generalizando di- 
rectamente de  las funciones peso en l D ,  escribirlas del siguiente modo [Robledo, 1980, 
Robledo t3 Vnrea, 19811: 
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donde los factores que aparecen producen su correcta normalización, necesaria para 
recobrar el limite uniforme. Los resultados [Fisher €5 Heinbuch, 19881, no obstante, 
son bastante pobres en esta aproximación aunque, en palabras de Jerome Percus, 
reproducen la termodinámica decentemente. 

B.3 La Aproximación de Rango 1 de Percus 

B.3.1 La Función de Correlación Directa Modificada 

El hecho de que 3 sea un funcional convexo de la densidad se muestra en que 

6 2 3  6u(r) 6(r, r') 
C ( r ,  r') E p = P-, - - -- 

Mi-) 6p(rf) ~ P ( I  p(r) 
c(r, 4, 

la Función de Correlación Directa Modificada, es, en el lenguaje matricial, definida 
no negativa [Percus,  19881'. 

Fijándonos ahora en la ecuación (B.3) ,  observamos que se puede escribir [Percus,  19881 

C(x,  x') = dx" Q(xi', x)Q(xf', x') I 
donde 

6(x, x") 
Q(x",x) E - + O(x - x")@(x" - 2: + 0 )  

m 
m 1 - t (x") ' (B.7) 

o, en lenguaje matricial, 

c;j = EL & k i  & k j  = Ek &rk & k j  - c = Q*Q, 

lo cual muestra claramente que c es un operador definido no negativo2 

' L a  Función d e  Correlación a Dos Cverpor Modificado se d e b e ,  

S ( r ,  r') E -T 6 p í r )  
S u ( r )  Su(.') = -T- Su(.') = p(')(r ,  r') - p ( r ) p ( r f )  + 6(r,r')p(r), 

y es la inversa de la matriz anterior y, por lo tanto, también defuiida no negativa. Suponiendo, como 
es habitual, una relación entre l a  variables y los índices de una matriz, r tt i, podemos escribir 

3 = ( S , , )  tt S ( r , r l ) ,  

F = (a,) - C ( r ,  r'). 

Se verifica, entonces, que 

6 = S-' 

o, lo que es lo mismo, 

CS = i 
que no es sino la ecuación de Orstein-Zernike, (1 .89) ,  tal y como vimos en 51.4.5. 
'Es fácil demostrar que todo operador definido no negativo puede ser descompuesto de la forma 

(B.8) en cualquier base, siendo {Qij} números reales. 
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B.3.2 Generalización del Funcional de Robledo & Varea 

Intentemos ahora una propuesta inás general que (B.6). Pongamos que sornos capaces 
de  definir unas fiiiicioiies peso r,(r) (a  = 1,. . . , n )  que se hagan cargo sólo de  la 
geometría del problema y, por consiguiente, que no dependan de  la  termodinámica ( a  
diferencia de las aproximaciones WDA, en las que los pesos dependían de  la  densidad). 
Construyamos ahora el funcional de la forma 

siendo 

promedios de la  densidad pesados con las funciones r,. Dichas funciones se suponen 
normalizadas, de  modo que, cuando p(r)  i p,  resulte p,(r) i p. La teririodiiiámica 
vendrá dada por el potencial Q ,  que dará  lugar a la  energía libre por unidad de 
volumen cuando hagamos p,(r) + p. Con esta propuesta, podemos ayudarnos de 
(8 .8)  para saber qué condiciones han de cumplir nuestros ingredientes para que el 
funcional sea termodinámicamente estable. Hay que señalar que la  forma (B.9) puede 
aplicarse en cualquier dimensión. 

Si derivamos funcionalmente (B.9), obtenemos 

( B . l l )  

( r ,  r )  = R ( R  - ( R  - r , . . . , p , ( ~ ) ,  . . .) , 
*,P 

donde hemos definido i 

Para  obtener una  expresión de  la forma (B.8), y con ello tener asegurada la consis- 
tencia termodinámica, podemos imponer la llamada Aprozimación de Rango 1 ,  que 
obliga a que la matriz Q", el Hessiano de  Q, se pueda escribir de  la  forma [Percus, 19881 

@L,PP = I<, (. . . , p7(R) ,  . . .) l(p (. . . , p.,(R.), . . .) , (B.12) 

donde IC, serán funciones a determinar3. Nuestros operadores Q quedariaii definidos 

3Adviértase que esta matriz no =uarda conexión alguna con las matrices empleadas en el lenguaje 
de operadores -que se definían en un espacio de Hilbert-. La matriz será una matriz cuadrada de 
orden n x n. Que dicha matriz es de rango uno es evidente si se escribe en lenguaje matricial, 
m" = l? . l?', o mejor en la notación de Dirac, O'' = IA' >< KI, donde se pone de manifiesto que 
le matriz 0'' es el proyector del vector l?. Dicha matriz, por consiguiente, al aplicarla sobre un 
vector, elimina todas 1s componentes excepto aquella en la dirección del vector mencionado. En 
una base que la diagonalice, todos los autovalores serán cero excepto uno, aquel que corresponda al 
(auto)vector k, y que valdrá, obviamente, < KIK >= k' . l? = K.Ko. 
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del siguiente modo: 

Q(ri ' ,  r ' )  E E I<* (. . . , p7(r1'), . . .) ~ ~ ( r "  - r ' ) ,  (B .13)  
o 

y habríamos conseguido una forma termodinámicamente estable del funcional 

B.3.3 Información de la Fase Homogénea 

Para concretar el funcional, en lugar de aproximaciones como ( B . 7 ) ,  podemos ayu- 
darnos de la información disponible de la fase homogénea [Percus, 19821. En el espíritu 
de las aproximaciones WDA, pero con intención de que la información de la fase flu- 
ida se incluya de forma más sistemática, podemos evaluar la propuesta anterior en el 
limite uniforme. La función C ( r ,  r'), en esas circunstancias, se escribiría 

o, en el lenguaje de los operadores4, 

Si hallamos la transformada de Fourier de (B.14),  que no es sino hacer un cambio de 
base, obtenemos 

mostrando, por su similitud con la ecuación previa, la versatilidad de la notación de 
los operadores. 

De las expresiones anteriores, podemos aprender que las funciones peso deben 
buscarse en la función de correlación directa, si pretendemos construir un funcional 
de la  forma (B .9 ) .  Pongamos que conocemos la función de correlación del fluido. 
Halleinos, por ejemplo, su transformada de Fourier e intentémosla expresar de una 
formasimilar a (B.15).  Redefinamos ahora los pesos de tal forma que podamos escribir 

@ P )  = Q*(P)Q(P)  (0 .16 )  

donde 

Q ( P )  = E l < o ( ~ ) + o ,  (B.17)  
e 

'Paraqueno hayalugar a confusión, cuandonos estemosrefiriendoa una función (o a un operador) 
en el límite homogéneo, haremos explicita la dependencia con una única variable. De este modo, 
C(r, r ' ; ~ )  = C(r, r'; p, = p,pz = P , .  . .), K,(P)  = K,(P,P, .  . .), @(P) = Q ( P , P , .  . .), etc. 
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para unas ciert.as funciones K,(p) ,  que verificaran @:s,p,(p) = I< , (p) l<p(p) .  Aunque, 
en principio, esta labor parece complicada, lo cierto es que podemos definir taiitos 
pesos como queramos (y seamos capaces). Supongamos, en definitiva, que, habiendo 
expresado ~ ( p )  eii la forrria mencionada, queremos construir el funcional a part ir  de  
las siguientes funciones: { r n ( r ) }  y { I í 7 ( p ) ) .  

B.3.4 Determinación del Funcional 

Para determinar el funcional, hay que calcular las fuiiciones K,  y el potencial @, 
arribas dependientes de  n variables. La imposición ( B . 1 2 )  debe ir acompañada de  
una restricción m& fuerte, puesto que las derivadas sriperiores de  @ deben coincidir 
independientemente del orden en el que se hayan tomado las derivadas; por ejemplo, 
las funciones I{, deben hacerse cargo de que 

Es decir, hay que elegirlas con cuidado porque, de lo contrario, podría suceder que 
iiinguna función @ preseritara tal Hessiano. El problema se solucioria dándose cuerita 
de  que, como @" es de rango uno, todas las derivadas prirneras de  @ dependen de  iina 
única función: 

siendo v = v ( .  . . ,,o7, . . .) dicha función5. Hemos pasado, por tanto ,  de  tener que 
calcular n fiinciones de n variables a sólo n funciones de  una variable y una  función 
de  n variables, con la  ventaja adicional de que, de  este modo, determinaremos las 
derivadas primeras de  @, en lugar de las segundas. Si ahora definimos 

:.. 
W { P 7 } )  = @ ( { P , } )  -E PP ~ P ( Y ) ,  

P 

5Esto no es claro n primeravista, pero puede demostrarsedel siguientemodo. Definamos el veclor 
0' cuyas componentes san las <lerivadas primeras de 0 respecto a las variables p, ,  que también 
agrupamos en el vector e. Las variaciones infinitesimales de 4' vendrán dadas, obviamente, por In 
matriz t", por lo que podemos escribir 60'  = '4"6e.  Sea O una matriz que diagonaliza e", coi1 
0.0 = 1. Entonces, O 60' = O 0" 0' O 6p. Como la matriz 0" es de rango uno, su forma diagonal, 
O @''O': será iina matriz de ceros exceptuando el, pongamos, primer elemento de la diagonal. 
Por lo tanto, los elementos del vector O 60 '  serán todos cero con excepción del primero, que será 
proporcional al primer elemento de 0 6 e .  Es decir, toda le variación de las funciones 4;- se hace 
a través de *no iinica funciOn de las variables p,. No será iinn combinación lineal de las misrnas, 
ya  que los coeficientes de 4" dependen, en principio, de las densidades. Escribiendo, finalmente, 
60' = 0 " 0 ' ( 0 6 p ) ,  obtenemos todas las derivadas de 60 '  respecto a esa variable, que serán In 
primera columna de la matriz 0"O' .  El argumento es fácilmente generalizable: si el Hessiano de 
tina función de n variables es de rango p (P < n), sus derivadas primera dependen de las variables 
sólo a través de p funciones dc las mismhs. En realidad, a la demostración le falta una pequeña 
sutileza: para que, de hecho, dependan de una única variable, el primer elemeiito de O 6e debe ser 
iiitegrable, para poder escribirlo como 6". Esto se hace cargo de IR propia consistenciade la funciiin, 
como la ecuación (B.18). Si la matriz 0" es el Iieisiano de una única funciOn e, no debe presentarse 
inayor problema. 
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y observamos que 

entonces, 'P debe ser función de sus variables a través de u,  y su derivada puede 
escribirse 

Por consiguiente, la función de n variables @ puede expresarse como6 

El último paso es hallar la relación de las g, con las I ( p .  De (B.12), se sigue que 

Esto es, 

para una cierta función w (. . . , p,, . . .). Ahora bien, como la  función u está definida 
como el argumento de las funciones g,, ninguna de ellas está completamente determi- 
nada7. Sin apenas pérdida de generalidads, podemos, elegir u de tal modo que, cuando 
p, i p, tengamos u -t p.  Además, como la dependencia de g, y de con su variable 
u es independiente de cúal sea La forma de ~ ( { p , } ) ,  podemos calcularlas directamente 
en el limite homogéneo. En ese casog, 

~ " " = 1  
~ P U  

%*te resultado no es de extrañar, puesto que es una mera transformación de Laplace. Como 
todas las derivadas de Q dependen de la función v ,  la transformada de Laplace -que, debe depender 
de las nuevas variables g, en lugar de p7- dependerá sólo de v .  

'Podríamos, pongamos por caso, definir Y,(") 3 g o ( v 2 )  y ü JV de modo que Go(ü) = g , ( v ) .  
'Hay que suponer que, en el limite homogéneo, u ( p )  ea una funci6n invertible. Esto no es mucho 

suponer, parque, en dicho limite, es aencillo comprobar que Q(u)  = - p .  Se hace difícil, por tanto, 
pensar en dicha posibilidad. 

'La derivada de v respecto a la densidad media, en el caso general, puede escribirse como 

Cuando p., -t p y v -+ p ,  resulta la igualdad anterior 
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y, sustituyendo en (B.21), obtenemos 

y de  ahí ,  

En el iriisrno Iírnite, la expresión (B.19) resulta 

De la  verificación simultánea de  (B.19) y (B.22), obtenemos la ecuación que 110s 

determina u({p,}) implicitamente, 

L a s  tres ecuaciones anteriores, en definitiva, solucionan por completo el problema. El 
potencial @ resulta ser, d e  (B.20), 

donde, como era de  esperar, falta una constante aditiva por determinar. 

B.3.5 Una Simplificación a. 

Afortunadameiite, no es necesario encontrar la  descomposición (8.17);  con encoiitrai' 
la descoinl>osicióii (B.1G) podemos construir el furicional. De (8 .17)  y la  defiriició;; 
de las densidades resulta 

Eii consecuencia, el funcional puede reescribirse como 

y la ecuación que 110s define u ,  . 

J dr' Q( r  - r'; u( r )  (p(ri) - ~ ( r ) )  = O. (0.24) 
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B.3.6 Ejemplo 

Si ponemos como ejemplo el sistema de HS en ID, el único ingrediente para determinar 
el funcional en esta aproximación será Q ( z ;  p). De (B.7), 

que es la forma que b u s ~ a m o s ' ~ .  La ecuación de Y ,  

6 (z  - x') + Q(zf  - x ) 0 ( x  - x' + u )  ) (p(xl) - "(x)) = o, 1 - Y($) u 

se resuelve para dar 

Finalmente, la ecuación del potencial resulta 

e ,  integrando, obtenemos" 

donde t (x)  está'dada por (B.2). Es decir, obtenemos el resultado exacto (B. l ) ,  salvo 
constantes aditivas. 

''A pririirra "isla, podemos definir 

~ i ( z )  =&(S),  KI(P) = l / f i ,  ~ ~ ( 2 )  = 0 ( z  + e)@(-c)/c ,  K2 = c\/p/(l - pc)  

"Señalemos que, pueslo que la integración está indeterminada en una constante aditiva, podemos 
obtener distintos resultados. Se comprueba fácilmente que, llevando a cabo La integral mediante un 
cambio de variable distinto, aparece un término añadido (1 - t (z)) /e  (confrontar con el numerador 
del Úitimo sumando de (8.25)). Al integiar al espacio, ao obtiene el resultado exacto (8.1), salvo 
constantes aditivas. En las primeras derivadas funcionales, dicho término dalugar a una constante, lo 
cual no es grave porque es una ecuacinn energética. Al derivar nuevamente, para calcular la función 
de correlación, desaparece. 
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La condición (B.12), base de la aproxiinación, es arbitraria y podría da r  Iii- 
gar a inconsistencias. L a s  funciones I<, pueden determinarse ahora por dos 
métodos. En primer lugar, podemos derivar el funcional dos veces y obten- 
dremos la función de  correlación (B.3) y, a partir de  ella, calcular Q ( z , z i ) ,  
(8.7).  (Se supone que no conocíainos el funcional exacto, como es el caso). 
Entonces, a simple vista, podemos escribir, 

Ahora bien, podemos buscar la  forma que la propia teoría nos d a  de  estas 
funciones. De las expresiones (B.21) y (B.23), podemos escribir 

Si siistituimos los valores de {IC,(p)), {p,] y v (z ) ,  obtenemos exactarneiite 
las funciones (B.27). En el artículo original [Percus, 19881, se sugiere que la  
expresión (B.28) difícilmente puede dar Iiigar a las funciones {I<,) correctas. 
Es fácil, pero un t an to  engorroso, coinprobar que no es el caso. La consisteiicia 
de  la aproximación en este ejemplo parece sugerir que si, en el límite iiniforine, 
la  matriz al '(p) es de  rango uno -para algunos pesos-, la matriz a" también lo 
será, pero obviamente no lo prueba. 

A este respecto, recordemos el problema con el que primero nos encontrarnos: 
expresar Q ( ~ )  en la  forma (8.17). Aunque con la  reformulación (B.24) iio es 
necesario que lo logremos -ni siquiera que lo lleguemos a intentar-, si realmente 
iio es posible hacerlo, la ecuación (8.25) puede no ser soluble o ,  en el peor de  
los casos, puede apor tar  soluciones que no son consistentes con la  aproximación. 
En el ejemplo que hemos tratado,  es fácil ver que podemos definir los pesos para 
qiie todo f ~ n c i o n e ' ~ .  En otros casos, las cosas pueden complicarse. Es más,  se 
conocen fiinciones de  correlación que no se pueden expresar de ese rnodo, la  
función de correlación del fluido HS el aproximación PY, por ejemplo. Para 
sol!icionarlo, es necesario una aproximacióii inás versátil. 

Un problema grave, que no está limitado a esta aproximación, se percibe al 
hacer la  últ ima integración que d a  Iiigar a (B.26). Como aparece una constaiite 
de  integración, que  de  hecho puede aparecer inultiplicada por una  función de  
z, el potencial no  está unívocarnente determinado. Como se explica en la  
nota 11, el término puede no causar problemas, pero ¿podría aparecer uno qiie 
dejara indeterminado el funcional?. Y si no puede aparecer, ¿qué es lo que le d a  
a los factores del integrando que no dependen de  la  densidad 7, en nuestro caso 
p(z) y t ( z ) ,  esa propiedad de que no afecten al resultado finali3? Adviértase 

' Z ~ d v i é r t a s ~  que los pesos no están univocnmente definidos, puesto que los pesos (8 .5)  son difer- 
entes a los obtenidos n lo largo del ejemplo (véase la nota 10). 

'3Estos factores eon p i  y p ~ ,  lo cual concuerda con In expresión (8 .23)  en la que las densidades 
promediadas pueden sacarse de la integral como factores rni~ltiplicativos. 
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que, en general, cualquier promedio de la densidad, con cualquier peso -no sólo 
los pesos propios del funcional-, cumple la propiedad anterior y puede añadirse 
o sustraerse a voluntad, moviendo el nivel de energías en una constante, sin 
afectar a la función de correlación. 

B.4 El Modelo de Yaakov Rosenfeld 
Si bien Percus propuso una mejora, la Aproximación de Rango 2 [Percus, 19881, vamos 
a explicar, directamente, un modelo que se enmarca dentro de tal  aproximación en 
3D. 

B.4.1 Las Funciones Peso 

Por los años 80, florecieron l i s  aproximaciones WDA para el funcional de esferas 
duras. El funcional se expresaba como (véase la sección 52.4.10) 

donde P era una densidad promediada según 

La función peso, w ,  se determinaba de tal forma que el funcional recobrara la función 
de correlación directa del fluido en el limite homogéneo. El alcance de dicha función 
peso era .-u. Por ejemplo, en el funcional de Tarazana [Tarazona, 19841, dicha función 
se expande en series de la  densidad, siendo el primer término14 

3 
W Q  = - @(u - r). 

4 x 6  
(8.30) 

Para una mezcla de esferas duras de distintos tamaños {uj} resulta ser: 

c ( r , )  ( U  u - r - ' 1 )  cuando p -+ O. (B.31) 

Esta iiltimapuntualización sirve para evidenciar que la función escalón que se obtiene 
no es una función peso adecuada en el sentido de las funciones peso que discute Per- 
cus. La expresión depende de dos partículas -lo cual puede pasar inadvertido en la 
ec. (B.30)- en contraste con las funciones peso que obtuvimos en el capitulo anterior 
(compruébese que, en las dos elecciones de funciones T de Percus, el alcance nunca 
supera el tamaño de la partícula, mientras que en (B.30) la  función llega a un vo- 
lumen 8 veces mayor que el de la esfera). Es un buen ejercicio intentar expresar de 

14En general, se obtiene que el primer término del desarrollo diagramático de c es la función f de 
Mayer [Honsen 8 McDonold, 19861: 

( r )  - 1 - e ) cuando p + O. (B.29) 
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algún modo -hay varios- una función escalón @(u - z) de modo que sólo dependa de  
fiinciones @(u/2 - 2). La vía inás rápida es hacer sendas transformadas de  h u r i e r  
y relacionarlas entre ellas para,  finalmente, obtener la función @(u - z)  corno una 
convolución de  fiinciones @(u/2 - z) ,  que piiede incluir derivadas. 

Ahora podemos enlazar con la forma de la función de  correlación. A la  vista 
de  (B.14), dicha función debe venir expresada como convoluciones de los pesos, y 
no como la función peso misma. Roseiifeld, interesado en expresar las propiedades 
termodinámicas con ayuda de  funciones peso que involucraran sólo una partícula, se 
percató que hay una única rrianera de  expresar la función escalón @(uj +ut - Ir- 
r'l) de tal modo que dependa únicamente de  funciones @(uj - Irl). Es la  siguiente 
[Rosenfeld, 19891 

@(uj+~L-Ir-r'[) = 

(0)  ( O )  (3) 

(b.32) 

w!3) @ U j  +u; @ u .  1 + W i l )  ~ ~ ( 2 )  1 + W!2) @ ' , ( l )  1 +J1) @ u ( 2 )  1 + (2)  1 '  

donde el símbolo @ denota la convolución'5 

( b )  (x-r) wj (x-r'), (8.33) 

y las funciones w ,  todas dependientes de  @(uj-lrl), son las siguientesI6: 

Las fiinciones encontradas por Rosenfeld presentan las siguientes características: 

"Cuando las funciones que intervienen en la convolución (B.33) son vectores, se sobreentiende 
une integral del produco escalar. 

'O Para dame cuenta de que todos dependen de la función sefialada, recuérdense las igualdades: 

Las funciones vectoriales, pites, son herederos de las derivadas que aparecen en 1D cuarido se quiere 
llegar a tina expresión similar 
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Dichas furiciones resultan ser candidatos perfectos a funciones peso de un fun- 
cional a la Percus, por la similitud del desarrollo (8.32) con (B.14), y como tal 
las toma remo^'^. 

Sólo dependen de la geometría de una p a r t í ~ u l a ' ~ .  Las densidades promediadas 
que se obtendrían tomando estas funciones como pesos serían promedios de 
volumen o superficiales, ajustados a la forma de la partícula. 

El supeíndice de cada función no es casual. Está elegido de tal modo que las di- 
mensiones de la función u(") son [L]o-D = [ v ] ( " - ~ ) I ~ ,  donde D es la dimensión 
del espacio. Convenientemente, sólo aparecen couvoluciones de funciones cuyas 
dimensiones cuadran: w ( ' ) w ( ~ )  y w ( ' ) ~ ( ~ ) .  

Las funciones no están determinadas en una constante multiplicativa, puesto 
que aparecen multiplicándose por pares. Dichas constantes están elegidas de 
modo que la normaliiación de las mismas es: 

los invariantes del cuerpo (área, volumen, longitud). En cambio, las funciones 
vectoriales tienen norma cero: 

"Debe notarse que Rosenfeld obvia toda la relación de los factores que aparecen multiplicados a 
los pesos con O ~ ~ , p p  ( P ) .  Poca información parece que se pueda obtener puesto que correpondenan 

al Lirnp-o ( p ) ,  de donde se han obtenido estas funciones. Sin embargo, en este punta queda 
claro que, aunque el funcional exacto tuviera I R  forma que se le asume, todos los pesos que dieran 
lugar a derivadas segunda tales que Limp-o O ~ ~ , p p  ( p )  = O se han perdido. 

"Se han suprimido los subíndices del sistema de mezcla de esferas por simplicidad en la notación. 
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B.4.2 La Construcción del Funcional 

Si elegimos estas funciones como pesos y proponemos un funcional de  la forma 

siendo 

entonces, la  propia consistencia termodinámica determinará prácticamente la  función 
a, tal y como sucedía en la  aproximación de rango 1 de Percus, a falta de  una  aproxi- 
mación que hay que introducir. Antes de  continuar, debe obiervarse que, a diferencia 
del funcional de  Percus, Rosenfeld toma  la  parte ideal de la  energía libre en su  forrria 
exacta y no la introduce en la aproxirnación. Habiendo definido las densidades pro- 
mediadas según (8.37) y (8.38),  su norrnalización es la misma que la  de  los pesos, 
(8 .35)  y (B.36), y se reducen a dicha normalización multiplicada por la  densidad 
promedio, en el limite uniforrne. Adviértase que, en dicho limite, las densidades p, 
coinciden con las variables de  partícula escalada [Reiss el al., 1959, Rosenfeld, 19801 
(véase 32.3.4). 

La función @ debe tener unidades de  [L]-D. Por tal razón, sólo puede ser una  
suina de  términos con esas mismas unidades, multiplicados por unos coeficientes adi- 
mensionales. Para construir dichos términos sólo contarnos con las densidades {p,] y 
{pe]. Como la función @ debe tener un desarrollo del virial, no podemos tomar inás 
que productos de  densidades. De lo contrario, la función resultante no sería analítica. 
A los coeficientes adimensionales, por su parte, no  les queda más  reiiiedio que depeii- 
der de  la iinica densidad proinediada adimensional, p~ = p3. Las dernás densidades 
tienen unidades y, para fabricar cantidades adimensionales, sólo podríamos emplear 
cocientes entre ellas, perdiendo nuevamente la  analiticidad de  la  función @ resultante. 

Echando iin vistazo a los pesos (recordemos que tienen las misinas unidades que 
las densidades promediadas a las que dan lugar), se comprueba que las únicas corn- 
binaciones de  pesos con las dimensiones adecuadas son: 

PO, PiPZ, P2P2P2, PlP2, ~ 2 ( ~ 2 ~ 2 ) 1  

con lo que el funcional tiene que expresarse, con las suposiciones previas (exclusiva- 
rnente, la  forma del funcional y los pesos), del modo: 

@({fm)>{Pat)  = (B.39) 
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Ahora es cuando hay que introducir una aproximación para  fijar el valor de 
las funciones { A , } .  Para  ello, se hace uso de la  teoría de  la  partícula escalada 
[Reiss et al., 1959, Lebowitz €4 Rowlinson, 19641. Cuando una de  las esferas se hace 
de  t amaño  infinito, u, +m, el trabajo necesario para insertarla en el sistema sera el 
potencial químico pj y el producto de  la presión por su volumen, p q .  Esto impone 
la  condición definitiva al  funcional [Rosenfeld, 19801 

Si se introduce la expresión (8.39) en (B.40), se obtienen 5 ecuaciones diferenciales 
sencillas que son fácilmente integrahles y cuyas constantes de  integración se  determi- 
nan exigiendo que la  función de  correlación directa verifique (B.29). Haciendo esto, 
se llega a que'g 

donde 

Esta  forma está en completo acuerdo con la  aproximación de  rango 2 de Percus 
[Percus, 19881. Tal y como Rosenfeld apunta [Rosenfeld, 19891, varios intentos pre- 
vios de  construir un funcional en 3D generalizando a partir del funcional de 1D 
[Robledo, 1980, Robledo €4 Varea, 1981, Fisher €4 Heinbuch, 19881 se basan principal- 
mente en el término @s. 

B.4.3 La Función de Correlación Directa 

Cuando se calcula la  función de  correlación y se reduce al límite homogéneo, se obtiene, 
coiiio se espera de (B.14), 

- C j  k = X(3) [Wj3) @ W?)] + x(2) [u?) @ w ~ 2 ) + w ~ )  @ wj3) 1 + 
(B.44) 

l +  

' ' ~ n  el articulo original [Rorenfeld, 19891, aparece una errata en los dos signos de (8.43), que fue 
señalada posteriormente [Phon e t  al . ,  19931. 
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donde 

quedando de  manifiesto que @v no iiiterviene en la función de  correlación en el límite 
iiniforme. Puede comprobarse que ésta es la función de correlación directa del fluido 
IIS en la  aproximación PY [Rosenfeld, 1989). Eii cierto modo, elegir corrio pesos los 
que se obtienen del límite p-O es considerar que c( r )  = O para r > O ,  resiiltado de  la 
mencionada aproximación. 

Para acabar,  reescribarnos (B.44) término a término como 

entonces hemos encontrado una forma de escribir dicha fuución mediante funcioiies 
geornétricas de  dos esferas de  diámetros u, y o k  cuando se ericuentran separadas tina 
distancia r .  Ida función A 4  k(r) es el volumen de  solapamiento, A S j  i,(r) es el á rea  
de  dicho volumen, AR, k(r) es el radio medio de  la envolvente convexa de  las esferas 
-cuando se solapau- y @(r- (oj-ok)) es el indicador de  que se solapan (la fuución de  
Mayer). 

B.4.4 Problemas de la Aproximación 

El problema más  grave que aparece en esta aproximación proviene de  la  ecuacióii 
(B.32), precisameiite, de  donde parte toda  la teoría. Una descomposición de  ese 
t ipo  no es, en absoluto, fácil de  conseguir. En l D ,  hay varias forrnas de  con- 
seguirla -que daii lugar al funcional exacto-. En 3D, como hemos visto, t an  solo 
hay iina. En ZD, sorprendentemente, no hay. Es preciso considerar iin niirnero 
infinito convoluciones o tomar  una expresión aproximada [Rosenfeld, 19901. ' 

Cuando el potencial no es el potencial de esferas duras, aunque varíe t an  sólo 
la forma, la descomposición mencionada es inalcanzable, por el momento, salvo 
para cubos duros paralelos [Cuesta, 19961. 

El funcional (B.41) no es capaz de  predecir la  transición del sistema HS. De 
hecho [Kierlik €4 Rosinbeg, 19901, predice un sólido estable en todo el rango d e  
densidades. Por este motivo, la aproximación -a pesar de  su indudable atractivo- 
quedó relegada a un seguiido plano por los funcionales WDA, algunos de cuyos 
resiiltados numéricos eran más  cercanos a los resultados de  simulación. 
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B.5 Modificaciones del Funcional 

B.5.1 El Funcional de Kierlik & Rosinberg 

Poco después de la aparición del modelo de Rosenfeld, los franceses Kierlik y Rosin- 
berg construyeron un funcional para el sistema HS en 3D, basándose en argumentos 
similares y discutiendo el papel del número de funciones peso que se necesitan. Con 
ayuda de sólo 4 de estas funciones, además, todas escalares, obtuvieron un funcional 
que resultó ser equivalente al del Rosenfeld [Phan el al., 19931. 

B.5.2 La Reducción Dimensional 

El desgraciado problema de la ausencia de transición de fase en el sistema 3D-HS 
puede ser remediado, tal y como demostraron Rosenfeld, Schmidt, Lowen y Tara- 
zona perdiendo parte de consistencia con la aproximación de la partícula escalada 
[Rosenfeld el al., 19971. De su resolución afloró un punto sutil de la  teoria funcional, 
la reducción dimensional [Rosenfeld, 1996aI; el hecho de que, cuando se obliga a 
que una distribución de densidad p(r) permanezca confinada en alguna de sus di- 
mensiones, por ejemplo p(r) = p(z, y)6(z), el funcional resultante, 33D[P(~,Y)6(z)] ,  
debe reducirse al funcional construido por el mismo niétodo para el sistema en la 
dimensión menor, F2D[p(z,y)].  Surgió, asi mismo, la idea de que la habilidad de 
un funcional en su correcta reduccióri al lirnite exacto en OD -una cavidad que so- 
porta una partícula a lo sumo-, está muy relacionada con una buena descripción de 
la fase sólida [Rosenfeld, 1996bI. En base a consideraciones de este tipo, se ha re- 
formulado la teoria para dar lugar a un nuevo funcional con notables propiedades 
[Tarazona 0 Rosenfeld, 19971. 

B.5.3 Los Cubos Duros Paralelos 

Como acabamos de mencionar, la descomposición (B.32) es también posible en el 
sistema de cubos duros paralelos [Cuesta, 19961. Al parecer, en dicho sistema, la 
aproximación de Rosenfeld funciona considerablemente mejor y puede considerársele 
como el modelo más simple2' [Cuesta €4 MartZnez-Ratón, 1997al. Señalemos, para 
finalizar, que la reducción dimensional también se ha  estudiado en el sistema de 
cubos paralelos, produciendo mejoras comparables a las mencionadas en el sistema 
HS [Cuesta 0 Martínez-Ratón, 1997bl. 

%OEn esta referencia, p c d e  encontrarse una formulación general de la teoría d i  Rosenfeld, en 
principio para cualquier dimensión y cualquier potencial. 
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Apéndice C 

Teoremas de Separación 
Cero para Sistemas No 
Homogéneos 

Resumen 

Se derivan, en este apéndice, relaciones exactas para l a  distr ibución de distr ibución de 
n caviclades, y(n)( l ,  ..., n). Alguna de estas relaciones han sido empleadas previarriente 
sin garantía de su validez. 
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C . l  Introducción 

La función de distribucion de cavidades de un fluido HS se define, confrontar (3.30), 
por 

donde g(r) es la función de distribución radial, e(r) =exp(pu(r)), O =  l/T, y u(r) es 
el potencial HS. Como vimos, es una cantidad importante en las ecuaciones integrales 
y en las teorías de perturbaciones de líquidos [Hansen 0 McDonald, 19661. También 
comentamos que y(r) es continua para r = d, e igual a g(r) para r 2 d, donde ahora 
designamos por d al diámetro de la esfera dura. 

Existen dos resultados exactos para esta función en el límite uniforme, denomina- 
dos Teoremas de Separación Cero. El primero, debido a Hoover y Poirier, establece 
que [Hoover 0 Poirier, 19621 

donde p es el potencial químico, p= N / V  es la densidad promedio y A = (h2/2?rrn~) ' I2  
es la longitud de onda térmica. Meeron y Siegert probaron el segundo de los keoremas 
[Meeroa 8 Siegert, 19661: 

Posteriormente [Grunke 8 Henderson, 1972, Henderson 0 Grunke, 19721, ambos re- 
sultados se extendieron a mezclas de esferas duras y a funciones de cavidades de órden 
mayor. 

Por otro lado, Henderson y Grundke, como discutimos en el capítulo 56, pro- 
pusieron una parametrización muy simple de y(r) en el rango O < r <d:  

Los parámetros { a ; )  se determinaban de las propiedades termodinámicas del fluido 
HS, mediante las expresiones (C.2), (C.3), y la continuidad de y(r) y su derivada en 
r = d .  Los resultados de esta parametrización son excelentes [Tome f3 Paiey, 19771. 

Empleando simulaciones por ordenador, Choi, Ree y Ree propusieron una teoría 
perturbativa para describir sólidos clásicos que reproducía excelentemeiite las propie- 
dades termodinámicas de varios sistemas (con excepción de los potenciales repulsivos 
suaves) [Choi el al., 19911. A lo largo de su trabajo, los autores necesitaban evaluar 
la función i ( r )  del sólido HS, definida del modo siguiente: 
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donde y(1 ,2)  = g(1,2)e(12). Para simplificar la notación, emplearemos la siguiente 
notación: y(1,2) E y(r1, rz) ,  g(1,2) g(r1, rz), e(12) E e(r lz) ,  etc. A falta de  o t ra  
información, Choi, Ree y Ree asumieron qiie las relaciones válidas para  el sistema 
homogéneo eran válidas para el sólido, y einplearon la paranietrización (C.4) para de- 
terrriinar 6 en el intervalo O < r < d.  Motivados por este trabajo,  mostramos a coiitiii- 
uación que, en efecto, relaciones análogas a aquellas del fluido son válidas, no  sólo para 
sólidos, sino para sistemas no uniformes en general, con el cambio y u 6 .  Se derniies- 
traii, a s u  vez, iiua serie d e  jerarquias de ecuaciones para la  función de  distribución de  n 
cavidades, y(")(l, ..., n) ,  para sistemas no uniformes. .Jerarquías equivalentes existían 
para fluidos [Iloover €4 Poirier, 1962, Grunke €4 Henderson, 1972, tlenderson, 1983, 
tlenderson €4 Grunke, 19721. Básicamente, estas relaciones son consecuencia de  dos 
teoremas que se obtienen tornandoel limite l i 2 e n  y(n)( l ,  ..., n )  y dY(")(l, ..., n)/dri,. 
A partir de  dichas jerarquías, se obtienen los teoremas mencionados de  separación 
cero. 

Señalemos que la  relación (C.2) se obtiene fácilmente de la  definición de  Q(r), 
(C.5), Y de  

que, según nuestro conocimiento, era la iinica relación exacta demostrada para sis-, . - 
temas no homogéneos [Hoover Poirier, 1962, Rowlinson €4 Widom, 19861. 

C.2 Teorema para la Función Distribución de n 
Cavidades 

Consideremos la función de  distribución de  n partículas en la  colectividad canónica, 
p(n)( l ,  ..., n). Segiin vimos en el capitulo $2, esta fuiición se define por 

N !  J d ( n + l )  ... d N  e x p ( - o U ~ ( 1 ,  ..., N)) 
p(n)( l ,  ..., n )  = - - 

( N  - n)! Jdl  ... d N  e x p ( - p U ~ ( 1 ,  ..., N ) )  

d ( n + l )  ... d N  e x p ( - o U ~ ( 1 ,  ..., N)) ,  
(N  - n)!Z,V(V) (C.7) 

donde U,v(l, ..., N )  es la  energía de interacción y ZN(V) es la  fuiición de partición 
configuracional d e  N esferas en un voliirnen V. Si el potencial de  interaccióii UN 
puede dividirse por pares, entonces 

donde se  define u>-,(i) corno la energía de  interacción de la partícula i ( i  = 1,  ..., n )  
con el resto de  las N - n partículas: n + 1,  ... and N .  De la  propia definición de  
función de  cavidades, 

~ ( " ' (1 ,  ..., n )  = exp(PU"(1, ..., r ~ ) ) ~ ( " ) ( l ,  ..., n) ,  ( c . 9 )  



y de las ecuaciones (C.7) y (C.8), se llega fácilmente a 

d )  . . d ~  exp -P(Ui.-"(ntl, , N )  + Z u k - . ( i )  , (C.10) 
Zi.(V) i = l  1 

donde hemos sustituido N!/(N - n)!pn por su limite termodinámico Vn. De (C.lO) 
aparece la interpretación habitual de y(")(l, ..., n): es proporcional a la probabilidad 
de encontrar n cavidades de radio d en los puntos 1,  ..., n en un sistema de N esferas 
duras [Meeron tY Siegert, 19681. Ahora, hagamos colapsar dos cavidades en el rnismo 
punto, digamos 1 + 2. Claramente, puesto que para esferas duras exp(-P(u'(l) + 
~ ' ( 2 ) )  + exp(-pue(2)), entonces, 

1 1 - p(2) yCn)(2, 2 ,3 ,  ..., v i )  = - exp(pP) y("-l)(2, 3, ..., n) ,  
P A3P 

donde hemos empleado la ecuación exp(,0pezt) = VZN-l/ZN. Este resultado, la ec. 
(C.12), puede escribirse de forma más general y constituye el primer teorema: 

p(i) y(")(l, ..., i ,  ..., j-1, i , j + l ,  ..., n) = 
1 

- e ~ p ( ) ~ ~ ~ ( l , . . . ,  i . j - l j + l , . .  n), j = 1 . .  n i # (C.13) 
A3 

El teorema (C.13) constituye una jerarquía de relaciones exactas que proporcionaii, 
a su vez, una colección de iutersantes resultados exactos. Si tenemos en cuenta que 
y(1) = l , ,  el miembro n = 2 de (C.13) recupera la ecuación (C.6). Haciendo colapsar 
sucesivamente más cavidades mediante la ecuación (C.13), se obtiene que 

resultado que es una extensión de la propiedad de invariancia que proporciona (C.6). 
Por su parte, el miembro n = 3 de (C.13) resulta: 

que con (C.14) para n = 2 se convierte en 

y(3)(1, 2,2) = y ( 2 ) ( ~ , 2 ) y ( 2 ) ( ~ , ~ ) .  
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Esta expresión es sencillamente generalizable a :  

De ésta, se sigue una nueva generalización: 

y(")(l, ..., r - l , r ,  r, ..., r = y(')(l, ..., r-1, r)y(n-r+')(r, ..., r ) .  (C.19) - 2 
7' n-r 

Una sucesiva aplicación de  (C.13): 

que puede excribirse de  una  forma más  atractiva corno: 

y también: 

= y(2)(1, 1)'-' y(2)(1,2)y(2)(2, 2)"-'-'. ('2.22) 

n-r 

Es interesante darse cuenta de  que las ecuaciones (C.16), (C.17), (C.18), (C.21) y 
(C.22) expresan que la  aproximación de  superposición se cumple exactamente para 
y(") cada vez que dos cavidades colapsan. Adviértase, también,  que y(") es invariante 
con respecto a cualquier permutación de  las n particulas. 

Las ecuaciones rnencionadisse reducen a las encontradas por Henderson y Grundke 
[Ilenderson t3 Grunke, 1972len el límiteuniforme(véase, asii vez, [Henderson, 19831). 
Por ejemplo, las funciones y@) en ese limite dependen exclusivamente de  la posición 
relativa entre las partículas. Las ecuaciones ((215) y (C.16) pueden escribirse, por 
tanto,  coino: 

y ( 3 ) ( r l z = ~ ,  r13=r, r23=i)  = ' (C.23) 
1 

y(')(rI2 = O) Y(2)(r23 =r)  = 3 exp(0p) y(')(rz3= r). 
PA 
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F igu ra  C . l :  Configuración geométrico de dos cavidades que colapsan. 
(Explicación el el tezlo). 

C.3 Un Teorema para la Derivada de la Función 
de n Cavidades 

Para simplificar la derivación del siguiente teorema, nos restringiremos al caso n = 2 
para finalmente generalizar a cualquier n. Para una dirección ri2 fija, evaluarenios 
las derivadas de ambos lados de la ecuación (C.lo), para n = 2, con respecto a 7'12. 
Tomaremos, entonces, el limite 1 -+ 2(r12 i O), es decir, haremos que la cavidad 
centrada en ri tienda a coincidir con la cavidad centrada en r 2  (obteniendo el primer 
miembro de una jerarquía BGY [Hansen €4 McDonald, 19861 para sistemas no uni- 
formes): 

Advirtamos ahora que UN-2 + ~ ; - ~ ( 1 )  + ~ ; - ~ ( 2 )  = UN-3 + ~ ; - ~ ( 1 )  + u;-,(2) + 
u>-,(3). Por otro lado, para 2 y 3 fijos, tenemos que dri3/dri2 = -cosOis y, 
finalmente, de(r)/dr = 6(r - d). Podemos, pues, reescribir la ecuación (C.24) como 
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donde hemos definido el ángulo 8 1 3  de acuerdo con la figura C.1. Las Únicas con- 
tribuciones no nulas al integrando en (C.25) son aquellas en las que el centro de la 
cavidad 3 está situada en la superficie de la cavidad 1. Consecuentemente, con el 
cambio de variables r3 = rl + rl3, resulta 

donde la posición 3 está obligada a permanecer en la superficie de la cavidad 1, y d i3  
es un vector de módulo d a lo largo de la dirección r13. Si rz3> d entonces e(23) = 1 
y la integral en (C.26) se lleva a cabo sobre todas las posibles direcciones (figura 
C . ( a ) ) .  Si r23 < d,  entonces e(23) sólo es diferente de cero cuando 3 se encuentra 
sobre la cara externa de la lúnula construida con las cavidades 1 y 2 (figura C.l(b)).  
En el limite 1 - 2 (r12-0) podemos escribir: 

donde liemos empleado la exacta (C.16). La integral lleva un signo de acen- 
tuación para denotar que la  integración angular está restringida a la media superficie 
determinada por la dirección r12 (figura C.l(c)). Aliora, considerando (C.6), llegamos 
finalmente al teorema: 

-d2p(2)p(2) ~( ' ) (2 .2 )  / 'daz3 cos @U ~ ( 2 1 ~ 1 2 1 )  ~ ( ~ ) ( 2 , 2 + d 2 3 ) .  (C.28) 

La generalización de la ecuación (C.28) puede obtenerse fácilmente: 

-dzp(jIn d n ) ( j ,  ..., j )  f da jk  ~ o s ~ j k p ( j + d j k ) ~ ( ~ ) ( ~ , ~ + d j k ) ,  

2 . n i f j ;  k = n + l ,  ..., N. (C.29) 

El limite uniforme de la ecuación (C.28) recupera el resultado de Meeron y Siegert 
[Meeron €4 Siegerl, 1968) : 
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que puede escribirse alternativamente como ( C . 3 ) .  

C.4 Dos Teoremas para la Función de Distribución 
de Cavidades Promediada Angularmente 

De ia definición de Q, ec. ( C . 5 ) ,  y del teorema ( C . 1 3 )  para n = 2 ,  es decir, la ecuación 
(C.6), se obtiene sin esfuerzo que: 

que demuestra que el mismo teorema para y ( 0 )  en sistemas uniforme es válido para 
y ( 0 )  en sistemas no uniformes. 

Integrando sucesivamente ( C . 2 5 )  sobre 0 1 2  y 2 ,  encontramos: 

Si procedemos ahora del mismo modo que en la sección anterior, obtenemos: 

En el limite 1 -t 2 :  -- / d C 2 1 ~ / d 2 / d n ~ ~  p ( 2 ) 4 2 )  p ( 2 i d 2 3 )  ~ ( " ( 2 ~ 2 )  y ( ' ) ( 2 , 2 + d 2 3 )  cos @23, 
4 n v p 2  

donde la integración sobre C212 peririanece, puesto que Q23 está referida a la dirección 
1-2. La ecuación puede reescribirse como: 



C.4 Fiinción de C a v i d a d e s  P r o m e d i a d a  Angi i l a r rne i i t e  195 

donde f (dz3)  sólo depende de l a  dirección 2 - 3. Sil integración sobre R23 está pesada 
por C O S ~ ~ ~ ,  pero la integración sobre R12, a la cual debe referirse 0 2 3 ,  posibilita que: 

de donde obtenemos finalmente: 

Si ahora empleamos (C.31) y (C.14), la ec. (C.37) puede escribirse como: 

o bien, 

que demuestra que el segundo teorema, ec. (C.3), también se  aplica a 1/ 

Este apéndice está basado en el articulo: C. Rascón, G.  Navascués, L.  Mederos, 
New Ezact Relolions for the Many-Cavity Distribution Function of Non-Uniform 
Hard-Sphere Systems, Molecular Physics, 84, 373 (1995), y elimina las 4 erratas en- 
contradas en la versión publicada. 
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