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TEORIA DE SENSORES NANOMECANICOS
APLICADOS A LA DETECCION BIOLOGICA

José Jaime Ruz Martinez

Resumen de la tesis

En los ultimos afos los sensores basados en dispositivos micro y nanomecanicos han
demostrado su gran potencial en campos como la medicina o la biologia para la deteccién de
complejos bioldgicos asi como la medicidon de su masa o incluso sus propiedades mecanicas.
Generalmente, estos sensores operan en dos modos distintos: el modo estatico y el modo
dinamico.

El modo estdatico consiste en medir una deformacién de la estructura debida a la accién de un
agente externo. Un tipo de estructura muy utilizada en este caso es una palanca anclada en un
extremo y libre por el otro extremo. Cuando se funcionaliza una de las superficies de la
palanca y se adsorbe una capa de biomoléculas se produce una tension superficial que hace
que la palanca se doble. Esta deformacidén estd directamente relacionada con la tensidn
superficial aplicada. La teoria mas utilizada a dia de hoy que relaciona la deformacién de la
palanca con la tensién superficial aplicada fue formulada en 1909 por George Gerald Stoney. El
problema de esta teoria es que no tiene en cuenta los efectos de anclaje de la palanca, y estos
efectos son muy importantes a la hora de cuantificar de una manera precisa la tension
superficial actuando sobre la palanca. Matemdticamente, el hecho de incluir el efecto de
anclaje en el problema lo complica enormemente hasta tal punto que no existen soluciones
analiticas del mismo. En una primera parte de esta tesis doctoral se desarrolla una teoria
rigurosa para incluir los efectos de anclaje de la palanca en las ecuaciones de la deformacién.
Se utilizan condiciones de contorno mas relajadas promediando valores a lo largo de la
coordenada transversal para finalmente llegar a ecuaciones muy compactas y precisas.

El modo dindmico es mas cominmente utilizado para medicién de masa. El concepto se basa
fundamentalmente en medir el cambio en las frecuencias de resonancia de la estructura
cuando una pequefia masa se adhiere a la superficie. El incremento de masa en el sensor que
supone esta adhesién hace que sus frecuencias de resonancia bajen en mayor o menor medida
dependiendo de la posicién de adsorcién. Recientemente se ha demostrado que la adhesidn
de un adsorbato en la superficie del resonador no solo tiene el efecto de aumentar la masa
sino que también puede incrementar la rigidez del resonador produciendo consigo un
aumento de las frecuencias de resonancia. Este aumento de las frecuencias de resonancia esta
directamente relacionado con diversas propiedades del adsorbato como por ejemplo su
moddulo de Young, forma, orientacidn o drea de contacto con la superficie del resonador. Un
estudio riguroso que relacione todas estas propiedades con el cambio en las frecuencias de
resonancia falta claramente en la literatura a dia de hoy. Es por eso que el segundo gran pilar
de esta tesis doctoral se centra en el desarrollo de una teoria que explique en detalle en efecto



de rigidez de un adsorbato sobre las frecuencias de resonancia de una estructura resonante,
en concreto se focaliza en el caso particular de palancas o puentes obteniéndose férmulas
faciles de implementar que relacionan los cambios en frecuencia con el médulo de Young, area
de contacto, orientacidon o forma del adsorbato.

La ultima parte de esta tesis doctoral se centra en el desarrollo de un algoritmo para resolver
el denominado ‘problema inverso’ que consiste en la obtenciéon de informacién valiosa del
adsorbato como su masa, posicién de adsorcidén o su rigidez efectiva a partir de los cambios
relativos en frecuencia en varios modos de vibracidon de la estructura. El método se probd
satisfactoriamente con nanoparticulas de oro y con bacterias Escherichia coli (E. Coli),
experimentos que sirvieron a su vez para confirmar experimentalmente las teorias
desarrolladas sobre la rigidez del adsorbato en esta misma tesis.
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Introduccion.

1. Motivacion y objetivos.

Las estructuras micro y nano-electromecanicas (MEMS, NEMS) han
demostrado en los ultimos afios su gran potencial como sensores
ultrasensibles. Hoy en dia tienen aplicacién en multitud de campos tal
como la nanocalorimetria®, deteccién infrarrojaz, sensores de gases y
quimicos®’, medidas de flujo de particulas®, deteccién de ondas

10-22

acusticas’ o biosensores entre otros muchos. El principio basico

consiste en medir un cambio en alguna propiedad mecanica de la
estructura cuando se produce una interaccidn con algun agente
externo. Dichas estructuras se pueden encontrar en la literatura en
multitud de formas y configuraciones como por ejemplo membranas

23-26 27-30

suspendidas o palancas con un extremo anclado vy el

31-33

, puentes
otro libre ™", Tradicionalmente estos sensores usan dos tipos de
modos operativos: i) modo estdtico, el cual consiste en medir una
deformacion estatica de la estructura debida a la interaccién con el
agente externo vy ii) modo dindmico, el cual consiste en la medida de
un cambio en la frecuencia de resonancia de la estructura. Una de las
aplicaciones mas importantes del modo estatico consiste en la medida
de la tensidn superficial inducida por la adsorcién de una capa de

3443 En este caso

moléculas en una de las superficies de la estructura
las palancas han sido sin lugar a dudas la geometria mas utilizada en la
literatura debido principalmente a su baja constante elastica y su
amplia superficie. Generalmente se funcionaliza una de las superficies
de la palanca de tal forma que una capa de material bioldgico se

adhiere a dicha superficie provocando una tensién superficial. Debido
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a que la otra superficie de la palanca esta libre de tensién superficial
se produce un momento flector que provoca una deflexion fuera del
plano de la palanca. El estudio tedrico de esta deformacion es
fundamental para relacionar la deflexion que sufre la palanca con la
tensién superficial provocada por la capa de material bioldgico,
relacién que constituye la base para la transduccién sin la utilizacién
de marcadores de numerosas interacciones receptor-ligando como
por ejemplo hibridacién de acidos nucleicos, reacciones inmunitarias,
interacciones carbohidrato-proteina o interacciones bacteria-
antibidtico” ¥ 2% “* La primera férmula tedrica que relacionaba
directamente la deflexién de una palanca con la diferencia de tensién
superficial entre sus caras fue publicada en 1909 por G. G. Stoney® y
ha sido ampliamente utilizada por la comunidad cientifica hasta la
actualidad. El problema de la formula de Stoney es que no tiene en
cuenta el efecto que el extremo anclado de la palanca tiene sobre la
deflexién debido a que fue deducida para placas totalmente libres de
anclajes y este efecto puede llevar a importantes errores a la hora de
calcular la tensién superficial. Por tanto, un estudio riguroso de la
deformacion de una palanca debida a la diferencia de tensién
superficial entre sus caras teniendo en cuenta la condicion de anclaje
de la palanca es fundamental para la correcta interpretacion de los
resultados cuando este tipo de estructuras se utilizan como sensores
bioldgicos. Veremos también que el efecto de anclaje en palancas no
es exclusivo para el caso estatico y puede manifestarse también en el

49-51

caso dindmico™~ ", La tension superficial también se puede medir en

modo dindmico a partir del cambio en la frecuencia de resonancia de

la estructura®?>®

, sin embargo el modo dindmico es mas cominmente
utilizado para medicion de masa. El concepto se basa
fundamentalmente en medir el cambio en las frecuencias de
resonancia de la estructura cuando una pequefia masa se adhiere a la
superficie. El incremento de masa en el sensor que supone esta
adhesién hace que sus frecuencias de resonancia bajen en mayor o
menor medida dependiendo de la posicion de adsorcion. Los amplios

avances en técnicas de micro y nano fabricacién en los ultimos afios



Teoria de sensores nanomecdnicos aplicados a la deteccidn bioldgica

han posibilitado el estudio y desarrollo de dispositivos cada vez mas

pequefios y mas sensibles®’s 1% 22 >9:63

llegdndose a detectar masas en
la escala del yoctogramo (10** g) utilizando resonadores basados en
nanotubos de carbono®. Sin embargo, la capacidad de medir masas
ultra bajas no es la Unica caracteristica que hace que este tipo de
dispositivos tengan un alto potencial como sensores ultrasensibles. Se
ha demostrado que la adhesion de un adsorbato en la superficie del
resonador no solo tiene el efecto de aumentar la masa sino que
también puede incrementar la rigidez del resonador produciendo
15, 64-67. Este

aumento de las frecuencias de resonancia estd directamente

consigo un aumento de las frecuencias de resonancia

relacionado con diversas propiedades del adsorbato como por
ejemplo su mdédulo de Young, forma, orientacién o area de contacto
con la superficie del resonador’’. Ademds, recientemente se han
propuesto dispositivos NEMS como espectrometros de masa para

68-70

determinados tipos de particulas™ '". Los espectrometros de masas

convencionales identifican distintos tipos de particulas mediante su

y . 71,72
relacion carga-masa con muy alta precision ™

. Sin embargo, su uso
estd limitado a particulas bastante ligeras (<10 g). Los
espectrometros de masas basados en NEMS superan esta dificultad
haciéndolos especialmente iddneos para la identificacién de especies
mas pesadas como es el caso de muchos complejos macromoleculares
en biologia. Ademds, el hecho de que sean sensibles a otras
propiedades mecanicas como las mencionadas anteriormente hace
gue realmente valga la pena su estudio y desarrollo ya que podrian
tener un impacto muy fuerte en campos como la biologia o la
medicina. Cada vez es mas evidente que las propiedades mecdnicas de
los sistemas bioldgicos juegan un papel fundamental en el desarrollo
de ciertas enfermedades o en diversos procesos que tienen lugar en
estos sistemas. Por ejemplo, se sabe que la elasticidad de las células es
un indicador muy fiable para saber cuando una célula se transforma

7374 Estudios recientes han demostrado también que

en cancerigena
algunos virus pueden modular sus propiedades mecdnicas como

respuesta a un estimulo externo o para facilitar la infeccién celular’.
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Por ejemplo, en el caso del virus de la inmunodeficiencia humana o el
de la leucemia murina se conoce que hay una clara disminucién de su
rigidez durante el proceso de maduracién actuando como un activador
mecanico para el proceso de infeccion’®. Por tanto el desarrollo de un
modelo tedrico para obtener informacién no solo sobre la masa sino
también sobre las propiedades mecdnicas del adsorbato es
fundamental para seguir avanzando y sacar el maximo partido de
estos prometedores dispositivos con infinidad de posibilidades para la
identificacion de complejos bioldgicos.

Los principales objetivos de esta tesis doctoral son los siguientes:

1. Estudio tedrico del efecto de anclaje en palancas y desarrollo de una
teoria para incluir dicho efecto de la manera mas sencilla posible.

2. Estudio tedrico del efecto de rigidez de un adsorbato sobre las
frecuencias de resonancia de estructuras tipo palanca o puente y
desarrollo de una teoria que relacione los cambios en frecuencia con
las distintas propiedades mecanicas del adsorbato involucradas en
dichos cambios.

3. Desarrollo de un algoritmo para obtener informacion acerca de la
masa y la rigidez de un adsorbato a partir de los cambios en frecuencia
de varios modos de vibracién.

2. Estructura de la tesis.

A continuacién se detallan brevemente los cinco capitulos en los que
se divide esta tesis doctoral.

Capitulo 1. En este primer capitulo se introducen los conceptos
basicos y la teoria previa necesaria para el correcto entendimiento de
esta tesis doctoral.

Capitulo 2. El segundo capitulo estd dedicado a los sensores
nanomecdnicos en modo estatico. En concreto se desarrolla una
nueva teoria para incluir el efecto de anclaje en la deformacidn
flexural de una palanca concluyendo en una formula compacta. La

6
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teoria se compara con teorias previamente existentes y se valida con
simulaciones por elementos finitos y datos experimentales.

Capitulo 3. En este capitulo se detalla la teoria detrds de los sensores
nanomecdnicos en modo dindmico. Se explican los dos efectos
fundamentales que aparecen: i) el efecto de masa vy ii) el efecto de
rigidez para el caso concreto de resonadores tipo palanca o puente.

Capitulo 4. En este capitulo se expone un amplio estudio sobre el
importante papel que juegan los bordes de un adsorbato en el efecto
de rigidez. Se desarrolla una teoria que incluye dichos efectos de
borde al relacionar los cambios en frecuencia de una estructura tipo
palanca o puente con el efecto de rigidez. La teoria es validada por
medio de simulaciones por elementos finitos.

Capitulo 5. En el ultimo capitulo de esta tesis doctoral se explica en
detalle el problema inverso que consiste en obtener informacién
acerca de propiedades del adsorbato como su masa o su rigidez a
partir de la medida de varios modos de vibracidn. Se desarrolla un
algoritmo para solucionar dicho problema inverso y se valida tanto con
simulaciones Monte Carlo como con medidas experimentales con
nanoparticulas de oro y bacterias Escherichia coli (E. Coli).
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Capitulo 1

Teoria de la elasticidad aplicada a sensores
nanomecanicos.

1.1. Introduccidn a la elasticidad.

Cuando decimos que un cuerpo o material tiene la propiedad de ser
eldstico nos referimos a que cuando se le aplica una fuerza externa
éste se deforma y cuando dicha fuerza cesa volverd a recuperar su
forma inicial. Todos los materiales estructurales presentan en cierto
grado esta propiedad, la diferencia fundamental entre ellos estd en la
maxima deformacién que pueden soportar antes de sufrir cambios
permanentes. Si deformamos un material mas alla de su limite elastico
éste sufrird dafos estructurales y no volvera a recuperar el estado en
el que se encontraba anteriormente a la deformacién. A lo largo de
todo este manuscrito se considera que las deformaciones en ningln
caso superan el limite eldstico de los materiales. Por supuesto,
comportamientos como viscoelasticidad o plasticidad pueden estar
presentes en diversos fendmenos relacionados con la deteccién
bioldgica pero se ha considerado que para el estudio concreto en el
gue se centra esta tesis doctoral estos efectos son despreciables. Otra
propiedad importante es la homogeneidad de los materiales. Si bien
es cierto que disminuyendo la escala lo suficiente encontramos que
cualquier material esta compuesto por entidades individuales (ya sean
atomos, moléculas o celdas cristalinas), y que por tanto ningun
material es homogéneo, a escalas suficientemente grandes el altisimo

8
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numero de estas entidades hace que los valores promedio salgan a
primer plano dando lugar a las propiedades macroscépicas de los
materiales. En este punto se considera que la materia es continua y
que cualquier elemento de volumen en un cuerpo tiene exactamente
las mismas propiedades mecdnicas que el resto. Aunque en esta tesis
doctoral se estudian dispositivos mecanicos de tamafio nanométrico,
se considera que aun estamos lejos de la escala en la que los efectos
ligados a la individualidad de las moléculas son relevantes y por lo
tanto se considerara la materia como continua, homogénea e
isotropa.

1.2. Desplazamientos y ecuaciones constitutivas.

En este apartado se deducirdn las ecuaciones que son los cimientos y
el punto de partida de toda la teoria que se desarrolla en esta tesis
doctoral. Estas ecuaciones relacionan la deformacién de un material
con los desplazamientos y las tensiones y son la base de la teoria de la
elasticidad lineal.

Supongamos un elemento de volumen en equilibrio como el que se
muestra en la figura 1.1. Sobre cada cara de este elemento de
volumen actuan fuerzas que pueden descomponerse en las tres
direcciones x,y, z. Sea A el area de cada cara, definimos la tension g;;
en el punto P representado por las coordenadas (x,y,z) como la
fuerza por unidad de area en la direccion j ejercida sobre la cara cuya
normal tiene direccién i en el limite A — 0. De esta forma cada punto
del material estara sometido en general a una tension o;;, o lo que es
lo mismo, la tension o;; depende en general de las coordenadas
(x,y,z). Por lo tanto podemos decir que la tensién en cada punto del
material esta descrita por 9 cantidades o;;. Sin embargo, Ia situacion
de equilibrio del elemento de volumen implica que el momento total
aplicado alrededor de cada uno de los ejes x,y y z tiene que ser cero
lo cual lleva directamente a la condicion o;; = 0gj; y por tanto
finalmente encontramos que la tensién en cada punto estd descrita
por 6 y no 9 cantidades que son dyy, Oyy, 0,5, Oxy, Oxz Y Oy,. Estas 6

cantidades definen un tensor simétrico de orden 2 de manera que la

9
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tensién tiene matematicamente todas las propiedades que tiene un
tensor simétrico de segundo orden.

<

L

7 et I B Y
«\\\\\X\
Ny

Figura 1.1. Esquema de las distintas componentes del tensor de tensiones

actuando sobre un elemento de volumen.

Cuando un cuerpo se deforma debido a la accidon de una fuerza,
podemos describir su estado de deformacidn mediante el vector
desplazamiento en cada punto. Llamaremos u,v y w a las
componentes del vector desplazamiento correspondientes a las
direcciones x,y y z respectivamente. Supongamos un segmento que
une dos puntos dentro de un material. Si ambos puntos tienen
exactamente el mismo vector desplazamiento, el segmento que los
une no habrd sufrido ninguna deformacién. Por tanto para que exista
deformacion debe haber un cambio en el vector desplazamiento. En
este sentido se define la componente ¢;; de la deformacién en el
punto (x,y,z) como la variaciéon de la componente i del
desplazamiento por unidad de longitud a lo largo de la direccién i:

10
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__0u __0v __ow
Exx = 55 Eyy = ay €22 = %, (1.1)

También podemos tener variacion de una componente del
desplazamiento a lo largo de una direccién perpendicular, por ejemplo
cuando el desplazamiento u cambia a lo largo de una linea en el
material paralela a la direccion del eje y. Para ilustrar este concepto,
consideremos el cuerpo representado en la figura 1.2.

— g e I x
O dx >

Figura 1.2. Representacion de las componentes cruzadas del tensor
deformacion en una rotacion de sélido rigido.

Sean u y v los desplazamientos sufridos por el punto O a lo largo de
los ejes x e y respectivamente, el punto A ha sufrido una variacion por

. . . 3} . .
unidad de longitud del desplazamiento u dada por ﬁ al mismo tiempo
gue el punto B ha sufrido una variacién por unidad de longitud del

. v u v ..
desplazamiento v dada por P En el caso que 3 = o lo Unico que

se habra producido es una rotacién de cuerpo rigido del elemento y
por tanto ninguna deformacién. Con el objetivo de excluir estos casos
de nuestro estudio se definen las componentes cruzadas de la
deformacion de la siguiente manera:

11
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1/0u ov 1 /0u ow 1 (/0v ow
fxy—z(wa) exz—z(a+a) gyz—z(va) (1.2)

Si no incluimos el coeficiente S en la definicion también cumplimos

nuestro objetivo de excluir la rotacién de cuerpo rigido, sin embargo
este factor confiere a la deformacién propiedades tensoriales que nos
serdn de utilidad posteriormente y por tanto, por conveniencia, las
componentes cruzadas de la deformacidn se definen de esta forma. Es
obvio en la ecuacion (1.2) que ¢;; = gj;. Las ecuaciones (1.1) y (1.2) se
conocen como relaciones deformacion-desplazamiento.

El siguiente paso es encontrar las ecuaciones que relacionan la
deformacién con la tensién aplicada. En general, la mayoria de los
materiales siguen la llamada ley de Hooke’’ para deformaciones
suficientemente pequeiias. Esta ley establece una relacidn lineal entre
tensién y deformacién. Consideremos de nuevo el elemento de
volumen de la figura 1.1. La tensidn o, producira un alargamiento del
elemento en la direccién x, pero también un estrechamiento en las
direcciones perpendiculares:

1
- _go'xx (1.3)

Exx = Eo-xx Eyy = _Eo'xx €2z =

Las constantes E y v son especificas para cada material y se
denominan mddulo de Young y coeficiente de Poisson
respectivamente. De manera totalmente equivalente se puede
obtener la deformacion debida a tensiones oy, y 0,, obteniéndose

finalmente |la deformacidén total en cada direccidn:

Exx = %(Uxx —v(oyy + Jzz))
Eyy = %(Uyy —V(Oxx + Uzz)) (1.4)

€22 = %(JZZ - V(Gxx + ny))

Para obtener la relacion entre tensién y deformacion para las
componentes cruzadas nos ayudaremos de las propiedades
tensoriales de la tensién y la deformacion. Supongamos un elemento

12
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en el plano xy cuyas caras estan sometidas a una tensién cruzada
pura gy, tal como se muestra en la figura 1.3.

A
! !/
Y T
A g > A
\\ ,/
\\ 4
\\\\ 4 // A
\\\\ P e
\\\\\ // ,/
\\ ,/
\‘ // >
) %) oz
-« O

Figura 1.3. Representacion de tension cruzada pura en el plano xy.

En el sistema de coordenadas (x, y) tendremos un tensor de tensiones
0
Oxy

. . . .z s
cruzada ogyy. Sin embargo, si aplicamos una rotacion de 5 Y nos

Ux . .
dado por & =[ Oy] en el que Unicamente tenemos tension

situamos en el sistema (x',y") el nuevo tensor de tensiones no tendra

R Oy 0
componentes cruzadas y vendrd dado por &' = Oy . ]
xy

Utilizando las ecuaciones (1.4), el tensor deformacion en el sistema

Oxy(1+V) 0
ror < Al __ E .
(x',y") vendrd dado por &' = oxy(140) | Aplicando la
O _— =z
E
rotacién inversa al tensor deformacién para volver al sistema original
0 Oxy(1+V)
A E
(x,y) obtenemos & = Oy (141) . Igualmente se puede
E

obtener el mismo resultado para las componentes xz e yz dando
finalmente lugar a:

13
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(1+v)

xy = 5 Oxy
1+v

€xz = ( £ )sz (1.5)
(1+v)

vz = To-yz

Las ecuaciones (1.4) y (1.5) se denominan ecuaciones constitutivas y
relacionan la deformacion con la tensidén en un material elastico. Estas
ecuaciones constituyen la base de toda la teoria que se desarrolla en
esta tesis doctoral.

1.3. Energia de deformacion y ecuaciones de
equilibrio.

Cuando un cuerpo eldstico se deforma debido a la accién de una
fuerza, el trabajo que realiza dicha fuerza queda almacenado en forma
de energia potencial eldstica. Consideremos de nuevo el elemento de
la figura 1.1. La tension oy, aplicada sobre la cara de area dydz
genera una fuerza de valor o,,dydz que provoca un alargamiento del
elemento dado por ¢,,dx. Debido a la relacidn lineal entre oy, y €, €l

trabajo que realiza la fuerza viene dado por dW = %Uxxsxde. Este

concepto se puede generalizar a nivel tensorial de manera que la
energia de deformacion de un elemento de volumen viene definida

como:

En la ecuacién (1.6) se esta usando el convenio de indices repetidos de
Einstein’® de manera gue la energia de deformacién es un escalar y
por tanto invariante a cambios de sistema de referencia. Esta
propiedad es muy importante y sera utilizada posteriormente. El
hecho de que la energia total sea la suma del trabajo realizado por
cada componente de la tensién por separado es debido a que estamos
considerando una energia conservativa, es decir, estamos
despreciando cualquier pérdida de energia por disipacién de calor. El

14
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trabajo realizado por las fuerzas externas dependerd por tanto
Unicamente del estado inicial y final de nuestro material.

La variaciéon del funcional de energia de deformacién nos lleva
directamente a las ecuaciones de equilibrio:

Si expresamos la deformacion en funcidon de los desplazamientos
obtenemos:

aO'ij

j 6x,- Xj axj
Utilizando el teorema de Gauss’® podemos simplificar la ecuacién
(1.8):

En caso de que haya fuerzas externas realizando trabajo sobre el
sistema, habra que tener en cuenta este trabajo en el calculo anterior.
Puede haber dos tipos de fuerzas actuando sobre el sistema: fuerzas
volumétricas que actuan en todo el volumen y fuerzas de superficie
gue actlan Unicamente en la superficie que rodea el cuerpo. La
variacion de este trabajo viene dada por:

W = [ o 6u,dS; + [ Fidu,dv (1.10)
Igualando la ecuacién (1.10) a la variacién de energia de deformacion
interna (1.9) obtenemos:

ao-..
t —
Donde F; es la fuerza por unidad de volumen actuando en la direccion
i. La integral en la superficie en (1.11) nos da las condiciones de
contorno para nuestro problema. Como se puede ver, en cada
superficie de contorno o bien la tensidn normal interna es igual a
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tensién normal aplicada externamente o bien los desplazamientos
deben ser conocidos. La integral en el volumen nos da las ecuaciones
diferenciales de equilibrio:
d0;;
Yy F =0 (1.12)
6x]-
Si escribimos la ecuacién (1.12) de una forma mas vistosa en lugar de
en notacién tensorial nos queda:

00xx 6ny 00y, _
ox + 3y + P +E =0

g

dayy 00xy 00y, _

Y L, = 0 (1.13)
00,

0027 4 0%z 4 2%z 4 | =

dz ox dy

1.4. Deflexidn de vigas y palancas.

En este apartado se desarrollara la teoria que se usa para describir los
problemas de deflexién pura de estructuras que tienen una dimensién
caracteristica mucho mayor que las otras dos. Supongamos una viga
como la que se muestra en la figura 1.4. La longitud L es mucho mayor
que la anchura b y el espesor h. La principal deformacién es una
deflexién pura en la direccién z dada por la funcién desplazamiento w.
Por deflexion pura en z entendemos que no se producen movimientos
de torsién o de traccion con lo cual la componente x de la
deformacion en el eje definido por z = 0 es nula, el desplazamiento v
debe ser una funcion impar en y y los desplazamientos u y w deben
de ser funciones pares en y. Este tipo de estructuras también se
conocen como vigas de Euler-Bernoulli®.
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|

Figura 1.4. Esquema de una deflexion genérica de una viga. Las superficies
laterales son libres de relajarse y por tanto la tension normal en estas caras
es cero.

Por la geometria del problema podria pensarse que no existe
deformacion en la coordenada y, sin embargo no hay que olvidar que
si el coeficiente de Poisson no es cero, cualquier deformacién en x o
en z producen a su vez una deformacion en la coordenada y. Si
consideramos que la deformacién es pequeiia, podremos desarrollar
los desplazamientos en serie de potencias de y y z y quedarnos con
los términos de menor orden, ya que el dominio de variacién de estas
dos coordenadas es muy pequefio en comparacién con el dominio de
la coordenada x y los desplazamientos deben variar de manera suave.
Tomando estas consideraciones y desarrollando hasta segundo orden
en y y en zZ nos queda para una deflexion pura:

u(x,y,z) = z6,,(x) + Zszz(x)
U(.X, Y Z) = yvo(x) + yzeyz(x) (1.14)
w(x,y,2) = wo(x) + 260,,(x) + y?kz, (x) + 2%k, (x)

Donde 6Oy, Kxz, Vo, Oyz, 0,7, Kyz Y K5z SON funciones genéricas de x
que seran calculadas a continuacion, y w, es el desplazamiento de la
viga en la direccidn z justo en su eje central (x,y) = (0,0).

El hecho de considerar un desarrollo en serie hasta segundo orden en
los desplazamientos es necesario para obtener un desarrollo correcto
hasta primer orden en las deformaciones. Esto es debido a que
despreciar un término de segundo orden en los desplazamientos

17
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podria suponer despreciar un término de primer orden en la
deformacion. Por tanto, utilizando las ecuaciones (1.1) y (1.2) vy
quedandonos ahora solamente hasta primer orden en y y en z
obtenemos las siguientes componentes del tensor deformacion:

Exx = ngz’(x)
Eyy = Vo(x) + 260,,(x)
Ezz = sz(x) + 2Z’czz(x)

1 '
Exy = 5 YV (X) (1.15)
ez = 2 (02200 + o' (1) + 2 (1, () + 20,00 )

ty2 =¥ (1 (1) + 303, ()

En cuanto a la tensidén hay varias cosas que se pueden decir. Debido a
que la anchura b y el espesor h son mucho mds pequeiios que la
longitud L, y a que las caras laterales son libres de deformarse y por
tanto no soportan ninguna tensiéon normal, podemos considerar que a
primer orden las componentes de la tension g, y 0,, son nulas en
toda la estructura. Igualmente, debido a que estamos considerando
una deflexion pura pequefia a lo largo de la direccion z, las
componentes dy,, Oy, Y 0y, también pueden considerarse nulas a
primer orden. Si imponemos estas condiciones a la tension, calculada
a partir de introducir las ecuaciones (1.15) en las ecuaciones (1.4) y
(1.5) obtenemos:

1
Uo(x) =0 sz(x) =0 Kzz(x) = EVW(I)I(X) sz(x) = _WOH(x)
(1.16)

1
Oyz(x) = vwg (x) Kzy(x) = 5yWg'(X) Kz (x) = 0

Las componentes de la tensidn y la deformacidn quedan finalmente
como:
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e =0 (1.17)
&z =0
&z =0
Oxx = —Ezwy" (%)
gyy =0
=0
Ozz = (1.18)
Oxy =0
Oxz =0
Oy, =0

Introduciendo las ecuaciones (1.17) y (1.18) en la ecuacién (1.6) e
integrando en la seccién transversal de la viga obtenemos la energia
de deformacién por unidad de longitud:

U= bzﬁwo”(x)2 (1.19)

3
Donde D, =% y se denomina rigidez flexural de la viga. Como

podemos ver, la energia de deformacién de una viga de Euler-
Bernoulli es independiente a primer orden del coeficiente de Poisson y
es proporcional al cuadrado de la curvatura. El momento flector M
gue actla sobre la seccidén transversal de la viga se define como la
suma de los momentos producidos por cada una de las fuerzas
presentes. En nuestro caso segun (1.18) la Unica componente de
tensidn distinta de cero a primer orden es g, y por tanto el momento
flector vendra dado por:

h/2

M= f—h/z 20, dz = — Dywy" (%) (1.20)

La fuerza cortante en la seccidn transversal de la viga se define como
la resultante de las fuerzas que actuan sobre dicha seccion transversal.
Debido a que gy, es lineal en z y que las demas componentes de la
tensién son cero, podemos decir que la fuerza cortante es cero a
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primer orden en z. Sin embargo, para que se cumpla la primera de las
ecuaciones de equilibrio (1.13) es obvio que debe de existir una
componente g, a un orden superior en z. Podemos calcular dicha
componente de la tensién ya que las caras de arriba y abajo deben
tener tension o,, = 0 debido a que estamos considerando que no
existen fuerzas superficiales externas, por tanto tenemos:

Oup = — [ 22 dz + C = ZE(42 — h)w, ) (x) (1.21)

Como vemos la componente cruzada de la tension o,, es cuadratica
en z y por lo tanto puede ser despreciada a primer orden. La fuerza
cortante viene dada por:

h/2
Q= f_f{/z 0ypdz = — Dywo® (%) (1.22)

A partir de (1.20) y (1.22) podemos escribir la ecuacidn de equilibrio
en la seccion transversal de la viga en funciéon del momento flector y la
fuerza cortante:

_am

Q= (1.23)

dx

1.5. Vibracion flexural de vigas y palancas.

En este apartado se estudiardn las vibraciones a lo largo del eje z de
una viga o una palanca como deflexiones puras. Sea wy(x, t) el perfil
de la vibracidn en funcién de x y t, la energia de deformacién vendrd
dada por (1.19) con la pequefa diferencia de que ahora la curvatura
también depende del tiempo. Suponiendo una densidad homogénea
p, |la energia cinética por unidad de longitud a primer orden en b y en
h viene dada por:

7 _ 1 Owg (x,t) 2
T = bhp (*222) (1.24)

Por tanto, la funcion lagrangiana podemos escribirla como:
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_1 6W0(x,t))2 B &(azwo(x,t))z 195
L_zbhp( at 2 ax? (1.25)
Aplicando las ecuaciones de Euler-Lagrange®! a la lagrangiana (1.25)
obtenemos la ecuacion diferencial de la vibracidn flexural de una viga
de Euler-Bernoulli:

92wy (x,t)
ot2

4
+ D, LD _ (1.26)

dx*

hp

La ecuacidn (1.26) se puede resolver por el método de separacién de
variables y su solucién viene dada por wy(x,t) = wy(x) cos wt donde
wy(x) viene dado por:
X X X X

wo(x) = A cos—ﬁ + A, sin—ﬁ + Ag cosh—ﬁ + A, sinh—ﬁ (1.27)
L L L L
donde A;, A,, A3, A, y B son constantes a determinar por las
condiciones de contorno y w es la frecuencia angular de la estructura
gue viene dada por la siguiente expresién:

hg? | E
_ . 1.28
YT 12p (1.28)

Las condiciones de contorno pueden ser de varios tipos. Este apartado
se centrara exclusivamente en dos casos de especial interés: anclado-
libre (como palancas) y anclado-anclado (como puentes). Una
condicion de contorno anclada implica que tanto la deflexion como la
pendiente son cero y una condicién de contorno libre implica que
tanto el momento flector como la fuerza cortante son cero.
Supongamos en primer lugar que el primer extremo de la viga (x = 0)
estd anclado y el segundo (x = L) esta libre. A partir de las ecuaciones
(1.20) y (1.22) llegamos a la conclusidon de que las condiciones de
contorno que debemos imponer son:

2 3
wo(0,6) = 0 o0 _ Owolt) _ 9wl _ 5 (1.29)

0x dx? dx3
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Las condiciones de contorno (1.29) generan un sistema de ecuaciones
lineales homogéneo para las constantes A;, A,, Az y A,4. Por tanto, la
Unica forma de que exista una solucién distinta de la trivial es que el
determinante del sistema sea cero lo cual significa que debemos
poner tres de estas constantes en funcién de la cuarta. La condicién de
determinante cero nos lleva directamente a la ecuacion de
autovalores para el caso anclado-libre a partir de la cual obtendremos
los posibles valores de la constante f3:

1+ cosfcoshf =0 (1.30)

La ecuacion de autovalores (1.30) tiene infinitas soluciones, cada una
de ellas, referenciadas a partir de ahora como f,, dard lugar a un
modo de vibracidn distinto en la viga. Los cuatro primeros autovalores
Bn vienen dados aproximadamente por 1.8751, 4.6941, 7.8548 vy
10.9955. Como la frecuencia angular de vibracion (1.28) depende del
autovalor 8, también tendremos una frecuencia de vibraciéon para
cada modo. La solucién para la deflexion podemos finalmente
escribirla como:

wo(x, t) = A Y, (x) cos wyt (1.31)

donde A es una amplitud arbitraria y 1,(x) es la autofuncién
correspondiente al autovalor f3,, que describe la forma del n-ésimo
modo de vibracion y viene dada por:
XPn XPn COSﬂn+C05hﬁn( _XPn . XPn
x) =cosh— —cos—+ ——— sm——smh—) 1.32
¥n () L L  sinpB, +sinh B, L L (1.32)
De forma analoga al caso anclado-libre se pueden calcular los
autovalores y las autofunciones para el caso anclado-anclado. En este
caso las condiciones de contorno que debemos aplicar son las
siguientes:

awe(0,t)
ax -

awo(Lt)

Wo(o, t) =0 ox

0 wy(L,t)=0 0  (1.33)

22



Teoria de sensores nanomecdnicos aplicados a la deteccidn bioldgica

Las condiciones de contorno (1.33) nos llevan a la siguiente ecuacion
de autovalores:

1—cosfcoshp =0 (1.34)

Los cuatro primeros autovalores para el caso anclado-anclado vienen
dados aproximadamente por 4.7300, 7.8532, 10.9956 y 14.1372. La
forma de los modos es en este caso simétrica con respecto al punto
medio de la viga y viene dada por:

xBy, xB, cosf, —coshpf,

Yp(x) = coshT —c0S—+———— (sin

XPn Bn
L sin 8, — sinh 8, I s h—)

; (1.35)

Ambas ecuaciones (1.32) y (1.35) estan normalizadas segun la

L , . .
condicién fo ¥ (x)?dx = L que es la mas comun en la literatura.

La figura 1.5 muestra la forma de los cuatro primeros modos de
vibracién para ambos casos anclado-libre y anclado-anclado.

Modo 3 Modo 4

Modo 1 Modo 2

N

Amplitud normalizada

/X /f \ Q/h
\ / \\/ \\//
R Anclado-Libre Anclado-Anclado
x/L X/L

Figura 1.5. Forma de los cuatro primeros modos de vibracion en funcion de la
coordenada x normalizada a la longitud total de la estructura L. A la
izquierda el caso de anclado-libre y a la derecha el caso de anclado-anclado.

Es importante resaltar que aunque esta teoria de Euler-Bernoulli se ha
desarrollado para estructuras con una longitud L mucho mayor que su
espesor y anchura, sigue siendo valida en muy buena aproximacién
para describir los modos de vibracion flexurales de una palanca cuya
anchura no sea tan pequefia en comparacion a su longitud.
Obviamente cuanto mayor sea la anchura en comparacién a la
longitud mayor serd el error que cometemos al describir las
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vibraciones flexurales con esta teoria debido sobre todo a efectos de
anclaje y de coeficiente de Poisson, pero lo cierto es que incluso para
placas delgadas con anchura igual a la mitad que su longitud, esta
teoria describe con bastante exactitud las vibraciones flexurales de
estas estructuras®’.

1.6. Teoria de deflexidn de placas delgadas.

En este apartado vamos a desarrollar la teoria de deformacion estatica
para palancas cuya anchura no es despreciable frente a su longitud. La
forma de abordar el problema es analoga a como se hizo en el
apartado 1.4 con la uUnica diferencia de que ahora la coordenada y es
tan importante como la x. Desarrollamos los desplazamientos en z
hasta segundo orden para deflexidn pura tanto en x como en y:

u(ny'Z) = Zexz(x;J’) + ZZKXZ(x;y)
v(x,y,2) = 20,,(x,y) + 2%k, (x,y) (1.36)
W(x,y,z) = Wo(x'Y) + Zezz(x'y) + ZZKZZ(x'y)

El hecho de que a primer orden en z las componentes de la tensién
0,2, Oxz Y Oy deban ser cero nos lleva a la siguiente solucion para las

funciones que aparecen en (1.36):

02 . 02 f
Ky (X) =0 Kyy(x,y) = 2(11/— v)( W;}EZ‘ ) + Waojgf y)) Ky () = 0
owy (x,y) _aWo(x'J’) (1'37)

Oz (x) = — Gyz(x) = 02(x,y) =0

0x dy

Con lo cual las componentes de la deformacién y de la tensién a
primer orden quedan como:
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92wo (x,y)

Exx = T2 dx2

_ aZWO(er’)
Syy = 7L 5,2

_ v (Pwe(xy) aZWO(XJ’))
€2z = 1—v( dx2 + dy? (1.38)
¢ 9%wo (x,y)
xy 0x0y
&z =0
&y, =0

_ E_ (9*wo(xy) 02wy (x,y)
Oxx = =% 1—v2( 0x2 L ay? )

_ E_ (9*wo(xy) 9%wo (x,y)
Oyy = ~2 1—v2( ay? L 0x2 )
0,, =0 (1.39)
oo = E 9%wo(x,y)
xy = 14V dxdy
Oxz; =0
0y, =0

Ahora tenemos momentos flectores correspondientes a las
componentes x, y y cruzada de la tension y vienen dados por:

h 2 2
My, = [*120,cdz = — D, (a Wolty) 4 o2 WO(x'y))

> dx2 ay?
h
Z 92wy (x, 82wy (x,
My = [%420,,dz = = D, (72520 1y Z20C) (1.40)
EZ 2%wo(x,y)
— — 0\A,
My, = f_zgzaxydz == Dy =Gy
Donde D, = ﬁ y se denomina rigidez flexural de la placa. Al igual

gue en el caso de la viga, para calcular la fuerza cortante debemos
calcular las componentes gy, y g,, a un orden mayor en z. Para ello
utilizamos la primera y segunda de las ecuaciones de equilibrio (1.13)
e integramos en z imponiendo que se anulen en las caras de arriba y
de abajo:
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00y 004\ E(4z% — b)) (3 wy(x,y)  9wo(x,)
Oxz = —f + dz = +
dx dy 8(1—-v?) dx3 dxdy?

3 0oy, 00y, iy = E(4z% — h?) [33wo(x,y) 33wy(x,y) (1.41)
Oz = f dy + ax ) 8(1—v?) dy3 + dydx?
Utilizando (1.41) las fuerzas cortantes vienen dadas por:

h/2 _ Pwo(xy) | Pwoxy)
Qu = f h/2 Oxzdz = Dy ( ax3 + dxdy? ) (1.42)
h/2 _ BPwo(xy) | BPwo(xy) '
Qy f h/2 Uyz dz = Dp ( ay3 + Aydx2 )

La energia de deformacién podemos calcularla introduciendo las
ecuaciones (1.38) y (1.39) en la ecuacion (1.6):

2
U = Dz—"[("’;;" + %) —2(1-v) (6;;0‘1:—;”; Zx‘g; )] dxdy (1.43)
En la ecuacion (1.43) y en los célculos que se haran a continuacion se
ha omitido la dependencia con x e y de la funciéon w, para una mayor
claridad. La variacién del funcional de energia de deformacién nos
lleva a la ecuacidn diferencial de la placa delgada y a las condiciones
de contorno que debemos imponer. A partir de la ecuacion (1.43)
obtenemos:

b/2

8U =D, | Lida+["],

Ledy + [ Ldx + L | (1.44)

Donde Iy, Iy, I, y Iy, vienen dados por:

. 64W0+2 0*w, +64W0 5
A7\ axt d0x2dy? = dy* Wo

L= 6(6W0) 92w, N 92w, 5 33w, 0 3wy \1™"
X ox )\ axz 7V dy? RCANFPE 2= oxdy*/| _

_ls (%) OWo o OW0) s (ZW0 4 (g =y o e (14
y - dy / \ oy? dx? o\ ay3 Jdyox?

I
~ y=-b/2
“2(1_ yy L Wo%y) Wo(x }’) ]y:b/z ] )
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El trabajo realizado por fuerzas externas puede venir de cuatro formas
distintas: como momento flector externo aplicado en alguno de los
bordes, como fuerza cortante aplicada en alguno de los bordes, como
fuerza puntual aplicada en una esquina o como fuerza volumétrica
aplicada sobre toda la estructura. Aun asi, debido a que estamos
considerando solamente casos de deflexidon pura, las fuerzas que se
apliquen deben ser fuerzas en la direccién z y los momentos deben ser
momentos alrededor de los ejes x o y. El trabajo que realiza un
momento flector viene caracterizado por el producto entre la
magnitud del momento y la variacién de angulo de rotacién. Para
deflexiones pequefias éste angulo viene aproximadamente
determinado por la pendiente de la funcién de deflexion. Por tanto, la
variacion del trabajo total realizado sobre el sistema vendra dada por:

G} x=L
sw = [f Fxy)owodA + 7)), [8 (52) MEE ) + 8ok )] dy +

fL [5 (%) Mext(x) + 6w Vext(x)]y=b/2 dx + [[MGXQSW ]y=b/2 ]x=L] (146)
0 vy oVy y——b)2 xESwy .

oy y=-b/2l,_
Igualando la ecuacién (1.46) a la (1.44) se obtiene finalmente la
ecuacién diferencial y las posibles combinaciones de condiciones de
contorno para nuestro problema. La ecuacién diferencial se obtiene a
partir de la integral en el area:
a*wyg d*wy  F(x,y)

TWo 4 o + 2% 1.47
dx* 0x20y? ayt Dp (1.47)

Donde F(x,y) es la fuerza por unidad de drea en la direccién z que
actua sobre la placa. La ecuacion diferencial (1.47) se conoce como
ecuacién biarmdnica y se debe cumplir en todos los puntos de la placa.

En las esquinas se debe cumplir que o bien el desplazamiento es
conocido, o bien la fuerza externa puntual dada por M,‘g’)’ﬁt debe ser

9%wyq
P gxoy
laterales, por ejemplo en x =0 o x =L, o bien la pendiente es

igual a 2(1 —v) veces el momento My, = —D . En los bordes

conocida o bien el momento flector aplicado MZ¥(y) es igual en
magnitud y opuesto en signo al momento flector interno M,, =
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62w0 62W0) . . . .
D, ( Py +v 3,2 )" Al mismo tiempo se debe cumplir que o bien el

desplazamiento es conocido o bien las fuerzas por unidad de longitud
aplicadas V,#*t(y) son iguales en magnitud y opuestas en signo a la

a3W0 a3W0 )
0x3 +(2Z-v) oxdy2)’

Andlogamente se obtienen las condiciones que se deben cumplir para
y = +b/2. Como se puede observar las fuerzas cortantes (1.42) no
aparecen en las condiciones de contorno del problema ya que en su

cantidad definida como Ve =D, (

lugar aparecen las cantidades V, y Vj,. Estas cantidades se denominan
fuerzas cortantes efectivas y la razén por la que aparecen en las
condiciones de contorno en lugar de las fuerzas cortantes (1.42) es
que el momento flector M,, también genera fuerzas cortantes de
manera que las fuerzas cortantes efectivas tienen en cuenta esta
contribucién proveniente del momento cruzado. Las fuerzas cortantes
efectivas se pueden escribir en funcién de las fuerzas cortantes (1.42)
y del momento flector cruzado y vienen dadas por:

OM,
i (1.48)
— Xy
Vy - Qy + 0x
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Capitulo 2

Sensores nanomecanicos en modo estatico:
Ecuacion de Stoney y efecto de tensidon
superficial.

Cuando sobre una palanca delgada se aplica un momento flector, ésta
se dobla en una cantidad que es proporcional al momento flector
aplicado. EI momento flector puede estar originado por diversas
causas. Por ejemplo, una palanca que esté formada por dos capas de
materiales con distinto coeficiente de dilatacién térmica, sufrira una
deflexién cuando se le someta a un cambio de temperatura debido al
momento flector provocado por la diferencia entre los coeficientes de
dilatacion térmica de cada una de las capas que forman la palanca.
Cambios de temperatura mayores produciran una deflexién mayor de
manera que la deflexién estd directamente relacionada con la

83-86

diferencia de temperatura™"". Otro ejemplo, mas en concordancia

con el tema de esta tesis, es el caso de la adsorcién de una capa de
material bioldgico sobre una de las caras de la palanca’ 1% 2% 4> 47. 8789
Debido a las fuerzas de interaccion entre las moléculas bioldgicas se
produce una tensién superficial que produce un momento flector y
dobla la palanca. Obviamente solo una de las caras debe estar
funcionalizada porque si lo estdn las dos solo conseguiremos una
tension axial en el plano de la palanca y el momento flector sera cero.
En éste caso la deflexidn de la palanca esta directamente relacionada

con la tension superficial producida por el material bioldgico. Por
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tanto, en la deflexidon de la palanca existe informacién acerca de su
causa con lo cual, midiendo la deflexién, podremos obtener dicha
informacién. Un sensor en modo estatico consiste bdsicamente en
esta idea, medimos la deflexion de la palanca y traducimos esta
deflexién a cambio de temperatura, tensién superficial, etc. Es
bastante obvio, como ya hemos mencionado antes, que un cambio de
temperatura mayor o una tensidn superficial mayor provocard una
deflexién mayor, pero si queremos obtener una relacidon cuantitativa
precisa entre estas dos cantidades debemos estudiar mas de cerca la
manera en la que un momento flector externo dobla una palanca. En
este apartado desarrollaremos la teoria que relaciona el momento
flector externo con la deflexién de una palanca rectangular con un
extremo anclado y los otros tres libres.

2.1. Ecuacion de Stoney.

En 1909 George Gerald Stoney publicé un trabajo en el cual se
relacionaba por primera vez la deflexién de una placa con la tensién
superficial aplicada®. El problema consiste basicamente en encontrar
una solucidn para la ecuacidon biarmdnica (1.47) cuando lo Unico que
estd actuando sobre la placa es un momento flector constante M
aplicado sobre cada uno de los bordes laterales, como muestra la
figura 2.1.

M

Figura 2.1. Esquema de una placa libre rectangular con un momento flector

M constante aplicado sobre cada uno de sus bordes.
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Considerando el origen de coordenadas en el centro de la placa, segun
se vio en el aparatado 1.6, las condiciones de contorno necesarias en
este caso seran:

2 2
Dp (6 wo (x,y) + Va Wo(XJ/)) =M x = iL/Z

dx2 oy?
%wo (x,) 2wo(x,y)\ _ _
Dp( ay? TV )_M y =1b/2

(2.1)
33wo(x,y) NP wo ) _ —
D (TSN 4 2 -)EM) — 0 x = +1/2

83wy (x,y) o NPwo ) _ —
DP ( ay3 +(2-v) dyodx? ) =0 y=1b/2
La solucién de la ecuacién (1.47) junto con las condiciones de contorno
(2.1) viene dada por:

wo(x,y) = =E (x? + y?) (2.2)

Donde kg = y se denomina curvatura de Stoney. La ecuacion

(1+v)Dyp
(2.2) se conoce comuinmente como ecuacidn de Stoney y viene a decir
gue una placa rectangular con un momento constante aplicado sobre

los cuatro bordes sufrird una deflexidn parabdlica tanto en x como en

- 9?wo (x,y)
y de tal forma que la curvatura en x definida como k, = —Qez Y la

92wo (x,y)

curvatura en y definida como k,, = 5,7 son constantes e iguales a

la curvatura de Stoney kg;. La ecuacién de Stoney (2.2) es muy precisa
y se lleva utilizando desde que se publicd para cuantificar la tension

37, 90-94

superficial en placas y es el punto de partida de teorias mas

modernas y que tienen en cuenta los efectos que puede tener el
hecho de que uno de los bordes esté anclado como es el caso de las
palancas que se estudian en el siguiente apartado.

2.2. Efecto de anclaje y solucion aproximada de
Sader.

Como hemos visto en la seccion anterior, la ecuacién de Stoney
presupone que todos los bordes de la placa estan libres. Sin embargo,
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es comun en los sensores nanomecanicos que uno o mas de los bordes
de la placa estén anclados, es decir, que la deflexion y la pendiente en
dichos bordes es cero. En el caso de las palancas, uno de los bordes
estd anclado y los demas estan libres con lo cual la solucién de Stoney
(2.2) no es vdlida en zonas cercanas al anclaje y el problema se
complica enormemente. Considerando ahora por conveniencia el
extremo anclado en x = 0, las condiciones de contorno (2.1) se
escriben ahora de manera diferente para tener en cuenta el anclaje:

WO(x.y)=%=0 x=0

D, (azv;ox(:.y) n vaz‘;;f:'y)) =M x=1

D, (62\/;03/(:,31) " vazvgl(:.y)) =M y=4b/2 (2.3)
b, (FpeR+@-TEE) =0 x=1

(e ) =0 =
La ecuacién (1.47) junto con las condiciones de contorno (2.3) no tiene
solucién analitica conocida. La condicién de anclaje hace que la
curvatura no sea constante en la region cercana al anclaje y conforme
nos alejamos de esta zona la solucidn de Stoney vuelve a ser valida
(figura 2.2). Algunos autores han intentado encontrar la solucién al
problema en forma de serie infinita de funciones hiperbdlicas vy
trigonométricas’>, sin embargo el calculo de los coeficientes de la serie
requiere la resolucidon de un sistema de infinitas ecuaciones de lenta
convergencia que por la naturaleza de las condiciones de contorno
(2.3) resulta estar muy mal condicionado y cuya solucidon debe ser
obtenida numéricamente y es tremendamente inestable. El hecho del
mal condicionamiento de este sistema de ecuaciones sugiere que
algunas de las condiciones de contorno (2.3) podrian estar en
conflicto. Supongamos por ejemplo el caso sencillo en el que el
coeficiente de Poisson es cero. Debido a que wy(x,y) = 0 a lo largo
de todo el extremo anclado, es obvio que no existe dependencia con
la coordenada y en todo este borde y por tanto la curvatura k,, = 0.
Sin embargo, en los laterales y = +b/2, debido al momento aplicado,
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debe cumplirse que k,, = M /D,, con lo cual existe un claro conflicto en
las esquinas de la palanca.

.’B§=0 =L
y=-b/2

Figura 2.2. Curvaturas ky y ky, en una palanca calculadas mediante
simulacion por elementos finitos. Las lineas discontinuas representan zonas
de igual curvatura. Como se puede observar, cerca del extremo anclado
(x = 0) las curvaturas distan mucho de ser constantes. Sin embargo,
conforme nos alejamos del anclaje y nos situamos en la llamada ‘Regidn de
Stoney’, la variacion de las curvaturas es muy pequefia y éstas vienen
aproximadamente dadas por la ecuacion de Stoney.

John Elie Sader abordé el problema de una manera aproximada dando
soluciones en casos asintéticos ®. Es de especial relevancia para el caso
de las palancas en modo estatico el limite asintético de longitud
mucho mayor que la anchura. En este caso Sader propuso una
solucién aproximada con una dependencia extra parabdlica en y dada
por:

Wo(x» y) = Wstoney(x: y) + fl(x) + f2 (x) + yzg(x) (2-4)

Donde Wstoney(x,y) es la solucién de Stoney (2.2) y las funciones
fix), f2(x) y g(x) son funciones que dan cuenta del efecto de
anclaje y vienen dadas por:
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2 (12 712 1,2 1T, \1; T,/ \b
2
_ Kgeb? 1 2v x
fal) == Zdi(ﬁ+§)exp(—fiz) (25)
i=
2
K x
960 = =S5 diexp(-ui7)
i=1

En las ecuaciones (2.5) las cantidades 7; y d; dependen solamente del
coeficiente de Poisson y vienen dadas por:

T = 2\/§\/5(1 —v) + (=1)i/10(1 —v)(2 — 3v)
d; = =L

T3-i~ T

(2.6)

La solucidén aproximada de Sader (2.4) muestra que la curvatura decae
exponencialmente conforme nos acercamos al anclaje con una
longitud de decaimiento del orden de la anchura b. Esta solucién es
muy precisa en el limite L > b y predice perfectamente la deflexion
en cada punto de la palanca para este caso. Sin embargo, para
palancas con valores de L~b, lo cual puede ser bastante comun, esta
solucién no es muy precisa. Nuestro objetivo es desarrollar soluciones
gue sean mas precisas en este rango a la vez que sencillas lo cual
simplificaria mucho la introduccién del efecto de anclaje en otras
teorias.

2.3. Valores medios a lo largo de la coordenada
transversal: propiedades y solucion.

El hecho de que las condiciones de contorno (2.3) puedan estar en
conflicto invita a intentar obtener una solucién al problema relajando
de alguna forma dichas condiciones de contorno. En este sentido se ha
propuesto una solucidn para la deflexién promediada a lo largo de la
coordenada transversal y. Aunque obviamente esta solucion pierde
informacién local debido a que se esta promediando en y, permite
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relajar la condiciéon de anclaje y la expresién final que se obtiene es
muy compacta e intuitiva.

Empezamos por obtener una solucion de la ecuacion biarmdnica
mediante el método de separacién de variables. Sea wy(x,y) =
X(x)Y(y), la ecuacién (1.47) homogénea dividida entre X(x)Y(y)
queda de la siguiente forma:

2x" Y ) , XW) |, Y® ()

(2.7)
XY W) X(x) Y(»)

La ecuacion (2.7) se puede reescribir definiendo unas funciones

P =58 00) = LD Fvy =529 y 60) =122 de ta
forma que queda:

2P)Q() +Fx) +G(y) =0 (2.8)
Si derivamos la ecuacidn (2.8) con respecto a x obtenemos:
2P'(x)Q() +F'(x) =0 (2.9)

Para que se satisfaga la ecuacion (2.9) debe ocurrir que Q(y) sea una
constante que puede ser positiva, negativa o cero. Dependiendo del
valor de esta constante obtendremos un tipo de solucién u otro.

i) Caso Q(y) = 0. En este caso la solucidn para el desplazamiento la
llamaremos w; (x, y) y viene dada por:

wy(x,y) = Ag + Ajx + A,y + Azxy + Ayx? + Asyx? + Agx® + A, yx® (2.10)
Donde A; son constantes a determinar por las condiciones de
contorno.

ii) Caso Q(y) = —y? donde y es real. En este caso la solucién la
llamaremos w,(x,y) y viene dada por el producto de funciones
trigonométricas en y por funciones exponenciales por polinomios de
grado uno en x:
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w,(x,y) = ((BO + B;x)e"™ + (B, + ng)e_yx) cosyy
+ ((B4 + Bgx)e? + (Bg + B7x)e_7’x) sinyy (2.11)

iii) Caso Q(y) = y? donde y es real. En este caso las exponenciales son
en y y las trigonométricas en x:

w3 (x,¥) = ((Co + C1x)e"” + (C; + C3x)e™ ) cosyx
+ ((C4 + Csx)e?” + (Co + Cx)e™Y) sinyx (2.12)

Si ahora derivamos la ecuacion (2.8) con respecto a y obtendremos las
mismas soluciones pero cambiando la coordenada x por la y. De esta
forma, la solucién particular de la ecuacion biarmonica obtenida a
partir del método de separacién de variables viene dada por la suma
de todas estas soluciones:

wo(x,y) = wi(x,y) + w(x, ) + ws(x,y) + wy(y, x)

+w,(y,x) + ws(y, x) (2.13)

La ecuacidn (2.13), aunque es solucién de la ecuacion biarménica, no
es la solucidon general debido a que el método de separacion de
variables que se ha empleado en la resolucion emplea derivacién para
simplificar las ecuaciones. Sin embargo, ésta solucidn particular nos
sirve para encontrar una solucién aproximada a nuestro problema.
Ademas, debido a las propiedades de nuestro problema la solucién de
partida es mucho mas sencilla que la solucién (2.13). Por un lado, al
tener simetria en y, las constantes que van multiplicando a términos
impares en y deben ser cero. Otra propiedad importante de la cual
podemos sacar ventaja es el hecho de que para x — o las curvaturas
deben converger a la curvatura de Stoney y por tanto todas las
constantes que multipliquen a términos divergentes en x en las
curvaturas deben ser cero. Tomando estas consideraciones, la solucion
de partida (2.13) queda reducida a:
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K
wo(x,y) = %(x2 +vy?) + Ky + Kix
ya ya) (2.14)

5 + C3y sin—

_xa
+e b ((Cl + C,x) cos 5

Donde hemos definido la constante adimensional @ = yb y donde
todas estas constantes K, Ky, C;, C,, C3 y a se deben determinar
mediante la imposicidn de las condiciones de contorno que vamos a
proponer a continuacién. Obviamente si pretendemos imponer las
condiciones de contorno (2.3) a la soluciéon (2.14) encontraremos que
no existe solucién. Sin embargo ahora estamos interesados en obtener
una solucidn para la deflexién promediada a lo largo de la coordenada
transversal y. Por tanto las condiciones de contorno que debemos
imponer no son las (2.3) sino las condiciones que debe cumplir la
deflexién promediada en la coordenada transversal. Esto significa que
solo se verdn relajadas las condiciones de contorno en x =0 y en
x = L, las de los laterales se deberan cumplir tal cual aparecen en
(2.3). Las condiciones de contorno en el anclaje (x = 0) vienen dadas
por:

b/2
f wo(x,y)dy =0

-b/2
fb/z aWo(x;Y)d =0

b2 0X Y

b/2 (2.15)
J aWo(x’Y) dy — 0

b2 Oy
Jb/z aZWO(xf.V) d 0

_— y —
-b/2 0y?

Imponiendo las condiciones de contorno (2.15) junto con la condicién
de fuerza cortante efectiva nula en los laterales obtenemos los valores
de las constantes K, K4, C4, C; y C5:
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_ st )
Ko —24]/2(241/ b4y*)
VK
K, = ySt
bk, a a (2.16)
C, = 8a (2(1 +v)—a(l—v)cot (E)) csc (E)
CZ = 0

Cs; = —%bKSt(l —v)csc (%)

Una vez que hemos calculado estas constantes, el valor de la
constante adimensional a podemos calcularlo a partir de la condicién
del momento flector en los laterales de la palanca. La ecuacién para «
que obtenemos a partir de esta condicidn es:

a(l—v)— B +v)sin(a) =0 (2.17)

Como vemos el valor de la constante a depende del coeficiente de
Poisson y debe ser calculado numéricamente. La solucidon aproximada
para la ecuacién (2.17) viene dada por:

a(v) ~ 2.28 + 1.01v — 0.18v? (2.18)

Si sustituimos las ecuaciones (2.16) y (2.18) en la ecuacidn (2.14)
obtenemos una solucién para la deflexidn en cada punto de la
palanca. Esta solucién cumple las condiciones de contorno laterales
pero no cumple las condiciones de contornoen x =0y x = L y por
tanto no puede ser usada para obtener la deflexién en cualquier punto
de la palanca como en el caso de la solucién aproximada de Sader
(2.4). Sin embargo, hemos visto que si transformamos el problema
inicial en un problema unidimensional promediando todas las
cantidades a lo largo de la coordenada transversal, nuestra solucion
cumple también las condiciones de contorno en x = 0. Para saber el
grado de precision de nuestra solucién debemos ver si cumple las
Unicas condiciones de contorno que no han sido aplicadas aun y que
vienen dadas por el promedio del momento y de la fuerza cortante
efectiva en el extremo x = L:
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P12 (92w, (x Y) 02w (x, )
bfb/2< +v 9y7 )dy—KSt(1+v) (x=1L)

fb/z <03Wo(x. Y) 3wy (x,¥)

(2.19)
ay3 +(2—V)W>dy=0(x=L)

—b/2

Se puede comprobar que la condiciéon correspondiente al momento
flector se cumple perfectamente debido a que una interesante
propiedad de la solucién promediada es que el momento flector
interno promediado M, es constante a lo largo de toda la palanca e
igual en magnitud y de sentido opuesto al momento externo
aplicado M, es decir, que la primera ecuacién en (2.19) se cumple para
cualquier x y por tanto también se cumplird particularmente para
x = L. En cuanto a la segunda ecuacién en (2.19) obtenemos:

f”/z < 3wo (x,¥) 3wy (x,y)

xa
_ —2¢" b —
377 +2-v) 3yox? )dy 2e bakg(1—v) (2.20)

—b/2
Como (2.20) no es estrictamente cero, ésta es la Unica condicidén de
contorno que no se cumple en nuestro problema y por tanto la
solucion que hemos obtenido no es exacta. La precision de nuestra
solucién para cada caso dependerd de cuanto se aproxime la ecuacién
(2.20) a cero. La figura 2.3 muestra el cociente entre el valor de (2.20)
en x =L y su valor en x =0 en funcién de la relacién longitud-
anchura L/b para un coeficiente de Poisson de 0.25.
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Figura 2.3. Error en la condicion de contorno de la fuerza cortante efectiva
promediada a lo largo de la coordenada transversal en x = L en funcion de
L/b y para un coeficiente de Poisson de 0.25. La dependencia de éste factor
con el coeficiente de Poisson es minima.

Como puede observarse en la figura 2.3, para palancas con relaciéon
longitud-anchura mayor que 2 el promedio de la fuerza cortante
efectiva en el extremo x = L ha disminuido en mas de un 99% con
respecto a su valor en el anclaje con lo cual la solucién que hemos
obtenido se ajusta con muy buena precision para estos casos. Sin
embargo, incluso para palancas cuadradas (L = b) la disminucion es
del 90% con lo cual la solucién también puede usarse con bastante
exactitud para estos casos.

Un aspecto importante de la solucién es la sencillez de las expresiones
resultantes, la deflexién promedio viene dada por:

K 2b? xa 2bxv
Wo(x) = %(xz - ?(1 - e_T)v + . ) (2.21)

Las curvaturas promedio son simples exponenciales:
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xa
Ky (X) = Kgt (1 + ve_T)
xa (2.22)

iy (x) = Kt (1 — e_T)

2.4. Comparacion de resultados con simulaciones
por elementos finitos y datos experimentales.

Los resultados obtenidos por la nueva teoria para los valores
promedio se han comparado en primer lugar con simulaciones por
elementos finitos (FEM) y en segundo lugar con datos experimentales.
Para las simulaciones por elementos finitos se ha utilizado el software
comercial COMSOL Multiphysics®. Se han realizado simulaciones de
palancas de silicio de 100 nm de espesor variando tanto su coeficiente
de Poisson como la relaciéon longitud-anchura. Para provocar un
momento flector en la palanca se le ha aplicado una tensién superficial
de 0.1 N/m en la cara de arriba y de -0.1 N/m en la cara de abajo de
manera que la suma total es cero y la deflexion es pura. Se han
utilizado los médulos de Structural Mechanics y Shell acoplados para
simular la palanca y la tensién superficial respectivamente. Se ha
usado un mallado uniforme consistente en elementos con forma de
paralelepipedo rectangular con un nimero de grados de libertad que
varia entre 1.5M y 2M dependiendo del caso en cuestién. En todos los
casos se obtuvo una convergencia para la deflexion mayor del 99.9%.
La figura 2.4 muestra la comparacion entre las curvaturas promedio Kk,
y K, obtenidas por FEM y las nuevas formulas (2.22) para diferentes
valores del coeficiente de Poisson y diferentes valores de la relacién
longitud-anchura. El acuerdo entre los resultados de FEM vy las
formulas (2.22) es excelente. Podemos observar que las formulas
predicen perfectamente la caida exponencial que presentan las
curvaturas en la zona de anclaje.
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Figura 2.4. Comparacion entre las curvaturas promedio obtenidas mediante
simulacion por elementos finitos y las ecuaciones (2.22) para dos casos
distintos de relacion longitud-anchura y para tres casos distintos del
coeficiente de Poisson de la palanca. Se puede observar como la nueva teoria
predice con gran exactitud el decaimiento exponencial cerca del anclaje y
como conforme nos alejamos de esta zona las curvaturas se hacen
constantes e iguales a la curvatura que predice la solucion de Stoney.

Esta caida exponencial también la presentan las curvaturas
promediadas obtenidas a partir de la férmula de Sader®® (2.4). Sin
embargo, como podemos ver en la figura 2.5 la caida que predice el
modelo de Sader es sustancialmente distinta a la que predice la nueva
férmula y que coincide minuciosamente con los resultados de las
simulaciones por elementos finitos. Esta diferencia se hace mas
patente conforme la relacion longitud-anchura es mas pequeiia. Aun
asi, ambas teorias corrigen la férmula de Stoney para tener en cuenta
los efectos de anclaje y ambas teorias tienen sus ventajas y sus
inconvenientes. Mientras que la férmula de Sader te permite obtener
informacién tanto de la coordenada longitudinal como de la
coordenada transversal, la nueva férmula gana en sencillez y precision
pero pierde informacion de la coordenada transversal al ser valida
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exclusivamente para valores promedio. Una gran ventaja de la nueva
férmula es que al ser tan sencilla permite obtener de una forma
simple los efectos de anclaje de propiedades globales como pueden
ser la energia de deformacién o la frecuencia de resonancia y es un
buen punto de partida para incluir efectos de anclaje en casos mas

complejos.

863\ 5361 L=6b L=2b
Nueva Formula 469 =

650+ - - - Sader 7

637 | Stoney 402+ G

T 6244
<
Z 6114
=
5981
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Figura 2.5. Comparacion entre las curvaturas promedio obtenidas mediante
la nueva férmula, la formula de Sader y las curvaturas constantes de Stoney.
Las curvaturas promedio obtenidas con la féormula de Sader se desvian
notablemente cerca del anclaje para valores bajos de la relacion longitud-
anchura mientras que para valores mds altos las dos curvas empiezan a

coincidir en su mayor parte.

Finalmente se han realizado experimentos para validar la nueva
expresion analitica. Se han usado palancas de silicio de Concentris de
500 um de largo por 100 um de ancho por 1 um de espesor (figura
2.6a). La cara de arriba de las palancas fue recubierta por una capa de
oro de 20 nm de espesor y una capa de adhesién de cromo de 2 nm.
Una densa capa de ADN fue inmovilizada sobre la superficie recubierta
de oro lo cual produjo una tensién superficial y la correspondiente
deflexién de la palanca (figura 2.6b). Para inmovilizar el ADN las
palancas fueron incubadas con 1 uM de simples cadenas de ADN
tiolado (5 -HS-CTACCTTTTTTTTCTG-3 ) diluido en una solucién salina de
fosfato (PBS) con pH 7.4 durante 24 horas. Posteriormente las
palancas fueron enjuagadas con PBS y agua Milli-Q® para descartar

interacciones no especificas.
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Figura 2.6. a) Imagen dptica de las palancas utilizadas en los experimentos de
inmovilizacion de ADN. b) Esquema del experimento; en primer lugar
tenemos la palanca sin ninguna deflexion (arriba) y después la palanca
doblada (abajo) debido a la tension superficial que ha creado la capa de
moléculas de ADN.

La deflexidon se midié en aire, con una humedad relativa del 40% vy a
temperatura ambiente mediante una técnica de escaneado de

deflexion del haz laser’” 8

. La figura 2.7a muestra la deflexién
promedio inducida por la adsorcién de las moléculas de ADN (simbolos
circulares). Debido a que el efecto de anclaje decae exponencialmente
con una longitud caracteristica del orden de 0.4 veces la anchura de la
palanca, asumimos que el efecto exponencial ha decaido totalmente
en el ultimo tercio de la palanca. Ajustando esta region a un polinomio
de segundo orden en x (curva roja) y sustrayendo los términos lineal y
cuadratico de dicho polinomio a toda la grafica nos queda el

desplazamiento exponencial inducido por el anclaje:

2K b? xa
Wane (x) = — st (1 - e_T)v (2.23)

La figura 2.7b muestra la curva exponencial calculada a partir de los
datos experimentales junto con la curva de ajuste a la ecuacién (2.23).
Se puede observar el excelente ajuste entre los datos experimentales
y la teoria. El Unico parametro de ajuste en la ecuacion (2.23) es el
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coeficiente de Poisson efectivo de la palanca para el cual se obtuvo un
valor de 0.08. Este valor estd dentro del rango de los valores
esperados teniendo en cuenta en cuenta la incertidumbre en el
espesor de la palanca y de la capa de oro. El coeficiente de Poisson
para el oro y el silicio son aproximadamente de 0.44 y 0.064
respectivamente99.
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Figura 2.7. (a) Deflexion promedio de una palanca de silicio recubierta de oro
sobre la cual se ha depositado una capa de ADN (Simbolos). La palanca mide
500 um de largo por 100 um de ancho por aproximadamente 1 um de
espesor. En el inset se muestra un mapa bidimensional de la deflexion de la
palanca usada en el experimento. La region cerca del extremo libre de la
palanca se ajusta a un polinomio de segundo orden (linea roja). (b) Deflexion
inducida por el anclaje (simbolos) y su ajuste a la ecuacién (2.23) (linea azul).
Los datos experimentales se obtuvieron a partir de hacer la media de 10
medidas para la misma palanca. El error es mds pequeio que el tamafio de
los simbolos.

2.5. Conclusiones.

El problema de la medida de la tensién superficial en una palanca a
partir su deflexiéon ha ganado mucha relevancia en la ultima década
después la gran irrupcion de los sensores nanomecanicos.
Sorprendentemente, los avances en fabricacién de palancas o en las
técnicas de transduccién no han venido acompanados de métodos
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mas sofisticados para cuantificar de manera mas exacta la tensidn
superficial a partir de la medida de la deflexion de la palanca. Hoy en
dia, la mayor parte de los trabajos en este campo siguen utilizando la
formula se Stoney® para traducir deflexién en tension superficial la

96, 100
. L

cual no tiene en cuenta los efectos de anclaje de la palanca a

extrema complejidad de la ecuacién biarménica en un rectangulo™®
con condiciones de contorno mixtas ha imposibilitado la obtencién de
una férmula mas precisa. Ademas de esta dificultad, en este trabajo se
ha encontrado una incompatibilidad en las condiciones de contorno
clasicas del problema. Por tanto se ha propuesto una solucién al
problema restringiéndose al calculo de valores medios a lo largo de la
coordenada transversal. Esto permite relajar las condiciones de
contorno en el anclaje de manera que no entren en conflicto. Se ha
encontrado que el efecto de anclaje se puede describir por una simple
exponencial que decae a lo largo de la coordenada longitudinal de la
palanca con una longitud caracteristica proporcional a la anchura de la
palanca. La nueva formula posibilitara el célculo preciso de la tensién
superficial en palancas a partir de su deflexién asi como el célculo del
coeficiente de Poisson de la palanca a partir de la medida de su
deflexién estatica.
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Capitulo 3

Sensores nanomecanicos en modo dinamico:
Efectos de masa y rigidez.

En el capitulo 2 hemos visto como un momento flector externo
aplicado a una palanca modifica el perfil estatico de dicha palancay a
partir de la medicién del nuevo perfil se puede obtener informacion
acerca del momento externo aplicado asi como de las propiedades
mecdnicas de la propia palanca. En este caso decimos que la palanca
esta siendo utilizada en modo estatico. Sin embargo, el perfil estatico
no es el Unico observable que se modifica debido a cambios en el
entorno de la palanca. Cuando una palanca vibra, cualquier minima
perturbacion en su entorno produce cambios en la vibracién que
contienen informacién acerca de lo que estd ocurriendo en el entorno
de la palanca. Cuando utilizamos una palanca en este sentido decimos
gue estd operando en modo dindmico. Son muchas cosas las que
pueden perturbar la vibracion. Una fuerza axial®®, un momento flector

externo™” 58, una variacion de la densidad del medio™®*%

14, 27, 51, 65-67

o la
adhesién de un adsorbato son algunos ejemplos que
pueden producir un cambio en la frecuencia de resonancia. En este
capitulo nos centraremos en la descripcion del efecto que produce la
adhesién de un adsorbato sobre la superficie de una palanca en su

frecuencia de resonancia.

3.1. Efecto de la masa y rigidez de un adsorbato en
la frecuencia de la palanca.

Como ya se explico en el apartado 1.5, la vibracion flexural de una
palanca se describe mediante la teoria de Euler-Bernoulli® de forma
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que los distintos modos de vibracidon vienen dados por la ecuacién
(1.32) y cada uno de ellos tiene asociada una frecuencia de resonancia
dada por la ecuacién (1.28).

Cuando se deposita un adsorbato sobre la superficie de una palanca se
producen cambios en cada una de las frecuencias de resonancia y en
los modos de vibracion asociados. Sin embargo, para adsorbatos
suficientemente pequefios, se puede considerar que los modos de
vibracién permanecen inalterados y que lo Unico que cambia son las
frecuencias de vibracién. Los adsorbatos pueden ser de varios tipos,
como por ejemplo una fina capa cubriendo completa o parcialmente

31, 105

una de las caras de la palanca o también adsorbatos mads

pequeiios como moléculas o particulas que practicamente pueden ser

consideradas como puntuales'® 7% 1%

. En cualquier caso, sea cual sea
el adsorbato, se parte siempre del mismo principio bdsico para
calcular su efecto sobre las distintas frecuencias de resonancia. Este
principio bdsico se conoce como método de Rayleigh—Ritz107 y
establece que los valores medios de la energia cinética y la energia de

deformacion por ciclo de oscilacién son iguales.

La energia cinética y de deformacion de una palanca en vibracion
flexural se pueden calcular respectivamente a partir de (1.19) y (1.24)
utilizando la expresién de los modos de vibracion (1.32) e integrando a
lo largo de la longitud de la palanca obteniendo:

1

Ty = EAnzmcwnoz cos? wpot (3.1)
1 Bn\*

Uy = ﬁECVChCZAn2 (L_n> cos? wy,t (3.2)

c

Donde 4,,, wyo Y Bn son la amplitud, la frecuencia y el autovalor
correspondientes al modo de vibracidn n-ésimo respectivamente, el
subindice ¢ hace referencia a la palanca y el subindice 0 hace
referencia a antes de que se produzca la adsorcion. Las distintas
frecuencias de resonancia w, vienen dadas por la ecuacion (1.28).
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Un aspecto importante es el hecho de que al ser un movimiento
armoénico el valor medio de la energia cinética varia con la frecuencia
cuadraticamente mientras que el valor medio de la energia de
deformacién no depende de la frecuencia. Por tanto, sea (T) el valor
medio de la energia cinética dividido por la frecuencia al cuadrado, lo
cual denominaremos a partir de ahora energia cinética efectiva, segln
el método de Rayleigh-Ritz tenemos que (U) = w?*(T) y puesto que ni
(U) ni (T) dependen de w podemos obtener el valor de la frecuencia
como:

Uy _
W w? (3.3)

Se puede comprobar facilmente que la ecuacidn (3.3) utilizando las
expresiones (3.1) y (3.2) para calcular los valores promedio lleva
directamente a la expresion (1.28) para la frecuencia de resonancia.

Supongamos ahora que w,, {(Ug) y (Ty) son valores medios antes de
gue se produzca la adsorcion. Cuando ocurre la adsorcién se producen
pequefios cambios en estas tres cantidades de manera que la nueva
frecuencia y valores medios pueden expresarse como:

Wy = Wpo + Awy,
(U) =(Uo) + A(U) (3.4)
(T) =(To) + XT)

Para cambios pequenos, el cambio relativo en frecuencia puede
expresarse aproximadamente por:

(3.5)

Aw, 1 w,?— wp?
2 2

Wno Wno

Utilizando el método de Rayleigh y teniendo en cuenta las ecuaciones
(3.4) se puede obtener una expresion para en cambio relativo en
frecuencia en funcién de los cambios relativos de los valores medios
de las energias cinética efectiva y de deformacidn para cambios
pequenos:
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Aw, 1 (A(U) A(T‘)) (3.6)

wno 2 \{Ug)  (To)

La ecuacién (3.6) establece que cuando se produce una adsorcién en
una palanca la variacién de la frecuencia de resonancia vendra
dictaminada por el balance entre la variacion relativa de los valores
promedio de energias de deformacidn y cinética efectiva. Un aumento
de energia cinética efectiva produce una disminucidn de la frecuencia
mientras que un aumento de energia de deformacién produce un
aumento de la frecuencia. Por tanto tenemos que son dos efectos
opuestos los que producen el cambio en la frecuencia, uno
proveniente del cambio de energia cinética efectiva y el otro
proveniente del cambio de energia de deformacion.

Para calcular estos cambios relativos supondremos que los modos de
vibracién permanecen inalterados. Esto hace que la energia cinética
efectiva correspondiente a la palanca sea igual antes que después de
la adsorcién y por tanto la variacion A(T) se debe exclusivamente a la
aportacién del propio adsorbato:

A(T) :% fpaAnzlpn(x)de (3.7)

Donde el subindice a hace referencia al adsorbato. Utilizando (3.1) y
suponiendo un adsorbato homogéneo, el cambio relativo de energia
cinética efectiva viene dado entonces por:

A(T)
(To)

El caso de la energia media de deformacion es algo distinto. La tensidn

_ Pa
=L L Yo (0)?dV (3.8)

y deformacion en el interior de la palanca podrian verse afectadas en
el caso de que el adsorbato fuera muy rigido debido a una variacién
del eje neutral de deflexidn (Figura 3.1). Por tanto la variacion A(U) no
corresponde solamente a la aportacion del adsorbato sino que habria
gue tener en cuenta también la variacidn que se produce en el interior
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de la palanca. Sea h,, la nueva posicidn del eje neutro y h, el espesor
medio del adsorbato, el equilibrio de fuerzas en la seccidn transversal
de la palanca implica que se deba cumplir la siguiente relacion:

h

7 Fha
chh(z—hn)dz+Eaﬁl (z—hy)dz=0 (3.9)
=i ¥
A
yA
Adsorbato Iha
| 1 hy
z2=0 he
Palanca

T
Figura 3.1. Esquema de la modificacion del eje neutro en la zona donde se
encuentra el adsorbato. En las zonas donde no hay adsorbato el eje neutro
permanece en z = (. Sin embargo, la presencia del adsorbato hace que el eje
neutro suba hasta una posicién h,, que depende del espesor y del médulo de
Young del adsorbato.

De la ecuacion (3.9) se obtiene facilmente la nueva posicion del eje
neutro:

_ Eqhq(hg + he)
" 2(Ejhg + E.h.)

(3.10)

Usando la ecuacidén (3.10) y suponiendo que tanto el adsorbato como
la palanca estan constituidos por materiales isdtropos y homogéneos,
el valor promedio de la variacidon de energia de deformacion viene
dado por:
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An?Eqhq (Eaha® + Echo(4hy® + 6hgh, +3h.2)) (a2,
AU) = | (
a

2
3.11
24(Bahy ¥ 1) dx2> as 311

Por tanto utilizando (3.2) el cambio relativo del valor promedio de la
energia de deformacidn para una palanca y un adsorbato constituidos
por materiales homogéneos viene dado por:

MUy Faha (Eaha3 + Echo(4hy® + 6hgh, + 3hc2)) <LC)4f <d2¢n>2 dA (3.12)

(Uo) EV.h2(E hy + E k) Bn dx?

A continuacion, usando las férmulas que acabamos de obtener, vamos
a estudiar el efecto de masa y rigidez de dos tipos distintos de
adsorbatos: una capa que cubre toda la superficie de la palanca y un
adsorbato puntual.

Para el primer caso tenemos que fatpn(x)dezVa y que

a2y beBn* : : :
fa( ) dA == Por tanto, el cambio relativo en frecuencia
c

dx?
gueda como:
doy __1m,  Faha (Eaha® + Eche(4ha® + 6hghe + 3h.) ) 5.13)
Wno 2 me 2Echcs(Eaha + Echc)

En el caso de que sea una fina capa de material bioldgico el espesor y
moédulo de Young del adsorbato son mucho menores que los de la
palanca y por tanto la ecuacién (3.13) se puede desarrollar a primer
orden tanto en el espesor como en el médulo de Young del adsorbato
guedando una expresion mucho mas simple:

Aw, 1m, 3E,h,

N ——_——

~

Wno 2m, 2E.h,

(3.14)

Si en lugar de una capa cubriendo toda la superficie tenemos
Unicamente una pequeia region de la palanca de forma que el
adsorbato es suficientemente pequefio como para considerar que el
modo de vibracién es aproximadamente constante en toda su
extensién tendremos que faz,[)n(x)dezv,bn(xo)zVa y que
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2 2 2 2
fa (d w") dA = (M) b,L, donde x, es la posicién donde se

dx? dx?
encuentra el adsorbato. Por tanto el cambio relativo en frecuencia
vendra dado por:

Aw,  1m, EaVe (Eaha® + Echo(4hy” + 6hohe +3h.%)) (2)4 <d2¢n(xo)>2 (3.15)

=———Y,(x)* + ¢
Wno ZmCl/} (x0) 2E.V,h.*(Eghg + E he) Bn dx?

Sin embargo, para adsorbatos cuyo espesor es mucho menor que el
espesor de la palanca o cuyo mdédulo de Young es mucho menor que el
de la palanca (como es el caso por ejemplo de los sistemas biolégicos)
se puede asumir que el eje neutro no se ve afectado y el cambio
relativo en frecuencia viene dado por:

Aw, 1m, 3E,V, 4 L\ (%P, (x0) )’
__1mg 2 42\ (L) (b (x0) 3.16
g = “2m, I oy (1 tantgn )(ﬁn) ( dx? ) (3.16)

Donde n es el cociente entre el espesor del adsorbato y el de la
palanca.

Una caracteristica importante de los efectos de masa y rigidez para
adsorbatos puntuales es que el primero es proporcional al cuadrado
del modo de vibracién mientras que el segundo es proporcional al
cuadrado de la curvatura. Esto hace que en palancas el efecto de masa
siempre sea el efecto predominante cerca del extremo libre mientras
que el efecto de rigidez siempre sera predominante cerca del anclaje.
Aun asi, para cada modo de vibracidn tenemos distintas zonas a lo
largo de la palanca donde los efectos de masa y rigidez toman especial
relevancia. La figura (3.2) muestra la relevancia de los efectos de masa
y rigidez para distintos modos de vibracion a lo largo de la palanca.
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Modo 1 Modo 2 Modo 3 Modo 4
4 S SO oD 1K m———
a) Efecto de masa ‘ \. Efecto de rigidez b)
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Figura 3.2. Efectos a) de masa y b) de rigidez para distintos modos de
vibracion en funcion de la posicion de adsorcion en la palanca. Para evaluar
el efecto de masa se ha evaluado el cuadrado del modo de vibracion
normalizado. El efecto de rigidez se evalia a partir de la expresion

()" (“eat)’

Bn dx? '

Como puede observarse en la figura (3.2) ambos efectos son
contrapuestos con respecto al punto medio de la palanca x = L./2, es
decir, sea f(x) el efecto de masa y g(x) el efecto de rigidez,
f(1—x) = g(x). Esta propiedad implica que en el punto medio de la
palanca ambos efectos tienen el mismo peso lo cual tiene
consecuencias en cuanto al desacoplo de los efectos de masa vy rigidez
a partir de la medida de varios modos de vibracién como se vera
posteriormente en el capitulo 5. Que tengan el mismo peso no
significa que los efectos sean iguales porque no hay que olvidar que
son opuestos en signo y que van multiplicados por el cociente entre
las masas del adsorbato y de la palanca y por el cociente entre los
maodulos de Young respectivamente. En el siguiente capitulo veremos
el importantisimo papel que juegan los bordes del adsorbato capaces
de relajar la tensidn que se produce en el interior del adsorbato
haciendo que el efecto de rigidez dependa de la orientacion de la
adsorcién y que sea en algunos casos mucho mas pequeno de lo que
espera la teoria que acabamos de describir en este capitulo.
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Capitulo 4

Efectos de borde en la rigidez del adsorbato.

En el capitulo 3 hemos visto como un adsorbato puede cambiar la
dinamica de una palanca en movimiento variando asi sus frecuencias
de resonancia. El efecto de masa disminuye la frecuencia mientras que
el efecto de rigidez la aumenta. Hemos visto que segln el tipo de
adsorbato las féormulas para el cambio relativo en frecuencia varian, de
forma que no es lo mismo el cambio que produce una capa extensa
cubriendo toda la palanca que un adsorbato puntual aunque tengan
exactamente el mismo volumen, densidad y médulo de Young. En este
capitulo vamos a estudiar mdas en profundidad los adsorbatos
considerados puntuales y vamos a ver el importante papel que juegan
los bordes en la rigidez del adsorbato para aquellos casos en los que
las dimensiones de los bordes no son despreciables frente a la
extensidon superficial del adsorbato. Esto es fundamental para la
espectrometria de masa y rigidez basada en este tipo de sensores?® 7°
para casos como proteinas, moléculas, nanoparticulas, virus, bacterias,
etc.

Para ilustrar un poco el problema vamos a estudiar el cambio relativo
en la frecuencia fundamental de la palanca para tres adsorbatos
distintos en funcién de su posicion de adsorcidon. Mediante
simulaciones por elementos finitos se calcularan los cambios relativos
en frecuencia y posteriormente se compararan los resultados con los
cambios que predice la formula (3.16). Tenemos una palanca de
500 um de largo, 50 um de ancho, 2 um de espesor, 170 GPa de
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médulo de Young y 2329 kg/m3 de densidad. El adsorbato es un
paralelepipedo de 200 nm de espesor, 10 GPa de médulo de Young,
1500 kg/m3 de densidad y cuya area de contacto con la palanca es
un cuadrado de lado variable. En el primer caso tenemos un lado de
0.5 um, en el segundo de 2 um vy el tercero de 15 um. En cada uno de
los casos el adsorbato se situa en el eje central de la palanca variando
su posicion en x desde el anclaje hasta el extremo libre como se
muestra esquematicamente en la figura 4.1.

Lo =0.5um L, =2um L, = 15pm
A\ N\ N
=, - A N
™~ - -
S - -
N - -
. - -
s - -

Figura 4.1. Esquema de las simulaciones por elementos finitos realizadas. Se
estudia el cambio en frecuencia en el modo fundamental producido por la
adhesion de un adsorbato cuadrado a lo largo del eje central de la palanca.
En un primer caso el adsorbato tiene 0.5 um de lado, el segundo caso 2 um y
el tercer caso 15 um. El espesor es el mismo en los tres casos.

Lo que esperamos ver en las simulaciones segun la férmula (3.16) es
gue debido a que en los tres casos los materiales que constituyen la
palanca y el adsorbato son los mismos, las dimensiones de la palanca
son las mismas y el espesor del adsorbato es el mismo, el cambio
relativo en frecuencia por unidad de volumen de adsorbato debe ser
rigurosamente el mismo en los tres casos®’. Sin embargo, como
podemos observar en la figura 4.2, las tres curvas difieren
notablemente en la zona donde la rigidez tiene mayor relevancia y la
curva que mejor se ajusta a la curva que predice la ecuacion (3.16) es
la correspondiente al caso del adsorbato de mayor extension, en los
demas casos la férmula (3.16) sobreestima notablemente el efecto de
rigidez.
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Cambio relativo en frecuencia
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Figura 4.2. Comparacion entre el cambio relativo en frecuencia por unidad de
volumen calculado a partir de la ecuacion (3.16) y a partir de simulaciones
por elementos finitos para tres adsorbatos de distinta extension. Como puede
observarse, el efecto de masa, predominante cerca del extremo libre,
coincide perfectamente con la prediccion tedrica mientras que el efecto de
rigidez, predominante cerca del anclaje, difiere notablemente siendo esta
diferencia mayor para adsorbatos con menor extension.

A continuacion, se explicard el origen de esta sobreestimacion y se
desarrollara un modelo para corregir este efecto que, como también
se verd posteriormente, tiene importantes consecuencias.

4.1. Relajacion de los bordes del adsorbato y su
efecto sobre la rigidez.

El efecto de rigidez es introducido tedricamente considerando el
adsorbato como una extensidon de la palanca en la direccién z, pero
con otra densidad y otro médulo de Young. Es decir, la deformacion en
el interior del adsorbato tiene exactamente la misma forma que en el
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interior de la palanca y viene dada por la férmula (1.17). Ademas es
proporcional a la curvatura y a la distancia desde el eje neutro. Si
trazamos una linea vertical desde la cara inferior de la palanca hasta la
cara superior del adsorbato, segun el modelo de rigidez, la
deformacién deberia de ser lineal a lo largo de esta linea®. Sin
embargo, este modelo de deformaciéon lineal en el interior del
adsorbato solamente es vdlido en zonas que estdn suficientemente
alejadas de los bordes. Los bordes del adsorbato no tienen ninguna
constriccién y por tanto son libres de relajar la componente de la
tensién que es perpendicular a su superficie. Esto hace que la
deformacion en el interior del adsorbato y cerca de un borde no pueda
ser lineal y por tanto el modelo de rigidez no es valido en estas zonas.
Por esta razon un adsorbato extenso se ajusta mejor a este modelo
gue un adsorbato cuyos bordes sean comparables a su extensién. En la
figura 4.3 se muestra la deformacién en el interior de la palanca y de
un adsorbato cuyos bordes tienen un tamafio comparable a su
extension. Se puede observar como la deformacion en el interior de la
palanca es siempre lineal con z mientras que en el interior del
adsorbato es lineal solamente en las zonas mas alejadas de los bordes
(linea azul del grafico abajo a la derecha de la figura 4.3). Cerca de los
bordes la deformacién cae abruptamente a cero (linea roja del gréafico
abajo a la derecha de la figura 4.3).
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Figura 4.3. Representacion de la deformacion calculada mediante simulacion
por elementos finitos en el interior de la palanca y del adsorbato. El inset de
la parte superior izquierda muestra la componente de la deformacion ¢,, en
un corte segun el plano xz del adsorbato y la palanca. El inset de la parte
inferior derecha muestra la deformacion ¢, en funcion de la coordenada z
normalizada a medio espesor de la palanca h/2. En la zona mds alejada de
los bordes (flecha azul arriba izquierda y linea azul abajo derecha) la
deformacion es lineal en z mientras que cerca de los bordes (flecha roja
arriba izquierda y linea roja abajo derecha) la deformacion cae
abruptamente a cero.

Este efecto de borde hace que la energia de deformacién en el interior
del adsorbato sea menor que si no existiera dicho efecto y por tanto el
efecto de Ila rigidez sera también menor haciendo que la férmula
(3.16) sobreestime el cambio en frecuencia tal y como muestra la
figura 4.2. A continuacién se desarrollarda un modelo analitico para
tener en cuenta estos efectos de borde en la rigidez del adsorbato.

4.2. Modelo analitico para los efectos de borde en
el adsorbato.

El problema concreto en el que estamos interesados ahora es en
obtener una expresién matematica que dé cuenta de los efectos de
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borde en un adsorbato sobre una palanca. Para ello debemos calcular
la deformacién en el interior del adsorbato imponiendo condiciones
de contorno adecuadas en su superficie exterior. Es extremadamente
complicado conseguir expresiones analiticas debido a la tremenda
complejidad de los problemas en tres dimensiones en la teoria de la
elasticidad. En la mayoria de los casos ni siquiera existen tales
soluciones y es por eso que a menudo se recurre a métodos
numeéricos, como por ejemplo, el método de los elementos finitos para

obtener soluciones numéricas para casos concretos %

. Si queremos
obtener expresiones analiticas debemos simplificar el problema al
maximo pero sin perder nunca la naturaleza fisica del problema en
cuestion. El modelo mas simple que podemos resolver y que presenta
los efectos de borde es el de una palanca en dos dimensiones con un
adsorbato rectangular de longitud L, altura h, y mdédulo de Young E,
que se encuentra en una posicidon determinada x,. El coeficiente de
Poisson del adsorbato y de la palanca es considerado nulo de modo
gue no existe ninguna transferencia de energia entre distintas
componentes de deformacién. La figura 4.4 muestra un esquema con

los pasos seguidos en la simplificacion del problema.

Modelo 2D
Adsorbato

f *o Adsorbato
paralelepipedo \ Adsorbato

\‘/ C’/ real )

Figura 4.4. Esquema de los pasos sequidos en la simplificacion del problema.

X Palanca

Crp>

Desde el problema real donde el adsorbato tiene una forma irregular hasta la
idealizacion del adsorbato con forma rectangular en 2D. Para una mayor
simplicidad el coeficiente de Poisson de la palanca y del adsorbato se
considera cero.

La consideracion de coeficiente de Poisson cero para la palanca no es
de extranar puesto que la teoria base que se utiliza para describir la
vibracion de la palanca es la teoria de Euler-Bernoulli para la cual el
coeficiente de Poisson no juega ningln papel. Mas tarde veremos que
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el efecto que tiene el coeficiente de Poisson de la palanca puede tener
cierta relevancia en algunos casos y el efecto del coeficiente de
Poisson del adsorbato es minimo.

Si suponemos que la presencia del adsorbato no altera el modo de
vibracién de la palanca, el desplazamiento en z seguira estando bien
descrito por la teoria de Euler-Bernoulli, y por tanto, tanto en la
palanca como en el interior del adsorbato el desplazamiento en z
vendrd dado por la ecuacion (1.31). Por consiguiente, los efectos de
borde proceden principalmente de una modificacién del
desplazamiento en x. Proponemos por tanto una solucién para el
desplazamiento u(x, z) en el interior del adsorbato que es la suma del
desplazamiento inducido por la deflexién de la palanca u,(x,2) vy el
efecto de relajacion de los bordes u, (x, z):

u(x,z) = up(x,z) + u.(x, 2) (4.1)

Las componentes xx y xz de la deformacién vendrdn dadas por
(ecuaciones 1.1y 1.2):

_Ou_ Odu,  Oue
Fx T ox T ox | ox
1 6u+6W)_1(6ub+6ue+aw
gz =3 ((’)Z ox 0z 0z 0x

= SJIc)x + gJ?x ( )
4.2

-3 )=££Z+£§Z

Como estamos considerando el coeficiente de Poisson igual a cero, la
ecuacion de equilibrio que se debe cumplir viene dada por’”:

Oeyy  0gg,
0x 0z

=0 (4.3)
Las componentes de la deformacion €2, y €2, inducidas por la
deflexion de la palanca vienen dadas por las ecuaciones (1.17) y
cumplen como ya sabemos la ecuacion diferencial de equilibrio. Hay
que recordar que es necesario considerar la deformacién &2, a
segundo orden en z para que la ecuacion diferencial se cumpla. Una

vez considerado esto la ecuacién diferencial de equilibrio (4.3) nos
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lleva a una ecuacion para el desplazamiento en x debido a los efectos
de relajacién de los bordes:

0%u,(x, z) N 0%u,(x, z) _

0x2 072 (44)

La ecuaciéon (4.4) se puede resolver por el método de separacion de

111-113

variables y su solucidn viene dada por:

ue(x,2) = (Acoshkx + B sinh kx)(C cos V2Kkz + D sin \/fzcz) (4.5)

Donde las constantes A, B, C, D y k deben ser calculadas aplicando las
condiciones de contorno. Por conveniencia situamos el origen de
nuestro sistema de coordenadas en la cara de arriba de la palancay en
el anclaje. En primer lugar aplicamos tres condiciones de contorno: i)
el efecto de borde debe ser simétrico con respecto al punto medio del
adsorbato X, ii) puesto que consideramos que la palanca no se ve
afectada por la adsorcién, el efecto de borde justo en el contacto
palanca-adsorbato (z = 0) debe ser cero, iii) La componente cruzada
de la deformacion debida al efecto de borde €, debe ser cero en la
cara de arriba del adsorbato (z = h,). Aplicando estas condiciones a
la ecuacién (4.5) y haciendo uso de la propiedad de la linealidad
podemos formar una solucion en forma de suma infinita dada por:

Up(x,2) = nz:;) A, sin <M 19) sinh (%){) (4.6)

. . . . z
Donde se han introducido las nuevas variables normalizadas 9 = Y
a

—Xo

X =z . Las deformaciones pueden obtenerse a partir de (4.6)
a

utilizando las ecuaciones (4.2):

(2n + 1)7T _ ((Zn + D > <(2n + Dm
sin 9 |cosh| ——x

Z ! ]
o 4.7)
=) 1>”cos(<2" T g snn (2220

S
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La cuarta condicion de contorno que deberiamos aplicar es que la
componente x de la deformacidn total debida a la deflexion de la
palanca y a los efectos de borde debe ser cero en los bordes laterales
del adsorbato. Sin embargo, ésta condicidn no es compatible con las
otras condiciones ya aplicadas y por tanto no existe un valor para la
constante A, que cumpla dicha condicion. Para solventar este
problema, en lugar de aplicar esto, relajamos un poco la condicién de
contorno e imponemos una minimizacion de la componente x de la
deformacion total en los bordes ya que aunque no podemos hacerla
directamente cero al menos trataremos de que sea lo mas pequeiia
posible para que la solucion aproximada sea lo mas precisa posible, es
decir, calculamos el valor de la constante A4, a partir de la
minimizacion del siguiente funcional:

1
2
j (&2, + &%) dﬂ] (4.8)
0 X=14q/2

Donde A, es el cociente entre la longitud y la altura del adsorbato

L
Ag =2

ha
La minimizacién del funcional (4.8) lleva directamente a una expresion
para la constante A, para adsorbatos cuya longitud es mucho mas

pequeiia que la longitud total de la palanca:

42hn((2n + D + 4(—1)"n)sech (%

- Jw" (xo)

(4.9)

(2n + 1)3xw3

Como podemos ver, la solucidn para las componentes de Ia
deformacion debidas a los efectos de borde son sumas infinitas cuyos
términos tienen dependencia trigonométrica en z e hiperbdlica en x.
Recordemos que = Z—‘Z Puede comprobarse que estas series infinitas
convergen rapidamente por lo que en la mayoria de los casos solo sera
necesario tomar los primeros términos de la serie. En las figuras 4.5y

4.6 se muestra la distribucion de las componentes de deformacion &,
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y &, Obtenidas mediante las ecuaciones (4.7) y (4.9) para adsorbatos
con A, =20 y A, =1 respectivamente. En las figuras podemos
comparar el resultado de la nueva teoria con efectos de borde, la
antigua teoria sin efectos de borde y simulaciones por elementos
finitos (FEM). Se puede ver el gran parecido entre las simulaciones por
elementos finitos y la nueva teoria la cual ha captado claramente la
esencia de los efectos de borde en el adsorbato.

0

0 1 -3 3
_ - 5:1:::/ €zz,0 — - e:t:z/ €zxz,0
1

Teoria anterior

D05

O

Teoria nueva

Figura 4.5. Comparacion de las componentes de deformacion €, y €., en el
interior del adsorbato en el modelo en 2D para un adsorbato con 4, = 20.
Las deformaciones estdn normalizadas a la componente x de la deformacion
inducida por la deflexion de la palanca en el punto (x(,0) (gxy0). Se
comparan la teoria antigua sin efectos de borde, las simulaciones por
elementos finitos (FEM) y la nueva teoria que tiene en cuenta los efectos de
borde.

También se pueden observar pequefias diferencias entre los datos
como por ejemplo el hecho de que en las simulaciones por elementos
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finitos la componente cruzada de la deformacién es cero en los
laterales mientras que no lo es en el modelo. También la teoria nueva
sobreestima ligeramente el valor de la deformacién cruzada y decae
un poco mas lenta la deformacidon x cerca de los bordes. Estas
pequefias diferencias se deben a la aproximacién de que la
componente z de la deformacién se considera inalterada en el
modelo. Sin embargo, esta aproximacién es crucial para poder
solucionar el problema de manera analitica y como puede verse a
simple vista en las figuras 4.5 y 4.6 no supone gran desviacién del
problema original y permite obtener una forma funcional para
cuantificar los efectos de borde que puede utilizarse como punto de
partida para posteriores modelos mds complicados.

2.5 0

0 il - 2.5
_ - €z / €xz,0 — - €zz / €zz,0
1

Teoria anterior

0.5

O

Id>0.5

0,25 0 0.25 2025 0 0.25

Figura 4.6. Comparacion de las componentes de deformacion &, y €,, en el
interior del adsorbato en el modelo en 2D para un adsorbato con A, = 1. Las
deformaciones estdn normalizadas a la componente x de la deformacion
inducida por la deflexion de la palanca en el punto (xq,0) (&xyp). Se
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comparan la teoria antigua sin efectos de borde, las simulaciones por
elementos finitos (FEM) y la nueva teoria que tiene en cuenta los efectos de
borde. A diferencia del caso de A, = 20, en este caso al ser un adsorbato
muy corto en relacion a su altura la deformacion es muy pequefa en casi la
totalidad del adsorbato y por tanto se espera que la contribucion de la rigidez
de este tipo de adsorbatos al cambio en frecuencia sea minima. En este caso
la diferencia entre el modelo antiguo sin efectos de borde y el nuevo es
enorme y por tanto el error que se cometeria en el cdlculo del cambio en
frecuencia si no consideramos efectos de borde seria muy considerable.

Una vez que hemos calculado las componentes de la deformacion, el
siguiente paso es calcular la energia de deformacién en el interior del
adsorbato y de esta forma obtener finalmente los efectos de rigidez en
la frecuencia de resonancia de la palanca. Puesto que la deformacidn
total es la suma de la deformacion debida a la deflexidon de la palanca
mas la deformacion debida a los efectos de borde y teniendo en
cuenta que €2, = 0 a primer orden en zsegln la teoria de Euler-
Bernoulli, utilizando la ecuacién (1.6) podemos expresar la energia de

deformacién del adsorbato de la siguiente manera:

hg xo+Lg/2

j J o (e + e5c)” + 225,%) dxdz (4.10)

Xo—Lqg/2

Hay que notar que esta energia es una energia por unidad de longitud
debido a que estamos tratando un problema en dos dimensiones. Al
introducir las expresiones (4.7) en la ecuacién (4.10) y desarrollar los
cuadrados nos aparecen diversos términos provenientes tanto del
cuadrado de las sumas infinitas como del producto de estas por la
deformacion debida a la deflexiéon de la palanca. Para simplificar un
poco, utilizamos la ortogonalidad de los términos de las sumatorias
(4.7). Esta propiedad viene expresada como:

1
f sin <(2" +hn 19> sin <wﬁ> 4o = 6"7"‘ (4.11)
0
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1
f <(2n + 1)7rl9> cos <(2m;— Dn 19) 49 = (SnTm
0

Donde §,,,, es la delta de Kronecker definida como §,,,, = 1sin=m
Y 6,m = 0 sin # m. Utilizando la propiedad de ortogonalidad (4.11) la
ecuacion (4.10) queda finalmente como:

U, = UL+ U¢ (4.12)

Donde U? es el término correspondiente a la deflexion de la palanca y
U el término correspondiente a los efectos de borde y vienen dados
por:

1
— E A h 2 (3 + 61 + 4n2)w" (xp)? (4.13)

Us = 24

- 2 PPNy Cn+ DA\ . 2
Jo o _Z 42E, Agh, (@n+ Dm+ 4(-1)"n) tanh (74\/2 )w (x0) (414)
@ (2n+ 1)51°2,

n=0

Utilizando la energia de deformacion de la palanca (3.2) podemos
obtener el cambio relativo en la energia de deformacién del sistema:

» 96v2((2n+ D + 4(—1)"17)2tanh (M)

AU) W2
Wy = k(P - Z (2n + 15152, (4.15)

n=0

EaAaLc4¢”(x0)2
Z
EcAcBn

adsorbato y de la palanca viene dadas por A, =Ljh, y por

Donde K = , p(n) =3 +6n+4n? y las areas del

A. = L.h, respectivamente. Como bien expresa la ecuacién (3.6) el
cambio relativo en frecuencia debido a la rigidez vendrd dado por la
mitad del cambio relativo en energia de deformacién. En la figura 4.7
podemos ver la comparacién del cambio en frecuencia relativo
calculado mediante la nueva teoria, la antigua teoria sin efectos de
borde y simulaciones por elementos finitos (FEM).
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14
=0.1
u — Nueva Teoria
mn=05 __ Antigua Teoria
4 8 12 16

Figura 4.7. Comparacion del cambio relativo en frecuencia normalizado por la
constante K en funcién del pardmetro A, calculado por la nueva teoria, la
antigua teoria y simulaciones por elementos finitos para dos valores distintos
de la constante 1. Como puede observarse en la figura el cambio relativo en
frecuencia (normalizado por la constante K) que predice la antigua teoria que
no consideraba efectos de borde no depende del pardmetro 4,. Sin embargo,
simulaciones por elementos finitos muestran una fuerte dependencia con
este pardmetro disminuyendo muchisimo el cambio para valores pequefios
de A,. La nueva teoria predice muy bien el comportamiento observado en las
simulaciones captando perfectamente la fisica de los efectos de borde.

A diferencia de la antigua teoria que no consideraba efectos de borde,
la nueva teoria capta muy bien los efectos de borde que se observan
en las simulaciones por elementos finitos disminuyendo el cambio en
frecuencia para valores bajos de 4,. La pequefia sobreestimacion de la
teoria que se observa en la grafica 4.7 se debe principalmente a la
sobreestimacion de las componentes de la deformacién cerca de los
laterales como ya se explicd anteriormente.
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La suma infinita que aparece en (4.15) obviamente es convergente
pero su funcién de convergencia no tiene expresidon analitica. Sin
embargo se puede aproximar por una funcién mas sencilla g(44,1)
que tenga las mismas propiedades que la funcién original. Las
propiedades mas importantes son los limites asintdticos para A,: i)
g(0,n) = p(n) ya que en estos casos los bordes son infinitamente
grandes en comparacion con la longitud del adsorbato relajandose
toda la tensién en el interior y por tanto la contribucién del adsorbato
a la energia de deformacién es nula. ii) En el limite A, > 1,
g(1e,m) =0 debido a que los bordes son muy pequefios en
comparacion a la longitud del adsorbato y por tanto no juegan ningun
papel en el problema. Siguiendo la forma funcional de los términos de
la suma infinita en (4.15), una funcidén que cumple las propiedades
mencionadas viene dada por:

B(n) tanh (Pg)(_%/;a)

Aa

(4.16)

g(/la' 7’) =

Donde B(7) es una funcion que dependera de la forma del adsorbato.
En general, el modelo 2D muestra que los efectos de borde producen
una disminucion del efecto de rigidez del adsorbato sobre la
frecuencia de resonancia de la palanca introduciendo una
dependencia importante con el parametro 1, que viene dada por la
formula (4.16) y donde las funciones p(n) y B(n) dependen
exclusivamente de la forma del adsorbato. Mediante un ajuste
numeérico con simulaciones por elementos finitos podemos encontrar
el valor de estas funciones para cada tipo de adsorbato. En este caso,
para el modelo 2D de un rectangulo, la funcién p(n) ya es conocida y
estd relacionada con el segundo momento de area. En cuanto a la
funcion B(n), un estudio mediante simulaciones por elementos finitos
nos arroja la siguiente funcién:

B(n) ~ 5.45 + 13.92n + 10.537n?2 (4.17)
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Por lo tanto el cambio relativo en frecuencia vendra dado finalmente
por una sencilla férmula:

s (532

Aa

K
| pon - (4.18)

Af
fo
En la figura 4.8 se muestra la comparacién entre las simulaciones por
elementos finitos (FEM) y la nueva formula (4.18) donde se puede ver

un acuerdo excelente dando validez a la forma funcional propuesta
(4.16).

ake 24
=[x

1- oA FEM
=0 Nueva Teorfa
mp=05 __ Antigua Teoria
4 8 12 16

Figura 4.8. Comparacion del cambio relativo en frecuencia normalizado por la
constante K en funcién del pardmetro A, calculado por la formula (4.18). El
acuerdo entre las simulaciones por elementos finitos y la nueva formula es
muy bueno lo que demuestra que la forma funcional propuesta en la formula
(4.16) para los efectos de borde es totalmente vdlida y precisa.

La dependencia del cambio en frecuencia con el pardmetro A, es
fundamental y explica por qué nunca se han observado efectos de
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rigidez con adsorbatos tipo particulas esféricas. El valor de A, para
este tipo de adsorbatos es muy pequefo y por consiguiente el cambio
debido a la rigidez sera también muy pequeiio como muestra la figura
4.8 pudiendo incluso despreciarse. Sin embargo, para adsorbatos cuya
extension es mucho mayor que sus bordes, el valor de A1, es muy
grande y por tanto estaremos en el limite asintético en donde la teoria
antigua sin efectos de borde es vdlida. Toda la zona entre medias de
estos dos limites corresponde a todo tipo de adsorbatos que no se
pueden catalogar dentro de los dos grupos anteriores y es en esta
zona donde la nueva teoria cobra una importancia fundamental para
cuantificar los efectos de rigidez en la frecuencia de resonancia de la
palanca.

4.3. Extension a 3D: Importancia de la orientacidon
en adsorbatos sin simetria azimutal.

Hasta ahora todo el modelo teérico que hemos desarrollado lo hemos
hecho en dos dimensiones, en el plano xz, suponiendo que la tercera
coordenada, la coordenada y, no juega ningun papel en el problema.
Si bien es cierto que esta coordenada no es importante para los
modos flexurales de una palanca, como bien demuestra el hecho de
gue en la teoria de Euler-Bernoulli ni los modos de vibracién ni la
frecuencia dependen de la anchura de la palanca, para el caso de
adsorbatos que no tengan simetria alrededor del eje z la coordenada
y puede jugar un papel importante. Supongamos un adsorbato con
forma de paralelepipedo regular de longitud, anchura y espesor dados
respectivamente por L,, b, y h,. Si todas las caras estadn
perfectamente alineadas con las caras de la palanca el cambio en
frecuencia viene dado por la formula (4.18) con la unica diferencia de
que en la constante K en lugar de aparecer las dreas A, y A,
apareceran los volumenes V, y V. ya que ahora estamos trabajando
con un modelo tridimensional. Una de las caracteristicas mas
importantes de la nueva teoria es el hecho de permitir distintos
cambios en la frecuencia para un mismo adsorbato en una misma
posicidn x,. Supongamos un adsorbato con un espesor dado por h,,
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una anchura dada b, = h, y longitud L, > h,, este adsorbato se va a
comportar como una capa fina con efectos de borde muy pequefios o
despreciables. Por otra parte, un adsorbato con el mismo espesor h,
pero con longitud L, = h, y anchura b, > h, tendra unos efectos de
borde muy grandes y el cambio en frecuencia que producird serd muy
pequefio o incluso despreciable. Es interesante resaltar que estos dos
adsorbatos son exactamente iguales con la uUnica diferencia de que
uno estd girado 90 grados con respecto al otro. Esta asimetria con
respecto a un giro alrededor del eje z ilustrada en la figura 4.9 no se
contemplaba en la teoria antigua porque es una consecuencia debida
exclusivamente a los efectos de borde y sin embargo es de vital
importancia. Como se puede ver en la figura 4.9 la distribucién de la
deformacion en el interior del adsorbato cambia radicalmente
dependiendo de si el adsorbato esta longitudinal o transversalmente
orientado.

€x2/€22,0 €2z/€22,0

'-1

w0

a)

Figura 4.9. Distribucion de la deformacion para un adsorbato cuya longitud

es mucho mayor que su espesor y anchura colocado longitudinalmente a), y
transversalmente b). Como puede verse en la figura, en el caso longitudinal el
adsorbato sufre una deformacion prdcticamente igual a lo que predice la
teoria antigua sin efectos de borde. Para el caso transversal la teoria antigua
predice exactamente el mismo estado de deformacion que el caso
longitudinal y sin embargo vemos que en las simulaciones por elementos
finitos el adsorbato apenas se deforma dando una importancia enorme a la
orientacion.
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Si queremos resolver el problema en tres dimensiones debemos por lo
tanto averiguar la dependencia con el angulo de orientacion del
adsorbato.

Supongamos un adsorbato con forma de paralelepipedo de longitud,
anchura y espesor dados respectivamente por Ly, b, y h, y cuyo eje

mayor esta orientado un angulo a con respecto al eje x. Ahora,

Lqg )
hg "’
tenemos otro parametro que da cuenta de la anchura del adsorbato y

. . h
ademas de los dos parametros fundamentales ( n = h—“ y Ag =
(4

- b o .
que definimos como u, = h—“ Por conveniencia para calcular la energia
a

de deformacién del adsorbato con una orientacion arbitraria situamos
nuestro sistema de referencia orientado con el adsorbato como
muestra la figura 4.10.

Figura 4.10. Esquema del sistema palanca-adsorbato con el adsorbato girado
un dngulo a con respecto al eje x del sistema de coordenadas de la palanca.
El sistema de referencia para calcular el estado de deformacion del adsorbato
estd representado en azul y estd girado un dngulo a con respecto al sistema
de coordenadas de la palanca que se ha estado usando hasta ahora y que se
representa en color negro.

De esta manera todas las componentes de la deformacion estaran
presentes a excepcion de la componente ¢,,. Puesto que se trata de
una rotacion alrededor del eje z, las coordenadas x e y cambiaran a x’
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e y' mientras que la coordenada z permanecera igual. Los pasos a
seguir son totalmente analogos a los del modelo 2D, nos fijamos solo
en la parte de la deformacién debida a los efectos de borde:

ou av, ow
re e re e re e
—_— =—=90
SXX axl vy ayl gZZ aZ (4 19)
cre _ laue . 10w, e _ 1(6116 N ave) .
X272 9z SYZ:E oz > 2\0y T ox'

Donde los desplazamientos u, y v, dependen de las tres variables
espaciales (x,y’,z) pero por mayor claridad se ha obviado esta
dependencia. Las ecuaciones de equilibrio (1.13) correspondientes a
los ejes x e y aplicadas a las deformaciones (4.19) con coeficiente de
Poisson igual a cero vienen dadas por:
) 621,13 N 0%u, N azzlte N 62/vel _ 0

ax'? ~ 9z%  9y'?  ox'dy

0%v, 0%v, 0%v, 0%u,

2 =0
ay'? + 0z? + ox'? * dox'oy’

(4.20)

Resolviendo el problema mediante simulaciones por elementos finitos
se observa que las derivadas cruzadas son muy pequefias con lo cual
para resolver las ecuaciones (4.20) proponemos una solucién
separable en x e y de la forma u,(x',y', 2) = U, (x',2) + U, (¥, 2) y
Ve(X',¥',2) = Ve (x', 2) + vy, (¥, 2) con lo que las ecuaciones (4.20)
guedan finalmente como cuatro ecuaciones diferenciales
independientes:

2 2
0%Upy 0% Uy

2 =
dx'? 0z 0
0%ugy, N 0%ugy, _
oy~ 0z (4.21)
0%Voy 0%y 0 '
ox'? 9z2

0%y 0%,y _ 0

dy'? 0z?2
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Las ecuaciones diferenciales (4.21) se pueden resolver por el método
de separacién de variables y su solucién viene dada por:

x'k
Ug, = Sinh | — | (44 cos zk + A, sin zk)
ex <\/§> 1 2

Uy = sinh(y'k) (B; cos zk + B sin zk) (4.22)
Vexr = sinh(x'k) (C; cos zk + C, sin zk) '

!
. YK .
Vey = sinh <ﬁ> (D cos zk + D, sin zk)
Al igual que en el modelo 2D las primeras condiciones de contorno
gue imponemos son continuidad de las componentes en plano de la
deformacion (eyy, €yy,&xy) Yy cero componentes xz e yz en la
superficie de arriba del adsorbato:

Exx(x,y',0) = &5, (x',¥',0) = &5 (x',¥,0) = 0

ez (X, y, hy) = &2,y hg) =0 (4.23)

Imponiendo las condiciones de contorno (4.23) obtenemos

2n+1
Aj=B;=C;=D;=0y«k = @ntin . Para calcular las constantes

a

gue nos quedan debemos minimizar las componentes de Ia
deformacion total en plano sobre las caras perpendiculares
analogamente a como se hizo en el caso 2D: aplicamos una
minimizacion de los siguientes funcionales:

ha
f (sxx + s,’gc) dz
0

hq
fo (Syy ) dz (4.24)

f (sxy + s,’g,)zdz

Para minimizar los funcionales (4.24) debemos antes calcular las
componentes de la deformacion inducida por la deflexion de la
palanca en el sistema de referencia del adsorbato. En el sistema de
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referencia de la palanca el tensor deformaciéon podemos expresarlo

como:

A 2. 0 0

E=l0 0 0 (4.25)
0O 0 O

Donde €2, viene dado por €2, = — (% + z) w' (x0)2.

Para expresar el tensor en el sistema de referencia del adsorbato,

debemos  aplicarle  una rotacion  mediante la matriz

cosa sina O
—sina cosa 0 | con lo cual obtenemos:

0 0 1
sin2a
el cos?a &b, >
&= sin2a 4.26
ek, — el sina 0 (4.26)
0 0 0

Por tanto vemos que en el sistema de referencia del adsorbato las
componentes yy y Xy no son cero y la componente xx esta

modificada:
el =€l cos?a
b _ b ain?
g5y = &xxsin“ a (4.27)
sin 2«
b _ b
Exy = Exx 2

Si minimizamos los funcionales (4.24) utilizando las ecuaciones (4.27)
obtenemos las siguientes expresiones para las constantes A4,, B,, C, y
Dz:

76



Teoria de sensores nanomecdnicos aplicados a la deteccidn bioldgica

2n+ 1)mAd
A, =~ T,sech <Q> cos? a

42
2
7,V2sinh (%) sin 2«
Bz =
(cosh ((Zn +41)7r/1a> cosh ((Zn +41)7wa) _ 1)
4.28
. 2n+ Dmu, 2 ( )
7,\/2sinh ——g ) sin 2a
C, =
(cosh ((Zn +41)7r/1a) cosh ((Zn +41)7r,ua) _ 1)
2n+ )m
D, =~ t,sech <%> cos?a
2 _1\n 12}
Donde 1, = #Vzhe (@t 41w (o) y n es un numero entero
(2n+1)3n3

mayor o igual que cero con lo cual podemos renombrar las constantes
(4.28) como A,,, B, C,, y D,, para que hagan referencia a este numero.
Los desplazamientos u y v debidos a los efectos de borde vienen
finalmente dados por:

o)
!

x'K
u.(x',y',z) = Z <An sinh (—) + B, sinh(y’;c)) sin zk

V2
ns0 (4.29)
Vo (Y IR
v (x',y', 2) = z <Dn sinh (T) + C,, sinh(x K)) sin zk
n=0 2

Donde A,, B,, C, y D, vienen dadas por las ecuaciones (4.28) y

@n+)m

K=-—"
2hg

componentes de la deformacién:

. A partir de (4.29) se pueden calcular las diferentes
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[ee)
e A, 2n+ Dr <(2n + 1)7119) ((Zn + 1)71)(x>
Exx = Z 2ah, sin 2 cosh Wi

n=0

e % D,2n+Dr . ((2n+ Dl @n+ Dmy,
Eyy —nZO 2ah, sin 2 cosh W

e, - ni (2n4-;a1)rr " ((Zn +21)m9> (Cncosh <(2n +21)1r)(x> + 5.cosh (2n + 1)% > 0
de i (2n4;a1)7tcos ((Zn +21)m9> <Ansinh ((Zn ;L le)%> s mh (2n + 1)11)( >

e, = °°0 (zn4za1)nsin ((Zn +21)m9> (Cn - ((Zn ;L \/12)7'[)()() + bocosh (2n + 1)11)( >
Donde se ha hecho el cambio de variable y, = P )(y y y 9 = hia

Al igual que en caso 2D podemos utilizar las propiedades de
ortogonalidad de los términos en las sumatorias para simplificar la
energia de deformacién del adsorbato. Usando el mismo
procedimiento de simplificacion que en el modelo 2D podemos
calcular la variacion relativa de frecuencia que viene dada por (véase
apéndice 1 para mas detalle):

Af

Y K om) - gan) cos*a
fo 2 PP T Iaed (4.31)

— g(uq,m) sin* @ — gas(Aq, e, ) Sin® 2a)

EaVaLc4lp”(x0)2
EcVeBn”
y la funcidn g,5(A4, e, ) da cuenta de la componente cruzada de la

Donde en este caso la constante K viene dada por K =

energia de deformacion y viene dada por:

asQAa, g, ) = ag(Ag, g, ) (a1 (Ag, g, ) + a3 (Ug, A, 1)
+ az(/la' .“a:n)) (4'32)

Donde ay, a; y a, vienen dadas por:
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#p(m)sinh (%)2 sinh (M)Z

Bus(m2Apta(1 — cosh(Bys (mAq)cosh(Bas(pa))’

Ao (’10.' Ua, 77) =

2 4.33
al(aa,ua,n)=B4s(n)aacoth(W)(cosh<B45<n>ﬂa)cosh<M) —1) (433

2

ay(Ag, tiq, ) = —sinh(Bys (M) Ag)sinh(Bys (1) pg)

La funcion B,s(n) debe calcularse numéricamente y viene dada por:

B,s(n) ~ 0.90 — 0.347n + 0.16n? (4.34)

n=0.3 Nn=0.5
= A=5p=15 e sln efe.ctos dé bordé ‘

I‘luava :tenrin | | “\ ‘ ‘W

Cambio relativo en frecuencia normalizado

ot
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 10 20 30 40 50 60 70 80 90

a(degq) a(deg)

Figura 4.11. Comparacion del cambio relativo en frecuencia normalizado por
la constante K en funcion del dngulo de orientacion del adsorbato para
distintos valores de n, A, y p, obtenido por simulaciones por elementos
finitos (FEM) y por la nueva teoria.

Puede comprobarse que la férmula para el cambio relativo en
frecuencia (4.31) se reduce a la férmula del caso 2D (4.18) paraa =0
y @ = m/2. Ademads, para los casos asintéticos de A, > 1,u, > 1y
Aqa = 0,1, = 0 la férmula se reduce a la formula sin efectos de borde
y a cero respectivamente. En la figura 4.11 se compara el cambio
relativo en frecuencia normalizado por la constante K en funcién del
angulo de orientacion del adsorbato para distintos valores de 1, 4, y
Uq obtenido por simulaciones por elementos finitos y por la nueva
teoria donde claramente se ve un excelente acuerdo entre ambos.
Como puede comprobarse en la figura, cuanta mayor sea la diferencia
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entre A, y U, mayor es la variacidon del cambio en frecuencia con el
angulo de orientacién. Por ejemplo, para el caso de A, = u, = 10
(color rojo) apenas se observa cambio alguno con la orientacion
mientras que para el caso de A, =20 y u, = 2 la diferencia entre
adsorcion cona = 0y @ = 90 es enorme en términos relativos.

4.4. Coeficiente de Poisson de la palanca y efectos
de anclaje.

Anteriormente hemos visto que el efecto de rigidez de un adsorbato
en la frecuencia de resonancia de la palanca se debe principalmente a
una variacion de la energia de deformacion correspondiente a la
componente &,,.. Esto es debido a que los modos flexurales no tienen
dependencia con la coordenada y cuando el coeficiente de Poisson de
la palanca es igual a cero. Sin embargo, cuando el coeficiente de
Poisson de la palanca no es cero, los modos flexurales tienen una
ligera dependencia con la coordenada y introduciendo una
componente &,,,, de deformacion que puede transmitirse al adsorbato,
o lo que es lo mismo, el adsorbato puede ejercer resistencia a este
ligero movimiento transversal de la palanca cambiando asi el efecto de
rigidez. Aunque este efecto es pequeio, podria ser importante para
palancas con un coeficiente de Poisson elevado y una anchura no
mucho mas pequefa que su longitud y por tanto es necesaria su
cuantificacién. Recordando el capitulo 1, la deflexidon de una viga cuya
anchura y espesor son mucho mas pequefios que su longitud se
caracteriza por que las componentes de la tension g, y 0, son
despreciables frente a la componente o,,. Esto hace que las
componentes de la deformacidon vengan dadas por las ecuaciones
(1.17), es decir, la deformacion &,,,, no es cero sino que viene dada
por:

&y = vZwy''(x) (4.35)

Este efecto es obviamente mds importante cuanto mayor sea la
anchura de la estructura. Cuando consideramos los modos flexurales
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de una palanca ocurre exactamente lo mismo, es decir, g,, y 7,5, son
despreciables frente a oy, y esto ocurre incluso para cuando la
anchura de la palanca no es despreciable frente a su longitud vy
pasamos ya a tener una estructura tipo placa delgada rectangular. Es
por esta razén por la que la frecuencia de resonancia de los modos
flexurales de estas estructuras depende muy débilmente de la anchura
y del coeficiente de Poisson. Por otra parte, la ecuacién (4.35) no tiene
en cuenta un aspecto muy importante de las palancas, y es que una
palanca tiene el movimiento restringido en y debido al anclaje® >* **,
Puesto que la zona cerca del anclaje es una zona muy sensible para
medir rigidez, debemos tener este efecto presente en nuestro modelo.
La manera de corregir este efecto es introducir un factor de anclaje a
partir de las ecuaciones obtenidas en el capitulo 2 de esta tesis. En las
ecuaciones (2.22) vimos que el anclaje producia una correccién a la

xa(v)

curvatura en y que viene dada por un factor (1 —e b ) donde a(v)

viene dada por la ecuacion (2.18). Por tanto la deformacion ¢y,
incluyendo el efecto de anclaje vendra finalmente dada por:

xa(v)

Eyy = VZ (1 —e b )WOH(X) (4.36)

En la figura 4.12 podemos ver el cuadrado de la curvatura y
normalizada e integrada a lo largo de la seccién transversal de la
palanca en funcidn de la posicion x calculado mediante simulaciones
por elementos finitos y mediante la formula (4.36) con un acuerdo
excelente. Se puede ver claramente la linealidad con el coeficiente de
Poisson y la caida exponencial cerca del anclaje que prevé la férmula
(4.36).
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Teoria componente y O FEM — — - Componente x L=10b

[~ Modo 1 | |y Modo 2

1,0

o
[+-]
1
1
-

Amplitud normalizada

0,0 0,3 0,6 0,9
x/L

Figura 4.12. Cuadrado de la curvatura y normalizada al valor del cuadrado
de la curvatura x en el anclaje integrado a lo largo de la seccion transversal
de la palanca en funcion de x para los dos primeros modos flexurales y para
distintos valores del coeficiente de Poisson. En la grdfica se comparan los
valores obtenidos con la férmula (4.36) (linea continua) y los valores
obtenidos mediante simulaciones por elementos finitos (simbolos). El
cuadrado de la curvatura x estd representado por la linea discontinua.

Esta deformacién en y se puede expresar en funcion de la

_xa(v)
deformacion en x como &, = —6, &y, donde O, = v(l —e b )de

manera que el tensor de deformacion debido a la deflexiéon de la
palanca vendra dado por:

=0 -0, 0 (4.37)

En el sistema de referencia del adsorbato este tensor se puede
expresar como:

sin 2a
€2 (cos? a — 0, sin? a) . .(1+86,) 5
&' = sin 2a 4.38
2. (1+86,) — el (sin?a — 6, cos’a) 0 (4.38)
0 0 0
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Las ecuaciones (4.28) cambian de manera acorde al nuevo tensor de
deformacion (4.38):

2n+ DmA,
442
2
T,,\/2sinh (%) (1+06,)sin2a

(cosh ((Zn +41)nla) cosh ((Zn +41)7wa> _ 1)

A, = Tnsech< > (cos? a — O, sin? @)

B, =

) (4.39)
T,,\/2sinh (%) (1+0,)sin2a

(cosh ((Zn +41)n/1a) cosh ((Zn +41)1wa) _ 1)
2n+ Dmu,
W2

C, =

D, ~ Tnsech< > (sin? @ — @, cos? a)

Igualmente el cambio relativo en frecuencia también cambiara acorde

al nuevo tensor de deformacién:

A K

f—f = 5(;9(17)(1 +0,%) — Eg cos* @ — Egq sin* a — B4 sin? 2a) (4.40)
0

Donde  Zg = g(Aq, 1) + 0,°g(ka ), Eoo = 9(a,m) + 0,°9(Aa,m)

— 1

Bas = Jas (Ao b ML + 60,)% =20, (g(kam) + g(Aa,m).

En la figura 4.13 se puede observar el efecto del coeficiente de Poisson
de la palanca y el efecto de anclaje sobre el cambio relativo en
frecuencia. Podemos observar claramente un aumento del cambio
debido a la apariciéon de la componente y de la deformaciéon que
aumenta con el coeficiente de Poisson. Obviamente el efecto es de
mayor relevancia para adsorbatos cuya longitud en el eje transversal
es mucho mayor que en el eje longitudinal (1, > u,y angulo de
adsorciéon de 90 grados) puesto que en ese caso la energia
correspondiente a la componente y de la deformacién sera mayor en
comparacion a la energia correspondiente a la componente x. Este
efecto se puede observar claramente en la figura 4.13c y 4.13d donde
tenemos un adsorbato de A, =20 y u, = 2. En el primer caso, al
estar orientado a cero grados, la longitud a lo largo del eje transversal
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es mucho menor que la longitud sobre el eje longitudinal y por tanto la
componente y de la deformacion es pequefia en comparacion con la
componente x haciendo que el efecto del coeficiente de Poisson y de
anclaje sean pequefios. Sin embargo, cuando el adsorbato esta
orientado a 90 grados tenemos el caso contrario y la componente y de
la deformacién cobra mucha relevancia haciendo que el efecto se note
mucho. Se puede observar también en la figura 4.13d la caida
exponencial debida al anclaje para coeficientes de Poisson altos. En
este caso la longitud de la palanca que se tomd fue de 10 veces la
anchura. Para palancas mas anchas este efecto de anclaje se hara cada
vez mas relevante.

a) »,=20 p =2 n=0.3 L=10b £=0.1 b) 2,=15 p,=5 n=0.3 L=10b £=0.1

a=0 e ——

N
B
|

a=0

ots ]
M

»
o
1

Cambio relativo en frecuencia normalizado
-
)]
1

a=45
1,2
0,8
L()()//
00 0.1 0.2 0.3 04 0 0.1 0.2 0.3 0.4
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Figura 4.13. Influencia del coeficiente de Poisson y el efecto de anclaje en el
cambio relativo en frecuencia. En a) y b) se representa el cambio relativo en
frecuencia normalizado por la constante K en funcion del coeficiente de

Poisson para dos casos distintos de 1, y U, y para la posicion & = 2—6 = 0.1. Se

puede observar claramente el aumento del cambio relativo en frecuencia
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debido a la influencia de la componente ¢€,,,. En c) y en d) se representa el
cambio relativo en frecuencia en funcion de la posicion normalizada para
Aqa =20y ug = 2, y para dngulos de adsorcion de 0 y 90 grados. En estos
casos el cambio estd normalizado al valor obtenido en la posicion x=0y para
v=0cona =0ya =90 respectivamente.

4.5. Adsorbatos con forma cilindrica y efecto del
area de contacto.

Hasta ahora hemos considerado el adsorbato como un paralelepipedo
cuya area de contacto con la palanca es justo su cara inferior. Sin
embargo, un adsorbato real no tiene, por lo general, forma de
paralelepipedo y el drea de contacto puede variar dependiendo de las
fuerzas de interaccion que existen entre la palanca y el propio
adsorbato'. Aunque estos efectos son pequefios debido a que
cualquier adsorbato que no tenga una forma altamente irregular
siempre se puede aproximar por un paralelepipedo equivalente,
cuando necesitamos una alta precisiéon en la medida de la rigidez
debemos tener en cuenta el efecto de la forma y el drea de contacto
en la formula (4.40). Un pardmetro especialmente relevante es la
proyeccion del drea de contacto a lo largo del eje de la palanca.
Supongamos un adsorbato con forma cilindrica que se adsorbe
lateralmente sin sufrir ninguna deformacién. En este caso el contacto
entre el adsorbato y la palanca viene dado por una sola linea. Si el eje
del cilindro esta orientado a lo largo del eje y, la proyeccion a lo largo
del eje x del contacto es un Unico punto y es imposible que el
adsorbato ofrezca ninguna resistencia al movimiento y por tanto el
efecto de rigidez serd nulo. Si la fuerza de interaccidn es tal que el
cilindro se deforma aumentando asi la superficie de contacto, la
proyeccién sobre el eje x ya no serd un punto sino un segmento, con
lo cual podra ejercer resistencia y el efecto de rigidez no sera nulo.

Como se ha mencionado anteriormente en este capitulo, la fisica del
efecto de borde es la misma independientemente de la forma del
adsorbato. La estructura funcional de la férmula (4.40) se mantiene
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intacta y lo Unico que cambian son las funciones p y B que ahora no
solo dependeran del parametro 1 sino también del area de contacto.
Estas funciones seran distintas para cada tipo de adsorbato y se deben
calcular numéricamente. En este apartado calcularemos estas
funciones para el caso concreto de un adsorbato con forma cilindrica
con una deformacién moderada debido a las fuerzas de interaccion
con la superficie. El hecho de considerar este caso es debido a que las
entidades bioldgicas con forma cilindrica son muy comunes. Algunos
ejemplos son el virus del tabaco mosaico (TMV) o las bacterias de tipo
bacilo como E. coli, Salmonella, tuberculosis, etc.

En primer lugar debemos redefinir los pardmetros que aparecen en la
teoria. Sea un cilindro de radio R, y longitud L,, redefinimos los

, 2R L .
parametros 7 =h—“ y/1a=#. De esta forma el pardmetro A,
(o

a

corresponde al eje longitudinal del cilindro y es independiente de la
deformacion debida a las fuerzas de interaccidn con la superficie de la
palanca. Dicha deformacién la cuantificamos mediante el radio de
contacto entre la seccién transversal del cilindro y la superficie de la
palanca (Figura 4.14). Sea R, dicho radio de contacto, definimos el

. R o e
parametro y, =r = R—C. Esta definicion de pu, estd justificada por lo
a

gue se ha mencionado al principio de la seccién, un cilindro sin
ninguna deformacioén tiene un contacto con la palanca que es una
linea, de manera que la proyeccion sobre el eje longitudinal de la
palanca cuando esta orientado transversalmente es un punto y por
consiguiente el efecto de rigidez es nulo en este caso.
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Figura 4.14. Dibujo esquemdtico de un cilindro sin deformar y un cilindro
deformado debido a las fuerzas de interaccion con la superficie de la palanca.
La zona amarilla muestra el drea de contacto con la superficie de la palanca
donde podemos observar como para el cilindro sin deformar dicha drea es en
realidad una sola linea.

Un aspecto a tener en cuenta es que debido a la forma cilindrica del
adsorbato, la funciéon B que aparece en la formula (4.16) y que esta
definida en la ecuacién (4.17) sera distinta para la orientacion
transversal que para la orientacion longitudinal. Por consiguiente los
coeficientes Zj, gy Y E45 que aparecen en la férmula (4.40) podran
escribirse como:

0= 90(a 1) + 6,2 goo(Ag,7,1)
90 = oo (a7, 1) + 6,°go(Aa, 7,1) (4.41)

o
E45 = GasAg, (1 + 6, — 71/(90(/151' 7,1 + goo(Aa, 7"'77))

[1] [1]

Donde las funciones gg y g9 vVienen dadas por la formula (4.16) con la
Unica diferencia que la funcion p ahora dependera también del
pardmetro r y la funcién B sera distinta en cada caso. Igualmente, la
funcion g,5 que vendrd dada por la ecuacidon (4.32) tendra la nueva
funcién p y una nueva funcién B,s que no solo puede depender del
parametro 71 sino también del parametro r. Por lo tanto el problema
se reduce a encontrar la dependencia funcional de cuatro funciones

con los pardmetrosnyr: p(n,7), Bo(n,7), Bog(n,7) y B4s(n, 7).
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Para encontrar dichas funciones se realizaron simulaciones por
elementos finitos utilizando el software comercial COMSOL
Multiphysics con el médulo de Structural Mechanics en dos pasos: i)
Simulacién de contacto entre la superficie de la palanca y un cilindro
aplicando una fuerza volumétrica en el cilindro. Mediante esta
simulacidn se obtiene la geometria del cilindro deformado y el area de
contacto entre el cilindro y la superficie. ii) Simulacién para calcular la
frecuencia de la estructura conjunta formada por la palanca y el
cilindro deformado.

Se hicieron simulaciones variando tanto la fuerza de contacto aplicada
como los pardmetros n y A, para tres angulos de orientacidn
diferentes: a =0, a =45 y «a =90 . Los datos obtenidos en las
simulaciones fueron ajustados en funcién de A, a la ecuacidn (4.40)
dejando libres los parametros p, B, Bgg Y B4s que dependen de n y
de r. El coeficiente R? en todos los ajustes fue al menos de 0.999 en
un total de 1950 curvas. Las funciones que se obtuvieron fueron las

siguientes:

p(n,v) = 3+6n+3.75n%—(2.54n + 1.27n*)r
—(0.94n + 1.31n?*)r?

Bo(,¥) = 9.33+ 25.187 + 10.8372
—(11.25 + 35.867 + 12.887%)r (4.42)
—(5.83 + 17.19n + 2.13n?)r?

Boo(n,¥) = 253+ 7.10n + 11.56n% — (0.42 + 3.57 + 10n?)r

Bys(¥) = 1.07 —0.09n + 0.2972

Finalmente, para comprobar la teoria se hicieron simulaciones por
elementos finitos del caso particular de la adsorcién del virus del
tabaco mosaico (TMV) en una palanca de nitruro de silicio de 5 um de
largo por 500 nm de anchura por 50 nm de espesor para diferentes
orientaciones del adsorbato y diferentes fuerzas de adhesion. La
densidad y coeficiente de Poisson para la palanca son de 3187 kg /m3
y 0.23 respectivamente®®. Debido al reducido espesor de la palanca se
sabe que el mddulo de Young del nitruro de silicio desciende
notablemente su valor*®y en este caso se usé un valor de 104 GPa. El
TMV es un virus muy estudiado mediante diferentes técnicas y por
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tanto su estructura, masa y propiedades mecanicas estdn bien

17119 e trata de un virus con forma

establecidas en la literatura
cilindrica formado por aproximadamente 2130 proteinas idénticas
dispuestas en una estructura de hélice de 300 nm de largo con un
didmetro de 18 nm. Se ha calculado una masa molecular de 40.5 MDa
lo que le confiere una densidad promedio de 880 kg/m3. El médulo
de Young se ha medido mediante experimentos de microscopia de
fuerzas atomicas (AFM) obteniéndose un valor del orden de 6 GPa. La
figura 4.15 muestra un esquema de la palanca utilizada junto con el

TMV.

pr——

7
’

b=500 nm
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.

.................

y
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Figura 4.15. Dibujo esquemadtico de la palanca de nitruro de silicio utilizada
en las simulaciones por elementos finitos junto con el TMV.

Para tener en cuenta el efecto de la deformaciéon del TMV vy el area de
contacto con la superficie de la palanca se hicieron simulaciones por
elementos finitos del contacto de la misma forma anteriormente
mencionada utilizando diferentes fuerzas de adhesion desde 75 hasta

. 115, 12
920 nN que son valores comunes en la literatura™®> %

. En la figura
4.16 se puede ver el radio de contacto obtenido mediante las
simulaciones en funcién de la fuerza aplicada. También se muestran
los valores que predice el modelo de contacto de Hertz'# y la energia
de adhesién calculada mediante el modelo de Barquins para el

. . . 122,12
contacto entre un cilindro deformable y una superficie plana®®* %, L

0s
valores obtenidos para la energia de adhesion estan en un rango entre

5 a 150 mN/m los cuales se corresponden con valores tipicos
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encontrados cuando la interaccion entre el virus y la palanca esta

dominada por fuerzas de van der Waals'*>.

— 150

4100

Radio de contacto (nm)
N
‘O
- \q
Energia de adhesion (mN/m)

200 400 600 800
Fuerza aplicada (nN)

Figura 4.16. Radio de contacto entre la palanca y el TMV calculado mediante
simulaciones por elementos finitos (simbolos rojos) y mediante el modelo de
contacto de Hertz (linea continua) en funcion de la fuerza aplicada. En el eje
de la derecha se representa la energia de adhesion que predice el modelo de
Barquins para el contacto entre un cilindro deformable y una superficie plana
(linea azul discontinua).

Finalmente se hicieron simulaciones para calcular el cambio en
frecuencia relativo de los dos primeros modos flexurales de la palanca
para distintas orientaciones y distintas fuerzas de adhesién. El TMV se
situé a 500 nm del extremo anclado de la palanca. Se eligid esta
posicién debido a que esta cerca del extremo anclado y por tanto el
efecto de rigidez es mayor. La figura 4.17 muestra la comparacion
entre los resultados obtenidos mediante las simulaciones y los
resultados obtenidos mediante el modelo tedrico. Se puede observar
como la influencia del radio de contacto es muy pequefia para el caso
en el que el TMV esta orientado longitudinalmente. Conforme el
angulo de orientacién va acercandose a 90, la influencia del radio de
contacto es cada vez mayor. Una caracteristica importante a tener en
cuenta es que el minimo cambio relativo se produce para un angulo
algo mas pequefio que 90 grados. La razon es que debido al
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coeficiente de Poisson de la palanca la deformacién transversal en el
interior del virus esta jugando un papel importante, si el coeficiente de
Poisson de la palanca fuera cero el minimo estaria siempre en 90
grados.

FEM

Teoria

r=0.22 r=0.35 r=0.55

Figura 4.17. Cambio relativo en frecuencia para los dos primeros modos

. . R . . .
flexurales en funcion del pardmetro r = R—C y del dngulo de orientacion «a
a

calculado mediante simulaciones por elementos finitos y mediante la nueva
formula tedrica. En la parte inferior de la figura se muestra la seccion
transversal del virus para tres deformaciones distintas.

Es importante remarcar el buen acuerdo que se puede observar en la
figura 4.17 entre el cambio relativo en frecuencia calculado mediante
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simulaciones por elementos finitos y el cambio relativo en frecuencia
que predice la nueva teoria donde en ningln caso el error relativo
promedio supera el 3%. Estos cdlculos estdan hechos considerando un
coeficiente de Poisson del TMV igual a cero debido a que en todo el
desarrollo tedrico se ha asumido que el coeficiente de Poisson del
adsorbato es cero simplificando enormemente los célculos. Esto fue
posible debido a que la dependencia que se observd con el coeficiente
de Poisson del adsorbato, aunque existe, es muy débil en comparacion
con otros pardmetros como el dngulo de orientacién o la superficie de
contacto. La extensiéon de la teoria para adsorbatos con cualquier
coeficiente de Poisson es muy interesante ya que podria servir para
obtener informacién de dicho coeficiente a partir de los cambios en
frecuencia relativos. Esta extensidn es posible partiendo de esta teoria
como base, sin embargo queda fuera de los objetivos de esta tesis
doctoral. Para ver el error que se comete para adsorbatos con
coeficiente de Poisson distinto de cero se hicieron simulaciones por
elementos finitos de la adsorcion del TMV variando el coeficiente de
Poisson del virus entre 0 y 0.45 y se calculé el error relativo cometido
por la teoria en cada caso (Figura 4.18).

Modo 1 Modo 2
10 4]
< ADD A3 6l =o= a=0 5%
S — _
; 6 A Vid 0 O O— o=45 O A A
5 A
] A g O -4a-a< g
L L 4 L 2
e Foooo=-
- o -0~ o=0 o .g 0
I —o-a=45 | I o
W -2 - =90 ”
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0 0.1 0.2 0.3 0.4
vrmv vrmv

Figura 4.18. Error relativo del cambio relativo en frecuencia que predice la
teoria para los dos primeros modos flexurales en funcion del coeficiente de
Poisson del TMV para tres dngulos de orientacion distintos.

Como puede observarse en la figura 4.18 la influencia del coeficiente
de Poisson del TMV es mds importante para las orientaciones de 45 y
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90 grados pero en ningln caso se sobrepasa el 9% de error. Para una
orientacién de a = 0 la dependencia es muy pequena y tenemos un
maximo error relativo por debajo del 4%.

4.6. Conclusiones.

En este capitulo se ha presentado un estudio tedrico detallado para
calcular el cambio relativo en las frecuencias de resonancia de una
palanca inducido por el efecto de rigidez de un adsorbato. El modelo
tiene en cuenta el hecho de que los bordes del adsorbato estan libres
y pueden relajar la tensién inducida por la deflexion de la palanca
disminuyendo asi la energia de deformacidon en el interior del
adsorbato. Este fendmeno tiene importantes consecuencias, como por
ejemplo la dependencia con el dngulo de orientacién del adsorbato o
con la energia de adhesidn entre el adsorbato y la superficie de la
palanca, pardametros que hasta ahora no jugaban ningln papel en el
cambio en frecuencia de la palanca. Existen dos limites fundamentales
en cuanto al tipo de adsorbato: i) adsorbatos tipo “capa fina” cuya
extensidn es muy grande en comparacién a su espesor y por tanto los
efectos de borde son despreciables y ii) adsorbatos tipo “particula
esférica” los cuales tienen un espesor del orden de su extensién
superficial y un area de contacto con la palanca muy pequefia con lo
cual los efectos de borde seran muy grandes y el efecto de rigidez
sobre la frecuencia de resonancia de la palanca sera despreciable. La
mayoria de las entidades bioldgicas individuales estan entre estos dos
limites y por tanto la teoria desarrollada en este capitulo cobra
enorme importancia. Se ha desarrollado un modelo concreto para
adsorbatos con forma cilindrica deformados debido a las fuerzas de
interaccidon entre la palanca y el adsorbato. El modelo se ha probado
con simulaciones por elementos finitos para el caso concreto del virus
del tabaco mosaico sobre una palanca de nitruro de silicio mostrando
un acuerdo excelente. El marco tedrico desarrollado abre la puerta a
un nuevo paradigma tanto para la espectrometria de sistemas
biolégicos como para la medicién de su médulo de Young con minimas
deformaciones.
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Capitulo 5.

Desacoplo de posicion, masa y rigidez del
adsorbato a partir de la medida de varios
modos de vibracion.

Hasta ahora hemos estudiado cémo afecta la adsorcién de una
particula a la frecuencia de resonancia de una palanca. Dadas las
caracteristicas de la palanca y del adsorbato somos capaces de
predecir perfectamente cuales seran los cambios que se produciran en
las frecuencias de resonancia de la palanca. Sin embargo, a efectos
practicos el caso mas interesante no es este sino el contrario, es decir,
conociendo las caracteristicas de la palanca y los cambios que se
producen en las frecuencias de resonancia, poder predecir con
exactitud las caracteristicas del adsorbato. El problema es que cuando
medimos un cambio en la frecuencia de resonancia de la palanca
debido a una adsorcidn, existen infinitos valores posibles de posicion,
masa y rigidez que dan como resultado el mismo cambio en
frecuencia. Una manera de sortear este problema es mediante la

., . 124, 12
adsorcién localizada®® 2+ 1%°

. Como sabemos, la contribucién en masa
al cambio relativo en frecuencia es proporcional al cuadrado de la
amplitud del modo de vibracién mientras que la rigidez es
proporcional al cuadrado de la curvatura. Por tanto, localizando Ia
adsorcién a determinadas zonas podemos conseguir anular uno de los
dos efectos y de esta forma medir solamente el otro puesto que al

estar localizada la adsorcion ya no nos tendremos que preocupar de la
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posicion. El problema de este método es que al localizar la zona de
adsorcion reducimos el drea efectiva de medicién y por tanto
necesitaremos equipos y técnicas mdas depuradas para conseguir que
las particulas lleguen hasta estas zonas. Otro inconveniente
importante de esto es el rango dindmico, que se reduciria debido a
que en el caso de conseguir focalizar bien la muestra en las zonas de
adsorcidn, se llegaria a la saturacion mucho antes.

Otra técnica para separar posicion, masa y rigidez en una adsorcion se
basa en la medida simultanea de los cambios en frecuencia de varios

modos de vibracign® 1> 20 70, 106

. Cada modo tiene una forma y una
curvatura distinta al resto y por tanto las contribuciones en masa y en
rigidez al cambio relativo serdn distintas para cada modo de forma que
ahora los valores de masa, posicion y rigidez que dan
simultaneamente esos cambios en frecuencia ya no son infinitos. El
problema de encontrar las propiedades del adsorbato a partir de las
medidas simultaneas de los cambios en frecuencia de varios modos de
vibracion se conoce con el nombre de problema inverso y su
resolucioén es la base para la espectrometria de masa vy rigidez basada
en resonadores nanomecdnicos. Los espectrémetros de masa
convencionales miden la relacidn carga masa de especies moleculares
con masas variando entre 100 Da hasta 100 kDa. Sin embargo, la
eficiencia de  estos espectrometros se ve degradada
considerablemente para compuestos mas pesados como
nanoestructuras o complejos biolégicos. Los resonadores

nanomecanicos no tienen este problemalG' 69, 126

y es por esto que el
desarrollo y estudio de la nueva idea de espectrometria basada en
resonadores nanomecanicos cobra tanta importancia. En este capitulo
vamos a estudiar a fondo la resolucién del problema inverso con
especial énfasis en el caso aun ausente en la literatura de separacion

de posicidn, masa y rigidez.

5.1. El problema inverso.

Supongamos que estamos midiendo N modos flexurales
simultdneamente. Cuando un adsorbato se adhiere a la superficie de
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una palanca en una posicion determinada &, = x,/L producird un
cambio distinto en la frecuencia de resonancia de cada modo de
vibracién. El cambio relativo en frecuencia ,, para cada modo viene

dado porzz’ >l

1 (Y,
Qn = _Amlpn(fo)z + A Bn4< g2 : > (5.1)

. . 1im
donde A,, es el término de masa dado por A, = Em—“ y Ag es el
c

término de rigidez dado por A; = %I;“ga

cH=c

[, donde el parametro I, da

cuenta de la forma del adsorbato y de los efectos de borde estudiados
en el capitulo 4. Por conveniencia se ha introducido en la ecuacidn
(5.1) la posicidon normalizada a la longitud total de la palanca ¢ = x/L.
La forma del n-ésimo modo flexural de la palanca viene dada por y,, y
Bn es su autovalor correspondiente como bien se explicé en el
apartado 1.5. Las ecuaciones (5.1) para N modos de vibracion
distintos pueden considerarse como un sistema de ecuaciones con
tres incognitas: A,,, A y &,. Un aspecto importante a destacar de las
ecuaciones (5.1) es el tipo de dependencia con las tres incégnitas. La
dependencia con A, y A es lineal mientras que la dependencia con la
posicién &, es no lineal. Esto significa que conociendo la posicion
podremos obtener los términos de masa y rigidez univocamente a
partir de dos ecuaciones siempre y cuando sean linealmente
independientes. Sin embargo, si conocemos por ejemplo el término de
masa pero desconocemos la posicion y el término de rigidez no es
seguro que podamos calcular estos términos univocamente con solo
dos ecuaciones debido a que la dependencia no lineal de la posicidon
podria dar mds de una posible solucién.

Consideremos por ahora la posicidn como un pardmetro conocido
para estudiar en detalle la posibilidad de separar los términos de masa
y rigidez en funcién de la posicion. Un sistema de ecuaciones lineales
bien definido tiene solucién Unica siempre y cuando las ecuaciones
sean linealmente independientes, o lo que es lo mismo, que el
determinante de la matriz del sistema sea distinto de cero. De hecho,

96



Teoria de sensores nanomecdnicos aplicados a la deteccidn bioldgica

cuando tratamos con errores, cuanto mayor sea el valor absoluto del
determinante del sistema, mayor sera la precisién de la solucion®?’.
Supongamos que medimos los modos i y j, el determinante de la
matriz del sistema vendra dado por:

1 (d%Pi(&))° 1 (d2P;(Eo)\’
Det;;(&o) =¢j(fo)zﬁ<720> _1/)1'(50)2?(?20) (5.2)

Considerando que se miden simultdneamente N modos en total,
cualquier pareja de estos N modos puede ser perfectamente valida
para obtener los términos de masa y rigidez. Por lo tanto definimos el
parametro Yy (&) = XL, X)-, Det;j(§0)* (i #j) que nos indica
aquellas posiciones en las que la determinacién de los términos de
masa y rigidez no es posible. En la figura 5.1 representamos Yy (&,)
normalizada para N=2,3 y 4 para los casos de una palanca de Euler
Bernoulli y para un puente cuyos modos de vibracién vienen dados por
las ecuaciones (1.32) y (1.35) respectivamente.

N=2 N=3 N=4
1
0.8 A\ {1\ {4
‘(
0.6 {
- |
& 0.4 \
\ \ |
0.2 )
0 0.2 0.4 0.6 0.8 10 0.2 0.4 0.6 0.8 1
£ ¢
SO SO
Anclado-Libre Anclado-Anclado

Figura 5.1. Representacion grdfica de la funcion Yy (&) normalizada para los
casos de una palanca de Euler Bernoulli (anclado-libre) y de un puente
(anclado-anclado). Puede comprobarse como para el caso de la palanca el
punto central &y = 0.5 es un punto critico mientras que el caso de los puentes
no presenta tal singularidad.

Para el caso de una palanca (Figura 5.1 izquierda) podemos observar
tres puntos particulares en los que la funcion Yy(&) =0
independientemente del nimero de modos de vibracidn. El primero es
el punto ¢, = 0. En este punto no podemos obtener el término de
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masa puesto que la amplitud de cualquier modo de vibracién es cero
en este punto. Sin embargo, el término de rigidez es perfectamente
medible puesto que las curvaturas de los modos de vibraciéon son
maximas. Por otro lado tenemos el caso opuesto, la posicion §; = 1 en
la que no podemos medir el término de rigidez pero si el término de
masa. Por ultimo tenemos el punto particular de posicidon £, = 0.5 en
el cual todos los determinantes Det;; son cero. Esta es una propiedad
intrinseca de los modos flexurales de Euler Bernoulli en una palanca y
hace que en este punto no sea posible separar los términos de masa vy
rigidez. Este punto es un punto critico ya que mientras mas se acerque
la posicion de la adsorciéon a este punto menos precisiéon tendremos
en el cdlculo de los términos de masa y rigidez.

En el caso de los puentes (figura 5.1 derecha) los dos extremos estan
anclados y por tanto seran como el caso de &, = 0 para las palancas.
Sin embargo, a diferencia de las palancas, los puentes no tienen
puntos criticos puesto que midiendo al menos 3 modos ya no existen
puntos en los que Yy (&,) = 0 aparte de los extremos anclados. Esta es
una gran ventaja de los puentes con respecto a las palancas cuando se
utilizan para espectrometria de masa y rigidez. Sin embargo, los
puentes presentan algunas desventajas con respecto a las palancas.
Generalmente, debido al proceso de fabricacidn, los puentes tienen
una fuerte tensién interna que los hace muy rigidos llevando sus
frecuencias de resonancia a valores muy altos. Esta rigidez hace
también que el efecto de la rigidez de un adsorbato sobre un puente
sea muy pequefio.

La figura 5.1 muestra las zonas optimas de adsorcion (maximos de
Yy (é,)) para medir al mismo tiempo tanto el término de masa como el
término de rigidez en funcion del nimero de modos de vibracién que
estemos utilizando, una informacién que puede ser muy util para
hacer ingenieria para espectrometria de masa vy rigidez.

Aparte de estas zonas intrinsecas en la teoria de Euler Bernoulli, el
ruido en frecuencia es otro factor muy importante a la hora de

obtener una solucién correcta del problema inverso®® °.
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Generalmente el ruido en frecuencia puede asumirse gaussiano128 de
tal forma que la funcion de densidad de probabilidad de los cambios
relativos (),, puede expresarse como:

_(Qn_ﬂn)z

20q

PDF(Q,) = = (5:3)

o\ 21

donde u, y g, son el valor medio y la desviacidn estandar del cambio
relativo en frecuencia correspondiente al modo n. Como estamos
midiendo N modos simultaneamente debemos encontrar una funcion
de probabilidad conjunta y como en este caso todas las funciones de
densidad de probabilidad individuales son normales, la funcién
conjunta serd una funcién de distribucién multinormal®®® que viene
dada por:

(@-m)z1(a-m)"

2
RN

donde O = (Q4,9,, ..., Qy), My Z son el vector de valores medios y la

JPDF(Q) == (5.4)

matriz de covarianza que vienen dados por:

M= (MIJMZJ --'rMN) (553)
T 0102P12 - O10NPIN
R R I (5.5b)
O10NP1N GNZ

donde p;; es la correlacion entre los modos i y j. La funcion de
densidad de probabilidad (5.4) es funcion de los cambios en frecuencia
relativos ,,. Sin embargo, nos interesa expresarla en funcion de las
tres variables incégnitas que son A, A; y &, lo cual podemos hacerlo
utilizando la ecuacién (5.1) en la ecuacién (5.4). De esta forma
tenemos finalmente una funciéon de densidad de probabilidad
conjunta que depende solamente de A,,, A; y & : JPDF(A,,, A, &o).
Por tanto la resolucion del problema inverso queda reducida a
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encontrar el trio (4,,,, A, ;) que maximiza dicha funcion de densidad
de probabilidad. Debido a que computacionalmente encontrar el
maximo de una funcién de este estilo es muy costoso, habitualmente
se utiliza el logaritmo de la funcién ya que tiene una variacién mas
suave. En este caso, debido a la dependencia exponencial de la
ecuacion (5.4) el problema de encontrar el trio (A,,, Ag, &) que hace
maxima la funcion log(]PDF(Am,AS,EO)) es equivalente a minimizar
el siguiente funcional:

F = (Q(Am, Ay, &0) — M)ZH(Q(Apm, A, &) — M) (5.6)

A diferencia de la funcion de densidad de probabilidad (5.4) que tiene
un Unico maximo en el punto M, el funcional (5.6) puede tener varios
minimos o incluso infinidad de ellos dependiendo de la posicidn de la
adsorcion. Por ejemplo, para una palanca, si la posicion de adsorcion
es & = 0, cualquier valor de A,, nos dard un minimo de F lo cual
significa que no podemos medir la masa. Si £, = 1 entonces cualquier
valor de A nos dara un minimo de F lo cual significa que no podemos
medir la rigidez. Finalmente, si la posicién es un punto critico habra
infinitas parejas (A,,, Ag) que nos den un minimo de F. En este caso
dichas parejas deberan cumplir que Ay — A,,, = const lo cual significa
gue en este punto solo podremos medir la posicion y diferencia entre
los términos de masa y rigidez. A parte de estos puntos caracteristicos
en los que el numero de minimos del funcional F es infinito, por lo
general, aunque existan varios minimos relativos, solo tendremos un
minimo absoluto. Es importante aclarar que el funcional F debe usarse
tan solo para encontrar el trio de valores (4,,, A, &,) que maximiza la
funcién de densidad de probabilidad conjunta (5.4). Sin embargo, para
obtener el grado de precision de la medida debemos recurrir
justamente a la funcion de densidad de probabilidad (5.4). Esta
funcién tendra un pico de probabilidad justo en el trio de valores que
minimizan el funcional F, de forma que la precisién de esta medida
vendra dada por el ancho de este pico.
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5.2. Reduccidn del nimero de incdgnitas.

Aunque el problema inverso queda resuelto una vez que se encuentra
el trio de valores que minimizan el funcional (5.6), a menudo es
conveniente (siempre que se pueda) encontrar funcionales que
dependan de menos variables ya que la reduccidn, aunque sea en una
sola variable, de la dependencia del funcional a minimizar tiene
importantes ventajas computacionales. En este sentido, se definen los
coeficientes C,, como:

Q

(5.7)
JZme1 O

Utilizando la ecuacién (5.1) estos coeficientes se pueden expresar

C, =

como:

e (d? 2

)2 + o ()

C — :Bn
n = - ; 2 (5.8)
€
s (et + 255 (Leaffn)) )

Donde € = AA—S = ZC—?‘Fe es la relacién entre coeficientes de rigidez y

masa del adsorbato. Como se puede observar en la ecuacion (5.8), los
coeficientes C,, dependen solamente de dos variables: &, y €.

A partir de estos coeficientes podemos formar un nuevo funcional
dado por:

N

60 =) (cn (0,6) = N“—) (59)

n=1 m=1 lle

Minimizando el funcional (5.9) encontramos los valores de &, y € los
cuales pueden ser sustituidos en el funcional (5.6) de tal forma que
Unicamente tendremos que minimizarlo para una sola variable. El uso
del funcional (5.9) no solo mejora el rendimiento computacional sino
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que también mejora la precision a la hora de calcular la posicién y los
términos de masa vy rigidez. Con el fin de comprobar dicha mejoria se
han generado computacionalmente 10k adsorciones de particulas con
posiciones aleatorias para el caso anclado-libre y para el caso anclado-
(5.1)
correspondientes en cada caso. Con el fin de asimilar el estudio lo mas

anclado utilizando la ecuacién y usando los modos
posible a un caso real, se tomd como ejemplo el caso de una muestra
tipica de nanoparticulas de oro de aproximadamente 100 nm de
didametro de media que se adsorben sobre una palanca de nitruro de
silicio de (50x15x0.1)um (este caso se estudia experimentalmente
mas a delante en este mismo capitulo). El término de masa A, sigue
una distribucion normal de media 2x107> y desviacién estandar
3.6x107°. El término € se toma aleatoriamente entre 0 y 0.1. Cada
salto en frecuencia se calcula a partir del trio de valores generado
(¢9,Apy, €) utilizando la ecuacién (5.1). Como error debido a la
estabilidad en frecuencia se han tomado unos valores tipicos medidos
en el laboratorio que son 6.678x107°, 3.572x107¢, 2.138x10°° y
1.137x107° para los primeros cuatro modos de vibracién. En la tablas
5.1 y 5.2 se puede ver el porcentaje de adsorciones cuyas posiciones,
términos de masa y términos de rigidez fueron calculadas con un error
menor del 1% utilizando 3 y 4 modos y utilizando la reducciéon de
variables o solamente el funcional (5.6) para palancas y puentes

respectivamente.

A-L 3 modoisin 3 modos: f:on 4 modo.?’sin 4 modos‘ t:on
reduccion reduccion reduccion reduccion
$o 95.18% 96.11% 99.87% 100%
A, 88.88% 95.52% 92.71% 99.66%
Ag 86.65% 95.29% 85.64% 97.06%

Tabla 5.1. Porcentajes de particulas cuyo término de masa, término de
rigidez y posicion de adsorcion calculados a partir de la resolucion del
problema inverso difieren en menos de un 1% del valor real para el caso
anclado-libre. En total se generaron 10000 adsorciones. Podemos ver como
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existe una mejora muy notable cuando se utiliza la reduccion de variables y
por tanto el funcional (5.9) con respecto a la minimizacion unicamente del
funcional (5.6).

Es interesante comentar que en el caso de los puentes se observa una
mejora en general de los porcentajes de acierto con respecto a las
palancas. Esto es debido a que para los puentes no existen puntos
criticos. En la figura 5.2 podemos ver los histogramas de las particulas
para las cuales los términos de masa y rigidez calculados superan el 1%
de error relativo.

A-A 3 modoisin 3 modos' con 4 modo§’sin 4 modos' con
reduccién reduccién reduccién reduccién
$o 99.99% 99.91% 99.99% 100%
AN 89.68% 98.17% 92.60% 99.66%
Ag 90.93% 98.5% 92.41% 100%

Tabla 5.2. Porcentajes de particulas cuyo término de masa, término de
rigidez y posicion de adsorcion calculados a partir de la resolucion del
problema inverso difieren en menos de un 1% del valor real para el caso
anclado-anclado. Al igual que en el caso anclado libre se generaron 10000
adsorciones donde de nuevo se observa una clara mejora cuando se utiliza la
reduccion de variables.

Para explicar en detalle lo que se observa en las graficas de la figura
5.2 debemos volver a la funcion Yy (¢,). Recordemos que en el caso de
las palancas tenemos tres puntos en los que la funcién Yy (&,) es cero.
El primero es el extremo anclado, donde no podemos medir el término
de masa. Cerca de este punto por lo tanto es de esperar que el error al
calcular el término de masa sea grande. En segundo lugar tenemos el
extremo libre donde no podemos medir el término de rigidez y por
tanto cerca de este punto el error en el término de rigidez serd
grande. Por ultimo tenemos el punto critico {; = 0.5 donde no
podemos medir ninguno de los dos términos.
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Figura 5.2. Histogramas de particulas cuyo término de masa y término de
rigidez calculados a partir de la resolucion del problema inverso difieren en
mds de un 1% del valor real para el caso anclado-libre (arriba) y para el caso
anclado-anclado (abajo) utilizando la reduccion de variables.

Por otro lado, en el caso de los puentes solo existen dos puntos donde
Yy (&) se hace cero. Estos puntos son los dos extremos anclados
donde no podemos medir el término de masa. Esto es justamente lo
gue se observa en la figura 5.2 cuando usamos 4 modos de vibracién
(derecha-arriba y derecha-abajo). Sin embargo, cuando usamos 3
modos (izquierda-arriba e izquierda-abajo) aparecen otras zonas con
particulas cuyos términos de masa y rigidez tienen mas error. La
explicacidon para esto hay que buscarla en el tipo de dependencia de
las tres variables A,,, A y &, en las ecuaciones (5.1). En primer lugar
vimos que la dependencia de A, y A; es lineal. Esto significa que para
un valor determinado de &, existe una Unica solucidén para A,,, y As. Sin
embargo, la dependencia de &, es no lineal y por tanto para unos
valores determinados de A,, y A; pueden existir varias soluciones
posibles para &,. En el caso de usar 3 modos de vibracidon pueden
existir varias soluciones de tal forma que el error numérico puede
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hacer que la posicidn final calculada sea errédnea con el consiguiente
error en el calculo de los términos de masa y rigidez. Cuando usamos 4
modos de vibracién esta indeterminacion desaparece y los errores en
términos de masa y rigidez se deben exclusivamente a los ceros de la
funcion Yy (&,). Con este resultado podemos decir que el nimero de
modos Optimo para medir masa y rigidez es 4 ya que
matemadticamente medir mas de 4 modos no aporta informacion
extra. lgualmente podemos decir que la estructura de puente en el
caso ideal es substancialmente mdas ventajosa que la estructura de
palanca para espectrometria de masa y rigidez.

5.3. Espectrometria de masa y rigidez de
nanoparticulas de oro.

En este apartado pondremos en practica la resolucién del problema
inverso para determinar la masa y la rigidez de nanoparticulas de oro
(GNPs) utilizando una palanca de nitruro de silicio. Los experimentos
fueron realizados por O. Malvar con un sistema experimental que
consta basicamente de tres partes claramente diferenciadas. En una
primera etapa se usa un sistema de ionizacién por electro spray (ESI)
para generar un flujo de nanoparticulas de oro cargadas y a presién
atmosférica. Las particulas cargadas se ven atraidas hacia la segunda
etapa que esta a una presién de 10 torr y que contiene un capilar a
200°C. La elevada temperatura ayuda a evaporar las gotas de liquido y
previene que las nanoparticulas se queden adheridas a la superficie
interna del capilar. Al salir del capilar, las nanoparticulas son atraidas
hacia un orificio que conecta con la tercera camara que se encuentra a
una presion de 0.1 torr y es donde se encuentra la palanca. La palanca
se excita mediante un material piezoeléctrico y la vibracién es

detectada mediante la técnica 6ptica de deflexiéon del haz®” %8, L

as
frecuencias correspondientes a los tres primeros modos de vibracion
flexurales son monitorizadas simultdneamente con el objetivo de
captar los posibles saltos en frecuencia producidos por la adsorcion de
nanoparticulas de oro. Las nanoparticulas utilizadas son de 100 nm de

didmetro adquiridas en la empresa Sigma Aldrich (USA). Para el
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experimento de espectrometria las nanoparticulas (en una solucién
buffer de citrato) fueron lavadas previamente para evitar saltos en la
frecuencia debidos a cristales de sal. 1 mL de solucién de
nanoparticulas de oro se centrifugd (8000 rpm, 10 minutos, 25 ° C), se
eliminaron 950 uL de sobrenadante y se afiadieron 950 ul de agua
Milli-Q®. Las nanoparticulas de oro se suspendieron de nuevo y se
volvieron a centrifugar. Este proceso se repitid tres veces. Después de
la tercera y ultima etapa de lavado las nanoparticulas de oro se
volvieron a suspender en agua Milli-Q® con 0.5% de Tween® 20. La
concentracion de la soluciéon en agua Milli-Q® con 0.5% Tween® 20 se
midié mediante el uso de un Bioespectrofotémetro de Eppendorf
(Alemania) y siguiendo el procedimiento descrito por Haiss'*®. La
concentracion de la solucidn de nanoparticulas utilizada en los
experimentos fue de 3 - 10° GNPs/mL.

Las dimensiones de las palancas utilizadas fueron medidas con un SEM
de alta resolucién obteniéndose unos valores de longitud, anchura y
espesor dados por 50.60+0.17 um, 14.68+0.06 um y 99.6+2.8 nm
respectivamente. Utilizando estos valores se usaron los efectos

hidrodindmicos descritos por la teoria de Sader® 13!

para calibrar la
densidad y el mdédulo de Young de las palancas a partir de una medida
de la frecuencia y factor de calidad provenientes de un espectro de
ruido térmico. Los valores obtenidos son de 3374494 kg/m’ y 241+22

GPa para la densidad y médulo de Young respectivamente.

Un total de 120 saltos en frecuencia se analizaron utilizando el
problema inverso. Es importante notar que durante el experimento
podrian producirse adsorciones no individuales, es decir, podrian
producirse agrupaciones de nanoparticulas o adsorciones de
nanoparticulas sobre otras previamente depositadas dando valores
para la rigidez que no corresponden a la de una adsorcién individual.
Sin embargo, teniendo en cuenta la extensién de las palancas
utilizadas, la probabilidad de una adsorcién no individual con 120
adsorciones es menor del 0.5%.
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Para poder corroborar el resultado, las nanoparticulas fueron también
calibradas mediante dos técnicas diferentes: un microscopio
electrénico de barrido de alta resolucion (SEM, FEI VERIOS 460, USA) y
un microscopio de fuerzas atémicas (AFM, Nanoscope IV Multimode
AFM, Bruker, USA). Para estas calibraciones una oblea de silicio se
cortd en piezas de 0.5 x 0.5 mm, fue limpiada con solucién Piranha
(H2S04:H,0,, 3:1) durante 15 minutos, enjuagada tres veces con agua
Milli-Q ® y se secd bajo una corriente de N,. Las superficies de silicio se
sumergieron en una solucién de 0,001% w/v de poli-lisyne (Sigma-
Aldrich®) en agua Milli-Q® durante 1 hora y a 25 °C bajo agitacion. Las
muestras se lavaron dos veces con agua Milli-Q® y se secaron con N,.
Inmediatamente después, las superficies se sumergieron en una
solucién de 1 - 108 GNPs/mL en agua Milli-Q® durante 1 horay 25 °C
bajo agitacién. Las superficies de silicio se retiraron de la solucién de
nanoparticulas de oro, se aclararon vigorosamente con agua Milli-Q® y
se secd bajo una corriente de N,. Un total de 260 nanoparticulas
depositadas en las superficies de silicio fueron analizadas por SEM
mientras que 215 fueron analizadas por AFM.

Los resultados obtenidos al aplicar el problema inverso se muestran en
las figuras 5.3 y 5.4. En la figura 5.3 se muestra la densidad de
probabilidad en masa obtenida a partir de aplicar el problema inverso
a los cambios en frecuencia obtenidos en el experimento. Los célculos
se realizaron tanto considerando como despreciando rigidez. También
se muestra la densidad de probabilidad en masa obtenida por SEM
(linea negra discontinua). Como puede observarse en la figura 5.3 la
distribucién de masa obtenida considerando rigidez estd en muy buen
acuerdo con la distribucién obtenida por SEM. Sin embargo, si
despreciamos la rigidez a la hora de aplicar el problema inverso se
produce una clara disminucién en la distribucién de masa de las
nanoparticulas. Utilizando el problema inverso y teniendo en cuenta la
rigidez, obtenemos una masa para las nanoparticulas de 11.2+2.9 fg. Si
despreciamos rigidez obtenemos una disminucién del 10% obteniendo
una masa de 10.1+3.1 fg. Las medidas de SEM dan una masa para las
nanoparticulas de 11.0£2.7 fg mientras que las medidas de AFM dan
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una masa de 11.4+2.8 fg lo cual estd en muy buen acuerdo con el valor
obtenido considerando rigidez.

0,16

— - — Despreciando Rigidez
— 0,14 4 7\ Considerando Rigidez
/ -==-=-SEM

0,12 -
0,10-.
0,08 -
0,06 -
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Figura 5.3. Distribuciones en masa de las nanoparticulas de oro aplicando el
problema inverso considerando rigidez (drea sombreada y linea roja) y
despreciando rigidez (linea azul discontinua) a los 120 saltos en frecuencia
obtenidos experimentalmente. La linea negra discontinua representa las
medidas de SEM de 260 nanoparticulas.

En la figura 5.4 se muestra la distribucion de la rigidez efectiva E, I, de
las 120 nanoparticulas obteniéndose un valor medio de 130496 GPa.
El valor de la rigidez efectiva para una nanoparticula de 100 nm de
diametro en esta palanca es del orden de 1000 GPa si no
consideramos efectos de borde. Sin embargo, como vimos en el
capitulo 4, los efectos de borde hacen que el efecto de rigidez sea
mucho menor que el esperado. De hecho, el efecto de rigidez de una
nanoparticula depositada en la superficie de la palanca se esperaria
gue fuese despreciable debido a los enormes efectos de borde vy sin
embargo no es lo que observamos.
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Figura 5.4. Distribuciones en rigidez efectiva de las nanoparticulas de oro
aplicando el problema inverso a los 120 saltos en frecuencia obtenidos

experimentalmente.

Para explicar esto se inspeccionaron las nanoparticulas en la superficie
de la palanca después del experimento mediante SEM y AFM. Las
imagenes revelan claramente que las nanoparticulas estan aplastadas
contra la superficie disminuyendo su altura pero aumentando
considerablemente el drea de contacto con la superficie de la palanca
(Figura 5.5a). Las medidas por AFM arrojan un valor promedio de
alturas de 59.0+7.8 nm lo cual es un 59% de la altura nominal original
(Figura 5.5b). Basandonos en la forma aplastada de la nanoparticulas
observadas en las imagenes de SEM, disefiamos una simulacién por
elementos finitos para tener una estimacién de la rigidez efectiva que
este tipo de adsorbato puede tener. Consideramos las nanoparticulas
como casquetes esféricos de altura 60 nm y volumen de 5.24x10° nm?
correspondiente a una nanoparticula de 100 nm de diametro (Figura
5.5c). Variamos la posicion de adsorcién a lo largo de la palanca y
calculamos los cambios relativos en frecuencia para los tres primeros
modos flexurales. Aplicando el problema inverso a estos cambios en
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frecuencia se obtuvo una rigidez efectiva promedio de 165 GPa (Figura
5.5d) en clara consistencia con los resultados experimentales
obtenidos.

b I~ = Teoria sin efectos de borde \ d
‘ e Simulaciones por elementos finitos|
800 - -

. o £
=3 o
a 8 <
1 ! L

a -
8 8

S =2
Q =)
[N @
L L

Densidad de probabilidad (nm™')
o
®
I
Rigidez efectiva (GPa)
N
8

0,00 T T T T 0 T T T T
40 50 60 70 80 0,0 0,2 04 06 08 1,0

Altura (nm) Posicién normalizada

Figura 5.5. a) Imagen SEM en falso color de las nanoparticulas sobre la
superficie de la palanca después del experimento. b) Distribucion de alturas
de las nanoparticulas medidas por AFM después del experimento. c) Modelo
FEM de la nanoparticula aplastada contra la superficie de la palanca. d)
Rigidez relativa para diferentes posiciones de adsorcion calculada mediante
simulaciones por elementos finitos de la nanoparticula aplastada (simbolos).
La linea azul discontinua representa la rigidez efectiva esperada para este
tipo de estructuras sin tener en cuenta los efectos de borde.

El amplio rango de la distribucion de rigidez efectiva obtenida
experimentalmente se debe a la gran heterogeneidad en la adsorcion
de las nanoparticulas debido a que, por supuesto, no todas se
adhieren a la superficie igual ni acaban con la misma forma y por tanto
los efectos de borde pueden ser muy diferentes en cada uno de los
casos.
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5.4. Espectrometria de masa y rigidez de bacterias
E. coli.

Por ultimo se realizaron experimentos bioldgicos con el mismo sistema
experimental usado con las nanoparticulas de oro para medir masa y
rigidez de bacterias Escherichia coli DH5a (E. coli). Para la preparacion
de la muestra 10 mL de caldo Luria-Bertani (LB) (Sigma-Aldrich,
EE.UU.) se inoculé con 50 uL de un cultivo en fase estacionaria y se
cultivaron bacterias E. coli durante la noche a 37 °C con agitacién. Para
evitar la formaciéon de todos los residuos del medio de cultivo, las
bacterias se recogieron por centrifugacion a 4400 rpm durante 25 min
a 20 °C (Centrifugadora 5702 RH, Eppendorf, Alemania). Finalmente,
las bacterias se suspendieron de nuevo en 50% de alcohol
isopropilo/agua Milli-Q®, siguiendo el procedimiento descrito por
Goodacre®™. La concentracion de la muestra se ajustd a
10° bacterias/mL.

Las palancas utilizadas son de nitruro de silicio con una capa de Ti/Au
de 45 nm (Bruker, USA (MLCT-010)). Las dimensiones exactas fueron
medidas en SEM obteniéndose unos valores de longitud, anchura y
espesor total de 201.27+0.76 um, 23.42+0.38 pum y 556+10 nm
respectivamente. Utilizando estos valores se calibraron las palancas

por el método de Sader®® 131

a partir de la frecuencia y factor de
calidad provenientes del espectro de ruido térmico y se obtuvo una
densidad y médulo de Young de 4127+103 kg/m*® y 171+13 GPa
respectivamente. En este caso se midieron cambios en los cuatro
primeros modos flexurales obteniéndose un total de 189 saltos. En
este caso la probabilidad de una adsorcién no individual es menor del
1%. La figura 5.6 muestra las distribuciones en masa obtenidas
aplicando el problema inverso a cada uno de los saltos considerando
rigidez y despreciando rigidez. El valor medio obtenido para la masa es
de 31895 fg el cual estd de acuerdo con valores estimados para
bacterias secas mediante otras técnicas como microscopio de
transmision de electrones o resonadores con micro canales

133, 134

integrados . Si no se considera rigidez, este valor disminuye en
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aproximadamente un 10% lo cual demuestra que incluso para
sistemas bioldgicos la rigidez puede jugar un papel muy importante a
la hora de calcular la masa.

------- Despreciando rigidez
+ _ Considerando rigidez

= 0,004 4

Densidad de probabilidad (fg")

o
o
o
o
L

400 ' 600
Masa (fg)

o
N
o
o

Figura 5.6. Distribuciones en masa de las bacterias E. coli aplicando el
problema inverso considerando rigidez (drea sombreada y linea roja) y
despreciando rigidez (linea azul discontinua) a los 189 saltos en frecuencia
obtenidos experimentalmente.

Pc
PaEc
observable que medimos, para calcular la rigidez efectiva E, I, de las

De acuerdo con la definicién del parametro € = E,T,, que es el

bacterias es necesario conocer previamente su densidad. Para estimar
la densidad se han realizado medidas de las dimensiones promedio de
las bacterias mediante imagenes SEM de alta resolucion y medidas de
AFM. Se obtuvieron una longitud y didametro promedio de 1.87+0.52
pm y 0.49+0.05 um respectivamente. Correlacionando la distribucién
de masa obtenida mediante la resolucion del problema inverso con
estos valores obtenemos una estimacién de la densidad de las
bacterias de 900+120 kg/m°.

Debido a que las bacterias tienen forma cilindrica, podemos ir mas alla
y utilizar el modelo desarrollado en el capitulo 4 para la funcidn
I, para adsorbatos con forma cilindrica:
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L(a,2q,mm) = pAan) = go(Ae, 1) cos® @ — goo(r,1m) sin* a

—9as(Ag, 7, 1) Sin? 2a (5.10)

La pregunta que surge ahora es saber cual es la funcién de densidad
de probabilidad de la funcién I, que esperamos obtener. Para ello
generamos 100k valores para I, utilizando la ecuacién 5.10 y variando
los pardmetros basandonos en las imagenes de SEM de alta resolucidn
(Figura 5.7a y 5.7b). El parametro A, se varié siguiendo una
distribuciéon normal de media 3.81 y desviacidén estandar de 1.06, n
siguiendo una distribucién normal de media 0.88 y desviacidon
estandar de 0.07, el dngulo de orientacidon a se varié aleatoriamente
entre 0 y 90 grados, y el parametro de contacto r se vario
aleatoriamente entre 0.1 y 0.6. La funciéon de distribucién obtenida se
ajusto a la siguiente funcién analitica:

PDF(I,) = (ao + ail, + a,T,%)e~c"e (5.11)

Se obtuvo un valor para los coeficientes de ay, = 0.695, a; =
—0.556,a, = 0.175y ¢ = 0.162. En la figura 5.7c se representa dicha
distribucidén junto con el ajuste a la funcién analitica con un coeficiente
de correlacion de 0.992. Esta forma peculiar de la funcién de
distribucidn de I, tiene su explicacion en la diferente relajacion de la
tension en el interior del adsorbato para diferentes angulos de
adsorcion. Cuando el adsorbato se adsorbe transversalmente los
efectos de borde hacen que gran parte de la tension en el interior del
adsorbato se libere y por tanto la rigidez efectiva serd pequefa. Sin
embargo, cuando la adsorcidn es longitudinal los efectos de borde no
son tan grandes y la rigidez efectiva aumenta. Sin embargo, esta
dependencia no es lineal con el angulo de adsorcidn como ya se vio en
el capitulo 4 y como muestra la férmula 5.10 y es por eso por lo que la
funcion de distribucidn de I, no es uniforme aun a pesar de que el
angulo de orientacidon varia de manera aleatoria. Badsicamente existen
muchos mas angulos de orientacion que dan una rigidez efectiva
pequefia que angulos que den rigidez efectiva cercana a la
correspondiente a adsorciones longitudinales.
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Figura 5.7. a) Imagen SEM de la punta de una de las palancas utilizadas en
los experimentos con bacterias E. coli. En la imagen se pueden ver dos
bacterias orientadas de manera diferente con respecto al eje central de la
palanca. b) Imagen SEM de una bacteria E. coli de perfil adsorbida en la
superficie de una palanca. Se puede observar el estado intacto de la bacteria
y la buena adhesion con la superficie de la palanca. c) Histograma de
densidad de probabilidad para la funcion I, obtenido a partir de 100k
valores. Los pardmetros fueron variados acorde a lo observado en las
imdgenes de SEM. La linea roja representa el ajuste a la funcion analitica
5.11.

La ecuacion 5.11 podemos usarla para estimar el médulo de Young de
las bacterias. La cantidad que se obtiene de las medidas
experimentales es @ = [E, por tanto la funcién analitica de ajuste
pasa a ser:
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2 _co?
“0 a0 > P (5.12)

1
PDF(@)=E—<CIO+E— £ 2
a a

a
En la ecuacidn (5.12) el Unico pardmetro libre es el médulo de Young
de las bacterias, por tanto ajustando los datos experimentales a esta
funcion podemos obtener E,. En la figura 5.8 se muestran los datos
experimentales junto con su ajuste a la funcién 5.12.
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Figura 5.8. Distribucion en rigidez efectiva de las bacterias E. coli aplicando el
problema inverso a los saltos en frecuencia obtenidos experimentalmente. Un
ajuste a la ecuacion 5.12 da un valor de E, = (4.2 + 1)GPa. Los valores que
dan una rigidez efectiva baja corresponden a adsorciones de bacterias con
dngulo de orientacion transversal mientras que los valores altos de rigidez
efectiva corresponden a adsorciones con dngulo de orientacion longitudinal.

El ajuste de los datos experimentales a la ecuacién 5.12 da un valor
para el mddulo de Young de las bacterias de E,; = (4.2 + 1)GPa. Este
valor, aunque pueda parecer un poco alto, podria tener sentido ya que
los experimentos se hacen en vacio y las bacterias estan secas cuando
llegan a la superficie de la palanca. Para corroborar este valor
obtenido de mdédulo de Young de las bacterias se realizaron medidas
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del mdédulo de Young de las mismas bacterias mediante indentacién
por AFM utilizando el modelo de indentacion DMT (Derjagin, Muller,

Toropov). El AFM utilizado fue un Nanoscope IV Multimode (Bruker) en
modo PeakForce Tapping con palancas de constante eldstica de 200
N/m (TAP525, Bruker, USA). Las puntas de las palancas fueron
examinadas mediante SEM obteniéndose radios de entre 200 y 300
nm. Los valores obtenidos para el mdédulo de Young de las bacterias
estdn en un rango de entre 3 y 5 GPa para diferentes bacterias lo cual
estd en muy buen acuerdo con los resultados obtenidos mediante
nuestra técnica de espectrometria de masa y rigidez.

5.5. Conclusiones.

En este capitulo se ha estudiado y desarrollado un método para
obtener la masa, rigidez y posicion de adsorcion de adsorbatos en
resonadores mecanicos a partir de los cambios en frecuencia relativos
de varios modos de vibracion flexurales. El método se basa en
encontrar los valores de masa, rigidez y posicidn que maximizan la
funcién de densidad de probabilidad conjunta para los modos de
vibracion medidos. Se ha realizado un riguroso estudio por
simulaciones numéricas tanto con palancas como con puentes
demostrando que utilizando 4 modos casi el 100% de las adsorciones
dan lugar a valores de masa, rigidez y posicidn con un error menor del
1%. El método se ha probado experimentalmente con nanoparticulas
de oro de 100 nm de diametro y con bacterias E. coli con resultados
excelentes. Este tipo de adsorbatos estan mas alld de las capacidades
de los espectrémetros de masa convencionales y por tanto este
trabajo demuestra la gran utilidad que pueden tener los
espectrometros de masa y rigidez basados en resonadores
nanomecdanicos para la clasificacion e identificacion de grandes
complejos bioldgicos individuales a través de dos parametros como
son la masa y la rigidez, lo cual proporciona valiosa informacion sobre
cémo la estructura, propiedades patoldgicas y propiedades mecanicas

135

estan relacionadas entre si en estas estructuras ~". Se ha demostrado

también que la rigidez juega un papel importante a la hora de calcular
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la masa de adsorbatos, sobre todo cuando se usan resonadores
ultrafinos, los cuales tienen claras ventajas de sensibilidad y eficiencia

26, 136140 - Tampién se ha probado experimentalmente los

de captura
efectos de borde estudiados en el capitulo 4, tanto en nanoparticulas
de oro como en adsorbatos cilindricos (como las bacterias E. coli), y se
han usado las férmulas obtenidas para obtener una estimacion del
modulo de Young de las bacterias resultando en excelente acuerdo

con medidas realizadas mediante indentacién por AFM.
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Apéndice 1.

Calculo del cambio relativo en frecuencia con
efectos de borde para el modelo 3D.

El cambio relativo en frecuencia debido a la rigidez para cambios
pequeiios puede expresarse en funcion de los cambios relativos en la
energia de deformacion (ecuacion (3.6)):
Afn 1 AU
fno T2 Uo

Como estamos suponiendo que la energia de deformacién en el

(A.1)

interior de la palanca no se ve perturbada por el adsorbato, este
cambio se puede expresar en funcion de la energia de deformacién en
el interior del adsorbato U, y la energia de deformacidon de la propia
palanca Uy:

Af, 11U
An 1 Va (A.2)
an 2 UO

Donde U, = iEchh A, (ﬁ—:) y U, puede expresarse en funcion

de la deformacién (consideramos v, = 0) en el sistema de referencia
del adsorbato como:

ha a/z ba/z
f f f exx + eyy + sZZ
—La/2 =bq/2 (A3)
+ 2(£xz + syz + &xy ) dy'dx'dz

Sabemos que cada componente de la deformacion en la ecuacion (A.3)
puede expresarse como la suma de un término debido a la deflexién

by otro debido a los efectos de borde €. La

de la palanca ¢
componente debida a la deflexion de la palanca se describe mediante

la teoria de Euler-Bernoulli y por lo tanto a primer orden en z las
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Unicas componentes distintas de cero son las que aparecen en la
ecuacion (4.27) donde en este caso €2, = —(z + )W”(xo) debido a

que el origen de coordenadas estd situado en la superf|C|e superior de
la palanca. En cambio, la parte correspondiente a los efectos de borde
contiene todas las componentes que aparecen en (4.30), por tanto la
energia de deformacion en el interior del adsorbato queda finalmente
como:

ha Lq/2 bg/2
E ! ! 2 ! ! 2
U, = 7'1[ f f ((ex’,’c +e5) + (g5 +&5
0 —Ly/2 b2 (A.4)
+2 ((s + e,’cﬁ,) +e? + el 2)) dy'dx'dz

Con el objetivo obtener una mayor claridad desarrollaremos cada una
de las componentes de la energia (A.4) por separado. Utilizando las
ecuaciones (4.27), (4.28), (4.30), haciendo el cambio de variable

Xx:;f_a' )(y=}3:—a y ﬁzhia y utilizando las propiedades de

ortogonalidad (4.11) obtenemos:

Ay Hg
E h 3 1 2 2
Ugxx = aza '[ f(gxx-l'galgc) dedXxdﬁ
0 Aq “Ha
—te—
1 2 4 " 2 1 2
:EEaVahc cos*aw'’ (xq) E(3+6n+4r} )
(A.5)

[oe]

2an + m)* A4,

_1)n 2
N ((4r]( D™ + 2nn + 1) (Aan
n=0

6\/_smh(7)) sech? A\/_ ))

Donde A,, = A,m(2n + 1). De igual manera las demds componentes
guedan como:
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<

axz

- 2n+1
= E V,h2w" (xy)> Z %(— cos*(a)(4n(=1)"
n=0

A A
+ 2nn + m)? (2\/5 sinh (ﬂ> A ) sech? ( an )
) 2\/5 an 4\/7

_ <251n2 (2a)(4n + n(=1)"(2n + 1))zsinh4 (%) (.uan

(A7)
. Han HUan
- i () s ()
Aan Han
/(Han(COSh(T) - h(—)) ))
Donde py, = Uam(2n + 1).
Uayz
. o[ m@2n+1) .
= E,Vhe*w' (x0)? ; W(—Sln4(a)(4ﬂ( iy
+ 2mn + m)? (2\/_ smh( \/§> yan) ch? (4\/_>
<Zsm2 Qa)(4n +n(-D)"2n + 1)) sinh* (Man) (Aan
8 (A.8)

. Aan 2 Aan)
— 2 sinh (7)) sech (T

Han Aan 2
/Ran(cosh(532) — sech(=%) ))
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1 2 . 4 1" 2 1 2
Uayy :EEaVahc sin*aw' (xq) E(3+6n+4r] )

s Z ((417(—1)“ + 21n + )2 (uan

rn + m)*pap

.uan

- 6\/§sinh(2ﬁ)) sech? (:\7%)))

U axy

1 2 oin2 " 2 1 2
:EEaVahc sin® 2aw'' (x,) g(3+6n+4n)

+ > | | n+m-1nn
n=0
A A
+ 1))%sech? (u%) (Aan (uan(—4cosh(%) + cosh(%)

- 4cosh(%) + COSh(%) +6)

A A
— 16sinh? (?)sinh(ﬁﬂ)((%osh(%) + 1)cosh(%) — 4))

Han Han

A
- 85inh(%)sinh2(?

p
- 64sinh2(§)sinh(%)))

/(@ + 1) atan Ccosh D) — secn“am?)
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La suma todas las componentes de la energia se pueden agrupar en

funcion de su dependencia con el angulo de orientacion a en cuatro

términos: un término constante debido a la deformacion por

deflexién, un término proporcional a cos* @, un término proporcional

a sin* a y otro proporcional a sin? 2a.

1
UL = —E Voh*w' (x0)2(3 + 61 + 412)

24
UX = —E V,h.2w" (x)? cos* a i ;(477(—1)71
a a‘a’tc 0 2mn + m)* A4,
n=0 i
+ 27tn + 1)2%4+/2tanh (2
) (4\/2)

U) = —E V,h*w" (x0)? sin* a Z ;4 (4n(—1D)"
4 (2mn + 10)* pan

Uan
42

+ 2mn + m)?4+/2tanh(—=)

Uy’
= —E V,h *w" (x0)? sin? 2a Z 4(4n + t(—D"(2n

n=0

2 2 " 2
2 2 Aan .12 (1an) . an an
+ 1))sech? (222 )</Iansmh (—8 )smh (B )((cosh (—4 )
l’lan
+ 1) cosh (T) -2
HUan

. Aan, . Han Aan
+ smh(T)smh2 (?) (,uan(cosh(T) (cosh(T) +1)-2)

2
_ 1651nh2(§)sinh(“4ﬂ))>

.“an Aan
/((27n + m)* Aanftan (cosh(=7) — sech(—7))*)
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A partir de la suma de (A.10), (A.11), (A.12) y (A.13) utilizando (A.2)
obtenemos el cambio relativo en frecuencia debido a la rigidez del
adsorbato. Las funciones g(A5,1), g(uaen) ¥ Gas(Aa, Uam) que
aparecen en la ecuacion (4.31) son las funciones de convergencia de
las sumas infinitas que aparecen en (A.11), (A.12) y (A.13)
respectivamente.
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