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A Carmen,

“...Ahora siento que lleg el dia
que tengo ganas de vivir,

de atravesar los muros y ruinas

que aunque pase el tiempo estan ahi
y florecer como un hombre nuevo
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‘Regalarle a 2 vida todo el fuego
de tus 0jos y tus ansias de vivir.
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con rayos de sol
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llevaba una flor”.
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Resumen

La aparicién del PC a principios de los afios 80 ha supuesto una auténtica revolucién en
nuestra forma de vida y en nuestros comportamientos sociales actuales. No hace atin un
cuarto de siglo desde que IBM lanz6 al mercado su Personal Computer y hoy en dia un gran
ntiimero de nuestras actividades cotidianas estin, de un modo u otro, regidas, controladas o
supervisadas por un ordenador y sus programas. Es altamente probable que dentro deun
siglo los libros de texto escolares hablen de la Revolucién Tecnolégica que hoy dia estamos
teniendo la suerte de vivir y de la que somos auténticos protagonistas. Pero habitualmente
se tiende 2 olvidar que los ordenadores, como tales, no son més que meros artefactos
electrénicos, altamente sofisticados, pero carentes de capacidad alguna. Toda su potencia,
su capacidad de cilculo, de control y supervisidn de procesos o tareas, esta ineludiblemente
ligada a los programas que los controlan.

Este ambiente de euforia informatica en que nos desenvolvemos a diario no deberia
ensombrecer ciertas actividades cotidianas en las que los avances logrados son més lentos
o, por decirlo de otro modo, menos llamativos. Gracias a Internet es posible realizar
actividades tan diversas como operaciones bancarias, hacer la compra, encargar unas flores,
leer la prensa o sacar entradas para el teatro. Pero si pensamos en la informatica educativa,
en la actividad personal del alumno frente al ordenador, empezamos a encontrar espacios
atin sin llenar. Qué duda cabe de que existen herramientas altamente sofisticadas como
sistemas de disefio asistido por ordenador, simuladores, sistemas de caleulo simbdlico, etc.
Pero si se trata de que el ordenador no sdlo responda a los estimulos, tratados como
parémetros, que le llegan del alumno, sino que los interprete y sea capaz de provocar en
este razonamientos, deducciones o calculos complejos, la dificultad en los avances de la
informatica se incrementa notablemente,

En este contexto de informética educativa personal, un tanto olvidado en la actualidad
en beneficio de la globalizacién de la educacion, hemos querido aportar con MathEduun
pequefio grano de arena. MathEdu representa una aproximacién a la interaccién persona-
ordenador a través de una aportacion metodoldgica basica para el desarrollo de cursos que
involucren clculo simbdlico mediante una herramienta de autor. MathEdu incluye ademas
dos aplicaciones para la resolucién, interactiva o guiada, de los ¢jercicios modelados en el
curso. MathEdy no incluye aspectos que hoy en dia priman, fundamentalmente los avances
en sistemas que involucren colaboracién, adaptacién y accesibilidad a través de Internet.
Sin embargo pensamos que la linea en la que avanzamos necesariamente es transcendente
en el sentido de que cada vez van a ser mayores las necesidades de una comunicacién
profunda en la interaccién persona-ordenador, en todos los aspectos relacionados con la
Ciencia v, en particular, en el simbélico. Este es el motivo que nos anima a seguir en esta
investigacion.
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MarhEdy representa un paso pequefio pero necesario hacia la consecucién del
paradigma de interaccién que comentamos. Para desarrollar las componentes de MathEdn
nos hemos basado en Mathematica, que sin lugar a dudas es uno de los mejores programas
de calculo simbdlico. Con Mathematica podemos trabajar en el plano simbdlico, y tratamos
de conseguir en el alumno el efecto de que su interlocutor es un profesor que es capaz de
interpretar las respuestas que este da a las preguntas que le plantea, asi como plantearle
nuevas preguntas relacionadas con las respuestas anteriores, Para conseguir este efecto
hemos tenido que desarrollar un modelo que sea capaz de albergar los datos contenidos en
cualquier gjercicio de Matemiticas que involucre cilculo simbélico (derivadas, integrales,
limites, etc.). Con esto no estamos diciendo que el sistema sea capaz de interpretar el
Lenguaje Natural, pues de hecho no es lo que pretendemos. Por el momento nos
restringimos, que no es poco, a la interpretacién de una parte del lenguaje simbdlico
matematico.

La memoria que presentamos consta de tres partes. En la primera de ellas hacemos una
introduccidn a la problematica que tratamos de resolver y situamos el contexto tecnolégico
en el que se desenvuelve nuestra investigacién.

La segunda parte esta dedicada integramente a MathEdyu. En ella exponemos desde la
arquitectura global del sistema hasta las componentes esenciales del mismo, incidiendo
continuamente en las estructuras de datos que se mianejan y en las interfaces desarrolladas.

Finalmente, en la tercera parte se exponen las pruebas efectuadas con el sistema y las
conclusiones derivadas de las mismas, asi como las posibilidades de futuras investigaciones
asociadas o derivadas de la que a continuacién presentamos.

Es nuestro deseo que el lector encuentre en las paginas que siguen motivos suficientes
de interés por el trabajo desarrollado. Hemos procurado que la memoria sea
’ .
conceptualmente clara y afable su lectura, procurando no ahondar mas de lo estrictamente
necesario en detalles excesivamente técnicos o abstractos que pudieran desviar la atencién
de las ideas mas relevantes. Esperamos haberlo logrado.

El autor
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Abstract

The appearance of the PC at the beginning of the 80’s has supposed actually a
revolution in our lifes and our social behaviours, Less than a quarter of a century has
passed since IBM’s Personal Computer arrived to the market and nowadays a great
majority of our daily activities are, in one way or another, governed, controlled or
supervised by a computer and its programs. It is highly probable that in one century the
school textbooks will speak about the Technological Revolution that we are living today.
But usually it is forgotten that the computers are nothing but electronic machines, highly
sophisticated, but lacking in any capacity. All their power and their capacity of calculation,
control and supervision of processes or tasks, is unavoidably tied to the programs that
control them.

This environment of euphoria about computers in which we are involved daily should
not shade us the existence of certain activities in which the successful advances are slower
or less showy. Thanks to Internet it is possible to accomplish activities as diverse as bank
operations, shopping, ordering flowers, reading the press or buying tickets for the theatre.
But if we think about educational computer science, about the personal activity of the
student in front of the computer, we start to find unexplored spaces. There are no doubts
that today there are highly sophisticated tools for education as computer aided design
systems, simulators, systems of symbolic calculation, ete. But if the objective is that the
computer not only answers to the stimuli which come from the student treated as
parameters, but we also want that the computer interprets them and it encourages the
student’s reasoning, making deductions or complex calculations, the difficulty in the
technological advances that are needed is increased notably.

In this context of personal educational computer science, slightly forgotien at the
present time in benefit of the globalisation of the education, our goal has been to make a
contribution that can be useful as a stone in a path to be built. MathEdy represents an
approximation to the human-computer interaction through a methodological basic
contribution for the development of courses that involve symbolic calculation by means of
an author tool. It includes two applications for the resolution, interactive or guided, of the
exercises modelled in the course. MathEdu does not include aspects that today has the
main priority given to the advances in systems that involve collaboration, adaptability and
accessibility through Internet. Nevertheless we think that the direction in which we are
walking is necessarily transcendent in the sense that, the need of a deep communication
during the human-computer interaction process in all the aspects related to Science, and in
particular in the symbolic one, is going to be bigger and bigger each time. This encourages
us to continue with this research,

ix




MathEdu represents a small but necessary step towards the attainment of the paradigm
of interaction mentioned above. In order to develop the components of MathEdu our work
has been based on Mathematica, without any doubts one of the best programs for symbolic
calculations. With Mathematica we can work at the symbolic level, trying to make the student
feel as if the computer was a teacher who is capable of interpreting the answers that he
gives to the questions raised, as well as to pose new questions related with the previous
ones. To obtain this effect we have had to develop a model that is capable of sheltering the
information contained in any exercise of mathematics that involves symbolic calculation
(derivatives, integrals, limits, etc.). With this we are not saying that the system should be
capable of interpreting Natural Language. For the present time we restrict our’
investigations to the interpretation of a section of the mathematical symbolic language.

The monography that we present consists of three parts. In the first one we do an
introduction to the problematic that we try to solve and we show the technological context
in which our investigation is developed.

The second part is devoted entirely to MathEdu. It includes a detailed explanation of
the system that goes from its global architecture to the essential components of it,
explaining the data structures that MathEdu handles and the interfaces that have been
developed. |

Finally, in the third part the tests carried out with the system and the conclusions
derived from these are exposed, as well as the possibilities of future research associated or
derived from the one that we present.

It is our desire that the reader finds in the next pages the main reasons that motivate
the work that has been developed. We bave tried to write a monography that is
conceptually clear and with a friendly reading, trying to deepen into excessively technical or
abstract details that could turn aside the attention of the most relevant ideas only when
strictly necessary. We hope to have achieved it.

The author
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Introduccidn

Capitulo 1.
INTRODUCCION

Expresé Galileo Galilei que “el libro de la natutaleza estd escrito en lenguaje
matemitico”. El empirismo, la observacién de la naturaleza, basat el conocimiento en la
propia experiencia eran las actitudes propias de los cientificos de su época. Se recuperaba,
por asi decitlo, la ciencia empirica que en la Antigiiedad hacia, pot ejemplo, Atistoteles. La
méaxima a seguir era, nuevamente en palabras de Galileo “mide lo que se pueda medit, y lo
que no se pueda medir, hazlo medible.”

Actualmente, en los albores del nuevo milenio, se da un fiel reflejo de lo que en aquella
época ocurtia. El avance de la tecnologia, los nuevos matetiales, la informitica, la Ciencia
en general esti entregada con frenesi al conocimiento del medio que nos circunda. La
Humanidad ha roto las amarras de una ligadura secular a planteamientos panteistas de la
Vida y se ha involucrado en una desenftenada carrera hacia el Sabert, el Conocimiento y el
Desarrollo de la Civilizacién.

1.1. Origen y Objetivo del Trabajo

En este marco de avance y conocimiento del medio que vivimos, encontribamos la
carencia de un sistema que permitiera entablar un didlogo con un clerto grado de
generalidad entre un sistema informético de cilculo simbdlico en Mateméticas y un usuario
cualquiera. Asi comenzd a surgir la idea de aventurarnos en el teto de intentar bacer medible
el conocimiento matematico, reptesentatlo, para mis adelante, poder manipulatlo.

En informatica, cualquier representacién del conocimiento posibilita, de manera méis o
menos inmediata, la manipulacién de objetos complejos que permiten elaborar otros
objetos e informaciones también complejas basadas en aquellos. Pese 2 que ya existen
desarrollos que realizan tareas de reconocimiento de informacién simbélica de conceptos
matemdticos como Calelus Wiz (Stroyan 98), PAT (Koedinger, 1997) y otros, todos ellos
presentan la catencia comin del didlogo hombte-miquina. Algunos de estos sisternas,
como el refetido PAT, posibilitan que nn usuario expetimentado disefie, de forma explicita,
los enunciados de los ejercicios que mis tarde se presentarin al alummno. Pero, por el
contrario, no oftecen la posibilidad de hacer ejetcicios distintos de los disefiados. Otros
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sistemas, sin embatgo, permiten tesolver distintos tipos de ejercicios cada vez que el
alumno utiliza la herramienta al estar disefiados por encima de programas de cilculo
simbélico de ptopésito general como pueden ser Mathematica o Maple (Wiley Web Test,
bttp:/ [ wwm.math.unl.edu webtests/ does/ focws2/). En estos casos es habitual que presenten
carencias en el didlogo entre el usuatio y el sistema durante el proceso de resolucion de los
ejetcicios propuestos por la dificultad que entrafia saber, en cada ejecucién del sistema, qué
informacién se estd presentando al usuatio, al haber sido generada esta de manera aleatoria.

En definitiva, nos encontrabamos ante la circunstancia de la existencia de sistemas que
utlizaban conocimiento matemitico representado de difetentes formas. Todos ellos
presentaban distintas posibilidades de interaccién. Pero no encontrabamos alguno que
permitiera elaborar procesos de representacién de conocimiento matematico v,
simultineamente o @-posteriori, utilizara dichos procesos de representacién para mostrar al
alumno distintos tipos de ejetcicios basados en el conocimiento elaborado y, lo que es mis
importante, le ayudara o le guiara en la resolucién de los mismos. En tal situacién el
objetivo inicial del presente trabajo que nos planteamos en aquel momento fue

Desarrollar los mecanisimos necesarios para que un profesor de
Matematicas pueda disefiar los datos y procesos basicos que
describan un ejercicio de calculo. A partir de dicho disefio se
pretende que los alumnos puedan resoiver, de forma interactiva,
cualquier otro ejercicio similar que involucre procedimientos
equivalentes. Ademas, la aplicacion resultante debe permitir la
incorporacion de un modelo del alumno que posibilite un aprendizaje
guiado de estos,

Debe quedar clato que este objetivo de trabajo se circunscribe 2 métodos de cilculo
modelables por el profesor. Por tanto no tratamos de ensefiat 2 resolver problemas ni a
despertar Ja imaginacidon del estudiante mas alli de lo que puede hacerse en el plano de
resolucién algoritmica de ejercicios.

Fruto de aquel objetivo inicial de trabajo es la memotia que a continuacién
presentamos, la cual describe la herramienta MathEdu. Como iremos viendo en el
desatrollo de los siguientes capitulos, esta herramienta posibilita dos tipos genéricos de
tareas. Pot una parte, permite descubit los elementos necesarios para disefiar ejercicios de
Matematicas que involucren cilculo simbélico. En segundo lugar, petmite tesolver
interactivamente cualquier ejercicio generado a partir de las especificaciones dadas durante
el proceso anterior. Creemos ver cumplido, con esta primera vetsion de MathEdy, el
objetivo inicial del trabajo que nos habiamos propuesto, a sabiendas de que ain es mucho
el trabajo que queda por realizar como analizaremos en las conclusiones finales.
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1.2, Un primer ejemplo

Con el fin de motivar una ptimera reflexién sobre el tipo de tareas que pueden
realizarse con MabtEdy, vamos a exponer un primer ejemplo. Como ya hemos comentado
anteriormente, MarhEdn permite dos tipos diferentes de interaccién: la del profesor (al que
en adelante denominaremos genéricamente disefiador) y la del alumno (al que
denominaremos, en ocasiones, usuario). Analizatemos en la primera patte del ejemplo las
tareas, a grandes rasgos, que el disefiador debe realizar.

Iniciaimente MathEdn podemos copsidetatlo como un recién nacido cuyo grado de
conocimiento del medio que le circunda es escaso. El profesot es el encargado de definir el
conocimiento en MathEdn. Para ello MathEdu esti estructarado en médulos. Uno de estos
médulos proporciona al profesor la capacidad de it definiendo los contenidos necesarios
pata generar cursos que involucren cilculo simbdlico. Pensemos entonces que el disefiador
desea defmir los datos y procedimientos necesatios para afrontar la resolucidn de integtales
inmediatas de funciones ttigonométticas. Por ejemplo '

Ejetcicio. Caleula la siguiente integral

ISen(x)ab:

La resolucién de este ejercicio es, en cierto modo, trivial. No olvidemos que para set
capaces de encontrar una primitiva de la funcién del integrando son necesatios, entre otros,
conocimientos de trigonomettia, pata conocer la funciéon que nos presentan, detivacidn,
para set capaces de verificar si la primitiva que propongamos como solucién es la adecuada;
e integracion, para que 2 través de la teotia general de integrales indefinidas sea capaz de
encontrat el conjunto de las pimitivas del Sen(x).

Para realizar el disefio el profesor debe aportar todos los datos necesarios que desctiban
el ejercicio planteado a fin de que el médulo encatgado de manipular dicha representacion
postbilite al alumno la tesolucién intetactiva del mismo. MathEdy utiliza en todos su
modulos una interfaz basada en Mathematica. A. pesar de las limitaciones que ello conlleva, la
manipulacién de exptesiones matematicas simbdlicas es altamente eficaz y, en
consecuencia, hemos adoptado este modo de comunicacién con el sistema. La descripcién
abstracta de los datos de un ejercicio se realiza mediante tres pasos tealizados de forma
secuencial. Asi, en primer lugar, se debe definir el ejercicio a resolver, especificando cémo
es el enunciado. En segundo lugar se deberan especificar las generalizaciones posibles para
dicho ejercicio. Ya describiremos més adelante con detalle en qué consiste el proceso de
generalizacién. Baste ahora indicar que este proceso cotresponde a la accién de indicar los
elementos del ejercicio que son susceptibles de adoptar otras representaciones,
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especificando cudles, sin que ello afecte a los procedimientos genéticos de resolucion. Por
dltimo, el disefiador debe indicar las acciones que deben realizatse para resolver cualquier
ejetcicio basado en este ejemplo, es decit, con su misma estractura.

Pata ejecutar los tres pasos que acabamos de detallar el sistema propotciona los medios
necesarios para que el profesor pueda definir y clasificar los ejercicios que desea que
constituyan el curso que haya planificado.

La tabla 1.1 muestra un ejemplo del tipo de datos que manipula MazEdu. En ella
estamos especificando a alto nivel los elementos que constituyen el ejemplo antetior.
Corresponden a los datos que se definen en el primer paso comentado mas artiba,

enunciado —> Cuaderno( .
“Caleula la siguiente integral”,
integral)

integral — Integrat(Sen(x), x)

esirategia —» inmediata

Tabla 1.1. Ejemplo de definicién de un ejercicio.

Los elementos descritos son:

o 1ipo de ejerciciv: indica que el ejercicio modelado cotresponde a un ejercicio de
integracibn.

o cnunciado. Contiene la representacién simbdlica de un elemento propio de
Mathematica denominado Notebook (cuaderno), el cual tepresenta la ventana que se
muestta al usuario y que va a ser utilizada como interfaz. Inicialmente sélo contiene
los datos del enuaciado agrupados en dos componentes: texto y féromulas del
enunciado.

o integral. Bs una vaviable cuyo contenido cottesponde al de la férmula presente en el
enunciado. Se determina dindmicamente dutante el disefic del ejetcicio pot parte
del profesor. Posteriormente, durante la tesolucién de los ejercicios generados a
pattix de este, Znfegral tomard un valor concreto cada vez, diferente en cada ejemplo
mostrado a cada alumno que utilice la aplicacién de resolucién interactiva de
ejercicios.

¢ estrategia. Bste campo hace referencia al modo de resolucién de este tipo de ejercicio
catalogindolo dentro de una jerarquia concreta.
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A continuacién, el segundo paso especificado le permite al disefiador geperalizar los

-datos del gjercicio (tabla 1.2)

intigrando Sen(x) TrigQ smple’I‘ngGenerator

Tabla 1.2. Ejemplo de generalizacién de una vatiable.

El tinico elemento descrito es:

® infegrands. Representa una metavariable. Este tipo de vadables se utilizan pata
genetalizar los contenidos de los enunciados. Su mayor particularidad es que llevan
asoctada informacién relativa a la expresién que generalizan, Dicha informacién se
especifica mediante los campos:

valor. Valor dado al ejemplo inicial.

condicitn. Bspecifica la condicién genética que ha de cumplit la expresién
generalizada. En este caso TrgQ hace referencia a que la expresién generahzada
debe ser de tipo trigonométrico.

Senerador. Especifica la funcién que debe generar expresiones compatibles con la
condicion, en este caso cualquier funcidn trigonométrica. '

Un ejemplo de funcién generadora es la que al invocatla nos devuelve un
polinomio con el grado pedido y, opcionalmente, con término independiente o sin
él. Combinando estas funciones podemos generar, por ejemplo, expresiones del
tipo:
2x-3
¥ —2x+5

las cuales no son tesolubles de forma inmediata, como especifica la estrategia
descrita en la tabla 1.1 y, en tal caso, deberfan formar parte de otras estrategias de
resolucién. El hecho que pretendemos mostrar ahora es que es posible generax

expresiones compuestas a pattir de fmlclones generadotas de expresiones mas
simples.

'¥s importante sefialat ahota que una vez hecha la generalizacién el valor de zitggral en la
tabla 1.1 se ttansforma en |

Integrat[integrands, X
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Esta exptesién nos da idea del significado de dicho proceso de generalizacién: se ha
sustituido la expresién simbdlica que cotresponde al ejemplo a pattir del cual se estd
especificando un modelo genetal para ejercicios con caracteristicas similates.

Por dltimo, en el tercer paso desctito el disefiador especifica las acciones que debe
realizar el alumno para desarrollar 1a resolucién del ejercicio

pnldeliafocion
introducir expresion [ mensaje “introduce la solucién”
| valor esperado integtal
inttoducir expresién mensaje “detiva la solucién para comprobat el
resultado”
valor esperado integrando

Tabla 1.3. Ejemplo de acciones de resolucion.

En el caso concreto del ejemplo que estamos mostrando, como cortesponde a una
integral inmediata, resolvemos el ejetcicio con dos acciones. Ambas acciones son idénticas
en su configuracién

*  introducir expresion. Corresponde a una acctén que pide al alumno que teclee una
expresién. Dicha expresién debe adecuarse con la que el profesor haya predefinido.
Este tipo de acciones se especifican mediante los dos siguientes campos
" mensge. Contiene el mensaje que se muestra al alurono para que realice Ja accidn.

" paler esperado. Contiene la expresién cuyo valor ha de coincidit con el
correspondiente que teclee el alumno.

En la prdmera accidén se pide al alumno que introduzea el resultado de la integral (es
inmediata). Dicho resultado debe coincidir con el valor contenido en la variable infgral En
la segunda accidn se pretende comprobar que ¢l resultado introducido es correcto. Pata ello
se le pide que lo detive, debiendo coincidir dicha detivada con la metavariable infegrando.

Desde el punto de vista del profesor, MashEdu le exige, previamente a la realizacion del
proceso de disefio, analizar con detalle aspectos propios de los ejercicios que desea
modelar, tales como:

® qué estrategia se asocia al ejercicio,
® qué partes del ejercicio son susceptibles de generalizacién,

® qué variables deben representar dicha generalizacién,
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® qué variable o vatables contendrin la solucién, o soluciones parciales, del
ejercicio,
® sise puede reducit el ejercicio 2 otros problemas mas sencillos,

¢ qué acciones considera relevantes para que sean mostradas al alumno durante la
resolucion, etc.

La forma en que el disefiador especifica estos datos debe ser suficientemente intuitiva
como pata no tener que exigirle conocimientos profundos de programacién. Esto se
resuelve en MathEdu con un entorno similar al que usari el alumno y que facilita en la
medida de lo posible este proceso de definicién de modelos de ejercicios a que nos
referimos. Esta técnica de programacion se conoce como Programacion por demostracion.

La primera conclusidn evidente que podemos exttaer del proceso de especificaciéon
anterior es que no es, en absoluto, trivial. A pesar de la sencillez del ejercicio propuesto, el
mémero de pasos que el disefiador debe dar es considerablemente elevado. Més importante
aan es el hecho del grado de generalidad que es necesatio alcanzar para que la herramienta,
en el momento de su utilizacién pot parte del alumno, sea capaz de genetat y reproducit de
manera légica los pasos necesarios para la resolucién del ejercicio. Pensemos que el
disefiador esti “ensefiando” al sistema 2 actuar de una manera especifica ante cada ¢jercicio
concreto a partic de las instrucciones genéricas que ha detallado para un ejemplo.
Acabamos de referirnos en el pArrafo anterior a esta técnica de programacién que requiere
un alto grado de abstraccién por patte del disefiador y que, desde el punto de vista de la
interfaz, supone un notable incremento de la dificultad en la creacién de un entorno
suficientemente intuitivo y de facil manejo para el profesor.

EJERCICIOS
ALEATORIOS

[x-1yax
ICos(x)dx

[Sen(x)ax

[G2 +3ya

ENTRENAVIENTO

Figura 1.1. Médulos en MathEdu.
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La figura 1.1 muestra esquemiticamente los tres modulos fundamentales existentes en
MaihEdn y sus interrelaciones. Se desctibe, de un modo muy elemental, cémo 2 pattir de
los datos de ejemplos el disefiador obtiene modelos abstractos asociados a ellos. A partit de
estos modelos, los médulos de interaccién con el alumno (resolucion y entrenamiento)
hacen uso de los mismos para dar lugar a ejemplos generados aleatoriamente 2 partit de
aquellos. Existe, adermds, la posibilidad de colaboracién entre el médulo de resolucién y el
de entrenamiento, como pretendemos reflejar mediante una conexién entre ambos.

El proceso de disefio debe producir como tesultado un programa interpretable por el
motot de resolucién de MathEdy. El motor debe ser capaz de, a partir de Iz estructura de
datos generada por el disefiador, interpretar dichos datos como si de un programa se
tratase. Dicha interpretacién de la informacion producira, como consecuencias inmediatas

¢ una generacién dinimica de valotes correspondientes a las metavariables
utilizando para ello la biblioteca de funciones generadoras y respetando las
condiciones impuestas pox el attibuto condicidn,

¢ un didlogo con el alumno a partir de las acciones predefinidas

El didlogo que se establece con el alumno propotciona, a su vez, otra setie de datos que
el motor interpretar para inferir distintas actuaciones basadas en los mismos. El objetivo
que el disefiador debe procurar conseguir mediante la definicién de acciones es que estos
ditlogos ilustren 2 los alumnos y les otienten en los pasos o etapas en los que comintmente
suelen tener dificultades. Nuevamente aqui se pone de manifiesto la importancia de un
disefio “de alto nivel” en la definicién de los ejemplos, con un alto grado de abstraccién y
generalidad. '

La descripcién que acabamos de presentar para un ejercicio seacillo de integracién es
valida para otros ejercicios que involucren cilculo simbélico, tal y como indicibamos mas
arriba. Asi, por ejemplo, MathEdy es capaz de tratar ejercicios de materias diferentes como
pueden ser derivadas, integrales, limites, ecuaciones difetenciales, etc. Ejercicios tipicos en

cada una de las anteriores materias pueden ser los siguientes

Ejercicio 1. Calcula la derivada de Ia funcién
y=Log(4x+2)

Ejercicio 2, Resuelve Ia siguiente ecuacidn diferencial

10




Ejercicio 3. Calcula la integral
| ISen (x)dx
Ejercicio 4, Calcula la integral
Ix -Sen(x)dx
Ejercicio 5. Calcula el limite
Ejercicio 6. Calcula el limite

, [f -2x+ 2]::
fim| —————
X—a] X + x
Ejercicio 7. Resuelve la ecuacidn diferencial
(x+y+1)de+(x—y* +3)y =0

Fjercicio 8. Calcula la integral

dx
'[ x* =1

Ejercicio 9. Calcula la derivada de la funcién

x2-2x+1
y=——
e

Ejercicio 10. Calcula el limite

fim P
0 Sen(x)

Introduccion
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En definitiva, podemos concluir la introduccién de esta memoria resaltando que la
herramienta que hemos desarrollado y vamos a presentar en los préximos capitulos
supone un salto cualitativo notable en la concepcidn existente hasta el presente de los
tutores informéticos y las herramientas de calculo simbélico y, en general, los entornos
informaticos de aprendizaje interactivo para educacidn Matemética.

El contenido del resto de la tesis es el siguiente. En el capitulo 2 hacemos una
revisién general del Contexto Tecnoldgico en el que se desarrolla el trabajo.
Incluimos también un amplio apartado relativo a Mathematica, herramienta de calculo
simbélico sobre la que estz construido MathEdx.

El grueso de la memoria se recoge en el capitulo 3 en el que se describe la
Arquitectura de MathEdy asi como una explicacién detallada de cada uno de los
médulos que la componen. Por tanto hablaremos en este capitulo del Médulo de
disefio de problemas: MathEdu Designer, describiendo la parte correspondiente al
disefiador, vista desde el punto de vista de una herramienta informitica que le
posibilita definir ejemplos tipo de diferentes ejercicios. Posteriormente presentaremos
el Médulo de resolucién interactiva de ejercicios: MathEdu Solver, en el que
describimos la aplicacién orientada al alumno, al que permite seguir los ejercicios de
los diferentés cursos que el disefiador haya creado previamente. Finalmente
presentaremos el Modulo de resolucién guiada: MathTrainer. Mediante este
médulo el alumno puede acceder a la resolucién guiada de los ejercicios propuestos
bien a peticién propia o bien por iniciativa del sistema.

El capitulo 4 estd dedicado a las Pruebas que se han realizado con el sistema,
describiendo las mismas y los resultados obtenidos.

Por ultimo, el capitulo 5 resume las Conclusiones que podemos extraer del
desarrollo del presente trabajo y de la consiguiente investigacién que ha dado lugar al
mismo, asi como las perspectivas de desarrollo futuro tanto del propio sistema como
de otros proyectos de investigacidén vinculados a este.

Tras los capitulos correspondientes al desarrollo de la memoria se han incorporado
una setie de apéndices que profundizan en aspectos técnicos que surgen durante la
exposicion del grueso del trabajo. Finalmente se incluyen referencias de publicaciones
relacionadas con la presente memoria asi como de otras publicaciones referidasenla
misma.




Contexto Tecnoldgico

Capituio 2.

CONTEXTO TECNOLOGICO

2.1. Introduccidon

En el capitulo antertor estableciamos los objetivos de la investigacion que deseabamos
acometer y cuyo desatrollo constituye la presente memoria. Parece conveniente efectuar, en
primer lugar y antes de pasar a la exposicidn detallada del sistema MarthEdn, una revision de
entornos de caractetisticas similates al que hemos desarrollado.

En los ltimos afios se han dado pasos importantes en la superacién de las dificultades
en la manipulacién de documentos mateméticos mediante la vtilizacién de sistemas
especificos para la programacién en contextos clentificos, como Mathematica y Maple. Las
versiones mas avanzadas de estos sistemas integran, junto con su alta capacidad de
tratamiento simbdlico de todo tipo de expresiones y graficos, aspectos cada vez mas
sofisticados, tipicos de intetfaces de usuvatio convencionales, como didlogos, menis de
eleccion, botones, animaciones, etc. que permiten que los documentos de trabajo sean
documentos activos, controlados por programas subyacentes. Estos avances estin dando
lugar a una nueva generacion de aplicaciones interactivas para la ensefianza de las
Matematicas y otras ciencias. Sin embargo, a medida que se afiaden capacidades interactivas
a estos sistemas para el desatrollo de aplicaciones genéticas de caticter cientifico-técnico,
resulta més dificil su programacion; esta dificultad se incrementa especialmente cuando se
" desarrollan aplicaciones para la ensefianza, dado el alto nivel de interactividad que precisan.
Las técnicas mas potentes desarrolladas en los dltimos afios para simplificar el disefio de
interfaces de usuario genéricas (Szekely, 1996), (Puerta, 1998) se basan en la utilizacién de
la programacién mediante ejemplos y la programacién por demostracién (Cypher, 1993} ,
(Lieberman, 2000) para permitr qgue ¢l disefiador de la interfaz trabaje en el mismo
contexto que el usuario final, de manera que el disefio resulte mucho mis intuitivo y el
disefiador se pueda centrar con mayor facilidad en los aspectos mas delicados del mismo.
Més adelante, en este mismo capitulo, estudiatemos en qué consisten estas técnicas de

programacion.

Antes de pasar 2 describir algunos ejemplos que ponen de manifiesto estos avances,
conviene decir también que se han producido importantes mejoras en la direccidn de
inctementar la inteligencia de aplicaciones relacionadas con las Matematicas, basados en
nuevas técnicas de ldgica computacional; estos avances, sin embargo, se limitan a la
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construccién de sistemas que compiten en la resolucién de colecciones amplias de
problemas, (http://sunjessen24.informatik.tu-muenchen.de/~tptp/), (Sutcliffe, 1997), sin
que existan todavia aplicaciones de estas tecnologias a la ensefianza. En nuestra opinidn, la
utilizacién de mecanismos de deduccién natural, semejantes a los utilizados por las per-
sonas (Castells, 1995) podta ser fundamental en el fututo para que los avances en este
tetreno tengan aplicaciones en sistemas de ensefianza asistida por ordenador.

Al comenzar nuestro trabajo tomamos como referencia de partida otros trabajos que
trataban, de un modo u otro, aspectos que MashEdu debia tender 2 unificar. Esencialmente
existen dos clases de programas para educacidn en Matemdticas: por un lado nos
encontramos con cuLsos interactivos y sistemas de resolucién de problemas como son
Wiley Web Test (Orx, 1996), Calenlus@Mathematica (Uhl et al, 1998) y otros relacionados
como pueden set Internet Calenlus Program (Manfredi et al, 1998), y Calulns Wiz (Stroyan,
1998). Estos sistemas ayudan al alumno a transitar a través de diferentes aspectos del
aptendizaje matemitico tradicional. Son dos los modos en que actiian, bien planteindoles
ptoblemas y validando las respuestas dadas por los alumnos (como en el caso de los dos
primeros) o bien proporcionando una ayuda interactiva relativa a aspectos mis amplios del
proceso instruccional {en los dos tultimos). La segunda categoria de programas para
educacién tiene que ver mas con los esfuerzos realizados en la linea de profundizar en el
conocimiento del 2lumno a2 un nivel semantico asi como en facilitar el desarrollo de
materiales edncativos mediante el uso de hetramientas de autot.

Antes de pasar a otras consideraciones al respecto de MathEdu, vamos a desctibix
brevemente los sistemas enumerados y la relacion que MathEdu presenta con ellos.

Wiy Web Test ofrece una gran variedad de ejetcicios relacionados con derivacidn e
integracién. Permite a los alamnos practicar a través de la web las veces que sea necesatio
con el fin de obtener un grado de destreza en la resolucién de ejercicios suficiente. Una vez
logrado esto el alumno puede acudir a las pruebas presenciales para obtener sus créditos.
Ia funcionalidad del sistema estd limitada a las respuestas que los alumnos dan a los
ejetcicios propuestos (por ejemplo el cilculo de una integral o una detivada), no existiendo
ningun otro tipo de comunicacién entre el alumno y el sistema. Desde el punto de vista de
MathEdy, nosotros tratamos de que ademds exista una comunicacién bidireccional alurano-
sistema. MarbEdu no se limita a plantear al alumno una ejetcicio ¥ a cotregir su contestacién,
sino que va guiando al alumno durante todo el proceso de resolucién del ejetcicio.

Calenlus@Mathematica utiliza el progtama Mathematica para ayudar al alumno en las
rutinas habituales del aprendizaje matemdtico. De igual modo, Infernet Calenlus Program
pretende proporcionar a los alumnos a través de Internet los contenidos necesarios pata
estudiar cdlculo de un modo autodidacta. Ambos sistemas constituyen buenos ejemplos de
sistemas tutores en Matematicas. Este es un campo de continua y tépida expansién.
MarhEdy tiene cabida en €l dado que también oftece al alumno la posibilidad de atender las
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explicaciones sobte el proceso de resolucién de distintas clases de ejercicios, con lo cual
ejerce una funcién tutora. En este sentido cabe mencionar el producto denominado
webMathematica que ha sido presentado recientemente por Wolfram Research Inc. Es un
conjunto de hetramientas que permiten insertar comandos de Mathematica en paginas
HTML sin que exista, a diferencia de MazbEdx, ningin tipo de didlogo entre el sistema y el
usuario, ni evaluacién de metavatiables, comparacién de patrones, ete. Estd accesible en

http:/ /www wolfram.com/products /webmathematica/ .

Calerlus Wiz utiliza Mathematica como plataforma al igual que MathEdu. Es un conjunto
de cwadernos que ayudan al alumno a resolver una gran cantidad de los problemas tipicos de
un primer afio de cilculo. El alumno sélo necesita rellenar determinados campos y pulsar
botones para resolver los ejercicios que plantee al sistemna. Desde un punto de vista
interactivo, probablemente es uno de los sistemas de ensefianza de Matemiticas actuales
mas avanzado. Sin embargo no es una herramienta. Su contenido es fijo v, salvo nuevas
versiones de la aplicacién, el usuario no puede incrementar el contenido del curso por si
mismo. BEsto no sucede en MathEdu. MathEdu oftece al profesor la posibilidad de crear sus
propios contenidos mediante una herramienta de antor.

Finalmente, PAT como PAT OnLine (vetsién experimental pata uso en la web), son
sistemas otientados al estudio del algebra basica. Permiten al alumno definir variables
asociadas a un problema, las relaciones existentes entre las mismas y obtener sus valores
mediante las cotrespondientes ecuaciones. Su utilidad se inctementa gracias a la
herramienta de autor que incorpora la cual permite crear nuevos problemas. Esta familia de
sistemas representa un avance notable y decidido en la direccién del tratamiento de
informacién seméntica de los problemas. Sus limitaciones tienen que ver esencialmente con
la comunicacién- con el usuario, que no permite el uso de operadores simbolicos
matematicos, estando limitada a la definicién de las variables de un problema y de las
ecuaciones que las relacionan. Esta cuestién esta resuelta en MarbEdy-gracias al uso de
Mathematica como plataforma de desartollo y a la inclusién de mecanismos para el
tratamiento de informacién simbélica (patrones).

En definitiva, una comparacién entre MathEdx y los sistemas presentados muestra que
el dominio de aplicacién de MathEdu esti ptéximo a los programas del ptimer grupo (Wiky
Web Test, Calenlnusi@Mathematica, Calenlns Wiz). Ademas incluye un prototipo de herramienta
de autor, como PAT, y permite el desarrollo de cutsos con un grado de interactividad y
generalidad semdntica muy elevado.

MarhEdn es un sistema interactivo de ensefianza de Mateméticas que posibilita el
aprendizaje de una persona en un contexto especifico como es el del célculo simbdlico y
que incorpora funciones propias de los sistemas tutores inteligentes. El uso de sistemas con
caracteristicas como las de MarbEdu se hace atractivo en todo tipo de contextos educativos,
pudiendo destacar como cualidades mds relevantes:
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* El adiestramiento trata de ser personalizado al alumno, con lo cual es posible
obtener una mayox eficiencia en el proceso de aprendizaje. El alumno incrementa
su motivacién al tomar parte activa en el proceso de ensefianza. En estos dltimos
afios los sistemas adaptativos estin consiguiendo avances notables en el grado de
personalizacién del adiestramiento. Citemos, a modo de ejemplo, el sistema
TANGOW (Carto, 1999Db).

=  Permiten que el alumno realice su adiestramiento cuando él lo desee dado que el
sistema esta siemopre disponible.

*  Se puede lograr un aprendizaje de calidad, ya que los sistemas plantean al alumno
situaciones reales de aptrendizaje y pueden it incorporando nuevos elementos
instruccionales que vayan incrementando las capacidades de ensefianza del sistema.

Los epigtafes signientes analizarin, en primer lugar, distintos aspectos telativos a Ia
representacién del conocimiento matematico, pattiendo de un analisis del estilo matematico
como estilo formal de comunicacién de conceptos y conocimientos. En el epigrafe 2.3
describiremos los sistemas tutores inteligentes asi como los aspectos de los mismos
presentes en MathEdx. Bl epigrafe 2.4 planteard cuestiones acerca de la elabotacién de
sistemas de ensefianza asistida por ordenador, sus caracteristicas y principales dificultades.
Finalmente, los dos dltimos epigrafes hacen referencia a Mathematica, programa de cilculo
simbdlico en el que nos hemos apoyado para la elaboracién de MathEdy. Para concluir el
capitulo analizaremos el paradigma de programacién mediante ejemplos, utilizado en el
disefio tedtico de la herramienta.

2.2. Representacion del conocimiento matematico: del
estilo matematico a la representacion del
conocimiento.

En Matemiticas, como en otros muchos 4mbitos cientificos, 1a evoluci6n a lo latpo de
la historia ha ido configurando unas formas concretas de representacién del conocimiento
subyacente a dicha disciplina. Los sucesivos autores han tratado de establecer unas normas
que les permitan utilizar los conceptos de una forma precisa, sin ambigiiedades. Este es
precisamente uno de los ptoblemas basicos de cualquier lenguaje, su posibilidad de error.
El error se produce en diferentes situaciones, siendo Ia mas habitual la correspondiente a
que tanto el emisor como el receptor manipulan distintos subconjuntos de objetos del
lenguaje (palabras). El caso mas extremo es el de dos personas con diferentes lenguas
ttatando de comunicarse. En este caso el subconjunto de palabras comunes a ambos (la
interseccién de sus lenguas) es vacio y la comunicaci6n es imposible.
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Sin embargo, el matemitico ha tratado de minimizar esta posibilidad y para ello,
fundamentalmente durante el siglo pasado, ha construido un lenguaje formal, basado en la
axiomatizacién y en la formalizacidn de los conceptos.

Pero la existencia de un lenguaje formal no garantiza la facilidad de la manipulacion
conceptual, Separar ambos lenguajes, el artificial y el natural, parece pues algo imposible.
En cualquier texto matematico es necesario combinar ambos estilos y es la experiencia del
matematico la que debe lograr que el paso de un estilo a otro sea lo mas preciso posible.

Podemos entonces considerar el Lenguaje Matematico como unidn de los lenguajes
ordinario y artificial considerando como propios del mismo elementos que en ocasiones
poseen referentes propios en el lenguaje ordinario, como pueden ser las letras que denotan
conjuntos numeéricos N, Z, Q,...0 niimeros singulares como ¢, 4, 7, etc. También se usan
grafias que en el lenguaje ordinario carecen de significado alguno, por ejemplo l/im por
"limite" o dx por "diferencial de x". Hay palabras propias del lenguaje ordinario que en el
contexto matematico modifican su significado como grupo, anillo, ideal, cuerpo, etc. Y
numerosos signos artificiales muchos de los cuales comparten significado con otras
disciplinas cientificas (fundamentalmente la Légica y la Fisica) como son € -+ ¢ VV Jetc.
(Lorenzo, 1989). |

“Son numerosos los estilos de representacién y comunicacién de la Matemdtica
utilizados 2 o largo de la historia. Geométrico, poético, algebraico-cartesiano, axiomético,
formal, semiformal, etc. son algunos de ellos. Todos estos estilos han tenido su momento y
han sido titiles para los matematicos de la época en que se utilizaron. En la actualidad el
mas usado (¥ el que mas nos interesa en nuestro caso) es el semiformal, que combina el
lenguaje usual (sélo en la medida estrictamente necesaria) con los signos artificiales.

Si reflexionamos por un momento en cémo la formalizacién ha sido uno de los
procesos esenciales para la representacién del conocimiento matematico podemos llegar a
Ja conclusidén de que sin el desarrollo y generalizacidn de los estilos formales (basados en la
Légica y la axiomatizacién) en el siglo XIX, seria dificil pensar en una representacién del
conocimiento matematico a partir de cualquier otro estilo, Desde el punto de vistade la
informética fue esencial en su momento que autores como Leibniz o Vieta fueran capaces
de abstraer y pasar de los enunciados de problemas entendidos como poesia ¢ como
mistica numérica a enunciados que representan el problema sin ninguna concesién externa
a la retdrica. Veamos, como ejemplo, este texto sobre la formacién y construccién del
icosaedro en la obra de Luca Pacioli Divina Proporcién.

Entonces, puesto que el cuadrado de gn es‘, por la tercera

del decimotercero, quintuplo del cuadrado de gm, el cuadrado
de pn serd también, por la decimoquinta del quinto, quintuplo
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del cuadrado de lm, pues, por la cuarta del segundo, el
cuadrado de pn es cuddruplo del cuadrado de gn, y también el
cuadrado de Im es cuaddruplo del cuadrado de gm, por la
misma. Y el cuddruplo es al cuddruplo como el simple es al
simple, segtin afirma la decimoquinta del quinto...

Los ordenadores son capaces de tratar problemas que van mucho mas alla del calculo
aritmético corriente: calculos matematicos, clasificaciones, operaciones con conjuntos,
tratamiento de textos de graficos e imégenes, sintesis de la palabra, reconocimiento de
formas, disefios o ensefianzas asistidas, traducciones automaticas, animaciones,
accionamiento de méaquinas herramientas, etc. Todos estos tipos tan distintos de acciones
no serfan posibles sin la capacidad de la programacién de las maquinas, programas que
simbélicamente representan, cada uno de ellos, un "algoritmo" parala resolucion de una
clase de problemas. En el disefio de los algoritmos es corriente usar estructuras que afirman
que si @ es verdadero, entonces b es verdadero. El condicionamiento de @ por & depende
de reglas o axiomas libremente formulados y de una simbologia que permite efectuar un
tratamiento légico, un céleulo simbélico. Gracias a esta simbologia se ha podido sustituir el
lenguaje coloquial impreciso por otro de simbolos totalmente preciso, bien determinado.
Desde Babbage y Boole hasta la era de los ordenadores se ha desarrollado 1a capacidad de
representar las reglas de la aritmética, del algebra de magnitudes, el algebra de
proposiciones y, finalmente, el algebra de conjuntos y la 16gica simbélica (Hrah, 1998). Este
proceso ha supuesto dos milenios, desde la Antigiiedad en que fildsofos griegos como
Sécrates y Aristdteles utilizaron la regla del tipo: "Si ... entonces", elaborando asi uno de los
fundamentos de la Logica Matematica y del razonamiento deductivo.

Son miltiples los paradigmas de representacién del conocimiento empleados en
sistemas tutores inteligentes. La mayoria provienen del 4mbito de la Inteligencia Artificial.
Podemos sefialar aqui algunos ejemplos al respecto. Anteriormente hemos expuesto
algunas notas sobre PAT, que emplea reglas de produccidn para describir cémo hay que
hacer cada tarea. Por su parte, ANDES (Gertner, 2000} emplea Redes Bayesianas para
tratar las mdltiples fuentes de incertidumbre existentes en la ejecucién de acciones por
parte del alumno y el grado de conocimiento del dominio que posee. Inclusive,
recientemente se ha adaptado el concepto de sistema multiagente a los ITSs (Masthoff,
1997). Sin embargo no es frecuente encontrar en la literatura trabajos especificos sobre
tutores inteligentes orientados a la ensefianza de las Mateméticas. Los libros de actas de
congresos como International Conference on Mathematics/Science Education and
Technology (M/SET 99, San Antonio, EE.UU.) o 5" International Conference on
Intelligent Tutoring Systems (ITS 2000, Montreal, Canad) ponen de manifiesto la carencia
de este tipo de sistemas en eventos en los que de algiin modo deberian estar presentes. Hoy
en dia los mayores esfuerzos se focalizan en sistemas adaptativos y colaborativos cuyas
caracteristicas difieren en gran medida de las de un sistema como MathEdy.
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2.3. Sistemas Tutores Inteligentes

Los Sistemas Tutores Inteligentes (I7S, Futelligent Tutoring Systems) han sido utilizados a
lo largo de su historia en una gran variedad de contextos diferentes. Han tratado aspectos
tan diversos como pueden ser la ensefianza, basica y superior, con tutores de todo tipo de
materias como Matematicas o Fisica, podemos referir ANDES, entorno dirigido de
resolucion de ejercicios de Fisica (Gertner, 2000); navegacidn aérea, para el adiestramiento
de controladores aéreos como TRIO (Trainer for Radar Intercept Officers) (Ritter, 1988) 0 ATC
(Aér Traffic Control Training System) (Morrisroe, 1986); en medicina, para adiestramiento de
personal sanitario NEOMY CIN (Clancey, 1981); en industria, para el adiestramiento de
operadores de plantas industriales como INTZA (Gutiérrez, 1994) o para el adiestramiento
en deteccidn de averias como QUEST (Qualitative Understanding of Electrical System
Troubleshooting) (White, 1986). Inclusive para el adiestramiento en programacién en lenguaje
C (Kay, 1994).

La evolucién de los tutores informaticos o Sistemas de Entrenamiento por Ordenador-
(Computer Based Trainning, CBT, obsérvese que alin no se usa el calificativo inteligente), se
produce desde mediados del siglo pasade, finales de los afios cuarenta. Estd ligada.
inequivocamente al desarrollo de los ordenadores. Como no, la Segunda Guerra Mundial
aportd su granito de arena en esta historia debido a las necesidades cientificas y militares
generadas. Las causas principales pueden ser:

e Lanecesidad de analizar las comunicaciones secretas operadas por los alemanes y
los japoneses. Problemas de cifrado. Se utilizan miquinas especificas denominadas
Colossus.

» Lapreocupacién por conseguir calculos de mayor precision que los proporcionados
por las calculadoras analégicas para, por ejemplo, aumentar la eficacia de los
cafiones.

¢ Lanecesidad de resolver problemas de simulacién

o Lanecesidad de resolver problemas complejos de localizacion, relativos al radar.

Inicialmente estos sistemas eran muy precarios debido a las limitaciones propias de los
equipos existentes (Bell Labs Relay Computer, Model I, data de 1939 y se considerala primera
calculadora analitica binaria del mundo (electromecénica). EL ENIAC se termind en 1945
(irah, 1998)), y se limitaban esencialmente a modelos matematicos que simulaban el
comportamiento de distintos componentes y sistemas.
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Pero a partir de los afios cincuenta se comienza a pasar de simpies simuladores
numéricos a sistemas que ya incorporan un componente instruccional que dirige el proceso
de entrenamiento (O’Shea, 1985). Estos sistemas siguen la metodologia de la instruccién
programada lineal (Kearsley, 1983). Esta metodologia requiere que el material a ensefiar se
organice de modo que se maximice el ntimero de respuestas del a2lumno, suponiendo que
las respuestas incorrectas producen un refuerzo negativo del aprendizaje. Todos los
alumnos reciben el mismo conocimiento y en el mismo orden, sin que las respuestas del
alumno influyan en el orden de presentacion lineal del material. Last (1979) describe un
programa para ensefiar aleman absolutamente lineal.

El paso siguiente a dar parecia evidente, ya que la instruccién lineal no potencia nada
las habilidades de unos alumnos frente a otros. Asi se desarrollan los lamados ”programas
ramificados”. En estos sistemas, la eleccién del material instruccional y las preguntas que se
realizan al alumno se determinan en funci6n de las respuestas del alumno elegidas entre una
serie de posibilidades. Esta nueva filosoffa produjo sistemas mucho mas efectivos; aunque
el disefio de estas estrategias era dificil y resultaba muy complejo en entornos en los que el
nimero posible de respuestas distintas del alumno es muy elevado. Como consecuencia se
introdujeron los “sistemas de autor”. Estos necesitaban una serie de estrategias generales de
ensefianza para producir el 4rbol con todas las interacciones posibles. Como ejemplo de
este tipo de sistemas citaremos CALCHEM (Ayscough, 1977), sistema para la ensefianza de
quimica.

Con el objetivo de conseguir que fuera el propio ordenador el que generara el material
necesario para la ensefianza a partir de combinaciones de otros problemas ya existentes se
idearon los sistemas generativos. Estos sistemas ya tratan de adaptarse a las necesidades y 2
las dificultades particulares de los alumnos y mejorar en eficiencia desde el punto de vista
de uso de Ja memoria. Inicialmente el objetivo fue ambicioso pero los sistemas que se
produjeron limitaban la posibilidad generativa a estrategias de instruccién y préactica (drill
and practice), pequefias unidades de instruccién seguidas de ejercicios practicos. Esta
estrategia a menudo seleccionaba los ejercicios de forma aleatoria sin concordar con las
caractetisticas del usuario (Koffman, 1975).

Una cuestidén importante a valorar es cdmo se efectuaba la evaluacién en los sistemas
descritos hasta el momento. Fundamentalmente se limitaban a valorar numéricamente las
respuestas dadas por los alumnos sin ninglin juicio al respecto del entendimiento del
alumno de la materia estudiada. Ademas otros problemas que presentan estos sistemas son

o El déficit de uso del lenguaje natural dificulta la interaccién y la comunicacidn con
el usuvario.
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o Noson capaces de aprender ni de la materia que ensefian ni del usuario, tal y como
lo hacen los tutores humanos. Esto es debido al tipo de conocimiento estatico que
manejan.

Estamos, por tanto, en el punto intermedio de la evolucién hacia los sistemas
inteligentes. Los sistemas descritos hasta el momento no incorporan elementos que puedan
diferenciar el aprendizaje entre unos alumnos y otros. Por tal motivo, no dejan de ser
meros sistemas de presentacidn de informacion y evaluacidn de las respuestas del alumno.
Para lograr la diferenciacién es necesario dotar a los sistemas de la capacidad de adaptarsea
las caracteristicas diferenciales de sus usuarios. Por eso es necesario tener en cuenta a los
usuarios, esencialmente al alumno, y desarrollar sistemas que exploten el conocimiento de
las capacidades de sus usuarios. La evolucion en este sentido produce el trinsito entre
sistemas tutores (CBT5) y sistemas tutores inteligentes (77Ss).

En aquellos afios se argumentd que hasta que no se aplicasen técnicas propias de la
Inteligencia Artificial no podrian resolverse este tipo de problemas (Carbonell, 1970), Las
soluciones adoptadas en aquellos momentos (Self, 1974), (Sleeman 1982), proponen
separar el conocimiento del dominio (cudl es la materia a ensefiar), de la forma en que se
ensefia (estrategias para ensefiar) y a quién se ensefia (alumno), existiendo actualmente un
amplio consenso en establecer una arquitectura estAndar basada en estas tres componentes

o Modelo del Dominio o del Experto ‘(qu'é se ensefia)

o Modelo del Alumno (a quién se ensefia)
o Tutor (de qué manera se ensefia)

Estos tres modelos junto con la interfaz, dado el importante papel que desempefia
como comunicador del sistema con el exterior, constituyen los cuatro mddulos
considerados més relevantes en un tutor (Wenger, 1987), (Biegel, 1989), (Whitaker, 1992),
A continuaciéon vamos a efectuar una descripcién breve de cada uno de estos cuatro
mébdulos.

Modelo del Dominio

Organiza el conocimiento a ensefiar. Sirve como fuente de conocimiento que debe
presentarse al alumno y provee un estindar para la evaluacién de las actuaciones del
alumno, comparando las respuestas del mismo con las soluciones correctas. Un elemento
importante de este modelo es la eleccion del esquema de representacién del conocimiento
que mejor se ajuste a la aplicacién. Los esquemas mas habituales en J7S son sistemas de
produccidn, sistemas basados en frames, representaciones procedurales, representaciones
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basadas en la l6gica y modelos cuantitativos y cualitativos utilizados principalmente para
modelos de simulacién.

En el caso de MathEdn el conocimiento a ensefiar se organiza en una estructura de
datos que atina simultineamente informacién estructural y semantica. El sistema dispone
de la estructura semantica que describe los distintos ejercicios definidos por el profesor. La
informacién correspondiente a dicha estructura se instancia en tiempo de ejecucién y se
propaga entre los distintos objetos que configuran dicha estructura.

Modelo del Alumno

Se usa para representar y evaluar los progresos del alumno en el aprendizaje del
dominio, incluyendo informacién referente a los conceptos aprendidos, errores cometidos,
probables conceptos errdneos, caracteristicas generales del alumno, etc. Esta
representacidn debe actualizarse tras cada accién del alumno, por lo que debe incluir alguna
componente dinimica. Las formas mas habituales de representar el modelo del alumno son
el modelo Overlay, donde la representacion se realiza como un subconjunto del modelo del
dominio (Wenger, 1987); v el modelo diferencial, donde ademas de representar el
conocimiento correcto adquirido se tiene constancia de las desviaciones producidas en el
proceso de aprendizaje {Sleeman, 1982b).

En la versién actual que se dispone de MathEdy no existe por el momento un modelo
del alumno. Sin duda es la pieza esencial, bajo nuestro punto de vista, de un tutor
inteligente. MathEdu debe incorporar en un futuro no muy lejano este tipo de modelo. Es
més, MathEdu es la pieza basica que nos va a permitir dialogar con el alumno, evaluar su
desempefio de tareas ala hora de resolver un ejercicio y, a partir de ahi, tratar de establecer
un modelo diferencial del conocimiento como se describe en (Diez 1997). Uno de los
objetivos finales de la Tesis es el de proporcionarnos una herramienta para poder dialogar
con el alumno y, por tanto, ser capaces de asistitle de una forma personalizada, llevando
cuenta de cuales son los ejercicios que ha realizado, en qué orden, en cuales ha tenido
problemas, en cudles ha solicitado ayuda. Un ¢jemplo de este seguimiento que se pretende
proporcionar puede ser el siguiente. Supongamos que un alumno que ya ha estudiado y
practicado los temas de derivacion e integracién con un cierto éxito esta tratando de
resolver la ecuacién diferencial ordinaria siguiente v

(1+e)y-y'=¢

Al ser una ecuacién de variables separadas se puede expresar, dividiendo entre

1+ ¢*ambos miembros y sustituyendo y'= % , COMO
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ex
vdy = dx
hd [14—6"]

integrando ambos miembros se debe obtener la solucién general de la ecuacion, por
tanto el alumno debera resolver la integral )

X

[

1+&*

Supongamos que al tratar de resolverla no se da cuenta de que es una integral inmedsata
o que se puede resolver por sustitucién. Es en este momento cuando el modelo del alumno
debe hacer uso de los datos que tiene almacenados sobre el alumno y, como sabe qué tipos
de ejercicios de integracién ha practicado antes, puede sugerirle ejemplos de ejercicios
similares, o recomendarle que repase un tema concreto de integracidn, ete.

Tutor

Este modulo es el encargado de dirigir la instruccién que va a llevar a cabo cada
alumno. Por tanto debe ser el médulo que decida qué conceptos se van a ensefiar, en qué
orden van a presentarse, en qué momento permitir o interrumpir la actuacién del alumno,
cémo se va a presentar la informacibn, etc. Podemos distinguir varios modelos de rutor.
Por un lado estan los tutores de iniciativa mixta en los que el control se comparte entre el
alumno y el tutor a través de un intercambio de preguntas y respuestas. El modelo de
descubrimiento guiado, en el que el alumno posee todo el control de la actividad, siendo €l
quien determina la presentacién de la materia. Por Gltimo, en los sistemas de tipo monitor, es
el sistema el que posee el control de la sesidn de ensefianza en todo momento; ademas,
adaptara sus acciones a las respuestas del alumno segiin considere conveniente.

MathEdu se aproxima a este altimo tipo de esquemas ya que es el sistema el que
controla la sesién de aprendizaje guiando al alumno con las preguntas oportunas en la
resolucion de ejercicios. Los ejercicios son generados {en el caso de MathEdu Solver) por el
propio sistema, que es el que realiza la seleccién aleatoria de los ejercicios que se muestran
al alumno. En el caso de MathTrainer los ejercicios pueden seleccionarse tanto por el tutor
como por el alumno. Conviene aclarar que MathEdu Solver también puede, en un momento
dado, tomar el control de la resolucién de un ejercicio y mostrarle al alumno cémo se
realizan las acciones de resolucién del mismo. Esto suele deberse, fundamentalmente, a
errores reiterados del alumno en un cilculo concreto. No podemos hablar pues de la
existencia de un modelo del alumno.

Interfaz
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Este mbdulo supone el medio de comunicacion entre el sistema tutor y el exterior
(alumno o profesor). Es el encargado de traducir las salidas que proporciona el sistema a
una representacidn inteligible por el alumno y de convertir las entradas del alumno a la
representacién interna que maneja el sistema. Podemos resumir en dos aspectos la
importancia de este médulo en la composicién de los tutores: el primero es que debe
poseer unas cualidades de sencillez de uso y de resultar atractivo para que capte la atencién
y sea utilizado con confianza por el usuario. El segundo es que los progresos actualesen fa
tecnologia multimedia estan produciendo herramientas y aplicaciones cada vez mds
sofisticadas, con un alto poder de comunicacién que influye de forma decisiva en el disefio

de los ITS.

No es habitual que los tutores incluyan simultdneamente los cuatro médulos que
acabamos de describir, aunque todos los referidos al comienzo de este apartado poseen al
menos alguno de ellos. Esto se debe a la enorme complejidad de aunar en un mismo
sistemna esquemas de representacion del conocimiento muy distintos y que guarden relacién
entre si. Generalmente los sistemas existentes s6lo desarrollan alguno de los médulos
comentados, aunque naturalmente es posible desarrollar también el resto de médulos.
Como ejemplo podemos comentar INTZA, tutor inteligente para entrenamiento en
entornos industriales. En dicho trabajo se describe un tutor inteligente que incorporaun
mbdulo didactico que establece el Plan Instruccional a ejecutar (corresponde al médulo del
dominio descrito méas arriba); un gestor del alumno que evaldia y actualiza el modelo del
alumno y un gestor del didlogo que establece las relaciones entre el alumno y el instructor
con el sistema (corresponde pues a la Interfaz) (Gutiérrez 1994).

Finalmente, para concluir este apartado queremos destacar los desarrollos de teotias
cognitivas para el desarrollo de sistemas inteligentes. De un lado podemos sefialar el trabajo
de J.R.Anderson que desarrolld la teoria cognitiva denominada ACT (Anderson, 1983),
llevada posteriormente a la practica en tutores inteligentes para la ensefianza de Geometria
v Algebra, asi como para programacién en LISP (Anderson, 1990). Paralelamente a dicha
teoria se desarrollé Soar. Soar es una arquitectura para la resolucién de problemas basados
en el conocimiento, para el aprendizaje asi como para la interaccién con contextos externos
(Rosenbloom, 1993), Newell, 1990). La arquitectura Soar permite trabajar en todo tipo de
tareas, desde las més rutinarias hasta problemas extremadamente complejos sin un estado
final predecible. Permite también representar y utilizar en cada contexto las formas mas
apropiadas de conocimiento procedural, declarativo, episddico e icdnico. Soar aprende
sobre cualquier aspecto de las tareas que representa y sobre la aplicacidn de las mismas. En
otras palabras, Soar pretende servir de soporte a todas las capacidades requeridas por un
agente inteligente (Laird 1993).
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24. Acerca del diseiio y desarrollo de entornos
informaticos de ensefianza interactiva.

Acabamos de comentar en el apartado anterior ¢dmo en los dltimos afios se ha
producido un evidente enriquecimiento en las posibilidades de manipulacién e
interconexidn de diferentes representaciones del conocimiento matematico, haciéndolas
mis flexibles y potentes. Dos son los motivos esenciales para este avance. De una parte, la
representacién del conocimiento. La aparicidén de lenguajes estructurados, las técnicas de
orientacién a objetos, la programacién simbbélica y procedural, han posibilitado la
investigacion y el desarrollo de herramientas que se adentran en la manipulacién de objetos
abstractos. Por otro lado las interfaces mas flexibles, adaptables a los requerimientos del
usuario y mas préximas a la realidad cotidiana que representan {(con graficos, tablas,
ilustraciones, video, etc.), van logrando aproximar la complejidad del lenguaje formal
matematico y sus elementos a los usuarios de este tipo de herramientas. Sin embargo atin
queda mucho camino por recorrer. Fundamentalmente el problema surge cuando se tratan
de interpretar f6rmulas o cuando se intenta manipularlas sin considerarlas como meros
objetos graficos. En este sentido LEIBNITZ (Greg, 1998) es un buen ejemplo de cdémo ya
se han dado pasos importantes en la direcciéon de la manipulacidén del contenido de
ecuaciones y férmulas. En el caso de MathEdy, la vtilizacidén de Mathematica ha supuesto -
una inestimable ayuda para poder manipular la parte simbélica de los ejercicios. A pesar de
las facilidades que proporciona el editor de ecuactones de Mathematica, no ha sido tarea
sencilla manipular expresiones simbdlicas en un lenguaje interpretado que ademas utiliza
simultineamente formas distintas de representacién de la informacién, como ya
explicaremos mas adelante. A pesar de esto MathEdu representa un paso decidido en la
direccién de mejorar la interaccidn entre el usuario y el sistema como ya hemos dicho
anteriormente, Hasta el momento, el grado de interaccién en aplicaciones concebidas para
la ensefianza de las Matemaéticas era muy escaso. En los mejores casos el alumno podia
efectuar distintas representaciones geométricas modificando algunos parametros de los que
dependen dichas representaciones como en Calenlus@Mathematica. En experiencias como
las mostradas en (Serna, 1999), el alumno puede igualmente observar, siempre que lo desee,
el comportamiento de procesos dindmicos (como el del péndulo miltiple) mediante
animaciones de los mismos, al objeto de comprender mejor determinados procesos fisicos
y su representacién matematica. O también puede introducir expresiones matematicas para
responder a cuestiones concretas como en Wiley Web Test. Pero en el sentido de considerar
un intento de didlogo entre el alumno y el sistema a escala simbélica apenas existen
avances.

Para los profesores y los disefiadores de material docente es imprescindible enfrentarse
con cuestiones que inevitablemente surgen desde esta nueva concepcién de las
aplicaciones, Fundamentalmente podemos considerar las siguientes, algunas de las cuales
surgen como conclusiones del grupo temético sobre Entornos informdticos de aprendizaje
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interactivo desarrollado durante el 8° Congreso Internacional de Educacién Matematica
(ICME-8), celebrado en Sevilla en 1996:

e ¢Cdmo pueden los profesores evaluar el aprendizaje de los alurnos utilizando este
tipo de aplicaciones?.

o :Cbmo adquiere el alumno el conocimiento matematico cuando se utiliza en este
tipo de entornos?. '

o :Cullesel coste para el docente derivado de la implantacién y uso de estas nuevas
tecnologlas?. ;Presenta mas venitajas que inconvenientes?.

e ;Cdmo se introduce de forma efectiva en el aula?.

Estas cuestiones ponen de manifiesto el interés de todas las personas dedicadas al
disefio de este tipo de sistemas para establecer un marco tebrico que fundamente los
sistemas informaticos de ensefianza interactiva a partir de elementos propios de la
psicologia, la didactica, la computacién y la Inteligencia Artificial. Las preguntas formuladas
no son en absoluto triviales. Por poner un ejemplo analicemos brevemente la (ltima. Enel
tltimo Simposium Internacional de Informética Educativa, celebrado en Puertollano
(Ciudad Real) en noviembre de 2000, se puso de manifiesto la dificultad de implantar este
tipo de tecnologfas en el aula. La causa fundamental suele ser la falta de medios o de
personal. Los docentes suplen con esfuerzo y grandes dosis de buena voluntad estas
carencias. Sin embargo se pueden encontrar algunos ejemplos de implantacién en el aula.

Citemos TANGOW (Carro, 1999b) o (Gallego, 2000).

Desde esta perspectiva, MathEdu presenta algunas limitaciones ya que en su
concepeibdn, como herramienta de autor para desarrollar cursos sobre Matematicas, no se
ha previsto ninguna técnica propia de la psicologia o de la didactica. La libertad de gue
dispone el disefiador e, tal vez, el aspecto que suple estas carencias. MathEdu permite que
cada disefiador especifique el conocimiento que desea transmitir y la forma en que vaa
hacerlo a su plena conveniencia. De algiin modo estamos verificando con MatbEdn 1a
méxima de que los sistemas informaticos de ensefianza interactiva deben proporcionar un
espacio en el que explorar libremente un mundo virtual disefiado para que construyan un
determinado conocimiento. MathEdn proporciona al profesor un alto grado de libertad en
el disefio de ejercicios y al alumno le permite explorar distintas formas de solucién siempre
que sean compatibles con el ejercicio propuesto. No cabe duda de que ia resolucién de
todo tipo de ejercicio conlleva una serie de acciones ejecutadas en una secuencia lineal.
Desde este punto de vista MathEdu sigue los principios del condicionamiento operativo,
cuya ley fundamental formula que durante el proceso de aprendizaje, cuando ala aparicién
de una operacién le sigue la presentacién de un estimulo de refuerzo, la intensidad del
aprendizaje se incrementa (Skinner, 1938). Como en tantos otros modelos instruccionales
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en MathEdn se enfoca la instruccion hacia el componente comin presente en todo sistema
de ensefianza: el alumno. El aspecto televante en todo modelo instruccional es como el
alomno adquiere el conocimiento. Ttadicionalmente la aplicacién de las teotias del
aprendizaje al disefio insttuccional proviene de la psicologia del comportamiento y
cognitiva (Hiemstra, 1994). También han side de gran influencia los trabajos de Skinner,
Ausubel y Bruner. Pero la influencia mis reciente en la elaboracién de modelos
instruccionales proviene de la psicologia constructivista, relacionada con el hecho de c6mo
los alumnos construyen el conocitmiento a ttavés de experiencias, estructutas mentales y
cteencias (Jonassen, 1991). Esta bisqueda de nuevas cortientes psicoldgicas, desde las
teorias del comportamiento hasta el constructivismo, que ayuden al disefio instruccional ha
provocado la proliferacién de numerosos modelos nuevos. Uno de los primeros ejemplos
al respecto de esta bisqueda fue LOGO, lenguaje de programacién cuyas primitivas
realizan graficos petmitiendo al usvario identificar el proceso causa-efecto de una forma
muy sencilla. Otros ejemplos, mucho mis modernos, relacionados con la geomettia son
Cabti-Géometre (Bellemain, 1992), o The Geometer Sketchpad (Jackiw, 1992). Ambos son
de similares caracterfsticas. Permiten efectuar representaciones geométricas euclideas de
una fottma muy simple gracias al grupo de primitivas que incorporan, las cuales hacen
referencia a objetos geométricos como punto, tecta, perpendicular, mediatriz, altura, etc. El
alumno utiliza estas primitivas para crear sus propias construcciones y explorar los
resultados de Ia geometria clisica. Ya hemos presentado PAT, sistema que permite evaluar
el proceso de aprendizaje de construccidén de exptesiones algebraicas como modelos de
problemas enunciados en lenguaje natural. Por su parte MarhEdy permite al alumno la
libertad de escoger entre varias alternativas de resolucién de un ejercicio y entablar el
didlogo con el sistema referido a la estrategia escogida. En esta libertad de accion el alurono
construye su propio conocimiento.

En estos tltimos afios han surgido nuevas tendencias en la concepcién de los sistemas
de ensefianza asistida. Estas tendencias consisten en unir a los entornos de manipulacion
potentes demostradores de teoremas, con el fin de que los alumnos puedan explorat
propiedades, probar conjeturas y buscar ejemplos. Buena muestra de este tipo desistemas
es el software de ilgebra computacional CoCoA (Computations in Commutative Algebra,
progtama creado en el Departamento de Matemiticas de la Universidad de Génova,
Capani, 2000), que permite explorar teoremas clementales de geometria euclidea o
CHYPRE (Bernat, 1996), entorno interactivo pata la resolucién de problemas de
geometria, que ilustra de igual modo esta tendencia, proporcionando al alumno la
capacidad de explotar libremente un problema, asi como probar cualquier alternativa de
resolucion.

En relacién con lo que acabamos de exponer apatece otra de las conclusiones del grupo
de trabajo mencionado antetionmente ¥ que hace referencia a que los entornos informaticos
de aprendizaje deben proporcionar al estudiante medios para transmitit sus ideas sobre
objetos matemdticos y sus relaciones e, incluso, su forma de razonar. Asi, el principal
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vehiculo mediante el cval los docentes pueden reproducir sus métodos pedagdgicos
consiste en describir y utilizar escenatios de aprendizaje que integren entornos informaticos
de ensefianza interactiva. Estos tipos de escenarios crean situaciones de aprendizaje que se
basan en preguntas y exploraciones, enfatizando la consecucidén de conexiones
toatematicas. MathEdu es coherente en esta linea dado que permite al alumno explorar la
resolucién de ejercicios de cilculo simbdlico manipulando expresiones y proponiendo
alternativas de resolucién. Esta actividad le obliga a razonat y reflexionar sobre la materia
antes de comunicatse con el ordenador, dando pie por consiguiente a nuevas situaciones de
aprendizaje.

2.5. Mathematica

Para poder llevar a cabo la tarea de construir un sistema que diese cumplida cuenta del
objetivo fijado para esta tesis, era necesario que dispusiéramos de un sistema de los
denominados de adlewlo simbilico. Existen hoy dia en el mercado distintos sistemas de estas
caracteristicas: Derive, Matlab, Maple, Mathematica, etc. Nosotros optamos por el dltimo
debido fundamentalmente a dos motivos

i posee la capacidad de realizar programacién simbdlica y, mdas importante si cabe,
reconocimiento simbdlico de patrones (pattern matching).

. es el sistema que se viene utilizando tradicionalmente en el grupo de investigacién en
el que trabajamos

A lo latgo del presente epigtafe vamos a desarrollar las funcionalidades bésicas de
Mathematica, incidiendo en aquellos aspectos que son relevantes desde el punto de vista del
desarrollo de MathEdy. Antes de desglosar con mayor detalle algunos de los aspectos
caracteristicos de Mathervatica a los cuales haremos referencia mas adelante a lo largo de la
memoria, haremos un breve tesumen del programa. Diremos aqui que son referencias

obligadas sobre Mathematica (Wolfram, 1991), (Wolftam, 1999), (Gilyan 1997) ¥y

webMathematica (accesible en http:/ /www.wolfram.com/products/webmathematica/).

Un sistema de manipulacién simbélica es aquel que utliza expresiones simbdlicas y
patrones sobre los que se definen reglas de reescritura, construyendo un sistema de
evaluacién con un determinado criterio de parada. Es posible asignar a cada patrén un tipo
(numero, itomo, cadena, etc.) y utilizar esta asociacién en el proceso de evaluacién.
Mathematica es un sistema de manipulacién simbélica y estd, por tanto, especialmente
adaptado para utilizar expresiones matematicas. Se puede utilizar como calculador
simbolico y numético, como lengmaje de programacién de alto nivel, como sistema de
representacién del conocimiento para campos cientificos y como sistema de visualizacién
patra funciones y datos.

28



http://www.wolfram.com/products/webmathematica/

Contexto Tecnologico

En MathEdy resaltan esencisles las capacidades mencionadas de Mathematica para
definir y estructurar los datos relevantes de los ejercicios aportados al sistema por el
disefiador; para ser capaces de generar funciones que concuetden con las especificaciones
de los ejercicios mencionados o para manipular las expresiones procedentes de enttadas de
datos del alumno en el sistema, entre las funcionalidades més relevantes. Estas
caracteristicas de MashEdn son consecuencia de la notable capacidad de Mathematica para
combinar el lenguaje de programacién simbdlico con el uso de patrones. Por otro lado,
Mathematica esta capacitado para realizar cilculos simbélicos. Por ejemplo, la ilustracién 2.1

1+4%

2

muestra el cilculo de la integral de la funcién
X

m Ejemplo de ir-;teg:al ) )

Iustracién 2.1, Ejemplo del célculo de una integral.

En ocasiones MarhEdx necesita realizar operaciones simbdlicas como el cilculo de la
integral antertor. En tal situacién, MathEdu prepata la exptesién simbélica que ha de
evaluarse y el evaluador de expresiones de Mathematica, €l kernel que vamos a desctibir a
continuaci6n, realiza esta operacién de maneta inmediata y automitica.

2.5.1. El front end y el kernel en Mathematica

Mathematica esta dividido en dos programas, el front end'y el kervel, los cuales se comunican
mediante un programa de comunicacién de datos denominado Mazhlink.

B front end es 1a patte de Mathematica con la que interactuamos, manipulando ventanas,

memis, cajas de didlogo, textos, graficos, animaciones, sonidos, paletas, nosebooks y celdas.
El kernel es el programa que efectia los cilculos que se le plantean desde el front end.

Las razones fundamentales de esta organizacién son, entre otras:
- Ambos progtamas pueden cotret en ordenadores sepatados. Por ejemplo, el fiont end

puede cotrer en un PC mientras que el Lerme/ puede estar ¢jecutandose en un sistema
UNIX en otro lugar distinto. ﬁ'
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El front end se puede conectar con distintos &ermels al mismo tempo, enviando y

recibiendo calculos de todos ellos simultineamente,

El kernel no dispone de intetfaz. Es un programa puro en el sentido de que lee-
datos/devuelve-datos. Por tal motivo es totalmente ejecutable en sistemas con

diferentes sistemas operativos.

Insistiamos al inicio de este apattado en la capacidad de célculo simbélico de que
disponemos con un sistema como Mathematica. La ilustracién 2.2 muestra algunas de las

posibilidades del sistema.

que se requieran para poder Ir evaluando la resolucién que hace de un ejercicio propuesto.
Por este motivo, si consideramos importante la capacidad de calculo, aun consideramos
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i Haipulaién N .
Las caleuladoras ¥ programas vass hisicos son capaces de efectuar opersciones como
i 2+3

5

Con Mathematioa se pueden efectuar cdleulos algebraicos gue irvolucran expresionss en las
it oue el resultado no es un nimere

32x+ 132
! 45 %

Pexo una de las capacidades mds potentes de Mathematica es 1a de efectuar manipulacisn
sinbdlica de patrones. El siguiente ejemplo muestra la definicién de una fineidn, £ 1a cual sdlo
se aplica a Jos valores de su dominio, es decir, los mimeros reales mayores o iguales que 1.

£fx Real /; x= 1] :=‘\t'::-1

EnJa Jista que sigue a continuacion podemps ver distintas aplicaciones de 1a funcion. Puesto
que Mathematicq usa todas las expresiones como sixmbolos, ninguno de los valores 3, z, Log(2)
son nimeros reales, en cuyo caso £no tiene efecto. En el dltimo caso la funcidn 1N convierte &
numérica Ja expresion simbolica Log(3) y sobre dicho valor sfactia £

{£[3.1. £I31, £iz], £1-3.]3, £[Loy[31]1, £[N[Log[3]1]1}

(L4142), 1), £, F(-2), fogQ, 0314026}

Hustracién 2.2. Ejemplos de manipulacién simbélica con Mathematica.

En MuathEdu hemos utilizado esta capacidad de cilculo para escribir procedimientos
que interactien con el alumno, efectuando, siempre que sean necesarias, las operaciones
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~ mas impottante la posibilidad de programar simboélicamente en Mathemarica y de efectuar

pattern-matching con expresiones simbolicas como las anteriores.

No obstante, desde el punto de vista de la interfaz, a pesar del potencial de cilenlo que
acabamos de indicar, Mathematica no dispone de las primitivas adecuadas ni de un entorno
de desarrollo suficientemente versatil que permita desarrollar interfaces compatibles con los
estindares habituales utilizando elementos como menis desplegables, botones de seleccion
exclusiva, campos con entrada de datos con opciones predefinidas, etc.

2.5.2. Programacién en Mathematica;, patrones simbdlicos.

Podemos especificar dos tipos de programacién en Mathematicar procedural y basada en
patrones. En MathEdn vamos a combinar ambos tipos.

1. Programacién procedural

En Mathematica es posible definit procedimientos dependientes de patimetros e invocar
dichos procedimientos con objeto de obtener los valotes resultantes de la ejecucién del
cuerpo de los mismos.

Fpply [(Plus, x]
Length[x]

promediofx List] :=

prromediof{1, 3,5, 1, 9)]

Mustracion 2.3 Ejemplo de uso de procedimientos en Mathematica.

Eixiste una gran cantidad de funciones definidas en el &ermel de Mathematica que facilitan
ambas formas de programacién a que hemos hecho referencia. A modo de ejemplo la
tlustracion 2.3 muestra una funcién que sirve para calcular la media aritmética de cualquier
cantidad de mimeros. En este procedimiento es importante resaltar dos aspectos de Ja
programacién en. Mathematica. En primer lugar el uso de patrones en los argumentos del
procedimiento. Es decir, x_List, actia como un patrén de lista y no admitira ningan otro
tipo de dato que no sea una lista. Los atgumentos de los procedimientos en Marhematica son
siempre patrones que hacen referencia a los tipos de datos que se desee. La segunda
cuestién importante 2 resaltar es el uso del operador :=, el cual se intexpreta como asignacion
retardada, que difiere de Ia asignacion usual de valores a variables como puede ser .

x=2
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En este segundo caso, desde el momento en que se evalda dicha sentencia, x tiene
como valor 2. A diferencia de esta asignacién umediata, la asignacién retardada sélo se
efectfia en el momento de invocat el procedimiento. BEn Mashematica, a diferencia de LISP,
la evaluacién se tealiza mediante reglas de reescritura. Se aplican a cada expresién, mientras
sea posible, todas las reglas disponibles.

Volviendo a la ilustracién antetior, las funciones Apply, Plus y Length son funciones
predefinidas en el kerne! de Mathematica y, como puede comptobatse, la existencia de una
biblioteca amplia de funciones facilita en gran medida la programacién de cualquier tipo de
ptocedimiento. En el ejemplo definimos el procedimiento (promedio) aplicando (Apply)
la funcién suma (Plus) a los elementos de la lista (x_List) y dividiendo por el tamafio
(Length, namero de elementos) de dicha lista.

Antes de pasar a considetar los aspectos mds relevantes de la programacién basada en
patrones que utiliza Mathemativa, es necesario resaltar aqui una cuestién impottante
referente a la manipulacién de expresiones simbdlicas. En el &erne/ siempre se evalia
cualquier expresion que se envia, 2 menos que se le indique expresamente que no lo haga.
Para prevenir una expresion de la evaluacién existe un grupo de funciones (Ho/d, HoldForm,
etc) que han de anteponerse siempre a la expresion que se desea que permanezca sin
evaluarse. A lo largo de la memoria se utilizarin en momentos puntuales estas funciones.

2. Programacién basada en patrones

El mecanismo de reconocimiento de patrones de Matherzatica es una de las herramientas
mis potentes del programa y le distingue de otros sistemas de Matematica simbélica. Para
el objetivo del trabajo desarrollado en MathEdx ha sido una pieza esencial, sin la cnal habifa

sido mucho mis dificil abordar algunos de los problemas que han ido sutgiendo en la
manipulacién de expresiones simbélicas.

En los pérrafos siguientes vamos a tratar de exponer de forma somera una serie de
ideas referentes a lo que es un patrdn en Mathematica, los operadores habituales de los
patrones, como se pueden construir funciones que utilicen los patrones, etc. con el fin de
aclarar en la medida de lo posible conceptos que mis adelante van a set necesatios en el
desarrollo de la exposicién.

El uso de patrones mas habitual es el de Ia declaracién de funciones (como hemos visto
en la ilustracién 2.3).

Consideremos el siguiente ejemplo de declaracién de la funcién raiz (Hlustracién 2.4).
En el ¢jemplo se declaran dos definiciones de la funcién raiz. La primeta acepta cualquier
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expresion, devolviendo su raiz. La segunda acepta solo valores estrictamente mayores que
cero, devolviendo sus dos raices (positiva y negativa). Al evaluar Ia raiz de un valor negativo
actia la definicién de la primera declaracién mientras que al evaluat la raiz del ndmero 4
actia la segunda declatacién, pues se cumple la condicién 40, obteniendo como resultado
las dos raices de 4. '

5 Funcion raiz
raizfx ]:= Afx
raizfx_#; x> 03 1= {¥x, -+x}

raizf-4]

24

Tlustracién 2.4. Ejemplo de declaracién de funciones usando patrones.

En todas estas declaraciones de la funcién rafy se utiliza el patrén x_ que significa
“cualquier expresién” y es la forma mis sencilla de hacer referencia a un patrén de una
expresion cualquiera. Obviamente las expresiones pueden ser mucho mas complicadas y
Mathematica nos permite refetitnos a ellas mediante una segunda clase de pattones a'la que
denominamos patrones estrucinraks. Un ejemplo de este segundo tipo de patrones puede ser
y_List. Una declaracién de patron como esa hace referencia a aualguier expresién que sea wna
lista, es decir se explicita la estructura que debe tener la expresién que reconozca el patrén.
En consecuencia, la expresién

{1,x_,2}
seria valida para dicho patrén, mieatras que
1:-2}:
no setia una expresién valida.

Otra forma de utilizacién de patrones es la que denominamos pafrones condicionales. En
este tipo de patrones se imponen condiciones (predicados que deben cumplirse) sobre las
expresiones que se analicen. Un ejemplo de este tdpo de patron es x_?IntegerQ. Este '
patrén hace referencia a cualquier expresién que sea un mimero enteto. Por tanto, el valor
2 serfa reconocido por este patrén mientras que 7 no lo serfa. La funcién de Mathematica
MatchQ nos permite comparar expresiones con patrones estructurales o condicionales.
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Asi, en los ejemplos anteriores efectuariamos las comprobaciones que se muestran en la
ilustracién 2.5.

] Halchﬂ

MatchQ[{1, x , 2}, ¥ List]
Troe

MatchQ[1+ 2x, ¥ List]

False

MatchQ[2, x_?IntegerQ]

True

Match[7t, x_?2Integer()]

False

Matehl [Ix"’ cos[x] a@x, Iu_?l’olxnomlal& *v_2Trigl ax]
True

i

Hatch&[j-} Cos[x] 4x, Iu_?l'olynmui.alﬁ »¥_2?Trigl dlx]

False

Nusfracién 2.5. Uso de Ia funcidn MatchQ con patropes estructurales y condicionales.

Hemos inchido dos verificaciones adicionales realizadas con la funcién MatchQ
cortespondientes a patrones condicionales que se utilizarain mas adelante cuando
expliqueinos la generalizacién de ejercicios.

Con Jos tipos de patrones que acabamos de describir, combinandolos entre ellos para
trapsformar expresiones en otras mas complicadas, es posible efectuar programas
simbolicos en los que nos hemos apoyado para el desatrollo de MathEdx. Para profundizar
algo mis en Ja programacidn simbdlica basada en patrones vamos a mostrar una serie de
ejemplos utilizando el mismo formato que Mazbematica, indicando en una fila en negrita la
expresion sin evaluar tal y como se esctibe en el fronf end y en la siguiente linea la expresion
evaluada procedente del &ernel. Sea la siguiente expresién

athb
a+b

Con el operador ReplaceAll (cuya forma abreviada es expresidn /. regla), junto con la
regla indicada con el operador Rule (cuya forma abreviada es rbs <> /bs), podemos sustituir
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la b de la expresién anterior. La orden debe leetse como "reemplazat con la expresién x*
toda ocurrencia de b en la expresién a + b"

at+tb /. b>x*
a+ ¥

La dificultad de la exptesin no es obsticulo’ para podet utilizar la estructura
cotrespondiente a la mistoa. Por ejemplo

a+ Log(E") /. Log(E) 2 x

atx

Mathematica localiza en una expresion compleja aquella subexpresion a que se estd
haciendo referencia en la regla, procediendo a su sustitucién por el nuevo valor. Qué duda
cabe que esta posibilidad, aunque atil, setfa muy limitada si tuviésemos que cefiitnos
siempre a expresiones que coincidiesen siempre literalmente. Es decir, si tratdsemos de
hacet algo como : )

a + Log(E”) /. Log(E") 2> x
a + Log(E")

En este caso no hay waiching de ninguna subexpresién y, por tanto, no se aplica la regla.

Mathematica nos petmite generalizar el uso de las reglas mediante el opetador Pattern
(). El patrén Log(E*) representa "cualquier expresion de esta forma, independientemente
de lo que sea y_". Por tanto ahora si que disponemos de toda la potencia de la aplicacién de
reglas sobre expresiones completas o subexpresiones. Un par de ejemplos )

a + Log(E*) /. Log(E™) > n
atx+ty :

a+ Log(E™®") /. Log(E™) > n
a + Sin(x +vy) ‘

En el ejemplo que sigue observamos como Mathematica es capaz de reordenar las
subexpresiones hasta encontrar una que coincide con la patte izquierda de la regla y, en
consecuencia, la aplica. Es sencillamente genial

Cos(a)® + Cos(x)® + Sin(a)’ + Sin(y)? /. Sin(n_)* + Cos(n_)? > 1
1+ Cos(x) + Sin(y)?
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Los patrones en Mathematica son estrictamente estructurales. Sélo hay dos casos en los
que Mathematica reotganiza una expresion con el fin de buscar coincidencias con un patrén.
En primer lugar, cambia el orden de los elementos en operaciones conmutativas como
pueden ser la adicién o la multiplicacién. En segundo lugar, trata de efectuar agmpaciones
en operaciones con la propiedad de asociatividad, como la adicién y la multiplicacién.
Nunca tratard de efectuar teordenaciones como factorizaciones, aplicaciones de la
propiedad disttibutiva, expansién de binomios, etc. a menos que el programador lo
especifique.

Otra cuestién impottante ligada a la programacién basada en patrones, de la cual
hemos hecho un uso profuso, consiste en la posibilidad de efectuar contrastes sobze las
expresiones que manipulamos. Para tealizar esto Mathematica dispone de la funcién boolena
PatternTest (cuya forma abreviada es patfernptesd). Aplicada sobtre un patrdn nos indica si
dicho pattén cumple o no la condicién impuesta. Consideremos las dos funciones
siguientes

pl(x_*NumberQ):= x
p2(x_?IntegerQ):=x

la definicién de pl se aplica cuando el argumento es un nimeto de cualquier tipo. En el
caso de p2, ademas de ser un nimero debe ser entero. La siguiente tabla 2.1 ilustra la
aplicacién de las dos funciones a distintos valores. Como se puede comprobar ninguna de
las dos funciones aplicadas sobre z tienen efecto alguno. Esto se debe a que z representa
un sfmbolo, no es una cantidad numérica.

3.2

-4 -4 -4
z pi@@) p2(2)
Tabla 2.1. Ejemplo de aplicacién de patrones sobte argumentos.

Esta posibilidad de trabajar de manera simple con condiciones estructurales sobre las
expresiones ha resultado de gran utilidad e impottancia en el desarrollo de MahEdy. Mis
adelante explicaremos con mayor profundidad aspectos mis concretos relativos al sistema.

2.5.3. Representacién simbélica de representaciones grificas: las celdas en
Mathematica,

Para concluir esta seccidén vamos a incluir una breve referencia al concepto de w/da en
Mathematica. 'Toda la informacién que se muestra en los notebooks de la aplicacion se basa en
el concepto de celda. Cada linea que esctibimos en un oraderno de resolucién o en un didloge
pata set evaluada es una celda y, como tal, hay que construitla para podetla mostrat: en el
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lugar apropiado. La manipulacién de expresiones es compleja, pero la posibilidad de utilizar
simbolos matematicos con total libertad es una de las ventajas que nos motivé a continuar
con su utilizacién. En el Apéndice B explicamos someramente en qué consiste la
manipulacién de celdas, En él se trata de dar una idea de cdmo se transforman las
expresiones entre los dos programas principales de Mathematica, front-endy kernel, y cbmo es
necesario emplear en cada uno de ellos el formato adecuado al uso que se desea hacerdela
expresidn que se estd manipulando, bien para ser mostrada al usuario o bien para su
tratamiento simbdlico.

2.6.  Programacién por demostracion

Es probable que todos en alglin momento hayamos vivido una sitvacién como la que
describimos a continuacién. Imaginemos que todas las semanas utilizamos un programa
comercial para anotar los cargos realizados sobre nuestra tatjeta de crédito. Los pasos a
seguir, todas las semanas, son: efectuar la seleccién de la opcidn "Editar Transacciones” de
un ment. Entonces un didlogo nos pregunta por la cuenta asociada y el rango de fechas
para registrar los cargos. Buscamos entre una lista de 20 cuentas hasta encontrar
"MasterCard". Escribimos en el campo correspondiente a la "fecha de inicio”, por ejemplo
la fecha de comienzo del mes, etc. Si este programa estuviera hecho especificamente para
mi, probablemente tendria un botén etiquetado como "Afiadir cargos MasterCard" que
realizaria todos los pasos anteriores. Evidentemente este boton tiene sentido para mi, pero
1o para los otros cientos o miles de usuarios de un programa de estas caracteristicas. En tal
situacidn nos encontramos realizando un conjunto de tareas en vez de tnicamente una y
ello es debido a que utilizamos un programa de propésito general para realizar una tarea
especifica. ‘

Esta situacion es, en cierto modo, paraddjica. Son los ordenadores los que deben
efectuar las tareas repetitivas, las cuales "saben" hacer con gran eficiencia y, entonces, ¢por
qué somos nosotros los que acabamos haciendo las tareas repetitivas en vez de los
ordenadores?. Existen diversas técnicas denominadas como programacion de usnario para
permitir a estos definir sus propias preferencias. No son técnicas que requieran una
programacion en si misma. Son técnicas que permiten alcanzar un objetivo propuesto sin
necesidad de programar aunque para alcanzarlas deberfa efectuarse un programa. Pues bien,
una de estas técnicas es la programacion por demostracién. Un ejemplo tipico puede ser la
declaracién de macros en Microsoft Word. Otro ejemplo puede ser el siguiente:
supongamos que tenemos un grafico con cajas y textos dentro de las mismas, si cambiamos
el tamafio de los textos y se salen de las cajas, hay que redimensionar todas las cajas para
que los textos vuelvan a estar dentro, Si el nldimero de cajas es elevado, se emplea un gran
tiempo en una tarea que se puede automatizar y que resulta aburrida desde un punto de
vista intelectual para la persona que la ejecuta. ‘ '
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Nos podemos referir en una primera aproximacién a la programacién por
demostracién como la programaci6n en la interfaz del usuario. Para referirnos a una accién,
Unicamente hemos de realizar dicha accién. Programamos en el mismo entorno en el que
vamos a ejecutar las acciones, Hemos de diferenciarla, por un lado, de la programacién
visual, en la que el predominio es de las acciones ejecutadas con el ratdn, las cuales son
interpretadas como parte del programa. Por otro lado, la programacién por demostracién
también denominada programacién mediante ejemplos ya que incluye aspectos propios de
la programacién usando ejemplos (por ejemplo macros) de las acciones repetidas que desea
ejecutar. A diferencia de la programacién convencional, mas potente pero necesariamente
mucho més técnica, estas otras técnicas de programacidn son mucho mds intuitivas y
requieren de una menor preparacidn técnica del usuario.

El tipo de tareas que un usuario de un programa suele desear hacer y en las que la
programacion mediante ejemplos puede resultar muy Wtil, podemos describirlas como:

a) Pequefias tareas cotidianas que se pueden clasificar como preferencias, pero que el
disefiador de la aplicacién no tuvo en cuenta en su momento y en consecuencia no son
accesibles desde los ments de preferencias predefinidos.

b) Automatizar tareas repetitivas en las que hay que efectuar una misma accién miltiples
veces.

¢) Poder construir miniaplicaciones que satisfagan requisitos especificos de los usuarios de
los programas.

En definitiva, la programacién mediante ejemplos debe verificar dos criterios basicos

1. Elusuario especifica un programa para hacer una tarea concreta mediante los mismos
comandos que utilizaria para efectuar dicha tarea manualmente

2. El usuario especifica un programa utilizando un ejemplo de lo que debe hacer la
aplicacién con los datos reales que esté manipulando actualmente. El sistema generaliza
las acciones del usuario infiriendo la forma en que se debe ejecutar el programa incluso
en un contexto diferente.

Existen numerosos ejemplos de programacién mediante ejemplos. Se puede considerar
como el primero de ellos Pygmalion (Smith, 19752, 1975b), el cual es un entorno grafico

de programacién. Fue desarrollado utilizando Smalltalk. Otro ejemplo interesante es’

Tinker (Lieberman, 1980). Se disefid para ayudar a los programadores principiantes en los
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problemas de demostrar condicionales y construir programas recursivos. Fue desarrollado
integramente en Common Lisp.

Un clasico de la programacién mediante ejemplos y muy dtil desde el punto de vistade
MathEdu, es SmallStar (Halbert, 1981). Halbert introduce la idea programacidn en la interfaz
del usnario. Define el concepto de descripcién de datos, el cual es bisico para la
comprension de cdmo los sistemas utilizan la programacién por demostracion refiriéndose
alos objetos en las demostraciones efectuadas por los usuarios. Se utiliza un mecanismo de
grabacion de las acciones que ejecuta el usuario. En MathEdn también existen mecanismos
de grabacibn {botones del menti Designer que describiremos en el capitulo 4) y se describen
los datos mediante las metavariables. SmallStar se desarrollé utilizando SmaliTalk-80.

Garnet y Amulet (Myers 1988, 1992, 1997) es un entorno de desarrotlo de interfaces
de usuario, Se basa en el paradigma objeto-instancia que utiliza representaciones de alto
nivel de los objetos interactivos permitiendo establecer restricciones entre ellos. Garnet y
Amulet incorporan herramientas interactivas basadas en programacidn por demostracién
para la construccién de interfaces de usuario. Con ellas se establecen restricciones grificas
en los objetos que sirven de instancia, y estas restricciones se generalizan, posteriormente, a
los objetos en tiempo de ejecucidn. '

The Geometer's Sketchpad (Jackiw 1992) es una aplicacién para la ensefianza de
geometria. Representa una forma muy novedosa de programacién para el usuario final
considerando como programacién las construcciones geométricas realizadas en el entorno
de desarrollo. Utiliza multiples restricciones sobre los objetos geométricos del entorno de
desarrollo.

TrIAs (Bauer, 2000) es un sistema para el entrenamiento de Agentes de Informacion,
generando instrucciones que automatizan la extraccién de informacién de paginas web.

En (Myers 2000) puede encontrarse una revisién de aproximadamente una docena de
sistemas que abarcan diferentes dominios de aplicacidén y en los cuales el usuvario define los
comportamientos del sistema por demostracién, Es interesante resaltar cdmo se distingue
entre sistemas en los se infieren propiedades de las generalizaciones hechas a partir de los
ejemplos de aquellos sistemas en los que el usuario debe detallar explicitamente las
propiedades que deben generalizarse a partir de los ejemplos. Como ejemplo del primer
grupo de sistemas podemos citar Gamut {desarrollado en 1999), el cual emplea algoritmos
propios de la IA como reconocimiento de planes o aprendizaje mediante 4rboles de
decisién para crear juegos y aplicaciones interactivas. Como ejemplo del segundo grupo
citaremos Topaz (desarrollado en 1998) para crear macros (guiones de acciones) en un
editor de dibujo. Este sistema requiere que el usuario generalice explicitamente los
parametros de las operaciones que desee realizar.
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Capitulo 3.

MathEdu

Una vez hecha una aproximaciéon conceptual y terminolégica al problema que
abordamos, en el presente capitulo vamos a desarrollar con profundidad la estructura y las
distintas funcionalidades de Ma#hEdx. La idea es ir de los aspectos mis generales de la
aplicacién, representados en la arquitectura de alto nivel, hasta los aspectos funcionales de
nivel mis basico, los cuales constituyen la base del sistema.

Antes de comenzar el desatrollo del capftulo queremos poner de manifiesto que en el
campo en el que se desarrolla este trabajo, fundamentalmente la manipulacién simbélica de
objetos matematicos, es notable la dificultad de lograr pequefios avances que reptesenten
algin tipo de novedad tecpologica. La dificultad que entrafia obtener resultados
significativos sobre sistemas de enseflanza asistida en Matematicas no nos pettite oftecer
al alamno sistemas con grandes novedades si no es a costa de invertir mucho tiempo en
investigacién y desatrollo.

El presente capitulo consta de cinco epigrafes bien diferenciados. El ptimero de ellos,
que desatrollamos a continuacién, tratard de oftecer una visibn global del sistema,
describiendo las partes fondamentales que componen el mismo. Los tres epigrafes que se
desarrollaran a continuacién de la arquitectura, hacen referencia, cada uno de ellos, a una
patte del sistema. El 3.2 nos introduce en la resolucién de ejetcicios con MathEdy. El
epigrafe 3.3 desarrolla la herramienta de autor MazhEdu Designer. El epigrafe 3.4 trata con
profundidad acerca de MathEds Sokver. Estos dos médulos constituyen el sistema bésico.
Finalmente, el epigrafe 3.5 expondri todo lo referente al valor afiadido que tene MathEdy
con MathTrainer. Bsta es una aplicacion basada en el propio sistema bésico y que posibilita
la explicacién de ejetcicios o de etrores cometidos dutante la resolucién.

3.1.  Arquitectura de MathEdu

Como acabamos de exponer en la introduccién del capitulo, a lo largo del presente
epigtafe vamos a presentar cada una de las componentes de la estructura del sistema. En
primer lugar describitemos la herramienta de autor o médulo de disefio de problemas.
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Seguidamente presentaremos las dos aplicaciones de resolucién interactiva de ejetcicios. En
los epigrafes siguientes haremos una descripcién pormenorizada de cadza una de estas
partes, profundizando en la funcionalidad de cada una de las mismas.

La arquitectura de alto nivel de MashEdx es, conceptualmente, muy simple. Se compone
de tres médulos que interactiian, no exhaustivamente, entre si (es decir, no todos con
todos), sobte la base comin de Mathematica. Esta es la caracteristica bisica acerca de Ia
estructura de alto pivel de MathEdy: todas las partes del sistema dependen de Mathematica
para operar. El grado de interaccién con el sistema varia de unos médulos a otros. En el
caso del profesor/disefiador, la interaccidn va a sex muy estrecha e intensa, requiriendo con
frecuencia que el profesor sea conocedor de mecanismos basicos de programacién con
Mathematica. Por el contrario, la interaccidén del alutano con el sistema va a ser mucho mas
sencilla. En el caso de la resolucion interactiva, serd necesario que el alumno vaya
tespondiendo las preguntas que le formule la aplicacién. Si el alumno ha optado por la
resolucién guiada, simplemente se limitari a pulsar un botén de la interfaz con el que ird
avanzando paso a paso en la resolucidn de un ejetcicio.

Por tanto, a pesat de compartit una base comln sobtre la intetfaz y el micleo de
Mathematica, las componentes de MathEdy tequieten de grados de interaccién
hombzre/maquina muy diferentes.

LINIER EAZ 2 B 1\

FRONT END :):{3 @\ED

KERNEL SO ESTGN RS

Figura 3.1. Arquitectura de MathEdu,
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La figura 3.1 muestra de manera esquemética la estructura de alto nivel de MarhEdy,
diferenciando cada unos de los tres moddulos bisicos dentro del entomo comiin de
Mathematica, Seguidamente vamos a describit esta estructura, detallando las telaciones
existentes entre las distintas componentes.

Como consecuencia inmediata de que el sistema estd desarrollado integramente sobte
Mathematica existe la posibilidad de que en cualquier momento, tanto el disefiador como los

alumnos tengan acceso al programa de calculo simbélico a través de los cuadernos y paletas
del front end.

3.1.1.. Lainterfaz de MathEdn

‘Para comenzar a describit cuestiones especificas de los moédulos que constituyen
MathEdu es conveniente realizar algunas aclaraciones sobre las interfaces del sistema: Como
~acabamos de ver en la ilustracién anteriot, la interfaz entre Jos usuarios de MazhEdy (tanto
profesores en fase de disefio como alumnos en fase de resolucién interactiva), y el propio
sistema se utiliza el front end de Mathernatica. Se pneden manipular objetos simbélicos, operar
con ellos, transformarlos, realizar representaciones grificas 2D y 3D, etc.

La comunicacidn entre MathEdu y Mathematica se realiza tanto en el nivel de la interfaz
como en el nivel de evaluacién de expresiones simbdlicas (en el Kerzel). Para la generacién
de los distintos elementos de la interfaz hemos elaborado una serie de funciones y
procedimientos que residen, pricticamente en su totalidad, en el ntcleo de MazhEdn dado
que son usadas indistintamente pot los tres médulos del sistema. No obstante, las carencias
especificas del front end hacen que la interfaz que hemos desartollado disponga de escasos
recursos. Gira, esencialmente, en torno a los tres elementos siguientes que se
complementan a medida que se avanza en el disefio o resolucién de los ejercicios:

a) Las paletas de opciones. Conjunto de botones agrupados en una paleta (ventana).
Con ellas podemos elaborar mends de opciones con proce&imientos asociados, los
cuales se ejecutan al pulsar con el ratén sobre cada opcidn. Bl uso habitual de las
paletas es el de proporcionar al usuario, profesor o alumno,
una lista de opciones entre las que escoger un item. Los
botones pueden hacer referencia a informaciones muy
distintas, desde un #pe de gervicio hasta un grupo de
fanciones, pasando por férmulas, etc. En todos los casos el
funcionamiento de la paleta es similar. Cuando se oprime i
uno de los botones con el ratén se ejecuta el iatocedim.iento Tlustracion 3.1. Una; paleta.
asociado al mismo. A modo de ejemplo, la ilustracion 3.1
muestra la paleta del médulo MathEdw Designer.
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b)

46

Los didlogos de introduccién de datos. Son ventanas de didlogo con campos de
introduccidn de datos y botones con distintas funcionalidades asociadas. Han resultado
ser los elementos més ttiles, auténticos canalizadores de informacién desde el usnatio
hacia el sistema. Petmiten introducir cualquier dato, bien sea de tipo texto o con
formato matemdtico pues, como expusimos en el capitulo anterior, Mathematica
proporciona distintos formatos de representacion simbélica asi como paletas para
introducit los simbolos grificos habituales. MathEdn acepta todos los simbolos de las
paletas a que acabamos de hacer refetencia. Los datos que los usuatios teclean en los
didlogos se leen y manipulan, segin las necesidades de cada situacién, gracias 2 la
interaccién de los {1 Eiorcicio nuevo A - _
botones que se NN e ' i

. E Enunciade:

incluyen con los

mismos. La 1- 3%

ilustracién 3.2 | Calcularladerivadade T |
muestra una
ventana de Eormilaz jCredeietcicio =
didlogo de |

MathEds Desigrer. Tlustracién 3.2. Ventana de didlogo.

los cuadernos. Son ventanas en las que se muestran datos y mensajes tanto al profesor
en la fase de disefio como al 2lumno en Ia fase de resolucion. Existen dos tipos de hojas
de cuadetno:

» De disefio. Los cuadernos de disesio son los que utiliza el profesor durante la fase de
disefio de ejercicios. En ellos se va recogiendo toda la informacién que el profesor
va generando durante el disefio. En primer lugar se muestra el enunciado tal y
como se ha definido. A contipnacién se van referenciando todas las metavariables
que se declaren. Pot dltimo, se van detallando todas las acciones que el profesor
defina para la resolucién del ejercicio.

» De resolucion. Los alumnos utilizan los cvadernos de resoluciént pata la resolucién de Jos
ejercicios que se les propone. En ellos se les presenta el enunciado y se les van
dando distintas indicaciones como pueden set:

seleccion de una opcidn entre las de una paleta de estrategias o de acciones,

el dato o la férmula que deben introducit,

mensajes de cotreccién/incotreccién del dato introducido,

se les presentan resultados parciales que van obteniendo, etc.
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Puesto que, ademds, los ejercicios propuestos pueden apoyarse a su vez en otros
ejercicios mas sencillos, se utiliza un cuaderno de resolucibén por cada gjercicio que
se deba resolver. =

En conclusién, podemos decir que la interfaz de MathEds, aun no siendo especialmente
vistosa, si que resulta suficiente para establecer los dislogos necesarios entre el sistema y sus
usvarios. Es obligado hacer una referencia especial a la facilidad con que se manipulan las
férmulas matematicas gracias al front end de Mathematica. ‘

3.1.2. Los mddulos de MathEdx:

MathEdu es un sistema completamente modular. Como ya hemos indicado
anteriormente consta de tres médulos. Cada uno de los médulos dispone de una interfaz
propia y un conjunto de funciones y procedimientos que constituyen su propio nicleo.
Esta estructura modular se puede observar en la figura 3.1, en Ia que se muestran los tres
moédulos diferenciados que constituyen MathEdu integrados todos ellos en Mathematica.
Todos los médulos comparten un nucleo comn: el Nicleo de MathEdu.

La funcionalidad esencial de cada médulo es la siguiente:

a) MathEdy Designer. Es el mbdulo utilizado parala generacién de los cursos. Este médulo
es el utilizado por el profesor/disefiador. Las estructuras de datos creadas por el
diseftador constituyen el CURSO, cuyo contenido puede cotresponder, como vimos en
el capitulo 1, a ejercicios de integracidn, derivacibn, ecuaciones diferenciales, etc. El
contenido del curso siempre debe guardarse en un soporte fisico como un fichero. Los
distintos mddulos acceden 2 él cuando es necesario. El contenido del curso sélo puede
modificarse desde MathEdn Designer. Por tanto sblo el disefiador tiene la posibilidad de
acceder 2 su contenido y modificarlo. Dicha estructura constituye la base de
conocimiento sobre la que acthan los médulos de resolucién que se describen a
continuacion.

b) MathEdu Solver. Este médulo es el que utilizan los alumnos para la resolucién
interactiva de ejercicios. Hace uso del curso creado por el profesor para generar
ejercicios de enunciado aleatorio que han de ser resueltos de forma interactiva por los
alumnos.

¢) MathTrainer. Este médulo también es un médulo de resolucién y, por tanto, utilizado
por los alumnos. A diferencia del anterior, MathTrainer, no establece didlogo con el
alumno, sino que le va mostrando, paso a paso, cémo es la resolucién de un ejercicio.
La seleccién del ejercicio puede realizarse bien al azar (por el propio sistema), o bien es
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el propio alumno el que teclea el ejercicio del que desea obtener la correspondiente
explicacibn.

Una caracteristica importante de Math Trainer es que puede ser utilizado también por
MathEdn Solver en aquellos casos en los que el alumno, durante la resolucion de un
ejercicio, solicita la ayuda del sistema ante una situacién que no sabe resolver. En tal
caso, MarhTrainer nuevamente muestra al alumno Ia forma de proceder en I resolucién
del ejercicio propuesto.

Finalmente, el titimo supuesto en que interviene MathTrainer es en aquellos casos
en los que durante la resolucién interactiva de un ejercicio, el sistema detecta que el
alumno comete reiterados errores en un paso concreto. En tal situacién se interpreta
que el alumno no es capaz de continuar y, de forma automética, el sistema interviene
invocando a MathTrainer y tomando el control de la resolucidn desde ese momento.

Entre ambos médulos existe una comunicacién bidireccional dado que MathEdu Solver

accede a MathTrainer para poder dar ayuda y explicaciones a la resolucién de ejercicios
cuando el alumno lo requiere 0 comete reiterados errores en la resolucién. Por su parte,
MathTrainer accede a MathEdy Solver haciendo uso de parte de su funcionalidad para
explicar la resolucién guiada de ejercicios.

En resumen, concluimos este epigﬁ.fe sobre-la arquitectura de MathEdn habiendo

expuesto de un modo general la estructura basica del sistema y su integracién dentro de
Mathematica. En los epigrafes siguientes del presente capftulo vamos a ir describiendo con
detatle la funcionalidad de cada uno de los médulos ya descritos, estudiando las interfaces
de cada uno de ellos, las estructuras de datos que se generan asi como su manipulacion en
la resolucién de ejercicios y las distintas formas de interaccién hombre maquina presentes.
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3.2, Introduccién a la resolucién de ejercicios con
MathEdu

Antes de introducirnos de forma extensa en el disefio de ejercicios y resolucién
(interactiva o guiada) de ejercicios con MatbEdy, queremos mostrat de una forma concisa
en qué consiste la parte correspondiente a lo que denominamos resolucién interactiva.
Recordemos aqui, como ya indicibamos en el capitulo 2, que los entornos de aprendizaje
basados en el ordenador proporcionan al estudiante medios para transmitit sus ideas sobre
objetos (matemiticos, en el caso de MarhEdy) y sus relaciones e, incluso, su forma de
razonat. Bl principal vehiculo mediante el cnal los docentes pueden reproducir sus métodos
pedagdgicos consiste en desctibir y utilizar escenarios integrados en sistemas informaticos
de ayuda al aprendizaje, que se basan en preguntas y exploraciones, eafatizando la
consecucioén de conexiones matematicas (Allen, 1997). Mediante la integracién de MazhEdn
Designer con MathEdn Solver tratamos de anmentar la integracién de la tecnologia en la
educacion,

A la hora de tratar la resolucién de ejercicios mediante MathBdn Solver es imprescindible
tener presente que el funcionamiento del mismo depende, en gran medida, del disefio de las
acciones de resolucién que debe realizar el profesor con MathBdu Designer. El proceso de
tesolucién conlleva tres etapas que involucran simultineamente al sistema y al alurno

1. Etapa de generacién y compreasion del ejetcicio
2. Etapa de planteamiento y seleccion de estrategias de resolucién
3. Etapa de control y ejecucién de las acciones de tesolucién

En cada una de las etapas anteriores intervienen tanto el sistema como el alumno. El
sistemna lleva el control de la resolucién y el alumno razona y actia 2 instancias de las
cuestiones que el sistema le propone.

Cuando el alumno trabaja con MathEdr Solver, el motor de zesolucién encadena estas
tres etapas con el fin de mostrar el enunciado del ejercicio generado y guiar el didlogo con
el alumno y, por tanto, toda la resolucion del ejercicio. La tesolucién de un ejetcicio,
planteada desde el punto de vista en que lo hacemos con MahEdy Solver es, en gran
medida, similar a como se efectia con lipiz y papel. Este proceso se ajusta a los pasos que
acabamos de descibir. Mas adelante detallaremos cada una de las etapas enumeradas y los
procesos que involucran.
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Una vez que ha sido genetado un ejetcicio, el sistema concede plena libertad de
eleccién al alumno para efectuar la segunda etapa. Le muestra las estrategias y le permite
escoget la que él estitne opottuno. Existe un médulo decisor (que se apoya en el uso de los
patrones estructurales y condicionales del ejercicio generado) que se encarga de comprobar
que la estrategia escogida es compatible con el gjexcicio planteado y se puede utilizar pata
su resolucién. Para cerciorarse de que el alumno ha escogido una estrategia "con
conocimiento de causa”, debe escoger también una descripcion, del grupo de descripciones
cortespondientes a las estrategias presentadas, la cual ha de ser coherente con la estrategia
que ha escogido.

Superados los dos pasos indicados que ubican al slumno frente a wn modo de
resolucién del ejetcicio que el sistema le ha planteado, este comienza a presentarle, de
forma secuencial y tal y como el disefiador las especificé en su momento, las distintas
acciones necesatias para alcanzar el objetivo de resolucion del ejetcicio propuesto. Se
cumple asi la tercera de las etapas refetidas acerca de la resolucion interactiva.

Con el fin de esquematizar los pasos desctitos anteriotmente y equipatar los pasos
efectuados por MathEdu Selver con los efectuados por el alumno, vamos a mostrar en la
tabla 3.1 dicha equiparacién y los efectos que producen

 viiin G

Ubicacion del

. ; [ Determinacién de .
Generacién aleatoria || Lectura del enunciado ...
tipo ejercicio
.., Comprensién del
Determinacién de P

i ; . Seleccidn de estrategi d
Decisor de estrategias | estrategia APTA ecclon de estrategla | modo en que se

., de resolucién resuelve el
pata la resolucién

gjercicio
.. ... , Ejercitacién
.. . Resolucidn del Ejecucion de acciones ] .. y
Gestion de acciones | ., .. comprension del
ejercicio de resolucidn .
ejercicio

Tabla 3.1. Relaci6én entte MathEdu Solvery el alumno.

Para clarificar en la medida de lo posible la tabla anterior, en las péaginas siguientes
vamos a mostrar como seria la resolucion mediante lipiz y papel de un ejetcicio de
integracién por partes. Una vez resuelto el ejercicio estudiaremos, desde el punto de vista
del usuatio de MathEdu Solver, el alumno, cdmo la resolucién electrdnica sustituye 2 la
resolucién con lipiz y papel involucrando las tres etapas que de un modo sucinto acabamos
de detallar. Finalmente vamos 2 imaginat una posible generalizacién del mismo por patte
del disefiador, que nos introducira en una terminologia que serd descrita con detalle en

epigrafes postetdozes.
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3.2.1. Resolucién de un ejemplo con lapiz y papel

Vamos a plantear cdmo seria la resolucién de un ejercicio de integracién:

Ejercicio. Calcula la siguiente integral
I= _[sz -Cos(x)dx

Resolucion

Utilizaremos como estrategia de resolucion de este ejercicio de integracién el método
de integracion por partes. Se entiende que puede integrarse por partes porque la estructura
subyacente (el patrdn) del integrando corresponde al producto de una funcién polinémica

por una funcién trigonométrica simple y dicho patrén nos sugiere la posibilidad de usar la
estrategia indicada. Asi consideramos

u=5x" [1]
V= Cos(;c)dx [2]

de donde obtenemos, derivando e integrando respectivamente las expresiones [1] y [2]

du =10xdx
V = Sen(x)

la expresién general para la resolucién por partes de una integral es
I=uV—|vau 3]
por tanto, la integral inicial queda, re;alizando las sustitucic-mes oportunas,
I= Isz -Cos(x)dx =5x° - Sen(x)—10 jx- Sen(x)dx  [4]

De este modo hemos convertido la integral inicial en una expresién en la que hemos de
resolver la siguiente integral mis sencilla, la cual la resolvemos nuevamente por partes

I = Ix-Sen(x)dx

consideramos
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u=x [ 5]
v=3Sen(x)dx [6]
de donde obtenemos, derivando e integrando respectivamente las expresiones [5]y (6]

du=dx
V =-Cos(x)

por tanto, el resultado del ejercicio I, planteado es
jx - Sen(x)dx =—x-Cos(x)+ [Cos(x)dx =—x-Cos(x)+Sen(x) +C .
Sustituimos el valor de I, en [4]y obtenemos el resultado final de la integral pedida

[55* - Cos(x)dx = 55 - Sen(x) ~10(—x- Cos(x) + Sen(x) + C) =
= Sen(x)(5x* ~10)+10x - Cos(x)+ C '

Con el fin de verificar que esta expresién es correcta vamos a proceder a derivarla, asi

d(Sen(x)(5x* ~10)+10x- Cos(x) +C)
- =
=Cos(x) (sz —-10)+i0x-Sen(x) +10(Cos(x) —-x-Sen(x)) =

=5x* - Cos(x)

Una vez resuelto este ejemplo el profesor explicara la forma de generalizar un ejercicio
de estas caracteristicas para obtener un modelo que represente a cualquier ejercicio con la
misma estructura y datos similares. Existen numerosos ejercicios con datos de las mismas
caracteristicas de los utilizados en este ejemplo y que dan lugar a ejercicios que se resuelven
del mismo modo en que hemos efectuado la resolucién de éste. Por ser mas concretos, la
resolucién del ejemplo anterior es exactamente igual a la resolucién de

Ejercicio. Calcula la siguiente integral
Ixz - Sen(x)dx

O bien, usando el mismo procedimiento de resolucién por partes simplificado, a la
resolucibn de
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Ejercicio. Calcula la siguiente integral
_[x -Cos{x)dx

yde

Ejetcicio. Calcula la siguiente integral
[xe+1)- Sen(x)dx

En consecuencia podemos concluir que para ejercicios de un mismo tipo podemos
aplicar una estrategia comun de resolucién, independientemente de los datos conctetos que
apatezcan en el enunciado.

Hasta aqui nos hemos limitado a exponer lo que la teoria general de resolucién de
integrales indefinidas contempla para la resolucién de este tipo de ejercicios. Desde el
punto de vista del profesot, la resolucién de ejetcicios de estas caracteristicas requiere de
ciertas destrezas que el alumno ha debido obtener tras el estudio de la teotfa. Basicamente
podemos enumerar

® Set capaces de identificar un tipo de ejercicio pot sus datos,

® Sex capaces de decidir las partes del integrando que componen cada una de las
funciones buscadas,

& Ser capaces de detivar cotrectamente funciones sencillas (polinomios en el
jemplo),

e Ser capaces de integrar cottectamente funciones sencillas (senos y cosenos en el
ejemplo),

e Conocer la teotia correspondiente a la resolucién de integrales mediante la

estrategia por partes.

A la vista de la tiqueza de actividades y conocimientos que involucra la resolucién de
ejercicios con caractetisticas como las de los mostrados en los ejemplos, parece claro el
interés que puede despertar en el profesor un mecanismo que sea capaz de mostrar al
alumno multiples ejercicios como los anteriotes. Seria deseable, ademas, que se pudiera
establecer un cierto tipo de didlogo con los alumnos con el fin de explorar su grado de
conocimiento de este u otros métodos de resolucién de ejercicios. MathEdy es el
mecanismo encargado de propotcionar al profesor la herramienta de autor para el disefio
de modelos de ejercicios (generalizacién 2 partir de ejemplos) y al alumno la aplicacién para
la resolucién interactiva o guiada de los ejercicios generados a pattir de los modelos
desctitos. Veamos entonces, a partir del ejemplo anterior, cémo setfa la resolucién con
MathEdu Solver de este mismo ejercicio y como setfa la generalizacion en MathEdu Designer
del ejemplo anterior.
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3.2.2, Laresoluciéon con MathEdu Solver

Hemos comentado al inicio del epigrafe 3.2 que €l proceso de resolucién de ejercicios
se realiza en tres etapas. La ptimera consiste en la generacién de un ejemplo de ejercicio
similar al usado para construit el modelo. Supongamos que el ejetcicio a resolver es el
mostrado en la flustracién 3.3, el mismo que hemos resuelto con lipiz y papel, al objeto de
poder efectuar las comparaciones que sean opottunas.

it Calcular

i
f5 * Cos (x)dx

Tustracién 3.3. Enunciado del ejercicio a resolver,

Este ejercicio es de tipo infeg::acién ¥, en tal caso, hay diversas estrategias pata resolver
ejercicios de dicho tipo. Por ejemplo se pueden considerar, entre otras, las estrategias de
resolucién inmediata para funciones sencillas de tipo polinémico, logaritmico o
exponencial, por cambio de variable, de funciones racionales, por partes, trigonométticas,
etc.

Tlustraci6én 3.4. Paleta de estrategias y descripciones de estas.

El alumno debe escoger alguna de estas estrategias y justificat su eleccién seleccionando
entre todas las descripciones de las estrategias indicadas aquella que considera telativa a la
estrategia que ha escogido (ustracién 3.4). Cada estrategia de resolucién lleva asociados
patrones estructurales y condicionados pata las férmulas que intervienen en el enunciado.
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MathEdn hace uso de dichos patrones para verificar que la estrategia escogida por el
alumno es compatible con el ejercicio genetado.

Las descripciones de las estrategias las establece el. profesor durante el proceso de
generalizacidn de un ejercicio y se presentan al alumno, durante la resolucién, como
opciones excluyentes de un mend. En el caso de que la estrategia y la justificacién que
escoja sean aptropiadas para resolver el ejercicio planteado (que no tienen por qué ser
unicas, cuestién esta de gran trascendencia en la concepcidén de la aplicacién), el sistema
comenzari a mositarle secuencialmente las acciones que el disefiador haya previsto para el
tipo y estrategia involucrados en la resolucion.

Las acciones que el disefiador ha especificado pata el caso de una integtal que se
resuelve por partes involucran los aspectos 2 que nos hemos referido anteriormente acexca
de seleccion de expresiones, derivacidn, integracion y conocimiento de la teotia propia de
esta estrategia. Para poder ir respondiendo las cuestiones que Soker plantea al alumno su
interfaz estid formada por veatanas de didlogo, paletas de seleccién de alternativas y un
cuaderno de resolucién en el que se van mostrando mensajes asf como los datos que ha ido
introduciendo en el sistema, junto con su validacién. En las ventanas de dialogo el alumno
teclea los datos que le pide el sistema, pudiendo introducir cualquier férmula matematica.
El aspecto de una ventana de didlogo a que nos referimos se muestra en la ilustracién 3.5.

€ expresiones

E Introduce el valor pedide:

5 3]

Tlustracion 3.5. Didlogo de introduccion de expresiones.

En ella se muestra un didlogo de introduccién libre de expresiones mediante el cual el
alumno introduce el valor de la funcién # que esti declarando para poder resolver la

integtal pox pattes.

Mediante preguntas planteadas en el cuademo de resolucién y las oportunas respuestas
del alumno a través de los didlogos, el sistema va evolucionande en la resolucién del
ejercicio produciendo como resultado un cuadetno que refleja todo el proceso seguido
desde el inicio hasta la conclusién del mismo. Como se puede apreciat en la ilustracién 3.6,
en el cuademo de resolucitn se le van mostrando mensajes de lo que se le pide y debe it
haciendo. En concreto se aptecia el estado del cuaderno tras haber res]_;:ondido a las cinco
ptimetas preguntas relativas a la definicién de las partes que el alumno desea establecer (la
ptimera repuesta conresiaonde a la ilustracidén 3.5). Las respuestas que el alumno ha dado
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han sido correctas. MathBEdu Solver las ha vetificado en el momento de ser tecleadas por el
alumno, Las respuestas del alumno corresponden a distintos tipos de accidn utilizados por
el disefiador durante la elaboracidén del ejercicio. Las acciones que el profesor ha usado en
este caso concreto llevan asociadas, en el momento de la resolucién interactiva por patte
del alumno, la comprobacién de que la expresién introducida es igual (o equivalente) 2 la

que el profesor ha definido en el disefio.

| 71 Cuadeino de Resolucidn

Enunciado del gjeccicie
Caleular

Iﬁ * Cos(x) dx

Stlecciona una estrategia de resolucion en ja paleta
La estrategia de resolucidn escogida es: Por paries
“Intraduce el valor de u*
5%
“Introduce v*
Cos (x)
“Caleula Ja diferencial de 54
10x
“Calcula V integranda Cos{x)"
Sen (x)
"Selecciona 2n la paleta Ja expresién comecta que define una integral por partes”

un¥ -~ I(\" »du) dx
"La wueva expresion resultante en funcién de 5x% ¥ Sen{x) serd"

5 aSen (X} -20 | x«Sen (x) dx

Hustracién 3.6. Célculos efectuados en la resolucion del ejercicio.

Otros tipos de acciones, como veremos en el epigrafe siguiente, efectian otras formas

de verificacién o, inclusive, no hacen comprobacién alguna.
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En el caso concreto de este ejercicio, la resolucién de la integral que se plantea requiere
resolver-sendas integrales més sencillas que la otiginal, como subproblemas del mismo.
Estos son: '

Ejercicio. Calcula la signiente integral '
| ICos(x)dx

¥

Ejescicio. Caleula la signiente integral
Ix -Sen(x)dx

La primera de estas integrales el profesor se la plantea al alumno como una expresién
inmediata que debe introducir después de haber realizado el oportuno cilculo. Sin embargo
Ia segunda se plantea como otro ejexcicio, con su propio cuadetno de resolucién y con un
proceso de obtencibén de la solucién similar al del problema principal, sélo que mas simple.
Existe la posibilidad de que el alumno, si conoce la respuesta de este segundo ejercicio,
introduzca directamente el resultado sin verse obligado a seguir todo el proceso de
resolucién que el profesor haya disefiado pata el mismo.

Con el fin de comprender mejor el proceso que se produce eatre problemas y
subproblemas mostramos a continuacién la figura 3.2, la cual representa de forma
esquemdtica la interconexién entre distintos tipos de ejercicios en el momento de la
ejeéucién de las acciones de resolucion de uno de ellos. Esta representacién es comiin tanto
al profesor (durante la resolucién que realiza de un ejercicio} como a MathEds, que de esta
forma absttae el proceso de aquel. La referencia de unos problemas a otros la decide el
profesor en el momento en que disefia el modo en que ha de tesolverse el ejetcicio. Como
acabamos de explicar, de las dos integrales anteriores, la del coseno y la del seno, la primera
de ellas el profesor pide al a2lumno que la resuelva por sus propios medios y unicamente
indique el resultado mediante el correspondiente didlogo de introduccion de datos.
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Figura 3.2. Esquema de interreiacién entre ejercicios.

Sin embargo para la segunda el profesor ha decidido que debe resolverse como un
ejercicio apatte, con su propio cuaderno y su proceso de didlogo con preguntas y respuestas
del alumno. El profesor dispone de plena libertad de hacer el disefio como encuentre mas
opottuno y pata ello dispone de los distintos tipos de acciones en MathEdu Designer con las
cuales puede modelar Ia resolucién segin desee.

En la sitnacién hipotética que se muestra en la figura 3.2, el tipo de ejercicio “A” se
resuelve utilizando la segunda estrategia del mismo. La segunda accidn asociada 2 esta
estrategia requiere que se resuelva un ejercicio de tipo “B” que, a su vez, requiere de otras
tres acciones de resolucion asociadas a la corzespondiente estrategia. Una vez que concluye
la resolucién del subproblema, contimia la resolucién del ejercicio principal con la tercera
accion de las especificadas. En Matematicas esta es una técnica muy comin: resolver un
problema apoyandose en otros mis sencillos que el primero. MarhEdu no es ajeno a esta
citcunstancia y posibilita que el disefiador especifique la resolucién de un ejercicio
basindose en otros mas simples. Para esto utilizatd un tipo de accibén especial que se
explicati en el epigrafe signiente. Este tipo de accién a que nos refetimos petmite, como
decimos, referir partes de un problema a un subproblema de otro tipo, siendo el propio
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sistema MathEdu Solver el que acepta o no la estrategia que el alumno escoja para resolver el
subproblema.

3.2.3. La generalizacion con MathEdu Designer

Hasta aqui hemos hecho una exploracién superficial del uso de MathEdu Solver en
comparacibn con la resolucién mediante lapiz y papel que hemos realizado 2l inicio. Pero
para que MathEdu Solver actle en la manera en que hemos mostrado es necesario un
importante proceso de modelado que debe efectuar el profesor en la fase de generalizacién
de ejercicios. El siguiente epigrafe va a profundizar en este proceso, pero antes de explorar
con detalle los aspectos relevantes de la herramienta de autor MathEdu Designer, queremos
aprovechar el ejemplo que acabamos de presentar para mostrar las circunstancias mas
relevantes de la generalizacién. ‘

La generalizacién de un ejercicio pretende obtener un modelo de una clase especifica
de ejercicios a partir de los datos y caracteristicas de un ejemplo de dicha clase. Al decir
clase de ejercicios nos estamos refiriendo a un tipo concreto {por ejemplo integracion,
derivacidn, limites, etc.) y una estrategia de resolucién relativa a dicho tipo. En estas
condiciones, generalizar un ejemplo requiere de dos tareas principales:

1. Laidentificacién de las metavariables del modelo (que se definen a continuacidn),

2. Ladefinicidn de las acciones de resolucidn relativas ala clase de ejercicios que
se estd modelando.

La primera de las tareas, definicién de metavariables, requiere por parte del profesor un
proceso de reflexién previo del cual extraiga la decision de qué elementos del ejercicio vaa
generalizar. Definimos la metavariable sémbolo como la terna {simbolo, condicionante, generador’.
Cada metavariable se instancia cuando se genera un enunciado concreto mediante la
asignacién de un valor proporcionado por el generador. Ademis, la combinacién de los
simbolosy los condicionantes en estructuras simbdlicas mas complejas adaptadas al lenguaje
simbélico de Mathematica constituyen patrones de expresiones simbdlicas complejas
(patrones condicionales), las cuales son usadas para reconocer cualquier expresion
matematica que verifique la propiedad expresada por el condicionante.

En principio hay infinidad de formas distintas de generalizar un ejemplo y ¢l profesor
es el encargado de encontrar la forma mas adecuada para que posteriormente, durante ¢l
proceso de resolucion interactiva, el alumno saque el maximo provecho de los objetivos
docentes que el profesor haya marcado para esa clase de ejercicios. Hemos de hacer
hincapié en la relevancia del uso de patrones estructurales a los que nos referimos en el
capitulo 2. Los patrones estructurales en las férmulas de un enunciado posibilitan dos
tareas importantes
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a)  la generacién de expresiones estructuralmente similares a las del modelo
generado por el profesor

b) el reconocimiento de expresiones en ejemplos propuestos por el sistema
(MathEdu Solver) o por el alumno (con MathTrainer).

Por concretar un poco estas ideas consideremos nuevamente el subproblema del
ejemplo anterior. En é] el integrando es el producto de las funciones

u=5x
v = Cos(x)

Ante esta situacidn el profesor dispone de varias alternativas. Una de ellas puede ser,
por ejemplo, generalizar exclusivamente la funcién trigonométrica, en cuyo caso cualquier
otro ejemplo que en €l futuro genere MathbEdu Solver siempre contari con el factor
polinémico. También puede hacerlo al revés, generalizando exclusivamente el factor
polinomico del integrando y manteniendo fijo el factor trigonométrico (la funcién coseno
en este caso, aunque podria haber sido la funcién seno igualmente). Imaginemos un tercer
caso, en el que el profesor desea generalizar ambos factores y permitir que en futuros
ejemplos tomen valores aleatorios. En este caso especificara que:

e Elfactor polindémico se sustituiri en el futuro por cualquier polinomio de grado
menor o igual que 2 con coeficientes enteros menores o iguales que 10 y sin
término independiente. Es decir, serin validas expresiones como

xt-x

2x

~3x* +x
y no seran validas expresiones como

P-x=-2
3t +12x+5

» Elfactor Cos(x) se sustituird en el futuro por cualquier expresién trigonométrica

simple sobre la variable independiente x, luego serdn validas exclusivamente las
funciones Sen(mx+n) 6 Cos(mx+n).

Ambas restricciones impuestas sobre los datos del ejercicio darén lugar en el momento
de la resolucién con MathEdu Solver a ejercicios como los que hemos referido més arriba.
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El proceso de identificacién de valores del ejemplo con variables del sistema que toman
valores aleatorios cuando se genera un ejercicio lo denominamos proceso de definicién de
metavariables. Es una de las partes propias de la programacién por demostracién a que hemos
hecho referencia en el capitulo 2. Por tanto una metavariable constituye la representacién
generalizada de una parte de los datos del ejercicio utilizado como ejemplo tipo de 1 clase
que estd siendo definida. Como se puede comprender, este es uno de los procesos clave en
el disefio con MathEdu Designer. Mas delante profundizaremos en la definicién de las
metavariables. Por ahora, para comprender de una forma rapida y sencilla los procesos
subyacentes a la generalizacion, nos basta con lo dicho en los parrafos anteriores. A modo
de ejemplo podemos indicar que en el caso del ejercicio antetior, las tareas de
generalizacién del mismo que debe realizar el profesor en el fltimo supuesto de los que
acabamos de comentar serfan equivalentes a:

UAM.
T.5.INFORMATICA

1 MBLIOTECA
1. Marcar con el ratdn la expresién 5x* en el gjercicio

a. Declarar el identificador (metavariable) que en el futuro representard las
expresiones que sustituyan a 5x” . Por ejemplo polinomio.

b. Indicar qué condicién se aplicara sobre dichas expresiones. En este caso
cualquier expresion que represente la variable polinomio debe cumplir la
condicién de ser, precisamente, un polinomio.

c. Especificar la funcién generadora de la metavariable en tiempo de
resolucién interactiva o guiada. En este caso se debe usar una funcién
generadora de polinomios.

2. Marcar con el ratén el argumento x afectado de la funcidn coseno en el
gjercicio

a. Declararel identificador (metavariable) que en el futuro representar las
expresiones que sustituyan a la x. Por ejemplo argPolinomial.

b. Indicar qué condicidn se aplicara sobre dichas expresiones. En este caso
cualquier expresion que represente la variable argPolinomial debe cumplir
la condicién de ser un polinomio de grado uno.

c. Especificar la funcién generadora de la metavariable en tiempo de
resolucion interactiva o guiada. En este caso se debe usar una funcién
generadora de polinomios.

3. Marcar con el ratdn la expresién Cos(x)en el ejercicio
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a. Declarar el identificador (metavariable) que en el futuro representara Jas
expresiones que sustituyan al Cos(x). Por ejemplo srigSimple.

b. Indicar qué condicibn se aplicara sobre dichas expresiones. En este caso
cualquier expresin que represente la variable trigSimple debe cumplir la
condicién de ser una funcidn trigonométrica simple (seno o coseno).

c. Especificar la funciéon generadora de la metavariable en tiempo de

resolucibn interactiva o guiada. En este caso se debe usar una funcién
generadora de funciones trigonométricas simples.

Tras estas especificaciones efectuadas por el profesor, el ejercicio que ha servido como

" ejemplo para.abstraer su generalizacidn se representard de la siguiente forma en la

estructura de datos que manipula MathEdx (la cual es transparente tanto para el profesor
como para el alumno)

Integrar( polinomio -trigSimple( argPolinomial ), x )

Esta expresidn representa la generalizacién de los datos que pueden usarse para
resolver cualquier ejercicio de un tipo similar al usado como ejemplo. Del profesor
depende que el grado de generalizacién sea mayor o menor. No es necesario que cambie
siempre todos los datos de un ejemplo. En este caso hemos optado por la opcidn mas
abstracta posible pero, como decimos, la decisién sobre el grado de generalidad que desee
alcanzar depende del profesor exclusivamente.

La segunda de las tareas a que hemos hecho mencidn anteriormente, la definicién de
tipos de acciones, también es esencial para dar a la aplicacién el enfoque didactico que el
profesor desee. Un ejemplo como

Ejercicio. Calcula la siguiente integral
jx . Sen(x)dx

Se resuelve, comiinmente, del modo en que Io hemos hecho con l4piz y papel parala
integral I, . Puede haber ligeras diferencias entre dos personas pero la base conceptual es fa
misma. Pero si pensamos desde el punto de vista de que es el sistema informatico el que va
air presentando las preguntas disefiadas por el profesor, adaptadas a los datos del ejercicio
concreto que se ha generado aleatoriamente, entonces cobra una importancia muy
relevante cudles son las preguntas definidas. Algunos sistemas descritos en capitulos
anteriores (Wiley Web Test, por ejemplo) hacen uso de un esquema de resolucién parecido
pero mucho mas simple: se le plantea un ejercicio al usuario y este debe introducir la
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tespuesta (independientemente del grado de dificultad del ejercicio y del tiempo o espacio
en papel que haya habido que utilizar para resolverlo). El sistema le dird al usuario sila
respuesta es cotrecta o no, limitindose a proporcionar la respuesta correcta en el segundo
de los casos. Esta situacién es absolutamente extrema y MathEdw puede funcionar de este
modo. Pero qué duda cabe que la verdadera riqueza del sistemna esti en poder encadenar un.
proceso de preguntas y respuestas con el alumno que constituyan un didlogo entre el
alumno y el sistema.

En estas citcunstancias el disefiador deberia incluir en su generalizacin
aproximadamente ocho o diez cuestiones para que el alamno fuese contestindolas y, en
consecuencia, resolviendo de forma interactiva con el sistema el ejercicio que se le hubiera
planteado. Algunas de las preguntas que se pueden extraer de un ejercicio como el antetiot
son las siguientes:

Introduce ¢l valor de #,

Introduce 2,

Calcula la difetencial de #,

Calcula V integrando »

Selecciona en la paleta la expresion correcta que define una integral por partes

2 uV- |7 duyds
b, u-V+ I(V-du)aft
c. uV- I(ﬂ-v)dx

La nueva expresion resultante en funcién de #y »serd

Bl

Comprueba que la solucién que has calculado es cortecta: Detiva la solusiin.

En la ilustracion 3.6 anterior hemos visto algunas de estas preguntas planteadas al
alumno junto con sus cotrespondientes respuestas. No estin contempladas la totalidad de
las preguntas pues ocupan un espacio supetior al de la imagen. Pensamos que con la
Hustracién mostrada es suficiente para obtener una idea
aproximada del tipo de dislogo que se entabla con el alumno, bien {3
a través de los didlogos ya vistos o bien mediante paletas de
opciones como en el caso de la cuestién 5, la cual se muestra en la
ilustracién 3.7.

Con el ejemplo que acabamos de presentar es posible concluir, g.l;sgt:;:: gn 3.7. Paleta de la

pata terminar el presente epigrafe y pasar a describir en detalle
aspectos propios del disefio de MathEdu, que la informacién relevante contenida en un
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ejercicio de caleulo y que es necesatio extraer para obtener un modelo del mismo es la

signiente:

64

%)
5)

4

La clasificacién del #pe de ¢jercicio a que corresponde el ejetcicio que va a disediarse.

La identificaci6n de los textos y las formulas del ejercicio.
7) Es necesatio asignar a cada férmula del ejescicio un simbolo que l2 identifique
univocamente.

Hay que identificar 1a estrafegia a que cortesponde el método de resolucién del

ejetcicio.

i) Esto tequiete de la desctipcién textual de la tatea o tateas en que consiste la
estrategia descrita.

Hay que definit las mefavariables contenidas en las formulas del ejercicio.
7} Dar un nombre identificadot a cada metavariable.

#) Establecer una condicién qﬁe debe cumplir cada metavariable.

#) Hay que definir una foncién generadota de cada metavariable.

Hay que definir las acciones cotrespondientes a la estrategia de resolucién
especificada para el tipo de ejercicio.

En el epigrafe signiente vamos a abordar con profundidad los aspectos relativos a
¢6mo se estructuran en MathEdn los datos que acabamos de enumerat, haciendo referencia
a las cuestiones propias de la herramienta de autor, Ia interfaz y las tareas de disefio del
profesor. |
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3.3.  Mddulo de disefio de ejercicios: MathEdu Designer

El médulo que vamos a presentar dentro de este epigrafe constituye la verdadera piedta
angular de MathEdy, dado que mediante &l vamos a modelat y estructutat el conocimiento
telativo al planteamiento ¥ resolucién de un ejercicio de cileulo simbélico. El trabajo del
profesor aqui es esencial ya que el resultado final proporcionado por el moédulo de
resoluci6én interactiva depende totalmente del trabajo desatrollado en este momento. La
herramienta de autor que vamos a describir en este epigrafe ayuda al profesor a seguir una
cierta metodologia en el analisis y declaracion de ejercicios, elaborando con sumo cuidado
la informacién que va a usar para establecer los distintos modelos de ejercicios.

En primer lugar hemos de plantarnos en qué consiste un ejercicio de los que MarhEdy
puede abordar. Cuando nos referimos mas attiba a que es capaz de resolver ejetcicios que
involucren cilculo simbdlico no estamos siendo precisos. Pero es queé tampoco es posible
setlo mds, ya que las posibilidades de la hetramienta son, en cierto modo, insospechadas ya
que es posible concebir la resolucidn de ejercicios de integracién, derivacidén, limites,
ecuaciones diferenciales otdinatias, pero también, por ejemaplo, de dlgebra lineal, cilculo
vectorial, dependencia e independencia lineal, resolucién de sistemas de ecuaciones, etc.

Por tanto la tarea de disefio previa que debe realizar el profesor puede sex, en algunos
casos, bastante compleja. Evidentemente existen ejercicios en los que la labor de disefio es
minima, pensemos por ejemplo en el modelado de una integral inmediata. Si bien es cierto
que algunos casos si que resultan conceptualmente sencillos de modelar, generalmente (y
sobre todo si se pretende un alto grado de generalidad e interactividad), la dificultad en el
disefio del modelo es bastante elevada. U

En el epigrafe anterior hemos expuesto lo que seria la resolucién con lipiz y papel y
con MathEdy de un ejercicio sencillo de integtacién por pattes. El procedimiento
desarrollado para efectuar la resolucién no es, en absoluto, ttivial Requiere de
determinados conocimientos sin los cuales no es posible ejecutar las diferentes acciones
involucradas para alcanzar la solucién. MathEdu es una herramienta que ayuda al docente
en la tarea de explicar a los alumnos qué pasos deben realizarse para resolver los ejercicios.
La primera cuestion fundamental es, por tanto, como transmitir a MarhEdx la estructura del
gjercicio planteado, las vatiables relevantes, qué posibles métodos de resolucién pueden
utilizarse para resolver el ejercicio (estrategias), qué pasos (acciones) han de llevarse a cabo,
etc. Vamos a tratar de tender un puente entre dos oullas. A un lado tenemos el lenguaje
matematico junto con los distintos aspectos cognitivos que intetrvienen en la resolucién de
un ¢jercicio. Desde la otra orilla vamos a tratar de interactuar mediante un interprete del
lenguaje matematico traducido a estructuras de datos, MathEdy Solver, que es capaz de
establecer con el alumno un didlogo rudimentario (desde el punto de vista de interpretacién
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de lenguaje simbélico, no natural), pero viable. Y entre medias el profesor debe tender el
puente del modelado mediante el uso de MazhEdx Designer.

MathEdu Designer es un conjunto de procedimientos agrupados en un paguete, que
propotcionan la intetfaz necesatia para que el profesor
defina las estructuras de datos que representan, pot unz
patte, el modelo formal constituido por el texto y las
formulas del enunciado y, de otra, los mecanismos de
generacién de instancias del modelo desctito y las acciones
necesarias para dialogar con el alumno y zesolver el
ejercicio correspondiente a cada instancia.

Tlustracion 3.8. Funcionalidad de
MathEdu Designer.

Bl acceso al conjunto de procedimientos de MathEdu Designer se realiza a través de la
paleta que se muestra en la ilustracién 3.8. En el disefio de cada nuevo modelo el profesor
inicialmente dispone de esta paleta y cada botén de la misma le petmite ir definiendo la
estructura de datos del curso. En las siguientes secciones vamos a ir describiendo con
detalle las tareas que debe realizar el profesor durante el proceso de disefio. Nos limitamos
ahora a incluir una breve explicacién de las acciones asociadas a cada botén.

1) Nuewo gjercicio. Inicia la definicion de un ejercicio. Se discrimina poz #pe de giervicio.

2) Generalizacién. Permite generalizar los datos del ejetcicio que se esta modelando con el
fin de poder, en tiempo de resolucién, generar y ayudar a resolver ejercicios
estructuralmente similares pero con datos distintos.

3) Acciones. Contiene el conjunto de acciones de que dispone el disefiador para modelar los
métodos de resolucién asociados al ejercicio en cuestién.

4) Guardar ¢ diseio. Al concluir el proceso de modelado es necesario salvar de forma
petmanente la estructura de datos cteada, con el fin de que pueda utilizarse en
sucesivos modelados.

A continuacién vamos a iniciar la desctipcién con detalle del médulo de disefio. Para
ello comenzatemos analizando detenidamente cémo se definen ejercicios en Matematicas,
las implicaciones del estilo utilizado y en qué medida afecta esto al disefio con MathEdy
Designer.

3.3.1. Definicion del problema. El lenguaje matemdtico.
Cuando iniciamos las investigaciones que han conducido 2 la elaboracién de MazhEds, y
pot ende de esta memotia, la primera dificultad con la que nos encontramos fue cémo

abotdat la estructuracién del lenguaje matematico. Las materias cientificas y, en particular,
las Matemdticas, presentan dificultades inherentes para beneficiatse de los avances mas
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recientes en las tecnologias educativas basadas en la utilizacién del ordenador. Estas
dificultades son de dos tipos: en primer lugar destacan las dificultades para la construccion
de una interfaz de usuario adecuada; en segundo, la construccién de un sistema
suficientemente inteligente plantea un reto de gran dificultad. En el primer tipo de
dificultades influye el hecho de que las materias cientificas, en general, poseen una formade
expresidn especifica, en la que se combinan habitualmente el texto escrito simple con las
férmulas y con figuras estructuradas, incluyendo referencias explicitas o implicitas entre
ellas. En el capitulo anterior hemos puesto de manifiesto cémo el estilo mas frecuente en el
que se desarrollan textos matematicos es el semiformal, que combina textos y expresiones
formales. Por otra parte, la principal fuente de problemas para la construccibén de un
sistema que contenga la inteligencia adecuada para la ensefianza de materias cientificasesla
riqueza y complejidad de los mecanismos de razonamiento subyacentes a las mismas,
formalizables a distintos niveles, pero que resultan dificilmente asimilables 2l nivel al que

trabaja un alumno.

La dificultad indicada para el desarrollo de materiales informaticos interactivos para la
ensefianza de las Matemdticas y otras ciencias justifica el alto interés que tiene la creacién
de herramientas de autor especificas para estas materias; disefiadas para ser utilizadas por
usuarios expertos, normalmente profesores de la materia a ensefiar, que pueden construir
sus propios programas interactivos (cursos, colecciones de problemas, etc.) de distintos
tipos. Ya hemos comentado anteriormente en 2.6 el uso de técnicas de programacibn por
demostracién. Sin embargo, la creacién de herramientas en el contexto de aplicaciones pata
la ensefianza interactiva de materias cientificas implica Ia utilizacién de interfaces parala
manipulacién de material de este tipo altamente sofisticadas, lo que hace que aparezcan
acrecentados al méaximo los mismos problemas citados al comienzo del presente apartado.
Pese a todo, las principales ventajas de este enfoque son, en primer lugar, que el trabajo de
creacién de la herramienta de autor se realiza solamente una vez, reutilizindose
posteriormente en las distintas aplicaciones que desarrollan los profesores, y en segundo
lugar, que el desarrollo de la interfaz es llevado a cabo por personas altamente cualificadas,
capaces de superar las dificultades técnicas inherentes a estos problemas.

MathEdu reduce la complejidad del proceso de desarrollo de las colecciones de
problemas. Ademés, como ya expusimos anteriormente, la flexibilidad y la potencia de la
interfaz de la aplicacidén resultante, en términos del grado de comunicacién con el
estudiante, permiten una interaccién mas agil y unos dialogos mas inteligentes. Aunque en
realidad los programas desarrollados con MathEdu incorporan un tratamiento del
conocimiento matematico muy rudimentario desde el punto de vista de la Inteligencia
Artificial o de las técnicas més potentes de razonamiento automatico, es de destacar cémo
el simple incremento de la interactividad y la capacidad de tratamiento simbélico de las
aplicaciones, junto con un sistema de reglas de resolucién de problemas muy sencillo,
permite abordar objetivos hasta ahora dificilmente alcanzables, como el estudio sistematico
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de errores comunes entre los estudiantes y la explicacibn interactiva de sus motivos y de la
forma de evitarlos.

Con estas premisas resulta imprescindible comenzar analizando el contenido del
enunciado de un ejercicio habitual de MatemAticas. Retomemos uno de los ejercicios
considerados mas arriba sobre integracién

Ejercicio. Calcula la siguiente integral
Ix -Sen(x)dx

El enunciado presenta, a simple vista, dos partes bien diferenciadas: texto y férmulas.
MathEdyu no realiza tratamiento alguno de la parte correspondiente al texto. El proceso de
disefio involucra las tareas que se realizan sobre las f6rmulas. Para poder manipular
adecuadamente las férmulas es necesario disponer de un buen editor de férmulas
mateméticas y ya comentamos en capitulos anteriores que en MathEdyu utilizamos
Mathematica como soporte para el desarrollo de la aplicacidn.

Una formula matematica aglutina informacién conceptual basada en la simbologia que
emplea. Los signos y simbolos utilizados en una expresién matemitica definen el tipo de
definiciones, operaciones, o relaciones asociadas a las mismas. En este sentido una
expresién como por ejemplo puede ser

fim[ £ (x)]

x=0

hace referencia, en cualquier contexto, al limite en el origen de la expresién entre corchetes.
Desde el punto de vista simbélico no aporta otra informacién adicional, salvo que para
conocer el valor asociado a dicha expresién (caso de existir) es necesario efectuar la
operacibn de obtencién del limite de una funcién en un puato concreto. Sin embargo, si
contextualizamos el valor de la operacién anterior entonces si que conlleva informacién
adicional. Si consideramos por ejemplo que la funcién

x-Sen(x)
X)=——n
7 1-Cos(x)
entonces el valor del limite es 2, 1o cual indica, como primer dato relevante, que el limite
existe.

Ahora bien, la informacion contenida en una fé6rmula no es sélo la que aparece de

forma explicita a través de los operadores, signos y simbolos, Un conocimiento profundo
de la teoria de las Matematicas aporta datos implicitos contenidos en una expresién
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matematica. Este conocimiento de la materia en ocasiones es suficiente para que la persona
que manipula una {érmula sepa cémo debe manejarla. Por ejemplo, el gjercicio

Ejercicio. Calcula la siguiente integral
[Sen(x)dx

por su propia estructura pone de manifiesto que para ser calculada debe resolverse como
una integral inmediata. En ocasiones no es tan evidente esta informacidn implicita y es
necesario valerse de algin cilculo previo para determinar qué método de resolucién debe
emplearse. Por ejemplo, el ejercicio

Ejercicio. Calcula el valor de

xl
X -2x+2
Izm—-s——
ol x '+ x

debe resolverse utilizando la definicién del nmero e, pero para llegar a determinar el
método hemos tenido que efectuar una resolucién parcial previa llegando a la

indeterminacién 17, la cual nos invita al método ya indicado.

Por supuesto que existen ocasiones en Jas que un enunciado de un gjercicio puede
especificarse utilizando bien texto en lenguaje natural o bien notacién matematica formal
pura. Para ilustrar esta ltima situacién planteada pensemos por ejemplo en el ejercicio

Ejercicio. Calcula la derivada de la funcién
_xt-2x+1

e-—x

Este mismo ejercicio puede plantearse en términos estrictamente formales como

Ejercicio. Calcula

. x*=2x+1
y =ax(—“;:x—

Comprobamos, por tanto, que el lenguaje semiformal matemitico denota distintos
niveles de informacibén que puede aparecer, bien en forma de texto, en lenguaje natural,
bien en forma de operadores y simbolos con un significado preciso. El modo en que estas
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consideraciones sobre el estilo en que estan formulados los ejercicios van a influir sobre el
proceso de disefio parece bastante evidente. El profesor va a ser el encargado de redactar
los ejercicios y, tomados como ejemplo, los generalizara para que puedan servir de soporte
a la generacibn de otros ejercicios nuevos. Qué duda cabe que es muy importante el modo
en que el profesor plantee los enunciados de los ejercicios dado que MathEdy sblo vaa
permitir actuar sobre las expresiones simbélicas que constituyen las férmulas, en ningin
caso (al menos en la versidn actual del sistema) sobre textos en lenguaje natural. En
consonancia con esto, una de las tareas principales que debe realizar el disefiador es
establecer una jerarquia con los distintos casos que pueden presentarse para un mismo tipo
de ejercicio. Esta jerarquia se equipara con un Curso en la estructura de datos de MathEdu.
Para diferenciar tipos de ejercicio no son relevantes tinicamente las expresiones concretas
que aparezcan en una férmula. Es, si cabe, mas importante la forma en que se debe enfocar
la resolucién del ejercicio a partir de los datos del mismo. Conviene recordar que ejercicios
con datos distintos se pueden resolver de idéntica forma. Por ejemplo, desde el punto de
vista de la resolucién de una integral, las expresiones

Ix - Sen(x)dx

_[x -Cos(x)dx

son equivalentes. El hecho realmente relevante es que en ambos casos el integrando se
compone de un producto de dos funciones, una polinémica y otra trigonométrica simple.
Ambas se resuelven de igual modo. El profesor debe abstraer este hecho y, valiéndose de
las herramientas que le proporciona MathEdu Designer, modelar ambos ejercicios como un
sblo ejercicio de integracién cuya resolucién se realiza mediante la estrategia de integracién por
partes. :

Llegados a este punto parece necesario concretar con mayor precisién aspectos propios
de la representacion formal en el lenguaje de MathEdu. En las siguientes secciones vamos a
detallar las caracteristicas del mismo, aunque constantemente recurtiremos a algunos de los
ejemplos planteados anteriormente para hacer mas clara la exposicion.

3.3.2. Abstraccién de datos.

En el punto anterior hemos comenzado a introducir aspectos propios de la modelacién
formal de un ejercicio en el lenguaje propio de MathEdu, como son el tipo de un ejercicio
(por ejemplo integracién) o una estrategia de resolucidn de ejercicios de integracién (por
partes). '
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En el epigrafe 3.2.3 introdujimos el concepto de mesavariable utilizando un ejemplo y
definiendo el concepto a partit de dicho ejemplo. En el presente apartado vamos a detallar
con miés exactitud qué son y cual es el papel que juegan las metavatiables en el proceso de
disefio de ejercicios con MathEdu Designer.

Ya vimos que la definicién de una metavatiable involuctaba datos relativos al simbols
asignado, el predicado o procedimiento condicionante y el procedimiento generador. En el
ejemplo descrito en 3.2 quedé de manifiesto que este tipo de estructuras son necesatias
para la generalizacion de ejercicios y su posterior generacién aleatotia y presentacién al
alumno. Posteriormente analizaremos con detalle mediante ejemplos cémo se progtaman
las metavariables.

La estructura de datos de un curso de MathEdu se organiza como un conjunto de datos
en el que se representan los distintos #pes de giercicios junto con informacién relativa a su
enunciado, la estrategia o estrategias que se pueden usar para los ejetcicios de ese mismo
tipo, las metavariables involucradas (junto con todos los aspectos relativos a su generacién)

CURSO

Figura 3.3. Descripcion abstracta de los ejercicios de un curso.

y las acciones necesarias para la tesolucién de los ejetcicios seghn las distintas estrategias.
En el apéndice A (apattado A) se muestra la organizacién de la estructura formal de los
datos en un curso de MarhEdx. Bs destacable la sencillez de la abstraccién jerarquica de los

71




Parte II: Disefio y resolucién interactiva con MathEdu

datos de un ejetcicio, sin que ello represente una merma desde el punto de vista de la
representacién y gestién del conocimiento propio de los cutsos.

En la figura 3.3 mostrada se representa la estructura de un ejercicio desde un punto de
vista global. Cada cutso estd formado por una coleccién de ejercicios cada uno de los cuales
se compone, a su vez, de un enunciado y de una o mis estrategias de resolucién. Asi, pot
ejemplo, un cutso de Cilculo involucrari ejercicios de nfegracion, derivacidn y Kmites. El tipo
intogracién puede comprender ejercicios de integracién de funciones exponenciales,
logaritmicas, potenciales, integracién de funciones trigonométticas, pot pattes, racionales,
etc. Cada uno de estos tipos tiene en comdn con todos los demds en que la estructura del
enunciado es similar en todos los casos: se debe calcular la integral de una funcidén que
depende de unas metavariables. Dependiendo de la funcién que se trate se debe emplear
una estrategia u otra para la resolucién. Las estrategias desctiben la forma en que debe
tesolverse el ejetcicio planteado en el enunciado. Para ello requieren la descripcién de los
patrones de las fétmulas del enunciado y las acciones de resolucidn. Las acciones son
genéricas pata todo ejercicio que contemple un mismo enunciado con distintos casos de
metavariables. Por ejemplo se resuelven del mismo modo las integrales

Ix -Sen(x}dx v Ix In(x)dx

a pesar de la diferencia entre los integrandos. Estructuralmente ambas expresiones son
equivalentes. Condicionalmente no lo son. La ptimera tiene un factot con el condicionante
de ser funcién trigonométrica y la segunda un factor con la condicién de set funcién
logaritmica. Estas dos integrales son dos casos distintos de una misma estrategia. En
resumen, por casos de metavariables estamos refiriéndonos 2 la situacién en la que,
basindonos en los patrones estructurales y condicionales asociados 2 una férmula
dependiente de un conjunto de metavatiables, es posible generat y reconocet expresiones
formadas por distintas funciones, manteniéndose en cualquier caso la uniformidad de la
estrategia asociada. Mis adelante volveremos a insistit en cuestiones telacionadas con los
casos de un mismo ejetcicio.

MathEdu Designer, en su propésito de herramienta de autor, proporciona al disefiador
del ejercicio la interfaz adecuada para definir los datos que tepresentan el modelo de un
ejetcicio. Bste proceso de definicién requiere de una sede de tareas bésicas que
enumeramos a continuacion:

a. Definir el enunciado como un conjunto de texto y formulas.
¢ Definir las formulas e identificarlas con los simbolos que las representardn.
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b. Asignar a los simbolos un patrén (que quedara al final del proceso en funcion de las
metavatiables) que defina el contenido de la férmmla. Este proceso se realiza
durante la generalizacién.

¢. Definir una estrategia de resolucion para el tipo de ejercicio definido.
¢ Declarat las metavariables.
s Especificat las acciones de resolucién asociadas a dicha estrategia.

Cada uno de estos procesos enumerados va a ser desctito con detalle en la seccién
siguiente hasta el final del presente epigrafe.

3.3.3. Elmodelo del ejercicio.

Comenzamos en la presente seccién la descripcidén del proceso de definicion de datos.
En primet lugar declararemos un tipo de ejetcicio para, a partit de €L, poder introducit en el
sistema distintas estrategias de tesolucién para dicho tipo. Con ello detallaremos
simultineamente la estructura de Jos datos que representan a los ejetcicios y la forma en
que el profesor los especifica.

3.3.3.1. Tipo de ejercicio.

Vamos 2 desctibir cémo se va realizando la identificacién entre conceptos extraidos del
ejetcicio y la estructuta de datos asociada al mismo. Bajo una misma denominacién de tipo
de problema (por ejemplo, EDO, integtacién o detivacién), pueden agruparse multitud de
gjetcicios distintos, con una catactetistica comin que los aglutina, generalmente Ia
estructura de sus formulas. La clasificacién de los distintos tipos de ejercicios se realizara
basindose en las distintas estrategias de resolucion validas para un mismo tipo.
Distinguiremos entre distintas estrategias mds adelante.

Cuando el disefiador desea declarar un nuevo tipo de ejercicio, MathEdu Designer le
proporcionari al profesor la interfaz necesaria para declarar un identificador de dicho tipo
asf como el enunciado que dicho tipo conlleva asociado. Como ya se coment$ en el
apartado anterior, el enunciado se compondri de una patte de texto, en lenguaje natural, Ia
cual no se procesa en ninglin momento, y una o miés férmulas relativas al ennnciado del
gjercicio. En definitiva seri el ejercicio tal y como el profesor lo desea esctibir en el cwaderno
de diseffo. Cada f6rmula debe ser identificada mediante un simbolo. Bste simbolo va a ser
utllizado para abstraet el emunciado y poder referitse a las férmulas generalizadas del
ejetcicio haciendo uso del mismo. Pongamos un ejemplo. Supongamos que el disefiadot ha
definido el tipo de ejetcicio derivadién e introduce un enunciado para describir estos
ejercicios. Hste puede ser
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“Obtén la derivada de la expresién 2x +17

Bsta expresién incluye una férmula que el profesor debe identificar, la interfaz de
MarbEdu Designer le petmite hacer esto simplemente marcindola con el ratén, debiéndole
asignat un simbolo identificadot. Pot ejemplo supongamos que define

Sfuncidn —> 2x+1
En consecuencia, el enunciado del tipo de ejercicio derévasidn se transforma en
Enunciado(“Obtén la detivada de la siguiente expresion”, funcion)

El simbolo funsidn se describiti postetiormente en términos de las metavatiables que
especifique el profesor y en cada ejecucién de MathEdu Solver se sustituirz dicho simbolo
por los ejemplos que se generen oportunamente a partir de las metavariables definidas. Por
el momento quedémonos con el hecho relevante de que el enunciado se transforma en una
representacion abstracta del mismo en el que las férmulas se sustituyen por sus
representaciones simbolicas.

La ilustracién 3.9
muestra el didlogo de
definicién de un |

enunciado de tipo Calcular |x«1ln (%) ﬂIKI
infegracion. A partic de |

este didlogo se pueden R
] -T:‘nnmifas, Crea’sjexrcicio, ] Cance,
declarar los simbolos '

relativos a las formulas
del mismo o bien, una

vez que han sido
declatadas todas las fétmulas, crear la estructura del ejercicio subyacente para este
enunciado.

Jlustracitén 3.9, Didlogo de definicién del enunciade.

Para cada una de las formulas en el enunciado el disefiador debe asignatles un simbolo
identificador. En este punto es necesatio destacar que la férmula queda ligada a dicho
simbolo en términos de la expresién simbélica representada en el lenguaje simbélico
propio de Mathematica. Bsto es necesatio porque cuando postetiormente el disefiador
generalice la f6rmula, identificando pattes de la misma con metavariables del problemna, el
sitnbolo definido aqui hari teferencia a la férmula en funcién de dichas metavatriables.
Dicho en otros términos, la férmula tal y como aqui aparece, se va convettit en un pattén
estructutal de expresiones similares, en las que las inicas variaciones que van a darse son

los datos que aparezcan en la misma, no la estructura subyacente, la cual siempre estarid
ligada al identificador simbélico que se le ha asignado.
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Desde el punto de vista de la estructura simbodlica de los datos en MaibEdn, es
importante indicar que con los datos inttoducidos a través del didlogo correspondiente pata
la asignacion de identificadores simbodlicos a férmulas, se define la estructura simbdlica
siguiente que permitiri, cuando sea necesario, obtener el patrén estructural de la férmula a
través de su simbolo (en este caso suponemos que el profesor lo ha denominado integral)

patrones_de_formula(integral —> I(x -In x)dx )

La interpretacién de esta exptesién, en términos mds coloquiales, establece que la
férmula referenciada mediante el simbolo integral tiene la estructura descrita en la parte
derecha de la asignacién. Durante el proceso de genetalizacidén de ejercicios se va 2
transformar Ja expresion de la integral utilizada por el disefiador como ejemplo en un
patdn para genetar expresiones equivalentes a esta. Esto se conseguirz mediante el uso de
metavariables. Bl paso desde la expresién simbdlica de la férmula a su cotrespondiente
patrén simbélico en funcién de las metavariables no es inmediato. El disefiador acaba de
iniciar el proceso de definicién de un ejetcicio y atin no han sido definidas las metavatiables
que va a necesitar y, por tanto, es imposible asignat un patrén simbélico a la férmula. Por
el momento sdlo se toma nota de cuiles son las férmulas y su posicion en el enunciado.

En cuanto a la estructura de datos asociada al ejercicio generada hasta el momerito por
el profesor, se tesume en los elementos de la tabla 3.2

enunciado Cuaderno(“Calcular”, integral)

patrones de firmula integral = Integrat(x-In(x), x)

Tabla 3.2. Ejemplo de definicién de datos de un ejetcicio.

3332, [Estrategias.

Antes de definir formalmente las estrategias en MathEdu vamos a explicar qué
queremos tepresentar con dicho concepto. La idea de estrategia surge de la de
sistematicidad en la resolucién de ejercicios. Es habitual que al querer tesolver algin
gjercicio que involucre cilculo simbdélico pensemos en alglin método de resolncidn asociado al
tipo de ejercicio planteado, Asi, por ¢jemplo, hablamos de resolucién de integrales por
cambio de variable, por pattes, o pot descomposicién en fracciones simples. En el caso de
EDO, hablamos de resolucién de ecuaciones homogéneas, exactas, separables, etc. Y si se
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trata de obtepet la derivada de una expresién solemos derivar productos, cocientes,
aplicamos la regla de la cadena, etc. Para cada tipo de ejercicio aparentemente existen
distintos métodos apropiados de resolucidn. La idea de estrategia esta relacionada con esta
circunstancia. Vamos a considetar upa estrategia como un método de resolucién vilido
para un tipo de ejercicio. Como.cada ejercicio puede agrupar datos muy diferentes, existitin
distintas estrategias asociadas a cada tipo.{ver apartado A del Apéndice A).

Una estrategia en MathEdu es una estructura simbélica (tipo absttacto de dato)
representada por un simbolo identificador y desctita segin los campos que a continuacién
se detallan,

s una descripcion textual del significado de la estrategia,

* una descripcion formal de la informacién relativa a los patrones de las
férmulas contenidas en la definicion,

Ejemplo
Para representar la férmula Ix']n(x)-dr del enunciado anterior se identifica

mediante el simbolo integral y se generaliza mediante el patrén
Integrar(polinomio - funcion(x), x)

en el cual la expresion x aparece representada por la metavariable polnomio. Por
tanto la descripcién formal de los patrones de las férmulas asociadas 2 la
estrategia que se esté definiendo serd

patrones_de_formula(integtral — Integrat(polnomio - funcion(x), X))

¢ un conjunto de Zstas de espectficacion de metavariables, que representan los distintos
casos de funciones que pueden aparecer en las férmulas del enunciado,

Ejemplo

En el pattdn de expresiones Integrar(pelfimomio - funcion(%), x) es posible
identificar las metavariables polinomio y fundon con distintas funciones
generadoras del mismo, de forma que en el momento de generar ejercicios para
presentitselos al alumno se utilicen indistintamente unas funciones u otras. En
‘este ejemplo en concreto se puede distinguir entre polinomios con o sin
tétmino independiente o bien que funcon represente las funciones seno, coseno
o logaritmo y que haya, en consecuencia, diferentes casos asociados 2 un mismo
patron (ver apartado B del Apéndice A).
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* un conjunto de awiones de resolusidn, las cuales detallan el procedimiento a seguir
para tesolver los ejetcicios desctitos en el enunciado.

Ademis de estos elementos descritos, una estrategia lleva asociados un simbolo
identificador a efectos de manipulacién del sistema y una etiqueta (para utilizarla en las
paletas de estrategias). '

Para completar la descupcion anterior de la estructura de datos que corresponde a una
estrategia es necesario describir cada uno de los componentes indicados (metavariables y
acciones), lo cual se explicari en las secciones 3.3.3.2.1 y 3.3.3.2.2, cortespondientes a las
fases de generalizacién y definicién de acciones. Como se puede deducir de la definicién de
estrategia que acabamos de detallar, el concepto de estrategia es complejo, su elaboracién
requiere distintas acciones por patte del disefiador, utilizando para ello distintas interfaces.
Desde el punto de vista del iempo que emplea el disefiador en definir un ejercicio, declatar
y construir una estrategia es la actividad de disefio mas extensa.

Una vez que se han especificado los datos basicos pata la identificacién de la estrategia
que se desea definir (identificadoz, etiqueta y descripcidn), el sistema muestra, pot vez
ptimera desde el inicio del disefio del ejercicio, el cuaderno de disefio. Inicialmente sélo
apatece desctita la informacién relativa al enunciado, especificando por separado la patte
correspondiente a texto y la relativa a férmulas. La ilustracién 3.10 muestra un ejemplo del
cnaderno de disefio correspondiente 2l ejercicio de integracion definido en la ilustracién
3.9, en el momento en que ha realizado las siguieates actividades

& P T———— .
Enunciado del gjercicio
Calcular
Ix«ln{x]dlx .
2]/

Hustraciéon 3.10. Enunciado en el Cuaderno de Disefio.

i. ha declarado un tipo de ejercicio nuevo,
ii. ha introducido el enunciado de un ejercicio del tipo declarado,
iii. ha identificado las férmulas del enunciado, asignindoles un simbolo identificador,
iv. ha declarado una estrategia para resolver el ejercicio que ha planteado, asociandole 2
dicha estrategia un simbolo identificadot y un texto de desctipcién de la misma.
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'

A partir de este momento el profesor debe proceder a efectuar la generalizacién del
ejercicio y especificar las acciones de resolucién. Las tareas cortespondientes a dichas
actividades basicas del disefio las describiremos en las siguientes secciones.

3.3.3.2.1. Generalizacion del problema: Programacién basada en
ejemplos.

Una vez que el profesor ha especificado los datos iniciales del ejetcicio, como son, el
tipo al que pertenece, el enunciado y la estrategia que va a desctibir las acciones de
resolucién bisicas para el mismo, el siguiente paso fundamental en el proceso de disefio
cortesponde a la generalizacion del ejercicio. El objetivo de este proceso es convertir el
enunciado particular iatroducido pot el profesor al inicio del disefio en un enunciado
general, vilido para cualquier ejetcicio equivalente al ejemplo. Es decit, en tétminos mas
concretos, se pretende convertir la férmula del enunciado

Ejercicio. Caleula la siguiente integral
Ix -Sen(x)dx

en el pattdén
Ju_v Dax

siendo # y v expresiones que generalizan el caso particular de x y Senfx) tespectivamente.

Por consiguiente, entendemos pot generalizacion el conjunto de tareas del proceso de
disefio mediante las cuales declaramos las metavariables, clementos que definen los
patrones de las formulas del epunciado.

Antes de proceder a detallar de qué forma se realizan estas tareas, vamos a exponer
algunos ejemplos al respecto de este proceso. Considetemos nuevamente el ejetcicio del

epigrafe 3.2.
E 1LO1
Consideremos el siguiente ¢jercicio.

Ejercicio. Calcula la siguiente integral
Isz -Cos(x)dx

Puesto que ya se detall6 en 3.2 Ia forma de resolver este ejercicio, vamos ahora a incidir
en las consecuencias que, desde el punto de vista de MathEdy, tiene el proceso de
genetalizacién. La generalizacion de un ejercicio es una actividad que tealiza el profesor con
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el fin de que el gjercicio sobre el que efectiia el disefio sirva de ejemplo para la generacién
aleatoria de otros ejercicios similares cuyo método de resolucidn sea el mismo en todos
ellos. El efecto que se consigue es similar al de crear una base de datos de ejercicios
asociados 2 los métodos de resolucién de todos ellos (utilizadas, por ejemplo, para facilitar
a los profesores la generacidn aleatoria de examenes).

Si analizamos con detenimiento el ejercicio anterior veremos que la informacién
concerniente a la férmula que figura en el mismo hace referencia a

» ¢l operador integral,
» el factor polindmico 5x%,
= ¢l factor trigonométrico Cos(x).

Si abstraemos esta informacidn contenida en la expresidn y sustituimos

* x por un polinomio Pfx) de cualquier grado,
®  Senfx) por Cosfx) o por o

El método de resolucidn (la estrategia) no varia y, sin embargo, tenemos acceso auna

cantidad notable de ejercicios distintos. El objetivo, como acabamos de ver es, por tanto,
sustituir en el ejercicio la expresién de la f6rmula

[s2* - Cos(xya [1]
por el patrén
Integrar(xz_-v_, x) [2]
La expresion [2] difiere de la [1] en que se han sustituido las funciones originales del
integrando por los simbolos identificadores de las metavariables (#_ y v ). Como
recordaremos de la definicién de metavariable dada en el apartado 3.2.3, una metavariable

esta formada por la terna {identificador, condicionante, generador}. La expresién [2] establecela
definicién de la f6rmula cuyo simbolo es integral, en funcibén de las metavariables

{te Pobymomial Q, polyGen(2, ) [3]

{v, TrigQ, simpleTrigGeneratorfany)fc} [4:!
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La expresidn [3] especifica que el simbolo # en la férmula [2] debe ser reemplazado,
cuando se genere un ejercicio, por el polinomio generado con la funcién generadora de
polinomios hasta grado 2, con coeficientes aleatorios enteros y sin término independiente.
Por otra parte, el predicado condicionante del simbolo # es PolynomialQ. Este es el

predicado que se ha utilizado en tiempo de resolucidn y al que ya hicimos referencia en el

epigrafe 3.2. En el epigrafe 2.5.2 se explic como se pueden efectuar operaciones booleanas
sobre patrones utilizando la funcién MatchQ y ya vimos entonces como se puede aplicar
dicha funcién junto con los patrones condicionales para la verificacién de f6rmulas.

Tal y como acabamos de explicar parala expresion [3], la expresidn [4] especifica que el
simbolo v en la {6rmula [2] debe ser reemplazado, al generar un ejemplo, por cualquier
funcién trigonométrica simple generada aleatoriamente con la funcidén generadora
simpleTrigGenerator{any). Por otra parte, el predicado condicionante del simbolo v es TrigQ.
Puesto que Mathematica proporciona inicamente un predicado relativo a propiedades de
funciones {(PolynomialQ), para facilitar la labor de los disefiadores hemos definido un

paquete con otros predicados habituales. Evidentemente la lista no es en absoluto
exhaustiva y si el profesor desea utilizar algiin predicado no definido deberia ser él el quelo

programase.
EJEMPLO 2

Veamos otro ejemplo desde una perspectiva mas proxima a las estructuras de datos
subyacentes en el mismo. El ejemplo que vamos a presentar a continuacién hace referencia
a un aspecto que ya ha sido tratado en el apartado 3.3.2 cuando nos referimos a los
distintos casos que pueden presentarse para un mismo enunciado, Consideremos la
expresion,

fx-e?ax [5]

que como podemos comprobar difiere de[1] en la funcién exponencial que multiplicaala
expresién polindmica x. Desde el punto de vista del modelado de este nuevo ejercicio
existen evidentes diferencias respecto de aquel, siendo el patrén que generaliza [5]

Integrar(z_v_, x) 16]

el cual coincide con 2], pero las metavariables definidas involucran un patrén
condicionado diferente

{1, PolynomialQ, polyGen|2, O} [7]
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{2, ExpQ, 2Ll (8]

Sin embargo, a pesar de los cambios realizados en el ¢jercicio y de las consiguientes
modificaciones en el modelo, los métodos de resolucién son similares en ambos casos. Y
esto es lo realmente relevante. Es decir, las mismas acciones que deben ejecutarse para
resolver el ejercicio [1] deben ejecutarse para resolver el [5]. |

En resumen, a partir del enunciado del gjercicio el profesor debe ser capaz de construir
expresiones simbolicas que generalicen el mismo. Para realizar 1a generalizacién dispone de
herramientas de ayuda, tanto desde el punto de vista de la interfaz (la cual describiremos a

continuacién) como desde el punto de vista de las funciones y predicados de que dispone al
efecto.

Pero antes de explicar en qué consiste la interfaz propia de la generalizacién de
ejercicios, es importante destacar el siguiente hecho relevante desde el punto de vistade la
estructura de datos resultante tras el proceso de generalizacién. La estructura subyacente a
las f6rmulas de un ejercicio es comiin para todos los ejercicios concebidos bajo un mismo
tipo. Asi, todos los ejercicios de tipo integracién, por ejemplo, tienen en comiin que la
estructura de la férmula que representan viene dada por el patrén

Integrar(expr , x) [5]
siendo expr _ cualquier expresién mateméatica. Dependiendo de la expresién que se modele

se dar4 lugar a ejercicios con métodos de resolucidn (estrategias) completamente distintos.
Por ejemplo, 1a integral

_[ x+1
X +3x-2

se resuelve como una integral racional, mientras que

I Sen(2x)
14 Sen(2x)

puede resolverse haciendo el cambio de variable « =#g(x).
Esta particularidad no debe escapar al disefio de la estructura de datos subyacente en el
curso disefiado con MathEdx y, aunque el profesor tiene potestad para realizar el disefio

como quiera, parece logico pensar que si es posible ahorrar trabajo es preferible hacerlo.
Desde un punto de vista pedagbgico el alumno, al resolver con los mismos métodos
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ejercicios aparentemente diferentes por los datos que contienen, percibe y puede abstraer el
concepto de estrategia. Por tanto es imprescindible especificar, dentro de una misma
estrategia de resolucién, los distintos casos a que dan lugar los modelos con metavariables
que proporcionan distintos valores y/o condicionantes. Tal y como vimos en el ejemplo
del apartado 3.3.2. se contempla la posibilidad del modelado de los casos de una estrategia
en la estructura de datos del curse (descrita en el apartado B del apéndice A). Si
recordamos el ejemplo a que nos referimos de las integrales

Ix Sen(x)dx y Ix -In(x)dx

la forma en que se efectia el modelado es mediante una lista formada por distintas
especificaciones de metavariables. De este modo estamos contemplando la posibilidad de
que distintos tipos de ejercicios, con el factor comiin de que se resuelven del mismo modo,
se agrupan bajo el "paraguas" de una misma estrategia; con la ventaja evidente de que el
disefio de las acciones pertinentes para la resolucién sélo es necesario definirlas cuando se
establece por primera vez la estrategia en cuestion (por partes, en el caso del ejemplo que nos
ocupa). La representacién de la estructura resultante para los casos [1] y [5] sera

Estrategia: Por partes

casos

lista 1 de especificacion de metavariables
u: polinomios de grado 2 sin término independiente,

V: funcién trigonométrica simple.

fista 2 de especificacién de metavariables
u: polinomios de grado 2 sin término independiente,

v: funcion exponencial con exponente polinémico de grado 1 sin término independiente

Una vez que hemos expuesto un par de ejemplos relativos a cuestiones propias de la
generalizacidn al objeto de aclarar, de manera informal, aspectos relativos a conceptos
relevantes de la misma, vamos a profundizar en la interfaz que proporciona MathEdu
Designer al disefitador para llevar a cabo su tarea de modelado.

La interfaz de generalizacion de ejercicios

La forma en que se generaliza el ejercicio es un claro ejemplo del paradigma de
programacién mediante ejemplos. A partir del enunciado introducido por el profesor y
mediante un proceso interactivo con una serie de tareas estindar, se transforma el
contenido del ejercicio en conocimiento implicito que representa la generalizacién
contenida en las metavariables, El mecanismo de grabacién de la descripcibén de datos se
inicia al seleccionar la opeidn de generalizacién del ment principal de MathEdu Designer y
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concluye al cerrar el didlogo de generalizacién que pone fin a la definicién de metavariables
de un ejercicio. Este procedimiento de programacién mediante ejemplos, desctito en
(Cypher, 93) consiste en almacenar en forma de comandos del sistema las tareas necesatias
para componer una tarea mds compleja, tal y como vamos a explicar a continuacién.

En las secciones y parrafos anteriotes hemos expuesto diversos ejemplos acerca de los
procesos que tienen Iugar y sobte los conceptos que subyacen en la generalizacion de un
gjercicio. A continuacidén vamos a ilustrar el proceso de generalizacién haciendo uso de los
ejemplos anteriores. Para fijar el contexto en el que se van a desarrollar las tareas que se van
a realizar recordaremos la sitnacién de partida. El profesor ha concluido la fase de
declaraci6n del enunciado del ejercicio la cual llevaba aparejada la especificacién de

» tipo de ejercicio

" estrategia de resolucién

" nombzes simbdlicos para las formulas del ejercicio

I Generalizacién de ejercicios nuevos

El proceso de generalizacién se realiza mediante el didlogo correspondiente a la
ilustracion 3.11. Como puede comprobarse estd compuesto de cuatto campos para
introduccién de datos y cuatro botones. El proceso de definicién de metavariables requiere
seleccionar con el tatén las subexpresiones de la férmula que se deseen generalizar y, a
través del didlogo mosttado, ptoceder a su generalizacién. Este es un proceso secuencial y
debe realizatse tantas veces como metavariables se desee definir.

La descripcién de los elementos relevantes del didlogo es la siguiente:

®  Nombre: campo para introducir el nombre de la metavatiable que se define

" Vaor. campo que contiene el valor cotrespondiente de la metavariable en el ejercicio
que sirve de ejemplo para la definicién de la misma.

®  Condicén. condicidn que especifica el disefiador y que deben cumplir las expresiones
que desee que verifiquen la coincidencia de patrones con la metavariable definida.

»  Generador. funcibn generadora de valores aleatorios pata la metavariable definida.
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iPaste | Siguiente JUK JCancelar;

—
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Hustracién 3.11. Didlogo de generalizacién.

En cuanto 2 la funcionalidad asociada a los botones, hemos de destacar los signientes

& jPaste: bot6n que se utiliza pata efectuar las operaciones apiar/ pegar. Estas operaciones
no se efectian como metras acciones de edicién, sino que involucran un tratamiento de
datos mas complejo transparente al disefiador. Explicaremos mis delante en qué
consiste dicho tratamiento (lamémosle de manera informal "pegado inteligente™).

" Siguiente: boton que vacia el contenido de los campos de edicién para poder volver a
utilizarlos en la definicién de la signiente metavariable. Cuando la metavariable que esta
siendo definida es la vltima, al concluit el proceso se debe pulsar OK.

Las operaciones que se realizan con el botén Paste una vez que el disefiador ha
matcado con el ratén en la férmula del cuadetno de disefio la subexpresién que desea

generalizazr son las que detallamos a continuacién:

" Para la subexpresion marcada el sistema establece delimitadores
de dicha expresion en el conjunto de la férmula.
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= Selee toda la f6tmula con las marcas incluidas

= Se determina la posicién de las marcas en la formula leida

5 Se obtene el identificador simbdlico de la f6rmula

= Se restablece la formula 2 su fotma original

" Se copia en el didlogo de generalizacién la subexpresién marcada
con el ratén por el diseftador.

En el proceso de pegado inteligente se almacena la posicién que ocupa, dentro de la
férmula original, la subexpresién marcada por el profesot. Este proceso es transparente
para el disefiador y es de suma trascendencia porque, gracias al mismo, se generan los
patrones estructurales que permiten reconocer cuindo se aplica una estrategia determinada,
de modo que en futuros ejemplos extraidos a pattit de la férmula original se dispondra de
la informaci6n suficiente sobte la estructura de la expresién simbélica a generar.

Sobre la cuestién de cuiles son las metavatiables que han de definirse, esa es una
consideracién que debe analizar el profesor basandose en los objetivos que persiga con el
gjercicio. Un mismo ejercicio admite miltiples generalizaciones diferentes. Obviamente, la
opcidn que el disefiador escoja es potestad suya. Un ejemplo de esta situacién puede ser el
siguiente.

La expresion [5] mostrada antetiormente
Integrar(peé® , x)
es posible modelatla como hicimos en [6] mediante el patrén estructural
Integrar(u_ - v, x)

o bien como

Integrar(- v_, x) 9

siendo en ambos casos

{v, PobmomialQ, ¢ ?*"0 [10)

En el patrén estructural [9] hemos dejado fija la parte polindmica del patrén [6]. En tal
situacién, siempre que se geneten instancias de la misma, dicho factor polinémico
petmanece inalterado ¥ el Gnico que varia es el correspondiente al exponente de la patte
exponencial. Evidentemente hay otras muchas configutaciones posibles y como hemos
indicado mas arriba, es el profesor con sus objetivos docentes el que debe seleccionat Ja
que estime conveniente.

85




Parte II: Disefio y resolucion interactiva con MathEdu

Después de haber efectuado las generalizaciones correspondientes 2 las dos
metavariables, la ventana de disefio presentari el aspecto de la flustracion 3.12. La seleccién
de las partes de la férmula que se desea generalizar se realiza marcando con el ratén la
expresi6n concreta. Al pulsar sobte el botén de "pegado inteligente” se accede al dislogo de
generalizacién en el que el profesor completari los datos relativos a la metavariable. Como
se puede apteciat en la ilustracién, la subexpresién generalizada en la férmula permanece
marcada. Ademis se agrupan los detalles de la geperalizacién pata cada metavariable
declarada. Tanto la generalizacién en su totalidad como los detalles de la misma pueden
ocultatse (como en el caso de la metavariable #) a2 conveniencia del profesor.

Cuaderno de Disefio

_ oo o e e o — - - T Eiais — g ﬁ,\
Enunciado del gercicio =
| ~emmEDax I

(GENERALIZAGION, .

<
fﬂu‘ﬂﬂx

Metavariable » u

Metavariable - v
Valar - Sen()

Condicién - TrigQ

Generador - simpleTrigGeneratorfanylly) -

Iustracién 3.12, Cuaderno de disefio resultante tras la generalizacion.

Para concluir la declaracién de estrategias falta introducir las acciones asociadas a las
mismas. Antes de mostrar como se realiza dicha actividad creemos conveniente comentar
algunos casos patticulares en lo que se refiere a la especificacion de nuevos ejercicios. Por
tanto en los proximos parrafos vamos a tratar las siguientes cuestiones:

1. Cbmo se declaran nuevas estrategias sobre un tipo predefinido.
i,  Cémo se declaran nuevos casos para ejercicios predefinidos.
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1I. Declaracion de nuevas estrategias para un tipo predefinido.

Cuando el ejercicio que se va a disefiar corresponde 2 un tipo de ejercicio ya existente
no es necesario, obviamente, volver a definir el simbolo identificador del tipo de.ejercicio.
La existencia de un tpo de ejercicio es condicién necesaria para la existencia de alguna
estrategia de resolucibn de algin ejetcicio definido con dicho tipo. Ello implica,
necesariamente, la existencia de un enunciado y de unos patrones de férmulas,

caso
caso

caso .
caso

caso

Figura 3.4, Esquema de declaracién de nuevas estrategias.

Si el profesor desea introducir una nueva estrategia (figura 3.4) para un tipo de ejercicio
ya existente, el sistema va a demandar del profesot que defina un nuevo pattdn estructural.
No olvidemos que la existencia en la estructura de un curso de un tipo de ¢jetcicio implica
la existencia de

1. un enunciado

1. almenos una estrategia de resolucién con
¢ los patrones de las formulas definidas en el enunciado

* una lista de acciones de tesolucion

En esta sitnacién el profesor va 2 realizar las acciones necesarias para sustituir los
elementos del punto (i) de un ejercicio ya definido (estrategia, patrones y acciones) por los
elementos correspondientes a una estrategia nueva. Sin embargo el enunciado no vatia. Por
este motivo el sistema  r- iR TN RN —

. \:;_,-_N uevo pation para el Hipo integracion

presenta al disefiador g

g § Caleular:
un dislogo de |
modificacién de patrén r 2x-1
estructural (lustracién | .r
3.13). El profesor
introduce la  nueva

x -3x+1

formula que va a

"H ion 3.13. \ inte iom.
utilizarse para Tustracion ‘13 Nueya formula para integracion
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representar el enunciado sin necesidad de especificar un nuevo identificador de la misma,
ya que el enunciado no se modifica.

Desde el punto de vista de la estructura de datos del cuzso, lo que esti sucediendo es lo
siguiente. A partir de los datos que contemplan la estrategia de resolucidn por paries para
integrales que verifiquen el patton estructural

Integrm (11_' V—!x)

deseamos incotporatr, para resolver ejercicios como el descrito por la fommula de la
ilustracién 3.13, una estrategia cuyo modelo contemple la resolucién de integrales con el
patrén estructural

Integrar (P——, )

Dicha esttategia se denominari, pot ejemplo, radonal. Llevari asociada una desctipcion
de la misma, vn nuevo pattdén estructural de la formula en el envnciado, nuevas
metavariables y nuevas acciones de resolucién; pero siempre bajo la jerarquia del tipo de
ejercicio infegracidn y con up mismo enunciado comin pata ambos ejercicios. Pot tanto el
enunciado del tipo de ejercicio se hereda en la declaracién de nuevas estrategias, incluyendo
dicha herencia los simbolos identificadores de las férmulas en el enunciado original.

En el apéndice A de la memotia (apartado C) se muestra la estructura de datos
resultante. En tales condiciones, en tiempo de resolucién, son perfectamente compatibles
enunciados como pueden ser

Ejercicio 1. Calcular
[3x* - Cos(x)ds
o bien
Ejercicio 2. Calcular
J~ 3x+1
(x-3)?

En el caso del ejercicio 1, la integral se ha reemplazado por el patrén cot:espondmnte
a Ia estrategia por partes, realizandose las asignaciones

u—> 3x%
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v — Cos(x)

mientras que en el segundo ejercicio, la inmtegral se ha reemplazado pot el patrén
cotrespondiente a la estrategia racional, realizindose las asignaciones

P—3x+1

Q- (-3
III. Definicién de nuevos casos de ejercicios predefinidos

Vamos 4 tratat a continuacién la situacién en la que el profesor desea introducit un
nuevo caso relativo 2 un ejercicio ya definido previamente (vet figara 3.5). El significado de
un nuevo caso corresponde a la situacion en la cual ya se ha definido una estrategia y se
desea modificar la declaracién de las metavariables. Por tanto las fé6rmulas son las mismas,
la estrategia de resolucidén es la misma y las metavariables son las mismas salvo que se
modifican bien los condicionantes, bien las fanciones generadoras o ambos
simultineamente. ' -

) caso
Estrategia ——»
<aso

EJERCICIO

TIPO de
EJERCICIO
TIPO de
EJERCICIO

Figura 3.5. Esquema de declaracién de nuevo caso.

€aso

Estrategia ———» < Ca50

Estrategia

Para analizar esta situacion MathEdu Designer nos proporciona una interfaz en la que
nos presenta los distintos tipos de ejetcicios que ya estin predefinidos dentro del cutso.
Supongamos que el profesor opta pot algin tipo de los que
se le enumeran. En esta situacidén no es necesario que -
defina ni el tipo de ejercicio, ni el enunciado ni la estrategia.
Dichas tareas ya han sido realizadas con antetiotidad y, por
tanto, se obvian en esta etapa.

I [ara e

La declaracién de nuevos casos- para una estrategia -
utliza los patrones estructurales de las férmulas

predefinidas asociadas a las estrategias. Asf, antes de i:;itracién 3.14. Opcion nuevo

proceder a la nueva declaracién de metavatiables, se
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muestra una paleta con las estrategias ya definidas (ilustracién 3.14). Cualquier seleccién
que realice el profesor (excepto la de nueva estrategia, segin se vio en el punto IT) despliega
de forma automitica el didlogo de generalizacién para actualizar Jos datos predefinidos asi
como unz ventana similar al cuademo de disefio con el patrdn estructural que se va a
redefinir (flustracién 3.15)

£ Eiemplo de patrén en modificacién

ll'-‘
*
113
B
»n

=i C'ondicidn:

PolyrnomdalQ

 Funcidén Generadora:

polyGen[3, 03

Iustracién 3.15. Redeclaracién de metavariables para un nuevo caso.

Mediante didlogos similares al mostrado en Ja ilustracidn 3.15, la expresién simbolica
que se muestra en el cuaderno de disefio auxiliar se actualiza con los nuevos valores,
incorporindose la nueva definicién de las metavariables como un nuevo caso a las listas de
casos posibles para Ia estrategia definida con anterioridad.

Una vez concluida la generacién de un nuevo caso, la estructura de datos tesultante
incorpora una nueva declaracién de las metavariables. En el apéndice A (apattado B) se
desctibe la estructura de datos resultante. Con el nuevo caso el efecto que se consigue es el
de generar enunciados en los que el factor exponencial sustituye al trigonométrico. A modo
de ejemplos podemos considerar

Ejercicio 1. Calcular
_[3.1:2 -Cos(x)dx

¢l cual ha sido generado con las metavariables del ptimer caso; o bien
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Ejercicio 2, Calcular
I2x -e¥dx

el cual ha sido generado con las metavariables del segundo caso (ahora aparece el factor
exponencial).

Es importante recalcar que en un nuevo caso la denominacién de las metavariables
permanece inalterada ya que dicha denominacién es la que se utiliza en la definicidn de los
patrones de las férmulas y, al no haberse definido una estrategia nueva (y por tanto un
patrdn nuevo), debe mantenerse la denominacién dada en el caso inicial alas metavariables.

La fase de generalizacién termina aqui. Para concluir con la declaracidn de estrategias
sblo resta declarar las acciones de resolucion asociadas a las mismas, Con las acciones se
completara la aportacién tecnoldgica necesaria para la representacién de los ejercicios a
través de un lenguaje para la representacién de los conceptos matematicos. Queremos
poner de manifiesto la versatilidad de la estructura de datos que hemos disefiado para
poder generar cursos. La sencillez conceptual del modelo de representacién del.
conocimiento creado {(matematico en este caso), junto con la potencia de Mathematica
conforman una herramienta de disefio y generacién de informaci6n altamente sofisticada.

3.3.3.2.2. Definicion de las tareas del alumno.

Corresponde ahora al profesor detallar las distintas acciones que el alumno ha de levar
a cabo para resolver el ejercicio que se le plantee en la fase de resolucién interactiva. En el
ejemplo desarrollado en el epigrafe 3.2 hemos visto cémo se le pide al alumno que vaya
introduciendo los valores de las expresiones necesarias para la resolucién por partes dela
integral propuesta. El efecto de las acciones que debe ir realizando el alumno se obtiene
gracias a una descomposicién jerarquica en tareas mas simples. En este sentido, una accién
de resolucién es un objeto predefinido que ayuda al profesor a desarrollar los pasos de
resolucidn de un ejercicio, los cuales debern ser realizados por el alumno en el momento
de la resolucién interactiva. En los epigrafes anteriores hemos descrito cémo se modela un
ejercicio efectuando la transicién del lenguaje formal matematico al lenguaje de
representacién de MathEdu. En el presente epigrafe el modele del ejercicio ya esth
construido y, sobre su estructura deben detallarse, con el grado de generalidad que el
profesor desee, las acciones de resolucién. En los parrafos siguientes vamos a describir las
distintas acciones de que dispone el disefiador, cudl es su efecto durante la resolucién y
cuéles son sus caracteristicas.
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Comenzaremos situando las condiciones en las que se encuentrz el disefiador una vez
concluido el proceso de generalizacién. Por un lado dispone del cuaderno de disefio, el cual
presenta un aspecto similar al descrito en la ilustracion 3.12. La correspondiente opcidn de
Acciones de la interfaz de MathEdu Designer (ilustracién 3.1) despliega una paleta en la que
estan contenidas todas las acciones de que dispone para el disefio de la resolucién del
ejercicio por parte del alumno o de MathTrainer. El disefio de las acciones es muy similar
para todas ellas salvo las excepciones de las acciones solve y choice. En cualquier caso vamos
a describir el significado y funcionamiento de todas las acciones disponibles.

Antes de enumerar la lista de acciones y proceder a realizar la descripcion de las
mismas, analizaremos fa estructura de datos del curso para comprender mejor los cambios
que se van a producir en la misma una vez que se hayan definido las acciones. Los cambios
que las acciones van a introducir en el curso corresponden a la cabecera de resolscion de
acciones descrita en el apartado D del apéndice A. Dicha cabecera agrupa la lista de N
acciones definidas por el disefiador y es, a su vez, un elemento més de la estrategia. Las
acciones se van incorporando a la estructura de datos a medida que el profesor las va
definiendo. Cuando concluye la definicién de una accién, automaticamente se agrega a
dicha lista. El disefio de un ejercicio concluye al finalizar la especificacién de acciones. En
tiempo de ejecucidn se irdn presentando las acciones al alumno secuencialmente, de forma
que vaya contestando a las distintas cuestiones que se le van a ir planteando. En el caso de
ser MathTrainer el encargado de mostrar la resolucién del ejercicio la situacién es similar:
toma la lista de acciones y las va procesando de forma secuencial. El proceso de resolucion
sera descrito en el epigrafe 3.4 y en el 3.5 desarrollaremos la herramienta MathTrainer. En el
presente epigrafe nos vamos a cefiir estrictamente a cuestiones relativas al disefio y, por
tanto, dejaremos a un lado cuestiones propias de la resolucién propiamente dicha.

Comenzamos a continuacién la descripcidn de los distintos tipos de acciones
disponibles para efectuar el disefio de la resolucién interactiva o guiada.

LISTA DE TIPOS DE ACCIONES

*  asignar, La accibn asignar es la tinica accién que denominamos accidn del sistema. Es
transparente para el alumno en el proceso de resolucién. Se utiliza para efectuar
asignacién de valores entre variables y metavariables utilizadas durante la resolucién.

» ENTRADA DE DATOS
o Entrada bdsica de datos. La accidn entrada basica de datos se utiliza para pedir al

alumno que introduzca una determinada expresién matemitica sin restriccion
alguna.
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O entrada de datos con patron. La accidn de enfrada de datos con patrén se utlliza para
pedit al alumno que introduzca una determinada expresion matemitica la cual
deberd hacer pattern matehing con el pattdn estructural o condicional que el
profesor especifica en el momento del disefio.

o entrada de expresiones. La accibén de entrada de expresiones se utiliza para pedir al
alumno que introduzca una determinada expresién matemitica la cual debe
coincidit (salvo simplificaciones) con la expresion que el profesor especifique en el
momento del disefio.

" mensaje La accidén mensgje se utiliza para enviar un mensaje al alumno al cuaderno de
resolucién.

v seleccion de alternativa. Lo accién de seleccién de alternativa se utiliza para definir una
paleta cuyos botones presentan al alumno una seleccidon de alternativas entre las que
debe seleccionar Ia que considere correcta para la resolucién del ejercicio planteado.

» resolucidn de ejercicio. La accidn resolucion de efercicio se utliza para definir un
subprobletma que es necesatio resolver como parte del proceso principal de resolucién
del ejercicio planteado al alumno.

Una vez enumetadas los tipos de acciones vamos a describir los didlogos que utiliza el
profesor para cada una de las acciones de la lista anterior. En algunos casos el didlogo es
muy simple e intuitivo, En otros (seleccidn de alternativa y resolucion de ¢jercicio), para efectuar el
disefio es necesario encadenar varios didlogos y el proceso es considerablemente mds
complejo. Por ese motivo dejaremos estos dos casos para el final con el fin de habemos
familiarizado algo mis con la terminologfa utilizada. Utlizaremos en todos los casos una
representacién grifica que facilitatd su descripcion.

Accidn de asignar

Como ya indicamos antetiormente la accién de asignacién es una accién transparente
pata el alumno. Sitve para asignar valotes entre vatiables. Podemos representar
graficamente la accién mediante la tabla 3.3 siguiente. El campo en color indica la accién y
el resto de campos los argumentos sobze los que se aplica.

Tabla 3.3. Accién asignar.

donde
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= pariable representa el identificador de la variable 2 la cual se va a asignar el valor,

= yalpr contiene el valor a asignar, que puede ser cualquier expresién, pudiendo depender
inclusive de algunas metavariables, Obviamente safor puede contener, a su vez, el
identificadot de otras variables que determinen su valor durante la resolucién del

ejercicio.
No debe pasatnos por alto el hecho de que el salor que se asigna a la sariable esti

protegido para prevenir que pueda ser evaluada dicha variable y, pot consiguiente, se pierda
el valot que se desea copiar. Pensemos pot ejemplo que el valor a asignar a una variable es

Ixzdx

al asignat el valot, si no lo protegemos convenientemente, el valor que tomaria la variable
seria

®

pues, como ya hemos explicado antetiormente, Marthematica evalia siempte que puede
hacerlo todas las expresiones que acceden al nicleo. Por este motivo es necesatio que el
contenido de la variable esté protegido ante cualquier evaluacién no deseada por el
disefiador. Obviamente el resultado de una evaluacién no planificada por el disefiador
podtia tener un efecto impredecible en el tratamiento que se diese a la informacién que
supuestamente  debe T _.

contenet la pariable. e e e -
E Nombre de la variable:

El didlogo _ _
) ; solucion
cotrespondiente al

disefio de este tipo de E Valor de la variable:
accién se muestraenla |

Hustracién 3.16. Como ¢ Iresultado §)?

ejemplo hemos

colocado, como |
variable el identificador
solwcidn y, como valor
que debe tomar dicha
vanable, el cuadrado del valor absoluto de la variable reswitade.

Hustracién 3.16. Accidn asignar.

94




MathEdu

Dutante la resolucién la vatiable resuffads tomari un valot y, en el momento en que el
motor de infetencia de MathEdy Solver o de MathTrainer deba ejecutar la accidn asignar, se

evaluari la operacién lresultadolz v el valot resultante de dicha operacién se asignari sobre

la variable seucién.

ACCIONES DE ENTRADA DE DATOS

Las acciones de emtrada de datos stven para que el alumno introduzca en el sistema
expresiones matemiticas. Como hemos indicado al inicio de este apattado puede haber tres
tipos de enttada de acciones. Estos son:

Accidn de entrada basica de datos

La accidn de entrada bdsica de datos sitve para que el alumno introduzca en el sistema una
expresién matematica cualquiera. Es la mas simple de las acciones de introduccién de datos
pot parte del alumno, ya que no se hace ningin tipo de comprobacién del dato tecleado. La
tabla 3.4 siguiente esquematiza la accion y sus argumentos

variable

Tabla 3.4, Accién entrada de datos.
donde
®  deseripeidn contiene una descripcidn textual de la operacién que debe realizar el alumno,

' sariable representa el identificador de la vatiable a la cual se va a asignar el valot que
teclee el alumno. o

El didlogo correspondiente 2 esta accién se muestra en la ilustracién 3.17. En el
ejemplo hemos considerado que la expresién que teclea el alumno se almacenara en la
variable # Durante la resolucién la variable # almacenari el valor que teclee el alumno, sin
efectuar ninguna comprobaci6n sobre el misto.
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E Desenipeidn de la accron:

iIntroduce el waloxr de u'

| Nombre de In vaniable:

Tlustracién 3.17. Accidn de entrada bésica de datos.

Accion de entrada de datos con patroén

La accibn de entfrada de davos con patrdn sitve para que el alumno introduzca en el sistema
una expresién matemitica la cual debe verificar una condicién de patrén estructural o
condicional impuesta por el profesor. La tabla 3.5 siguiente esquematiza la accion y sus
atgumentos

| Bawdhd EYdaToeYConnatron gy

Tabla 3.5, Accién entrada de datos con patrén.
donde "

" descripoidn contiene una descripcion textual de la operacién que debe realizar el alumno,

»  sarighle representa el identificador de 1z vatiable 4 Ja cual se va 2 asignar el valor que
teclee el alemno,

" oondicién contiene una condicién impuesta pot el profesor que debe cumplir la expresién

que teclee el alumno. El contenido del campo condicion puede representar cualquier
abstraccién matematica.
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El dialogo correspondiente al disefio de esta acaon se muestra en la ﬂustrac.ton 3. 18
En consonancia con el Fr Nty ' '
ejemplo descrito en el
epigrafe 322

E Descripeidn de la aceion:

mostramos la cuarta tCalcula ¥V integrando [vi"
accién asociada a la | ) -
resolucién que alli se [INISULICHNPRENEGIY

muestta. Se declata |

S
sitobolo  identificador C'ondie1dn para la varable:
V. Como condicion de '
]..a . expresion Ivdlx
introducida por el |

alumno se exige que
dicha expresién debe

ser la integral de la Tiustracion 3.18. Accién de entrada de datos condicional.
funcibn » que el

alumno ya habra introducido previamente.

Durante la resolucién la vatiable 17 tomara el valor que teclee el alumno siempre y
cuando dicha expresién verifique la condicién impuesta por el profesor. Caso contrario se
le avisat2 al alumno de que la expresidn tecleada no es cottecta.

Accion de entrada de expresiones
La accidn de entrada de expresiones sirve para que el alamno introduzca en el sistema una

expresion matematica la cual debe set equivalente a la expresién declarada por el profesot.
La tabla 3.6 siguiente esquematiza la accién y sus argumentos

Tabla 3.6. Accién entrada de expresiones.
donde

" descripeidn contiene una descripcién textual de la operacion que debe realizar el alumno,
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" pariable representa el identificador de la variable a la cual se va a asignar el valor que
teclee el alumno,

= expresion contiene una expresion simbélica formulada por el profesor. La expresion que
teclee el alumno debe ser semejante a esta expresion, salvo posibles simplificaciones.
Las simplificaciones se realizan en Mathematica mediante las primitivas Simplify y
FullSimplify.

El didlogo correspondiente al disefio de esta accién se muestra en la ilustracién 3.19. Se
muestra el disefio de la tetcera accién asociada a la tesolucién que alli se muestra. Se declata
como variable €l simbolo identificador du. El dato que teclee el alumno debe ser compatible
con la expresin esperada (en este caso la derivada de #, variable asignada por el alumno en la
accién de entrada basica de datos anterior).

Durante la resolucién la variable # tomari el valor que el alumno teclee (pregunta 1). La

expresion que teclee el .‘fn-iﬁ.".l.'a‘_jige expresiones e =10}
alamno como

| Deseripeisn de la aceion:
tespuesta a esta nueva |
pregunta debe coincidir “Introduce 1a derivada de [u]"
(salvo simplificaciones) |
con la derivada de PNISTHITRIERIZV610) G
dicha variable. El valor |
tecleado por el alumno
se almacena en la
variable 4. En caso de
que el valor tecleado |
ng  sea  cotrecto  se :
avisari al alumno de la
contingencia.

i Expresidn esperada:

Ilustracion 3.19. Accién de entrada de expresiones.

Las dos vltimas acciones que acabamos de exponer sobre entrada de datos realizan una
comprobacién de los datos que introduce el alumno en el sistema y le advierten en caso de
ettor, permitiéndole volver a introducit nuevamente la expresién. En caso de error
reitetado el sistema puede tomar el control de la resolucién invocando al sistema
MathTrainer para que sea este el que muestre 2l alumno cémo debe realizar el ejercicio.

Accion de mostrar mensaje

La accién de wostrar mensaje sirve para comunicar al alumno un mensaje de texto
cualquiera. Ta tabla 3.7 siguiente esquematiza la accién y sus atgumentos
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Tabla 3.7, Accidn mostrar mensaje.

donde
% mensgje contiene el mensaje para el alomno.

El didlogo correspondiente a esta accién se muestra en la flustracién 3.20. En el ejemplo se
muestra el mensaje para el alumno que aparece en la ilustracién 3.6, previo a la seleccion de
una alternativa en la paleta de seleccion.

It

"Selecciona en la paleta la expresion
correcta que define una integral peor
partes"

e

Ilustracién 3.20. Accién mensaje.

Accion de seleccidon de alternativa

La accion seleccidn de alternativa sitve para mostrar al alumno una paleta de opciones a fin
de que este escoja una de ellas. Por tanto, el objetivo que el disefiador persigue con esta
accién es construir una paleta como la que se muestra en la '
ilustracion 3.21, en Ia que el alumno dispone de diferentes
alternativas de seleccion ligadas a los distintos botones de Ia
misma. Cada botén representa una férmula y se pide al alumno
que escoja una de las tres para determinar si conoce o no la
teoria asociada correspondiente. Cualquiera de las dos
opciones incotrectas le muestran el mensaje que haya definido
el profesor. La opcidén correcta contnuard el ejercicio
solicitando al alumno que introduzca la derivada de la funcién #, la cual habrd sido
previamente definida mediante la correspondiente accién de endrada de expresiones.

Ilustracién 3.21. Opciones

La tabla 3.8 siguiente esquematiza la accidén y sus argumentos

99




Parte II: Disefio y resolucion interactiva con MathEdu

demy)aon,, amon,,, . acaaﬂ,,,

descripcion, aciionyyy.., acoion,,

aay

dem‘gpaoﬂp ACCIO N yg50ney AOCHOM

Tabla 3.8. Accidn seleccion de alternativa,
donde

™ desoripcién contiene una descripcién textual de la operacién que debe realizar el atumno,

®  auidn; corresponde al cidigo de cualquiera de las acciones descritas en el presente

epigrafe.

El diflogo cortespondiente al disefio de esta accidn se muestra en la ilustracién 3.22.
Como ejemplo hemos introducido como deseripeion la expresion erronea de la formula pata
resolvet una integral por partes. El objetivo es construir una paleta en la que aparezcan, por
ejemplo, tres férmulas similates (flustracién 3.21). Dos de ellas son etrdneas y la accidon
asociada es un mensaje de ertor para el alumno. La opcién cotrecta (desctita en esta
ilastracién) lleva asociade una accién de entrada de expresiones y otra de asignacion de
variables.

Se puede obsetvar en la ilustracién el botdn etiquetado Aaiones. Este botén sirve para
desplegar la paleta de acciones y que asi el profesor, en el momento del disefio, tenga
facilmente accesible la lista de todas las acciones d15pon1bles pata que seleccione las que

estime OPOItIJIIO . I
‘_' Sele{:cmn mu[hple

Hemos de indicar | Mensaje al ahumlo

que el proceso de

accién de tipo selewidn

E acclones asociadas:

de alternativa es iterativo.
Como bemmos podido
comprobar en la |
ilustracién  3.22, hay

tres botones en el

didlogo de la accibn.

Tlustracion 3.22. Accidn de seleccidn de alternativa.
Los relevantes son

= Siguiente. Efecta las dos tareas siguientes:

100




MathEdu

1. Limpia el contenido del didlogo pata poder definir la siguiente opcion de la accion de
seleceion de alternativa,

ii. Muestra los didlogos correspondientes a las acciones que se van seleccionando en la
paleta de tipos de acciones para proceder a efectuar su cotrespondiente definicién. Se
van anotando en el campo aciones asociadas.

» OK Efectia las dos tareas signientes:

1. Muestra los didlogos correspondientes a las acciones que se van seleccionando en la
paleta de tipos de acciones para proceder a efectuat su correspondiente definicién. Se
van anotando en el campo aciones asociadas,

i. Cierra el didlogo de seleccisn de alternativa.

Para construir la paleta mostrada antetiormente el disefiador debe usat el didlogo de la
ilustracion 3.22 tres veces. En las dos primeras pulsard el botén Siguiente para avanzar en
Ia definicién de las opciones. Finalmente, cuando haya definido la accidén correspondiente a
Ia dltima opcidn saldrd pulsando OK

El c6digo tresultante en la estructura de datos de MathEdy, que sigue el esquema
indicado en la tabla 3.8, se muestra en el apartado E del apéndice A.

Accidn de resolucion de ejercicio

La accion resolver ejercicio es, con segutidad, la mis compleja de todas las desctitas hasta
el momento. Es compleja tanto en su definicion, que involucta tres pasos con ottos tantos
didlogos asociados, como en el momento de la ejecucién. Ahora vamos 2 centramos
exclusivamente en la declaracién de la accién.

La accibn resolver ¢fercicio sitve para iniciar 1a resolucién de un subproblema del ejercicio
que estd siendo tesuelto. Si pensamos en la resolucién de un ejercicio como en la seleccién
de una rama del arhol de posibles ramas de resolucidn, esta accién va a permitir al profesor
crear otras ramas que nacen de la principal en dicho 4rbol. Ya vimos en la figura 3.2 esta
circunstancia y cémo se utilizé para resolver el subproblema asociado al ejercicio que se
estaba resolviendo. ‘

La tabla 3.9 siguiente esquematiza la accién y sus argumentos

101




Parte II: Disefio y resolucion interactiva con MathEdu

deseripeion
fipo

entrada...)

salida(...)

Tabla 3.9, Accion resolucion de ejercicio.

donde
" dessripeidn contiene una descripcidn textual de la operacién que debe realizar el alamno,

"  fipe corresponde al tipo del problema que se debe resolver como parte de la zesolucién
del ejercicio principal,

" enirada contiene los datos de entrada para el subproblema,

»  salida contiene los datos de salida del subproblema que se pasan al ejercicio principal.

Para definir una accién de resolver giervicio se requiere efectuar secuencialmente los
siguientes tres pasos

1. FElde definicién del #po de ejercicio a resolver,
2. Elde definicion de los datos de enfrada del nuevo ejercicio,
3. El de definicion de los datos de se/ida del nuevo ejercicio.

Vamos a desctibir a continuacién cada uno de los pasos indicados. Para facilitar en
alguna medida la explicacion vamos 2 considerar que el profesor esti disefiando la

resolucion del siguiente ejercicio de aritmética de fracciones

Ejercicio. Calculat —2—-!--1— 4
3 5/3

Pata resolverlo el profesor desea guiar al alumno sugiriéndole que resuelva la expresién
entre paréntesis efectuando la suma correspondiente y que postetiormente calcule el
resultado de la suma anterior multiplicado por el factor fraccionatio.

El ejercicio consta de las metavariables

{1, RationalQ, rationalGen} que tepresenta el primer sumando, es decit %,
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{02, RationalQ, rationalGen} que tepresenta el segundo sumando, es decit %,

{factor2, RationalQ, rationalGen} que representa el segundo factor, es decir % .

Mediante la accidn resoler ¢gervicio el profesor va a definir una nueva variable del
subproblema, 2 la que denominati resultadeSuma, v que contendri el resultado de efectuat la
operacién que se indica en el mismo. Tal operacién cotresponde en este caso a una suma.
Es, pot tanto, un ejercicio de tipo adicidn. El profesor declarari una accidn resolver efercicio
para telacionar el subproblema con dicho tipo. Las metavariables en los ejetcicios de tipo
adicion se referencian mediante los identificadores sumandol y sumando2. En el gjercicio
nuevo las metavariables #7 y #2 juegan el papel de estas. Ademds pueden hacetlo
indistintamente (por la conmutatividad de la suma).

Por ultimo, en el tercer paso se realiza la identificacién entre variables que contienen
los resultados de ambos problemas. Supondremos que el subproblema almacena el
resultado de la suma en la variable resultadoSuma y su contenido se pasara a la vatiable facfor?
del ejercicio principal. La vatiable facfor? es la que ha escogido el profesor para representar
la suma que aparece en el problema principal. En el apéndice A (apartado F) se muestra en
un esquema 2l nivel de la estructura de datos el tipo de relaciones existentes entre ambos
problemas. Ahora vamos a ir describiendo con detalle la intetfaz que permite al profesor
realizar cada uno de los pasos a que acabamos de referitnos.

PASO 1. Definicién del tipo de ejercicio.

Para indicar el tipo del ejetcicio que ¢l alumno debe resolver como parte de la
resolucion del ejercicio principal, el profesor dispone del didlogo Resolver subproblema
mostrado en la ilustracién 3.23. El profesor dispone de un campo para especificar un
mensaje que se mostrara al alumno en el momento de iniciar Ia resolucién del subproblema

y otro campo para especificar el #po de ¢ercicio correspondiente al subproblema que desea
definir.
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{7 Resolver subproblema

 Mensaje al alummne:
"Resuelve el sigquiente ejercicio®

i Tipo de ejercielo:

Iustracién 3.23, Declaracion del tipo de ejercicio en la accibn resolver efercicio.

El profesot dispone de la posibilidad de listar los tipos de ejercicios predisefiados en el
cutso mediante la opcidn de Lista de #ipos. El disefio de un subproblema siempre debe
hacerse en funcién de un ejercicio existente en el cutso y al cual puede hacerse referencia
como parte de la resolucion de un ejetcicio mas complejo.

Al concluir esta fase se genera el siguiente sendocddigo patcial para Ia estructura de
datos de MathEdu

resolverEfercicio(" Resnelve el siguiente gfercicio”, adicion)
¥ se accede al siguiente paso.
PASO 2. Definicién de los datos de extrada del puevo ejercicio.

En este paso el profesor debe introducir los datos de entrada del subproblema. Mas
concretamente debe establecer la relacién existente entre los datos (metavariables) que esta
utilizando en el disefio del ejercicio principal y la f6rmula con que hubo definido el ejercicio
que ahora va a actuar como subproblema. Para realizar esta identificacién el profesor
dispone del didlogo Datos de entrada de subproblema desctito en la ilustracién 3.24

; Da_tos 'broblem 2

P HEN

Ilustracién 3.24. Definicién de los datos de entrada.
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El disefio de este dialogo es, pese a su aparente sencillez, de cierta dificultad conceptual.
Si observamos el diflogo, consta de tres grupos bésicos de elementos: una cabecera, un.
campo de edicién de texto y un grapo de botones. Los dos primeros aparecen tantas veces
como formulas haya definidas en el subproblema. Las cabeceras especifican los nombres de
los identificadores de las férmulas en el ejercicio previamente definido. En el caso del
ejemplo sélo existe una férmula cuyo simbolo identificador es suma. Los campos de edicién
de texto permiten especificar una férmula (o formulas, en el caso de que existan varias). El
profesor debe introducir en dicho campo una expresién que se utiliza para construit el
enunciado del nuevo problema a resolver.

Al concluir esta fase se accede al paso final y se actnaliza el cédigo para la estructura de
datos de MathEdn afiadiendo la parte correspondiente 2 este segundo paso (el cual
resaltamos en negrita).

resolverEjercicio("" Resuelve ¢f siguiente efercicio”,
adicion,
entrada(suma = n2 + nl))

PASOQ 3. Definicién de los datos de salida del nuevo ejercicio.

En este paso el profesor debe introducir los datos de salida del subproblema hacia el
gjercicio inicial. En concreto, debe establecer la relacién existente entre los resuitados
(vatiables) del subproblema y las variables que los representan en el ejetcicio inicial. Pata
realizar esta identificacién el profesor dispone del didlogo Datos de salida de subproblema
desctito en la ilustracion 3.25.

Datos de salida de subproblema

Vartable del problema:

Valor de la variable:

'

eriales o] Corcelar

Tlustracidn 3.25, Definicién de los datos de salida.

En este didlogo el profesor debe realizar la identificacién de _vaﬁableé que contienen
resultados. En ptimer lugar especifica, en €l campo correspondiente a la sariable del problema,
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la variable que reptresenta el resultado en el ejercicio inicial. En este caso faotor! hace
teferencia al contenido de dicha parte en el ejercicio que se pretende resolver.

Pot su patte, el segundo campo corresponde 2 una expresién que incluye a la variable
del subproblema que contiene el resultado parcial correspondiente al ejercicio principal y
cuyo valor debe comunicatse a este para poder continuar con la resolucién. Podemos
observar que existe un botén, etiquetado Variables, el cual nos permite acceder a la lista de
identificadores de las variables del subproblema.

Al concluir esta fase se concluye el disefio de la accién resolver giervicio. Nuevamente se
actualiza el cédigo para la estructura de datos de MathEds afiadiendo la parte
correspondiente a este dltimo paso (el cual resaltamos en negrita).

resolverEjercicio("Resuelve ¢l sigriente efercicio”,
adicion,
entradafsuma ~ 12 + nl],
salida(factorl = resultadoSuma))

Como hemos podido comprobat, la dificultad conceptual y de disefio de la accién de
resolucitn de efercicio es elevada. Por el contrario, la representacién simbélica de los datos
necesatios pata referitse a un ejercicio previamente definido desde un ejercicio que
actualmente se estd definiendo, es de una gran sencillez. Se combina, por tanto, de un lado
la clatidad en la concepcién de un método de resolucién y de otro la complejidad del
disefio para dicho método.

Hasta aquf hemos venido exponiendo los distintos tipos de acciones de tesolucién. La
declaracién de las distintas acciones dentro del contexto de un ejercicio y su generalizacién
tienen su reflejo en el cuaderno de disefio. Ya vimos en la ilustracién 3.12 el aspecto que
tenfa dicho cuaderno tras la generalizacién del ejetcicio mediante Ia declaracién de las
oportunas metavarizbles. Bn la ilustracién 3.26 se muestra el cuaderno de disefio durante la
declaracién de las acciones de resolucién del ejercicio. El aspecto del cuaderno de disefio es
muy similar al que tiene el cuaderno de resolucién (ver ilustracién 3.6) y en su elaboracién
toma auténtica relevancia la programacién por demostracién, de la que ya hemos hablado
en epigrafes anteriores. El profesor mediante opetaciones de “pegado inteligente”
transfiere datos entre las férmulas y variables del ejercicio, siendo éste uno de los

paradigmas propios de dicho tipo de programacién.
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Enunciade del gjercicio
Calcular

Ix rSen{xjax

QGENERALIZACION

RESOLUGION

Introduce &t valor deu
u=X

Introduce v
T = Sen (xX)

Calcuta la diferencial de {u]
du=1

Calevla V integrando [v]

¥ = -Cos (x)

MathEdu

Thustracidn 3.26. Cuaderno de Diseiio durante la declaracion de acciones de
resolucion,

Ademas de las acciones de resolucion propiamente dichas que acabamos de detallat
existen otras dos acciones transpatentes pata el disefiador que se afiaden de forma
automatica a la lista de acciones a ejecutar en la resolucién de un ejetcicio. Estas acciones

SOn:

Accibn de fin de subproblema

La accién de fin de subproblema sitve para indicar al motor que el subproblema que estaba
resolviéndose ha concluido. Libera las variables y metavariables utilizadas, cambia de
contexto de resolucién y continda con las acciones pendientes de ejecucién. Se agrega de
forma automnitica, transpatente para los usvarios, a la lista de acciones que introduce el

profesot, cuando este concluye con el disefio de una accibén de resolucion de efercicio.

El c6digo que geneta la accién para la estructura de datos del curso es
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JinSubproblema( )

Accién de fin de resolucion

La accidn de fin de resoluién sirve para indicar al motor que el ejercicio que estaba
resolviéndose ha concluido. Libera las vatiables y metavariables utilizadas y avisa mediante
un mensaje al alumno que el ejercicio ha concluido. Esta accién se afiade de forma
automatica, transparente para los usuatios, en tiempo de ejecucidén, cuando se leen las
acciones disefiadas del tipo de ejetcicio que se le presenta al alumno para que sea resuelto y
antes de ejecutar el bucle que va presentandolas secuencialmente.

El cbdigo que genera la accidn para la estructura de datos del curso es

JSinResolncion()

3.3.3.3. Conclusién

Termina aqui la parte correspondiente al disefio de ejetcicios con la herramienta de
autor MathEdu Designer. A lo largo de las paginas precedentes hemos ido desgranando los
distintos pasos necesarios para modelar el conocimiento contenido en un ejetcicio de
calculo {conocimiento tanto inttinseco como extrinseco), en una estructuta de datos que, a
nuestro juicio, resulta de una llamativa sencillez, dado el tipo de conceptos complejos que

se manejan.

Resulta evidente que la interfaz que nos proporciona Mathematica no es en absoluto
cémoda, desde el punto de vista de los objetos que se manipulan. Ahora bien, la facilidad
de edicién grifica de simbolos matemiticos y, sobre todo, Ja posibilidad de efectuar
programacidén simbolica asi como pattern-matching de las expresiones simbélicas que
manipulamos, son razones mas que suficientes para decantarse por una hetramienta de
estas caracteristicas al menos para la elaboracién de un prototipo. En cualquier caso somos
conscientes de que el intento de distribucién de una herramienta de estas caractetisticas
para su uso fuera del imbito de la investigacién, en situaciones reales de didictica y

_educacion Matematica, requiete de un proceso de migracién hacia aplicaciones mas

versatiles, de un uso mis cémodo e intnitivo, con abundantes ayudas, etc. En el trabajo que
resume la presente memotia nos hemos cefiido al aspecto puramente conceptual de la
investigacién sobte métodos de representacién del conocimiento matemitico ¥ su
utilizacién en herramientas de céilculo simbélico. Obviamente para facilitar el disefio de las
representaciones de los ejercicios ha sido necesatio construir una interfaz que posibilitase
esto, pero aiin consideramos que estamos a medio camino del objetivo de conseguir que Ia
herramienta sea utilizada por cualquiet profesox en cnalquier sitnacién docente.
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Por dltimo queremos hacer una referencia al propio proceso de disefio en si mismo.
Hemos tratado de realizar, con las limitaciones de la interfaz ya comentadas, que la
herramienta de autor sea de un uso sencillo para el profesor que debe usarla. Somos
conscientes de que en ocasiones la dificultad de disefio es elevada, entre otras
consideraciones por el hecho de estar basada en la programacién simbdlica con
Mathematica. Es conveniente que el profesor esté familiarizado con dicho sistema de cilculo
aunque no es imprescindible. Si que es tal vez mas importante poseer una alta capacidad de
abstraccidén para ser capaces de planificar la resolucién de un e¢jercicio, sus elementos
relevantes (formulas, metavariables, acciones de resolucién), la estrategia (o estrategias)
validas para la resolucién, eic. Es fundamental realizar, previamente al disefio de un
ejercicio, una resolucién del mismo con lapiz y papel, tomando nota de todos los detalles
que resulten relevantes y que, posteriormente, resultarin de utilidad para el disefio.
Evidentemente, con la practica y el uso continuado de la herramienta de autor, puede llegar
a realizarse el disefio de ejercicios directamente, sin realizar el paso previo de la resolucién
en papel.
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3.4. Mobdulo de resolucion interactiva: MathEdu Solver

Una vez que hemos concluido con la fase de disefio de ejercicios abordamos la parte
correspondiente a la resolucién interactiva de los mismos con el alumno. El motor de
resolucibén de MathEdu Solver estd compuesto de tres partes:

1. Un generador aleatorio de ejercicios
2. Un médulo decisor de las estrategias de resolucién validas para un ejercicio
3. Un médulo gestor de las acciones del alumno

Recordemos que el cuaderno de resolucién se utiliza para mostrar al alumno el ejercicio
que se le propone y los distintos pasos y acciones que va efectuando. En él se le presenta el
enunciado y se le van dando distintas indicaciones como pueden ser :

s que debe escoger una opcién de entre las que se le ofrecen en una paleta de
estrategias o de acciones, \

= se le envian mensajes para introducir un dato o una férmula,

= sele indica si el dato introducido es o no correcto,

* sele presentan los resultados parciales que va obteniendo, etc.

En el epigrafe 3.2.2 se ejemplific la resolucién de un ejercicio utilizando MathEdu
Solver. En la ilustracidn 3.6 se mostrd el aspecto general que muestra el cuaderno de
resolucién durante el proceso, mostrando el enunciado, mensajes del sistema y respuestas
del alumno. Ademas, puesto que los ejercicios propuestos pueden apoyarse a su vez en
otros ejercicios, se utiliza un cuaderno de resolucién por cada ejercicio que deba resolverse.
Remitimos al lector al ejemplo indicado para recordar estos aspectos en los que en este
epigrafe vamos a profundizar.

En los siguientes apartados vamos a detallar las tres partes a que hemos hecho
referencia, tratando en cada momento de mantener la explicacién sin perder de vista la

equiparacin conceptual entre los procesos seguidos por la herramienta y los seguidos por
el alumno.

34.1. Generador aleatorio de ejercicios

El generador aleatorio de ejercicios se activa cuando el alumno selecciona el sistema de
resolucibén Solver de MathEdu. Se invoca en ese instante la funcibn de seleccidén aleatoria de

111




Parte II: Disefio y resolucién interactiva con MathEdu

ejercicios, la cual, de forma muy simple efectiia miltiples acciones para obtener el ejercicio
que se ha de presentar al alumno en el cuaderno de resolucién.

El proceso consiste en seleccionar, de forma aleatoria, el tipo de un ejercicio de entre
todos los tipos de ejercicios que se estan practicando en ese momento. Una vez que se ha
seleccionado un tipo de ejercicio el enunciado ya queda univocamente especificado
(recordemos que para cada tipo de ejercicio existe en la estructura de datos un tnico
enunciado). No sucede asi con las estrategias, ya que para el enunciado correspondiente al
tipo escogido, pueden existir distintas estrategias de resolucion, en funcién de los datos
concretos del ejercicio. Por tanto es necesario, a su vez, seleccionar una estrategia de entre
todas las posibles correspondientes al tipo escogido. Este proceso también se realiza de
forma aleatoria.

Concluidas las dos operaciones basicas anteriores el sistema debe generar las
metavariables que aparecen definidas en las férmulas asociadas al enunciado. Para ello debe
acceder a las metavariables correspondientes a Ia estrategia escogida del tipo de ejercicio
seleccionado, tomar sus funciones generadoras y generar los valores correspondientes
(teniendo en cuenta, claro esta, la posible existencia de diferentes casos de un mismo
patron estructural como se explicd en 3.3.3.2.1-II). Dichos valores se sustituyen en los
identificadores de las metavariables y se aplican las reglas correspondientes de los patrornes de
férmula con los que se inicializan los identificadores de las mismas. Una vez concluido este
proceso ya se puede enviar el enunciado al cuaderno de resolucidn, sustituyendo en el
mismo los identificadores de las f6rmulas por los valores generados.

En el caso de la ilustracién que se muestra como ejemplo de cuaderno de resolucién
(ilustracién 3.27), el enunciado corresponde a una integral cuyo integrando es un
polinomio. El integrando es el resultado de sustituir el simbolo identificador de la
metavariable correspondiente en la representacién simbélica de la integral por el valor
obtenido tras la invocacién de la funcién generadora asociada a dicha metavariable. Dicha
sustitucidn se realiza, como acabamos de indicar, mediante la aplicacidn de las reglas que
relacionan metavariables y {rmulas. Podemos esquematizar esto de la siguiente forma:

1. Para obtener el valor de férmula_integral
formula_integral « Integrar(polinomio , x)

2. el sistema determina que la {6rmula de la integral depende de la metavariable
polinomio

3. seguidamente obtiene la funcién generadora de la metavariable polinomio. Esta

funcién genera polinomios del grade que se especifique, con o sin término
independiente y con coeficientes enteros aleatorios menores o iguales que 10.
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polinomio < genetador_de_polinomios(
grado: natural,
termino_independiente: boolean,
indeterminada: x)

en el ejemplo pokinomio = 1 + 5x— 5/

4. finalmente el sistema sustituye el valot generado del podnoniio en la formula de la
integral

formula_integral < Integrar(7 + 5x— ¢, 5

Este proceso se aplica cada vez que el sistema debe mostrar al alumno la expresion de
una férmula cotrespondiente a un enunciado.

Una vez que se construye el enunciado mediante la sustitucion de las férmulas
instanciadas con las metavariables, se muestra el cuaderno de resolucidén con el enunciado.
El aspecto inicial que presenta el cuadetno de resolucidén cuando el alumno comienza 2
utlizar MarbEdu Solver es el mostradoe en la ilustracién 3.27, Como observamos, el cuaderao
de resolucién es semejante al cuaderno de disefio que utilizé el ptofesor pata disefiar el
ejetcicio. Se pone de manifiesto como se ha trasladado al alumno el modelo disefiado por el
profesor, basandose en la programacion mediante ejemplos.

| Enunciado del gjercicio

Caleular

I(:u Sx-x)Ax

Selecciona una estrategia de resolucion en la palela

ToDR e (]

Hustracién 3.27. Cuaderno de resolucion.

Como podemos observar en la ilustracion anterior, el sistema le pide al alumno que
seleccione una estrategia en la paleta para resolver el gjercicio. Esta parte de la resolucién
del ejercicio cortesponde al acto de razonar sobre los datos y la estructura del mismo.
Supone que el alumno tome su primera decision, fundamental en cierto sentido, de la cual
van a depender las acciones de tesolucion que se le van a presentar y que le han de llevar
bien al éxito o al fracaso en la resolucion del ejetcicio. Este proceso telativo a la seleccidn
de estrategia va a ser objeto del siguiente apartado.
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Para profundizar mds en las estructutas de datos involucradas en los procesos que
acabamos de describit se puede consultar el apartado G del apéndice A, en el que se
muestra el seudocédigo de la funcién involucrada en el proceso de generacidén asi como
una esquematizacion del proceso sobre la estructura de datos de un tipo de ejercicio.

34.2, Seleccién de estrategias de resolucion de ejercicios

Como acabamos de indicar vamos a profundizar en las cuestiones propias de la
seleccién de estrategias. El presente apartado tratard con detalle los procesos seguidos en la
misma.

Una vez que MathEdu Solver presenta al alumno el ejercicio generado aleatoriamente en
el cuaderno de resolucién, le solicita que seleccione una estrategia entre las estrategias
susceptibles de ser utilizadas para resolver el ejercicio del tipo generado. Obviamente
muchas de las estrategias que se le presentan no son vilidas y carece de sentido utilizatlas,
peto el sistema se las oftece al alumno con el fin de que sea él el que discrimine entre el
conjunto de las que se le muestran. La construccidn de la paleta de seleccién de estrategias
se hace con las etiquetas descriptoras correspondientes a las estrategias, a las que ya hicimos
referencia al hablar de MathEdu Designer. Se muestran todas las estrategias del tipo de
ejercicio seleccionado (en este caso infegracidn). Por tanto, a prioti el sistema no restringe en
medida alguna el conjunto de posibles ramas del dtbol de resolucidn del ejercicio. Segin el
ejercicio que se haya generado es posible que exista més de una estrategia susceptible de ser
utilizada para resolver el mismo. MathEdn Solyer actia de forma absolutamente
transparente. No aporta ninglin tipo de informacién o ayudz y es el propio alumno,
basandose en sus conocimientos y conceptos adquiridos, el que debe ser capaz de escoger
entte alguna de las estrategias correctas.

Con ]a seleccién que el alumno realiza se produce uno de Jos procesos mis importantes
de MathEdu Solver. Este proceso consiste en la verificacién de la estrategia seleccionada,
evaluando si es o no apta para resolver el ejercicio propuesto. Llegados a este puato
MarhEdu Solver ya 00 usa para nada la informacién utilizada inicialmente pata la generacién
del ejercicio. Lo Gnico que "sabe" es que al alumno se le ha planteado un ejetcicio de tipo
integracion, cuyo epunciado es

Ejercicio. Calcular
j (1 +5x~x2 )cﬁ:

Es interesante comentar aqui que existen ejercicios que pot sus caractetisticas pueden
set resueltos utilizando diferentes estrategias. Por ejemplo:

Ejercicio. Calcular
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~2x+5
I(1+5x—x2)dx

Se puede resolver como integral inmediata logarfimica o bien como integral racional. De
ahi la trascendencia del proceso que va a tener lugar a continuacién de verificacién de la
estrategia escogida por el alumno, ya que a priori el sistema no cuenta con ninguna
informacién al respecto.

Por tanto con la informacién del enunciado y con la estrategia seleccionada por el
alumno, en este caso polinémica, el mddulo decisor de estrategias de resolucién debe analizar
la seleccién y decidir si es o no apta para resolver el ejercicio. Este médulo est4 formado
por un procedimiento que involucra la verificacién de patrones. El seudocddigo de dicho
procedimiento se muestra en el apéndice A, apartado H.

Existen multiples consideraciones y aclaraciones que conviene hacer al respecto del
procedimiento indicado. Con el fin de facilitar las explicaciones, hemos agrupado en los
tres apartados que vienen a continuacidn la generalidad de las acciones que realiza el
procedimiento. Ademdas, antes de realizar comentario alguno relativo a cada una de las
partes, conviene incidir en el hecho de que para tomar la decisién de si la estrategia _
seleccionada es 0 no apta para resolver el ejercicio planteado, sélo son necesarios los
parimetros siguientes:

e El tipo de ejercicio en resolucidn,
o La estrategia seleccionada por el alumno,

o Las férmulas contenidas en el enunciado.

I. - Obtencién de datos.
En esta parte se encuentran todas las funciones encaminadas a seleccionar los datos
relativos al tipo de ejercicio en resolucidn, a la estrategia seleccionada por el alumno y a las

metavariables de dicha estrategia. Ademas se liberan de valor las metavariables,
considerando Gnicamente los simbolos de las mismas.

II.  Generacion de patrones.
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En este grupo se efectian dos operaciones fundamentales
i Seseleccionan los patrones de las férmulas del enunciado

Como ya se explic en el epigrafe 3.3, los patrones estructurales de las férmulas del
enunciado estin formados por reglas en las que la parte izquierda representa el simbolo
asociado a la férmula y la parte derecha estd formada por la representacién de la {6rmula
propiamente dicha, la cual estd expresada en funcidn de los simbolos de las metavariables.
Para comprobar si la seleccidn de estrategia es correcta necesitamos la parte derecha de las
reglas que determinan la estructura abstracta de las férmulas del enunciado. A partir delos
consecuentes de las reglas se van a obtener patrones condicionados de dichas férmulas.
Con el fin de aclarar esto vamos a analizar en qué consiste este proceso en el caso del
ejemplo que nos ocupa. La parte derecha de la regla correspondiente a la férmula del
enunciado es

Integrar{polinomio_, x) [1]

Vemos que la expresidn [1] es funcién del simbolo de metavariable polinomio. En el
apartado sigulente vamos a convertir esta expresién en un patrén condicionado, en el que
el simbolo polinomio aparecera condicionado por el condicionante correspondiente a la
metavariable.

it.  Se construyen las expresiones simbblicas condicionadas de los patrones
seleccionados

En esta fase a partir del patrén obtenido en la etapa anterior y de la lista de
metavariables obtenida en el paso I, se obtiene el mismo patrdn en el que las metavariables
aparecen asociadas a sus condicionantes, dando lugar a un patrén condicionado. En el caso
del ejemplo, la expresion [1] se transforma en la siguiente, similar a la anterior pero en la
que la metavariable polinomio ya aparece ligada a su condicionante, que en este caso requiere
que dicha expresion esté representada por un polinomio.

Integrar(polinomio_sPolynomialQ, x) [2]

con el fin de poder verificar si la expresion de la f6rmula del enunciado es compatible con
el patrén condicionado asociado a la seleccién del alumno.

En el caso de que existan distintos casos para una misma estrategia se obtienen tantos
patrones condicionados como casos haya. Por ejemplo en una integral por partes pueden
generarse los patrones condicionados siguientes, cada uno de los cuales hace referencia a
unos de los casos de ejercicios resolubles como integral por partes.
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Integrar( fPolynomialQ v ¢TrigQ, x)
Integrar(x £PolynomialQ v fExpQ, x)
Integrar(u_fPolynomialQ -v_#LogQ, x)
Integrar(z_fPolynomialQ v 2ExpDecQ, x)

III. Decision.

En este paso se efectfia la comparacién entre las expresiones de las férmulas en el
enunciado y los correspondientes patrones condicionados asociados a la estrategia escogida
por el alumno. La comparacidn es posible gracias a la funcién MatchQ que se explic) en
2.5.2. Recordemos que esta funcién toma como argumentos una expresién y un patrdn
condicionado y devuelve Verdadero o Falso dependiendo de que la expresion en cuestién
cumpla o no el patrdn. En el caso del ejemplo que nos ocupa, el resultado de la operacién

MatchQ( I(l +5x-x )dx , Integrar(polinomio_¢PolynomialQ), x)) [3]
es Verdadero puesto que la férmula
J(1+5x % )ax

tiene por expresion simbdlica en el lenguaje simbélico de Matbematica
Integrar(Sumar(1, Mulviplicar(5, x), Multiplicar (-1, Potencia(x, 2))), x) (4]

de modo que la funcién MatchQ compara el primer con el segundo parametro de [3],
siendo ambas expresiones iguales salvo en la parte correspondiente al integrando. Por
tanto, al final la comparacién se reduce a comprobar si

Sumar(1, Multiplicar(5, x), Multiplicar (-1, Potencia(x, 2)})

verifica el patrdn condicionado _#PolynomialQ (el nombre del patrdn, polinomio en este caso,
es irrelevante). Obviamente el resultado de la comparacién debe ser Verdadero. En
definitiva, en este caso la decisién para la seleccidn de estrategia realizada por el alumno, ha
sido compatible con el ejercicio planteado. Supongamos por un momento que la seleccién
de la estrategia que escoge el alumno hubiese sido por partes. Uno de los posibles patrones
condicionados de dicha estrategia es, como acabamos de ver,

Integrar(Multiplicar(sx_£PolynomialQ, v_#TrigQ), x)

En este caso, la comparacién

o
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MatchQ(
f(1+5x-x*)dx,
Integrar(Multiplicar (polinomio_¢PolynomialQ, simpleTrig_¢TrigQ), x))

debe producir como resultade Falso, puesto que aunque en el integrando del patrén
condicionado aparece descrito un polinomio, también aparece multiplicando a este una
funcién trigonométrica. Dado que en la expresidn simbélica de 1a f6rmula del ejercicio tal
funcidn trigonométrica no est, el resultado de Ja comparacion semantica resultaria ser

Falso.

Una vez tomada la decisién y puesto que en el paso I hemos considerado las
metavariables sin su valor asociado es necesario que, una vez hecha la comparacién de
patrones y antes de abandonar el procedimiento, se vuelvan a ligar las metavariables con
sus valores para continuar con el gjercicio. Para concluir, se comprueba si la decisién
tomada es adecuada o no. En el primer caso se continia con el ejercicio adelante y, caso de
no serlo, se envia al alumno un mensaje de error y se le permite volver a escoger otra
estrategia.

No debemos concluir este apartado sin hacer referencia a otra cuestién importante
asociada a la seleccidn de estrategta. Nos referimos a la posibilidad de que un ejercicio sea
resoluble mediante dos o més estrategias diferentes. Esta es una circunstancia muy habitual
en el razonamiento matemético. La existencia de caminos diferentes para resolver un
mismo ejercicio, cuestidn esta que dificulta enormemente la sistematizacién de los procesos
de razonamiento y resolucidén y que pensamos que ha sido, en gran medida, una de las
causas de que hasta el presente no se haya abordado con decisién la resolucién interactiva
de ejercicios y problemas en disciplinas cientificas en general y en Matematicas en
particular,

Para encontrarnos situaciones en las que la circunstancia comentada anteriormente se
da no es necesario recurrir a complejos ejercicios de integracidn, ni de ecuaciones
diferenciales, ni similares. Basta con un simple ejercicio de aritmética con las operaciones
basicas suma y producto. Vedmoslo con el siguiente ejemplo.

Ejercicio. Calcular E[i.,,l)
3275

Este es un ejercicio bésico de aritmética de fracciones. Pero pensemos cémo puede
resolverse. Una posibilidad es efectuar la suma y el resultado de la misma multiplicatlo por
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el factor % . Tampoco seria incorrecto aplicar la propiedad distributiva y multiplicar el

primer factor por cada uno de los sumandos en el segundo factor, sumando posteriormente
ambos resultados parciales.

Vemos, pues, que hay (al menos) dos formas distintas de resolver un ejercicio con estas
caracteristicas. Seria deseable, por tanto, que el alumno dispusiera de al menos esas dos

estrategias para resolverlo. Pues bien, tal circunstancia es perfectamente posible realizatla
con MathEds.

Desde el punto de vista de las estrategias posibles (lamémoslas simplificar y distributiva),
ambas dan lugar al mismo patrén condicionado puesto que comparten el mismo patrén
estructural de f6rmula y las mismas metavariables. Sin embargo, lo que distingue a una
estrategia de otra en este caso son las acciones {recordemos la definicidn de estrategiaen el
epigrafe 3.3.3.2). En el caso de la estrategia distributiva las acciones que se han de realizar
se resumen en:

= Efectiia el producto del factor comdin por el primer sumando.
= Efectita el producto del factor comin por el segundo sumando.
= Suma los vesultados parciales de las operaciones anteriores.

En el caso de la estrategia simplificar las acciones a realizar son
»  Resuelve la suma del segundo factor en el enunciado.

Efectiia el producto del factor comiin por el resultado obtenido de la suma.

En este segundo caso el disefio de las acciones de resolucién se ha basado en la accién
resolucidn de ejercicio, invocando la resoluciédn de la suma correspondiente al segundo factor
para, posteriormente, multiplicar dicho resultado por el primer factor. En consecuencia,
comprobamos que es posible reproducir el razonamiento humano para resolver este
ejercicio sencillo de caleulo abordandolo desde los dos puntos de vista posibles, facilitando
al alumno la posibilidad de escoger entre ambas estrategias, siendo ambas igualmente
vélidas. Solver acepta cualquiera de las dos selecciones de estrategia, ya que ambas se
adaptan al patrdn seméntico del ejercicio. En este caso, como ya hemos indicado antes, las

diferencias entre ambas estrategias vienen dadas por las acciones asociadas a cada una de
ellas.
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En el apartado I del apéndice A se detalla la estructura de datos, la cual contempla
ambas estrategias, asociada para un ejercicio con estas caracteristicas.

Un hecho importante a resaltar es la presencia en la accidn de resolucion de ejercicio de
parametros de entrada y salida. A diferencia de lo que sucede en la generacién aleatoria de
ejercicios (apartado 3.4.1), la funcidn encargada de la resolucién de los ejercicios distingue
los casos en los que no existen datos de entrada ni salida {en cuyo caso procede a la
generacién aleatoria del enunciado), de los casos en los que si se invoca dicha funcién con
datos tanto en la entrada como en la salida, como en el caso anterior. Un segundo efecto
notable asociado a esta circunstancia es que la resolucién de este subproblema, el que
corresponde a la obtencidn del factor suma, se efectfia en otro cuaderno de resolucion.
Naturalmente, al tratarse de otro ejercicio, se va a pedir al alumno nuevamente que
seleccione una estrategia de resolucidn, una explicacién conceptual asociada a dicha
estrategia y que resuelva las acciones que el sistema le vaya presentando.

Finalmente no queremos avanzar al siguiente apartado sin mostrar con otro ejemplo la
relevancia que puede tener una apropiada seleccidn de estrategia de resolucién. El siguiente
. -y . . = .}
ejemplo puede resolverse utilizando, al menos, tres estrategias distintas de resolucion

Igf+1dx
x+x
Dichas estrategias son:
1. Es una integral inmediata. Observemos que el numerador es la derivada del
derominador y, en consecuencia, la funcién primitiva corresponde al logaritmo
neperiano del polinomio del denominador.

2. Se puede resolver por cambio de wariable. Si denominamos a
x* +x=tentonces (2x+1)dx =dt y la integral se convierte en
dt
t
que reduce el problema al caso anterior.

3. Finalmente la integral se puede resolver como racional. Tendriamos que
obtener la descomposicion en fracciones simples del integrando quedando

I2x+1

S e [Laer [
X +Xx X

x+1

las cuales son, a su vez, integrales inmediatas del tipo logaritmico descrito en el
punto 1.
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Con este ejemplo se pone de manifiesto la relevancia de trabajar en un nivel simbdlico
con las metavariables catentes de valor (tal y como se ha indicado en el paso I anterior),
porque ello mos petmite tomar decisiones desde un punto de vista estrucrural,
independientemente del valot que en un ejercicio concreto tengan las metavariables.

3.4.3. Seleccién de la descripcion asociada a la estrategia

Toda estrategia debe llevar asociada una desctipcién de las tareas bisicas que conlleva
la misma. Dicha desctipcién la debe haber declarado el profesor en el proceso de disefio
del ejetcicio. Con el fin de comptobar, en cietta medida, si la seleccién del alumano ba sido
hecha de fotma tazonada o al azar, MathEdn Solverva 4 hacer uso de la informacién textoal
de que se dispone en dichas desctipciones para someter al alumno a una primera prueba
sobre la decisién tomada.

En concteto, Soker va a presentar al alumno una paleta con todas las posibles
explicaciones correspondientes a las estrategias del tipo de ejezcicio que se esté resolviendo.
Las opciones de esta paleta estan ordenadas de forma aleatoria con el fin de que el alumno
no tenga una referencia espacial de la estrategia que ha escogido en situaciones similares
antetiores. S6lo una de las explicaciones es compatible con la estrategia que ha escogido y
Solver continuara con la resolucidn del ejetcicio anicamente en el caso de que el alamno
seleccione la explicacién correcta. En el caso contratio se le envia un mensaje de etror
recomendindole que repase la teoria correspondiente al tema en cuestion.

Ilustracion 3.28. Descripcion de las estrategias de resolucion de un ejercicio de integracion.

La ilustracién 3.28 muestta una de estas paletas cotrespondiente 2 las desctipciones de
las estrategias asociadas al tipo de ejetcicio ufegracidn. Evidentemente es una forma muy
supetficial de evaluacién. Pero no es menos cierto que una decisién tan apatentemente
simple como seleccionar la estrategia a través de la cual el alumno cree que puede resolver
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el ejercicio conlleva haber efectuado un analisis pormenorizado de la estructuta que
observa en el mismo, identificindolo con alguno conocido. El alumno debe efectuar esta
operacién de vn modo consciente, procurando conocer los conceptos relativos del tema al
cual corresponde el ejercicio. Una seleccién aleatotia de la estrategia de resolucion le
levard, casi con total seguridad, bien 2 una resolucién etrénea o bien a no ser capaz de
continuar con la tesolucién. En cualquiera de los dos casos, el acto consciente del
aptendizaje quedari completamente desvittuado y anulado ante un desconocimiento
te6rico msuficiente por parte del alumno.

3.4.4. Acciones del alumno

El diltimo médulo del motor de resolucién de MathEdu Solver cortesponde al gestor de
las acciones del alumno. Desde el primer momento en que comenzamos a disefiar cémo
deberia ser un sistema de las catacteristicas de MarbEdx siemptre hemos tenido la idea, mas
o menos clata, de que la resolucién de un. ejetcicio vista en su totalidad es similar a ver los
fotogramas de una pelicula, donde cada fotogtama reptesentatia una accién de la resolucién
del ejercicio y la pelicula entera representaria la resolucion completa del ejercicio. La
caractetistica fundamental de MarhEdn consiste en representar peliculas abstractas, validas
para nuevos problemas, en una sola estructura de datos que en cada caso se puede
convertir en una pelicula especifica interpretable por el motot de resolucién.

Esta concepcién filmogrifica de la forma en que se puede abordar la resolucién de un
ejercicio de Matemadticas nos ha sido de gran utilidad a 1a hora de pensar en el modo en que
debfamos disefiar las acciones que el alumno debe ejecutar y, pot tanto, en la interaccién
bombre-miquina. La mayor dificultad que hemos encontrado al plantear esta forma de
razonat, considerando que el a2lumno debia ir encadenando las acciones que el profesor
habia especificado en la fase de diseiio, se debié a que Mathematica no captura eventos del
sistema. Es decit, no existe en Mathematica la posibilidad de crear un bucle que detecte, por
ejemplo, el cambio de valor de una variable, o que el usuario ha escrito algo en un campo
de introduccién de datos, o que se ha abierto un mend o se ha pulsado un botén. Estos
aspectos basicos en la programacién de aplicaciones con interaccién hombre-méquina,
como es el caso de MathEdy, resultan una carencia significativa en un sistema de las
caractetisticas de Mavhematica. Para suplir esta carencia pensamos en un esquema mis
rudimentario peto que en definitiva ha resultado igualmente eficaz. La idea bésica es que
todos los elementos de la interfaz que utilizamos, salvo los cuadetnos, que son meros
expositores de informacién, disponen de algin elemento activo (uno o vatios botones).
Dichos elementos son los que nos petmiten encadenar la sucesién de tareas que tanto enla
fase de disefio como en la de resolucién han de ejecutar los usuarios del sistema.

En el caso de la gestidén de acciones en Sokwr, que es el médulo que zhora nos ocupa,

dicha gestién la realiza la funcién hacerAcciones, cuyo unico cometido es identificar el
tipo de la accién (su cabecerd) y traducitla a una funcién ejecutable por Mathematica. El
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seudocédigo de dicha funcién se detalla, como es habitual, en el apattado ] del apéndice A.
Su funcionamiento es muy simple: toma siempre la primera accién de la lista de acciones (la
cual actda como una cola First-In First-Ond) que se le pasa como parametro y, dependiendo
del tipo que sea la accién (lo cual lo indica la cabecera de la misma), se reemplaza dicha
cabecera por otra correspondiente a una funcidén del médulo Sofer la cual es ejecutada de
forma automatica por el ndcko de Mathewsatica, dando lugar al didlogo de la accién
cottespondiente que debe realizar el alumno.

Como se puede apreciar todas las acciones tienen como dltimo patimetro la cola de
acciones. Cada accién porta la informacién del resto de acciones que ain quedan por
ejecutar y, uva vez que ha concluido ella misma, invoca nuevamente a la funcién
hacerAcciones con la lista del resto de acciones que deben ejecutarse. Graficamente lo
esquematizamos en la figura 3.6 siguiente. Es importante comprobar cémo todas las
acclones siempre invocan auevamente a la funcién hacerAcciones, salvo en el caso de la
funcién que invoca a resolverProblema para iniciar Ja resolucién de un subproblema.

A AT

Wresolver Problenis)
resolverProblema(}
asignar[] *
mensajell .

entradabatos([]
entrad-’-tosCOndicional[J

Figura 3.6. Representacién esquemdtica del bucle hacerAcciones.

En el apartado 3.3.3.2.2, hemos descrito con detalle como el profesor disefia las
acciones que el alumno va a realizar postetiotmente en la fase de resolucién interactiva.
Remitimos al lector a aquel apartado con el fin de recordat cualquier aspecto que se
considere oportuno al respecto de los diferentes tipos de acciones. Unicamente queremos
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presentar el didlogo utilizado para las acciones de enttada de datos, el cual resulta
fundamental en el didlogo alumno/sistema.

Diélogo pata las acciones de entrada de datos

Las acciones de

entrada de dates utlizan -
todas ellas el didlogo | Intraduce ¢l valor pedido:

de ln ustacign 329, 2.
través del cual el | —

alumno puede |
introducir en el sistema '

,'_ En_tr?_da_ de expresiones

Ilustracién 3.29, Didlogo de la accién de entrada de datos.
o el dato que se le

solicita. El alumno dispone de la paleta de simbolos habitual de Mathematica, pudiendo
hacer uso de cualquiera de ellos silo estima oportuno.

Conviene recordar aqui que en las acciones de entrada de datos con patrén las
condiciones que puede especificar el disefiador son de dos tipos. Por un lado puede
especificar que la condicién sea del tipo predicado (PolynomialQ, Number(, Integer(, etc.). Pot
otro lado puede especificar patrones condicionados de la expresién. Por ejemplo son
condiciones de la forma '

[Sen(_? PolynomialQ) dx

la cual exige que la expresion que teclee el alumno debe set una integral cuyo integrando
esté formado por la funcién seno aplicada 2 una expresién polindémica. En este patron
semintico el profesor exige condiciones tanto sobre la estructura de la expresion (debe ser
una integral de un seno) como sobre el contenido del argumento de dicha funcién
trigonométrica (debe ser un polinomio). Es en este aspecto de la progtamacién con
MathEdu en la que pensamos que es necesatio disponer de unos minimos conocimientos de
Mathematica v sin duda somos conscientes de que algunas de las mejotas que han de
realizarse sobte esta versidn inicial de la aplicacién, deben it en la direccién de mejorar la
interfaz con el profesor para facilitarle este tipo de tareas de programacién.

La posibilidad de poder comprobar seménticamente expresiones confiere a MarhEdr
una caractetistica que le aproxima en cierta medida al modo de razonamiento humano, al
sex capaz de considerar como vilidas expresiones tecleadas por el estudiante que, aunque
estructuraimente difieren de las previstas en su dia por el profesor durante el disefio,
semanticamente tienen el mismo valor. En el apartado K del apéndice A se puede
encontrar informacién mis detallada sobte el procesc de evaluacién de exptesiones.
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3.4.5. Conclusiones

La importancia del conjunto de procesos que acabamos de explicar relacionados con las
acciones de resolucién de un ejercicio radica en €l hecho de que gracias 2 Ia existenciade la
accion resolver se consigue establecer para un mismo ejercicio distintas alternativas de
resolucién del mismo. La propia naturaleza de las acciones de resolucién de un ejercicio
hacen que esta sea en general excesivamente lineal. Los ejercicios de calculo que se pueden
disefiar y resolver con MathEdu son algoritmicos. Esta afirmacidn 1a hacemos en el sentido
de que siempre han de ejecutarse las mismas acciones para resolver un ejercicio de un
mismo tipo utilizando una misma estrategia. La importancia de la cuestién radica en, 2
nuestro juicio, dos hechos

i. Que se pueden sistematizar las acciones de resolucién, ayudando al alumno a adquirir
destreza en las mismas (este es el aspecto algoritmico a que nos acabamos de referir)

il. Que disponemos de una forma de diilogo sencillo con el alumno, logrando una
interaccién hombre-méaquina que hasta el momento no se habia logrado en términos
de resolucidn de ejercicios de Maremaricas.

La existencia de la accidn resolucion de ejercicio posibilita la utilizacién de modos
alternativos de resolucién de partes de un ejercicio incrementando los beneficios obtenidos
con las restantes acciones de MathEdu. Esto se concreta invocando la resolucién de
subproblemas que subyacen en la resolucién del ejercicio principal. El matematico tiende
siempre a parcelar su actividad y, en el caso de la resolucién de ejercicios que involucran
caleulo simbélico, esta circunstancia también est4 presente. Por tanto este mecanismo de
MathEdy es similar al modo en que razona una persona.
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3.5. MathTrainer

3.5.1. Descripciény aspectos generales de la aplicacion.

Comenzamos el epigrafe final del presente capitulo en el cual vamos 2 describir las
caractetfsticas propias de MathTrainer (Diez, 2000; Diez, 2001), aplicacién integrada en
MathEdn 1a cual se ha obtenido a partir de MathEdu Solver. MathTrainer surgié de forma
natural a la vista de las capacidades que nos ofrecia Soker con el fin de tratar de
proporcionar explicaciones al alumno acetca de un ejercicio que se le hubiese planteado y,
o bien no supiese como resolvetlo, o bien al resolvetlo se encontrata con dificultades
inesperadas e inclusive en el caso de que el alumno deseara saber ¢cémo resolvet un
ejetcicio que él planteara a MathEdu. La forma en que trabaja MathTrainer puede
considerarse préxima a campos propios de la Inteligencia Artificial puesto que partiendo
del patrén estructural de un ejercicio determina la estrategia o estrategias validas para
resolverlo y, a partir de dichas estrategias encadena las acciones asociadas, realizando los
calculos oportunos en cada momento y mostrando al alumno paso 2 paso cémo se debe
resolver el ejercicio.

En las piginas siguientes vamos a mostrar las distintas formas en que puede ser usado
MathTrainer tanto por el alumno como pot el profesor, asi como la mnterfaz de la aplicacion.

El Alumno

El alumno que sigue de forma interactiva un curso de cilculo puede usar MathTrainer en
el momento que lo desee. Un cutso consiste en una secuencia de capitulos que pueden
incluir teora, ejemplos y ejercicios para ser resueltos. Durante su estudio, el alumno
generalmente primero lee la teotia y los ejemplos y posteriormente dispone de dos
alternativas:

1. Puede intentar los ejercicios que dindmicamente genera MathEdn Solver. Los
ejercicios son generados a partir de Ja informacion del tipo de ejercicio que desea
resolver el alumno, cosrespondiente a alguno de los temas tratados dentro de un
cutso.

2. Puede estudiar como resolver ejercicios de un modo guiado, paso a paso. A este
respecto diremos que los ejercicios concretos que se le van a presentar al alumno
no estin predefinidos. El alumno escoge el tema y el tipo de ejercicio es
seleccionado de forma aleatotia pot el sistema.

" En e segundo caso el alumno puede escoger entre dos modos de seleccién de
ejercicios posibles:

1. Seleccitn aleatoria del tipo de ejetcicio.
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2. Introduccién del ejercicio por teclado

En el ptimer caso el sistema se encarga de generar un enunciado de forma aleatoria y, a
pattir del mismo, ilustrar la resolucién guiada del mismo.

En el segundo caso el alumno dispone de un didlogo para tecleat la expresién
correspondiente al tipo de ejercicio que haya seleccionado. Es decit, el alumno le indica al
sistema el tipo de ejetcicio que desea resolver, por ejemplo ecuaciones diferenciales
ordinatias, derivacién o integracién. A partir de esta informacién el sistema construye va
diflogo que representa el enunciado correspondiente al tipo seleccionado. En dicho didlogo
los campos cottespondientes a las férmulas presentes en el enunciado son libres y el
alumno puede teclear cualquier expresion que desee. Podemos ver un didlogo de estas
caracteristicas en la ilustracién 3.30.

En ambos casos el alumno dispone de un botén para avanzar paso a paso. Cada vez
que pulsa el botén el sistema pasa a Ia siguiente accién de Ia lista de acciones que debe
ejecutar, la realiza y queda en espera hasta que el alumno vuelva a solicitar el siguiente paso.

| | Y

5+2x%
L+0x+x2
uxJcancen J|
¥

Tlustracién 3.30, Dislogo de introduccién de formulas para un tipo de
gjercicio.

Por tanto, desde el punto de vista del alumno, MathTrainer es exclusivamente un
programa que le permite visualizar secuencialmente los pasos necesatios que debe dar para

resolver un ejercicio, junto con los resultados que debe obtener en cada paso.

En consecuencia una vez que el alumno ha estudiado potr ejemplo cémo es la
resolucién de una ecuacién diferencial lineal como

yry=1
puede decidir que el sistema le muestre cdmo tesolver ecuaciones de Ia forma

P ryfe= ¢
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MathTrainer entonces le dari al alumno una explicacién, paso a paso, de como debe
realizarse la resolucién de este tipo de ejercicios. Para que el sistema pueda dar dicha
explicacion es necesatio que sea capaz de identificar las expresiones que teclea el alumno
entre aquellos patrones de que dispone en la estructura de datos del curso. En caso de que
el ejercicio propuesto no fuese apropiado, en el sentido de que el sistema es incapaz de
reconocet el pattdn asociado al mismo entre el copjunto de patrones asociados a cada tipo
de ejercicio, €l sistema se 1o comunicati al alumno, el cual podri revisar el tipo de datos que
ha utilizado para plantear el ejercicio al sistemna y a qué se debe el que este no sea capaz de
mostratle la resolucién.

Otra de las formas en que puede integrarse MashTrainer con MathEdn Solver consiste en
proporcionar al alumno explicaciones de como proceder en caso de cometer exrores de
forma reiterada en los calculos que debe ir realizando de forma interactiva a instancias de
MathEdu Solver o bien en caso de que sea el propio alumno el que solicite Ia ayuda al no
saber como realizar un paso. En la versibn inicial de MazhEdy, tal y como fue disefiado en
un principio, este tipo de ayuda sélo eta posible datla en caso de que el profesor hubieta
repatado en la posibilidad de que en determinadas circunstancias podtia ser necesaria
determinada ayuda y la hubiera planificado “a mano”. Esta era una limitaciéon importante
de MathEdr dado que puede darse la circunstancia de tener que proporcionar ayudas en
cada paso del trabajo desempefiado por el alumno, en cuyo caso la cantidad de trabajo
adicional que debia realizar el disefiador para proporcionar explicaciones adicionales podia
ser desmesurada.

El profesor

Una cuestién importante es en qué medida afecta el uso de MazhTrainer 2l profesor. En
este sentido hemos de decit que el proceso de disefio de cursos por el profesor que esti a
cargo de los mismos mediante el uso de la herramienta de autor MathEdn Designer posibilita
que el uso de MashTrainer sea una actividad absolutamente transparente para el mismo.
Cuando el profesor estd disefiando un ejercicio debe concentratse exclusivamente en los
aspectos relativos al disefio, qué estrategia de resolucién va a declarar, qué partes de las
férmulas va a generalizar, qué acciones va a definir, etc. En ningtin momento debe pensar
en los aspectos propios a la resolucion gniada porque es el propio MathTramer el que
haciendo uso de Iz informacién del disefio se encarga de efectnar la resolucién guiada paso
a paso.

Radica aqui ¢l valor afiadido que esta aplicacion ha propotcionado al sistema original.
El profesor obtiene “por el mismo precio” de su trabajo de disefioc de ejercicios, la
explicacién de los mismos. Sélo tiene que preocuparse, como ya hemos visto en pattes
anteriores del presente capitulo, en los procedimientos algotitmicos que desea disefiar 2 fin
de que el alumno se e¢jercite en los mismos. Por tanto el proceso de disefio puede
considerarse como el de definicién de las acciones que tanto el sistema como el alumno
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‘deben realizar en tiempo de resolucién. Recordemos que MathEdu Designer almacena una

abstraccién de las acciones que deben ser utilizadas g-posterior. Caando MarhTrainer muestra
al alumno cémo resolver un ejercicio, bien generado por el propio MathIrainer o puesto
por €l alumno, se limita a reproducir exactamente las mismas acciones que especificé el
profesor una vez puestas en el contexto cotrespondiente y tealiza por si mismo los caleulos
oportunos que deben ejecutatse para cada una de ellas, mostrando los resultados al alumno
en el correspondiente cuadetno de resolucion.

Pot otro lado, cuando el alumno estd resolviendo un ejercicio, MathEdn Solver vesifica
cada expresién que el alumno introduce, contrastando su compatibilidad con el patrén
esperado para dicha expresién, el cual fue especificado en el momento de disefio por el
profesor. Este proceso de validacién utiliza la potencia de los mecanismos de comparacion
de patrones de que dispone Mathematica, los cuales posibilitan Ja definicién de patrones de
estructuras complejas de expresiones matematicas. Estos mismos mecanismos también son
usados por MathTrainer en ¢l mismo modo en que se vsan en So/ver. Del mismo modo que
Solver determina las estrategias que son vilidas pata tesolver un ejercicio, MazhTrainer
también realiza este proceso y le pide al alumno que escoja, caso de haber més de una, la
que él desee para mostrar la resolucién guiada. Una vez que el alumno escoge la estrategia
que desea explorat, el sistema determina su conjunto de acciones asociadas y comienza el
proceso de demostracién de la resoluci6a.

La interfaz

El proceso de demostracion de la resolucion utiliza una interfaz equivalente a la que
utiliza MathEdn Solver con la diferencia que en vez de ir mostrando ventanas de dijlogo al
alumno pata que introduzca las expresiones que se le piden, es el propio sistema el que va
mostrando las expresiones que el alumno deberi introducit en una hipotética sesion de
resolucién interactiva,

El ejercicio que has planteado es de integracion y para resolverlo debes indicar =
1 al sistema qué estrategia entre las de Ia lista signiente deseas emplear, A
Estrategias vélidas: {logaritmica, racional}

} Celeular

S5+2x
14+ 5x+a2

Selecciona una estrategia entre fas posibles estrategias validas para el ejercicio

| La estrategia de resolucién escogida es: logaritmica -
Justificacién de Ia estrategia: o
Elintegrando es una funcién racional de una funcién £y su derivada : :

S s 0

Ilustracién 3.31. Ejemplo de cuaderno de resolucién guiada
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En la jlostracién 3.31 se muestra un ejemplo de cuaderno de resolucién guiada de ua
ejercicio de integracién que se resuelve mediante una integral de tipo logaritmico. De esta
forma el alumno puede ir leyendo en el cuaderno de resolucion guiada los mensajes de las
diferentes acciones que debe tealizar y los tesultados de la ejecucién de dichas acciones.
También encontrari en el cuadetno los mensajes del sistema relativos a la seleccién inicial
de estrategia y de su justificacién. Hsta interfaz estd adaptada para mostrar en cada
ejecucién los datos concretos del ejercicio que se estd resolviendo, de forma que la
explicacion final del ejercicio es semejante a la que se podria encontrar en un libro de texto.

j Cuademo de Reaolucssn

| B gjercicio que bas planteado es do integracion y para resolverlo debes indicar al &
sistema gué estrategia enire las de Ja lista siguiente deseas emplear.
Estrategias vilidas: {logaritmica, racional) -

Calonlar

5+2x
—_—x
14 5x+x2

Selecciona una esirategia entre las posibies esirategias validas para el gercicio
La estrategia de resolucion escogida es: logaritmica , ;
Justificacion de la estrategia: -
£l integrando es una funcién racional deuna fancidn £y su derivada

"Debes comprobar si el numerador del integrando es la derivada del
} denominador®

"Detiva Ja funcién del denominado 1+ 5% +2" “
El valor esperado es. | '

5+2x

} *Una vez comprobado que 5+ 2% es la derivada de 1 + 5x+22, introduce ¢l _
resultade de esta integral inmediata® ]

El valor esperada es: -
U .2 |

Hustracién 3.32. Continnacién del cuaderno anterior.

Log[1+ Sx+ 2(2]

La ilustracién 3.32 muestra la continuacién de este mismo ejemplo. En la continuacién
podemos apreciar como hay, en este caso, dos tipos distintos de acciones. Por un lado
tenemos una accidn del tipo mostrar mensaje, la poimera que apatece en el cuadetno. Sin
embatgo la segunda accidn ya cortesponde a un tipo de accidon de entrada de datos
(probablemente una accién de entrada de expresiones), en la cual se pide al alumno que detive
la exptesién que se muestra, un polinomio de grado 2. En negro se muesttan los resultados
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‘de dicha operacién. Obviamente en este caso el resultado de la opetacién no ha sido
introducido pot el alumno, sino que ha sido la propia aplicacién, MathTrainer, haciendo uso
del nicleo de Mathematica, 1a que ha pedido a éste que obtenga la detivada pedida y, acto
seguido, la muestra en el cuaderno. Una situacién similar se reproduce en la Gltima accién

que se muestta.

La forma en que actia MathTrainer es similar a Ia que lo hace MathEdn Solver de tal
modo que las acciones de resolucion de gjervicio provocan la apettura de un nuevo cuaderno de
resolucién en otra ventana y todos los procedimientos derivados de la resolucién de un
ejercicio nuevo (del mismo tipo o de otro distinto). Se vuelven a analizar las estrategias
validas, se le muestran al alumno para que escoja la que desee, se justifica la estrategia y se
encadenan sus acciones hasta concluit el subproblema, momento en el que se regresa a la
resolucion del ejercicio original.

3.5.2. Conclusiones.

Como hemos podido comprobar, MathTrainer complementa de manera idénea la idea
original de MathEdy de interactuat con el alumno ea Ia resolucién interactiva de ejetcicios.
¥ mis atn si tenemos en cuenta que el esfuerzo que esto supone al profesor es aulo, la
incorporacién de una aplicacién con estas caracteristicas al sistema parece, a todas luces,
Sptima.

MartbTrainer incorpora una nueva funcionalidad que no estaba disponible en la
concepcibn inicial del sistema. Esta nueva funcionalidad hace mis sencilla la definicién de
cursos de materias que involucran cdlculo simbolico y que permiten al alumno aprender
mis ripido y mejor los diferentes métodos de tesolucién de los ejetcicios relacionados con
tales materias. En este sentido, el objetivo principal es hacer sentit al alamno que el sistema
es un colaborador suyo durante su proceso de aprendizaje, consiguiendo que se familiatice
¥ que confie en éL Para lograr esto es indudable que, ademds de udlizar interfaces
suficientemente gratas, proximas al alamno, clatas y concisas, es conveniente incotporar
funcionalidades propias de los tutores inteligentes, fundamentalmente un modelo del
alumno, que recoja las vicisitudes personales de cada uno individualmente, conociendo sus
vittudes y deficiencias y tratando de dar ayuda en aquellos momentos en los que exista
cierta verosimilitud de que el alumno la va a necesitat. En este sentido volvetemos a tratat
estos aspectos propios de la concepcion del sistema cuando planteemos las conclusiones
finales de la memoria.
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Capitulo 4.

PRUEBAS DE DISENO Y RESOLUCION CON
MathEdu

En el preseate capitulo vamos a exponer en qué han consistido las pruebas que hemos
realizado con MathEdy al objeto de probar sus caracteristicas de funcionamiento en lo
referente tanto a la fase de disefio como a la de resolucién, tanto interactiva como guiada.

Como ya explicamos al inicio de la tesis, el propdsito del trabajo eta el de desartollar
una tecnologia que permitiera al profesot, de una parte, disefiar los procesos bisicos que
desciiban ejetcicios de calculo para que el alumno, de otra parte, pudiese resolvetlos de
forma interactiva. En definitiva el objetivo de la tesis era, fundamentalmente, tecnolégico.
Por consiguiente, a Ja hora de planteat las pruebas del sistema no hemos querido probar la
capacidad de MasbEdn para ensefiar dado que el planteamiento genetral de la tesis no es
sobre didactica. Esto no quiere decir, claro estd, que no deban hacetse pruebas reales con
profesores y alumnos que evalien la utilidad de la herramienta desde el punto de vista de
los usuartios finales. Pero como ya hemos expuesto en la memoria son necesatias mejoras
desde el punto de vista de disefio y eficiencia de la interfaz y estas mejoras han de llevar un
tiempo que alargatfa de forma innecesaria las conclusiones que en el estado actual de la
investigacién pueden extraerse al respecto de la tecnologia desarrollada. Puede llegar a
decirse que el desarrollo de una interfaz que incorpore mejoras como las que planteamos
en las lineas de trabajo futuras del capitulo siguiente, junto con la evaluacién de la
herramienta en sitnaciones reales de docencia, con grupos expetimentales y de control que
propozcionen resultados estadisticos significativos sobre la misma, podtia constituir en si
misma e] trabajo de investigacién de una segunda tesis doctoral.

En definitiva, las pruebas que hemos disefiado y que nos ha parecido razonable realizar
desde el punto de vista de evaluacién de la tecnologia han consistido en el desatrollo de un
Curso Basico de Ejercicios de Célculo Integral. A lo largo del presente capitulo vamos
a it exponiendo cuestiones relevantes que han ido surgiendo dutante Ias pruebas. Algunas
de ellas son francamente positivas. Sin embargo, y decir lo contrario serfa faitar a la verdad,
hay cuestiones en las que hemos comprobado que aun es posible incorporar nuevas
mejoras a MathEdu que pueden hacer de la herramienta un sistema més Gt y eficiente.
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41 Contenido del curso.

Dentro de la enorme cantidad de ejercicios de integracién que se pueden encontrar en
textos especificos sobte el tema como pueden ser [R.AE.C., 1971], [Bronte, 1974] o
[Diego, 1987], creimos conveniente centramnos en un grupo significativo y que no hiciese
intetminable el proceso de disefio de ejercicios. Por este motivo escogimos como fuente de
informacién para el desatrollo del curso el texto [Spivak, 1980], en concreto su capitulo 18
sobre Integracién en términos elementales. Con el desarrollo de un curso que abarca todo un
capitulo de ua libro prestigioso como es el Caluins de Spivak pensamos que en cierto modo
estamos tratando aspectos que estin mds préximos a la didéctica que 2 la tecnologia. Es
mis, el curso cubte una buena patte del contenido de una aplicacién que actualmente estd
comercializada y que ya apareci6 en otras partes de la memoria, Calewlus Wig, Pensamos que
el desarrollo de un conjunto de pruebas que abatcan, si no la totalidad, si una parte
impottante de una aplicacién profesional en uso, sitve como garantia de la validez de la
tecnologia desarrollada.

Volviendo al objeto del presente apartado, en este capitulo se describen los siguientes
métodos de resolucién de integrales indefinidas:

a) Integracién por partes,
b) Integracién por sustitucion (cambios de vatiable),
¢) Integracién de funciones trigonométricas,
d) Integracidén de funciones racionales.
A esta lista de integrales afiadimos propiedades de simplificacion de integrales asi como
un conjunto de integrales inmediatas. Por tanto el aspecto que presenta la paleta de

estrategias del curso que hemos disefiado como pruebas del sistema es la misma que ha ido
apareciendo a lo largo de Ja memoria y que recordamos en la ilustracién 4.1

Tustracitn 4.1. Paleta de estrategias en MathEdu.

136




Pruebas de diserio y vesolucién con MathEdu

En lo que resta del capitulo vamos a exponer, una por una, cada una de las estrategias
enumeradas. Comentaremos los aspectos mas relevantes del disefio (dificultades, hallazgos
relevantes, etc.) e indicaremos ejemplos del tipo de ejercicios que se pueden resolver.

4.2.  Simplificacién de integrales

Con objeto de ser capaces de resolver integrales que pueden simplificarse aplicando las
propiedades de lnealidad del operador integral (multiplicacién por escalares y
descomposicién de la integral de una suma en suma de integrales), incluimos sendas
estrategias para resolver estas propiedades. Denominamos las estrategias como propiedad
lineal y propiedad escalar. Los patrones estructurales de estas estrategias son los signientes.
Para la estrategia propiedad lineal

J‘qus( £ _)dx

En el caso correspondiente a esta propiedad, la metavariable fse define de la siguiente
forma '

{f
UAM.
.INFORMATICA
knownPlisQ, | 5T Biproreca
SuncionesAptasGen}

El predicado krnownPlusQ analiza el integrando comprobando que est4 formado por la
suma de cualesquiera funciones cuyas definiciones estin incluidas dentro del tipo de
ejercicios de integracidn y que, en consecuencia, son reconocibles mediante sus
correspondientes predicados. Es decir, que si aparece una funcién que no es reconocible
con ninguno de los predicados definidos en el resto de estrategias de integracién, la
propiedad no serfa aplicable. En caso de que se pudiese aplicar la estrategia propiedad lineal el
sistema se encontraria con un sumando correspondiente a una integral que no sabria
resolver.

Como se puede apreciar en el patrén estructural, la metavariable faparece afectada de
dos caracteres de subrayado. El patrén condicionado resultante permite la aparicion de dos
o mas instancias de funciones con las caracteristicas de £, dado que a priori es imposible
saber como son las expresiones que pueden resultar en la generacion o en la resolucién
interactiva y por ello es necesario enunciar estructuras generales de reconocimiento.

En cuanto a la generacién, se usa igualmente un generador que utiliza exclusivamente

las funciones de generacién declaradas en el tipo de ejercicio integracidn, al objeto de que
los ejercicios que se planteen al alumno sean resolubles coherentemente.
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Con respecto a las acciones de esta estrategia, s6lo hemos declarado una accién de
entrada de expresiones, Esta accién le pide al alumno que introduzca la integral
simplificada descompuesta en todos los sumandos que sea posible obtener. El dato
introducido por el alumno se verifica mediante comparacién con la correspondiente
expresion objetivo de la accién.

Con respecto a la segunda estrategia de simplificacién, la propiedad escalar, se define el
patrdn estructural de la misma como

Ja- £ )ax

En el caso correspondiente a esta propiedad, la metavariable a se define de la siguiente
forma

{a, ConstQ, integerGen({ })}

El predicado CornstQ permite la aparicién dentro del integrando de cualquier simbolo o
cualquier valor numérico del tipo que sea. Excluye explicitamente en su implementacién la
variable x al ser la variable de integracién. Para la generacién Gnicamente se incluyen
integrales que lleven asociada una constante entera en el integrando.

En cuanto a la definicién correspondiente a la metavariable f es semejante a Ja dada
para la estrategia de linealidad anterior y su justificacién es la misma.

{f, tmown(), funcionesAptasGen}

Como tinica accibn se le pide al alumno, al igual que en caso anterior, que aporte al
sisterna la expresion simplificada resultante, verificindose la validez de la misma.

Existen otras simplificaciones que no hemos introducido en el sistema pere que seria
necesario hacerlo a fin de dotar al curso de una mayor completitud. Estas simplificaciones

corresponden a esquemas como producto de polinomios, funciones racionales reducibles,
potencias de sumas, etc. Algunos ejemplos de estas situaciones son

I(x +D(x—1)dx; J-((i——_-—-i?dx ; I(l — Sen® (x))* dx
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4.3. Integrales inmediatas.

Dentro de este grupo hemos incluido aquellas integrales que suelen considerarse
habitualmente en los textos como integrales de resolucién inmediata y que constituyen un
grupo (generalmente no homogéneo) de integrales cuya solucién se obtiene sin ningiin tipo
de manipulacién o sustitucibn, de forma directa. En concreto las que hemos considerado
en nuestro curso son las que aparecen en el capitulo 18 del Caleulus:

a) Idx:x

b) Ix"dx: 2 ; n#E-l
c) j‘é = Ln(x)

x
d [erdr=e
[Sen(x)dx = -Cos(x)
f) I Cos(x)dx = Sen(x)
2 [

£

dx
Cos*(x) Tg(x)

h) Il fx - =arcTg(x)

i) _[ \/ix_xg = arcSen(x)

El! caso a) est4 levemente modificado dado que en el texto se considera la integral de
una constante cualquiera. Dado que hemos incluido una estrategia de simplificacién de
integrales en las que en el integrando aparecen constantes (escalares o simbolos
cualesquiera), el caso a) tal y como aparece propuesto en el texto se resuelve, en nuestro
caso, aplicando la propiedad modelada. El modelado de estos ejercicios no resultd ser
excesivamente complicado salvo algunos detalles significativos que vamos a comentar a
continuacién.

La primera cuestidn relevante es acerca de la estrategia comiin que representa a todos
ellos. Inicialmente realizamos un modelado en el que discriminamos por los patrones
estructurales de cada uno de los ejercicios, llevados por la idea de que al ser ejercicios con
integrandos con distintas estructuras y por tanto con distintas metavariables, debian
resolverse de forma distinta. Pero la realidad es que Ia forma de resolver estos ejercicios es
la misma para todos ellos y consiste, como integrales inmediatas que son, en introducir la
solucién como finica accion relevante, Decidimos por tanto declarar sblo una estrategia que
represente a dichas integrales. Al declarar una estrategia para integrales con patrones tan
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dispares hay que resolver el problema de como declarar las metavariables, ya que el patrén
estructural para todas ellas es tnico. En concreto es

ju_a!x

y en la declaracién de la metavariable # hay que incluir los distintos casos representados por
las integrales enumeradas mas arriba. Esto nos planted una dificultad adicional ya que el
papel de la metavariable # no era el que habiamos previsto al ser una composicién de
metavariables. Para aclarar mejor esta circunstancia vamos a detallar en términos de
metavariables cdmo serfala representacidn de una de las integrales anteriores, por ejemplo
la segunda. Para generalizar una integral como por ejemplo

Ixzdx

es necesario disponer de una metavariable que represente la constante que aparece en el
exponente. El modelo es pues

Ix"‘ dx
siendo
{n, IntegerQ, integerGen({-1})}

A partir de este modelo, que fue el que planteamos inicialmente, hubo que obtener el
siguiente, que agrupa en una tinica metavariable toda la informacién concerniente al
integrando. El modelo queda

Iu_ dx

siendo la declaracién de la Gnica metavariable #

{u,
AltemativeQ({MonomialQ, RarQ})
xinxegera‘w({—l}) }

En la expresién anterior es relevante que comentemos los aspectos relativos a la
condicidén que caracteriza la metavariable. Se observa que la condicién en este caso yanoes
un predicado simple como en los diversos ejemplos que han ido surgiendo alo largo de la
memoria, sino que es un predicado compuesto que involucra tanto 2 una funcién
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polinémica (en forma de monomio) como a una funcién racional (segin el exponente ) de
forma alternativa.

Una posible mejora que detectamos al realizar las pruebas consiste en desarrollar un
mecanismo genetal que a partir de patrones correspondientes a distintos tipos de ejercicios
petmita al disefiador agruparlos en patrones compuestos/complejos que involucren a los
pattones simples. Formalmente consistiria en hacer algo como lo siguiente. Sean los
patrones y declaraciones de la tabla 4.1

o N -

T ——
i

Caso 1: (,C: ,;(

E B(m,m,)
t e Caso 2: (my,ct, g2 ); (.63, 83)

E, P,(m) (m.c.g)

Tabla 4.1. Patrones previos a la composicién.

En un momento dado el disefiador puede estar interesado en agrupar las estrategias
antetiores en upa estrategia tnica con un unico patrdn estructural, P, de tal forma que la

estrategia correspondiente incluya a las dos iniciales como casos particulares. La tabla 4.2
resume este hecho.

({6l Ae v ned))m) B (el n &)V (s D))

(we(%)B(2))

Tabla 4.2, Resuitado de la composicién de patrones.

Vamos 2 explicat brevemente la tabla antetior. Se trata de describit la estrategia E, cuyo
patrén estructural consta de una tnica metavariable, #, definida para cada uno de los casos
que aglutina. Comenzamos describiendo el segundo caso por ser mis simple. En dicho
caso la metavariable # se genera aplicando el generador g dentro del pattén £, En cuanto a

la. condicién, primero se debe verificar que la expresién a analizar cumple el pattén P, (lo
denotamos como 7, ) y entonces se verifica la condicidn ¢ sobre la expresion que cumple

dicho patrén. Veamos un ejemplo.
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Supongamos que P, es m_+m’ y que ¢ es LogQ, de manera que la estrategia se
aplicatd cuando la expresién dependa de una funcién logatitmica y de su cuadrado. Para

comprobat que la expresién Inx+(ln x)2 cumple ¢ (:ra‘;,,2 ) se verifica ptimero que
MatchQ(lnx + (111:):)2 .+ mf) =True

tras lo cual se toma m=Inx y, acto seguido,
LogQ(Inx)=True

con lo que el patrén de la estrategia E se cumple.

El otro caso es mis complejo aunque la idea es similar. La complejidad se debe 2 la
circunstancia de que hay dos casos posibles y dos metavatiables implicadas en cada caso.

Con la notacién B, ((gll AgIV(gi Ag: )) para la generacién de la metavariable # estamos

indicando que o bien se usen los generadores g y g3 o bien los generadotes g7 v g7

aplicados en cualquiera de los dos al patrén F . En cuanto al reconocimiento de estrategias,
((cll NN ))(xa) indica que habiéndose vetificado el patrén estructural K para
algona expresion dada ( 7, ), se camplen alguno de los pates de condiciones relativas al

pattén £}, y en tal caso se cumple la estrategia E.

Hay un hecho que queremos resaltar relacionado con aspectos didicticos mis que con
aspectos puramente tecpoldgicos. Se ttata del hecho de cémo el sistema puede ayudar al
profesor 2 detectar fallos en el disefio. La cuestién que nos sucedi6 fue que al modelar las
integrales del apartado b) olvidamos incluit la condicién de que la potencia » debia ser
distinta. de -1. Una vez que concluimos el modelo y cuando se estaba probando su
funcionamiento con ejemplos generados aleatoriamente sucedié que por ejemplo una
integral como

Ix_la!x

tras aplicar un cambio de variable el sistema nos permitia resolverlas como wn monomio en
x (caso b) o como un logatitmo (caso ¢). La ptimera opcién era incotrecta pero como el
sistema detectaba el patton estructural y verificaba el patrdn condicional de dicho caso, no
ponia objecién alguna a introducir como solucién.

142




Pruebas de disefio y resolucion con MathEdu

&

Y, cémo no, al existir una divisién por cero Mathematica advertia de esta situacidn
anémala. Una vez que revisamos las causas que provocaban esta situacién y pusimos
remedio, el sistema ya sblo aceptaba que la integral anterior se resolviese como un
logaritmo, como realmente debe ser.

En este ejemplo acabamos de ver cémo en determinadas situaciones el propio sistema
hace reflexionar al profesor sobre el modelado que hace de los ejercicios y los errores que
se pueden producir durante el mismo, que a posteriori se traducen durante la fase de
resolucién interactiva, en comportamientos andmalos del sistema.

44. Integracion por partes.

Dentro de esta estrategia nos hemos limitado a integrales cuyos integrandos poseen una
estructura determinada formada por funciones en las que siempre aparece como factor
dentro del integrando un polinomio y como un segundo factor aparece alguno de los
siguientes tipos de funciones:

a) trigonométricas
b) exponenciales
¢) logaritmicas

Hemos dejado sin tratar, puesto que conceptualmente no aportan nada nuevo, los
casos correspondientes a las integrales

jSen(nx)Cos(m)dx ¥ I.S'en(nx)e"‘dx

En el capitulo 3 se pueden ver detalles relativos al disefio de ejercicios que conciernen a
esta estrategia. En el modelado de esta estrategia de resolucién hemos considerado por
consiguiente tres casos distintos para el patrén estructural de la f6rmula involucrada en el
mismo. Estos casos corresponden a cada uno de los tipos de funciones anteriores, con la
salvedad de que en las funciones exponenciales hubo que distinguir entre las de base
decimal y las de base natural. El patrdn estructural es coman a todos los casos y utiliza dos
metavariables. La primera de ellas representa siempre el factor polindmico y la segunda el
otro factor. Su declaracién es

[ v )dx
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En consecuencia, las declaraciones de la metavariables para cada uno de los casoses la
que sigue a continuacién. La metavariable # se declara igual en los tres casos. Tiene por
condicidn ser un polinomio y, como funcién generadora, la funcién generadora de
polinomios de grado2 sin término independiente. Es decir

{u, PolynomialQ, polyGen(2,0)}

La metavariable v es la que va a diferenciar entre unos ejemplos y otros. Contempla las
distintas funciones a que acabamos de hacer referencia mas arriba. Se declara, en cada uno
de los casos, como sigue:

a) Para el caso de funciones trigonométricas:
fv,trigQ, simpleTrigGenerator(any)(x)}

b) Parael caso de funciones exponenciales, de base natural:
' {v, ExpQ, ">}

¢) Para el caso de funciones exponenciales, de base decimal:
{v, ExpDecQ, Random(Integer,{2,10})7*>C0:9}

d) Para el caso de funciones logaritmicas:
{v, LogQ, Log(polyGen(1,0))}

Como podemos observar, la diferencia entre los casos b) y ¢) estriba en dos hechos.
Por un lado en el condicionante de la metavariable, siendo dos predicados diferenciados
para cada caso. Por otro lado las funciones generadoras también son distintas pues en el
caso de funciones de base decimal, esta se genera de modo aleatorio con valores naturales
entre 2 y 10. '

Con respecto a la declaracién de las metavariables que constituyen los patrones
asociados a esta estrategia no es necesario afiadir nada mas.

Como ya vimos en el epigrafe 3.3, las estrategias se caracterizan por los patrones
estructurales, los cuales se definen en funcidén de las metavariables; y por los tipos de
acciones de resolucion, que determinan el modo en que debe aplicarse la estrategia para
resolver el ejercicio. En la resolucidn de ejercicios por partes es necesario siempre resolver
una segunda integral, generalmente mas simple que la del enunciado, y para efectuar esta
accion es necesario incluir, entre otras, la accién de resolucidn de ejercicio, entre los tipos de
acciones que hemos declarado para resolver este tipo de ejercicios. A priori no es posible
determinar qué estrategia sera valida para este subproblema ya que es comin que resulte ser
una integral inmediata o bien, también es frecuente, tener que volver a aplicar la estrategia
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por partes. Asi pues la accidn de resolucién de ejercicio sdlo establece que es necesatio
resolver un nuevo ejercicio de tipo integracidn y se pasan los datos oportunos en los
parametros de entrada y salida. El resultado de la declaracién de esta accidn se concretaen
la estructura de datos que aparece a continuacién. Consta de cuatro parimetros que
representan: a) un mensaje al alumno sobre lo que debe realizar, b} el tipo de ejercicio que

se va a invocar, c) los datos de entrada a dicho tipo de ejercicio y d) los datos de salida del
mismo.

resolver ejercicio(*Ahora debes resolver la integral de [Vdx]”,
integracion,

entrada(integral — I(V - du)dx ),
salidafresultadolntegral — soluciénj)

Observemos que en tiempo de resolucidn los valores de las variables Vy du definidas
durante la resolucion a partir de las metavariables # y © respectivamente, son los que se
utilizan como datos de entrada al subproblema, La solucidn del mismo es el dato de salida
que se utiliza como resultado de la integral resuelta. Este mecanismo nos permite
encadenar la resolucibn de ejercicios basindonos en ejercicios de otros (o del mismo) tipos.

4.5, Integracidn de funciones racionales.

Hemos alterado el orden de estrategias de resolucién que aparece al inicio del capitulo
porque para la resolucién de integrales trigonométricas necesitibamos poder resolver
integrales racionales. Es frecuente que al efectuar un cambio de variable o por sustitucidén
efi una integral trigonomeétrica, la integral resultante resulte ser una integral racional y, en
consecuencia, era necesario disponer de este método de resoluci6én antes de modelar otras
estrategias.

El modelo de datos para este tipo de ejercicios es el siguiente. En primer lugar

describimos c¢émo es el patrén estructural y, posteriormente la declaracién de
metavariables, El patrén que representa el cociente de dos polinomios es

D,
j(g_ )

La declaracion de las dos metavariables que aparecen en el integrando es Ja siguiente.
La metavariable p que representa el polinomio del numerador se genera simplemente como
un polinomio hasta grado 2 con término independiente

{p, PolynomialQ, polyGen(2,1)}
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La metavariable g que representa el polinomio del denominador es de caracteristicas
similares.

{g,
PolynomialQ,

polynomial(Random(Integer, {Exponent(p) +1,101)}

Un detalle a tener en cuenta esti asociado a la funcibn generadora de polinomios. Hasta
el momento veniamos utilizando como funcién generadora polyGen(grado_, término ). El
problema que nos surgi6 con esta funcion fue que los polinomios que se generaban daban
como raices valores reales o complejos de cualquier indole lo que hace muy poco atractiva
{desde el punto de vista didactico) o incluso imposible su manipulacién por parte del
alumno. Por eso fue que tuvimos que afinar mas y definir la funcion polynomial(grado_ ) enel
nticleo de MathEdy en la que los polinomios que se generan tienen raices reales y/o
complejas con coeficientes enteros, El ndmeto de raices reales, complejas ¢ de ambas que
se generan se determina también de forma aleatoria.

Una restriccidén que hemos impuesto es que en los ejercicios que se generan siempre es
mayor el grado del denominador que el del denominador para evitar tener que realizar el
cociente de polinomios. La mejora obvia de esta restriccidn se obtendria definiendo un
nuevo tipo de ejercicio denominado, por ejemplo, cocientePolinomial y cuyo objetivo fuese
expresamente servir de modelo a ejercicios relativos al cociente de polinomtos cuando en el
integrando el grado del numerador fuese mayor o igual que el del denominador. Como
resultados de este tipo de ejercicios se obtendrian tanto la fraccidn racional resultante como
el polinomio resto del cociente.

Un problema adicional que nos plante el modelo para este tipo de integrales fueala
hora de preguntar af alumno por las raices del polinomio denominador. Al ser la generacién
aleatoria el profesor desconoce a priori cudntas raices y de qué tipo van a obtenerse.
Pensamos c¢émo conseguir, con los tipos de accién de que disponemos, averiguar el
ndmero de raices y preguntarselas al alumno, para ver si habfa realizado bien los calculos e
iba encaminado correctamente hacia la descomposicidn en fracciones simples, Como ya
hemos visto en el capitulo 3 existe una accién de asignacion de valores pero no tenemos
disefiada ninguna accién condicional del sistema para plantear distintos cursos de accidn.
La solucién llegs desde el propio Mathematica. Resolver ecuaciones es una tarea simple
mediante la funcién Solve. La alternativa entonces fue

1. resolver la ecuacién p(x) =0. Mathematica proporciona una lista con las raices.
2. pedir al alumno mediante una accién de entrada de expresiones que introdujera dicha

lista.
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Una alternativa muy elegante a esta segunda accién habria sido, caso de habet tenido
desarrollado un curso sobre resolucién algebraica de ecuaciones, hacer una llamada de
resolucion de gervicio mediante la que se propusiese resolver el subproblema correspondiente a
descomposicion en factores de un polinomio.

No previmos que si los valores estaban en distinto orden, aun siendo estos los mismos,
el sistema no daba por buena la contestacidon del alumno. A partit de este momento
comenzé a cobrar sentido el disefio de una accién nueva que permitiera al alamno teclear
un conjunto de datos y que el sistema los validara independientemente de su ordenacidn.
Surgié asi la accidn de confunto de datos que se incorpord al conjunto de acciones que ya
hemos explicado anteriormente. L2 estructura de esta accion es similar al de la accidén de
entrada de expresiones con la diferencia de que la expresién que admite es un conjunto de
elementos separados por comas como puede verse en la ilustracion 4.2

Conjunto de datos

| Introduce las raices del polinomio:

-1' "‘1; 0

Ilustracién 4.2. Entrada de datos.

El orden en que se introducen los datos es irrelevante, el sistema se encarga de valotar
el conjunto y decidir si es o no cotrecto.

Para poder estudiar la descomposicién en fracciones que el alomno Hene que hacer del
integrando que se le ha presentado ha sido necesatio utilizar acciones de entrada de
patrones en las que las condiciones venfan representadas por patrones estructurales. Este
tipo de acciones nos obliga posteriormente a preguntar al alumno, utilizando una accibn de
conjunto de datos, por los coeficientes de las fracciones, para verificar que no sélo ha sido
capaz de plantear desde el punto de vista de su estructura las fracciones simples, sino que
también ha sabido calcular los coeficientes indeterminados asociados a las mismas. En este
sentido la accién de entrada de patrones siguiente

“Introduce la expresién de la descomposicién en fracciones simples del integrando para el
caso de raices reales simples™.

esta orientada 2 que el alumno teclee una expresion similar a

A B
S——
x+7 x+10
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siendo irtelevante el orden de los sumandos y los simbolos con que denota los
numetadotes de ambas fracciones simples. El patrén estructural asociado que permite el
reconocimiento es

Plus[_7simpleQuotientQ, ?simpleQuotient ..]

En esta expresién el predicado _PsmpkQnotientQ comprueba que la expresion que teclea
el alurono estd formada por una suma de fracciones cuyos numeradores son simbolos
cualesquiera y los denominadores son expresiones bindmicas.

Al hilo de estas cuestiones el uso de las acciones de entrada de patrén nos plantea un
nuevo problema no ptevisto a la hora de utilizar MathTrainer. La resolucién guiada de
ejercicios utiliza la informacién contenida en las acciones para genetar los datos que el
alumno debetfa calcular en una hipotética sesién de resolucion interactiva. Pero Mathematica
puede realizar cilculos de expresiones que tengan un significado matemitico concreto. No
puede efectuar cilculos de expresiones usando exclusivamente patrones estructurales. Por
este motivo MathTrainer no es capaz de resolver las expresiones que van ligadas 2 este tipo
de acciones. Necesita, por tanto, un método para calcular un valot asumible en la
explicacidn de la resolucion del ejercicio planteado. La solucidn a esta situacién pasa por
incotporar a la declaracién de este tipo de acciones en la fase de disefio con MathEdu
Designer un nuevo campo que petmita especificar cémo obtenet las expresiones asociadas.
Sin embargo para el prototipo actual de 1a herramienta no hemos incluido dicha mejora.

Como es bien conocido, la tesolucién de integrales racionales requiete efectuar una
descomposicién en fracciones simples del integrando. Dicha descomposicién depende del
aumero y tipo de raices que apatecen en el polinomio del denominador. La complejidad de
las expresiones resultantes también depende de este hecho. Existe un método alternativo,
denominado método de Hermite, para situaciones en las que existen raices con multiplicidad
mayor que uno, especialmente si son complejas. Naturalmente plantear la posibilidad de
obtener una descomposicién en fracciones simples de un ejercicio generado aleatoriamente
del que desconocemos mimero y tipo de raices para poder calcular la integral asociada
parece, a primera vista, una tatea casi imposible. Al igual que en el caso de la generacion de
polinomios, hemos desarrollado un conjunto de funciones que hemos incluido en el nicleo
de MathEdu, con el fin de sea posible obtener la descomposicién en sitnaciones genetales.

Para concluir la exposicién de esta estrategia de resolucién vamos a enumerar el
conjunto de acciones que hemos modelado y que se formulan al alumno en tiempo de
resoluciSn interactiva, indicando para cada pregunta el tipo de accién a que cortesponde y
el valor de la respuesta correcta que se debe introducir. Para facilitar la exposicién vamos a
suponer un ejercicio tipico de integracién racional como puede ser

148




Pruebas de disefio y resolucion con MathEdu

: 2x-4
Caleular | —————
I *+17x+70
mensaje: Al ser la integral de la funcién racional -—;—ﬂ vamos a efectuar una
*+17x+70

descomposicién en fracciones simples del integrando.

datos: Calcula e introduce las raices del polinomio en el denominadot
valor: -7,-10

alternativa: ¢Las raices tienen multiplicidad simple?. Selecciona unz opcién en la paleta.
valot: SI ‘

patrén: Introduce la expresién de la descomposicién en fracciones simples del integrando
para el caso de raices reales simples.

valot: i+ B
x+7 x+10

patrén: Ahora debes efectuar la suma de las fracciones simples. Expresa el numerador de
la expresion resultante como un polinomio en x.

. (A+Bx+104+7B
C (x+)(x+10)

mensaje: Para calcular los coeficientes de las fracciones simples debes igualar los
coeficientes de los términos de igual grado en los aumeradotes del integrando y de la
fraccién suma que acabas de obtener. Resuelve el sistema de ecuaciones resultante.

datos: Introduce los coeficientes indeterminados
valor: -6, 8
expresion: Introduce la suma de integrales resultante en funcién de las fracciones simples.

valor: J[' 6 dx + 8 dx
x+7 x+10

dx

expresién: Introduce el resultado de I :_67
x

valot: —6Log(x+7)

dx

expresion: Introduce el resultado de j
valor: 8Log(x+10)

x+10

expresion: La solucion es:

valot: —6Log(x+7)+8Log(x+10)
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Es impottante destacar que dado el caricter simbélico de los datos anteriores todas las
expresiones admiten otras formas. Pot ejemplo la solucién final puede escribirse de estos
dos modos alternativos

8Log(x+10)—6Log(x+7)
o bien
—6Log(7+x)+8Log(10+x)

e inclusive

(x+10)°
Log ( 7" J

MathEdu admite como vilidas las cotrespondientes expresiones, y, pot tanto, la
equivalencia entre todas las soluciones.

4.6. Integracioén por sustitucion.

La estrategia de integracién por sustitucién de variables es, con diferencia, la mis
problemitica de las que nos hemos planteado. Son varios los aspectos que dificultan la
modelizacién de este método. Vamos a ir explicando desde dos puntos de vista cada uno
de los puntos que enumeramos a continuacién. Por una parte explicaremos dénde surge la
dificuitad del modelo y, por otra, la solucion que hemos aportado.

1. La generalizacién de enunciados
2. La generacién de funciones susceptibles de ser integradas mediante este método
3. Laidentificacién de condicionantes validos pata todas ellas

A menudo se considera la f6rmula de sustitacién como

[£(2(x)-g'W)de = [F)du, u=g(x) [1

siendo el Gnico requisito que fy g’ sean funciones continuas. Con unas testricciones tan
débiles, el conjunto de posibles funciones que verifiquen la expresién antetrior es muy
extenso. Esta citcunstancia dificulta la declatacién de un enunciado general valido para
todas ellas, pues en principio cualquier composicién que cumpla Ia expresién anterior vale
¥, en consecuencia, podemos encontratnos con funciones tan dispates como pueden ser
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logaritmos, polinomios, funciones trigonométricas exponenciales, irracionales, etc. Puesto
que tras la sustitucién la integral resultante debe ser una integral reconocible por el propio
cutso de integracién para poder continuar con la resolucién interactiva, hemos considerado
cefiic la generacién de la funcién f a los casos contemplados para la generacion de
integrandos en todas las estrategias modeladas. A la vista de estas consideraciones el
modelo de patrdn estructural viene dado por la expresion

_[ f.(g.) -gDeriv_dx

que como podemos comptrobat cotresponde a la férmula [1] antetioz, siendo la definicién
de las metavatiables la siguiente:

{f, knownQ, funcionesAptasGen} 2]

La definicibn de la metavariable g nos obliga a considerar funciones que sean
derivables. Esta propiedad, aunque conceptualmente es clara, no es sencilla de estudiar.
Requeriria implementar un paquete de funciones exclusivas para el estudio de la
detivabilidad de una funcién y atn asi serfa excesivemente complejo adaptatlo a Ja
generacién de la metavariable g Para solventar este problema y dado que los ejercicios que
habitualmente se presentan a los alumnos en los textos involucran las funciones maés
comunes, trigonométricas, exponenciales, logaritmicas, irtacionales, etc. decidimos
implementar una sencilla funcién de genetacién que escoja aleatoriamente entre alguno de
estos tipos de funciones. Por tanto g es

{s, |
AltémativeQ({ TrigQ, LogQ, ExpQ, IrratQ, RatQ}), . 3]

RandomItem({Sen(x), Cos(x), Ln(x),e”, Jx, —1-, x*+ I})}
X

y gDeriv .o
{gDeriv, EqualQ(D(g,x)), D(g,x)} [4]

En la tabla 4.3 mostramos unos cuantos ejemplos que pueden resolverse con MazhEdy
Soler utilizando la estrategia de sustitucion, los cuales se han obtenido 2 pattir de las
definiciones de las metavariables anteriores. Es s6lo una pequefia muestra del conjunto de
¢jemplos diferentes que pueden llegar a plantearse de forma aleatotia y que el sistema setia
capaz de interpretar como susceptibles de ser resueltos mediante esta estrategia. Si se
desean mas ejemplos sélo es necesatio inctementar la lista de casos de gen 3.
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Sen(g_) m; e* -Sen(e™); 2x-Sen(x®+1)

Cos(\x)
wx

e

2%’

— Sen(x) - Cos(Cos(x))

&5 . Cos(x)

Ln(g.) —Sen(x) - Ln(Cos(x)); L"(L:(x)) : —-an(}é)

x
Jg__ -}—z@; Cos(x)- J.S‘en(x)

Tabla 4.3. Ejemplos de fimciones resolubles por sustiticion,

Una obsetrvacién que debemos hacer con respecto a la declaracion de las metavariables
en. [3] es acetca de la funcién generadota Randomlitem. La utilizacién de esta funcién
combinada con la declaracién del patrén estructural propotciona a MathEdu Solver, en el
momento de la generacién aleatoria de ejercicios, alguna de las funciones que aparecen
descritas como ejemplos en la tabla 4.3. Se realizan por tanto diversas tareas de seleccion
aleatoria de expresiones y de evaluacion de patrones para obtener una expresién final que
es la que se presenta al alumno en el cuaderno de resolucién. De este modo logramos un
buen nimero de casos de integrales que se resuelven mediante la estrategia de sustitucién.

En cuanto a las acciones de resolucién, segundo aspecto televante en Ia declaracién de
estrategias, lo primero que debe hacerse es comprobar que el alumno sabe como efectuar la
sustitucién oportuna para obtener una integral simplificada. Para ello se le pide mediante
acciones de tipo entrada de expresiones que especifique, en primer lugar, cuil es la
sustitucién que estima oportuno realizar () y la expresién derivada (fDer7s) de la sustitucién
que propone. En segundo lugar se le pide el resultado de la sustitucién efectuada en la
formula del enunciado inicial, el cual se almacena en la vaxiable insegralSimplificada. Una vez
que el alumno ha introducido el cambio de variable que debe realizarse en las variables # y
tDerip, el sistema efectia la sustitucién de valores en Ia expresién de la integral inicial para
generar la expresion de la nueva integral que se almacena en la variable indicada. La
sustitucién a que nos refetimos se efectiia mediante la funcién de Mathematica ReplaceAll
que presentamos en 2.5.2. Recordemos que esta funcién efectiia la sustitucién de vna
expresion pot otra dentro de una expresién simbélica general. Por tanto

ReplaceAll( Ies‘”'(") -Cos{(x)dx, Rule(Sen(x),t))
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que se interpreta como "teemplazar en la expresién Ies""(") -Cos(x)dx todas las

ocurrencias de Sen(x) por 7' produce la expresion
I ¢’ -Cos(x)dx

¥ si encadenamos a continuacién reglas de sustitucién similates a esta para la detivada de #
(#Deris) v para dx, obtenemos la expresion final que se asigna a la vatiable mwevalntegral

nuevalntogral = Ie'dt

Al final del proceso ambas expresiones, integralSimplificada v nuevalntegral, deben
coincidir. Caso contratio el sistema advierte al alumno de que bien el cambio de vatiable
propuesto o Ia simplificacién efectuada han sido incorrectos. Por tanto una vez que se ha
realizado la oportuna identificacién del cambio de vatiable (la sustitucién) que va a realizar
el alumno y la ha realizado correctamente, se procede a invocar la resolucién del nuevo

_problema simplificado. El nuevo ejercicio serd de tipo integracién, pero la estrategia que
habz4 que usar diferitd de la original. Generalmente se obtienen integtales més sencillas ql;.e
las integtales iniciales.

¢* . Sen(e®) ;;:;v . | Sen(t) ., Inmediata
M - \E 1 Cos(t) Tnmediata
2Jx tDeriv= m
L}:(,x) | i;::(i) 1 Ln(t) _ Por partes
x
& . Cos(x) i“;ef::ixéos ) e Inmediata
é’@ i;::;(z)l Ln(z?) ' Por partes
x

Tabla 4.4, Funciones resultantes tras el cambio de variable.

Podemos ver en Ia tabla 4.4 en qué nuevas funciones se han transformado algunos de
los ejemplos de la tabla 4.3. Como la generacién de los enunciados es aleatotia es imposible
conocet a ptioti el tipo de integral resultante. Sera el propio sistema el que se encargata de
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validar las estrategias que el alumno proponga para la tesolucidén de las integrales
simplificadas.

Una vez que la integral inicial ha sido simplificada mediante el cambio de vatiable
propuesto se procede a resolver el ejetcicio resultante mediante el uso de la accion de
resolucidn de efervicio. La accion de resolucion de ejercicio se declara como

resolver gercicio("‘Abora debes resolver la integral resultante de la sustituciéon”,
inlepracion,
entrada(intsgral — integralSimplificada),
salida(resultadoIntegral — solucion))

En esta declaracién hay que destacar el importante papel que juega la vatiable
integralSimplificads  que como hemos visto anteriormente tepresenta el valor de la nueva
integral que se debe resolver y que ha sido propuesta por el alumno y validada por el
sistema. A partir de esta accién de tesolucién el sistema invoca un nuevo subproblema y el
alomno debetd resolvedo indicando qué estrategia es la apropiada para el mismo y
respondiendo a la secuencia de preguntas que se le planteen.

4.7. Integracién de funciones trigonomeétricas.

Llegamos finalmente a las integrales de funciones trigonométricas propuestas en el
libro de Spivak. Dentro de este tipo de integtales se consideran aquellas de la forma

| Sen(zx)" Cos(x)" di

en las que pueden aparecer indistintamente el seno o el coseno como tdnicos factores o
ambos simultineamente. Ademis los valores de los exponentes # y # pueden ser
arbitratios. Dado que el método de resolucién depende de la patidad de # y #, qué duda
cabe que se complica enormemente el modelado de este tipo de integrales. Para ello hemos
tenido que realizar un andlisis detallado de las distintas posibilidades que existen y, para
cada una de ellas, estudiar el tipo de resolucién que debe plantearse.

Ia resolucién de estas integrales se basa, esencialmente, en sustituciones y en
simplificaciones que dan lugar a integrales inmediatas (definidas en el apartado 4.1.1
modelos e} y £}} o a integrales més sencillas que las originales. La forma de proceder, en
lineas generales, consiste en analizar los exponentes del integrando y, dependiendo de su
paridad, efectuar alguna sustitucién determinada o realizar una simplificacién previa patra
después efectuar la sustitucién. Las simplificaciones y sustituciones a que nos tefetimos son
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Ser(x) = 1- C‘c;s(Zx) ,
Cos*(x)= 1+Cos@x) Cozs(Zx) ;)

Sen” (x) = Sen(x) - Sen™ (x) = Sen(x)-(1—Cos*(x))*, (si » impar)
Cos™ (x) = Cos(x) - Cos™ (x) = Cos(x)- (1 - Sern* (x))* , (st impar).

El modelo que hemos planteado para esta estrategia contempla todos los casos
posibles, distinguiendo si Jas potencias que afectan a las funciones trigonométricas son
pates o impates, ya que esa es la cuestion relevante de cara a la resolucién. Su patrén
estructural es

Jras
siendo la declaracién de la metavatiable f

{f; ComposedTrigQ, ComposedTrigGenerator}

El predicado ComposedIrigQ) evalta el patrén condicionado de la expresion que se
muestra al alumno en el momento de la resolucién y establece el caso a que corresponde
(tabla 4.5). '

SenTBQ(xy
Cos-"#C(x)
Sen-"0%C (x)
Cos-%%(x)
Sern-"52 (%) - Cos-"%% (x)
Sen%% (x) - Cos5*"2 (x)
Sen-"B2 (%) . Cos-12 (x)
Sen-10%% (3} . Cos"9%C (x)

ComposedIrigQ

Tabla 4.5, Declaracién de Ja metavariable f como funcién trigonométrica,

Por lo que respecta a las acciones asociadas 2 esta estrategia, ya hemos comentado
antetiormente como dependiendo de que Ia potencia del integrando sea par o impar (¥
segan se trate de un seno o un coseno o un prodicto de ambos) los desarrollos gue hay
que efectuar en cada caso difieren del resto aun siendo similares entre todos ellos. Para
conseguir controlar que en cada caso el alumno ejecute la simplificacién adecuada el
sisterna debe detectar en qué caso se encuentra, analizando la informacién del integrando.
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La identificacién del caso apropiado se tealiza mediante una accién de asignacién de la
forma

asignar(simpltficacion, determinarCaso(intogral))

La funcién de determinacién del caso establece, mediante comparacion de patrones, el
caso a2 que corresponde la integral propuesta y asigna a la variable simplificacion el valor
adecuado, en forma de regla de sustitucion, de entre los que se muestran algunos ejemplos
en la tabla 4.6 a continuacién

m-1

Jeosm1%2 (x)an Cos™ (x) = Cos(x)- (1~ Sen* (x)) *

fisen-1042x)-Cos T2 () | goup () - Sem(z)-(1~Cos* () T

Sen”(x) — Sen(x)-(1-Cos* (:rc))-nz;l
[Sen®-1942 (). Cos™ 2 (x)de o indistintamente
Cos™(x) = Cos(x)- (1 —Sen’ (x))z:';l
Sen®(x) = 1-Cos2x C;s2x
ISen*?E"‘"Q (x)- Cos~"5"2 (x)dx ¥
Cos*(x) —> 1+Cos2x C;'gzx

Tabla 4.6. Un conjunto representativo de reglas de simplificacién.

Una vez que se ha determinado la simplificacién que debe realizatse se le pregunta al
alumno, con la correspondiente accién de entrada de expresiones, por la simplificacién que
debe efectuarse, siendo la expresién objetivo la contenida en la vatiable simplificacion
definida en el paso anterior.

El siguiente paso es efectuar dicha simplificacién. Antes de preguntar al alumno por la
misma es necesario realizar los cilculos para saber a qué resultado debe llegat este.

Mediante otra accién de asignacién el sistema almacena en la vatisble cotrespondiente el
resultado de la simplificacién.

asignar(integralSimplificada, simplificar(integral, simplificacion))
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La funcidn simplificar utiliza como parametros el valor de integraly la vatiable simplificacion
anterior en la que esti contenida la simplificacién que debe realizatse. Recordemos que
integral representa el simbolo en el que se guarda la férmula del enunciado. La expresién
resultante de este proceso se almacena en la variable inzegralSimplificada. En la tabla 4.7
esquematizamos el resultado de la simplificacién/sustitucién.

0
pat gtado de »)
0 ar Inmediata y trigonométrica (iterando segin
P grado de 7)
impat 0 Inmediata, Sustitucién
0 impat Inmediata, Sustitucién
Par Impar Sustitucién
Impat Par Sustitucién
Par Par Sustitucién, Trigonométrica
Impar Impar Inmediata, Sustituciéon

Tabla 4.7. Ejemplos de simplificacién de integrales trigonométricas.

Una vez que el alumno ha introducido correctamente la integral simplificada (contenido
en la variable integralSimplificadd), es posible continuar con la resolucién de la integral
planteada inicialmente. Para ello, dado que la integral simplificada resultante va 2 tener que
ser simplificada mediante las propiedades de linealidad de la integtal introducidas al inicio
del presente capitulo, planteamos una resolucién de un nuevo ejercicio de integracion en
los términos siguientes ' C

resolver efercicio(“Calcula la integral [intsgralSimplificads) que acabas de introducir”,
integracion,
entrada(iniegral — integralSimplificada),
salida(resultadolntegral —> solucidn)

)

La integral simplificada habitualmente esta compuesta de varios sumandos y tiene algin
factor que afecta a todo el integrando. Por tanto el subproblema qué se le va a plantear va a
tequetit que la estrategia de resolucidn inicial pata el mismo sea alguna de las dos de
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simplificacién. Dependeri de los datos de cada ejercicio para que sea conveniente aplicar
una u otra estrategias de simplificacion.

Una solucién altemativa consiste en pedir al alumno que, a partir de la integral
simplificada antetior, realice los cilculos oportunos (los cuales ya son notablemente mas
sencillos) e introduzca el tesultado final, el cual es facilmente verificable mediante una
accién de entrada de expresiones. Esta alternativa, cémoda desde el punto de vista del
trabajo dedicado al modelado, es significativamente menos elegante. Por el contratio agiliza
el modelado si lo que desea el profesor es comprobar cémo realizan los alumnos las
simplificaciones ante los distintos tipos de integrales que se les planteen.

Al hilo de esta alternativa nos ha surgido una nueva idea que hasta el presente no
habjamos considetado. Al igual que con MathTrainer es posible que sea el propio alumno el
que proponga un ejercicio al sistema, esa posibilidad no la habiamos contemplado nunca
para MarhEdu Solver. Sexia pues deseable poder plantear a Soker un ejercicio y que este lo
reconociese e iniciara la resolucién interactiva, Setia conveniente disponer de diversos
controles en el cuaderno de resolucién que permitan detener/continuat la resolucién de un
ejercicio {0 avanzat/retroceder un paso, etc.) hasta que el alumno obtenga los resultados
patciales de una cantidad indeterminada de ejercicios atn por resolver. Ademas, al ser
diferentes las dificultades de los ejercicios que restan por resolvet, es el propio alumno el
que puede escoger entre introducir el resultado directamente (por ejemplo en el caso de las
integrales inmediatas mds simples), o bien hacer una resolucin interactiva completa de un
gjercicio. Los resultados patciales se podtian it anotando sobre el cuaderno de resclucién
de un modo similat 2 una hoja de cilculo con celdas interactivas y el resvitado final se
podtia obtener al combinar los resultados parciales de varias de las celdas interactivas. En
este sentido, una parte del proyecto ENCITEC (subvencionado por la CICYT, TEL1999-
0181) involucta a vados investigadores del gtupo GHIA (Grupo de Herramientas
Interactivas y Aplicaciones) que desarrollan una aplicacién que permita relacionar
mformacién sirobdlica en distintas partes de un documento, el cual ademds se puede
manipular a través de Internet.
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Capitulo 5.

CONCLUSIONES

En este tltimo capitulo vamos a presentar las conclusiones sobre nuestro trabajo. En
primer lugar enumeraremos las principales contribuciones al estado del arte de los sistemas
tutores inteligentes para la ensefianza de Matemaricas. En segundo lugar presentaremos una
evaluacién de los resultados alcanzados; y, finalmente, enumeraremos diversas mejoras que
se pueden incorporar al sistema asi como algunos trabajos futuros que tenemos planteado
realizar.

51. MathEdu: un sistema para la ensefianza de
Matematicas.

A pesar de los grandes avances informaticos que paralelamente al cambio de siglo se
han producido, es notorio el déficit de aplicaciones que permitan un grado suficiente de
interactividad en el didlogo con el alumno en la docencia de Matematicas. En la presente
memoria hemos descrito una herramienta de autor, MathEdyu basada en la programacion
mediante eemplos y Matbematica. MathEdu permite construir, de manera relativamente simple y
sistemnatica, colecciones de problemas de Matematicas referentes a materias diversas que
involucren calculo simbblico; y la posterior resolucién interactiva con el alumno de los
gjercicios generados a partir de los ejemplos definidos por el profesor.

Es dificil concebir la resolucidn de problemas con un cierto grado de complejidad sin
considerar, entre otras cuestiones, la posibilidad de especular sobre la existencia de distintas
estrategias de resolucidn (Pitrat, 1990). MathEdu ha servido para aproximar los modos de
razonamiento sobre la resolucidn de ejercicios de calculo a la representacion del
conocimiento sobre los propios ejercicios. Fruto de dicha aproximacién ha surgido, como
resultado, un modelo de representacién del conocimiento matematico extremadamente
simple, en el que la idea de considerar las distintas estrategias de resolucidn es clave parala
concepcién global de los objetos representados.

En la representacién y uso del conocimiento en MathEdy existen dos aspectos
fundamentales:

» Lacapacidad de organizar la informacién genérica relativa a un tipo de ejercicio de

calculo, el objeto formal, y generar distintas instancias del mismo. Con MathEdn
Designer hemos creado una herramienta de autor que permite representar elementos
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matematicos complejos que describan un tipo de ejercicio de cilculo y que sirven, a
su vez, de modelo para generar instancias de los mismos.

» Lacapacidad de resolver dicho ejercicio mediante distintas estrategias estableciendo
un dialogo con el alumno. Con MathEdu Solver se pueden resolver de forma
interactiva los ejercicios que se plantean. Solver hace uso del pattern-matching y analiza
la seméantica de expresiones simbdlicas para aceptar o rechazar la utilizacién de la
estrategia propuesta por el alumno.

En consecuencia, una de las principales aportaciones del trabajo es la representacién del
conocimiento procedural necesario para la resolucién de ejercicios. El motor de resolucion
es capaz de permitir al alumno utilizar indistintamente las posibles estrategias de resolucién
aptas para el ejercicio que se le propone. Esto se traduce en que, dependiendo de la
estrategia escogida para resolver un ejercicio, el sistema plantea diferentes didlogos, de un
modo absolutamente transparente para el alumno.

En resumen, las aportaciones fundamentales del trabajo que se acaba de presentar las
podemos ubicar en dos planos diferentes:

Plano de representacidén del conocimiento

i. Creacibn de un modelo de representacién de ejercicios de Matematicas que
involucran calculo simbdlico como objetos matematicos complejos.

ii. Creacién de un mecanismo de resolucién de ejercicios generados aleatoriamente
mediante acciones genéricas a los mismos.

Plano de interaccién Hombre-Maquina

i. Creacién de una herramienta de autor para crear representaciones abstractas de
ejercicios que involucran calculo simbélico (MathEdu Designer). Esta herramienta se
basa en el paradigma de programacién mediaate ejemplos (Cypher, 1993).

ii. Creacion de un motor de inferencia, MathEdu Solver, que utiliza las estructuras creadas
por el profesor con MathEdu Designer para establecer un didlogo con el alumno quele
guie en la resolucién del ejercicio aleatorio propuesto.

MathEdn integra con estos dos planos un conjunto de procedimientos y métodos que
unifican en una sola herramienta la resolucién interactiva de ejercicios. Dicha resolucién
involucra, por parte del alumno, la realizacién de calculos simbélicos a través de un didlogo
altamente elaborado. En definitiva con MathEdu conseguimos establecer una interaccién
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hombre-miquina para la resolucidn de ejercicios de Matematicas que hasta la fecha no
habia sido realizada por ninglin otro sistema en este contexto. En otras disciplinas si que es
posible encontrar aplicaciones con un mayor grado de interactividad que el que nosotros
aportamos pero la auténtica novedad que aporta esta Tesis esta en el tratamiento simbélico
de objetos matematicos complejos para conseguir la interaccién entre el sistema y los
usuarios (profesores o alumnos). Ademas la aportacién del modelo de representacién
desarrollado pensamos que se puede adaptar a otras disciplinas cientificas (Fisica, Quimica,
etc.) para posibilitar la creacién de cursos en las mismas.

5.2.  Evaluacidn de resultados.

Con respecto 2 la evaluacidén de resultados la primera consecuencia relevante que
extraemos es que es posible realizar colecciones de problemas de capitulos amplios de
Matematicas, tal y como acabamos de comprobar en el capitulo anterior. El prototipo no
est4 desarrollado desde un punto de vista préoximo a la Didactica de las Matematicas dado
que no era el objetivo de la Tesis, Sin embargo satisface las necesidades del profesor en
cuanto al modelado de ejercicios, lo cual consideramos que es un paso previo esencial de
cara a acometer cualquier otro tipo de tratamiento de la informacién.

En cuanto 2l proceso de disefio hemos apreciado cierta complejidad inherente a un
curso de integracién. Antes de acometer el desarrollo del curso habfamos efectuado
pruebas parciales, generalmente rapidas y simples, sobre el modelado de integrales
inmediatas o por partes. Cuando nos hemos implicado en integrales mas complejas hemos
comprobado que es fundamental tener prictica en la resolucién de gjercicios, tener claros
los objetivos que se persiguen al resolver un ejercicio, qué formas diferentes (estrategias)
hay para resolver un ejercicio, etc. Y, ademas de estas destrezas propias del profesor que
desea realizar un curso, es importante tener un conocimiento suficientemente amplio de
Mathematica ya que, como hemos podido ver en las Gltimas estrategias, es necesaria una
labor de programacién por parte del disefiador mas importante de lo que inicialmente
habiamos previsto. Otra alternativa posible puede ser dar apoyo de programacién, a través
de un trabajo en equipo, a la labor docente de disefio que debe realizar el profesor.

Desde el punto de vista del prototipo hemos percibido que la adaptacién del mismo al
disefio del curso ha sido buena. Sin embargo hemos detectado algunas carencias que vamos
a resaltar 2 continuacién. Las mismas son consecuencia de que MathEdu es un prototipo
para el disefio y resolucibén interactiva de ejercicios. Todas ellas son subsanables y se
incluiran las correspondientes mejoras en futuras versiones de la herramienta.

1. SeriaGtil contar con una accidn de iteracion, similar a las descritas en la seccién

3.3, que permita hacer una misma operacién un nimero indeterminado de
veces. Como parte del desarrollo del prototipo hemos tenido que implementar
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la accibn conjunto de datos para poder introducir en el sistema una lista de datos
que solvente la carencia de una accién de iteracién como la que proponemos.

2. Como hemos comprobado en el capitulo 4 también han sido necesarios nuevos
predicados que permitan obtener condiciones compuestas para funciones
complejas. Ha quedado claro que los predicados basicos para polinomios,
funciones trigonométricas, exponenciales o logaritmicas no eran suficientes.

3. No habiamos previsto la circunstancia que comentamos en el capitulo 4
respecto de la generacidn de expresiones en MathTrainer a partir de acciones de
entrada de patrones, Hemos comprobado al valorar la estrategia de resolucién
de integrales racionales los problemas que surgen al tratar de efectuar una
resolucién guiada, pues no es posible generar expresiones simbolicas a partir de
patrones estructurales. Este problema obligari a replantear dichas acciones
incorporandoles informacién sobre la generacién de expresiones validas desde
el punto de vista del patrdn estructural que representan.

4, También hemos valorado la conveniencia de implementar un mecanismo de
control del ejercicio {retroceder/avanzar un paso, ete.), asf como de resolucién
de ejercicios propuestos por el alumno (en vez de generados por el sistema, del
mismo modo que se hace en MathTrainer). Sin duda que este es un problema
que se debe resolver en un futuro inmediato pues mejorara la eficacia y
posibilidades de interaccién alumno/sistema.

5.3.  Trabajo futuro.

A lo largo del periodo de investigacién seguido para la elaboracién de esta memoria,
hemos ido viendo distintos requerimientos y funcionalidades que han ido quedindose en el
camino por diversos motivos. Qué duda cabe que futuras versiones de la herramienta
deben incluir mejoras en todos los aspectos tratados en la misma, en ambos planos
mencionados, de representacién y de interaccidn, MathEdy actualmente forma parte del
proyecto de investigacién ENCITEC financiado por la CICyT (TEL1999-0181) que
persigue la integracién de distintas herramientas informaticas para la educacién cientifico-
técnica. Las mejoras y trabajos pendientes que consideramos més importantes van en la
direccién que de un modo u otro han ido surgiendo dentro del proyecto y corresponden a
las siguientes:

I. Disefiar una nueva interfaz que, sin perder las facilidades de manipulacién de

simbolos matematicos que proporciona Mathematica actualmente, aporte una serie
de facilidades de edicién que mejoren el uso de la informacién. Una interfuz mas
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elaborada permitird una comunicacién con el alumno mucho mas natural y cetcana
a la realidad del didlogo alumno-profesor.

En consonancia con el objetivo expuesto quetemos volver a hacer referencia a
webMathematica (accesible en  http://www.wolfram com/products/webmathematica/)
presentado por Wolfram Research Inc., fabricante de Mathematica, en marzo de 2001, Este
producto permite insertar comandos de Mathematica en paginas HTML de modo que, cada
vez que la pigina es invocada, el codigo contenido en ella se ejecuta en un servidor de
Mathematica. La. gran aportacién es que se puede ejecutat en cuzlquier browser al ser cédigo
HTIML estindar. Desde la pagina anteriormente referida se puede acceder a ejemplos
telativos a distintas disciplinas cientificas. Desde el punto de vista de AMarhEdy,
webMathematica tiene carencias notables: no existe ningin didlogo interactivo entre el
sistema y el usuario ni se utllizan los mecanismos de metavariables, patrones, etc. que
usamos en MathEdx. Pero lo realmente relevante desde nuestra perspectiva es ver como se
pone de manifiesto desde el propio fabricante de Mathematica el interés en aportar
herramientas de aprendizaje interactivo y preferiblemente si estan accesibles a través de
Internet. Aunque su funcionalidad sea muy reducida sin duda este producto viene a
confirmar que el trabajo que estamos desarrollando en MathEdx va por el buen camino y
que por tanto una de las futuras (¢ inmediatas) Hoeas de investigacidon debe ser la
integracién de la tecnologia que hemos desartollado para permitit su uso a través de
Internet en una arquitectura cliente/setvidot. De hecho una de las tareas incluidas dentro
del proyecto ENCITEC tiene que ver con la gestion de expresiones simbolicas (formulas)
autorreferenciadas deatro de un cuaderno a modo de hoja de cilculo inteligente, accesible a
través de Internet. La incotporacion a ese entorno de la funcionalidad de MathEdu es otro
objetivo a abordar 2 corto plazo.

II. Incluir un Modelo del Alumno (Self, 1974), (Catro, 1999), que determinari las
capacidades y desttezas alcanzadas por cada uno de los usvarios de la aplicacién, 2
fin de presentade nuevos ejercicios adecuados a las capacidades demostradas. De
esta forma MathEdn puede transmitir confianza al alumno al corregitle los ertores y
adaptarse progresivamente a sus conocimientos. Con ello el alumno vera la
aplicacién no como un mero programa de cileulo simbolico, sino como un
colaborador de su aprendizaje que le motivari a su utilizacion.

Un aspecto mucho més técnico que los que acabamos de indicat hace referencia a los
procesos de pattern-maiching que tienen lugar a la hora de interpretar la informacion
subyacente en un ejercicio generado de forma aleatoria. Qué duda cabe que si bien lo
logrado en esta primera versién aporta una nueva perspectiva en la resolucion intetactiva de
ejercicios, no es menos cierto que al hacer uso continuado de la herramienta se nota una
cierta rigidez en las formas y en la manipulacién de datos. Por tal motivo un objetivo a
plantear para lograr esto debe ser el siguiente:
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III. Mejorar la interpretacion de los patrones subyacentes en un enunciado. De este
modo podrian enmascararse los enunciados utilizando propiedades tnatemdticas
como la asociatividad o la conmutatividad de operaciones. Mathematica (y pot tanto
MathEdy) dispone de un mecanismo de aplicacién de estas dos importantes
propiedades. Sin embargo, cuando en la fase de disefio se representa una expresion,
el modo en que se ha representado determina en el futuro cualquier ejemplo de
dicha expresién, sin ser posible usar, en muchos casos, distintos modos de
representacion de un mismo objeto, cuestidn esta que puede dax lugar a una mayor
versatilidad en los enunciados y en los didlogos.

Como ejemplo que flustre este dltimo comentatio podemos plantear el siguiente.
Actualimente la genetacién de integrales resolubles por sustitucién puede dar lugar a
ejercicios como por ejemplo

Ejetcicio. Calcular
I
x(1+Inx)

BEste mismo ejercicio se puede planteat al alumno como
Ejercicio. Calcular
I dx
x+xlnx

en el que un simple cambio en el integrando hace que no sea tan evidente la
presencia de una funcidn y su derivada y obliga al alumno a un proceso de analisis
de la informacién que se le suministra mis complejo que en el pdmer caso.

Al hilo de lo anterior surgen ideas para dos nuevas vias de investigacién mis prdximas
a la Inteligencia Artificial que pueden nacet a partir de aqui. Pot un lado se tratatia de
profundizar en la intetpretacién del enunciado de un ejercicio, posibilitando la creacién de
cursos sobre campos que no requieran estrictamente el uso de cilculo simbdlico, pox
ejemplo en demostracién de propiedades o teoremas, en el uso de grificos; o bien de otras
materias distintas de las Matematicas (Bazin, 1993; Castells, 1993; Castells, 1993b, Mei-
Chuen, 1999).

Ea segundo lugar consideramos que es importante indagar sobre la estructura de
objetos matemiticos complejos, sus modos de representacién y sus intetacciones (Diez,
1996; Diez 1997). MathEdu puede servit de punto de atranque para este nuevo tipo de
tateas en las que es clave disponer de una herramienta capaz de manipular descripciones de
objetos matemiticos y dialogar con el usuvario.
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IV. Finalmenre, sera imprescindible mas adelante, cuando concluyan algunas de las
* tareas enunciadas (fundamentalmente Iy II), realizar unas pruebas de campo con

profesores que disefien un curso y alumnos que lo sigan y, entre todos, evalien Ia
" eficacia de MathEdn.
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APENDICE A

A) ESTRUCTURA DE DATOS DE LOS TIPOS DE EJERCICIO

En el apartado 3.3.2 de la memoria se hace referencia a la representacidn abstractade l2
estructura de datos de un tipo de ejercicio. Dicha representacién abstracta es la que se

muestra en la figura A.1 a continuacion. En negrita aparecen remarcadas las palabras clave
de la estructura de datos.

id_tipo_de ejerciciof
enunciado,
id estrategia 1f
etiqueta,
descripcién,
formulaePatterns/Rulefid_formula, pattern] ],
cases{{metaVarsSpec] _metaVariables] },
resolutionActions({
accionl,
accion2,

b

id_estrategia_2[.. ],

id_estrategia_nf...]
7

Figura A.1. Estructura de datos de un tipo de ejercicio.
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Esta estructura esta formada por

1. el identificador del tipo de ejercicio

2. el enunciado correspondiente a dicho tipo

3. las estrategias validas para ejercicios de! tipo descrito, cada una de las cuales
contiene, a su vez, la siguiente informacién

a.

b.

c.

una etiqueta descriptiva de la misma

una descripcion textual del uso que puede hacerse de la estrategia
los patrones {estructuras formales abstractas) de las férmulas del
enunciado

el conjunto de casos definidos para la estrategia, en funciéa de las
metavariables que se definan.

Las acciones de resolucién asociadas a cada estrategia
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B) GENERALIZACION DE CASOS DE EJERCICIOS PREDEFINIDOS

En el apartado 3.3.3.2 se hace referencia 2 la siguiente estructura, la cual muestra el
contenido del tipo de ejercicio integracién después de haber afiadido un nuevo caso
(resaltado en negrita). Con el nuevo caso introducido, los integrandos de los ¢jercicios que
- se generen constaran de un polinomio de grado 2 siz término independiente multiplicado
por la funcién exponencial cuyo exponente es un polinomio de grado 1 sin término
independiente.

Integraciénf
“calcular $integral”,
porPartesf
"Por partes”,
"La integral se puede simplificar en una expresion mds simple en funcién de
_ factores derivables”,
JormulaePatternsfintegral — Integrate[Timesfu_, v_], xJ,
cases[{metaVarsSped|
{{u, PolynomialQ, polyGenf2, 0]},
{v, TrigQ, simpleTrigGeneratorfanylx]}},
{{u, PolynomialQ, polyGen(3, 0},
{0, BxpQ, emoeu 3}
p/.
resolutionActionsf{

accionl,
accion,

+e 3

accionN}

7
]

Figura A.2. Bjemplo de estructura de datos para un nuevo caso de mefavariables,
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C) DEFINICION DE NUEVAS ESTRATEGIAS DE UN TIPO PREDEFINIDO

La figura A.3 muestra la estructura de datos resultante tras la definicién de una nueva
estrategia (racional) para un tipo de ejercicio predefinido, tal y como se describe en el
apartado 3.3.3.2.1 de la memoria. Hemos destacado en negrita el identificador del patrén de
la férmula con objeto de resaltar el hecho de que el enunciado, para un mismo tipo de
gjercicio, sigue siendo el mismo, variando {inicamente los datos relativos a las
metavariables.

integracionf
“calcular Sintegral$”,

porPartesf
“Por partes”,
“El integrando es de laformafg), siendo la derivadadefmissencillagquefyg’
continua’,
fbmz;laePattemsﬁntegml — Integrate[Timesfu_, v ], x],
cases{
{u, PolynomialQ, polyGenf2, 0},
{v, TrigQ, simpleTrigGeneratorfanylfx]}

]
resolutionActionsf{
accionl,
accion2,

LTI )
accionN}

yA
racionalf

"Racional’,
“Integral de un cociente de polinomios”,
formulaePatternsfintegral — Integrate[Times/P_, PowerfQ_ -1}, ],
cases/{ '
{P, PolynomialQ, polyGenf1, Random{Integer, {0,1}]]},
{Q PolynomialQ, polyGenfRandom{Integer,{2,5},

) Random{Integer, {0,13]}
75
resolutionActionsf{

accionl,

accion2,

accionR }
J
7

Figura A.3. Ejemplo de definicién de una nueva estraiegia correspondiente a un tipo predefinido
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D) DEFINICION DE ACCIONES DE UNA ESTRATEGIA

La estructura mostrada en la figura siguiente muestra resaltada la cabecera de resolucién
de acciones (resolutionActions). Esta cabecera identificala lista de acciones que vaa introducir el
disefiador para la resolucién del efercicio por parte del alumno o parala resolucién guiada

por parte de MathTrainer. Este proceso se describe con detalle en el apartado 3.3.3.2.2dela
memoria.

id tipo de ejerciciof
enunciado,
id_estrategial
etiqueta,
descripcion,
formulaePatternsfRulefid_formula, pattern] ],
cases{{metaVarsSpec] _metaVariables] }],
resolutionActionsf{
accionl, -
accion,

accionN}]
]

Figura A.4. Cabecera para la lista de acciones de resolucién.
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E) ESTRUCTURA DE DATOS RESULTANTE TRAS LA DEFINICION DE
UNA ACCION DE seleccién de alternativa.

En el apartado 3.3.3.2.2 se describe con detalle el proceso necesario para la definiciéon
de una coleccién de alternativas para ser ofrecidas al alumno en tiempo de resolucion en
una paleta de seleccién excluyente. Un ejemplo de la estructura de datos resultante tras el
proceso de definicibén de los datos relativos a la accidn seleccién de alternativa es el que se
muestra en la figura A.5.

Seleccion de alternativaf{
{"u-v— I(u -v)dx ", mensaje["Incorrecto. Repasa la teoria de integracién por partes"]},
{"u-V + [(7 -du)dx ", mensaje["Incorrecto. Repasa lateoria de integracién por partes'l},
{"u-V - {7 -du)dx *, entrada de expresiones|"Introduce la derivada de u", du, Dlx]]

asignarfnuevoEjercicio, Integrar{Vdux}
i

Figura A.5. Ejemplo de alternativas de la accidn sefeccion de alternativa.

Hemos resaltado en negrita las acciones que el motor de resolucién de MathEdn Solver
invocar4 en tiempo de ejecucion. La accidn seleccion de alternativa muestra la paletay cada
una de las otras acciones (mensaje y entrada de expresiones) se ejecutaran segin el alumno
seleccione los botones con la etiqueta mostrada en los campos de descripcion.
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F) DEFINICION DE UN SUBPROBLEMA MEDIANTE LA ACCION
resolucion de ejercicio.

Desde el punto de vista de la estructura de datos, lo que sucede al disefiar una accién de
tpo resolucidn de efercicio se muestra en la figura A.6 a continuacién. La intetfaz estd desctita
con detalle en la seccién 3.3.3.2.2. La idea bisica es que hay que telacionar elementos que
apatecen descritos en dos ejercicios, uno ya ha sido definido previamente y forma patte del
curso y otro, el ejercicio nuevo, el cual estd en proceso de definicién y que se debe apoyar
en el primero para resolver una parte concreta del mismo.

En el ejemplo concreto que presentamos aqui el tipo de ejercicio predefinido es
adicién. Es un tipo de ejercicio que nos petmite calcular la suma de dos cifras. Puesto que
en el ejercicio nuevo que estamos definiendo aparece una suma de dos valores, parece
apropiado usat el tipo de ejercicio adicidn para resolver ese subproblema. Para ello hemos
de obtener el resultado de la suma en el primer factor de la expresidn a resolver. Por este
motivo invocamos una accibn de resoler giercicio en la cual los datos de entrada al
subproblema son #7 y #2, y el tesultado de su suma se almacenari en la vatiable
resultadoSuma. Puesto que factor! tepresenta la variable que contendrd la salida del
subproblema y se define como resultadoSuma, una vez que concluya el subproblema
podremos referirnos 2 la vatiable facfor! a sabiendas de que en ella estara contenido el valor
de la suma buscada.
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SHDPROLE

adicibn/4————— | multiphoacitnf
Yealerdar Ssumag”, \ “calenlar Sproducto§”,

inmediatal simplifecar|
“nmediata”, Yinmediata”,
“sumar ambas cifras”, "simplificar la expresiin para efectuar ¢l
formulaePatternsf producio”,
Rulefsura, sumandol + mw JormnlacPatterns{
| cases{{metaVarsSpecf Rulefproducto, (nl+n2)- factor2 Jj,
{swmandol, IntegerQ, integerGen}, cases{metaVarsSpecf
{sumando?, IntogerQ), integerGen} {n1, rationalQ, rationalGen},
|' ¥ {n2, rational(, rationalGen %,
i resolutionActions[{ {factor2, rational(, rationaiGen }]}],
' inputExpt{ Tntroduce la suma”, resolutionActions{{
varBxpr, __
sumando? + sumando2, LI S ﬁ%"";i'

InputExpt["Calinla el producto”,
varProd,
Jactorl- factor2 J}]

J

Figura A.6. Interaccion de datos en el disefio de la acci6n resolucién de ejercicio.
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G) GENERACION ALEATORIA DE EJERCICIOS

En la fipura A7 que mostramos a continuacién se describe el seudocodigo
cotrespondiente 2 la funcién encargada de Ja generacion aleatonia de ejercicios, proceso
descrito en el apartado 3.4.1 de la memoria. Como se puede apreciar, el proceso
consiste en

¢ Leer los tipos de ejetcicio del curso
e Escoger aleatoriamente un tipo de entre todos los posibles
¢ Escoget aleatoriamente una estrategia entre las asociadas al tipo seleccionado

e Invocar la resolucién del ejercicio

seleccionAleatonaDeEjercicio :=

EXERCISES = lee(curso.txt);
numeroTipos = contarTiposDeI:E]'ercicios(EXERCISES);
tipoSeleccionado = Random(1, aumeroTipos); '
numercEstrategias = contatEstrategias(tipoSeleccionado);
estrategiaSelecciénada = Random(1, numeroEstrategias);
solveProblem(

"Enunciado del ejercicio”,

tipoSeleccionado,

entrada(),
salida());

Figura A.7. Seudocddigo de la funcidn de generacién aleatoria de egjercicios.

La funcién solveProblem la cual posee cuatro parimetros:

" Mensaje para el cuaderno de disefio
= Eltipo de ejercicio seleccionado

= Entrada()

= Salida()
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Como podemos obsetvat, el tetcer pardmetro cozresponde a la cabecera entrada( ), la
cual no lleva pardmettos. De esta forma la funcién solveProblem identifica que el ejercicio
es uno nuevo e invoca a la funcién de evaluacién de datos de entrada para el ejercicio
(evaluarEntrada) la cual geneta los valotes correspondientes para las metavariables que
aparecen definidas en el enunciado.

La funcién evaluatEntrada accede 2 las metavatiables cottespondientes a la estrategia
escogida del tipo de ejercicio seleccionado, toma sus funciones generadoras y genera los
valotes cottespondientes. Dichos wvalores se sustituyen en los identificadores de las
metavatiables y se aplican las reglas correspondientes de los patrones de formula con los
que se inicializan los identificadores de las mismas. Una vez concluido este proceso ya se
puede enviar el enunciado al cuaderno de resolucién, sustituyendo en el mismo los
identificadotes de las f6rmulas por los valores genetrados.

En la figuta siguiente queremos mostrar como es el proceso descrito hasta el momento
correspondiente a Ja generacién aleatoria de ejercicios.

1

. . seleccionAleatoriaDeEjercicio
nlegracion

”mfm o l
74

polino.
olinémica”, SolveProblem(
"Se trata de una integral inmediata polinimica”, "Enunciado del ejercicio®,
tipoSeleccionado,
 formulaePatterns| 3 entrada()},
cases{{metaV arsSpecf l entradaf )
{polinomis, P O\IJ'”OWMQP@’G@ ) evaluarEntrada
6 5
4
resolutionActionsf{
entrada de datos con patrén{ Introduce ¢l resultads de la integral”, integ,
PolynomialQy,

mensaje[" ' Comprobemos si of resultado introducido es correcto”],

entrada de expresiones{ Deriva la solucién que has introducido de la integral”,
derivada,

polinomio],

]

Figura A.8. Representacion grifica de la generaci6n aleatoria de un ejercicio.
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Los pasos 1y 2 corresponden a la funcién seleccionAleatoriaDeEjercicio, la cual se
encarga de la seleccién del tipo de ejercicio (1) y de la estrategia correspondiente al mismo
(2). Esta funcibn invoca a'su vez a solveProblem la cual se encarga de analizar el tipo de
entrada de datos e invoca, a su vez, a la funcidén de evaluacidn de datos de entrada
evaluarEntrada, Esta ltima funcibn lleva el peso, a su vez, de obtener los patrones de las
térmulas asociadas a la estrategia seleccionada (paso 3), obtener las metavariables de las
férmulas involucradas en los patrones anteriores (paso 4), generar los valores de las
metavariables con sus correspondientes funciones generadoras (paso 5) y propagar (paso 6)
los valores de las formulas con los valores de las metavariables instanciados al enunciado
del ejercicio que se muestra en el cuaderno de resolucidn.
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H) VERIFICACION DE PATRONES

La figura A9 que mostramos a continuacién reproduce el seudocddigo del
procedimiento de verificacidn de patrones de MathEdz Solver. Los pasos asociados a esta
funcién estan descritos en la seccién 3.4.2.

verificacibnDePatrones(tipo_, etiqueta_, expresion_):=

(* 1. OBTENCION DE DATOS ¥)
ejercicio = leeEjercicio(tipo);

estrategia = leeEstrategia(ejercicio, etiqueta);
metaVars = leeMetaVariables(estrategia);
liberar(metaVars);

(* 2. GENERACION DE PATRONES *)
- patron = seleccionarPatronFormula{estrategia);

patronCondicional = patternGenerator{patron, metaVars);

(* 3. DECISION %)
decision = comparacionSemantica(expresion, patronCondicional);

(* 4, RECUPERACION *)
recuperacionValoresMetaVariables;

(*5. SALIDA )
Switch(decision)
True -> Return(True)

False -> errorMessage("estrategia seleccionada incorrecta”)

Figura A.9. Seudocddigo de la funcidn de verificacién de patrones de expresiones.
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I) ESTRATEGIAS MULTIPLES

La figura A.10 que mostramos a continuacidn reproduce la estructuras de datos
correspondiente a un ejercicio (en este caso de tipo multiplicacién) que contempla la
posibilidad del uso de dos estrategias diferentes para su resolucidn. En la seccidn 3.4.2 se
detalla €l uso de este tipo de estructuras.

multiplicacion|
enunciado,
distributivafdescripcion,
patrones de formulas,
casos,
accionesfaccion_dlaccion_d2,... ,accion_dK],
simplificar[descripcidn,
patrones de formulas,
casos,
accionesfaccion_slaccion_s2,... ,accion_sij

]

Figura A.10. Ejemplo de estructura de datos de un ejercicio con dos estrategias.
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J) BUCLEDE E]ECUCI(')N DE ACCIONES

La figura A.11 que mostramos a continuacidn reproduce el seudocéddigo de la funcidn
hacerAcciones, la cual aparece referida en la seccidn 3.4.3.

hacerAcciones({acciones }):=
gjecutarAccion = extraerPrimera(acciones);

Switch(ejecutarAccion,

entradaDatos(_ ) - inputData(__, Rest(acciones));
entradaExpresiones{ ) = inputExpression(__, Rest(acciones));
entradaDatosCondicional{ )} = inputConditional(__, Rest{acciones));
mensaje{ ) - showMessage(__, Rest(acciones));

asignar(__) - assignVariable(__, Rest(acciones));
seleccionAlternativa{__)->choicePalettelteration( , Rest(acciones));
resolverProblema(_ ) < solveExercise(_, Rest{acciones));
finSubproblema( ) = endSubproblem(__, Rest(acciones));
finResolucién( ) > endResolutionExercise(__, Rest(acciones));

Figura A.11. Seudocédigo de la fancidn que realiza el bucle de acciones.

La potencia del patter-matching de Mathematica permite que la funcién tenga un aspecto
tan simple como el que se aprecia en la figura. Si observamos cada una de las acciones que
aparecen en la primera columna sblo llevan como pardmetros un doble simbolo de
subrayado . Mathematica interpreta que dicko simbolo es equiparable a la presencia de
uno o mas parametros asociados a la cabecera de la funcidn. Por tanto lo realmente
relevante son las cabeceras, independientemente del mimero de parametros que porten.

Por otro lado también conviene aclarar que la traduccidn de las funciones que
representan los tipos de acciones a efectuar por el alumno a funciones ejecutables por el
ntcleo de Mathematica se realiza aplicando la traduccién a la correspondiente funcibén
ejecutable de cada tipo de accibn a los pardmetros que porta la declaracién de dicha accion.
Asi, por ejemplo, la accibn
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entrada de expresiones("Efectiia el primer producto”, varProdl, factorsumandol)
se transforma, aplicando la funcién ejecutable, en
inputExpression("Efectsia el primer producto”, varProd1, factorsumandol, vesto_acciones)

que como podemos observar introduce la lista de acciones restantes como dltimo
parametro, con el fin de mantener el bucle de acciones.
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K) EVALUACION DE CONDICIONES SOBRE EXPRESIONES

Lacomprobacién de la condicién la efectiia una funcibn de evaluacion de predicadosla
cual debe distinguir el condicionante para efectuar la comprobacién oportuna. Su
seudocddigo es:

evaluarPredicado{expresibn, condicidn): =

$i condicién es de 1a forma "*Q"
entonces hacer
condicién{expresién);

en caso contrario hacer
expresién === condicién

Su interpretacién es muy simple. Se basa en el hecho de distinguir el tipo de condicién
indicada. Si la condicién es cualquier cadena de caracteres terminada en Q (que indica
Question, es un predicado), se aplica directamente el predicado a Ja expresidn que teclee el
alumno. Por ejemplo

racionalQ(l) = Verdadero
x

mientras que si la condicién no es de la forma anterior debe ser la expresion
correspondiente a un patr6én semantico, en cuyo caso la comparacién con la expresién
tecleada por el alumno se hace a través de la triple igualdad (= = =) de Mathematica. Dicha
triple igualdad equivale, a su vez, al predicado SameQ el cual compara las expresiones a
ambos lados y comprueba si son idénticas o no. Por ejemplo

Sen (2x + 2)

m =Ty (2x + 2) = Verdadero

comprobando de este modo que el predicado SameQ es capaz de resolver simplificaciones
sencillas como las del ejemplo. Una cuestién pendiente de estudio respecto al
funcionamiento de este predicado en Mathematica es su alcance, Es decir, hasta qué punto es
capaz de realizar simplificaciones o, dicho de otro modo, cuando es necesario incluir en la
funcién evalvarPredicado funciones de simplificacién propias de Mathematica como
Simplify o FullSimplify, funciones ambas las cuales de momento no usamos. Esta, que
duda cabe, debe ser una cuestién para tratar en futuras versiones de la aplicacién y, con
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toda seguridad, seré pertinente acudir a las fuentes de Mathematica (Wolfram Research) para

obtener informacién adicional no incluida en los manuales del producto.
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APENDICE B

EXPRESIONES SIMBOLICAS EN MATHEMATICA

Mathematica manipula dos tipos de expresiones simbodlicas. Por un lado las puramente
matematicas. Por otro lado las expresiones graficas. Para construir las segundas, las cuales
describen el contenido de los notebooks, Mathematica dispone de un lenguaje capaz de
interpretarse 2 modo de guién. Por ejemplo, consideremos la celda siguiente

1+1
cuya representacion en el lenguaje de Mazhematica es
Plus[1,1]

y cuya representacion en el lenguaje de cajas que Mathemarica emplea para representar
exptesiones en el frontend es

Cell[BoxData[RowBox[{"1", "+", "1"}]], "Input’]

Este cédigo se puede ver y editar de forma interactiva en el fron? end. De hecho
MathEdn manipula este tipo de expresiones directamente cuando es necesatio hacetlo para
enviatlas a la interfaz con el usnario (alumno o profesor). Todas las celdas en Mathematica se
obtienen de esta forma. El lenguaje de boxes (cajas) es altamente versitil puesto que debe
ser capaz de representar cualquiet expresion matemdtica que se desee. Existen numetosas
primitivas en el lenguaje que permiten ctear cualquier tipo de expresion, con cualquier
color, tamafio, fuente, etc.

Semejantes capacidades nos han provocado, a menudo, evidentes dificultades en la
manipulacién de los datos. La intetfaz con el usuatio sélo es capaz de manipular Ia
informacién cuando esti en el lenguaje de cajas. Por este motivo para mostrat cualquier
expresién siempre hemos de traducirla entre los distintos formatos usando para ello
fundamentalmente dos funciones: ToExpression y ToBoxes. Para efectuar estas
traducciones Marthematica dispone de funciones puimitivas que permiten el pasc de
expresiones del formato simbdlico grafico al simbdlico matematico y viceversa (ver figura
B.1).
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[enguaieidecarasy

Figura B.1. Esquema de las representaciones simbdlicas en Mathematica.

A modo de ejerplo vamos a mostrar una manipulacién de datos habitual en MathEdx.
El alumno teclea la expresién

Cos (2x)
2

cuya representacion en lenguaje de cajas, representacién intemna de la expresién que
manipulz el fronf end, es

Cell[BoxData[
FractionBox]
RowBox[{"Cos", "[",
ROWBOX[{“Z“’ llx“}]’ ll]ﬂ }], 1l21l]]’ "Iﬂput“]

Esta expresion contiene informacién grifica telativa 2 la disposicién de los distintos
elementos en la celda, pero desde el punto de vista matematico es totalmente inoperativa.
Pata poder manipular su representacién matemditica hemos de cteat una copia de esta
expresion en el kemmel, que es donde realmente se interpreta. Una vez en el kermel,

disponemos de una forma de transformarla en una exptesién de contenido matemitico
pleno mediante la primitiva ToExpression, convirtiéndose en

Times[Rational[1,2], Cos[Times[2.x]]]-
Supongamos ahora que dicha expresion la multiplicamos por 2, obteniendo

Cos(2x)
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Hemos de transformarla nuevamente a formato boxes para podérsela mostrar al alumno.
Para ello disponemos nuevamente de otra primitiva, en este caso ToBoxes de modo que

ToBoxes[Cos| Times[2,x]]]
Cell[BoxData[
RowBox{{"Cos", "[*,
RowBox[{"2", "x"}], "1"}]), "Input"]

El kernel transfiere una copia de esta tiltima expresiéil simbélica en lenguaje de cajas al
front end, el cual la muestra en el notebook correspondiente.

En resumen, las expresiones siempre se interpretan, en cualquiera de sus formatos, en
el kernel. El front end actlia como un mero procesador de textos que muestra la informacién
gue se introduce desde el teclado o se procesa desde el kernel.
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