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por todas las risas compartidas y por contribuir a crear un ambiente
de trabajo tan agradable.
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2.4.2. Técnica del eco de esṕın de 3He . . . . . . . . . 21

2.5. Resultados experimentales . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.5.1. Na-Cu(001) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
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Caṕıtulo 1

Introducción

La difusión y vibración de adsorbatos (átomos o pequeñas molécu-
las) que presentan modos de baja frecuencia son procesos elementales
muy importantes en f́ısica de superficies, pues nos proporcionan infor-
mación muy valiosa sobre la naturaleza de las interacciones adsorbato-
adsorbato y adsorbato-substrato. Además, llegar a un buen entendi-
miento de estos procesos constituye un paso preliminar en el estudio de
fenómenos más complicados como la catálisis heterogénea [1], la epita-
xia molecular [2], el crecimiento de cristales, la deposición qúımica en
fase vapor [3], la desorpción asociativa [4] o la fabricación de nanoes-
tructuras [5], por ejemplo. Para estudiar la difusión en superficies se
han utilizado diferentes técnicas experimentales. Una de las más comu-
nes, por ser qúımicamente inerte, es la dispersión casi-elástica de áto-
mos de He (QHAS, del inglés quasi-elastic He atom scattering) [6–14].
Esta técnica ha sido usada para caracterizar diferentes sistemas adsor-
bato/metal, como el Na/Cu(001) [12, 13], el CO/Cu(001) [11, 14] o el
CO/Pt(111) [15,16]. De estos casos, la difusión de átomos de Na (con
recubrimientos diferentes) sobre Cu(001) ha sido uno de los más ana-
lizados experimentalmente. Por este motivo, el sistema Na/Cu(001) se
ha convertido en un paradigma dentro de los estudios teóricos de la
difusión en superficies.

En los experimentos de QHAS, las medidas del tiempo de vuelo
(TOF, del inglés time of flight) [10–14, 17–19] se convierten en espec-
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2 Introducción

tros de transferencia energética, los cuales abarcan un amplio rango
de enerǵıas y nos permiten observar diferentes picos en el espectro
correspondiente:

1. Un pico prominente alrededor de la transferencia cero de enerǵıa,
llamado pico casi-elástico o pico Q, que da información acerca
del proceso de difusión.

2. Picos debidos al intercambio de enerǵıa con los fonones de la su-
perficie, como la onda Rayleigh (RW, del inglés Rayleigh wave)
y la resonancia longitudinal (LR, del inglés longitudinal resonan-
ce), que aportan información acerca de la dispersión inelástica
con la superficie.

3. Finalmente, picos más débiles a bajas transferencias de enerǵıa
(procesos de creacción y aniquilación) que se atribuyen a tras-
laciones y rotaciones frustradas de los adsorbatos paralelas a la
superficie y corresponden a los modos T y R y sus armónicos [20].

La magnitud observable en este tipo de experimentos es el llamado
factor de estructura dinámico o ley de dispersión, que da las formas o
perfiles de ĺınea correspondientes a los picos Q y T. Recientemente, se
han realizado experimentos de dispersión mediante la técnica de eco de
esṕın con átomos de He (HeSE, del inglés helium spin echo) [21–26] y
con neutrones (NSE, del inglés neutron spin echo) [27–29]. Esta técnica
nos abre nuevas oportunidades experimentales, pues permite realizar
medidas que antes nos eran inaccesibles en la longitud subnanométrica
y escalas de tiempo de nanosegundos. Con ella se han estudiado una
gran variedad de sistemas como el Cs/Cu(001) [25], el benceno/grafito
[30] o el benceno/Cu(001) [30].

Hay muchas formas de estudiar teóricamente la difusión en super-
ficies. Una de ellas consiste en expresar las magnitudes observables
experimentalmente en términos de funciones de correlación. En 1954,
Van Hove [31] desarrolló una teoŕıa para la dispersión de neutrones
donde el observable en este tipo de experimentos, la sección eficaz, se
expresa en función del factor de estructura dinámico. Esta teoŕıa se ha
generalizado para estudiar la difusión en superficies con haces de He
en vez de neutrones. En 1994, John Ellis y Peter Toennies llevaron a
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cabo [32] una simulación de dinámica molecular que describ́ıa el movi-
miento de un adsorbato aislado de Na sobre la superficie de Cu. Con el
fin de entender mejor el proceso de difusión, descompusieron la enerǵıa
que se transfiere entre el adsorbato y el substrato como la suma de la
enerǵıa cinética del adsorbato y una enerǵıa potencial efectiva dada
por un potencial bidimensional. El decaimiento lineal, que se observa
en la función de correlación de esta enerǵıa, nos indica que las escalas
de tiempo involucradas en la dinámica del adsorbato son más largas
que las asociadas a la vibración térmica de la superficie. Por ello, el
sistema adsorbato-substrato se puede considerar como markoviana; es
decir, su futuro esta determinado por el presente y no por su pasado.
En la mayoŕıa de sistemas se puede asumir esta aproximación, ya que
la enerǵıa de Debye de las excitaciones de la superficie es mayor que el
modo de vibración de baja frecuencia del adsorbato (modo T) y, por
tanto, el amortiguamiento puede considerarse como instantáneo (efec-
tos de memoria despreciables). Esto nos permite simplificar el estudio
teórico, sustituyendo la interacción adsorbato-substrato por un rui-
do blanco gaussiano y, por tanto, tratar el sistema mediante métodos
estocásticos dentro del formalismo de Langevin [33].

A recubrimentos bajos, las interacciones entre adsorbatos pueden
ignorarse, lo que nos permite trabajar dentro de la llamada aproxima-
ción de adsorbatos aislados (SA, del inglés single adsorbate). En este
caso, la difusión se caracteriza por tener en cuenta sólo la interacción
adsorbato-substrato, descrita por dos contribuciones: (1) una fuerza
determinista, dada por un potencial adiabático que simula la interac-
ción a temperatura cero, y (2) una fuerza estocástica, que da cuenta
de los efectos vibracionales inducidos por la temperatura en los áto-
mos que forman la superficie (y, por tanto, en los adsorbatos). Esta
aproximación es equivalente a considerar la difusión de los adsorbatos
como un proceso browniano. En estos cálculos dinámicos, los paráme-
tros que definen el potencial de interacción se eligen casi siempre de
forma que se obtenga un buen acuerdo con el experimento. Esta forma
de proceder tiene la desventaja de que dichos potenciales no son úni-
cos, ya que puede haber muchas formas que nos lleven a los mismos
resultados. En principio, sólo los cálculos ab initio nos pueden dar po-
tenciales únicos. Gracias a esta aproximación, se observó lo que se ha
denominado efecto de estrechamiento por desplazamiento (MNE, del
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inglés motional narrowing effect) [34–37]. Este efecto permite expresar
los cambios producidos en el perf́ıl de ĺınea en función de diferentes
parámetros, como la fricción de la superficie, la tranferencia de mo-
mento paralelo, y/o la estructura de la red (barrera de activación,
peŕıodo, etc.).

Cuando aumenta el recubrimiento, las interacciones adsorbato-
adsorbato no pueden despreciarse. En este caso, se introducen poten-
ciales de interacción de pares en simulaciones que combinan la dinámi-
ca molecular con la formulación estocástica de Langevin (LMD, del
inglés Langevin molecular dynamics) [12], donde el número de ecua-
ciones a resolver es, en general, elevado (aumenta como 2N , donde
N es el número de adsorbatos considerados, t́ıpicamente del orden
de 400–500). En estas simulaciones, a la hora de dar cuenta de la
interacción entre el adsorbato y el substrato, se vuelve a utilizar la
aproximación markoviana que mencionábamos antes. La interacción
adsorbato-adsorbato suele describirse mediante un potencial repulsivo
dipolo-dipolo [38]. En particular, la llamada fórmula de despolariza-
ción de Topping relaciona la fuerza del dipolo con el recubrimiento [39].
Este tipo de interacción se atribuye a la repulsión electrostática entre
los dipolos, que se debe a la transferencia de carga de los adsorbatos al
substrato. Un inconveniente importante en este tipo de simulaciones
es que requieren mucho tiempo de cálculo. Además, la interpretación
de los resultados numéricos es muy dif́ıcil, ya que no es posible realizar
o desarrollar tratamientos anaĺıticos sencillos y, por tanto, hay que re-
currir a funciones de ajuste emṕıricas (esto es, obtenidas a partir del
ajuste de los cálculos numéricos a los experimentos). Las discrepancias
numéricas, que se han encontrado entre los resultados experimentales
y los de LMD a la hora de calcular el ensanchamiento que aparece en
los picos Q y T al aumentar el recubrimiento, eran hasta ahora un
problema abierto [13]. No obstante, se ha mostrado [24] que se puede
llegar a un buen acuerdo con el experimento utilizando modelos sim-
ples, donde se permite al adsorbato moverse de forma perpendicular a
la superficie. A pesar de ello, sigue existiendo una cierta ambigüedad
en la interpretación y utilización de dichos modelos (compárese los
resultados de la referencia [24] con los de la [26]).

Lo que se propone en esta Memoria es una descripción puramen-
te estocástica para el tratamiento de interacciones a recubrimientos
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intermedios. Esta descripción, que se ha denominado modelo de ad-
sorbatos aislados interactuantes (ISA, del inglés interacting single ad-
sorbate) [37,40–42], está enmarcada dentro del formalismo de Langevin
y se basa en la teoŕıa del ensanchamiento colisional de las ĺıneas espec-
trales desarrollada por Van Vleck y Weisskopf [43] y la teoŕıa cinética
de los gases [44]. Dentro de esta aproximación, la difusión se describe
mediante una ecuación estándar de Langevin, donde la parte deter-
minista y los efectos vibracionales de la temperatura de la superficie
se consideran igual que en la aproximación SA, mientras que, para
dar cuenta de la interacción adsorbato-adsorbato, se utiliza un ruido
“shot” blanco (white shot noise, en inglés) [41]. Este ruido sustituye
al potencial dipolo-dipolo de las simulaciones LMD. En este mode-
lo tenemos, aśı, dos tipos de procesos markovianos independientes. El
primero se debe a la presencia del substrato: la escala de tiempo de las
excitaciones del substrato es mucho más corta que la escala de tiempo
del movimiento del adsorbato (la frecuencia máxima de la excitación
del substrato es del orden de 20–30 meV y la frecuencia vibracional
caracteŕıstica del adsorbato es del orden de 4–6 meV). El segundo es
debido a la presencia de la interacción adsorbato-adsorbato, que se
simula mediante una fricción colisional, donde el tiempo de colisión
es mucho más corto que la frecuencia entre dos colisiones consecuti-
vas. Haciendo esto, los dos ruidos pueden considerarse blancos y no
correlacionados, lo que nos permite aplicar la ecuación estándar de
Langevin para realizar la simulación. En este modelo, no considera-
mos la fricción electrónica (excitación electrón-hueco) de la red, por lo
que la fricción de la superficie quedará reducida a la fricción fonóni-
ca, derivada de las fluctuaciones térmicas de la superficie. Por tanto,
de acuerdo con el teorema de fluctuación-disipación, la fricción total
puede considerarse como la suma de la fricción colisional y fonónica.
Como se defiende en esta Memoria, la aproximación ISA proporciona
un buen acuerdo entre teoŕıa y experimento hasta recubrimientos de
al menos el 20 %. Aśı, aunque los cálculos de primeros principios son
importantes, a recubrimientos moderados el modelo ISA permite dar
una visión complementaria de los movimientos de difusión y vibra-
ción de baja frecuencia. Por último, al igual que en la aproximación
SA, la incorporación de la fricción electrónica, a nivel teórico, podŕıa
considerarse simplemente aditiva. Debido a la naturaleza cuántica del
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problema, que cobra importancia a tiempos cortos y bajas temperatu-
ras, el modelo ISA ha sido generalizado a su versión cuántica. Aunque,
debemos notar que con este modelo se decribe la difusión activada, no
la mediada por efecto túnel.

Esta Memoria se ha organizado de la siguiente manera. En el
caṕıtulo 2 se describirán las técnicas experimentales que se utilizan
para medir los procesos de vibración y difusión de adsorbatos en su-
perficies, explicando sus ventajas e inconvenientes. En particular, nos
centraremos en la técnica QHAS, que permite medir ambos procesos
conjuntamente. Además, se mostrarán datos experimentales referen-
tes al sistema Na/Cu(001), que es el que se ha utilizado como sistema
de referencia en este trabajo. En el caṕıtulo 3, se expondrán los di-
ferentes métodos teóricos que se han empleado para estudiar estos
experimentos. Además, en este el caṕıtulo se desarrollará en detalle
la aproximación ISA, explicando qué puede aportar al estudio de la
difusión y porqué obtiene mejores resultados que otras técnicas. En el
caṕıtulo 4, se mostrarán los resultados obtenidos con el modelo ISA
para el sistema Na/Cu(001). Por último, en el caṕıtulo 5, se expon-
drán las conclusiones derivadas de este trabajo, aśı como los proyectos
futuros consecuencia del mismo.



Caṕıtulo 2

Técnicas experimentales

Las técnicas experimentales para el estudio y caracterización de
superficies pueden clasificarse atendiendo al tipo de difusión que sean
capaces de medir, es decir, lenta o rápida. Aśı, la microscoṕıa de cam-
po iónico (FIM, del inglés field ion microscopy) [45–47] y la micros-
coṕıa por efecto túnel (STM, del inglés scanning tunneling micros-
copy) [48–53], aunque tienen la gran ventaja de contar con resolución
atómica, están restringidas a la difusión lenta (D ∼ 10−19 cm−2/s) y
sólo nos proporcionan “fotos instantáneas” de la posición de los áto-
mos difundidos en sus posiciones de equilibrio a diferentes tiempos.

La técnica QHAS se ha revelado como una herramienta útil pa-
ra el estudio de la dinámica de los adsorbatos. Esta técnica nos da
una información detallada de la estructura y los procesos dinámicos
que ocurren en la superficie. Gracias a ella, las bajas frecuencias de
vibración de un adsorbato, su acoplamiento con la superficie y la in-
teracción entre adsorbatos se han podido medir en un amplio rango
de temperaturas. Al contrario que las técnicas FIM y STM, la técnica
QHAS nos aporta una visión indirecta del proceso, por lo que puede
ser utilizada para estudiar movimientos de difusión más rápidos. En la
tabla 2.1 se muestra una relación de las distintas técnicas mencionadas
y el rango de coeficientes de difusión medidos con las mismas.

Aparte de las ya citadas, existen otras muchas técnicas experimen-
tales para estudiar la difusión sobre superficies que no se van a descri-
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8 Técnicas experimentales

Técnica Rango de D (cm2s−1)
STM 10−19 − 10−16

FIM 10−19 − 10−16

QHAS 10−14 − 10−9

Tabla 2.1. Rangos de coeficientes de difusión que podemos medir con
las técnicas mencionadas

bir aqúı como, por ejemplo la difracción de electrones de baja enerǵıa
(LEED, del inglés low energy electron diffraction) o el microscopio
de fuerza atómico (FAM, del inglés atomic force microscope) [54–63].
A continuación se explicarán en detalle estas técnicas experimenta-
les. Además, se presentarán los resultados experimentales del sistema
Na/Cu(001) obtenidos con la técnica QHAS.

2.1. Microscoṕıa de campo iónico

La microscoṕıa de campo iónico fue la primera con la que se con-
siguió resolver espacialmente átomos individuales, obteniendo la pri-
mera medida directa de la difusión de adsorbatos en superficies. El
método, que es una evolución de la microscoṕıa de emisión de cam-
po [64], fue desarrollado por Erwin Müller [65] y en 1951 se publicaron
por primera vez imágenes de estructuras atómicas de tungsteno en
Zeitschrift für Physik [66].

En la técnica FIM, cuyo esquema puede verse en la figura 2.1, se
coloca una aguja de metal afilada en una cámara de ultra alto vaćıo
que después se llena con un gas inerte (helio o neón, por ejemplo). La
aguja se enfŕıa hasta alcanzar temperaturas criogénicas (20–100 K) y
se aplica un voltaje positivo que va de 5.000 a 10.000 voltios sobre
la punta. Aśı, los átomos de gas absorbidos por la punta se ionizan
por la acción del fuerte campo eléctrico que existe en las proximidades
de ella, cargándose positivamente, lo que hace que sean repelidos por
la punta. Con objeto de recoger estos iones repelidos, se coloca un
detector. La imagen que forman estos iones puede tener la resolución
suficiente como para mostrar átomos individuales en la superficie de
la punta. Tras la primera medida, la punta se calienta rápidamente y
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Figura 2.1. Esquema de funcionamiento de un microscopio de campo
iónico.

se mantiene a una temperatura alta durante un tiempo determinado.
Entonces, se vuelve a enfriar y se repite la medida. Se asume que no
existe difusión durante estos procesos de calentamiento y enfriamiento
y que el peŕıodo de calentamiento es lo suficientemente corto como
para que los adsorbatos no experimenten muchos saltos.

Al contrario que los microscopios electrónicos, donde la resolución
espacial se ve limitada por la longitud de onda de las part́ıculas em-
pleadas en la visualización, el microscopio de campo iónico funciona
por proyección y alcanza resoluciones atómicas, con una magnificación
aproximada de unos pocos millones de aumentos.

2.2. Microscoṕıa por efecto túnel

La microscoṕıa por efecto túnel es una técnica muy poderosa a la
hora de estudiar las superficies a un nivel atómico. Fue inventada en
1981 por H. Rohrer y G. Binnig [67], del laboratorio IBM de Zurich.
Debido a esta contribución, en 1986 fueron galardonados con el Premio
Nobel de F́ısica [68].

El funcionamiento de esta técnica esta basado en el efecto túnel
[69]. Según la mecánica clásica, un electrón no puede atravesar una
barrera de potencial superior a su enerǵıa. Sin embargo, desde el pun-
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Figura 2.2. Vista esquemática de un microscopio por efecto túnel.

to de vista de la mecánica cuántica, los electrones no están definidos
por una posición precisa, sino por una nube de probabilidad. Por eso,
es posible que en ciertos sistemas esta nube de probabilidad se extienda
hasta el otro lado de la barrera de potencial. De este modo, el electrón
puede atravesar la barrera y contribuir a generar una corriente eléctri-
ca. A la intensidad de corriente generada se le denomina intensidad de
corriente túnel y es el parámetro de control que nos permite estudiar
la topograf́ıa de la superficie.

En una instalación cuyo fin es tomar medidas a escala atómica es
necesario que el elemento que se use como sonda de medida tenga una
resolución de esa misma escala. En un microscopio de efecto túnel la
sonda es una punta conductora (por ejemplo, de wolframio). Para que
sea lo más afilada posible, se realiza un tratamiento para eliminar los
óxidos, ya que en condiciones ideales debe haber un sólo átomo en el
extremo de la sonda.
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En la figura 2.2 podemos ver el esquema de un microscopio por
efecto túnel. La instalación consiste en un circuito eléctrico en el que
están incluidos la muestra y la punta de medida. Como se ha señalado
anteriormente, el parámetro de medida es la intensidad de corriente
túnel. Esta intensidad apenas alcanza los nanoamperios y además es
muy sensible tanto a la distancia como a la diferencia de potencial
entre la punta y la muestra. Debido a esta sensibilidad, todo el sistema
debe estar controlado electrónicamente. Es decir, la toma de medidas
y los movimientos de la punta (realizados mediante un dispositivo
piezoeléctrico con precisiones que pueden llegar a los 0,05 nm) están
controlados por el usuario a través de las interfases correspondientes.
Con esta técnica, la difusión atómica se observa en forma de peĺıcula,
donde se puede ver en detalle el mecanismo de difusión, que es de
tipo “camino aleatorio” [70]; es decir, la part́ıcula salta hacia delante
y hacia atrás a lo largo de una superficie bien caracterizada. Estas
medidas han demostrado que los átomos adsorbidos pueden, en un
único salto, viajar más de una celdilla unidad de la red cristalina.
Ambas técnicas, FIM y STM, están limitadas a procesos de difusión
lenta. Para procesos de difusión más rápidos, deben utilizarse métodos
indirectos, como la técnica QHAS.

2.3. Difracción de neutrones

Haciendo incidir radiaciones electromagnéticas, con longitudes de
onda próximas al valor de las distancias interatómicas sobre un cristal
cualquier, se producen diagramas de difracción a partir de los cuales
es posible obtener información precisa sobre la posición de los átomos
del cristal. Recordemos que, según la relación de de Broglie, para una
part́ıcula que se mueve con cierta velocidad existe una longitud de
onda asociada y, por tanto, puede dar lugar a diagramas de difracción
cuando interacciona con la materia. Experimentalmente, este hecho
fue confirmado por J. P. Thomson (hijo de J. J. Thomson) y A. Reid,
quienes consiguieron diagramas de difracción de electrones a través
de una lámina de oro [71]. Una curiosidad sobre estos experimentos
es que J. J. Thomson ganó el Premio Nobel [72] por mostrar que el
electrón presentaba caracteŕısticas de part́ıcula y J. P. Thomson lo
ganó por mostrar que presentaba caracteŕısticas ondulatorias. Con la
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demostración de que las part́ıculas aceleradas pueden producir diagra-
mas de difracción se inició el estudio de las estructuras moleculares,
dando lugar a las técnicas de difracción de neutrones y de electrones.

Aqúı sólo vamos a tratar de las técnicas de difracción de neutro-
nes [27–29] que, como veremos después, son las que dieron origen a
las de difracción de átomos de He. Aśı pues, la primera caracteŕısti-
ca de este método es que los neutrones que presentan longitudes de
onda de 1 Å (del orden de las distancias interatómicas) deben poseer
velocidades muy altas. Por ello, la fuente utilizada normalmente para
producir neutrones con esas velocidades son los reactores nucleares.
Como los reactores expelen neutrones con velocidades diferentes, una
forma adecuada de producir una distribución gaussiana de velocidades
es hacer pasar el haz de neutrones a través de una sustancia denomi-
nada moderador. Uno de los moderadores más comunes es el grafi-
to. Homogenizar la velocidad de los neutrones es importante, porque
cuanto más estrecho sea el rango de velocidades, más estrecho será el
rango de intensidades. Controlando la velocidad del haz de neutrones,
podremos producir diagramas de difracción de tipo Laue.

En la etapa de detección de los neutrones soĺıa aparecer un proble-
ma. Originalmente, se haćıa la detección mediante placas fotográficas,
lo que limitaba el uso del método, ya que los neutrones no producen
respuestas bien definidas en las mismas. Para evitar este problema,
actualmente se utilizan una serie de contadores basados en reaccio-
nes nucleares con los que se busca la colisión del neutrón con algún
átomo. Esta interacción libera radiación gama, protones o alguna otra
part́ıcula cargada, que son fácilmente detectadas en cámaras de ioni-
zación.

Una de las desventajas de la técnica es que el detector necesita de
una fuente suficientemente intensa para producir buenos diagramas
de difracción, lo que limita la técnica a sólo algunos laboratorios en el
mundo, como el laboratorio Laue-Langevin de Grenoble. Sin embargo,
su gran ventaja respecto a los rayos X, es que permite detectar con
excelente precisión la posición de los átomos ligeros, como el hidrógeno
y el deuterio, y es la única que permite obtener información sobre las
caracteŕısticas magnéticas de sólidos.

La gran diferencia entre los rayos X y la difracción de neutrones,
no obstante, es que los primeros interaccionan con los electrones de los
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átomos, mientras que los neutrones interaccionan directamente con los
núcleos. En esta interacción directa con los núcleos pueden ocurrir tres
tipos de dispersión: elástica, magnética e inelástica. El primer tipo de
dispersión es el más simple: los neutrones colisionan con los núcleos
y son dispersados sin ninguna alteración significativa de intensidad
o velocidad con el ángulo de deflección. Como los núcleos atómicos
presentan longitudes de onda de 1 Å, aproximadamente, no notamos
ningún efecto de interferencia debido a las diferentes partes del núcleo.
El poder dispersante de los neutrones por los elementos qúımicos es
bastante diferente respecto al de los rayos X. En este último, cuanto
más grande es el número de electrones en un átomo, mayor será su
poder de dispersión. Con los neutrones no ocurre lo mismo ya que el
poder dispersante de los neutrones aumenta muy despacio al pasar
de núcleos ligeros a pesados. Esta propiedad es la que determina una
visualización excelente de átomos ligeros como el hidrógeno.

Con relación al segundo tipo de dispersión, la dispersión magnéti-
ca, podemos decir que los neutrones, aunque no poseen carga, no de-
ben ser considerados como esferas inertes. Los neutrones, aśı como los
electrones y protones, presentan un movimiento de rotación propio, el
esṕın, generando un momento magnético sobre éste. De esta manera,
si un átomo posee uno o más electrones con espines desemparejados,
estos tendrán un momento magnético que, asociado con el momento
magnético del núcleo atómico, interaccionará con el momento magnéti-
co del neutrón, que será dispersado. Esta dispersión magnética es una
función del ángulo de dispersión, de la longitud de onda del haz de
neutrones y del ángulo entre los momentos magnéticos. Aśı, si utiliza-
mos un haz de neutrones polarizados, podremos obtener información
sobre la estructura magnética de los cristales.

Finalmente, mediante la técnica de difracción de neutrones se han
obtenido detalles de las part́ıculas en un cristal a través del análisis
de los difractogramas correspondientes, presentando como caracteŕısti-
ca la inalteración de la enerǵıa de los neutrones, como es el caso de
la dispersión elástica. Sin embargo, es posible que los neutrones, al
colisionar con los núcleos, presenten dispersiones en que ocurra al-
guna transferencia parcial de enerǵıa, resultando lo que se denomina
dispersión inelástica. Esta pérdida o ganancia de enerǵıa de los neu-
trones ocurre a través de la variación de las enerǵıas vibracionales del



14 Técnicas experimentales

helio electrones neutrones rayos X
(1) 5–100 (0,1–3)×105 1–100 (0,4–3)×107

(2) 1 3–5 À 1 À 1
(3) 0,2 3 0,001 > 8
(4) 10−2 10−2 (0,1-1)×10−3 10−4

(5) 10−3 10−23 > 105 > 105

Tabla 2.2. De arriba a abajo, en cada una de las filas de la tabla, se da:
(1) el rango de enerǵıas de la sonda, (2) el número de capas que penetra,
(3) la resolución en enerǵıas (meV) y (4) en momentos k (Å−1) y (5) la
máxima presión ambiental (Pa).

cristal analizado. Los cálculos indican que la magnitud de un cuanto
de enerǵıa suficiente para alterar los movimientos vibracionales en un
cristal, presenta el mismo orden que la enerǵıa de los neutrones inci-
dentes. Por tanto, midiendo las enerǵıas inicial y final de los neutrones
se puede deducir la enerǵıa de las vibraciones de la red cristalina. Este
efecto no se puede observar con los rayos X, ya que estos presentan
una enerǵıa 100.000 veces mayor que los neutrones y, por consiguiente,
cualquier dispersión será despreciada.

Con los neutrones no sólo se puede medir la transferencia de enerǵıa
al cristal, sino que también se puede determinar el impulso y el sentido
del movimiento del fotón creado o aniquilado. Aśı, pues, la aplicación
de la técnica de difracción de neutrones ofrece una serie de datos que
no pueden obtenerse mediante otras técnicas. Probablemente, el factor
que limita más su aplicación, como fue mencionado anteriormente, es
el hecho de que estas medidas están vinculadas a reactores nucleares,
lo cual constituye una limitación dif́ıcil de ser superada.

Con objeto de establecer una mejor comparación entre los distintos
tipos de sondas, en la tabla 2.3 se muestran diferentes caracteŕısticas
de las mismas.

2.4. Dispersión casi-elástica de átomos de helio

La técnica QHAS [10, 73] es el análogo en superficies de la di-
fracción de neutrones con la que se han estudiado exitosamente las
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caracteŕısticas de volumen de los materiales. En 1930, Estermann y
Stern llevaron a cabo [74, 75] el primer experimento de difracción de
átomos de helio sobre LiF (100) [76]. Sin embargo, la gran velocidad
de dispersión del haz de helio, igual que comentamos en la sección an-
terior con la difracción de neutrones, constitúıa una gran limitación de
la resolución experimental en esta técnica. Por eso, su popularidad no
llegó hasta 1970, cuando se desarrollaron fuentes capaces de producir
haces monocromáticos fuertes e intensos a alta presión. El interés en
estudiar la colisión de gases enrarecidos con superficies sólidas apare-
ció por su conexión con la aeronaútica. En 1970, se publicaron muchos
trabajos en este campo [77], sin embargo no fue hasta 1980 cuando una
tercera generación de fuentes de haces hizo posible estudiar los fotones
de la superficie mediante dispersión de átomos de He (HAS, del inglés
He atom scattering). Estas fuentes eran capaces de producir haces de
átomos de helio con una resolución en enerǵıas de menos de 1 meV,
haciendo posible resolver expĺıcitamente los cambios de enerǵıa tan
pequeños que se producen por la interacción inelástica de los átomos
de helio con los modos vibracionales de la superficie. Esto permite uti-
lizar la técnica HAS para investigar la dinámica de la red. La primera
medida de la curva de dispersión de los fonones de la superficie fue en
1981 [78], lo que llevó a incrementar el interés en la aplicación de la
técnica HAS en el estudio de la dinámica de la superficie.

Los enlaces en una superficie son diferentes a los que presenta el
volumen del material. Por eso, si queremos describir de una forma
precisa las caracteŕısticas y propiedades de la superficie, es necesario
comprender los mecanismos de enlace que tienen lugar en la superficie.
Para ello, uno debe emplear una técnica que sea capaz de sondear sólo
la superficie. Aśı, la part́ıcula que incide (electrón, neutrón o átomo)
debe ser capaz de “ver” la superficie o, dicho de otro modo, de obtener
información acerca de la superficie. Si la penetración de la part́ıcula
en la muestra es demasiado profunda, la información obtenida puede
venir tanto de la superficie como del volumen. La técnica HAS es la
única técnica cuya penetración en la muestra se reduce a un número
muy pequeño de capas, por lo que la información que nos proporciona
proviene casi exclusivamente de la superficie. En la figura 2.3 podemos
ver esquemáticamente la diferencia entre la difracción de electrones y
la de átomos de He.
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Figura 2.3. Comparación entre la penetración de átomos de He y la de
electrones en una superficie.

Las ventajas que nos llevan a usar átomos de helio en vez de rayos
X, neutrones o electrones para estudiar la estructura de la superficie
y la dinámica de los fonones son muchas. Además de su ligereza (que,
como hemos mencionado antes, les hace ser sondas ideales por no pe-
netrar mucho en la superficie), también son neutros, por lo que no son
sensibles a las cargas de la superficie. Como gas noble, el átomo de he-
lio es qúımicamente inerte. Por tanto, cuando son utilizados a enerǵıas
térmicas, como sucede en la mayoŕıa de los casos, el haz de átomos de
helio es una sonda inerte (qúımica, eléctrica y mecánicamente). Esto
le capacita para el estudio de la estructura y dinámica de la superficie
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Figura 2.4. Montaje experimental para la utilización de la técnica
QHAS.

de una gran variedad de materiales, incluidos aquéllos con superficies
reactivas o metaestables. Los átomos de helio pueden sondear superfi-
cies hasta en presencia de campos magnéticos y durante el proceso de
ultra alto vaćıo sin interferir en él.

2.4.1. Técnica de tiempos de vuelo

Aunque para cada material se puede dar una disposición diferente,
la estructura experimental básica para su estudio mediante la técnica
QHAS consta de: una fuente de haces moleculares, una muestra que
se sitúa dentro de una cámara de vaćıo, detectores para registrar los
estados finales del haz y aparatos auxiliares que controlan el estado
de la muestra durante el tiempo que dura el experimento.

En la figura 2.4 puede verse un esquema del montaje experimental.
El haz atómico, que debe de ser monocromático, intenso y con una di-
vergencia angular mı́nima, se crea mediante la expansión adiabática
del helio a una presión de ∼ 200 bar, haciéndolo fluir por una “bo-
quilla” de pequeño diámetro (5–10 µm) [17, 21, 73, 79]. Una apertura
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cónica entre A y B, llamada “skimmer”, extrae la parte central del haz
de helio. En este punto, los átomos del haz se mueven con una veloci-
dad casi uniforme. Contenido también en la zona B está el “chopper”,
que es el responsable de generar las medidas de tiempos de vuelo que
discutiremos más adelante. La cámara de dispersión (zona C) contiene
generalmente el manipulador del cristal y otros instrumentos anaĺıti-
cos que pueden utilizarse para caracterizar la superficie del cristal.
Con objeto de mantener limpia la superficie, la presión en la cámara
debe de estar entre 10−8 y 10−9 Pa, lo que requiere el uso de bombas
de vaćıo turbomoleculares o criogénicas. El manipulador permite op-
timizar las posiciones X–Y –Z del cristal. Una vez que el haz colisiona
con la superficie del cristal, se dirige al detector (zona D), que esta
conectado a un analizador de tiempos de vuelo para medir las pérdidas
de enerǵıa.

En la figura 2.5, se muestra un diagrama cinemático para el estu-
dio de la dispersión de los átomos de He. Como puede observarse, la
cinemática se encuentra completamente definida por los vectores de
ondas inicial y final, kf y kf , respectivamente, aśı como por el ángulo
incidente, θi. En la mayoŕıa de los aparatos experimentales se mantiene
constante el ángulo θSD entre la fuente y el detector. Las componentes
paralelas a la superficie de los vectores de ondas incidente y final son
Ki y Kf , respectivamente.

En condiciones donde predomina la dispersión elástica, las posi-
ciones angulares relativas de los picos de difracción reflejan las pro-
piedades geométricas de la superficie. Es decir, las posiciones de los
picos de difracción revelan la simetŕıa del espacio bidimensional que
caracteriza la superficie observada del cristal. La dispersión elástica
está gobernada por dos condiciones cinemáticas: la conservación de la
enerǵıa y la ley de Bragg [80],

Ef = Ei, (2.4.1)

Kf = Ki + G, (2.4.2)

respectivamente, donde G es el vector de la red rećıproca. Mediante
la construcción de la denominada esfera de Ewald [80] se determinan
los picos de difracción que tienen que detectarse, aśı como los ángulos
de dispersión a los que deben aparecer. El patrón de difracción que
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Figura 2.5. Cinemática de la dispersión de haces por superficies.

se observa, por tanto, viene determinado por la periodicidad de la
superficie, de forma similar a como sucede en la dispersión de Bragg
de electrones y rayos X.

La presencia de defectos en la superficie, como los adsorbatos, hace
que cuando el haz incidente sea dispersado por los mismos pierda
coherencia, esto da lugar a la dispersión casi-elástica [17, 21, 73, 79].
Para estudiar este tipo de dispersión es necesario llevar a cabo un
análisis energético de los átomos dispersados, que se realiza mediante
la técnica de TOF. El TOF se define como el tiempo que tarda un
pulso de haz de He desde que sale del “chopper” hasta que alcanza el
detector. Los átomos de He que pierden enerǵıa al interaccionar con
la superficie son más lentos y tardan más tiempo en llegar al detector;
en cambio, los átomos que al interaccionar con ésta ganan enerǵıa
llegan antes. La distribución de TOFs que se recoge en el detector es
transformada a un espectro de transferencia energética, resultando un
conjunto de picos que dan reflejo de todos los procesos elementales
que ocurren en la superficie. En un espectro t́ıpico de transferencia
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energética se observan tres tipos de picos:

1. Un pico de alta intensidad (pico central en la figura 2.6) cu-
yo máximo corresponde a una transferencia energética casi nula
(pico Q).

2. Diferentes picos (no aparecen en la figura 2.6) debidos al inter-
cambio energético del átomo de He con los fonones de la su-
perficie (RW [81] y LR), que aportan información acerca de la
dispersión inelástica que tiene lugar en la superficie (creación y
aniquilación de fonones).

3. Picos débiles (a la izquierda y derecha del pico central en la figu-
ra 2.6) que corresponden a los adsorbatos que quedan atrapados
en los pozos de potencial experimentando un movimiento vibra-
cional (traslación y rotación frustrada), y son llamados modos T
y R. Su primera medida mediante QHAS tuvo lugar en 1986 [19].

En la dispersión casi-elástica, debemos modificar las relaciones ci-
nemáticas que teniamos antes para la elática. Aśı, la conservación de
la enerǵıa cumplirá la relación

~2k2
f

2m
=
~2k2

i

2m
+ ∆E, (2.4.3)

donde ∆E = ~ω. Si el haz atómico gana enerǵıa al entrar en contacto
con la superficie (∆E > 0), se produce la aniquilación de un fonón, y si
la pierde (∆E < 0), se produce su creacción. Al perder o ganar enerǵıa,
el haz atómico saldrá de la superficie con una velocidad diferente a
la que entró, provocando aśı los desfases en tiempos de llegada que
se detectan mediante los TOFs. Por otra parte, la transferencia de
momento paralelo vendrá dada por

∆K = Kf −Ki, (2.4.4)

ya que a los recubrimientos considerados, T y R no son modos disper-
sivos.

Si cambiamos los ángulos de dispersión o la enerǵıa del haz inciden-
te, es posible hacer un muestreo de la colisión inelástica a diferentes
valores de la enerǵıa y de la tranferencia de momento, obteniendo una
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Figura 2.6. (a) Espectro de tiempos de vuelo. (b) El mismo espectro
convertido en un espectro de transferencia energética.

información completa de las relaciones de dispersión de los modos de
la superficie. El análisis de estas curvas de dispersión nos da la infor-
mación que buscábamos acerca de la estructura de la superficie y sus
enlaces.

2.4.2. Técnica del eco de esṕın de 3He

A mediados de los 90, en el Instituto de F́ısica de la Universidad
de Heidelberg, se desarrolló [82–84] una nueva técnica de haces mole-
culares que mejoró la resolución de los espectrómetros de tiempos de
vuelo en unos 4 órdenes de magnitud. Esta técnica, conocida como eco
de esṕın de 3He (He3SE, del inglés helium-3 spin echo) [21–23,85–91],
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Figura 2.7. Esquema de la técnica de eco de esṕın.

es un análogo directo del eco de esṕın de neutrones, desarrollado por
Mezei [92]. El He3SE obtiene esa resolución tan fina utilizando la pre-
cesión del esṕın de la resonancia magnética nuclear como un reloj
interno en cada átomo individual dentro del haz. La mejor forma de
explicar el principio que rige un experimento de He3SE, que está ilus-
trado en la figura 2.7 y se desarrolla actualmente en el grupo de F́ısica
de Superficies del laboratorio Cavendish de Cambridge, es por medio
de una descripción semiclásica. Tras la producción de un haz de He en
una fuente supersónica estándar, se hace pasar el haz a través de un
multipolo magnético con la finalidad de polarizar el esṕın nuclear de
los átomos de He. Dependiendo de la naturaleza del dipolo magnético,
a veces es necesario pasar el haz a través de un campo dipolar para
asegurarse de que el esṕın de todos los átomos está situado en la mis-
ma dirección macroscópica, que es perpendicular al eje del haz. El haz
se dirige entonces a través de un campo magnético soleinoidal paralelo
a la dirección del haz.
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El ángulo con el que cada esṕın de He gira en el campo viene dado
por la relación

φ1 =
γ

v1

∫
B1(z)dz, (2.4.5)

donde γ es el radio giromagnético para el 3He (γ = 2π×32,433 MHz/T),
B1 es el campo magnético en el solenoide y v1 es la velocidad de cada
átomo particular de helio a lo largo del eje del haz (dirección z). Co-
mo el haz ligeramente monocromático viaja a través del campo, cada
esṕın individual del He evoluciona de diferente manera. Por esto, la
polarización macroscópica del haz decae de la forma

P =

∫
f(λ) cos

[
m

~

∫
B1(z)dz

]
dλ, (2.4.6)

donde λ representa la longitud de onda de de Broglie, f(λ) es la dis-
persión de longitudes de onda en el haz, y m es la masa del átomo de
He. Una vez acabado el proceso de los espines, que suele llevar unas
3.500 rotaciones, los átomos se dispersan sobre la muestra objeto de
estudio. Dependiendo de la naturaleza y geometŕıa de dispersión de
la muestra, algunos de los átomos dispersados serán pasados a través
del segundo brazo del espectrómetro, donde experimentará un campo
magnético antiparalelo que “desenrolla”de nuevo el esṕın. Si los cam-
pos solenoidales son idénticos, la rotación total del esṕın vendrá dada
por

φ = φ1 + φ2 =
γm

2π~
(λ1 − λ2)

∫
B(z)dz, (2.4.7)

donde los sub́ındices 1 y 2 se refieren, respectivamente, a los solenoides
1 y 2 de la figura 2.7. Si existe transferencia de enerǵıa entre el átomo
de helio y la muestra, entonces λ1 6= λ2 y, aśı, con campos idénticos
podemos tener una rotación del esṕın finita. Para pequeñas transfe-
rencias de enerǵıa, el ángulo de rotación es linealmente proporcional
a la transferencia de enerǵıa, ~ω, de acuerdo con la relación [83]

φ ≈ γm2λ3
∫

B(z)dz

2π~2
ω. (2.4.8)
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De aqúı se deduce que, midiendo el ángulo de precesión del esṕın
resultante, es posible medir el cambio en la enerǵıa del átomo de He.
Como esta técnica es independiente de la dispersión de velocidades en
el haz de He y la integral de campo magnético,

∫
Bdz, puede hacerse

más grande para magnificar el efecto de la rotación, es posible medir
cambios de enerǵıa con una resolución muy alta. Se puede definir una
constante de tiempo para esta relación, tal que φ = ωtse, donde tse es
el tiempo de eco de esṕın, que cae dentro de la escala de tiempos en
la que se lleva a cabo la dispersión [83].

Experimentalmente, la polarización macroscópica P del haz, se mi-
de en el punto eco de esṕın como una función de la fuerza del campo
solenoidal. Las diferentes fuerzas del campo corresponden a medidas
en un rango de tiempos de eco de esṕın diferentes. Aśı, la polarización
medida corresponde a la transformada de Fourier coseno en el tiem-
po del factor de estructura dinámico o a la transformada de Fourier
espacial de la función de correlación de Van Hove,

P = 〈cos φ〉 =

∫
S(∆K, ω) cos(ωtse)dω = I(∆K, tse). (2.4.9)

En la técnica QHAS, generalmente se mira la dependencia en ∆K
del ensanchamiento del pico Q para caracterizar la dinámica del pro-
ceso de difusión. Sin embargo, usando ecos de esṕın se debe mirar a
la transformada de Fourier de estos resultados que nos proporciona
la polarización. En el caso de modelos de difusión simples, los experi-
mentalistas esperan ver un decaimiento exponencial con ∆K

I(∆K, tse) = I(∆K, 0)e−Γ(∆K)tse , (2.4.10)

donde Γ(∆ K) es la anchura a mitad de la altura (FWHM, del inglés
full width at half maximum) del pico, ya que para ellos S(∆K, ω) es
una lorentziana. De acuerdo con esto, en el caso de la difusión continua,
el decaimiento tendrá una dependencia cuadrática en ∆K, mientras en
el caso de la difusión por saltos, Γ(∆K) adquiere una forma periódica
(de acuerdo al modelo simple desarrolado por Chudley-Elliot [93]).

Una de las ventajas de esta técnica es que nos brinda la posibilidad
de obtener tanto la parte real como la imaginaria de I(∆K, t). En la
figura 2.8 podemos ver un ejemplo para el sistema Cs/Cu(001) [25],
en el que se muestran las componentes real e imaginaria de la función
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de dispersión intermedia de forma separada. En (a) (ΘNa = 0,044 y
T = 130 K) se pueden observar oscilaciones tanto en la parte real como
en la imaginaria para tiempos de eco de esṕın cortos. Estas oscilacio-
nes se deben a átomos en la superficie que se están moviendo con un
peŕıodo determinado, como puede ser un modo vibracional particular o
un fonón de superficie. El decaimiento de esta oscilación con el tiempo
de eco de esṕın refleja la coherencia y tiempo de vida de esta vibra-
ción. En (b) se muestra una medida equivalente para una temperatura
de 80 K. En este caso, la amplitud de la oscilación ha desaparecido
casi por completo, dejando un decaimiento prácticamente exponencial
en la parte real y una parte imaginaria casi plana. Esto indica que
existe una difusión no periódica en la superficie que es equivalente a
un ensanchamiento casi-elástico en el dominio de enerǵıas (debido a
la presencia de otros adsorbatos). Para procesos de difusión simple
(como el movimiento browniano), la polarización decae exponencial-
mente con el tiempo, permitiendo que la constante de decaimiento
pueda ser ajustada a los datos. Esta es la aproximación experimental
más utilizada a la hora de interpretar las medidas de la difusión. A
priori, cabŕıa esperar que hubiera una mayor difusión a 130 K, sin
embargo la amplitud tan fuerte de las oscilaciones unido al hecho de
que tanto estas como la difusión decaen en escalas de tiempo similares
hace dif́ıcil ajustar una constante de decaimiento diferente para cada
proceso. Por esto, con motivo de separar estas constantes, los expe-
rimentalistas prefieren trabajar en el dominio de enerǵıas aplicando
la tranformada de Fourier a las medidas y obteniendo el factor de es-
tructura dinámico, S(∆K, ω). El espectro de transferencia energética
resultante para las temperaturas de 130 K y 80 K se muestra en (c)
y (d), respectivamente. En ellas se pueden ver los diferentes picos Q
para ambas temperaturas, haciéndose evidente su estrechamiento en
80 K, lo que indica una menor difusión. Para poder interpretar estos
resultados, se desarrolló la versión cuántica de la aproximación ISA,
que está explicada en detalle en el caṕıtulo siguiente.

2.5. Resultados experimentales

Debido a las ventajas mencionadas antes, vamos a revisar aho-
ra resultados obtenidos mediante la técnica QHAS. Con esta técni-
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Figura 2.8. Medidas HeSE a lo largo de la dirección 〈100〉 para un
recubrimiento de 0,044 de Cs en Cu(001) a (a) 130 K y (b) 80 K (a
∆K = −0,27 Å−1 y −0,31 Å−1, respectivamente). Las partes real e ima-
ginaria de la polarización se muestran de forma separada. La oscilación
en (a) corresponde al modo de los fonones, mientras que el decaimiento
exponencial que esta presente tanto en (a) como en (b) corresponde al
ensanchamiento del pico Q debido a la difusión. (c) y (d) muestran las
transformadas de Fourier de (a) y (b) después de haber sido convertidas
a escala energética.

ca se han estudiado experimentalmente numerosos sistemas, como el
Na/Cu(001) [12, 13], el CO/Cu(001) [11, 14], el Cs/Cu(001) [25] y el
CO/Pt(111) [15, 16]. Entre estos, en esta Memoria se ha escogido el
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Figura 2.9. Superficie de Cu(001) en el espacio real (a) y la primera
zona de Brillouin de la red rećıproca (b). Las direcciones de difusión son
la diagonal [100] y la paralela [11̄0].

Na/Cu(001) como sistema modelo, que se explicará con más detalle a
continuación.

2.5.1. Na-Cu(001)

La superficie de Cu(001) presenta dos direcciones de difusión [12]:
diagonal [100] y paralela [11̄0]. En la figura 2.9, se muestran esquemáti-
camente ambas direcciones, aśı como la estructura de la superficie en
el espacio real y rećıproco.

Los resultados experimentales que se describirán a continuación se
realizaron con un aparato de QHAS de alta resolución, con un ángu-
lo fijo entre el haz incidente y el reflejado θSD = 95, 8◦, variando el
ángulo del haz incidente (θi) con respecto a la normal a la superficie.
La transferencia de momento paralelo viene dada, como se indicó an-
teriormente, por la relación cinemática

∆K = Kf −Ki = kf sin(θSD − θi)− ki sin θi, (2.5.1)

donde ki y kf son los vectores de ondas inicial y final, respectivamente.
En la figura 2.10 se muestran varios espectros de tiempos de vue-

lo [12] a una recubrimiento de Na de Θ = 0,047 para un rango de
ángulos menores que el del pico especular, que aparece a θi = 47,9◦

a una temperatura de la superficie Ts = 50 K. A esta temperatura
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tan baja la difusión es lo suficientemente lenta como para no afec-
tar a la anchura de los picos, por lo que todos los rasgos elásticos
e inelásticos están particularmente marcados. En particular, en esta
medida a lo largo de la dirección [100], la enerǵıa del haz incidente es
de 19,5 meV. El espectro mostrado en la figura 2.10 se ha transforma-
do a una escala de transferencia energética que tiene su origen en el
pico casi-elástico (correspondiente a la dispersión elástica de átomos
de Na). Además de este pico, se observan varios picos inelásticos, los
que aparecen a transferencias de enerǵıa positivas corresponden a los
procesos de aniquilación de fonones y los que aparecen a transferen-
cias de enerǵıa negativas corresponden a los de creacción. Como se
puede ver, la enerǵıa de los picos RW [81] cambia con el ángulo inci-
dente, indicando dispersión, mientras que en el modo T (que aparece
a ∆E = ±5,8) no se observa tal dispersión. Cuando el adsorbato se
mueve a lo largo de la superficie, el pico central a ∆E = 0 se ensancha,
por lo que los átomos de Na no experimentan una dispersión elástica
real. Por este motivo, como se indicó anteriormente, a este pico se le
denomina casi-elástico y su anchura se utiliza para determinar el mo-
vimiento difusivo del adsorbato. Esta Memoria se centrará únicamente
en este pico y en los modos T, que describen el movimiento vibracional
traslacional frustrado del adsorbato.

En la figura 2.11 se ven una serie de distribuciones de TOFs con-
vertidas a escala energética [13] para unos recubrimientos de Na de
Θ = 0,028 y 0,18 sobre Cu(001) y ∆K = 0,86 Å−1 en la dirección
[100]. La anchura del pico Q se encuentra enmascarada por la anchura
intŕınseca del instrumento de medida, ya que la anchura del pico es
del mismo orden que la resolución energética del aparato. Aśı, para
extraerla, los experimentalistas suponen que tiene la forma de una
lorentziana y que, al convolucionarla con el perfil gaussiano de la fun-
ción respuesta del instrumento, debe darnos la distribución energética
medida experimentalmente. Esto es lo que se conoce como perfil de
Voight. Expĺıcitamente, la expresión utilizada es

FT (Iexp) = FT (Iresp) ◦ FT (L), (2.5.2)

donde Iexp es la distribución energética medida experimentalmente,
Iresp la función respuesta del instrumento (gaussiana) y L es la fun-
ción lorentziana que representa el pico Q correspondiente a la difusión.
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Figura 2.10. Espectros t́ıpicos de TOFs para un recubrimiento de Na de
Θ = 0,047 en Cu(001) a Ts = 50 K para 10 ángulos incidentes distintos.
El espectro ha sido convertido a una escala de transferencia energética.
La enerǵıa del haz incidente es de 19,5 meV orientada en la dirección
[100]. Aparte del pico casi-elástico ∆E = 0, se observan el resto de los
picos inelásticos que aparecen en un experimento de QHAS (LR, RW y
modo T).

En los tres casos, FT simboliza la transformada de Fourier de las fun-
ciones correspondientes. Aśı, pues, el único parámetro de ajuste es la
anchura de la lorentziana, ya que la de la gaussiana es conocida ex-
perimentalmente. La curva resultante puede entonces ajustarse a los
datos experimentales por mı́nimos cuadrados. Al aumentar el recubri-
miento de Na sobre la superficie (de izquierda a derecha en la figura
2.11), apreciamos un ensanchamiento de los perfiles de ĺınea (y tam-
bién con el aumento de la temperatura), cuya explicación es uno de
los objetivos de esta Memoria. Además, se mostrará que el perfil de
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Figura 2.11. Espectro de transferencia de enerǵıa (pico Q) a diferentes
temperaturas de la superficie y con dos recubrimientos de Na diferentes.
Los ćırculos abiertos muestran los puntos experimentales, mientras que
las ĺıneas discontinuas muestran la función respuesta del instrumento.
La ĺınea sólida a través de los datos experimentales refleja un perfil de
Voight [convolución de la función respuesta del instrumento (función
gaussiana) con un perfil lorentziano optimizado]. En el recuadro de la
parte superior de la figura se representa el espectro de tiempos de vuelo
ampliado para poder observar el modo T.

ĺınea de los picos Q y T no tiene por qué ser una lorentziana, sino
que es una función intermedia entre una lorentziana y una gaussiana,
cuya forma depende de diferentes parámetros, como la fricción de la
superficie, la transferencia de momento paralelo, y/o la estructura de
la red (barrera de activación. peŕıodo, etc.), esto es lo que se llama
MNE.

El recuadro de la figura 2.11 ilustra el espectro completo de tiem-
pos de vuelo en el cuál, además del pico Q, también se aprecian las
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estructuras inelásticas (modo T y RW). El tiempo de vida del modo
traslacional frustrado se obtiene de la anchura del pico de creacción en
el espectro TOF después de ser transformado a una escala de transfe-
rencia energética. Igual que en el caso del pico Q, la forma de obtener
resultados cuantitativos es utilizando técnicas de deconvolución. Si
asumimos un decaimiento exponencial del estado vibracional con un
tiempo de decaimiento τ , el perfil de ĺınea vendrá dado por una lo-
rentziana. Además, la enerǵıa vibracional se puede identificar con el
valor ∆E en el centro de la lorentziana.

Obviamente, la calidad de estos ajustes que determinan las formas
de ĺınea del pico Q y el modo T dependen fuertemente de con qué pre-
cisión se determine la función respuesta del aparato. En el caso de
la dispersión casi-elástica, la función respuesta puede ser determinada
directamente midiendo el espectro TOF del pico de difracción especu-
lar. Como los procesos inelásticos contribuyen muy poco en este pico
se puede considerar como puramente elástico. En el modo inelástico T,
la resolución energética es ligeramente diferente a la de la dispersión
elástica debido al diferente tiempo de vuelo de los átomos de helio dis-
persados inelásticamente. Esta dependencia de la resolución energética
con el tiempo de vuelo es común a todos los métodos TOF. En el caso
de la dispersión de helio, la dependencia de la resolución energética
con respecto a las condiciones experimentales ha sido ampliamente es-
tudiada tanto teórica [94, 95] como experimentalmente [94]. Además,
la necesidad de encontrar un perfil de ĺınea fiable que nos proporcio-
ne la anchura correcta ha llevado a la necesidad de estudiar modelos
teóricos, demostrándose en algunos de ellos que en realidad esta forma
vaŕıa entre una lorentziana y una gaussiana [93] y no exclusivamente
a una lorentziana como se cree desde un punto de vista experimental.

Experimentalmente, también se ha podido medir la dependencia
de la anchura del pico Q, Γ(∆K), con la transferencia de momento pa-
ralelo. Esta dependencia es de gran interés a la hora de interpretar el
comportamiento difusivo de las part́ıculas adsorbidas sobre la super-
ficie. En la figura 2.12 [13] se muestra un resultado muy ilustrativo de
esta dependencia, ya que aparece una comparación entre los datos ex-
perimentales de la anchura del pico casi-elástico para varias tempera-
turas y recubrimientos de Na y los resultados de una simulación LMD.
En este tipo de simulación (que se describirá más detalladamente el
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Figura 2.12. Anchura del pico casi-elástico Γ en función de la trans-
ferencia de momento paralelo ∆K para recubrimientos de Na de ΘNa=
0,028, 0,064, 0,106 y 0,18 (de arriba a abajo) a temperaturas de 200 K
(ćırculos), 250 K (cuadrados) y 300 K (rombos). En la izquierda apare-
cen los datos experimentales, que son comparados con el modelo teórico
LMD, a la derecha.

caṕıtulo siguiente), la dinámica del adsorbato se describe mediante
la ecuación de Langevin [12, 13], donde los efectos del substrato vie-
nen dados por el potencial de interacción (adsorción) abiabático y un
término de fricción no adiabático, y la interacción entre adsorbatos
se modela mediante una potencial repulsivo dipolo-dipolo. Como se
puede apreciar, este método sólo reproduce la tendencia de la anchura



Resultados experimentales 33

en función de ∆K, pero no es capaz de suministrar un acuerdo cuan-
titativo. Encontrar un modelo capaz de reproducir este valor ha sido
hasta ahora uno de los problemas abiertos en el campo de la f́ısica
de superficies y una de la motivaciones de esta Memoria. Para recu-
brimientos bajos, las interacciones entre adsorbatos son débiles y, por
tanto, se puede utilizar el modelo de Chudley-Elliot para discutir las
curvas de la anchura del pico casi-elástico, Γ(4K), en términos de
modelos algebraicos simples. Como se explica en detalle en la referen-
cia [96], en un modelo de difusión de saltos simple la anchura del pico
puede describirse mediante la relación

Γ(4K) = 2~
∑

j

νj[1− cos(K · j)], (2.5.3)

donde νj son las frecuencias o probabilidades de salto correspondien-
tes a los vectores de salto j (j indica el número de celdas que salta
el adsorbato durante el proceso difusivo). Como podemos ver en la
figura 2.12, para recubrimientos superiores a 0,028, tanto los datos
experimentales como la simulación LMD muestran que las curvas de
Γ(4K) se elevan más rápido con ∆K de lo que predice la ec. (2.5.3),
sugiriendo aśı que hay una mayor cantidad de saltos largos.

La dependencia de la anchura energética y la posición en enerǵıa
(~ω) del modo T con la temperatura de la superficie está representa-
da en la figura 2.13 [12]. En la parte superior de la figura puede verse
cómo la posición del modo T experimenta un desplazamiento hacia
el rojo (es decir, hacia frecuencias o enerǵıas más bajas) al aumen-
tar la temperatura de la superficie. Sin embargo, en la parte inferior
la anchura crece linealmente con ésta. Si extrapolamos la posición y
anchura energética del modo T a 0 K, obtenemos los valores de 6 y
0,6 meV, que corresponden a la frecuencia natural de vibración del
absorbato y la anchura del pico, respectivamente. La comparación en-
tre teoŕıa y experimento para el desplazamiento y amortiguamiento
del modo T, nos proporciona un test independiente de la validez de la
superficie de enerǵıa potencial y el acoplamiento friccional determina-
dos por los datos de QHAS. Como podemos ver, en el pico T aparece
un ensanchamiento del perfil de ĺınea con la temperatura (también
aparećıa en el pico casi-elástico, como hemos visto en la figura 2.12).
Como es bien conocido, la extrapolación siempre presenta problemas
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Figura 2.13. Dependencia de la FWHM del pico T frente a la tempera-
tura. Los ćırculos abiertos muestran los datos experimentales y la ĺınea
continua el ajuste teórico realizado. La enerǵıa del haz incidente es 20
meV, con un ángulo incidente de 57,9◦ a lo largo de la dirección [100], y
la recubrimiento de Na es Θ = 0,028. La ventana superior nos muestra
un espectro t́ıpico de TOFs a una temperatura de 125 K transformado
a la escala de transferencia energética.

y, por tanto, los parámetros obtenidos pueden ser cuestionables. Sin
embargo, con una teoŕıa de “dephasing” simple, se pueden mejorar
los valores de estos parámetros, ya que suministra una formulación
anaĺıtica a bajas temperaturas [97].
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Figura 2.14. Dependencia de la posición FWHM del pico T frente a
la temperatura para los recubrimientos ΘNa = 0,028 (ĺınea sólida) y
Θ = 0,018 (ĺınea a trazos). La enerǵıa incidente es de 20 meV y la
transferencia de momento paralelo de ∆K = 2,0 Å−1.

Por último, y debido al gran interés que presenta en esta Memoria,
se muestra una gráfica (figura 2.14) en la que aparece de nuevo la
dependencia de la FWHM del pico T con respecto a la temperatura,
aunque esta vez para dos recubrimientos diferentes de Na (Θ = 0,028
y Θ = 0,018 [13]), donde se aprecia el ensanchamiento del perfil de
ĺınea del pico T al aumentar la recubrimiento de Na. Las curvas en
la gráfica 2.14 representan el ajuste de los datos experimentales a la
fórmula

ΓT = [Γ2
0 + (αT )2]0,5, (2.5.4)

donde Γ0 es una anchura intŕınseca determinada por el intercambio de
enerǵıa entre un adsorbato y los que le rodean y α es una constante
que proviene del ensanchamiento anarmónico.
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La forma más directa de interpretar este ensanchamiento [98] es
asumir transiciones vibracionales del adsorbato en la superficie, com-
portándose como un oscilador armónico donde las poblaciones siguen
una distribución de Maxwell-Boltzmann. El ensanchamiento puede
calcularse a partir del orden más bajo de la expansión anarmónica
del potencial (anarmónico) de interacción Na-Cu como función de una
coordenada de desplazamiento ux,

V (x) =
mNa

2
ω2

0u
2
x(1 + αu2

x), (2.5.5)

donde mNa es la masa del Na, ω0 la frecuencia fundamental del modo
T y α el parámetro de orden cuártico correspondiente a la anarmoni-
cidad. Para este potencial, las contantes escpectroscópicas en función
del parámetro de anarmonicidad α son

E(ν) =

(
ν +

1

2

)
ν~ω0 − χe

(
ν +

1

2

)2

~ω0, (2.5.6)

con

χe = − ~α
2mNaω0

. (2.5.7)

Como puede verse, la anarmonicidad lleva a un aumento lineal de la
distancia entre los niveles de enerǵıa vibracionales con la temperatura,
debido a la contribución de los estados cuánticos vibracionales, ν, más
altos del espectro. Las contribuciones no resueltas dan lugar a un
ensanchamiento adicional del pico que origina un desplazamiento hacia
transferencias de enerǵıa más altas. Este desplazamiento viene descrito
por

∆E(T ) =

∑
ν ∆E(ν → ν + 1)e−E(ν)/kBT

∑
ν e−E(ν)/kBT

. (2.5.8)

En el ĺımite de altas temperaturas [kB À E(ν)], la ec. (2.5.8) se
simplifica a ∆E(T ) = −χe2kBT . Si asumimos como lorentzianas de
anchura constante γ0 los perfiles de ĺınea de los picos de los niveles
vibracionales individuales ν, la anchura total energética Γ(T ) puede
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caracterizarse mediante la relación

Γ(T ) =

√∑
ν [∆E(ν → ν + 1)−∆E(T )]2e−E(ν)/kBT

∑
ν e−E(ν)/kBT

+ γ0 .

(2.5.9)

Sin embargo, la naturaleza del acoplamiento anarmónico del adsor-
bato con el sustrato no es tan obvia. Hasta ahora, no hab́ıa ninguna
teoŕıa sólida que diera explicación a estos efectos experimentales ob-
servados en el modo T. En la presente Memoria, todos estos resultados
experimentales han sido reinterpretados mediante una teoŕıa dinámi-
ca (clásica y cuántica) dentro de un formalismo estocástico que tiene
en cuenta el “dephasing” (pérdida de coherencia por transferencia de
enerǵıa).





Caṕıtulo 3

Descripción teórica de la difusión activada

de adsorbatos interactuantes

Los resultados experimentales deben ser complementados con un
modelo teórico que explique su comportamiento y la f́ısica que llevan
detrás. Cuando uno estudia la dinámica de la difusión en superficies,
puede enfocarlo desde varios puntos de vista. Uno de ellos es conside-
rar las funciones de correlación en el tiempo como cantidades básicas.
Las funciones de correlación en el tiempo [99] son funciones espacio-
temporales que describen las fluctuaciones térmicas de un sistema,
por ello, estas funciones pueden también describir la respuesta del
sistema ante una perturbación externa débil. Esto ocurre porque los
procesos dinámicos básicos que gobiernan cómo se disipan las fluctua-
ciones térmicas en espacio y tiempo son los mismos que determinan
la respuesta del sistema. Por tanto, la equivalencia entre las fluctua-
ciones espontáneas y la respuesta lineal es la razón por la que las
funciones de correlación en el tiempo son cantidades centrales en el
estudio de los fenómenos de transporte. El resumen de los conceptos
básicos de estas funciones puede verse en el apéndice. En este caṕıtu-
lo se mostrará cómo se pueden expresar las cantidades medibles de
los experimentos de QHAS en términos de funciones de correlación,
introduciendo los diferentes métodos teóricos que se utilizan para cal-
cularlas, entre ellos, el modelo ISA, que es el objeto de esta Memoria.

39
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3.1. Teoŕıa de la respuesta lineal

El espectro de las fluctuaciones espontáneas de una variable es
proporcional a la respuesta de la muestra frente a una perturbación
externa que se acopla a la misma variable. Para la dispersión de neu-
trones, la sección eficaz es la medida de la respuesta de la muestra
frente a los neutrones y, siguiendo a Van Hove, la sección eficaz se
puede expresar en términos del espectro de fluctuaciones espontáneas
en la variable que describe la interacción entre el átomo sonda y el ma-
terial. La representación de Van Hove para la sección eficaz en térmi-
nos de una función de correlación, el factor de estructura dinámico
S(∆K, ω), es un buen ejemplo del teorema de fluctuación-disipación,
que describiremos a continuación. De hecho, S(∆K, ω) se describe
frecuentemente como una función respuesta a pesar de que su forma
expĺıcita sea una función de correlación independiente de la sonda. La
teoŕıa de la respuesta lineal se puede utilizar para obtener expresio-
nes de S(∆K, ω) explotando el teorema de fluctuación-disipación. En
la literatura pueden encontrarse numerosas funciones que pueden ser
utilizadas para calcular S(∆K, ω). Entre ellas están la susceptibilidad
generalizada χBA(ω), la función de relajación RBA(∆K, t), y las fun-
ciones de Green. Todas estas funciones están relacionadas mediante
la teoŕıa de la respuesta lineal. Curiosamente, en este campo no se
ha utilizado ninguna de ellas y con el presente desarrollo teórico se
pretende estimular las medidas experimentales correspondientes.

3.1.1. Teoŕıa de la respuesta lineal en la dispersión
de neutrones

La teoŕıa de dispersión cuasielástica de neutrones [100], que fue
desarrollada por Van Hove [31], es para nosotros especialmente útil
porque nos permite expresar la cantidad medible de los experimentos,
la sección eficaz, en términos de una función de correlación, hacien-
do posible calcularla mediante procesos estocásticos. Es decir, lo que
se hace es pasar de un problema de dispersión a otro de mecánica
estad́ıstica [101–103]. En este apartado, se explicará el formalismo
desarrollado para neutrones [104–106] puntualizando las diferencias
fundamentales que existen con la dispersión de átomos de helio en el
apartado siguiente.
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Los neutrones son sondas especialmente útiles en la dinámica mi-
croscópica de ĺıquidos. Su momento, ~k, y enerǵıa, ~ω, están relacio-
nados de la forma

E =
~2k2

2m
, (3.1.1)

donde m es la masa del neutrón. De acuerdo con esta relación, cuando
E es más o menos del orden de kBT y, por tanto, comparable a las
enerǵıas térmicas de las part́ıculas en el ĺıquido, la longitud de onda
λ = 2π/k asociada al neutrón es aproximadamente 2 Å, que es similar
a la distancia entre part́ıculas vecinas. En un experimento de disper-
sión t́ıpico, un neutrón de momento ~ki y enerǵıa ~ωi es dispersado en
un ángulo sólido dΩ. Si el momento y enerǵıa del neutrón después de
la colisión son ~kf y ~ωf , y las transferencias de momento y enerǵıa
del neutrón al blanco son ~k y ~ω, las leyes de conservación de la
dinámica, como ya se dijo en el apartado 2.4.1, vendrán dadas por

~ωif = Ef − Ei, (3.1.2)

∆k = ki − kf , (3.1.3)

donde Ei y Ef son las enerǵıas iniciales y finales de la muestra, respec-
tivamente. La probabilidad por unidad de tiempo para la transición
|i,ki〉 → |f,kf〉, Wif , donde |i〉 y |f〉 denotan los estados inicial y final
de la muestra, respectivamente, viene dada por la “regla de oro” de
Fermi,

Wif =
2π

~
|〈f,kf |V |i,ki〉|2δ(~ω − ~ωif ), (3.1.4)

donde V representa la interacción entre el neutrón y la muestra. La
sección eficaz para la dispersión dentro de un ángulo sólido dΩ en
un rango de transferencia de enerǵıa de ~dω se calcula promediando
sobre todos los estados iniciales, |i〉, con sus correspondientes pesos
estad́ısticos, pi ∝ exp(−βEi), sumando sobre todos los estados finales,
|f〉, permitidos por la conservación de la enerǵıa, multiplicando por la
densidad de los estados finales del neutrón, es decir,

dkf

(2π)3
=

k2
fdkfdΩ

(2π)3
=

m

~2

~kfdωdΩ

(2π)3
, (3.1.5)
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y dividiendo, finalmente por el flujo de neutrones incidentes. Tras estas
operaciones se llega a la expresión

d2σ

dΩdω
=

kf

ki

m

2π~2

∑
i

∑

f

pi|〈f,kf |V |i,ki〉|2δ(ω − ωif ). (3.1.6)

La sección eficaz se obtiene integrando sobre todas las transferencias
de enerǵıa,

dσ

dΩ
=

∫
d2σ

dΩdω
dω. (3.1.7)

Si asumimos que V viene dado por V (r) = (2π~2/m)
∑N

k=1 bkδ(r−ri),
siendo bk la longitud de dispersión del i-é simo núcleo, y los estados ini-
ciales y finales del neutrón se toman como ondas planas, los elementos
de matriz de la ec. (3.1.6) puede ser escritos como

〈f,kf |V |i,ki〉 =
2π~2

m

N∑
j=1

〈f |
(

N∑

k=1

bke
−i∆k·ri

)
|i〉. (3.1.8)

Vamos ahora a considerar el caso en que todos los núcleos en la mues-
tra tienen la misma longitud de dispersión. Entonces, sustituyendo la
ec. (3.1.8) en la ec. (3.1.6) y la función δ por su representación integral,
obtenemos la expresión de la sección eficaz

d2σ

dΩdω
= b2kf

ki

∑
i

∑

f

pi

2π

∫ ∞

−∞
|〈f |ρ∆k|i〉|2ei(ω−ωif )tdt, (3.1.9)

donde ρ∆k es la transformada de Fourier de la densidad microscópica
[ρ∆k =

∑N
i=1 δ(r− ri)] de la part́ıcula que se puede escribir como

ρ∆k =

∫
ρ(r)e−i∆k·rdr =

N∑
i=1

e−i∆k·ri . (3.1.10)

La ec. (3.1.9) se puede simplificar si tenemos en cuenta que

|〈f |ρ−∆k|i〉|2e−iωif t = e−iEf t/~eiEit/~〈i|ρ∆k|f〉〈f |ρ−∆k|i〉
= 〈i|ρ∆k(t)|f〉〈f |ρ−∆k(0)|i〉. (3.1.11)
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Esto hace que sólo permanezcan las sumas sobre los estados iniciales de
la muestra (lo que es equivalente a tomar el promedio térmico) y sobre
los estados finales (aprovechando la propiedad de cierre de un conjunto
completo de estados cuánticos |j〉, ∑

j |j〉〈j| = 1). El resultado final
para la sección eficaz será entonces

d2σ

dΩdω
= b2kf

ki

1

2π

∫ ∞

−∞
〈ρ∆k(t)ρ−∆k〉eiωtdt = Nb2 kf

ki

S(4k, ω), (3.1.12)

donde la función respuesta,

S(4k, ω) =
1

2πN

∫ ∞

−∞
〈ρ∆k(t)ρ−∆k〉eiωtdt, (3.1.13)

tiene dimensiones de (enerǵıa)−1 y se conoce como ley de dispersión o
factor de estructura dinámico.

El factor de estructura dinámico puede expresarse en términos de
la conocida como función de van Hove o función de correlación de
pares dependiente del tiempo, G(r, t), de la forma

S(∆k, ω) =
1

2π

∫ ∞

−∞
eiωtdt

∫
G(r, t)e−i(∆k·r)dr (3.1.14)

La función G(r, t) puede separarse en dos términos, “self” (s) y “dis-
tinct” (d) (utilizaremos la terminoloǵıa inglesa en este caso, aunque la
equivalente en castellano seŕıa “auto” y “distintiva”, respectivamente),
como

G(r, t) = Gs(r, t) + Gd(r, t). (3.1.15)

El significado f́ısico de la función de correlación de Van Hove procede
de la magnitud G(r, t)dr, que es proporcional a la probabilidad de
encontrar una part́ıcula i en una región dr alrededor del punto r a un
tiempo t, suponiendo que hay una part́ıcula j en el origen a t = 0. La
división entre “self” y “distinct” corresponde a suponer que i y j son la
misma part́ıcula o part́ıculas diferentes, respectivamente. De acuerdo
con su definición, Gs(r, t) alcanza un máximo en t = 0 y tiende a cero
a medida que el tiempo aumenta, ya que la part́ıcula pierde correlación
consigo misma. Por otra parte, a t = 0, Gd(r, 0) ≡ g(r), mientras que
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se aproxima a la densidad promedio de part́ıculas difundidas en el
ĺımite t →∞. Aśı, pues, podemos dividir la ec. (3.1.15) de la forma

G(r, 0) = δ(r) + g(r) (3.1.16)

a t = 0, y como

G(r, t) = σ (3.1.17)

para un sistema homogéneo, con ‖r‖ → ∞ y/ó t → ∞. Para recu-
brimientos bajos (Θ ¿ 1), cuando las interacciones entre part́ıculas
se pueden despreciar por la gran distancia entre ellas, la mayor con-
tribución a la ec. (3.1.15) es Gs (las correlaciones entre part́ıculas son
despreciables y Gd ≈ 0). Sin embargo, para recubrimientos altos, se
espera que Gd presente una contribución significativa en la ec. (3.1.15).
La interpretación teórica correspondiente a la dispersión se suele rea-
lizar en términos de la aproximación de Vineyard [107], donde Gd se
expresa como una convolución de Gs. Esta aproximación se sabe que
falla a pequeñas distancias, donde la corrugación de la superficie tiene
mayor importancia. A pesar de que en la dispersión de neutrones se
han desarrollado métodos para mejorar la aproximación de Vineyard,
en QHAS se ha dedicado poco esfuerzo a este fin.

Dentro de este marco, el factor de estructura dinámico puede es-
cribirse como

S(4k, ω) =
1

2π

∫ ∞

−∞
I(4k, t)eiωt dt, (3.1.18)

donde

I(4k, t) =

∫
G(r, t)e−i(∆k·r)dr (3.1.19)

es la transformada de Fourier en posiciones de G(r, t) y se denomina
función de dispersión intermedia. En la ec. (3.1.24), 〈 · 〉 denota un
promedio en trayectorias y rj(t) la trayectoria de la j-é sima part́ıcula
sobre la muestra. Esta función también puede dividirse en dos suman-
dos, “distinct” (Id) y “self” (Is), dependiendo de si se tienen o no en
cuenta los términos cruzados, respectivamente. Las transformadas de
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Fourier de Id y Is dan lo que se llama ley de dispersión coherente,
Sd(∆k, ω), y ley de dispersión incoherente, Ss(∆k, ω).

De la ec. (3.1.13) se puede extraer fácilmente lo que se conoce como
la condición de balance detallado. Para obtener la relación requerida
entre S(∆k, ω) y S(−∆k,−ω) debemos usar la identidad (ver [104])

〈ρ∆k(t)ρ−∆k〉 = 〈ρ−∆kρ∆k(t + i~β)〉, (3.1.20)

en la ec. (3.1.13). Aśı, encontramos que

S(∆k, ω) = e~ωβS(−∆k,−ω). (3.1.21)

El significado f́ısico de la ec. (3.1.21) es fácil de entender. Cuando los
neutrones incidentes llegan al equilibrio térmico con la muestra, tras
muchas colisiones con el núcleo, el número de neutrones que ganan una
cierta enerǵıa es igual al número de electrones que pierden esa misma
enerǵıa. La ec. (3.1.21) es una prueba matemática de esto, es decir, la
probabilidad de que un neutrón pierda una enerǵıa ~ω es igual a e~ωβ

veces la probabilidad de que un neutrón gane una enerǵıa ~ω.

3.1.2. Teoŕıa de la respuesta lineal en la dispersión
de átomos de helio

Factor de estructura dinámico y función de dispersión intermedia

La teoŕıa de Van Hove para neutrones, aplicada inicialmente al
estudio de la difusión en ĺıquidos, puede generalizarse fácilmente a la
difusión sobre superficies. En el caso del QHAS, nos interesa medir el
coeficiente diferencial de reflexión, que puede expresarse de la forma

d2R(∆K, ω)

dΩdω
= ndFS(∆K, ω), (3.1.22)

en analoǵıa a la ec. (3.1.12). Esta magnitud nos da la probabilidad
de que los átomos de He dispersados tras la colisión con la superficie
alcancen un cierto ángulo sólido Ω con un intercambio de enerǵıa ~ω =
Ef−Ei y una transferencia de momento paralelo a la superficie ∆K =
Ki−Kf . En la ec. (3.1.22), nd es la concentración de adsorbatos en la
superficie y F es el factor de forma atómico, que depende del potencial
de interacción entre los átomos prueba y los adsorbatos.
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Las ecuaciones para la función de dispersión intermedia, la función
de correlación de Van Hove y el factor de estructura dinámico son
análogas a las que aparećıan en neutrones, salvo por el cambio de
notación al tratarse de dispersión de átomos de He en superficies.
Dentro de este marco el factor de estructura dinámico puede ser escrito
como

S(4K, ω) =
1

2π

∫ ∞

−∞
I(4K, t)e−iωtdt, (3.1.23)

donde

I(4K, t) = 〈e−i4K·Rj(0)ei4K·R′j(t)〉 = 〈e−i4K·R t
0 v(t′)dt′〉. (3.1.24)

En esta ecuación Rj muestra la posición de la j-ésima part́ıcula en la
superficie. En los experimentos de la técnica QHAS, y con adsorbatos
interactuantes, siempre se obtiene dispersión coherente.

La función de dispersión intermedia puede ser también expresada
como una expansión a segundo orden en cumulantes en ∆K, quedando

I(∆K, t) ≈ e−∆K2
R t
0 (t−t′)C∆K(t′)dt′ , (3.1.25)

donde

C∆K(τ) ≡ 〈v∆K(0) v∆K(τ)〉

≡ ĺım
T →∞

1

T
∫ T

0

v∆K(t) v∆K(t + τ) dt (3.1.26)

es la función de autocorrelación de la velocidad proyectada en la direc-
ción de la transferencia de momento paralelo (cuyo módulo es ∆K ≡
‖∆K‖). La aproximación utilizada en la ec. (3.1.25) se denomina apro-
ximación gaussiana [103]. Esta aproximación es exacta cuando las
correlaciones de la velocidad a más de dos tiempos son desprecia-
bles, permitiendo reemplazar el promedio que actúa sobre la función
exponencial en la segunda igualdad de la ec. (3.1.24) por un promedio
sobre sus argumentos. Como se verá más adelante esta aproximación
resulta de gran utilidad en la interpretación de los resultados numéri-
cos. El factor de estructura dinámico es la magnitud observable de los
experimentos y en QHAS viene caracterizado por una serie de picos.
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Nosotros, en particular, estamos interesados en los perfiles de ĺınea del
pico Q asociado a la difusión, y el modo T, relacionado con el movi-
miento de traslación frustrada o de baja frecuencia del adsorbato.

Estudiando el perfil de ĺınea del factor de estructura dinámico,
S(∆K, ω) se puede obtener una información muy valiosa y comple-
ta sobre la dinámica y la estructura de los adsorbatos, aśı como su
distribución sobre la superficie. La información experimental sobre
correlaciones a larga distancia se obtiene de S(∆K, ω) considerando
valores pequeños de ∆K, mientras que la información sobre correlacio-
nes a tiempos largos se obtiene de transferencias pequeñas de enerǵıa
~ω. Aparte de este tipo de información, S(∆K, ω) se puede utilizar
también para determinar el potencial de adsorción adiabático, V (r),
que describe la interacción entre el adsorbato y el sustrato. El pro-
cedimiento estándar empleado consiste en empezar con un potencial
modelo que contiene algunos parámetros ajustables. Los resultados de
las simulaciones correspondientes tienen que encajar con las medidas
experimentales de QHAS [es decir, S(∆K, ω)] después de deconvolu-
cionarlas con la función respuesta de aparato.

La susceptibilidad generalizada

Si focalizamos la investigación en el comportamiento de un sistema
bajo la perturbación de un campo externo al que el sistema está débil-
mente acoplado, podemos mostrar que la respuesta del sistema puede
describirse en términos de las funciones de correlación en el tiempo
del sistema en equilibrio. La derivación del resultado general requiere
únicamente un cálculo directo del cambio producido en la variable B
al aplicar una fuerza dependiente del tiempo y el espacio, F , conjuga-
da a una variable A. Ambas, A y B, son funciones de las coordenadas
y momentos de todas las part́ıculas del sistema y el valor medio de B
en el equilibrio se asume cero.

El hamiltoniano del sistema en presencia de un campo externo
es [106]

H = H0 + H ′(t), (3.1.27)

donde H0 caracteriza el sistema no perturbado y H ′ representa la
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perturbación

H ′(t) = −
∫

F (R, t)A(R) · dR. (3.1.28)

El campo externo, puede considerarse siempre como una superposi-
ción de ondas planas monocromáticas. Como estamos interesados en
la respuesta lineal del sistema, nos basta con considerar una sola onda
plana,

F (R, t) = F∆Kei(∆K·R−ωt). (3.1.29)

Si insertamos la ec. (3.1.29) en la ec. (3.1.28), obtendremos

H ′(t) = −A∗
∆KF∆Ke−iωt. (3.1.30)

Como simplificación, hemos supuesto temporalmente que el campo
externo es espacialmente homogéneo e ignoramos la dependencia en
∆K. Asumimos también que la perturbación es depreciable y que el
sistema está en equilibrio estad́ıstico en un pasado infinito (t = −∞).
Aśı, H ′(t) puede ser escrito como

H ′(t) = −AF (t) = −AF0e
−i(ω+iε)t, (3.1.31)

donde el factor exp(εt) (con ε > 0) se incluye en la expresión para
asegurar que ĺımt→∞ F (t) = 0 (el ĺımite ε → 0 se toma al final del
cálculo). La evolución en el tiempo de la densidad de probabilidad en
el espacio de fases, f(t) = f(Γ, t), está determinada por la ecuación
de Liouville (ver apartado A.1 del apéndice). Es decir,

df(t)

dt
= −iLf(t) = {H0 + H ′, f(t)}

= −iL0f(t)− {A, f(t)}F (t). (3.1.32)

Aqúı estamos interesados únicamente en la repuesta a un campo ex-
terno débil, por tanto, podemos escribir la densidad de probabilidad
como

f(t) = f0 + ∆f(t) (3.1.33)
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y linealizar la ec. (3.1.32) de la forma

∂∆f(t)

∂t
= −iL0∆f(t)− {A, f0}F (t). (3.1.34)

Esta ecuación se integra de forma inmediata, resultando

∆f(t) = −
∫ t

−∞
e−i(t−s)L0{A, f0}F (s)ds. (3.1.35)

El promedio de la variación en la variable B que resulta del cambio
en la función de distribución viene dado por

〈∆B(t)〉 =

∫∫
∆f(t)B(γ)dΓ

= −
∫∫

dΓ

∫ t

−∞
{A, f0}B(t− s)F (s)ds, (3.1.36)

donde

B(t) = B(γ) = eitL0B(Γ). (3.1.37)

Para ello hemos utilizado la propiedad hermı́tica del operador de Liou-
ville con respecto al producto interno de {A, f0} y B. La ec. (3.1.36)
puede reescribirse de la forma

〈∆B(t)〉 =

∫ t

−∞
ΦBA(t− s)F (s)ds (3.1.38)

en términos de la función después del efecto ΦBA, definida como

ΦBA(t) = −
∫ ∫

{A, f0}B(t)dΓ. (3.1.39)

A veces es conveniente utilizar como definición alternativa de la fun-
ción después del efecto la expresión

θBA(t) = ΦBA(t)θ(t), (3.1.40)

donde θ(t) es la función escalón de Heaviside. Como θBA(t) = 0 para
t < 0, el ĺımite superior de la integral de la ec. (3.1.38) se puede
extender a +∞.
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La definición de ΦBA(t) se puede expresar de una forma más simple
teniendo en cuenta que

{A, f0} = −β(iL0A)f0 = −βȦf0, (3.1.41)

por lo que la función después del efecto estará dada por

ΦBA(t) = −β〈Ḃ(t)A〉, (3.1.42)

donde los promedios estad́ısticos se toman sobre el sistema no per-
turbado. Si el campo F (t) es monocromático, la expresión para la
respuesta será

〈∆B(t)〉 =

∫ t

−∞
ΦBA(t− s)F0e

−i(ω+iε)sds

= F0e
−i(ω+iε)t

∫ ∞

0

ΦBA(t)ei(ω+iε)tdt, (3.1.43)

o, tomando el ĺımite ε → 0,

〈∆B(t)〉 = χBA(ω)F0e
−iωt, (3.1.44)

donde χBA(ω) es la susceptibilidad generaliza, que se define como

χBA(ω) = χ′BA(ω) + iχ′′BA(ω)

= ĺım
ε→0+

∫ ∞

0

ΦBA(t)ei(ω+iε)tdt. (3.1.45)

La función respuesta puede ser interpretada como el ĺımite de la trans-
formada de Fourier de ΦBA definida en la parte superior del plano
complejo,

χBA(z) =

∫ ∞

0

ΦBA(t)eiztdt. (3.1.46)

La ec. (3.1.38) se puede generalizar fácilmente al caso en que el campo
externo depende del espacio y del tiempo. Si el sistema sin perturbar
es espacialmente uniforme, la respuesta puede expresarse con la ayuda
de la función ΦBA(R, t) como

〈4B(R, t)〉 =

∫ t

−∞
ds

∫
ΦBA(R−R′, t− s)F (R′, s)dR′ (3.1.47)
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o, en términos de las componentes de Fourier espaciales, como

〈4B∆K(t)〉 =

∫ t

−∞
ΦBA(∆K, t− s)F∆K(s)ds, (3.1.48)

donde

ΦBA(∆K, t) = −〈{B∆K(t), A∆K}〉. (3.1.49)

Ahora, la susceptibilidad generalizada estará definida como

χBA(∆K, z) =

∫ ∞

0

ΦBA(∆K, t)eiztdt. (3.1.50)

La susceptibilidad generalizada está directamente relacionada con la
transformada de Laplace, CBA(∆K, z), de la función de correlación
en el tiempo de las variables A y B. Si sustituimos la ec. (3.1.38) en
(3.1.50) e integramos por partes, encontramos que

χBA(∆K, z) = β [CBA(∆K, t = 0) + izCBA(∆K, z)] . (3.1.51)

Cuando B = A, con z = ω + iε, (ε → 0+), se tiene que

χAA(∆K, ω) = ĺım
ε→0+

1

π
Re[CAA(∆K, ω + iε)]

=
kBT

πω
χ′′AA(∆K, ω). (3.1.52)

Esta ecuación es una forma particular del teorema de fluctuación di-
sipación. De hecho, el nombre se aplica a veces espećıficamente a esta
relación entre el espectro de la función de autocorrelación de una va-
riable dinámica y la parte imaginaria de la correspondiente suceptibi-
lidad. El uso del término “disipación” está conectado con el hecho de
que la enerǵıa absorbida del campo externo y después disipada como
calor sea proporcional a ωχ′′AA(∆K, ω).

Si nos centramos en el caso particular en el que las variables A y
B son iguales, podemos olvidarnos de los sub́ındices y considerar el
comportamiento de la susceptibilidad, χ(∆K, z) = χAA(∆K, z), como
función de la variable compleja z = ω+ iε, con ε > 0. Restringiendo ε
a valores positivos nos aseguramos de que χ(∆K, z) sea anaĺıtica en la
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mitad superior del plano, pero no estará definida en la parte inferior,
ya que la ec. (3.1.50) diverge.

Si el contorno C en el plano complejo es C = C1 + C2, donde C1

es el eje real y C2 es el semićırculo infinito en la mitad superior del
plano, la aplicación de la integral de Cauchy muestra que

χ(∆K, ω) =
1

2πi

∫

C

χ(∆K, z′)
z′ − z

dz′, (3.1.53)

donde z es cualquier punto dentro de C. Por otra parte, como la
variable compleja conjugada z∗ está fuera de C, la función que aparece
en el integrando de (3.1.53), χ(∆K, z′)/(z′− z∗), será anaĺıtica dentro
y sobre este contorno (C). Teniendo en cuenta esto, del teorema de
Cauchy se sigue que

∫

C

χ(∆K, z′)
z′ − z∗

dz′ = 0. (3.1.54)

La contribución de las ecs. (3.1.53) y (3.1.54) al contorno C2 es cero, ya
que χ(∆K, z) decae rápidamente como z →∞. Añadiendo cantidades
que son cero a la parte derecha de la ec. (3.1.53) y deshaciéndonos de
la integral alrededor de C2, tendremos

χ(∆K, ω) =
1

2πi

∫

C1

χ(∆K, z′)
(

1

z′ − z
+

1

z′ − z∗

)
dz′, (3.1.55)

ó

χ(∆K, ω) =
1

2πi

∫

C1

χ(∆K, z′)
(

1

z′ − z
− 1

z′ − z∗

)
dz′. (3.1.56)

Añadiendo la parte real de la ec. (3.1.55) a i veces la parte imaginaria
de la ec. (3.1.56) y viceversa obtenemos, a su vez, las ecuaciones

χ(∆K, z) =
1

π

∫ ∞

−∞

χ′′(∆K, ω)

ω − z
dω, (3.1.57)

χ(∆K, z) =
1

πi

∫ ∞

−∞

χ′(∆K, ω)

ω − z
dω. (3.1.58)

Si hacemos ε → 0 en la ec. (3.4.51), de forma que χ(∆K, ω + iε) →
χ′(∆K, ω) + iχ′′(∆K, ω), y usamos la identidad

ĺım
ε→0

1

x− iε
= P (1/x) + iπδ(x),
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donde P denota el valor principal de la función correspondiente, en-
tonces

χ(∆K, ω) = P

[
1

π

∫ ∞

−∞

χ′′(∆K, ω′)
ω′ − ω

dω′ + iχ′′(∆K, ω)

]
. (3.1.59)

Esta ecuación incorpora la relación de Kramers-Kröning para χ′(∆K, ω)
en términos de χ′′(∆K, ω). La relación inversa se obtiene operando de
la misma manera para la ec. (3.4.52), que nos da

χ′′(∆K, ω) = −P

[
1

π

∫ ∞

−∞

χ′(∆K, ω′)
ω′ − ω

dω′
]

. (3.1.60)

El hecho de que χ′′(∆K, ω) sea una función impar de ω nos permite
reescribir la ec. (3.4.51) como

χ(∆K, z) =
1

π

∫ ∞

−∞

ω

ω2 − z2
χ′′(∆K, ω) dω. (3.1.61)

Si hacemos z2 = u + iv, encontramos que

Im[χ(∆K, z)] =
1

π

∫ ∞

−∞

vω

(ω2 − u2) + v2
χ′′(∆K, ω) dω. (3.1.62)

La positividad de ωχ′′(∆K, ω) muestra que Im[χ(∆K, z)] desapare-
ce sólo si v = 0, en cuyo caso z es puramente imaginaria. Pero de
la ec. (3.1.61) se sigue que, en la mitad superior del eje imagina-
rio, χ(∆K, z) no sólo es real sino también distinta de cero. Por esto,
concluimos que χ(∆K, z) no tiene ceros para Im(z) > 0, de manera
que χ−1(∆K, z) comparte con la susceptibilidad la propiedad de ser
anaĺıtica en la mitad superior del plano. también se debe notar que la
representación espectral de χ(∆K, z), dada por la ec. (3.1.58), permite
una extensión de la susceptibilidad compleja en la mitad inferior del
plano. La ec. (3.1.58) muestra que

χ(∆K, ω − iε) = χ∗(∆K, ω + iε). (3.1.63)

Por lo tanto, la discontinuidad en χ(∆K, z) a lo largo del eje real
está relacionada con χ′′(∆K, ω) mediante

χ′′(∆K, ω) = ĺım
ε→0

1

2i
[χ(∆K, ω + iε)− χ(∆K, ω − iε)] . (3.1.64)
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La ec. (3.1.61) muestra que χAA(k, z) puede escribirse

χAA(∆K, ω) = −
∞∑

n=1

a2n

z2n
, (3.1.65)

y, aśı, podemos derivar una expresión general para los coeficientes a2n

usando el teorema de fluctuación-disipación y la definición

〈ω2n〉AA ≡
∫ ∞

−∞
ω2nCAA(ω)dω = (−1)nC2n

AA(0), (3.1.66)

obteniendo

a2n =
1

π

∫ ∞

−∞
ω2n−1χ′′AA(∆K, ω)dω = β〈ω2n〉AA. (3.1.67)

Sólo los términos pares contribuyen a la expansión (3.1.66), ya que
χ′′AA(∆K, ω) es impar en ω. La expansión es asintótica en el senti-
do de que es válida sólo si |z| es grande en comparación con todas
las frecuencias caracteŕısticas de sistema. El ĺımite a frecuencia cero
de χAA(∆K, ω), o susceptibidad estática χAA(∆K), se obtiene de la
ec. (3.1.58) como sigue

χAA(∆K) ≡ χAA(∆K, z = 0)

=
1

π

∫ ∞

−∞

χ′′(∆K, ω)

ω
dω = β

∫ ∞

−∞
CAA(∆K, ω) dω

= βCAA(∆K, t = 0). (3.1.68)

Este resultado tiene un significado f́ısico simple en el caso de que A
sea la densidad local. Si φke

−iωt es una componente de Fourier de
un potencial externo complejo que se acopla a la componente ρk de
la densidad de la part́ıcula, usando la ec. (3.1.44) mostramos que el
cambio resultante en la densidad es

〈ρk(t)〉 = χρρ(∆K, ω)φke
−iωt. (3.1.69)

La parte imaginaria de χρρ(∆K, ω) está relacionada con el factor de
estructura dinámico a través del teorema de fluctuación-disipación. En
este caso part́ıcular, se puede escribir como

χ′′ρρ(∆K, ω) = −πβρωS(∆K, ω). (3.1.70)
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La susceptibilidad estática se puede obtener fácilmente de la ec. (3.1.68),
pero con un factor −ρ insertado, es decir,

χ(∆K) = χρρ(∆K, z = 0) = −βρ

∫ ∞

−∞
S(∆K, ω) dω

= −βρS(∆K, ω). (3.1.71)

La función relajación

La función relajación, RBA(∆K, t), describe el comportamiento de
una variable cuando la perturbación externa ha desaparecido. Una
expresión expĺıcita de esta función se obtiene de la ec. (3.1.38) si ha-
cemos que F (s) sea F0 exp(εs) para t ≤ 0 y cero para t > 0. El cambio
en el valor promedio de B inducido por esta perturbación discontinua
es [104]

〈∆B(∆K, t)〉 = F0

∫ 0

−∞
ΦBA(∆K, t− s)eεsds

= F0

∫ ∞

t

ΦBA(∆K, s)eε(t−s)ds, (3.1.72)

donde la función de relajación viene dada por

RBA(∆K, t) =

∫ ∞

t

ΦBA(∆K, s)ds. (3.1.73)

Notese que la ec. (3.1.72) es la misma que la ec. (3.1.43), pero sin la fase
exp(−iωt), por simplicidad [104]. Si R̃BA(∆K, s) es la transformada
de Laplace de RBA(∆K, t),

R̃BA(∆K, s) =

∫ ∞

0

RBA(∆K, t)e−stdt, (3.1.74)

utilizando la ec. (3.1.73) encontramos que, para s = (iω+ε) y ε → 0+,

−RBA(∆K, 0) + sR̃BA(∆K, s) = χBA(∆K, ω). (3.1.75)

Una consecuencia directa de la ec. (3.1.75) es la relación entre la sus-
ceptibilidad χ′′BA(∆K, ω) y la parte real de la transformada de Fourier
de la función relajación, que viene dada por

ωR̃′
BA(∆K, iω) = χ′′BA(∆K, ω), (3.1.76)

que a su vez puede relacionarse con S(∆K, t) mediante la ec. (3.1.70),
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La función de Green

En caso de realizar el calculo de la sección eficaz directamente de
la ecuación de movimiento del operador que describe la interacción
entre la sonda y el substrato, es muy conveniente que el desarrollo se
haga en términos de funciones de Green. La función de Green,

G(∆K, t) = −iθ(t)〈[B(t), B+]〉, (3.1.77)

satisface la ecuación de movimiento

i~G(∆K, t) = ~δ(t)〈[B(t), B+]〉+(−i)θ(t)〈[[B(t), H], B+]〉. (3.1.78)

Para derivar este resultado se ha utilizado la relación entre la derivada
de la función escalón y la función delta,

∂tθ(t) = δ(t), (3.1.79)

y la ecuación de movimiento para un operador de Heisenberg, i~∂tA(t) =
[A(t), H]. El término inhomogéneo de la parte derecha de la ec. (3.1.78)
nos da la condición de contorno de la solución en términos de la trans-
formada de Fourier de G(∆K, t).

Si definimos la transformada de Fourier como

G(∆K, ω) =

∫ ∞

−∞
eiωtG(∆K, t)dt (3.1.80)

y utilizamos la notación,

G(∆K, ω) = 〈〈B; B+〉〉, (3.1.81)

que resulta bastante conveniente, usando la representación integral
estándar para la función delta en la ec. (3.1.78), obtenemos

~ωG(∆K, ω) = ~〈[B, B+]〉+ 〈〈[B,H]; B+〉〉, (3.1.82)

donde se ha empleado una notación mixta, escribiendo la función pri-
maria de Green como en la ec. (3.1.80) y la función de Green más
complicada, que viene de la evolución en el tiempo de B(t) en la
ec. (3.1.77), en la notación especificada en la ec. (3.1.81).
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La relación de G(∆K, ω) con la función de nuestro interés parte de
la ecuación

S(∆K, ω) =
1

2π~

∫ ∞

−∞
e−iωt〈B(t)B+〉dt. (3.1.83)

Si insertamos la definición de G(t) en la ec. (3.1.80) y utilizamos la
representación integral de la función escalón, el resultado para ε → 0+

será

G(∆K, ω) = ~
∫ ∞

−∞

1− e−~uβ

(ω − u + iε)
S(∆K, u)du. (3.1.84)

Debido a que S(∆K, ω) es real obtenemos la deseada relajación entre
las partes imaginarias de G(∆K, ω) y S(∆K, ω)

G ′′(∆K, ω) = −π~
(
1− e−~ωβ

)
S(∆K, ω). (3.1.85)

La relación entre las tres funciones que acabamos de ver será, por
tanto,

χ′′(∆K, ω) = −1

~
G ′′(∆K, ω) = ωR̃′(∆K, iω), (3.1.86)

donde observamos que, si la variable B es adimensional, χ(∆K, ω),
G(∆K, ω), y R(∆K, iω) tendrán dimensiones de (enerǵıa)−1, (frecuen-
cia)−1 y (enerǵıa × frecuencia)−1, respectivamente.

A continuación se van a presentar los métodos que se pueden uti-
lizar para calcular las variables posición y velocidad que, como aca-
bamos de ver, son necesarias para obtener la magnitud observable,
S(∆K, ω).

3.2. Métodos para calcular las variables posición y
velocidad

3.2.1. Ecuaciones diferenciales

Para resolver de forma completa un sistema macroscópico debeŕıa-
mos resolver todas las ecuaciones microscópicas del sistema. Como
esto no es posible, necesitamos utilizar una descripción estocástica
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[108–113] , es decir, consiste en describir el sistema mediante variables
macroscópicas que fluctúan. Una de las ecuaciones de movimiento más
simples que determinan la distribución de estas variables macroscópi-
cas sometidas a fluctuación es la ecuación de Fokker-Planck [114].

Como hemos visto antes, los promedios de estas variables estocásti-
cas macroscópicas, x(t) y v(t), se obtienen fácilmente si los procesos
están bien descritos por ecuaciones de Langevin lineales (procesos con
ruido aditivo), como en el caso del movimiento browniano y la mayoŕıa
de los procesos de difusión. El movimiento browniano descrito por la
ecuación de Langevin queda bien definido por la ecuación de Fokker-
Planck, pero ahora la variable estocástica X(t), ya sea la posición x(t)
o la velocidad v(t) de la part́ıcula Browniana, es sustituida por una
función densidad de probabilidad P (X, t) que describe la dinámica
de un colectivo de part́ıculas brownianas que interaccionan entre śı .
Estas funciones de densidad de probabilidad dependen del tiempo y
de sus densidades de probabilidad iniciales. Por tanto, la ecuación de
Fokker-Planck es una ecuación de movimiento que describe la evo-
lución temporal de la función densidad de probabilidad P (X, t). Si
resolvemos esta ecuación partiendo inicialmente de una distribución
P (X, 0), se obtiene la función densidad de probabilidad P (X, t) pa-
ra todos los tiempos o, lo que es lo mismo, una vez que esta función
es conocida, se podrá conocer la posición media, aśı como la veloci-
dad media de este colectivo de part́ıculas para cualquier tiempo t. La
forma más simple de esta ecuación fue derivada por Fokker [115] y
Planck [116], siendo su forma más general [117]

∂P (X, t)

∂t
=

[
−∂D1(X)

∂X
+

1

2

∂D2(X)

∂X2

]
P (X, t), (3.2.1)

donde D1(X) es el coeficiente de arrastre y D2(X) es el coeficiente de
difusión. En el caso del movimiento browniano, el término de arrastre
es lineal y el difusivo es constante. Si se resuelve partiendo de una
distribución inicial P (X, 0) para t = 0, sujeta a unas condiciones de
contorno apropiadas, uno es capaz de obtener una función de densidad
de probabilidad P (X, t) para cualquier tiempo t. Una vez que se conoce
tal función, se puede conocer la magnitud estocástica promedio para
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este colectivo de part́ıculas,

〈X(t)〉 =

∫ ∞

−∞
X(t)P (X, t)dX. (3.2.2)

Si tenemos ahora un movimiento browniano [118–122] bajo la influen-
cia de un potencial periódico, debemos utilizar una ecuación de Fokker-
Planck especial que fue introducida por Kramers [123–132]. En el caso
unidimensional será una ecuación para la función de densidad de pro-
babilidad en posiciones y velocidades, que toma la forma

∂P (x, v, t)

∂t
=

[
−∂v

∂x
+

∂[γv + f ′(x)]

∂v
+

γkBT

m

∂2

∂v2

]
P (x, v, t), (3.2.3)

donde f ′(x) es la fuerza por unidad de masa debida al potencial por
unidad de masa f(x). En el caso en que la fuerza por unidad de ma-
sa sea lineal, la ecuación se resuelve exactamente. Si el coeficiente
de fricción es alto, esta ecuación se reduce a la ecuación de Smolu-
chowski [133], que es una ecuación especial de Fokker-Planck definida
únicamente para la función de distribución de las posiciones.

3.2.2. Formalismo de Langevin

A continuación, vamos a ver que, en general, es más fácil resolver
una ecuación de tipo Langevin estándar que las ecuaciones en deriva-
das parciales.

Ecuación generalizada de Langevin

Si queremos encontrar una ecuación de movimiento exacta para
A(t) procederemos considerando la evolución en el tiempo de la pro-
yección de A(t) en A (la parte proyectada) y también la de la compo-
nente de A(t) normal a A [la parte ortogonal o A′(t)]. La proyección
de una variable arbitraria B en A puede escribirse formalmente en
términos del operador lineal de proyección P como

PB(t) = A(A, A)−1(A,B(t)), (3.2.4)

donde el paréntesis (·, ·) se usa para denotar el producto interno. En el
caso de que sólo consideremos una variable, las cantidades en la parte
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derecha de la ec. (3.2.4) son todas escalares. El operador ` = 1 − P
proyecta en el subespacio ortogonal a A. Por tanto, la componente
ortogonal A(t) será

A′(t) = QA(t). (3.2.5)

Tanto P como Q satisfacen las propiedades fundamentales de los ope-
radores de proyección, es decir,

P2 = P , Q2 = Q, PQ = QP = 0. (3.2.6)

El concepto geométrico de “proyección” se puede identificar con el
de “correlación” de la mecánica estad́ıstica. Espećıficamente, el pro-
ducto interno de las variables A y B se identifica como la función de
correlación en el tiempo en equilibrio de las dos cantidades

(A, B(t)) ≡ 〈B(t)A∗〉. (3.2.7)

De aqúı se deduce que los requerimientos del producto interno se sa-
tisfacen. Como el operador de Liouville es hermı́tico en el espacio de
Hilbert de las variables dinámicas, tendremos que

(A, LB) = (LA,B). (3.2.8)

La interpretación que hemos dado al producto interno significa que la
proyección de A(t) en A es proporcional a Y (t), la función de auto-
correlación de tiempos normalizada de la variable A, es decir,

PA(t) = Y (t)A, (3.2.9)

con

Y (t) = (A,A(t))(A,A)−1

= 〈A(t)A∗〉〈AA∗〉−1 =
CAA(t)

CAA(0)
. (3.2.10)

Las definiciones dadas por las ecs. (3.2.4)-(3.2.7) también aseguran
que

(A, A′(t)) = 0. (3.2.11)
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Si derivamos primero una ecuación para la evolución en el tiempo de la
parte proyectada Y (t). En la notación de esta sección, la transformada
de Laplace de la ec. (A.15) (ver apéndice) es

(z + L)Ã(z) ≡ (z + L)(P +Q)Ã(z) = iA(0), (3.2.12)

por lo que

Ỹ (z) = i(A, (z + L)−1A)(A,A)−1

= i(A, Ã(z))(A,A)−1. (3.2.13)

Ahora proyectaremos la ec. (3.2.12) de forma paralela y perpendicular
a A aplicando, respectivamente, los operadores P y Q,

zPÃ(z) + PLPÃ(z) + PLQÃ(z) = iA,

zQÃ(z) +QLPÃ(z) +QLQÃ(z) = 0. (3.2.14)

Podemos utilizar la ec. (3.4.77) para eliminar QÃ(z) de la ec. (3.4.76).
Con la ayuda de las propiedades (3.2.6), y tomando el producto interno
en ambas partes de la ec. (3.4.76) con A, encontramos que

z(A,A(z)) + (A,LPA(z))

− (A,LQ(z +QLQ)−1QLPÃ(z)) = i(A,A)

(3.2.15)

De las ecuaciones ecs. (A.15) (ver apéndice), (3.2.4) y (3.2.13) se sigue
que este resultado también puede escribirse de la forma

(−iz − iΩ)Ỹ (z) + i(k, (z +QLQ)−1k)(A,A)−1Ỹ (z) = 1, (3.2.16)

donde hemos definido la frecuencia Ω como

iΩ = (A, Ȧ)(A,A)−1 = Ẏ (0) (3.2.17)

y la proyección ortogonal a A es

F = QȦ. (3.2.18)

La proyección k se llama normalmente “fuerza aleatoria”. La termi-
noloǵıa es convencional: si A es el momento de la part́ıcula i, entonces
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Ȧ es la fuerza total que actúa sobre i y k es la parte de la fuerza que
no esta correlacionada con el momento, en cuyo caso k es la fuerza
aleatoria de la teoŕıa clásica de Langevin. La evolución en el tiempo
de la variable aleatoria esta determinada por la ecuación

M(t) = eiQLQtk, (3.2.19)

o su transformada de Laplace,

M̃(t) = i(z +QLQ)−1k. (3.2.20)

Debido a la forma especial de su propagador, M(t) se mantiene para
todos los tiempos en el subespacio ortogonal a A, es decir,

(A, M(t)) = 0. (3.2.21)

Esto se puede probar fácilmente expandiendo la parte derecha de la
ec. (3.2.19) en t, ya que es claro que cualquier término en la serie es
ortogonal a A. Debemos notar también que M(t = 0) ≡ k. La función
de autocorrelación de la fuerza aleatoria define la función memoria
para la evolución de la variable dinámica A:

ξ(t) = (M, M(t))(A,A)−1 (3.2.22)

ó

ξ̃(t) = (M, M̃(z))(A,A)−1 = i(k, (z +QLQ)−1k)(A,A)−1. (3.2.23)

La ec. (3.2.19) puede ser escrita en términos de la función memoria
como

[−iz − iΩ + ξ̃(z)]Ỹ (z) = 1 (3.2.24)

ó

Ẏ (t)− iΩY (t) +

∫ t

0

ξ(t− s)Y (s)ds = 0. (3.2.25)

La evolución en el tiempo de la componente ortogonal A′ se obtiene
de forma similar. A partir de la ec. (3.4.76), para Ã′(z) = QÃ(z)
encontramos que

(z +QLQ)Ã′(z) = −QLPÃ(z)

= −QLỸ (z)A = iỸ (z)k (3.2.26)



Métodos para calcular las variables posición y velocidad 63

y, aśı, de acuerdo con la ec. (3.2.20),

Ã′(z) = iỸ (z)(z +QLQ)−1k = Ỹ (z)M̃(z). (3.2.27)

Si sustituimos Y (z) por la ec. (3.2.24), (3.2.27) puede reescribirse como

[−iz − iΩ + ξ̃(z)]Ã′(z) = R̃(z), (3.2.28)

ó

Ȧ′(t)− iΩA′(t) +

∫ t

0

ξ(t− s)A′(s)ds = M(t). (3.2.29)

Las ecs. (3.2.25) y (3.2.28) son, respectivamente, las proyecciones pa-
ralela y perpendicular a la variable A de la ecuación generalizada de
Langevin para esta misma variable, es decir,

Ȧ(t)− iΩA(t) +

∫ t

0

ξ(t− s)A(s)ds = M(t), (3.2.30)

donde la fuerza aleatoria M(t) y la función memoria ξ(t) están da-
das por la definición mecánico-estad́ıstica de las ecuaciones (3.2.20) y
(3.2.22). Tanto en esta memoria como en las simulaciones LMD, que
veremos a continuación, se utiliza la ecuación estándar de Langevin,
que es una versión de esta ecuación aplicable a sistemas markovianos.

Dinámica molecular

El hamiltoniano utilizado en este tipo de simulaciones [134,135],

H =
∑

i

[
p2

i

2m
+ V (Ri)

]
+

∑

i6=j

W (Ri −Rj), (3.2.31)

incluye tanto las interacción adsorbato-sustrato como la adsorbato-
adsorbato. Este hamiltoniano incluye sólo coordenadas en el plano
para los adsorbatos, describiendo el movimiento de los átomos en un
punto fijo de equilibrio por encima de la superficie. La primera parte
del hamiltoniano contiene la enerǵıa cinética de los adsorbatos y su
enerǵıa potencial debido al potencial periódico del substrato V (R).
La segunda parte del hamiltoniano representa un potencial repulsivo



64 Descripción teórica de la difusión activada . . .

y a pares debido a la interacción adsorbato-adsorbato W (Ri − Rj).
La aproximación de este método para evaluar las constantes de difu-
sión consiste en resolver numéricamente un sistema de N ecuaciones
de Langevin acopladas, donde N es el número de adsorbatos. Para el
estudio de las propiedades dinámicas, necesitamos considerar expĺıci-
tamente el acoplamiento no adiabático del adsorbato con las excitacio-
nes electrónicas y vibracionales del sustrato. La implementación más
simple de este acoplamiento es a travé s de una fricción markoviana
caracterizada por un parámetro η que se asume independiente de la
posición R del adsorbato. Las N ecuaciones acopladas de Langevin
que describen la dinámica del adsorbato tienen la forma

r̈1 = −∇1 · V (R1)−
N∑

j=2

∇1 ·W (R1 −Rj) + ηṙ1 + ξ1,

...

r̈i = −∇i · V (Ri)−
N∑

j 6=i,j=1

∇i ·W (Ri −Rj) + ηṙi + ξi,

...

r̈N = −∇N · V (RN)−
N−1∑
j=1

∇N ·W (RN −Rj) + ηṙN + ξN .

(3.2.32)

La fuerza aleatoria ξi esta relacionada a η a través del teorema de
fluctuación-disipación de la forma

〈ξi(t)ξj(t
′)〉 = 2mkBTηδ(t− t′)δi,j. (3.2.33)

En la figura 2.13 del caṕıtulo anterior se mostraban los resultados de
la anchura a mitad de la altura obtenidos con el método de dinámica
molecular para el sistema Na/Cu(001). Al verlos comparados con los
valores experimentales, podemos observar que describen bien su ten-
dencia. Sin embargo, este método tan complicado y costoso, compu-
tacionalmente hablando, no es capaz de reproducir cuantitativamente
estos valores, que dejan patente el ensanchamiento producido en el per-
fil de ĺınea a medida que aumenta el recubrimiento. Por este motivo,
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y por la imposibilidad de conseguir (con este método) una formula-
ción anaĺıtica que describa el proceso de la difusión de adsorbatos en
superficies, se estudió como alternativa el enfoque estad́ıstico que ha
dado lugar al modelo ISA.

3.3. Aproximación de adsorbatos interactuantes aislados

Como ya se ha apuntado antes, explicar el ensanchamiento experi-
mental del perfil de ĺınea del pico Q es uno de los principales problemas
teóricos de la f́ısica de superficies. Para tratar de explicarlo y enten-
derlo se propuso el modelo ISA, que consiste en describir la difusión
en términos de una ecuación estándar de Langevin, donde la dinámica
del adsorbato está caracterizada por tres contribuciones:

1. Una parte determinista representada por el potencial adiabático,
V , que modela la interacción adsorbato-substrato a T = 0.

2. Un ruido blanco gaussiano, que da cuenta de los efectos vibracio-
nales de la red que la temperatura de la superficie induce sobre
el adsorbato.

3. Un ruido “shot” blanco, que representa la interacción adsorbato-
adsorbato y reemplaza el potencial de interacción dipolo-dipolo
considerado generalmente en las simulaciones LMD.

En una buena simulación de un proceso de difusión se deben con-
siderar tiempos muy largos en comparación con las escalas de tiempo
asociadas a la fricción causada por la superficie o a las frecuencias de
vibración t́ıpicas observadas cuando los adsorbatos se mantienen en
movimiento dentro de un pozo de potencial. Esto significa que debe
de haber un gran número de colisiones durante el tiempo que dura la
propagación y, por tanto, en algún punto la historia pasada del ad-
sorbato resultará irrelevante para las propiedades que nos interesan.
Esta pérdida de memoria significa que nos hallamos dentro de un régi-
men dinámico markoviano, donde los adsorbatos han llegado a lo que
denominamos ĺımite estad́ıstico.

Por otra parte, para escalas de tiempo relativamente cortas, la in-
teracción no es markoviana y es muy importante tener en cuenta los
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efectos de la intertacción en la part́ıcula y su dinámica (efectos de me-
moria). La difusión de un adsorbato aislado se modela, por tanto, me-
diante una serie de pulsos aleatorios dentro de un régimen markoviano
(es decir, pulsos de duración relativamente corta en comparación con
la relajación del sistema), simulando aśı las colisiones con otros adsor-
batos. En particular, describimos estas colisiones adsorbato-adsorbato
en términos de un ruido “shot” blanco, que es un caso ĺımite del ruido
“shot” coloreado. Esto permite sustituir una simulación t́ıpica LMD,
donde estan involucrados N adsorbatos a un mismo tiempo por la
dinámica de un ú nico adsorbato, donde la acción de los N–1 restan-
tes se describe mediante un ruido “shot”blanco. Esto es posible porque
a priori cualquier traza del verdadero potencial de interacción tiende a
desaparecer a tiempos largos, que son las escalas de tiempo relevantes
para la difusión y los movimientos vibracionales de baja frecuencia
descritos por los picos del perfil de ĺınea alrededor de transferencias
de enerǵıa cero. Para comprender este modelo, en primer lugar se ex-
plicarán en detalle los ruidos “shot”y gaussiano, para pasar luego a la
descripción de la difusión en el formalismo de Langevin en superficies.

3.3.1. Ruido blanco gaussiano

En 1930, Ornstein y Uhlenbeck [136, 137] formularon un mode-
lo estocástico para el movimiento browniano basado en considerar la
velocidad de la part́ıcula como la variable estocástica de interés. La
ecuación básica del modelo de Orstein-Uhlenbeck es la ecuación de
Langevin [138],

mv̇ = −mγv + mM(t). (3.3.1)

Esta ecuación es la expresión más simple para describir el movimien-
to browniano de una part́ıcula de masa m en una dimensión. Donde
la parte derecha de la igualdad esta constituida por dos contribucio-
nes: (i) una parte determinista, caracterizada por la fuerza de fricción
−mγv, siendo γ el coeficiente de fricción que depende de la viscosidad
del fluido; y (ii) una parte estocástica gobernada por la fuerza alea-
toria mM(t), donde M(t) es un ruido gaussiano blanco. Este ruido
satisface dos condiciones [139]:

(i) Su valor medio es cero: 〈M(t)〉 = 0.
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(ii) El tiempo de correlación entre fuerzas es infinitamente corto:
m2〈M(0)M(τ)〉 = Cδ(τ), siendo K una constante que nos da la
fuerza del acoplamiento entre la part́ıcula y el entorno

Generalmente hablando, la part́ıcula se considera como el sistema (de
interés) mientras la fuerza estocástica es el efecto de un baño térmico
circundante, la constante C esta relacionada con la fuerza de acopla-
miento entre el sistema y el baño. La validez de este modelo recae en
el hecho de que el acoplamiento entre en sistema y el baño es relativa-
mente débil, aunque la acción del baño sobre el sistema es continua a
lo largo del tiempo. De este modo, aunque las perturbaciones causa-
das por el baño sobre el sistema sean despreciables a nivel individual,
su combinación puede provocar efectos dramáticos en la dinámica del
sistema. El ruido aleatorio es gaussiano porque en el ĺımite de tiem-
pos largos la acción continua del baño satisface el teorema central del
ĺımite. Por otra parte, debemos notar que no hemos tenido en cuenta
la evolución dinámica detallada de los grados de libertad del baño.
Las correlaciones del baño, descritas por la segunda condición, decaen
en escalas cortas de tiempo (decaimiento rápido) comparadas con los
tiempos caracteŕısticos envueltos en la dinámica del sistema.

La primera contribución en (3.3.1) describe el efecto colectivo o
global observado en el sistema y es debida a la segunda contribución,
que se refiere a los sucesos individuales (aleatorios). En otras palabras,
existe una relación entre el comportamiento macroscópico del sistema
(la fricción en este contexto) y la causa “microscópica” que lo produce
(debido a las fluctuaciones del baño). La relación entre la fricción y las
fluctuaciones de la fuerza aleatoria en (3.3.1) esta dada por el teorema
de fluctuación disipación,

γ(ω) =
m

kBT

∫ ∞

0

〈δMG(0) δMG(τ)〉 e−iωτ dτ

=
m

2kBT

∫ ∞

−∞
〈δMG(0) δMG(τ)〉 e−iωτ dτ, (3.3.2)

donde

δMG(t) ≡ MG(t)− 〈〈MG(t)〉〉 (3.3.3)
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es la fluctuación debida al ruido aleatorio MG(t). Haciendo uso de las
propiedades (i) y (ii), la parte derecha de la ec. (3.3.2) será

γ(ω) =
C

2mkBT
. (3.3.4)

Como se puede ver en esta expresión, el espectro de frecuencia de la
fricción es “plano” o independiente de la frecuencia. En analoǵıa con
la luz blanca, este espectro se llama también blanco en el sentido de
que todas las frecuencias contribuyen igual. Esto permite establecer

γ(ω) ≡ γ, (3.3.5)

donde la fuerza de acoplamiento es

C = 2mγkBT. (3.3.6)

En general, la función de correlación en el tiempo de la fuerza puede
ser expresada en términos de las fluctuaciones del ruido (3.3.3) como

GG(τ) ≡ 〈δMG(0) δMG(τ)〉 =
2γkBT

m
δ(τ). (3.3.7)

3.3.2. Ruido “shot”

El concepto de ruido de tipo “shot” viene de los tiempos en que se
desarrolló la radio. El estudio del ruido “shot” empezó en 1918 de la
mano de Schottky [140] y fue completado por Rice [141,142] a media-
dos de los 40. El paradigma del ruido “shot” es una corriente eléctrica
generada por electrones independientes y no correlacionados que lle-
gan al ánodo de un tubo de vaćıo. Esta corriente eléctrica dependiente
del tiempo puede describirse como

I(t) =
∑

i

bi(t− ti). (3.3.8)

Aqúı, la función pulso bi(t−ti) representa la contribución a la corriente
del i-ésimo electrón individual y se asume idéntica para cada electrón.
Los tiempos de llegada ti están distribuidos aleatoriamente de acuerdo
con una distribución de Poisson con un cierto número promedio por
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unidad de tiempo. La misma idea de electrones llegando de forma
aleatoria a un ánodo puede utilizarse para describir el problema de
los adsorbatos interactuantes si identificamos el ánodo que recibe los
electrones con un adsorbato particular (sistema) y los electrones que
llegan a este ánodo con los diferentes adsorbatos (baño) que colisionan
con el adsorbato sistema. Dentro de esta descripción las interacciones
dipolo-dipolo entre dos adsorbatos que colisionan es reemplazada por
una fuerza aleatoria tipo ruido “shot” (teniendo en cuenta los efectos
de todos los adsorbatos del baño) actuando sobre un único adsorbato.
La validez de este modelo se basa en considerar que: (i) el acoplamiento
entre el sistema y el baño es relativamente débil y (ii) en el ĺımite de
tiempos largos los efectos microscó picos de las fuerzas de interacción
dipolo-dipolo son despreciables y sólo es relevante el número efectivo
de impactos recibidos por el adsorbato sistema, expresado en términos
de la fricción colisional. Esta idea es similar a la considerada por Van
Vleck y Weisskopf [43] para comprender el ensanchamiento del perfil
de ĺınea observado en las ĺıneas espectrales de gases al aumentar la
presión.

La fuerza de tipo ruido “shot” [143] que sienten los adsorbatos
puede expresarse como mδMS(t), donde

δMS(t) ≡ MS(t)− 〈〈MS〉〉, (3.3.9)

con

〈〈MS〉〉 ≡
∑
N

PN(T )〈MS(t′)〉T . (3.3.10)

En esta expresión 〈〈 · 〉〉 indica el promedio sobre el nú mero de coli-
siones N de acuerdo con una cierta distribución PN en el intervalo de
tiempo T . En analoǵıa con (3.3.8),

MS(t) =
N∑

n=1

bn(t− tn), (3.3.11)

donde bn(t − tn) nos da información acerca de la forma y duración
efectiva de la n-é sima colisión entre adsorbatos, ocurrida a tn. La
probabilidad de observar N colisiones después de un tiempo T sigue
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una distribución de poisson, es decir,

PN(T ) =
(λT )N

N !
e−λT , (3.3.12)

donde λ es el número promedio de colisiones por unidad de tiempo. Si
asumimos colisiones repentinas entre adsorbatos y que después de la
colisión los efectos se relajan de forma exponencial con un decaimiento
constante λ′, los pulsos en la ec. (3.3.11) pueden ser modelados como

bn(t− tn) = cnλ
′e−λ′(t−tn), (3.3.13)

con t − tn > 0 y cn dando la intensidad del impacto de la colisión.
Dentro de un modelo realista, las colisiones tienen lugar de forma
aleatoria a diferentes orientaciones y enerǵıas. Por esto, es razonable
asumir que los coeficientes cn están distribuidos de acuerdo con una
ley exponencial,

g(cn) =
1

α
e−cn/α, cn ≥ 0, (3.3.14)

donde α =
√

m/kBT [41]. Además de la fricción debida a las fluctua-
ciones térmicas de la superficie, las colisiones entre adsorbatos intro-
ducen un nuevo tipo de fricción, la fricción colisional. Esta fricción
se relaciona con su causa correspondiente, las colisiones, por medio
del teorema de fluctuación-disipación. La función de correlación en el
tiempo para las fluctuaciones del ruido “shot” viene dada por

GS(τ) = 〈〈δMS(0) δMS(τ)〉〉, (3.3.15)

donde 〈 · 〉 esta definido como en la ec. (3.3.10). Se puede obtener una
expresión general para GS(τ) haciendo un poco de álgebra [41], lo que
resulta en

GS(τ) =
λλ′

α2
e−λ′|τ |. (3.3.16)

Introduciendo la ec. (3.3.16) en la expresión matemática del teorema
de fluctuación-disipación, es decir,

ξ̃(ω) =
m

kBT

∫ ∞

0

GS(τ) e−iωτ dτ, (3.3.17)
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obtenemos

ξ̃(ω) =

(
λ′

λ′ + iω

)
λ, (3.3.18)

cuya parte real es

Re[ξ̃(ω)] =
1

2

[
ξ̃(ω) + ξ̃∗(ω)

]
=

(
λ′2

λ′2 + ω2

)
λ. (3.3.19)

En esta expresión son interesantes dos ĺımites: λ′ ¿ ω y λ′ À ω. Estos
ĺımites están relacionados con las dos escalas de tiempo asociadas con
λ y λ′. Independientemente de su intensidad, por simplicidad consi-
deramos que cualquier pulso decae como λ′ dentro de este sistema.
Este ı́ndice define una escala de tiempo de decaimiento para los su-
cesos de colisión. Por otra parte, λ introduce otra escala de tiempo,
τr = 1/λ, que puede ser interpretada como el tiempo promedio entre
dos colisiones sucesivas; la difusión de los adsorbatos esta relacionada
con esta escala de tiempo. De acuerdo con esto, el primer ĺımite tiene
en cuenta escalas de tiempo muy cortas (menores que τc), donde los
efectos de memoria son importantes y debemos utilizar la forma gene-
ralizada de la ecuación de Langevin. Hay que notar que, en este caso,
la ec. (3.3.18) puede ser escrita como

ξ̃(ω) ≈ λ
λ′2

ω2
. (3.3.20)

Esta fricción dependiente de la frecuencia no nos permite obtener una
escala de tiempos de relajación τr bien definida. En este caso, tenemos
un ruido “shot” coloreado [143]. Este tipo de ruido ha sido usado para
describir, por ejemplo, las distribuciones de saltos en la difusión en
superficies [144]. En cambio, en el segundo ĺımite la escala de tiempos
dirige la dinámica del adsorbato, estableciendo una frecuencia de corte.
En este ĺımite,

ξ̃(ω) ≈ λ

(
1− ω2

λ′2

)
, (3.3.21)

que puede ser escrito como ξ̃(ω) ≈ λ siempre que λ ¿ ω ¿ ωc = τ−1
c

(i.e., τr ¿ τc). Este ĺımite viene de colisiones fuertes pero localizadas
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(instantáneas), aśı como de golpes débiles y continuos (movimiento
browniano). Además, como es similar a la condición gobernada por la
ec. (3.3.5), uno puede hablar de ruido “shot” blanco poissoniano y usar
la ecuación estándar de Langevin, que se describirá más adelante. Más
importante, de acuerdo con el significado f́ısico de λ, este ĺımite nos
permite identificar este parámetro con la fricción colisonal del sistema.

Debido a su influencia en el proceso de difusión, merece la pena
comparar las series de tiempo que corresponden a δMG(t) y δMS(t).
Por una cuestión de simplicidad, consideremos que todos los pulsos
en el ruido “shot” tienen la misma intensidad. En la figura 3.1(a)
observamos una serie temporal correspondiente a un ruido gaussiano
blanco, δMG(t). Esta serie se asemeja a un perfil de tipo fractal, es
decir, la ampliación de cualquier subintervalo será igual que conside-
rar el intervalo completo. Esto sucede porque dentro de un periodo de
tiempo corto la part́ıcula recibe muchos “golpes” (no correlacionados)
de la superficie en ambas direcciones, positiva y negativa (es decir, la
part́ıcula esta absorbiendo y cediendo enerǵıa de y hacia la superficie,
respectivamente. Este no es el caso, sin embargo, para un ruido “shot”
con λ = γ. Como podemos ver en la figura 3.1(b), la part́ıcula reci-
be dos golpes en promedio de los otros adsorbatos en un periodo de
tiempo mucho más largo [unas 50 veces mayor que el considerado para
δMG(t)]. Esto significa que, en promedio el recorrido libre medio de
una part́ıcula es relativamente grande. No obstante,aunque la part́ıcu-
la recibe muy pocos golpes, el efecto colectivo es similar al obtenido
con el ruido blanco gaussiano debido a la distribución aleatoria de los
golpes. Este efecto se hace más notable para valores grandes de λ, ya
que el tiempo medio entre dos colisiones consecutivas decrece mucho,
como puede verse en la figura 3.1(c). En cualquier caso, ambos ruidos
no están correlacionados, esto es,

〈δMG(t)MS(t′)〉 = 0. (3.3.22)

3.3.3. Relación entre recubrimiento y fricción colisional

En principio, no existe relación simple y directa que relacione el re-
cubrimiento con la fricción colisional, la cual debe obtenerse mediante
observaciones microscópicas, primeros principios o ambos. No obstan-
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Figura 3.1. (a) Función ruido aleatoria, δRG(t), correspondiente a un
ruido gaussiano blanco con γ= 0,1ω0, donde ω0 = 2, 2049×10−4 au es la
frecuencia armónica asociada con el potencial de interacción adsorbato-
sustrato no separable. (b) Función ruido aleatoria, δRS(t), correspon-
diente a un ruido “shot” con λ = γ. (c) Función ruido aleatoria, δRS(t),
correspondiente a un ruido “shot” con λ = 10γ. Los cálculos están he-
chos asumiendo átomos de Na a T = 200 K y λ′ = 10−3 au (41,3 ps−1).

te, está claro que dicha relación es fundamental a la hora de realizar
cualquier cálculo dentro de la aproximación estocástica que estamos
utilizando aqúı. A continuación se muestra como estos dos parámetros
se pueden relacionar de una manera muy simple.
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En la teoŕıa cinética de los gases [103], la difusión es proporcional al
recorrido libre medio l̄, que es inversamente proporcional a la densidad
de part́ıculas de gas y al área efectiva de colisión cuando asumimos
un modelo de esferas duras. Para colisiones bidimensionales, el área
efectiva se reemplaza por una longitud efectiva (dos veces el radio ρ
del adsorbato) y la densidad de gas por la densidad de la superficie σ.
De acuerdo con esto, el recorrido libre medio viene dado por

l̄ =
1

2
√

2ρσ
. (3.3.23)

Teniendo en cuenta la teoŕıa de Chapman-Enskog para esferas duras,
el coeficiente de autodifusión puede escribirse como

D =
1

6ρσ

√
kBT

m
. (3.3.24)

Aśı, de la relación de Einstein y teniendo en cuenta que θ = a2σ para
una superficie de celdillas cuadradas cuya longitud de unidad es a, se
obtiene

λ =
6ρ

a2

√
kBT

m
θ. (3.3.25)

Esta relación permite estimar λ si conocemos el recubrimiento de la
superficie y su temperatura.

3.3.4. Descripción anaĺıtica de la difusión en la superficie

El estudio anaĺıtico del movimiento de una part́ıcula en dos di-
mensiones se hace intratable debido a las correlaciones dinámicas a
tiempos cortos inducidas por el potencial de interacción. Aśı, si es-
tamos interesados en ofrecer una formulación anaĺıtica que permita
un mejor entendimiento de la difusión en superficies y los movimien-
tos vibracionales de baja frecuencia, en principio podemos partir de
la formulación más simple posible, que consiste en considerar una di-
mensión y, posteriormente, generalizar a dos dimensiones.

Si queremos estudiar a temperaturas altas y tiempos largos el mo-
vimiento de un adsorbato sujeto a la acción de un baño consistente
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en otros adsorbatos en un potencial estático monodimensional puede
ser descrito por la ecuación generalizada de Langevin en su versión
clásica, es decir

ẍ(t) = −
∫ t

0

ξ(t− t′) ẋ(t′) dt′ + F [x(t)] + δMGS(t), (3.3.26)

donde x representa la coordenada del adsorbato, F = −∇V es la fuer-
za determinista por unidad de masa derivada de un potencial periódico
de interacción con la superficie, V (x) = V (x + a) (a es el peŕıodo a lo
largo de la dirección x) y ξ(t) es la función de memoria del baño, que
incluye los efectos tanto del ruido blanco gaussiano como del ruido
“shot”. A causa de esto último, expresamos el ruido estocástico como
la suma de ambas contribuciones

δMGS(t) = δMG(t) + δMS(t). (3.3.27)

Si τc es relativamente pequeño, la función de memoria será local en el
tiempo, lo permite utilizar la aproximación ξ(t− t′) ' (γ + λ)δ(t− t′)
y expandir el ĺımite superior de la integral en la ec. (3.3.26) a infinito.
Teniendo en cuenta esta aproximación y definiendo

η ≡ γ + λ, (3.3.28)

tenemos lo que se llama ecuación estándar de Langevin

ẍ(t) = −ηẋ(t) + F [x(t)] + δMG(t) + δMS(t). (3.3.29)

Esta ecuación resume la esencia de la aproximación ISA. La velocidad
y posición de la part́ıcula se pueden obtener integrando directamente
la ec. (3.3.29), lo que da

v(t) = v0e
−ηt +

∫ t

0

e−η(t−t′)F [x(t′)] dt′ +
∫ t

0

e−η(t−t′)δMGS(t′) dt′,

(3.3.30)

x(t) = x0 +
v0

η
(1− e−ηt) +

1

η

∫ t

0

[
1− e−η(t−t′)

]
F [x(t′)] dt′

+
1

η

∫ t

0

[
1− e−η(t−t′)

]
δMGS(t′) dt′, (3.3.31)
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con v0 = v(0) y x0 = x(0). Está claro que, cuando δMGS = 0, (3.3.30)
y (3.3.31) son las soluciones formales de las ecuaciones del movimien-
to puramente deterministas (newtonianas). Por tanto, sin pérdida de
generalidad, pueden expresarse de una forma más conveniente como

v(t) = vd(t) + vs,G(t) + vs,S(t), (3.3.32)

x(t) = xd(t) + xs,G(t) + xs,S(t), (3.3.33)

donde d se refiere a los términos deterministas de las soluciones y s a
los que dependen de las fuerzas estocásticas, que a su vez se pueden
dividir con objeto de separar las contribuciones de los distintos ruidos,
los cuales son aditivos, ya que no están correlacionados.

Sin embargo, debemos notar que cuando δMGS(t) 6= 0 la parte
determinista puede también presentar algunos rasgos estocásticos de-
bido a la evaluación de F (x) a lo largo de la trayectoria x(t), que es
estocástica.

Teniendo en cuenta la ec. (3.3.22), podemos escribir

〈v(t)〉 = v̄d(t), (3.3.34)

〈v2(t)〉 = v̄2
d(t) + 〈v2

s,G(t)〉+ 〈v2
s,S(t)〉, (3.3.35)

〈x(t)〉 = x̄d(t), (3.3.36)

〈x2(t)〉 = x̄2
d(t) + 〈x2

s,G(t)〉+ 〈x2
s,S(t)〉, (3.3.37)

donde las magnitudes con barras indican los promedios de la parte
determinista de la solución y

〈v2
s,X(t)〉 = e−2ηt

∫ t

0

dt′ e2ηt′
∫ t−t′

−t′
eητGX(τ) dτ, (3.3.38)

〈x2
s,X(t)〉 =

1

η2

∫ t

0

dt′
[
1− e−η(t−t′)

] ∫ t−t′

−t′

[
1− e−η(t−t′−τ)

]
GX(τ) dτ,

(3.3.39)

con X = G ó S. Para X = G, la forma final de estas expresiones será

〈v2
s,G(t)〉 =

γ

η

1

α2

(
1− e−2ηt

)
, (3.3.40)

〈x2
s,G(t)〉 =

γ

η3

1

α2

[
2ηt + 1−

(
2− e−ηt

)2]
, (3.3.41)
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y para X = S,

〈v2
s,S(t)〉 =

1

α2

{
λ

η

λ′

(λ′ − η)

(
1− e−2ηt

)

− 2λ′η
λ′2 − η2

[
1− e−(λ′+η)t

]}
, (3.3.42)

〈x2
s,S(t)〉 =

λ

η3

1

α2

{
2ηt− 4λ′ − 2η

λ′ − η

(
1− e−ηt

)

+
2λ′

2(λ′ − η)

(
1− e−2ηt

)
+

2η2

λ′(λ′ − η)

(
1− e−λ′t

)

− 2η2

λ′2 − η2

[
1− e−(λ′+η)t

]}
. (3.3.43)

Obsérvese que si asumimos λ′ À λ, entonces

〈v2
s,S(t)〉 ≈ λ

η

1

α2

(
1− e−2ηt

)
, (3.3.44)

〈x2
s,S(t)〉 ≈ λ

η3

1

α2

[
2ηt + 1−

(
2− e−ηt

)2]
. (3.3.45)

Estas ecuaciones son idénticas a (3.3.40) y (3.3.41), respectivamen-
te, notando que en cada caso hay un factor de peso (γ/η ó λ/η) que
indica la contribución de cada ruido. Añadiendo las ecuaciones corres-
pondientes se obtiene

〈v2
s(t)〉 ≈

1

α2

(
1− e−2ηt

)
, (3.3.46)

〈x2
s(t)〉 ≈

1

η2

1

α2

[
2ηt + 1−

(
2− e−ηt

)2]
, (3.3.47)

donde no se encuentra ningú n rastro del tipo de ruido, como cabe
esperar cuando λ es muy pequeña con respecto a λ′.

Ahora se puede usar la ec. (3.3.46) para determinar el valor de α.
Asumiendo que se cumple el teorema de equipartición para t → ∞,
obtenemos

1

2
m〈v2(∞)〉 =

1

2
kBT. (3.3.48)
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De este modo, como v̄2
d(t) = v̄2

0e
−2ηt y el término dependiente del

tiempo en la ec. (3.3.46) desaparecen de forma asintótica, tendremos

α =

√
m

kBT
. (3.3.49)

Si el sistema esta termalizado inicialmente (sigue una distribución
de Maxwell-Boltzmann en velocidades) y tiene una distribución de
probabilidad uniforme en posiciones alrededor de x = 0 (en torno a
−a/2 y a/2, cuando v̄0 = 〈v0〉 = 0, v̄2

0 = 〈v2
0〉 = kBT/m y x̄0 = 〈x0〉 =

0. Para λ′ À λ, es decir, en el ĺımite del ruido blanco poissoniano ,
obtenemos

〈v〉(t) = 0, (3.3.50)

〈v2〉(t) =
kBT

m
, (3.3.51)

〈x〉(t) = 0, (3.3.52)

〈x2〉(t) = x̄2
0 +

kBT

mη2

[
2ηt + 1−

(
2− e−ηt

)2]
. (3.3.53)

Estas ecuaciones constituyen un ĺımite y por tanto para valores de los
parámetros fuera del rango de validez de la aproximación se espera
que haya desviaciones. No obstante, estas ecuaciones resultarán muy
útiles a la hora de entender la dinámica del sistema.

Como sucede en el movimiento browniano (V = 0), se distinguen
claramente dos reǵımenes en (3.3.53). Para ηt ¿ 1, las colisiones son
escasas y raras, por lo que la part́ıcula muestra un movimiento casi-
libre con recorridos libres medios relativamente largos. Este es el régi-
men baĺıstico o libre de difusión, caracterizado por

〈x2(t)〉 ∼ kBT

m
t2. (3.3.54)

Por otra parte, para ηt À 1 no hay movimiento libre, ya que los efectos
de la fuerza estocástica (colisiones) son dominantes. Este es el régimen
difusivo, donde el promedio cuadrado de los desplazamientos es lineal
con el tiempo,

〈x2(t)〉 ∼ 2kBT

mη
t = 2Dt . (3.3.55)
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Esta es la denominada ley de Einstein. Como se puede comprobar en
la ec. (3.3.55); (1) el descenso de η lleva a una difusión más rápida (el
coeficiente de difusión D aumenta) y (2) la difusión se hace más activa
a medida que aumenta la temperatura de la superficie. Para V 6= 0 se
espera que los valores promedio dados arriba presenten desviaciones
debido al papel que juegan los términos correspondientes a la fuerza
determinista. Debido a los pozos de potencial, los adsorbatos pueden
manifestar eventualmente un movimiento ligado eventual junto con
la difusión sobre la superficie. Esto llevará a un decrecimiento de la
difusión con respecto al caso en que la corrugación es despreciable
(V ≈ 0). Además, el movimiento vibracional de baja frecuencia, ob-
servado cuando la part́ıcula permanece ligada en un pozo de potencial,
da lugar a la presencia del modo T, que se manifiesta como dos picos
simétricos (con respecto al difusivo) en el espectro de transferencia de
enerǵıa (factor de estructura dinámico).

Finalmente, merece la pena comparar el tipo de dinámica que pre-
sentan el ruido gaussiano y el ruido “shot”. En las figuras 3.2 y 3.3, se
muestran algunas trayectorias junto con sus diagramas de fase (para la
coordenada x) en los casos de potencial cero y un potencial periódico
separable, respectivamente. Las funciones ruido son tales que λ = γ
[figuras 3.1(a) y 3.1(b)] y los detalles numéricos son los mismos que en
la figura 3.1(el tiempo de propagación total es t = 2,5 × 106 au). La
primera diferencia que se aprecia es que, a causa de los golpes conti-
nuos en el caso del ruido blanco gaussiano, la trayectoria se ve mucho
más suave en el caso del ruido “shot”. Esto puede verse mejor en los
paneles superiores de la figura 3.3. El efecto no es tan pronunciado en
la figura 3.2 porque sólo hemos representado uno de cada 50 pasos de
tiempo. La perdida de suavidad en las trayectorias afectadas por el
ruido gaussiano blanco es una manifestación de este tipo de ruido (ver
figura 3.1). Por otra parte, también es interesante observar la dife-
rencia en la dinámica inducida en ambos casos cuando se introduce el
potencial. La presencia de pozos de potencial donde la part́ıcula puede
quedar atrapada da lugar a los movimientos vibracionales dentro de
dichos pozos. Este movimiento vibracional es el que está relacionado
con el modo traslacional frustrado o modo T.
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Figura 3.2. Paneles superiores: Dinámica de la trayectoria para una
superficie plana [V (x, y) = 0] y: (a) un ruido gaussiano blanco con
γ = 0,1ω0 (ω0 = 2,2049 × 10−4 au) y (a’) un ruido “shot” con λ = γ.
Paneles inferiores: Diagrama de fase correspondiente a las trayecto-
rias representadas arriba. Las trayectorias han sido propagadas durante
2, 5× 106 au y considerando λ′ = 10−3 au.

Régimen de baja corrugación: adsorbatos casi-libres.

En el caso de la difusión en superficies con bajo recubrimiento, don-
de el papel del potencial adiabático de interacción adsorbato-sustrato
es despreciable, se puede considerar la aproximación V = 0. El mo-
vimiento de la adsorbato puede considerarse como casi-libre debido a
que estará únicamente influenciado por las dos fuerzas aleatorias. De
la ec. (3.1.26), y otra vez dentro del ĺımite del ruido blanco poissoniano
(λ′ À λ), se obtiene

C(t) = v̄2
0e
−ηt. (3.3.56)
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Figura 3.3. Dinámica de la trayectoria para un potencial periódi-
co separable y: (a) un ruido gaussiano blanco con γ = 0,1ω0 (ω0 =
2,2049 × 10−4 au) y (a’) un ruido “shot” con λ = γ. Paneles inferio-
res: Diagramas de fase correspondientes a las trayectorias representadas
arriba. Las trayectorias han sido propagadas para 2,5×106 au y consi-
derando λ′ = 10−3 au.

Introduciendo esta relación en la ec. (3.1.24), encontramos

I(∆K, t) = e−χ2(e−ηt+ηt−1), (3.3.57)

donde χ2 ≡ 〈v2
0〉∆K2/η2 es el parámetro de forma. A medida que crece

el recubrimiento, η aumenta y el decaimiento de I(∆K, t) se hace más
lento. Esto nos lleva a un estrechamiento del perfil de ĺınea asociado al
factor de estructura dinámico, que puede obtenerse anaĺıticamente [37]
a partir de la ec. (3.1.23),

S(∆K, ω) =
eχ2

π

∞∑
n=0

(−1)nχ2n

n!

(χ2 + n)η

ω2 + [(χ2 + n)η]2
. (3.3.58)
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En el ĺımite de fricción alta, esta función tiene una forma Lorentziana y
la anchura a mitad de la altura es Γ = 2ηχ2, que tiende a cero a medida
que η aumenta. Por otra parte, en el ĺımite de baja fricción, el perfil de
ĺınea es una gaussiana con Γ = 2

√
2 ln 2

√
kBT/m∆K, que no depende

de η. Éste es el caso de un gas libre en dos dimensiones [145]. El cambio
gradual del perfil de ĺınea en función de las magnitudes que definen el
parámetro de forma es conocido como MNE [34, 35, 146] y predice el
estrechamiento del perfil de ĺınea al aumentar el recubrimiento.

Régimen de alta corrugación: adsorbatos ligados

Cuando la corrugación en la superficie es importante, se espera que
los efectos asociados al modo T se manifiesten en la función de auto-
correlación de velocidades. Un ejemplo muy interesante a examinar,
que se aproxima a este comportamiento, es el oscilador anarmónico.
La función de autocorrelación de velocidades en este caso tiene la for-
ma [37]

C(t) = v̄2
0e
−η̃τ cos(ω̃t + δ̃), (3.3.59)

donde los valores de los parámetros η̃, ω̃ y δ̃ son, en principio, libres y
pueden obtenerse ajustando la ec. (3.3.59) a los resultados numéricos.
Si utilizamos de nuevo la ec. (3.1.24), podemos obtener una expresión
anaĺıtica para la función de dispersión intermedia,

I(∆K, t) = e−χ2
l Ã1−χ2

l Ã2t

∞∑
m,n=0

(−1)m+n

m!n!
χ

2(m+n)
l Ãm

3 Ãn
4

× ei(m−n)δ̃e−(m+n)η̃tei(m−n)ω̃t, (3.3.60)

con

Ã1 =
η̃2[2η̃ω̃ sin δ̃ + (ω̃2 − η̃2) cos δ̃)

(η̃2 + ω̃2)2
, (3.3.61)

Ã2 =
η̃2(η̃ cos δ̃ − ω̃ sin δ̃)

η̃2 + ω̃2
, (3.3.62)

Ã3 =
η̃2

2(η̃ − iω̃)2
, (3.3.63)

Ã4 =
η̃2

2(η̃ + iω̃)2
. (3.3.64)
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Como vemos en la ec. (3.3.60), hay una dependencia lineal con el
tiempo en la primera exponencial de I(∆K, t) que viene de la inde-
pendencia entre η̃, ω̃ y δ̃. Esto lleva a un factor exponencial decreciente
en la ec. (3.3.60), que da cuenta de la difusión y de la desaparición
asintótica de I(∆K, t). En este sentido, la función de dispersión inter-
media describe tanto la difusión como los movimientos vibracionales
de baja frecuencia. Como antes, la información sobre la estructura de
la red puede encontrarse en el parámetro de forma, ahora expresado
como χl. Cuando consideramos grandes transferencias de momento
paralelo, hemos de tener en cuenta tanto la periodicidad como la es-
tructura de la superficie. Consecuentemente, el parámetro de forma χ
definido anteriormente será diferente para diferentes tipos de red. El
modelo más simple que incluye la periodicidad de la superficie es el
desarrollado por Chudley y Elliott [147]. Recientemente, hemos pro-
puesto un parámetro de forma generalizado basado en el modelo de
Chudley-Elliott [37,148], pero dentro del contexto de la aproximación
ISA,

χl(∆K) ≡
√

Γν(∆K)

2η̃
, (3.3.65)

donde γ es reemplazada por η y

Γν(∆K) = ν
∑

j

Pj [1− cos(j ·∆K)] (3.3.66)

representa la inversa del tiempo de correlación. Aqúı, ν es el ı́ndice
total de salto fuera de un sitio de adsorción y Pj la probabilidad relativa
de que ocurra un salto con un vector de desplazamiento j.

Utilizando esto, es fácil derivar una expresión anaĺıtica del factor
de estructura dinámico [37],

S(∆K, ω) =
e−χ2

l Ã1

π

∞∑
m,n=0

(−1)m+n

m!n!
χ

2(m+n)
l Ãm

3 Ãn
4e

i(m−n)δ

× χ2
l Ã2 + (m + n)η̃

[ω − (m− n)ω̃]2 + [χ2
l Ã2 + (m + n)η̃]2

.

(3.3.67)
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En esta expresión, obsérvese que el pico Q consiste en las contribu-
ciones con m = n, siendo su anchura ΓQ = χ2

l Ã2 + 2mη̃2. Análoga-
mente, el modo T viene de las sumas con n 6= m, siendo su anchura
ΓT = χ2

l Ã2+(m+n)η̃. Si la aproximación gaussiana es suficientemente
buena, el valor de η̃ no será demasiado diferente del valor de η y por
tanto se predice que los perfiles de ĺınea correspondientes al pico Q y
al modo T presenten un ensanchamiento cuando η aumente.

Este es un resultado muy importante ya que un modelo relativa-
mente simple, como es la aproximación ISA, es capaz de explicar el
ensanchamiento que se observa experimentalmente como función del
recubrimiento. Este ensanchamiento aparece debido al confinamiento
temporal de los adsorbatos dentro de los pozos de potencial durante su
evolución dinámica a lo largo de la superficie [40]. Más aún, dentro de
esta aproximación, el problema de la deconvolución experimental [148]
puede ser manejado de una forma muy simple: la deconvolución puede
realizarse de una forma más apropiada (es decir, con formas funcio-
nales anaĺıticas) y la información extráıda acerca de las constantes de
difusión y los mecanismos de salto será, por tanto, más fiable. Final-
mente, como se mencionó antes, el MNE gobernará de nuevo el cambio
gradual del perfil de ĺınea completa como función del recubrimiento
(por medio de la fricción colisional λ, que está contenida en la fricción
total η), la transferencia de momento paralelo y el mecanismo de salto.

Modelo de las trayectorias difusivas y ligadas

Cuando tratamos con potenciales de interacción adsorbato-sustrato
realistas, está claro que las trayectorias van a presentar peŕıodos de
atrapamiento y peŕıodos de vuelo (movimientos no ligados) sobre la
superficie. Por tanto, con objeto de entender e interpretar mejor el pro-
ceso de difusión, se propuso un modelo en el cual el adsorbato tiene
dos posibilidades separadas de movimiento: difusión libre y vibración.
En otras palabras, se pueden considerar dos tipos de trayectorias: di-
fusivas (R, del inglés running), que experimentan sólo difusión libre y
ligadas (B, del inglés bound), que son las que se encuentran atrapadas
en los pozos de potencial y contribuyen puramente a la vibración. Den-
tro de este modelo simple, escribimos la velocidad de autocorrelación



Aproximación de adsorbatos interactuantes aislados 85

como [40]

C(t) = αCM(t) + (1− α)CB(t), (3.3.68)

donde CR y CB se corresponden con las funciones de autocorrelación
de velocidades para una superficie plana y un oscilador anarmóni-
co, descritas por las ecs. (3.3.56) y (3.3.59), respectivamente. En la
ec. (3.3.68), α representa la fracción de trayectorias difusivas.

De acuerdo con esto, la función de dispersión intermedia puede
escribirse como

I(∆K, t) ≈ [IR(∆K, t)]α[IB(∆K, t)]1−α, (3.3.69)

donde IR(∆K, t) y IB(∆K, t) se refieren a las funciones de disper-
sión intermedia para las trayectorias difusivas y ligadas, dadas por
las ecs. (3.3.57) y (3.3.60), respectivamente. La relación (3.3.69) nos
permite distinguir entre las contribuciones que vienen del movimiento
difusivo o no ligado y del ligado o vibracional. Desde el punto de vista
f́ısico, esta distinción es muy importante, ya que participa directamen-
te en el ensanchamiento observado en los picos Q y T al aumentar el
recubrimimento. Aunque el porcentaje α de trayectorias difusivas es
siempre más grande que el correspondiente a trayectorias ligadas, de-
pendiendo de su valor, I(∆K, t) decaerá de forma más rápida o más
lenta. Obsérvese que, al aumentar la fracción de trayectorias difusi-
vas, la correlación entre las oscilaciones de las part́ıculas decaerá más
rápidamente. Esto da lugar a una pérdida de fase entre los argumen-
tos de la exponenciales complejas involucradas en la primera igualdad
de la ec. (3.1.24), lo que se traduce en un decaimiento más rápido de
I(∆K, t). Por el contrario, el efecto de las trayectorias ligadas es man-
tener esas correlaciones durante tiempos más largos, dando lugar a un
retraso en el decaimiento de I(∆K, t). El ensanchamiento del perfil de
ĺınea con η es, por tanto, resultado de un incremento del número de
trayectorias difusivas.

3.3.5. Correcciones cuánticas a la aproximación ISA

En general, la función de correlación de Van Hove, G(R, t), es una
función compleja, lo que puede ser entendido como una señal de la
naturaleza cuántica del problema. La parte imaginaria de G(R, t) es



86 Descripción teórica de la difusión activada . . .

importante a pequeños valores de tiempo (∼ ~β, con β = 1/kBT ),
extendiéndose su rango de influencia al bajar la temperatura. Este
régimen dinámico tiene lugar cuando la longitud de onda térmica de
de Broglie, λB = ~/

√
2mkBT (siendo m la masa del adsorbato), es

igual o mayor que la distancia entre part́ıculas.
Dentro del contexto de los experimentos de eco de esṕın con He,

la función de dispersión intermedia se conoce como polarización [24] y
tanto su parte real como imaginaria son magnitudes observables [25].
Un cálculo exacto y directo de I(4K, t) es dif́ıcil de llevar a cabo,
debido a que los operadores de posición de la part́ıcula a diferentes
tiempos no conmutan. Sin embargo, este cálculo se puede realizar al-
ternativamente postulando que los operadores de posición de los ad-
sorbatos, R̂(t), obedecen una ecuación de Langevin estándar y que los
operadores exponenciales de la primera igualdad de la ec. (3.1.24) se
pueden evaluar de acuerdo con el caso especial del teorema de Baker-
Hausdorff, eÂeB̂ = eÂ+B̂e[Â,B̂]/2, que sólo se mantiene cuando el con-
mutador correspondiente es un c-número. Esta expresión nos permite
interpretar I(4K, t) como el producto de dos funciones de dispersión
intermedias, una clásica asociada con Â + B̂ y otra cuántica asociada
con el conmutador [Â, B̂].

En la representación de Heisenberg, donde, como ya vimos en el
apartado 3.1.2, las trayectorias R(t) son reemplazadas por los ope-
radores de posición R̂(t), la ec. (3.3.29) se mantiene, siendo en dos
dimensiones

¨̂
R(t) = −η

˙̂
R(t) + F̂[R̂(t)] + δM̂(t), (3.3.70)

donde F̂[R̂(t)] es la fuerza por unidad de masa derivada del potencial
adiabático de interacción de la superficie y δM̂(t) = δM̂G(t)+δM̂S(t)
es la fluctuación bidimensional del ruido total que actúa sobre el ad-
sorbato. Su solución es,

R̂(t) = R̂0+
p̂0

mη
Φ(ηt)+

1

η

∫ t

0

Φ(ηt−ηt′)F̂[R̂(t′)] + δM̂(t′)dt′, (3.3.71)

donde R̂0 y p̂0 son los operadores posición y momento del adsorbato a
t = 0, respectivamente, y Φ(x) = 1− e−x. A partir de las ecs. (3.1.24)
y (3.3.71), junto con el teorema de Baker-Hausdorff, obtenemos

I(4K, t) ' Iq(4K, t)Ic(4K, t), (3.3.72)
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que, cómo se dijo, antes es el producto de una función de dispersión in-
termedia cuántica, Iq(4K, t), y otra clásica, Ic(4K, t). Por supuesto,
dentro de este marco,asumimos que se cumple la aproximación mar-
koviana y que los efectos de memoria son, por tanto, despreciables.

La contribución cuántica, gobernada por el conmutador, es la mis-
ma para cualquier superficie independientemente de su corrugación.
Para superficies débilmente corrugadas, que se pueden asumir co-
mo planas, el conmutador entre los operadores posición y momen-
to es un c-número y la ec. (3.3.72) es exacta. No obstante, la pre-
sencia de una fuerza adiabática introduce un conmutador adicional,
[R̂0, F̂(R̂(t))] = i~∂F̂(R̂(t))/∂p̂0, donde la dependencia de la fuerza
adiabática con el estado inicial (R̂0, p̂0) viene a través de R̂(t). Dentro
de la aproximación markoviana (pérdida rápida de memoria sobre las
condiciones iniciales), el conmutador anterior es despreciable. Aśı, en
ambos casos, Iq será

Iq(4K, t) = exp

[
i~4K2

2ηm
Φ(ηt)

]
= exp

[
iEr

~
Φ(ηt)

η

]
, (3.3.73)

donde Er = ~24K2/2m es la enerǵıa de retroceso del adsorbato. Como
se puede ver, el argumento de Iq se hace menos importante cuando la
masa de la part́ıcula y la fricción total aumentan (y, por tanto, el
recubrimiento también aumenta). La dependencia temporal viene de
Φ(ηt). A tiempos cortos (. ~β), Φ(ηt) ≈ ηt y el argumento de Iq se
hace independiente de la fricción total, aumentando linealmente con el
tiempo. Por otra parte, en el ĺımite de tiempos largos este argumento
se aproxima a una fase constante. Además, para ~ = 0, recobramos la
función clásica estándar: I = Ic.

Para superficies planas o poco corrugadas, Ic se escribe

Ic(4K, t) = e−χ2[ηt−Φ(ηt)], (3.3.74)

donde, en este caso, el parámetro de forma χ viene definido a través
de la expresión χ2 = 4K2〈v2

0〉/η2 y la constante de difusión por
D = kBT/mη, asegurando que la distribución de velocidades de la
adpart́ıcula sea maxwelliana asintóticamente. Esta ecuación es exac-
tamente igual que la función de dispersión intermedia que tenemos
cuando se considera clásicamente el proceso de difusión.
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Vamos a considerar ahora el caso de corrugación distinta de cero.
Para los átomos de Na, el potencial de interacción de pares es repul-
sivo y la distancia media entre part́ıculas debe de ser mayor que λB

la mayor parte del tiempo. Aśı, la parte clásica de la ec. (3.3.72) pue-
de sustituirse, en una primera aproximación, por su homólogo clásico.
Obviamente, si la difusión viene mediada por efecto túnel, este proce-
dimiento no es válido. El error viene de los tiempos cortos, pero debido
al hecho de que el proceso de difusión es a tiempos largos, la influencia
en el pico cuasielástico será muy pequeña para part́ıculas pesadas.

3.3.6. Modelo de dos baños para la aproximación ISA

Por último, se explicará cómo se puede llegar al modelo fenome-
nológico aqúı descrito a partir de primeros principios, haciendo de este
modo más consistente la teoŕıa presentada. La ec. (3.3.26) puede ser
utilizada asumiendo dos baños independientes y, por tanto, dos fuer-
zas fluctuantes independientes que dan lugar a un núcleo formado por
la suma de otros dos, uno por cada fuerza. Dentro de este contexto,
la ecuación generalizada de Langevin se transforma en dos ecuaciones
acopladas de Langevin estándar,

ẍ(t) = −ηẋ(t)−∇xV [x(t), y(t)] + δMx(t),

ÿ(t) = −ηẏ(t)−∇yV [x(t), y(t)] + δMy(t), (3.3.75)

donde el sistema consiste en un adsorbato aislado con posiciones (x, y)
en la superficie y sujeto a una fuerza determinista por unidad de masa
dada por F = −∇V (x, y), siendo V (x, y) el potencial de interacción
adsorbato-superficie. El sistema está inmerso en dos baños, el sustrato
y los adsorbatos restantes. La concentración de este último se controla
mediante el recubrimiento de la superficie. Igual que antes, M será la
suma de un ruido gaussiano y otro de tipo “shot”.

Como es bien sabido, en vez de derivar la ecuación de Langevin de
forma fenomenológica, podemos hacerlo por medio de un modelo de
hamiltoniano microscópico con un baño formado por una colección de
osciladores armónicos [149, 150]. Aśı, el hamiltoniano que equivale a
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las dos ecuaciones acopladas de Langevin anteriores es

H =
p2

x

2m
+

p2
y

2m
+ V (x, y)

+
N∑

j=1

[
p2

jx

2mj

+
mj

2

(
ωjxj − cj

mjωj

x

)2
]

+
N∑

j=1

[
p2

jy

2mj

+
mj

2

(
ωjyj − cj

mjωj

y

)2
]

, (3.3.76)

donde (px, py) y (x, y) son los momentos y posiciones del adsorbato en
ambas direcciones y (pjx, xj) y (pjy, yj) son los momentos y posiciones
del j-ésimo oscilador del baño en cada dirección con una masa y una
frecuencia dadas por mj y ωj, respectivamente. Los coeficientes cj dan
la fortaleza del acoplamiento baño-adsorbato. Para un modelo de dos
baños con un recubrimiento dado, se toma un adsorbato como sistema
y los restantes como baño, tal y como se indicó al describir el modelo
ISA. Aśı, el hamiltoniano correspondiente será

H =
p2

x

2m
+

p2
y

2m
+ V (x, y)

+
N∑

j=1

[
p2

jx

2mj

+
mj

2

(
ωjxj − cj

mjωj

x

)2
]

+
N∑

j=1

[
p2

jy

2mj

+
mj

2

(
ωjyj − cj

mjωj

y

)2
]

+
M∑

j=1

[
p2

jx

2mj

+
mj

2

(
ωjxj − cj

mjωj

x

)2
]

+
M∑

j=1

[
p2

jy

2mj

+
mj

2

(
ωjyj − cj

mjωj

y

)2
]

, (3.3.77)

donde las magnitudes con barra tienen el mismo significado que an-
tes, pero para los M adsorbatos tomados como osciladores armónicos.
De igual modo, los coeficientes dj dan la fortaleza del acoplamiento
adsorbato-adsorbato.





Caṕıtulo 4

Resultados obtenidos con el modelo ISA

En este caṕıtulo se presentan, describen e interpretan los resulta-
dos numéricos obtenidos de la simulación mediante la resolución de la
ecuación de Langevin estándar para dos tipos diferentes de superficies:
plana y corrugada. Como una gran parte de la investigación experi-
mental y teórica dentro del campo de la difusión en superficies se ha
realizado para átomos de Na adsorbidos en una superficie de Cu(001),
los cálculos que se presentan aqúı han sido llevados a cabo utilizando
este sistema como modelo.

4.1. Aspectos computacionales

4.1.1. El algoritmo numérico

El movimiento de un adsorbato bajo la acción de un baño con-
sistente en otros adsorbatos en una superficie de potencial estática y
bidimensional, puede ser descrito, dentro de la aproximación marko-
viana, mediante ecuaciones de Langevin (estándar) bidimensionales,

ẍ = −∂xV (x, y)− ηẋ + δRx(t),

ÿ = −∂yV (x, y)− ηẏ + δRy(t), (4.1.1)

donde x e y son los desplazamientos del adsorbato, η = γ + λ (como
ya definimos) y la función ruido se ha dividido en sus componentes
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asociadas a cada uno de estos desplazamientos o grados de libertad.
A su vez, cada una de estas componentes viene dada por la suma de
un ruido “shot” y un ruido gaussiano, de la forma

δRx(t) = δRGx(t) + δRSx(t),

δRy(t) = δRGy(t) + δRSy(t). (4.1.2)

Las correlaciones para estos ruidos vienen dadas por

〈δRGX(t)δRGX(t′)〉 = KBTγδ(t− t′),

〈δRSX(t)δRSX(t′)〉 =
λλ′

α2
e−λ′|τ |, (4.1.3)

donde X = x, y. Debemos notar que las correlaciones entre distintos
ruidos y/o componentes se han asumido nulas.

Para integrar las ecuaciones de Langevin (4.1.1) se ha utilizado el
algoritmo de Verlet [44], donde las posiciones vienen dadas por

x(t + dt) = x(t) + C1 · dt · Vx(t) + C2 · dt2 · ax(t) + δxG,

y(t + dt) = y(t) + C1 · dt · Vy(t) + C2 · dt2 · ay(t) + δyG,

(4.1.4)

y las velocidades por

vx(t + dt) = C0 · Vx(t) + (C1 − C2) · dt · ax(t)

+C2 · dt · ax(t) + dt ·RSx + δvG
x ,

vy(t + dt) = C0 · Vy(t) + (C1 − C2) · dt · ay(t)

+C2 · dt · ay(t) + dt ·RSy + δvG
y ,

(4.1.5)

con

C0 = e−ηdt,

C1 =
1− C0

ηdt
, (4.1.6)

C2 =
1− C1

ηdt
.

En estas ecuaciones de movimiento, δxG, δyG, δvG
x y δvG

y son, res-
pectivamente, las componentes de los desplazamientos y velocidades
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causados por las fuerzas aleatorias RGx y RGy. Por otro lado, δxG y
δvG

x son variables gaussianas y correlacionadas, cuyos elementos dia-
gonales y no diagonales de la matriz varianza vienen dados por [44]

〈δxGδxG〉 = dt2
KBT

m
[2− (3− 4C0 + C2

0)/(γdt)]/(γdt),

〈δvG
x δvG

x 〉 =
KBT

m
, (4.1.7)

〈δxGδvG
x 〉 = dt

KBT

m
(1− C2

0)/(γdt).

Para los elementos de la matriz varianza de las variables correlaciona-
das δyG y δvG

y se obtiene una forma idéntica.

La forma del ruido “shot” para sus dos componentes RSX , viene
dada por la definición

RSX =
N∑

n=1

bn(t− tn), (4.1.8)

con bn(t − tn) = cnλ
′e−λ′(t−tn) y ck =

√
2KBT/m. La forma en que

seleccionamos el número de golpes tipo “shot” que recibe la part́ıcula
es generando para cada tiempo una variable aleatoria que va entre cero
y uno, de modo que sólo si esta variable es mayor que una probabilidad
P = η · dt se produce el golpe “shot”, de acuerdo con la definición
de estad́ıstica de Poisson. Es decir, la probabilidad de observar N
colisiones después de un tiempo T sigue la distribución,

PN(T ) =
(λT )N

N !
e−λT , (4.1.9)

donde λ es el número promedio de colisiones por unidad de tiempo. Si
asumimos colisiones repentinas entre adsorbatos y que después de la
colisión los efectos se relajan de forma exponencial con un decaimiento
constante λ′,

Una vez obtenidas las posiciones sólo tenemos que realizar el pro-
medio en la ec. (3.1.24) para obtener la función de dispersión inter-
media, cuya tranformada de Fourier nos dará el factor de estructura
dinámico, tal como estudiamos en el apartado.
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4.1.2. Parámetros utilizados en la simulación

Para realizar las simulaciones del sistema Na/Cu(001) se han utili-
zado los siguientes parámetros numéricos. Un recubrimiento ΘNa = 1
corresponde a un átomo de Na por átomo de superficie de Cu(001) ó,
equivalentemente, a una densidad σ = 1,53× 1019 atom/cm2 [12, 13].
La longitud de la celda unidad es a = 2,557 Å y ρ = 2 Å ha sido usado
para el radio atómico del Na.

La fricción de la superficie considerada en las simulaciones está to-
mada de las referencias [12, 13] y es γ = 0,1 ω0 = 2,2049 × 10−5 a.u.,
donde ω0 es la frecuencia armónica asociada con el potencial de inte-
racción periódico adsorbato-adsorbato. En particular, se analizará la
dinámica para cuatro recubrimientos diferentes (ΘNa = 0,028, 0,064,
0,106 y 0,18) a dos temperaturas distintas (T = 200 K y 300 K).
Más adelante, nos referiremos al primer y cuarto valor de ΘNa como
Θ1 y Θ2, respectivamente. Usando la ec. (3.3.25), tendremos que a
T = 200 K, por ejemplo, los valores de la fricción colisional (fricción
total) para los valores mayor y menor del recubrimiento (Θ1 y Θ2) son
λ = 3,34 × 10−6 a.u. (η = 2,53 × 10−5 a.u.) y λ = 2,15 × 10−5 a.u.
(η = 4,68× 10−5 a.u.), respectivamente. Respecto al ı́ndice de relaja-
ción tras la colisión, en todas las simulaciones se ha asumido λ′ = 10−3

a.u. para satisfacer la condición de dinámica markoviana.

4.2. Corrugación baja: El modelo de la superficie plana

En superficies poco corrugadas, el papel de la barrera de activación
para pasar de una celda a otra es prácticamente insignificante. Esto
sucede, por ejemplo, con un gas bidimensional [42, 145]. Por lo tanto,
uno puede considerar una superficie plana para estudiar la difusión.
De acuerdo con la descripción dada en el apartado 3.3.3, en este caso
〈x2〉(t) muestra dos reǵımenes bien definidos: baĺıstico (t ¿ 1/η) y di-
fusivo (t À 1/η). Esto se puede ver en la figura 4.1(a), donde 〈x2〉(t)
depende de t2 a tiempos cortos (del orden de 1/η) y es proporcional
a t en el régimen de tiempos largos. En el régimen lineal, 〈x2〉(t) se
comporta de acuerdo con la ley de Einstein [ec. (3.3.55)]: la difusión
decrece con la fricción (total). Ajustando la parte lineal de estas gráfi-
cas a la ec. (3.3.55), encontramos D = 6,045 × 10−4 a.u. para Θ1 y
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Figura 4.1. Magnitudes dinámicas para dos valores diferentes del re-
cubrimiento, Θ1 (azul) y Θ2 (rojo) y ∆K = 1,23 Å−1 en la dirección
[11̄0]. Las ĺıneas punteadas son los ajustes numéricos, que corresponden
a las fórmulas anaĺıticas dadas en la sección 3.3.4. Todas las magnitudes
están dadas en unidades atómicas.

D = 3,510 × 10−4 a.u. para Θ2. A partir de estos valores, obtenemos
η̃ = 2,50× 10−5 a.u. y η̃ = 4,35× 10−5 a.u., que están en buen acuer-
do con los valores nominales introducidos en las simulaciones. Este
acuerdo entre simulación y modelo anaĺıtico confirma la validez de la
aproximación ISA en este caso. Estos coeficientes de difusión no sólo
están relacionados con la fricción de la superficie, si no también con la
colisional, como se explicó arriba. Debemos notar que para una fric-
ción de la superficie dada, la difusión se inhibe o aumenta dependiendo
del número de colisiones por unidad de tiempo. Como era de esperar,
la ley de Einstein se conserva, y el coeficiente de difusión decae con la
relación 1/η.

Las colisiones también afectan a la función de autocorrelación de
velocidades, como podemos ver en la figura 4.1(b), donde al aumentar
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el recubrimiento C(t) decae más rápidamente. Del ajuste de estos re-
sultados a la ec. (3.3.56) (normalizado el máximo a la unidad), hemos
obtenido η̃ ≈ 2,52 × 10−5 a.u. para Θ1 y η̃ ≈ 4,32 × 10−5 a.u. para
Θ2, que otra vez muestran un buen acuerdo con los valores nomina-
les empleados en las simulaciones. Este acuerdo se puede interpretar
también como un indicativo de que las correlaciones de orden alto (es
decir, correlaciones a tres o cuatro tiempos) van a decaer mucho más
rápido, lo que valida el uso de la aproximación gaussiana para pasar de
la ec. (3.1.24) a la ec. (3.1.25) despreciando el efecto de la correlaciones
de orden alto en I(t). La comparación entre la función de dispersión
intermedia obtenida de los cálculos con su homóloga ajustada usando
la ec. (3.3.57) puede verse en la figura 4.1(c) para ∆K = 1,23 Å−1 (el
ajuste ha sido hecho considerando los valores nominales de η usados
en la simulación y asumiendo que χ es el parámetro de ajuste). Aśı,
observamos que no sólo la correspondencia entre la simulación y las
fórmulas anaĺıticas es buena, sino también con respecto a los valores
ajustados de χ: χfit = 3,16 vs χsim = 3,16 para Θ1 y χfit = 1,81
vs χsim = 1,83 para Θ2. De acuerdo con la ec. (3.3.57), I(t) presenta
un decaimiento inicial a tiempos cortos, mientras para tiempos largos
decae de forma exponencial. Además, como también esperábamos de
acuerdo con la ec. (3.3.57), al aumentar el recubrimiento se observa
un decaimiento más lento que da lugar a un estrechamiento del perfil
de ĺınea de S(ω) (ver más adelante).

En la figura 4.1(d) esta representado el factor de estructura dinámi-
co tras hacer la transformada de Fourier de la función de dispersión
intermedia obtenida de las simulaciones y sus correspondientes ajustes
anaĺıticos. Al igual que sucede con la función de dispersión interme-
dia, aqúı también se observa un acuerdo muy bueno entre el resultado
numérico y el anaĺıtico (ajustado). Observese que el aumento del re-
cubrimiento causa un estrechamiento del pico Q, cuyo perfil es una
mezcla entre una función gaussiana y una lorentziana. El comporta-
miento gaussiano está gobernado por el ĺımite a tiempos cortos de la
función de dispersión intermedia, mientras el comportamiento lorent-
ziano viene del decaimiento exponencial a tiempos largos. El perfil de
ĺınea asociado al pico Q depende de qué régimen es dominante. Esto
es una consecuencia del MNE [34, 146]. Este análisis debe realizarse
siempre al deconvolucionar los resultados experimentales, aunque nor-
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malmente se suele hacer un ajuste del pico Q a funciones lorentzianas
puras.

4.3. Modelo de potencial de adsorbato-superficie periódico.

Como ejemplo de difusión en un potencial realista, vamos a consi-
derar ahora un potencial no separable propuesto por Toennies y cola-
boradores para simular la interacción Na/Cu(001) [12, 13], que viene
dado como suma de tres contribuciones,

V (x, y) = V0(x, y) + V1(x, y) + V2(x, y). (4.3.1)

El primer término de este modelo es un potencial separable de tipo
coseno,

V0(x, y) = V0 [2− cos(2πx/a)− cos(2πy/a)] , (4.3.2)

donde a es la constante de red de la superficie de Cu(001) (a =
2,557 Å) y V0 = 41,4 meV. El segundo término es

V1(x, y) = −A
∑
m,n

e−b{[x/a−(m+1/2)]2+[y/a−(n+1/2)]2}, (4.3.3)

con A = 2V0 y b = 11,8, que se añade para producir un descenso de la
barrera de potencial en los sitios “top” de acuerdo con las observacio-
nes experimentales. Finalmente, el tercer término es otra contribución
no separable,

V2(x, y) = π2CV0

∑
m,n

[(x/a−m)2 + (y/a− n)2]

× exp[−(x/a−m)2 − (y/a− n)2], (4.3.4)

con C = −0,2, que se introduce para modificar la curvatura cerca
del mı́nimo y variar aśı la diferencia entre el potencial en el mı́nimo
y en las posiciones “bridge”. En la figura figura 4.2 podemos ver una
representación tridimensional de este potencial. Las direcciones x e y
se toman a lo largo de los ejes azimutales con ı́ndices de Miller [110] y
[110], respectivamente. La enerǵıa cero se toma en el mı́nimo del pozo
de potencial. La barrera en el punto de silla a lo largo de las direcciones
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Figura 4.2. Potencial semiemṕırico bidimensional [12,13] utilizado en la
simulación de la interacción Na/Cu(001). El eje cero de enerǵıa se toma
en los mı́nimos: x = y = 0 = ±a, . . .; las direcciones x e y corresponden a
los ejes azimutales [110] y [110] respectivamente, y la barrera de difusión
a lo largo de esta dirección es 74,64 meV. Las direcciones diagonales [100]
y [010] tienen una barrera energética de 84,49 meV

x e y se encuentra a 74,64 meV y la barrera del punto de silla a lo
largo de las diagonales [100] y [010] es de 84,49 meV. El pequeño pozo
que se observa en el potencial truncado corresponde a una serie de
“depresiones” donde se sitúan los átomos de Cu, que se encuentran a
una enerǵıa de 82,74 meV. Los máximos del potencial están localizados
a 85,51 meV. Cabe destacar que los cálculos también se han realizado
utilizando un potencial separable dando unos resultados muy similares
a los que se van a presentar. Esto sucede porque en las escalas de
tiempo en que tiene lugar la difusión (lo que hemos llamado ĺımite
estad́ıstico) cualquier traza del potencial original parece desaparecer.

4.3.1. Coeficientes de difusión

En la aproximación ISA, la ley de Einstein dada por la ec. (3.3.55)
se satisface y, por tanto, la constante de difusión D decrece con el
recubrimiento. El origen de la fricción son las colisiones entre adsor-
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Figura 4.3. Valores del coeficiente de difusión numéricos (ćırculos) y
teóricos (linea a trazos) en función de la fricción total η a T = 200 K a
lo largo de la dirección [100].

batos y los fonones de la superficie. Este comportamiento se oberva
claramente en la figura figura 4.3, donde están representados dos tipos
de cálculos para la constante de difusión en función de la fricción total
(y, por tanto, del recubrimiento, ya que la fricción de la superficie se
mantiene constante en todos los cálculos) para una temperatura de
200 K y a lo largo de la dirección [100]. Los ćırculos corresponden a
los valores obtenidos de la ec. (3.3.55) tras llevar a cabo la simulación
numérica de Langevin correspondiente. La ĺınea a trazos representa
la ley de Einstein con una constante ajustada en vez del valor teórico
KBT/m. El valor obtenido de este ajuste correspondeŕıa a una ma-
sa efectiva 1,007 mayor que la masa del Na. Como podemos ver, el
acuerdo es bastante bueno.

4.3.2. Perfiles de ĺınea

El efecto del movimiento ligado en la difusión (que está explica-
do en más detalle en el siguiente subapartado) se puede ver en la
figura 4.4, donde I(t) está representado para ∆K = 1,23 Å−1, una
temperatura superficial de 200 K y cuatro valores diferentes del re-
cubrimiento. Cuando el recubrimiento aumenta, un gran número de
part́ıculas escapa de los pozos de potencial. Esto contribuye a tener
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Figura 4.4. I(t) para recubrimientos: Θ = 0,028 (ĺınea negra sólida),
Θ = 0,064 (ĺınea roja a trazos), Θ = 0,106 (ĺınea punteada verde) y
Θ = 0,18 (ĺınea a trazos-punteada azul) a ∆K = 1,23 Å−1 y T =200 K
en la dirección [100]. En el recuadro, la misma gráfica a una escala de
tiempo más corta.

más part́ıculas experimentando un movimiento difusivo, lo que lleva
a un decaimiento más rápido de I(t). Se pueden apreciar dos tipos de
decaimiento diferentes: a tiempos largos I(t) muestra un comporta-
miento exponencial amortiguado, mientras que a tiempos cortos (ver
recuadro) las oscilaciones observadas son debidas al modo T asociado a
las vibraciones dentro de los pozos de potencial (trayectorias ligadas).

Los cambios inducidos por el potencial de interacción (con respecto
al caso plano) se pueden apreciar también en el factor de estructura
dinámico: el modo T se manifiesta como dos picos localizados alrede-
dor de la frecuencia de oscilación ±5 meV a ambos lados del pico Q.
Los picos Q y T están representados de forma separada en las figu-
ras 4.5(a) y 4.5(b) para Θ1 y Θ2 a T = 200 K y ∆K = 1,23 Å−1. El
ensanchamiento observado en ambos tipos de picos es debido al rápi-
do decaimiento experimentado por la función de dispersión intermedia
con el recubrimiento. En particular, para el pico del modo T sólo se
puede observar claramente un desfase en la posición, como también se
observa experimentalmente [12,13].
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Figura 4.5. S(ω) para dos valores del recubrimiento: Θ1 (ĺınea sólida
negra) y Θ2 (ĺınea discontinua roja) a ∆K = 1,23 Å−1 y T = 200 K
en la dirección [100]. En cada panel, se muestran los detalles de (a) la
región del pico Q y (b) la región derecha del pico del modo T.

El valor máximo experimental de las anchuras de los picos cre-
ce en un factor 3 al aumentar el recubrimiento de 0,028 a 0,18. Las
simulaciones LMD realizadas son capaces de reproducir la tendencia
general, pero predicen un incremento menor en el ensanchamiento del
pico Q [12,13]. Como veremos en el próximo subapartado, el ensancha-
miento del perfil de ĺınea es un efecto combinado de los movimientos
difusivo y vibracional. Además, este ensanchamiento está relaciona-
do con el incremento de la fricción colisional, ya que γ es constante
(asumimos que la fricción superficial no depende del recubrimiento).
En las figuras 4.6(a)-(d) se muestran los resultados de nuestro modelo
para la anchura del pico Q comparándolos con los experimentales [13]
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Figura 4.6. Comparación entre la simulación numérica (cuadrados) y
los datos experimentales (triángulos) de la dependencia de Γ con ∆K,
a T = 200 K (negro/ĺınea sólida) y T = 300 K (rojo/ĺınea punteada) y
diferentes valores del recubrimiento: (a) Θ = 0,028, (b) Θ = 0,064, (c)
Θ = 0,106 y (d) Θ = 0,18 para la dirección [100]. Los śımbolos azules
representan simulaciones LMD a T = 200 K (estrellas) y T = 300 K
(ćırculos sólidos).

para Θ = 0,028, 0,064, 0,106 y 0,18 a T = 200 K y T = 300 K a
lo largo de la dirección diagonal [100]. Como puede verse, el acuerdo
es muy bueno hasta Θ = 0,106, donde empiezan a aparecer algunas
discrepancias. Para Θ = 0,108, si tenemos una temperatura de 200 K,
aún podemos reproducir de forma cuantitativa los resultados experi-
mentales, sin embargo, para 300 K, ya sólo podemos hacerlo de una
forma cualitativa. Esto puede ser utilizado como ĺımite de nuestro
modelo. Este ĺımite se alcanza a recubrimientos altos, cuando la inter-
acción adsorbato-adsorbato empieza a jugar un papel más importante
en la dinámica de difusión, dando lugar a la aparición de estructuras
y fenómenos colectivos. En este caso, el movimiento promedio de los
adsorbatos es lento y sienten la fuerza ejercida por sus vecinos durante
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Figura 4.7. Dependencia de Γ con ∆K para la dirección [11̄0] (ne-
gra/cuadrado) a T = 200 K y dos valores del recubrimiento: (a) Θ1 y
(b) Θ2. Los triángulos grises en la parte (a) representan las observaciones
experimentales.

tiempos más largos. La aproximación markoviana deja de ser válida y
no sólo hay que tener en cuenta los efectos de memoria, sino también
la dinámica colectiva.

Finalmente, es interesante mostrar los resultados para la anchura
del pico Q cuando la difusión se mide a lo largo de la dirección paralela
[11̄0], como se muestra en la figura 4.7. Los resultados experimentales
han sido calculados para un recubrimiento bajo y de nuevo el acuerdo
con nuestro modelo es muy bueno, como puede verse en la figura 4.7(a).
La figura 4.7(b), para la que no hay resultados experimentales muestra,
por tanto, una predicción.

4.3.3. Contribución de trayectorias difusivas y ligadas

La ec. (3.3.69) con parámetros libres permite distinguir las contri-
buciones que vienen de los movimientos no ligados o difusivos y de los
ligados o vibracionales. Como véıamos en la figura 4.6, la ec. (3.3.69)
se ajusta muy bien a los resultados numéricos obtenidos para la su-
perficie de potencial corrugada en ambos casos. Aunque los valores
nominales y ajustados son diferentes, su orden de magnitud y tenden-
cia son correctas. Los valores ajustados de α son α1 = 2,94 % para Θ1

y α2 = 4,10 % para Θ2. De acuerdo con estos valores, está claro que la
contribución a I(t) procede, principalmente, de las trayectorias ligadas
o, en términos de la dinámica real, de los largos tiempos pasados por
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Figura 4.8. I(∆K, t) para Na en Cu(001) a ∆K = 1,23 Å−1 y dos
recubrimientos diferentes: (a) Θ1 = 0,028 y (b) Θ2 = 0,18 en la dirección
[100]. Los ćırculos abiertos indican los valores numéricos obtenidos en
la simulación y las ĺıneas sólidas son los ajustes numéricos usando la
ec. (3.3.66).

las trayectorias dentro de los pozos de potencial.

Como puede observarse en la figura 4.8, de acuerdo con la ec. (3.1.24),
las trayectorias difusivas van a dar lugar a un decaimiento relativo mu-
cho más rápido de I(t) que las ligadas, que lo retrasan. Como dijimos
en el apartado 3.3.4, el movimiento ligado mantiene las correlaciones
durante tiempos más largos que el difusivo, ya que el último provo-
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ca una perdida de fase más rápida entre los términos oscilantes que
aparecen en la primera igualdad en la ec. (3.1.24). De este modo, esto
explicaŕıa que S(∆K, ω) sea alrededor de dos órdenes de magnitud
más ancho en el caso plano que en el corrugado. Y, segundo, como
α2 > α1, hay una fracción de trayectorias difusivas ligeramente ma-
yor para Θ2 que da lugar a un decaimiento (ligeramente) más rápido
de I(t) y, por tanto, a observar un ensanchamiento en S(∆K, ω) al
aumentar Θ. Merece la pena hacer hincapié en que una mayor fracción
de trayectorias difusivas no significa mayor difusión (la cual decrece
con el aumento de Θ), sino sólo menos part́ıculas dentro de los pozos.

4.4. Dinámica cuántica

Al descender la temperatura de la superficie, los efectos cuánticos
se extienden a escalas de tiempo más largas. Si pasamos de 100 K a
50 K, el tiempo en el que la dinámica cuántica es importante pasa de
0,07 ps a 0,15 ps. El tiempo de propagación para la difusión es mayor
de 400 ps. El rango de aplicabilidad de este modelo cuántico parece
ser para temperaturas iguales o menores de 10 K y recubrimientos
de hasta el 20%. La difusión mediada por efecto túnel, observada por
primera vez por Gomer y colaboradores [151,152], no ha sido tenida en
cuenta en este modelo. Aunque después de las últimas observaciones
[153–157] es una aspecto que debeŕıa ser estudiado.

En la figura 4.9 se han representado las partes real e imaginaria
de la ec. (3.3.72) para la difusión de Na en una superficie plana a dos
temperaturas distintas (50 K y 100 K) y para dos recubrimientos di-
ferentes (Θ1 y Θ2). Como podemos ver, la parte real de I(t) decrece
más rápido con la temperatura y más despacio con el recubrimiento,
como sucede en el caso clásico. Por otra parte, la parte imaginaria de
I(t) presenta un máximo entre el 4–6 % de la parte real correspondien-
te dependiendo de la temperatura. Ésta empieza de forma lineal con
el tiempo y, después de llegar al máximo, decae suavemente a cero.
Los correspondientes perfiles de ĺınea cuasielásticos muestran, aśı, un
estrechamiento con el recubrimiento y un ensanchamiento con la tem-
peratura de la superficie. Este comportamiento se podŕıa confirmar
experimentalmente para aquellos sistemas donde la barrera de difu-
sión sea más pequeña que la enerǵıa térmica KBT . Para part́ıculas
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Figura 4.9. Función de dispersión intermedia cuántica, ec. (3.3.72),
para la difusión de Na en una superficie plana a 50 K y 100 K en la
dirección [11̄0]. Siendo (a) la parte real y (b) la parte imaginaria. Se
consideran dos recubrimientos: Θ1 = 0,028 (ĺınea negra sólida) y Θ2 =
0,18 (ĺınea roja a trazos).

más ligeras, se espera que la parte imaginaria sea mucho más impor-
tante guardando la misma forma.

En las figuras 4.10 y 4.11 se muestran los resultados para la difusión
de Na en Cu(001) a las mismas temperaturas y recubrimientos que en
la figura 4.9, pero ahora para una superficie corrugada. Los valores
numéricos correspondientes a Ic se han obtenido a partir de simula-
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Figura 4.10. Parte real (a) de la función de dispersión intermedia
cuántica, ec. (3.3.72), para la difusión de Na en una superficie corrugada
a 50 K y 100 K en la dirección [11̄0]. En (b) se muestra una ampliación
a tiempos cortos. Se consideran dos recubrimientos: Θ1 = 0,028 (ĺınea
negra sólida) y Θ2 = 0,18 (ĺınea roja a trazos).

ciones numéricas clásicas en un potencial de interacción adsorbato-
sustrato no separable. El comportamiento global en el tiempo para las
partes real e imaginaria de la función de dispersión intermedia [ver
figuras 4.10(a) y 4.11(a), respectivamente] presenta importantes dife-
rencias para temperaturas altas y bajas. A 50 K, la enerǵıa térmica
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Figura 4.11. Parte imaginaria (a) de la función de dispersión intermedia
cuántica, ec. (3.3.72), para la difusión de Na en una superficie corrugada
a 50 K y 100 K en la dirección [11̄0]. En (b) se muestra una ampliación
a tiempos cortos. Se consideran dos recubrimientos: Θ1 = 0,028 (ĺınea
negra sólida) y Θ2 = 0,18 (ĺınea roja a trazos).

no es suficiente para sobrepasar la barrera de difusión de la super-
ficie de Cu(001) y los adsorbatos permanecerán dentro de los pozos
de potencial durante tiempos relativamente largos. Por el contrario,
a 100 K la función de dispersión intermedia decrece asintóticamente
a cero de acuerdo con una función más o menos exponencial, como
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sucede en un régimen caracterizado por la difusión. El máximo en la
parte imaginaria aparece de nuevo en los mismos porcentajes que an-
tes [ver figuras 4.10(b) y 4.11(b)]. En principio, la parte imaginaria
debeŕıa observarse al menos a 100 K en los experimentos de ecos de
esṕın. Con el recubrimiento, este comportamiento en el tiempo signifi-
ca que los picos cuasieláticos presentarán un ensanchamiento, como se
observa experimentalmente. Las rápidas oscilaciones que presenta la
función de dispersión intermedia a tiempos cortos [ver figuras 4.10(b)
y 4.11(b)] indican movimientos ligados dentro de los pozos de poten-
cial que se hacen menos pronunciados al aumentar la temperatura.
Estas oscilaciones están asociadas al modo traslacional frustrado.

En la figura figura 4.12, se muestran los efectos de la corrección
cuántica en el proceso de difusión estudiado a dos temperaturas di-
ferentes para un recubrimiento de 0,028. Para comparar, se muestran
en la figura la función de dispersión intermedia clásica y la parte real
de su análogo cuántico. Como vemos, aunque el Na es un part́ıcula
relativamente pesada, a temperaturas bajas la zona plana es más baja
para el caso cuántico. Esto implica un decaimiento inicial más rápido
que viene de la gran influencia del comportamiento cuántico a escalas
cortas de tiempo. Es, por tanto, la parte real de la función de disper-
sión intermedia la que debemos comparar con el experimento y no Ic,
como se suele hacer. Obviamente, este efecto será menos pronunciado
a medida que crece el recubrimiento.

Debemos destacar, que dentro de la aproximación markoviana pre-
sentada aqúı, la función de dispersión intermedia cuántica, Iq, es in-
dependiente de la corrugación relativa y, a tiempos cortos, también
lo es de la fricción. A bajas temperaturas de la superficie, el factor
Iq será responsable de una mayor contribución de la parte imaginaria
en I, dada por la ec. (3.3.72), modificando sustancialmente la res-
puesta en el proceso de difusión. Estrictamente hablando, el término
clásico de la función de dispersión intermedia, Ic no puede ser una
magnitud clásica, ya que incluye operadores de posición. Sin embargo,
para part́ıculas relativamente pesadas y a tiempos muy largos (escala
de tiempos de la difusión), los operadores pueden ser sustituidos por
variables, ya que λB es muy pequeña. Hasta donde sabemos, no se
puede realizar un cálculo cuántico exacto para una supercie corruga-
da, y es necesario realizar algunas aproximaciones, como el oscilador
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Figura 4.12. Función de dispersión intermedia clásica, ec. (3.3.74), para
la difusión de Na en una superficie plana a 50 K y 100 K (ĺınea negra
sólida) y la parte real de su análogo cuántico, ec. (3.3.72) (ĺınea roja a
trazos). El recubrimiento considerado es Θ1 = 0,028.

armónico amortiguado, que ha sido aplicado dentro del mismo contex-
to [97,158]. En la literatura se pueden encontrar otras aproximaciones
teóricas alternativas dentro de la aproximación SA [159–161]. El for-
malismo teórico que se propone aqúı puede ser muy útil para evitar
las extrapolaciones a una temperatura de la superficie cero cuando in-
tentamos extraer información acerca del modo traslacional frustrado.
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Los experimentos de difusión a temperaturas bajas son muy dif́ıciles
de llevar a cabo. Sin embargo, el tipo de cálculos teóricos que se ne-
cesitan en este formalismo son fáciles de realizar y pueden ser una
forma simple de ir a temperaturas bajas con resultados bastante bue-
nos, permitiendo aśı extraer valores fidedignos de magnitudes como
los coeficientes de fricción y las frecuencias de oscilación.





Caṕıtulo 5

Conclusiones finales y perspectivas futuras

En esta Memoria de Investigación se ha presentado una teoŕıa pura-
mente estocástica orientada a la descripción de la difusión activada
y los movimientos de vibración de baja frecuencia de adsorbatos in-
teractuantes en superficies a una temperatura dada. En particular,
para describir la dinámica de la part́ıcula adsorbida se ha considerado
una ecuación de Langevin estándar, donde se ha utilizado un ruido
blanco gaussiano para simular el efecto de la fricción producida por
el sustrato y un ruido blanco de tipo “shot” para simular la interac-
ción adsorbato-adsorbato dentro de lo que denominamos modelo de
adsorbatos aislados interactuantes o ISA (del inglés, interacting single
adsorbate). Como hemos visto, este modelo estocástico no sólo aporta
una visión complementaria simple de los procesos que tienen lugar en
la superficie, sino que también explica las observaciones experimenta-
les, como el ensanchamiento de los perfiles de ĺınea de los picos Q y T
al aumentar el recubrimiento en la superficie.

Las principales conclusiones que se derivan de este trabajo son:

1) El modelo estocástico propuesto permite reemplazar la interac-
ción dipolo-dipolo entre adsorbatos por un ruido de tipo “shot”
blanco. El proceso de difusión se da a escalas de tiempo rela-
tivamente largas, haciendo que tengan lugar un gran número
de colisiones, las cuales nos llevan al ĺımite estad́ıstico. En este

113
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ĺımite cualquier traza de los detalles particulares del potencial
de interacción adsorbato-adsorbato parece desaparecer. Esto se
ha demostrado mediante resultados numéricos que concuerdan
cuantitativamente bastante bien con los datos experimentales al
sustituir la interacción adsorbato-adsorbato por un ruido “shot”
blanco. Aunque no podamos prescindir de investigaciones a ni-
vel microscópico y cálculos de primeros principios, se propone
un simple modelo estocástico que es capaz de darnos una visión
complementaria de los movimientos de difusión y vibraciones a
bajas frecuencias a recubrimientos y temperaturas bajos, descri-
tos por los picos alrededor de transferencias de enerǵıa cero en
la ley de dispersión.

2) La descripción estocástica que se ha presentado hace evidente la
aparición de un nuevo tipo de fricción aparte de la debida a las
fluctuaciones térmicas. A esta nueva fricción la hemos llamado
fricción colisional y está causada por las colisiones entre adsor-
batos. Al igual que en la fricción derivada de las fluctuaciones
térmicas de la superficie, la fricción colisional puede relacionarse
con su causa correspondiente a través del teorema de fluctua-
ción-disipación. En este modelo, no hemos considerado la fric-
ción electrónica de la superficie, pero podŕıa añadirse fácilmente
de forma aditiva. Se ha observado experimentalmente que, pa-
ra el sistema benceno/grafito, la fricción total es la suma de la
fricción colisional y la de la superficie, confirmando nuestro mo-
delo. En el modelo mostrado, el perfil de ĺınea de S(∆K, ω) esta
relacionado con η, que incluye los efectos térmicos causados por
la superficie (γ) y las colisiones entre adsorbatos (λ). Como γ se
asume constante, la forma de S(∆K, ω) está directamente rela-
cionada con la fricción colisional λ. Esta relación puede ser de
gran utilidad en problemas donde la fricción tenga que ser va-
riada gradualmente. Aśı, se obtienen dos tipos de efectos en la
anchura del perfil de forma:

i) En el caso de una superficie corrugada, al aumentar λ, lo
que se traduce en un mayor número de adsorbatos, tam-
bién aumentan las colisiones entre ellos y, por tanto, la fric-
ción colisional. Esto provoca que se queden atrapadas me-
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nos part́ıculas dentro de los pozos, realizando vuelos que
dan lugar a dicho ensanchamiento. El modelo estocásti-
co propuesto, junto con su análisis teórico, muestran que
el ensanchamiento observado en el pico Q al aumentar el
recubrimiento (de reǵımenes bajos a intermedios) también
está relacionado con el movimiento ligado de los adsorbatos
dentro de los pozos de potencial, y no sólo del movimiento
puramente difusivo o de la forma particular asumida pa-
ra las interacciones adsorbato-adsorbato. Esto se ve en el
análisis de las trayectorias difusivas y ligadas. Las primeras,
que describen absorbatos volando sin ligaduras, dan lugar a
un decaimiento mucho más rápido de la función de disper-
sión intermedia. Sin embargo, las trayectorias ligadas, que
describen part́ıculas atrapadas en los pozos del potencial,
retrasan su caida. Esto es aśı porque el movimiento ligado
mantiene las correlaciones durante tiempos más largos que
el difusivo, pues el segundo provoca un desfase más rápido
de los términos oscilantes que aparecen en la función de
dipersión intermedia. Esto explica que cuando hay un re-
cubrimiento mayor, con un consiguiente mayor número de
trayectorias difusivas, tengamos un mayor decaimiento en
I(4K, t) y, por tanto, observemos un ensanchamiento en
S(4K, ω).

ii) Para superficies planas, sin embargo, encontramos el com-
portamiento contrario, es decir, al aumentar el recubrimien-
to, aunque la fricción colisional aumente, lo que se observa
es un estrechamiento del perfil de ĺınea, ya que al no haber
pozos de potencial los absorbatos se quedan en la superficie.
Esto ya hab́ıa sido predicho por el MNE.

3) La simplicidad de la aproximación estocástica desarrollada aqúı,
contrasta con el alto coste computacional que conllevan las si-
mulaciones de dinámica molecular de tipo Langevin utilizadas
habitualmente en el estudio de la difusión de adsorbatos en su-
perficies, donde los cálculos tardan mucho tiempo en evaluar las
fuerzas entre part́ıculas. El problema empeora cuando se trabaja
con interacciones de largo alcance ya que, en principio, esto im-
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plica considerar un número de part́ıculas relativamente alto para
conseguir una buena simulación y esto implica tener que resol-
ver un sistema de 500 ecuaciones, frente a las sólo dos ecuaciones
que tenemos que resolver con el modelo ISA. Aunque los cálculos
LMD son capaces de dar la tendencia del ensanchamiento obser-
vado en los perfiles de ĺınea del pico Q, la aproximación ISA no
sólo reproduce cuantitativamente este ensanchamiento, sino que
además nos permite derivar fórmulas anaĺıticas que aportan al-
go de luz sobre la f́ısica involucrada en la difusión en superficies.
Esto obviamente, no es posible mediante los cálculos masivos
de dinámica molecular, que nos aportan una serie de resultados
numéricos que no pueden ser manejados fácilmente de forma
anaĺıtica. Nuestro análisis constituye una metodoloǵıa fuerte y
simple que puede ser de gran ayuda para los experimentalistas
en la interpretación de sus resultados.

4) La versión cuántica del modelo estocástico presentado aqúı mues-
tra que los efectos cuánticos son relevantes para la difusión a
temperaturas y recubrimientos bajos, incluso para part́ıculas re-
lativamente pesadas, como el Na. Dentro del formalismo marko-
viano, la función de dispersión intermedia cuántica, Iq, es inde-
pendiente de la corrugación relativa de la superficie y, a tiempos
cortos, también de la fricción. A temperaturas de la superficie
bajas, el factor Iq es el responsable de una mayor contribución
de la parte imaginaria de la función de dispersión intermedia,
modificando sustancialmente la respuesta en el proceso de di-
fusión. Hasta donde sabemos, no es posible realizar un cálculo
cuántico exacto para una superficie corrugada, lo que requiere
realizar ciertas aproximaciones por extrapolación. El formalismo
teórico que se presenta aqúı resulta muy útil para eliminar las
extrapolaciones a temperatura cero cuando se intenta extraer
información acerca del modo translacional frustrado. De hecho,
para temperaturas por debajo de 100 K, estos cálculos son par-
ticularmente apropiados para obtener los mecanismos de salto,
las posiciones de los picos de los modos traslacionales frustra-
dos y los coeficientes de fricción sin necesidad de usar dichas
extrapolaciones. Se ha comprobado que este modelo es aplicable
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para temperaturas del orden de 10 K y recubrimientos de hasta
el 20%. Debemos notar que en este modelo no se ha tenido en
cuenta la difusión mediada por efecto túnel.

Por último, entre las perpectivas futuras que abre este trabajo cabe
mencionar:

A) Aplicar la aproximación ISA a otro tipo de sistemas, como el
Cs/Cu(001), para intentar explicar las observaciones experimen-
tales obtenidas por el Grupo de F́ısica de Superficies del Labo-
ratorio Cavendish de Cambridge.

B) Calcular la difusión considerando el movimiento colectivo de to-
dos los adsorbatos, obteniendo lo que se conoce como coeficiente
de difusión colectiva, que esta relacionado con la difusión del
centro de masas por una fórmula de Green-Kubo.

C) Profundizar en la teoŕıa del modelo y pasar de una justificación
fenomenológica a otra más rigurosa basada en un modelo de dos
baños, similar al Hamiltoniano de Caldeira-Legget. La principal
implicación f́ısica de esta representación es que, en promedio las
part́ıculas se estarán moviendo entre barreras efectivas y poten-
ciales cuyas frecuencias se obtienen mediante el análisis de los
modos normales. Esto es muy importante porque es una mane-
ra simple y coherente de modificar las barreras de la superficie
y, por tanto, la difusión activada o por efecto túnel en superfi-
cies. Este modelo nos dará un marco teórico para interpretar la
dependencia del recubrimiento de los experimentos de difusión
por efecto túnel. Además, la mayoŕıa de las veces en los cálcu-
los de la difusión de superficies, las barreras de la superficie se
cambian con el recubrimiento para reproducir los resultados ex-
perimentales. Sin embargo, gracias a este modelo de dos baños,
las frecuencias de renormalización nos dan un modo natural de
obtener barreras efectivas sin parametros de ajuste. Esta teoŕıa
puede utilizarse también para estudiar el desfase vibracional de
los adsorbatos siempre que la anarmonicidad del potencial de
interacción esté incluida por ser la mayor fuente del desfase.

D) Utilizar este modelo de dos baños para generalizar la teoŕıa del
punto de retorno (conocida como Kramer’s turnover theory) a
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la difusión de adsorbatos interactuantes en una superficie, con
objeto de inferir del experimento más propiedades f́ısicas.

E) Abordar un estudio mas detallado del modo T dentro de una
teoŕıa de “dephasing”.



Apéndice A

Ecuación de Liouville y funciones de correlación

En mecánica clásica se puede especificar completamente el estado
de un sistema dando el conjunto de todas sus coordenadas y momen-
tos generalizados: qi y pi. A partir de estas variables y sabiendo que
H(qi, pi) es el hamiltoniano del sistema ,se construye la dinámica de
Hamilton, cuyas ecuaciones de movimiento son

q̇i =
dH

dpi

, (A.1)

ṗi = −dH

dqi

, (A.2)

que son ecuaciones diferenciales de primer orden. Si denotamos, por
simplicidad, como Γ = q, p al conjunto de todas las coordenadas y
momentos, el conjunto de todos los Γ posibles se llama espacio de
fase y tiene dimensión 6N para un sistema de N part́ıculas en tres
dimensiones y sin ligaduras. Entonces, dada una condición inicial es
posible, en principio, obtener una trayectoria Γ(t).

Si tenemos un conjunto de sistemas idénticos (con el mismo ha-
miltoniano), se define la densidad de probabilidad del espacio de fases
o función de distribución f(Γ, t), tal que f(Γ, t)∆Γ corresponda a la
fracción de sistemas que se encuentran en una vecindad ∆Γ del estado
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Γ en el instante t. Esta definición implica
∫

δΓf(Γ, t) = 1. (A.3)

Si los sistemas están en equilibrio termodinámico, la función de dis-
tribución adopta una forma determinada. Si todos los sistemas tienen
igual enerǵıa E, se tiene la función de distribución microcanónica

f(Γ, t) = Ω−1δ(H(Γ)− E), (A.4)

con

Ω =

∫
δΓδ(H(Γ)− E). (A.5)

Si los sistemas están en contacto con un baño térmico a temperatura
T , se tiene la función de distribución canónica

f(Γ, t) = Z−1e−βH(Γ)/N, (A.6)

con

Z =
1

N

∫
δΓe−βH(Γ). (A.7)

Cuando los sistemas no están en equilibrio, también es posible en-
contrar una ecuación que describa la evolución de f . Al cumplirse la
ec. (A.3), f satisface la ecuación de continuidad

δf

δt
+

δ(Γ̇f)

δΓ
= 0, (A.8)

con Γ̇ = g(Γ). Esta ecuación se reescribe para obtener la ecuación de
Liouville genérica

δf

δt
+

δΓ̇

δΓ
f + Γ̇

δf

δΓ
= 0. (A.9)

La ecuación de Liouville es una ecuación diferencial de 6N + 1 varia-
bles equivalente a las ecuaciones de Newton. De hecho, las ecuaciones
de Newton dieron lugar a la ecuación de Liouville. El rećıproco se
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puede verificar considerando la condición inicial f(Γ, 0) = δ(Γ − Γ0),
obteniendo para tiempos posteriores f(Γ, t) = δ(Γ − Γ0t), es decir,
reproduce la dinámica de Newton.

En el caso de sistemas hamiltonianos se tiene que δΓ̇/δΓ = 0, por
lo que la ecuación de Liouville se reduce a

δf

δt
= −Γ̇

δ

δΓ
f, (A.10)

que es la ecuación de Liouville hamiltoniana. Aśı, definimos el operador
Liouvilliano como

L ≡ Γ̇
δ

δΓ
= g(Γ)

δ

δΓ
. (A.11)

Simplificando la escritura de la ecuación de esta manera

δf

δt
= −iLf (A.12)

donde se debe entender que L es un operador diferencial lineal. Obsérve-
se que L actúa como derivada, es decir, L(AB) = ALB + BLA. Este
operador también puede escribirse utilizando los paréntesis de Poisson.
Utilizando la definición ec. (A.11) tenemos

Lf = Γ̇
δf

δΓ
=

∑

l

Γ̇l
δf

δΓl

=
∑

i

(
ṗi

δf

δpi

+ q̇i
δf

δqi

)

=
∑(

−δH

δqi

δf

δpi

+
δH

δpi

δf

δqi

)

= {H, f} . (A.13)

Donde {·, ·} es el paréntesis de Poisson. Aśı, pues,

L = i{H, ·} . (A.14)

La ecuación de Liouville admite soluciones estacionarias de equilibrio
f0. Estas soluciones deben satisfacer Lf0 = 0, que de acuerdo con
la representación de Poisson seŕıa i{H, f0} = 0. Según la mecánica
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clásica, cualquier función de las cantidades conservadas es solución
de esta ecuación. Por tanto, para la ecuación de Liouville es posible
escribir una solución formal de la forma

f(Γ, t) = e−iLtf(Γ, 0). (A.15)

No obstante, si no se realiza ninguna aproximación esta expresión no
resulta útil, ya que e−iLt es un operador muy complejo.

De igual modo, si A es una variable dinámica arbitraria dependien-
te, en general, de todas las coordenadas y momentos del sistema, su
evolución en el tiempo vendrá dada por

A(t) = eiLtA, (A.16)

donde A ≡ A(0). Aśı, sean A(Γ) y B(Γ) dos observables y sea F0(Γ)
una distribución estacionaria (t́ıpicamente de equilibrio). Se define la
función de correlación entre A y B como

CAB(t, t′) = 〈A(t)B(t′)〉, (A.17)

donde 〈 · 〉 denota tanto un promedio en colectivos,

〈A(t)B(t′)〉 =

∫
dΓ(eiLtA(Γ))(eiLt′B(Γ))F0(Γ), (A.18)

como un promedio en tiempos,

〈A(t)B(t′)〉 = ĺım
τ→∞

1

τ

∫ τ

0

A(t + t′′)B(t′ + t′′)dt′′. (A.19)

Como F0 es independiente del tiempo, el promedio en colectivos
[ec. (A.18)] de la elección del tiempo inicial t′. Por ello, la función de
correlación CAB(t, t′) es invariante bajo traslaciones en el tiempo y se
puede escribir como

CAB(t) = 〈A(t)B(0)〉 = 〈A(t)B〉. (A.20)

La transformada de Fourier de CAB(t, t′) se define como

CAB(ω) =
1

2π

∫ ∞

−∞
eiωtCAB(t)dt. (A.21)

Esta función nos será de gran utilidad a lo largo de este trabajo.
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100 K (ĺınea negra sólida) y la parte real de su análogo
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