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— Capitulo 1
INTRODUCCION Y ESTRUCTURA DE LA TESIS

1.1 Granos superconductores

El descubrimiento de la superconductividad por parte de Kammerlingh Onnes en 1911 lo con-
virtié en uno de los fendmenos mds estudiados en la fisica de la materia condensada. La explicacion
microscopica del fendmeno por parte de Bardeen, Cooper y Schrieffer (BCS) [BCS57] es uno de
los hitos mas importantes en la fisica del siglo XX. A pesar de los afios transcurridos, los avances
actuales en las técnicas experimentales de fabricacion y técnicas de medida contindan brindando
nuevos aspectos de la superconductividad, que a su vez requieren nuevos desarrollos o extensiones
de los conocimientos tedricos.

El estudio de los efectos superconductores en los granos metdlicos ultrapequeiios ha sido re-
cientemente uno de los campos donde el desarrollo tedrico de varios aspectos de la superconducti-
vidad ha sido fuertemente impulsado.

En la mitad de los afios 90, Ralph, Black y Tinkham (RBT) fueron capaces por vez primera
de medir el espectro discreto de excitacion de un grano metélico individual usando una técnica
llamada espectroscopia de tuneleo monoelectrénico (single electron tunneling spectroscopy). Co-
nectando un grano metalico individual a través de barreras tiunel de 6xido a dos conexiones, RBT
pudieron construir un transistor monoelectrénico el cual tiene el grano metdlico insertado en su
interior. A partir de este dispositivo mostraron que podia obtenerse un espectro de excitacion dis-
creto a través del analisis de la conductancia [RBT95, BRT96, RBT96, RBT97].

Este desarrollo abrié una nueva frontera en el estudio de las correlaciones en los sistemas
metélicos, pues la capacidad de resolver los niveles discretos de energia permite el estudio de la
naturaleza de las correlaciones entre electrones con un detalles sin precedentes. La técnica creada
por RBT ha sido usada para probar correlaciones de apareamiento superconductoras en granos de
Aluminio [BRT96, RBT97], excitaciones en régimen de no equilibrio [AWA*97, AA97, Aga99] e
interaciones de espin-6rbita [RBT95, RBT96, SGR*99, DT99a, DT99b] en granos normales y co-
rrelaciones ferromagnéticas en granos de Cobre [DFC*98, GDMR99]. Un resumen de las técnicas
espectroscopicas y desarrollos tedricos en relacion con los granos metdlicos puede encontrarse en
[BvD99a, vDO1].

Por varias razones los experimentos efectuados por RBT han atraido y han generado un gran
volumen de investigacidn, basten como ejemplos las siguientes referencias [vDZGT96, BvDRT97,

3



1 Desarrollos en teorias de muchos cuerpos para sistemas superconductores finitos

BvD99b, SA96, BFV, BFV99, ML97, RCR98, RCR99, RZC99, RCE(01, MFF98, BH98, BvD9S8,
DS99, DS00, SDD*00, TT98, LFH*00, ZLMGO02, SvDIL]. Vamos a resumir aqui las razones del
por qué todo estos desarrollos:

1. Para granos de un radio r > 5nm las medidas de RBT revelaron un efecto de paridad [BRT96,
RBT97, vDZGT96]. Un grano con un nimero par de electrones tiene un gap espectroscopico
que en los granos con un nimero impar de electrones estaba ausente. Lo que supone una clara
evidencia de la presencia de correlaciones de apareamiento superconductoras.

2. El gap espectroscdpico para los granos con nimero par de electrones fue anulado aplicando
un campo magnético externo, de modo que la desaparicidn de las correlaciones de aparea-
miento paramagnéticas puede ser estudiado en detalle [BVDRT97, BvD99b].

3. Debido al tamafio de los granos la teoria convencional de campo medio BCS no deberia po-
der ser aplicable, por las siguientes razones: a) El espaciado de los niveles monoelectrénicos
d ~ 1/Vol es comparable al gap superconductor de una muestra lo suficientemente grande
como para que la terorfa BCS sea aplicable, que denotaremos por A. De modo que la apro-
ximacién de campo medio no es realista (pues requiere d < A) y b) el nimero de electrones
de los granos estd bien definido, de modo que se necesita una teoria dénde el nimero de
electrones esté fijado. Desde este punto de vista los experimentos de RBT estimularon los
desarrollos tedricos de la teoria BCS.

4. Para los granos mds pequefios (r < 3 nm) medidos por RBT el gap espectroscépico no pudo
medirse sin ambiguedad. Esta observacion revivié una antigua pero fundamental cuestion:
? Cual es el tamafio mds pequeiio de los granos para la existencia de superconductividad?.
Anderson respondid a esta cuestién en 1959 [And59] arguyendo que si la muestra es tan
pequefia que su espectro electrénico deviene discreto, lo efectos superconductores no de-
berian ser posibles. Es decir, cuando el espaciado d es mayor que A. Desde un punto de
vista heurfstico es obvio pues A/d es el niimero de estados electrénicos libres que pueden
correlacionarse entre si (aquellos con energias comprendidas en una regién del orden de A
alrededor de €f), es decir, el nimero de pares de Cooper en el sistema. Cuando este nimero
es < 1, claramente no tiene sentido llamar al sistema superconductor.

Aunque la respuesta de Anderson es correcta en general, genera nuevas cuestiones: qué es lo
que significa superconductividad en los granos superconductores,para los cuales los criterios
estdndard como la resistividad nula, el efecto Meissner y el efecto Josephson no son rele-
vantes? Qué ocurre en el régimen d > A en el cual la superconductividad ha desaparecido?
Depende de la paridad este efecto? Como es influenciado por un campo magnético? y por
la temperatura? Todas estas preguntas han sido planteadas e investigadas con cierto detalle
desde las mediciones de RBT.

La fuerza de apareamiento entre particulas forma parte de la esencia del problema cudntico
de muchos cuerpos, y en especial reside en la naturaleza de los efectos encontrados en los granos
superconductores.

El estudio de esta interaccion fue fuertemente impulsada en la fisica nuclear. En gran cantidad
de sistemas nucleares como materia nuclear o estrellas de neutrones el estudio del apareamiento
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tiene una larga historia, ver por ejemplo [CMS59, ES60, Mig60]. Mas recientemente en el cam-
po de la astrofisica, una serie de satélites de rayos X (EXOSAT,ROSAT, y ASCA) ha obtenido
una gran cantidad de datos sobre la emision térmica en estrellas de neutrones. En el laboratorio, las
capacidades actuales de los detectores y las facilidades de los iones pesados han estimulado una ex-
ploracién de nucleos inestables, con especial énfasis en nicleos ricos en neutrones [MS93, Rii94].
Las correlaciones de apareamiento juega un papel muy importante en los modelos de estructura
nuclear y en los comportamientos de estos nucleos.

En virtud de su importancia a lo largo de esta tesis revisemos el desarrollo histérico del con-
cepto de las fuerzas de apareamiento y su evolucién en el tiempo.

La teoria BCS fue extendida a sistemas nucleares bajo la nocién de parejas de nucleones aco-
plados a un estado de momento angular cero [Rac42, May50]. Una simple aplicacién de la teoria
BCS alos sistemas finitos encuentra dos principales dificultades. Primero, la funcién de onda BCS
no es un autoestado del nimero de particulas, de modo que las fluctuaciones en el numero de par-
ticulas es una caracteristica en los sistemas finitos. Segundo, en los sistemas finitos, existe un valor
critico de la fuerza atractiva de apareamiento para la cual ninguna solucidn no trivial existe. Varias
aproximaciones han sido propuestas para solucionar estas dificultades. La proyeccién al nimero
de particulas [KLS61] después de la variacion, que es vdlida para interacciones de apareamiento
por encima de la critica; y usando una proyeccion antes de la variacion que es valida para todos
los regimenes de la intensidad de la fuerza de apareamiento. Una alternativa a la dltima version de
la proyeccién es el método de Lipkin-Nogami [Lip60, Nog64]. Ha sido ampliamente utilizada con
buenos resultados como en [HB0O, HRBO2].

Mientras que los cédlculos basados en el campo medio usando interacciones de apareamiento
son capaces de describir muchas de las propiedades de los sistemas finitos como puedan ser los
nicleos, estdn muy lejos de ofrecer una solucién al problema general de muchos cuerpos.

1.2 Motivaciones y estructura de la tesis

Nuestra motivacion fundamental a lo largo de esta tesis ha sido la de encontrar la forma co-
rrecta de aplicar el método de la coordenada generadora (MCG), ampliamente utilizado en las
aplicaciones a los sistemas nucleares, dentro del esquema de los granos superconductores. Basa-
dos en que el MCG es un método cudntico lo suficientemente general para tratar el problema de
muchos cuerpos, el cual ofrece una forma relativamente sencilla de ir més allé del resto de aproxi-
maciones usadas con frecuencia en la actualidad. Su planteamiento general y su interpretacidn en
términos sencillos es una arma tremendamente eficaz que hemos querido explotar en la aplicacion
a los sistemas finitos. Asi, desde este punto de vista, hemos querido demostrar la potencia y versa-
tilidad en la que las aplicaciones del MCG permiten comprender la naturaleza de las correlaciones
de apareamiento en los granos superconductores.

Para dicho fin esta tesis ha sido dividida en varias partes claramente diferenciadas:

En la parte IT se aborda un resumen del montaje experimental y conclusiones fundamentales
de las mediciones por parte de Ralph, Black y Tinkham. Se explicard la Fisica elemental de un
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transistor monoelectronico y su utilidad para determinar el espectro de los niveles electronicos en
un grano superconductor. Se destacaran especialmente las mediciones obtenidas del gap espec-
troscopico entre los granos con un nimero par de electronese impar de electrones, que ponen de
manifiesto remanentes de fendmenos superconductores en dichos sistemas.

La parte III de la tesis estd dedicada a desarrollar la teoria que serd usada a lo largo de todo
el trabajo. A modo de introduccién comenzamos con un resumen en el capitulo 3 sobre las pro-
piedades de las correlaciones de apareamiento, cdmo son entendidas en el contexto de los granos
superconductores y més especialmente cémo deben ser extendidas para tratar los sistemas finitos.
La teoria BCS ocupa el primer lugar en la revisién de la teoria que serd utilizada. Asi el capitulo
4 esta dedicado al desarrollo sucinto de la teoria BCS aplicada a un sistema donde los niveles mo-
noelectronicos son discretos, tal como es el caso de los granos superconductores. Se introducird
asimismo el hamiltoniano reducido de apareamiento que constituird el punto de partida y el mo-
delo basico que serd utilizado a lo largo de la tesis en las aplicaciones. Se discutirdn también de
forma cualitativa los resultados de campo medio BCS puede ofrecer en los sistemas finitos. En el
capitulo 5 se introduce el sistema candnico. Se estudiard como recuperar la simetria del nimero de
particulas a partir de la teoria BCS. Llegaremos al formalismo denominado en la literatura como
teoria BCS proyectada o simplemente PBCS. En el capitulo 6 se analizard la solucién exacta del
hamiltoniano de apareamiento reducido encontrada por Richardson en los afios 60. Se destacara
el método matematico ideado por Richardson para encontrar la solucién exacta debido a su ulte-
rior importancia en esta tesis, cudndo se estudien hamiltonianos mds generales de apareamiento. El
capitulo 7 muestra el desarrollo tedrico del método de la coordenada generadora MCG cuya aplica-
cion a los granos superconductores serd el trabajo original presentado en esta tesis. Destacaremos
el Ansatz basado en el MCG propuesto para tratar las correlaciones de apareamiento. Ocupara una
especial atencidn la discusion de la ecuacidén de Hill-Wheeler y el camino satisfactorio de su reso-
luciéon numérica. El capitulo 8 supone la continuacién natural del capitulo precedente. EI método
de la cordenada generadora serd disefiado para su aplicacion a los granos superconductores. Seran
planteadas las dos variantes que surgen de aplicar el MCG conjuntamente con la teoria proyectada,
MCGPAV y MCGVAP, y se analizaran las distintas coordenadas generadoras usadas en las aplica-
ciones.

La parte IV estd destinada a las aplicaciones de la teoria desarrollada en la parte III. El capitulo
9 expondra los resultados numéricos de las aplicaciones en el modelo de apareamiento reducido.
Se analizardn las principales magnitudes que caracterizan las propiedades superconductoras como
la energia de condensacidn, correlaciones de apareamiento y la dependencia en la paridad. Pon-
dremos especial atencién en la comparacién de todas las aproximaciones con la solucion exacta
de Richardson, analizando ampliamente a través de las funciones de onda colectivas el éxito del
MCQG en el tratamiento de las correlaciones en estos sistemas. En el capitulo 10 se introducen los
modelos de Richardson-Gaudin basados en la interaccién de apareamiento, que constituyen una
generalizacién del hamiltoniano de apareamiento reducido. Estos modelos incluyen tres familias
(racional, trigonométrica e hiperbdlica) para las cuales puede ser obtenida la solucién exacta. Se
adaptardn para estos hamiltonianos las teorias BCS, PBCS y el MCG que serdn aplicadas en el
capitulo siguiente. Sera en el capitulo 11 donde se analicen las aplicaciones del MCG en los ha-
miltoniano generalizados. En especial serdn estudiadas la evolucion de la energia de condensacion
con el nimero de electrones del sistema y el andlisis de las funciones de onda colectivas obtenidas
con el MCG. Por completitud también serdn comparados con los resultados obtenidos por el resto
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de aproximaciones. El capitulo 12 contiene las conclusiones finales y perspectivas de trabajo futu-
10.

Finalmente la parte V de la tesis es un amplio compendio de férmulas y explicaciones en forma
de apéndices que han sido utilizadas en la tesis.
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— Capitulo 2
DETALLES EXPERIMENTALES

En 1995 el grupo formado por D. C. Ralph, C. T. Black y M. Tinkham (RBT) fue capaz de
construir un transistor monoelectrénico (SET, single-electron transistor) [RBT95] en cuyo interior
se encontraba un grano metédlico de aluminio formando una pequefia isla de 10nm de didmetro
aproximadamente. La técnica experimental que desarroll6 el equipo RBT en aquel afio abri6 la
puerta a la investigacidn de estos sistemas.

Estudiando la corriente tinel a través del grano RBT consiguieron la primera medida del es-
pectro discreto de un grano metdlico individual. Todos estos resultados fueron reportados en una
exitosa serie de trabajos [BRT96, RBT96, RBT97].

Enla fig. 2.1 se ilustra en forma esquematica el montaje experimental que usaron en sus traba-
jos, el SET se conecta a través de barreras de unién tinel a un soporte externo (lead en la figura).
El espectro electrénico del grano puede obtenerse midiendo la corriente tinel a través del grano
como funcién del voltaje externo V, el voltaje de puerta (gate voltage) V, y el campo magnético
H = h/ug, siendo ug = 0.0571 meV/T. El sistema opera con una temperatura constante de 50 mK.

V/2 Co Cr
lead =

=~ W M
N N Vﬁ‘ ::Cg

gae B —3 IRy

N \v \_/ T 9
lead Al particle | I | | 1
(a) <> f0nmsizescale  tV/2 b) v, — V.

Figura 2.1: Representacién experimental esquemadtica: en (a) un SET con un grano metdlico de
aluminio formando una isla central. En (b) el circuito eléctrico correspondiente.

El grano metdlico de aluminio que fue usado en [RBT97](Figs. 1(b),2,3) tiene los siguientes
pardmetros fisicos: el radio estimado es de r ~ 4.5 nm, si se asume que el grano es semiesféri-
co esto implica que su volumen aproximado es de 5.7 nm? con un nimero total de electrones de
conduccién N aproximado de 3 - 10%. La distancia entre niveles electrénicos d puede ser estimada
mediante la aproximacién de electrones libres, para la cual se tiene d = 2% 7*/mk;Vol. Asumien-
do que la regién es cercana a la superficie de Fermi, se obtiene d ~ 0.45 meV. Las capacidades

11
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correspondientes a dicho sistema eran C; = 3.5 aF , C; = 9.4 aF, C, = 0.09 aF y la energia de
carga (energia electrostitica) Ec = e?/2C,,, = 46 meV. La corriente tiinel es del orden de 10710 A,
implicando que el tiempo en promedio entre dos procesos tinel consecutivos es de 2 - 10~%s.

En el experimento de RBT la escala de la energia de carga E- era mucho mds grande compa-
rado con las otras escalas de energia, como el gap (A =~ 0.38 meV), el voltaje (V < 1 meV) y la
temperatura (7 = 50mK). En consecuencia las fluctuaciones en el nimero de electrones quedan
fuertemente inhibidas, de modo que las superposiones coherentes de estados con diferente nimero
de particulas no deben considerarse.

Por otro lado, la condicién que determina cuéles son los autoestados electronicos del grano que
pueden experimentar efecto tinel para un valor dado de los voltajes V'y V, involucra diferencias
entre las energias de un grano con un niimero fijo de particulas N o N + 1:

AE; = (EY + E) — (EN*" + EX*"). (2.1)

Estas diferencias corresponden al coste de energia necesario para aquellos procesos tinel
[i)v+1 — |f)n por los cuales el electrén queda fuera o dentro del grano. El estado |f)y especifica
precisamente un estado discreto del grano que posee N electrones con un valor propio de la energia
E}V +EY. Siguiendo el modelo ortodoxo de la carga de un SET se puede escoger la energia electros-

tatica del grano E¢ (relativa a un grano neutro de N, electrones) como Eg = Ec(N — Ny — Q,/ e)?,
con Q, = (C,V, + const). Notemos que se estd asumiendo que la interaccién de Coulomb estd lo
suficientemente apantallada de forma que su unico efecto es desplazar todos los estados con un
ndmero N de electrones con la misma constante EY.

Ralph, Black y Tinkham fueron capaces de extraer la diferencia de energias AE;; a partir de sus
medidas experimentales, expliquemos la forma de obtnerlo. Si se examina la conductancia diferen-
cial d1/dV como funcién del voltage V (manteniendo constante V,) esta presenta un pico cuando
la cantidad eV multipicada por un cociente de capacidades fijo es igual a una de las diferencias
de energias AE] s, en este preciso momento otro canal que lleva corriente tinel a través del grano
queda abierto como se representa esquematicamente en la fig. 2.2.

Si se representa la posicidn de cada pico de conductancia como funcién del campo magnético
h se obtiene el espectro tunel experimental. Asi queda reflejado en la fig. 2.3, en la cual cada una
de las lineas refleja la dependencia del campo magnético H sobre una de las diferencias de energia
AE(h).

Es importante hacer notar que el umbral experimental de energia (para & = 0) el proceso tinel

de mds baja energia no aporta informacidn, pues depende del cambio que sufre la energia de carga
general debida a los procesos tunel,

. 1
0Ec = Ec — EN*' = Ec[Q,/e — (N = Ny + 5) , (2.2)

que depende (a través de Q,) como una funcioén desconocida del voltaje V,. Esta dependencia
con V, puede ser cuantificada estudiando las oscilaciones de Coulomb que ocurren como funcion

12
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T T
V, =166 mV, N+1 — N
4+ g -
T4l Vg=125mV, N —= No
e} \‘/M
2
> 2+ V_ =-1180 mV, N — N-1 -
° 9
S W
1 E _
Vg =-1220 mV, N-1 — N
0 ! =
0.0 0.5 1.0
Metal grano Metal Energy (meV)

Figura 2.2: Representacién pictérica de una medida dI/dV: como se aprecia en la figura de la
izquierda, el nimero de canales queda determinado por el voltage de transporte V, en el dibujo
tenemos tres canales abiertos. En la gréfica de la derecha se representa la conductancia diferencial
dI/dV medida por RBT, revelando asi los niveles discretos del grano.

de V, y V constante.

Desafortunadamente, en este caso particular existe una complicacion debido a la pequefiez en
la capacidad del sustrato. Para que Q, pueda recorrer un periodo completo de 2e, el voltaje V, debe
ser barrido a través de un rango enorme (2e/C, ~ 3.5V).

RBT observaron desplazamientos rigidos pequefios del espectro ttinel completo a valores alea-
torios de V,. Estos efectos presumiblamente son debidos a cambios monoelectrénicos en la carga
contenida en otros granos metélicos en las proximidades del grano de estudio. Estos cambios pro-
ducen desplazamientos violentos en el potencial electrostatico del grano, y se desvirtua la periodi-
cidad 2e que de otra forma se esperaria encontrar en el espectro.

En contraste con la energia umbral, sin embargo, la separacion entre lineas,

AE;» — AE;; = EY, - EY, (2.3)

es independiente del voltaje V, y por tanto son conocidos de forma absoluta. Simplemente
corresponden a las diferencias de energias para un nimero constante N, es decir, se obtiene el es-
pectro de excitacion de los estados con nimero de electrones constante.

Sin duda alguna, la caracteristica mas importante de los datos obtenidos en las mediciones del
espectro tunel es la presencia (ausencia) de un gap espectroscopico 2€2, > d entre las dos lineas
mas bajas correspondientes a las transiciones impar-a-par (par-a-impar) del espectro medido, ver
fig. 2.3.

Este hecho revela la existencia de correlaciones de apareamiento entre los elecrones del grano.
En los granos metélicos con un nimero de electrones par, los estados excitados involucran como
poco dos estados de cuasiparticula BCS y por esto quedan situados muy por encima del estado
fundamental. Mientras que en los granos con un nimero impar de electrones siempre tienen como

13



2 Desarrollos en teorias de muchos cuerpos para sistemas superconductores finitos

L

Energy (meV)

O
~

Energy (meV)

adl L ! | —QF

even N+1 goes to odd N

0.0 \ | | [ L !
0 1 2 3 4 5 6 7

H (Tesla)

Figura 2.3: Espectro tinel experimental medido por RBT en [RBT97]. La distancia entre lineas
proporcionan el espectro de excitacion de un grano par (a) e impar (b) respectivamente.

poco un estado de cuasiparticula y las excitaciones no superan un valor extra del gap.

En el lado derecho de la fig. 2.3 se encuentran los correspondientes procesos tinel para ambos
procesos impar-a-par y par-a-impar. En el primer caso, el grano impar inicial posee un electrén
desapareado y el electron del sustrato que efectia el proceso tinel al grano tiene dos posibilidades:
puede ir al estado inverso temporal que ocupa el primer electron y formar una pareja de electro-
nes, o bien puede mediante efecto tinel ir a otro estado dejando dos electrones desapareados en el
grano. De acuerdo con la teoria BCS convencional este proceso cuesta al menos la energfa extra 2A.

Por otro lado, en el proceso par-a-impar el electrén del sustrato no puede encontrar un electrén
desapareado en el grano y tendrd que superar el gap, pero una vez tenga energia suficiente para
hacerlo no tendrd que superar gaps extras para alcanzar estados excitados mads altos.

14
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— Capitulo 3
NATURALEZA DE LAS CORRELACIONES DE
APAREAMIENTO

3.1 Introduccion

Las energias medidas en los experimentos de RBT corresponden al espectro de energia de un
grano metélico que posee un nimero de electrones fijo. En lo que sigue trataremos a este grano
como si estuviera completamente aislado del resto.

Si se considera un metal superconductor aislado es necesario preguntarse como se incorporard
en la teoria la condicién de que el nimero de particulas sea constante y de qué forma afecta este
cambio. En lineas generales esta cuestion ha sido bien comprendida y ya fue discutida ampliamente
en los albores de la teoria BCS de Bardeen, Cooper y Schrieffer de la superconductividad [BCS57],
y muy en particular en todas las aplicaciones a los sistemas nucleares que rapidamente comenza-
ron a realizarse a partir de ese momento. Una referencia amplia a este respecto es [RS80](p.439),
o bien las conclusiones generales obtenidas en [Lip60].

La nocién de mezcla de pares es uno de los conceptos fundamentales que se desprenden de la
teoria BCS y que se esconde en la esencia de la naturaleza de las fuerzas de apareamiento. Sin em-
bargo la teoria BCS estd formulada en un contexto gran candnico donde el nimero de particulas no
estd fijado mds que en promedio. Afortunadamente la teoria BCS puede ser extendida facilmente
al sistema canénico, donde el nimero de particulas esta fijado, como veremos a continuacion.

La teoria convencional BCS ofrece una descripcion en el marco gran candnico de las correla-
ciones de apareamiento las cuales son inducidas mediante la presencia de una interaccidn atractiva
que actda entre pares de electrones. Dicha interaccién puede describirse a través del siguiente
hamiltoniano:

Hpcs = —VZ cz+cZ_ck,_ck,+ conV > 0. (3.1)
73

Los operadores c,,, (cz .) son los operadores usuales de destruccion, (creacion) de electrones
en los estados |k+), los cuales entre si son copias reverso temporales uno del otro. De acuerdo con
la teoria BCS el estado fundamental de un sistema gran candnico viene representado en el espacio
de Fock a través del siguiente Ansatz:

17
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BCSY = | | (w+vecfcl )= (g +vF=1). (3.2)
k

Este estado no es autoestado del operador niimero de particulas N = Y, _. cchkO_ y el ni-
mero de particulas en el sistema dentro de la teoria BCS queda fijado tnicamente en promedio
(BCS|N|BCS) = N. La definicién usada comunmente para el pardimetro de orden de la teoria
BCS, el cual caracteriza la naturaleza superconductora del estado (3.2),

Ascs =V )" (BCScy,c, |BCS), (3.3)
k

sOlo tiene sentido para un sistema gran candnico, pues en el sistema candnico la expresion (3.3)
se anula idénticamente. En esencia, la existencia de (3.3) en la teoria BCS implica una rotura es-
pontdnea de la simetria del nimero de particulas, y conlleva asociada la connotacién de transicién
de fase.

3.2 Descripcion canonica de la mezcla de pares

A tenor de lo discutido en la seccidn anterior cualquier teoria en la que quede fijado el nimero
de particulas debe traer consigo modificaciones en la teoria BCS convencional. En particular, es
necesario una nueva definicidon para el pardmetro de orden Apcg. Igualmente se hace necesario
cambiar las connotaciones que envuelve este pardmetro. Por ello, en el sistema candnico es mas
apropiado llamarlo pardmetro de apareamiento que pardmetro de orden, evitando asi cualquier
relacion con la nocidn de transicion de fase (que necesariamente necesita la condicion N — o0).

El parametro de apareamiento en el sistema candnico debe capturar, al igual que lo hace en la
teoria BCS, la naturaleza del estado fundamental superconductor.

Una interaccién de apareamiento atractiva inducird correlaciones de apareamiento en el estado
fundamental las cuales involucran mezcla de pares sobre la energia de Fermi e (ver [vDZGT96)),
es decir, existe una amplitud de probabilidad no nula de encontrar un par de estados inverso tempo-
rales entre si que se encuentren ocupados por encima de €7 o bien se encuentren vacios por debajo
de €. En efecto, el Ansatz (3.2) expresa lo que acabamos de decir permitiendo v, # O para €, > €r
y u; # 0 para € < €r.

Como quiera que el hamiltoniano Hpcs conmuta con el operador nimero de particulas [Hpcs, N1 =
0, se deberia esperar que la esencia de la teoria BCS, esto es, la presencia de electrones apareados
(mezcla de pares) y la razén de por qué esto ocurre pueda ser formulada igualmente en el sistema
candnico. Esta idea se confirma si la amplitud v, = <CZ +cz_ck ¢, )!/? de encontrar un par de esta-
dos ocupados no es nula cuando € > €5, y al mismo tiempo la amplitud i, = {c,_c, +cZ +c,f_)” 2 de
encontrar un par de estados vacios no es nula para g < €. Notemos que hemos usado la notacién
iy, v a diferencia de uy, v, usadas en la teoria BCS.
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Naturaleza de las correlaciones de apareamiento 3

De forma intuitiva, es posible argumentar la razén de por qué Hpcs induce mezcla de pares
en el estado fundamental exacto |S). El proceso de desplazar las amplitudes de apareamiento de
la region energética por debajo de e hacia la region energética por encima de € cuesta energia
cinética, sin embargo abre la posibilidad de que en el espacio de fases suceda la interaccion en-
tre pares (pair-scattering). El resultado global es que el valor promedio de la energia (S |Hpes|S)
disminuya. De forma mads explicita: en (S |HpeslS), el término kk’ puede no ser nulo sélo si se
cumplen las dos condiciones siguientes cz +cZ_ck,_ck, I8) # 0 (implicando (vi)s # 0y (ux)s # 0)
y (S |CZ +cZ_ck,_ck, . # 0 (implicando (v¢)s # 0y (up)s # 0). Mediante la mezcla de pares el sistema
puede asi acumular los estados suficientes para los cuales simultdineamente tengan (vi)s # 0y
(ur)s # 0, lo cual se traduce en disminuir la energia del estado fundamental sobrecompensando asi

el gasto de energia cinética que envuelve la mezcla de pares.

Con respecto a las excitaciones, estas disminuyen en general la intensidad de las correlaciones
de apareamiento a partir del gasto energético en la ruptura de pares por el fendmeno de bloqueo.
En virtud de este efecto uno de los niveles no permite la interaccion entre pares, quedando en con-
secuencia bloqueado.

Los argumentos mencionados mads arriba ilustran que no hay nada inherente sobre la mezcla
de pares e interaccion entre ellos en el sistema gran candnico. De forma natural se han sugerido
dos definiciones que describen la mezcla de pares en el sistema candnico. La definicién més na-
tural consiste en definirlo como en la teoria BCS A" = V Xk vy propuesto en [VDZGTI6], o el
propuesto por F. Braun y J. von Delft [BvD98]:

A=V [t enelcd (el an] . (3.4)
k

Ambas definiciones estdn construidas de tal forma que cuando son evaluadas con el estado
|IBCS') se reducen a la expresion Agcs. Una de las ventajas que posee la definicion (3.4) es que el
término que estd sustraido (cz LG +)(cz_ ¢,_) enfatiza de forma transparente la naturaleza de aparea-
miento de las correlaciones superconductoras. Asi, por ejemplo A serd pequefio si la ocupacién de
|k+) no tiene correlacion con la de |k—), como es normal en el liquido de Fermi. EI comportamiento
general de (3.4) exige un calculo explicito en el sistema candnico, el cual serd abordado con detalle
mas adelante.

3.3 Sobre la ruptura de la simetria gauge

Generalmente en la teoria convencional BCS la propiedad que define la superconductividad es
la ruptura de la simetria gauge por el pardmetro de orden Apcs.

Este concepto es ilustrado fcilmente a partir de los valores que toma Apcg, a saber, si no es
nulo entonces tiene una fase (¢) definida y por tanto no es invariante porque bajo la transformacion
Cro — €y, €l pardmetro Apcs se transforma en e?®Apcg. Notemos que por contra, esta discusion
no puede realizarse en el sistema candnico. Primero porque en el sistema canénico como ya se dis-
cutid Agcs = 0y segundo y de forma mds fundamental, la ruptura de simetria gauge presupone

Sobre la ruptura de la simetria gauge 19
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de forma necesaria el sistema gran canonico, pues fase y numero de particulas son variables cané-
nicamente conjugadas una de la otra. Mediante consideraciones formales se llega a la conclusion
de que el pardmetro de orden puede adquirir una fase definida sélo si al nimero de particulas se le
permite fluctuar, es decir, que sea un sistema gran candnico.

Es necesario hacer notar que, sin embargo, existen ciertas situaciones experimentales donde
el nimero de particulas fluctia, como en el efecto Josephson, en consecuencia los pardmetros de
orden adquieren una fases definidas, y su diferencia de fase se convierte en una cantidad mensu-
rable. Sin embargo, para un sistema superconductor sin interaccién con ninguin otro sistema y con
el nimero de particulas fijo la fase del pardmetro de orden no es observable, y el concepto de la

ruptura de la simetria gauge a través de un pardmetro de orden con una fase definida pierde su
utilidad.

3.4 Teorias con el numero fijo de particulas

Por lo discutido en las secciones previas es necesario para el estudio de sistemas finitos como
los granos metélicos superconductores desarrollar una teoria donde el nimero de particulas esté
fijado. Antes de considerar en detalle el formalismo que usaremos veamos en esta seccion las ge-
neralidades que las teorias aplicadas a sistemas candnicas deben presentar.

El objetivo es construir un estado variacional que sea a su vez autoestado del operador nimero
de particulas. Una posibilidad es la llamada proyeccion del estado BCS |[BCS') a un estado con
nimero de particulas N, esta idea fue sugerida por Bardeen, Cooper y Schrieffer [BCS57]. Dicha
tarea puede conseguirse matematicamente mediante la integral de proyeccion:

27
N —ipN 2ip T T\
IN) I) dg e l:l (uk + e %y ck+ck_)| ) 3.5)

Esta forma de obtener un estado con el nimero de particulas deseado a partir del estado BCS
fueron desarroladas en gran detalle en fisica nuclear, el libro de P. Ring y P. Shuck [RS80] ofre-
ce una extensa literatura (capitulo 11), una referencia mas moderna es [BFV]. La aproximacion
mads simple en este esquema es la llamada proyeccion después de la variacion (proyection after
variation PAV, adoptaremos estas siglas en inglés de aqui en adelante). Aqui el valor de la energia
(BCS|H|BCS) es minimizado respecto de los pardmetros variacionales v, los cuales son luego
insertados en |BCS ) y todos los valores esperados son evaluados usando este tltimo en lugar del
estado |BCS ). Esta recuperacion"del nimero de particulas correcto conlleva la mejora del valor
de la energia con respecto a su valor BCS. Es posible mejorar los resultados usando una estra-
tegia mds ambiciosa y sofisticada, es la llamada variacion después de la proyeccion (variation
after projection VAP, adoptaremos estas siglas en inglés de aqui en adelante). Ahora es la cantidad
(BCS|H|BCS )y la que se minimiza respecto de los v, [DMP64], en este método la funcién |BCS')
y las cantidades uy, v pierden su significado usual de la teoria BCS.

Existen numerosas y extensas aplicaciones sobre estas y similares aproximaciones, como por
ejemplo las aplicaciones que suprimen las fluctuaciones en el nimero de particulas con un tér-
mino adicional N? en el hamiltoniano como fue introducido por Lipkin [Lip60] y Nogami et al
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[Nog64, NZ64, Nog65, GN66].

Con todas estas aplicaciones en los sistemas nucleares se llega a las siguientes conclusiones
generales: para un nimero de particulas suficientemente pequefio, como en los nicleos, la imple-
mentacion de técnicas de proyeccion es tratable, pero pesado y engorroso. Para un gran nimero de
particulas los métodos resultan intratables, sino que ademads es innecesaria, pues se demuestra que
las correcciones que son del orden de N'/2 son despreciables.

Sin embargo, en los nicleos las correciones al estado sin proyectar son pequefias en la mayoria
de los casos, la excepcion sucede para interacciones de apareamiento muy fuertes. De esta for-
ma, en la mayoria de los casos los sistemas con un nimero fijo de particulas pueden ser descritos
perfectamente por el estado BCS en el sistema gran candnico. En este caso, la indefinicién en el
numero de particulas y la ruptura de la simetria gauge simplemente tiene la ventaja de convertirse
en un método de célculo muy sencillo, permite el uso de una funcién de onda variacional simple en
la cual las amplitudes v, pueden ser encontradas con un minimo de esfuerzo. La costumbre de usar
funciones de onda que rompen la simetria en aras de un cédlculo mas sencillo es usado usualmente
en la fisica nuclear (para una descripcion mds elegante y profunda ver [RS80]).

Las conclusiones anteriores implican que la estrategia basada en describir los sistemas finitos
mediante la aproximacién BCS deberia ser suficiente para una descripcion cualitativa de las co-
rrelaciones de apareamiento en granos metdlicos aislados, cuantitativamente esta aproximacion se
espera que no tenga validez en el limite en el que el espaciado entre los niveles sea grande, lo que
corresponde a un fuerte acoplamiento en el caso nuclear.
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— Capitulo 4
APROXIMACION GENERALIZADA DE CAMPO MEDIO.
Teoria BCS.

4.1 Introduccion

Es el momento de comenzar a desarrollar las distintas aproximaciones que vamos a utilizar en
el estudio de las propiedades superconductoras de los granos superconductores. En todo nuestro
estudio despreciaremos los efectos de la temperatura distinta de cero, es decir todas nuestras apli-
caciones seran para 7' = 0, desde el punto de vista experimental esto queda justificado porque los
experimentos de RBT estdn realizados a temperatura 7 = 50 mK la cual es mucho més pequefia
que el resto de las escalas de energia como son el espaciado entre niveles electronicos d y el gap
superconductor para el sistema infinito A.

Estudiaremos las propiedades mas elementales de estos sistemas usando el hamiltoniano de
apareamiento mads sencillo que se puede concebir. Comenzamos exponiendo la formulacion de
campo medio, en nuestro caso esta aproximacion la constituye la teoria BCS.

4.2 EIl Modelo

Vamos a adoptar como hamiltoniano mds sencillo que incluya una interaccion de apareamien-
to el llamado hamiltoniano reducido BCS, usado ampliamente, vasten unos ejemplos [Kaw80,
Kaw81, vDZGT96, BvDRT97, BvD99b]:

H = Z (& — e, e —G Z €1, Cp Crr_Cpos 4.1)
ko= Ik’

Adoptamos una base de particulas formada por estados inversos temporales |k+) de forma que
cada nivel puede estar como méaximo ocupado por un par de electrones. Las energias de los estados
|k+) vinenen dadas por €, (energias de particula individual), debido a la repulsién de los niveles
las energias €, quedaran aproximadamente equiespaciadas. Las fluctuaciones en los espaciados de
los niveles electrénicos han sido estudiadas con métodos de la teoria de las matrices aleatorias
(Random Matrix Theory) [SA96] llegando a resultados cualitativamente similiares a los que se
obtienen asumiendo equiespaciado. Debido a esto y por simplicidad vamos a escoger un espectro
completamente uniforme con espaciado de niveles d, es decir €, = kd.
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Para un sistema con un nimero total de electrones N = 2n( + p siendo ny el nimero de pares y
p la paridad de nimero (p = O (p = 1) para un sistema con un nimero par (impar) de electrones).
Usaremos la etiqueta k = O para el primer nivel cuya ocupacion en el estado fundamental (7 = 0)
no sea 2 sino p.

La interaccion de apareamiento incluye sdlo estados dentro del corte (cutoff) dictado por la
frecuencia de Debye, || < wp. Por conveniencia la constante de interaccidon G se escribird como
G = Ad, donde A es un parametro adimensional, llamado usualmente la constante de acoplo BCS.
El limite termodindmico del modelo (N — o0) se alcanza cuando d — 0 donde el gap en este
limite resulta ser A = wp/ sinh(1/2).

4.3 EIl Ansatz variacional BCS

El Anzatz BCS es capaz de capturar la esencia entre la diferencia de un sistema con un nimero
par e impar de electrones, obviamente sélo en el caso par todos los electrones pueden formar pares
correlacionados. Dicha situacidon queda manifiesta mediante los siguientes Ansatz dependientes de
la paridad.

BCSY, = | [ (we+veci,cl ),
k

BCSY: = ¢} | | (e +vic el )1-) (4.2)
k#j

PAR IMPAR

e e

R e —

— — R

+— +— T

Figura 4.1: Descripcion pictérica del Ansatz BCS (4.2) parael estado fundamental de un sistema
con un numero par e impar de electrones. Cada nivel del sistema estd representado por una linea
horizontal. En ausencia de correlaciones de apareamiento los niveles estardn vacios o completa-
mente llenos. La diferencia entre el sistema par y el impar esta en el nivel bloqueado presente en
el caso impar, y la diferente posicion del potencial quimico.

La fig. 4.1 representa esquematicamente la esencia de los estados (4.2): mientras todos los
electrones pueden correlacionarse formando pares en el caso par, un electron descorrelacionado se
sitda en la superficie de Fermi en el caso impar.
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Ademds, el potencial quimico (1) en el caso par se sitia aproximadamente a mitad de camino
entre dos niveles monoparticulares mientras que en el caso impar se establece exactamente en el ni-
vel bloqueado. Ademés, el potencial quimico en el caso par se mantiene aproximadamente a mitad
de camino entre dos niveles monoparticulares mientras que en el caso impar se sitia exactamente
en el nivel bloqueado.

Las cantidades u, v en las expresiones (4.2) son los parametros variacionales, aunque pueden
ser complejos, pueden asumirse reales sin pérdida de generalidad. Escogemos que el productorio
corre sobre la mitad del espacio de configuraciones (k > 0) (para cada estado k existe un estado
conjugado inverso temporal, generando asi todo el espacio de configuraciones del sistema). Las
amplitudes al cuadrado v;(u7) representan la probabilidad de que un cierto estado formado por
pares esté ocupado (desocupado). Estas amplitudes determinan por completo el estado del sistema.
Son conocidas mediante el principio variacional de Ritz, es decir, los pardmetros se encuentran
buscando el minimo de la energia. Ambas amplitudes (i, v¢) no son del todo independientes ya
que estan ligadas mediante la condicién de normalizacién (BCS|H|BCS) = 1, lo que implica la
siguiente condicion:

uy +vi =1 4.3)

Es importante hacer notar que el estado |[BCS ) es una superposicion de diferentes nimeros de
pares, es decir, al no poseer el Ansatz (4.2) un determinado nimero de particulas, éste se puede
escribir como una superposicion de estados con diferentes nimero de particulas:

oo

IBCS)::EZ;%(AWVP) (4.4)

v=0 " °

siendo A" un operador de creaccién de pares generalizado

¥ Yk 5 i
A:EZ%% (4.5)

En la expresion anterior se puede ver como el estado |BCS) se descompone en una suma de
estados con diferentes nimero de particulas, asi por ejemplo la componente que tiene el nimero

. AN/2
de particulas N es la correspondiente a (A') .

4.3.1. Las ecuaciones BCS

Como hemos explicado en la seccion anterior los pardmetros variacionales u;, v, del Ansatz
BCS (4.2) son determinados a partir de la variacion de la energia, siguiendo el principio de va-
riacional de Ritz. Esta variacion estd restringida por la condicién suplementaria de que el valor
esperado del nimero de particulas N tenga el valor deseado,

(BCSINIBCS) =2 ) v} =N (4.6)
k
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Este condicidn determina el potencial quimico y, el cual representa el incremento de la energia
ante un cambio del nimero de particulas.

Encontremos ahora el conjunto de ecuaciones que deben cumplir las amplitudes (i, v;) para
satisfacer el principio variacional de Ritz y la condicion (4.6). Para ellos hemos de evaluar primero
la funcién E’ = (BCS|H’|BCS) (con H' = H — u N) y luego minimizarla sujeta a la ligadura (4.6).
En lo siguiente tratamos el caso del sistema con un nimero par de electrones (p = 0), el caso impar
(p = 1) sera tratado aparte mas adelante.

El valor esperado de la energia E’ resulta ser:

2
E' = (BCS|H'|BCS) =2 (& —mvi -G [Z ukvk] -G ) v 4.7)
k

k k

El ultimo término de la expresién anterior, proporcional a vf, no es extensivo y por tando
usualmente es despreciado en el limite termodindmico N — oo donde tinicamante los efectos pro-
porcionales al tamafio del sistema son de interés. En nuestro caso es necesario mantenerlo porque
en sistemas finitos no es despreciable.

El principio variacional de Ritz reza de la forma siguiente,

8(BCS|H|BCS) =0 (4.8)

La variacidn ¢ se realiza respecto a los pardmetros i, v, que unido a la condicién de normali-
zacién ui + v; = 1 hace que la variacion recaiga en solamente uno de los pardmetros, en este caso
Vi, de forma que:

8(BCS|H'|BCS) = i<BCS|1€V|BCS>; 9 _0 wd (4.9)
6vk (9Vk (9Vk Uy (9I/tk

aplicando esta definicion a la expresion para la energia (4.7) se encuentra:

4e, — vy — 2G (Z ulvl] e — 4Gy} — [—ZG (Z ulvlﬂ v =0 (4.10)

] Uy ]

Como vemos, todas las ecuaciones estdn acopladas por el término G (3, uxvi), que es precisa-
mente el pardmetro de orden o gap de la teoria BCS Apcy,

Ascs =G ) uvy (4.11)
k
Agrupando el término e,? = & — ¢ — Gv; se obtienen finalmente las ecuaciones las ecuaciones:

2€{ viau + Agcs (v — 1) = 0 (4.12)
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Estas son las ecuaciones BCS, su solucion determina las cantidades uy, v, y por tanto el estado
BCS |BCS ) mediante el Ansatz (4.2).

La solucioén a estas ecuaciones estd dada por las expresiones

1 € 1 €
V=l —2— Ww=o|14 —2 (4.13)

2l Je@r+a 2l Je@r+a

Notemos que esta solucidn depende de los pardmetros A y u, en especial el gap A depende a su
vez de las incdgnitas uy, vy es decir, se trata ecuaciones no lineales. Introduciendo las definiciones
anteriores para uy, v, en la definicién del gap (4.11) obtenemos:

A=G = (4.14)
Z Upvy = 2 Z + o

Esta ecuacion es la llamada ecuacion del gap, y en general requiere encontrar su solucion
numéricamente. Unicamente falta por implementar la condicién (4.6) para determinar el potencial
quimico wu,

2no = (BCS|H|BCS) = 2 Z v (4.15)
k

Diremos aqui de forma general que las ecuaciones (4.14)-(4.15) tienen que ser resueltas numé-
ricamente de forma iterativa.

En el limite termodindmico d/A — 0 que es reproducido analiticamente en el apéndice A , la
ecuacion del gap (4.14) se reduce a la ecuacion estandar BCS 4.2.

4.3.2. Ecuaciones BCS en para el sistema impar

Cuando el sistema contiene un nimero impar (p = 1) de particulas las ecuaciones BCS deben
ser modificadas.

El anstaz BCS en esta situacion estd dado por [BCS ); (4.2). La particula que estd desapareada
se sitda en el nivel j, el cual a través del principio de Pauli inhibe su participacidn en el proceso de
interaccion entre pares. Se dice entonces que el nivel j estd bloqueado, pues siempre se encuentra
ocupado. De esta forma a la funcién de onda que representa [BCS );

BCSY: = ¢} | | (m+vic, el )1-) (4.16)

k#j

se le llama funcion de onda bloqueada. Esta misma funcion es utilizada para encontrar las
ecuaciones BCS para el sistema impar, usando igualmente el principio variacional, encontrando
practicamente las mismas ecuaciones para las amplitudes v; que antes.
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La diferencia reside en que en las expresiones de la seccion anterior no aparece el nivel blo-
queado j, asi por ejemplo el gap se transforma en

A= GZukvk (417)

k#

Es decir el nivel bloqueado j queda excluido de la suma y no contribuye a la energia de apa-
reamiento.

Exactamente igual sucede para la ecuacion que determina el potencial quimico (4.15), que pasa
ahora a ser

N=1+2) (4.18)
k#j
y para la energia total tendremos
2
Epr=2) (&-wvi-G| D mn| =G ) vi+¢ (4.19)
k#j k#j k#j

Como vemos el efecto del nivel bloqueado j contribuye exclusivamente a la energia con el
término cinético ;.

4.4 Discusion cualitativa

Antes de analizar los resultados numéricos que se obtienen al resolver las ecuaciones BCS para
el modelo propuesto, describiremos cualitativamente lo que se espera obtener.

La ecuacion del gap (4.14) estd formada por una suma discreta, esto hard que la evolucién de
A sea decreciente conforme el espaciado d aumente. La razon de este comportamiento reside en
que un aumento en el espaciado entre niveles d implica un decremento en el nimero de pares con
mezcla de apareamiento.

Aproximadamente este nimero se le considera el nimero de pares de Cooper del sistema. Co-
mo en el régimen d > A ningtin par esté en el régimen correlacionado | — €7 < A que es donde
sucede la mezcla entre pares. En consecuencia A serd cero en ese limite y en general A(d) serd una
funcién decreciente de d, llegando a anularse cuando d = A.

El valor del gap para el caso impar serd mas pequefio que para el caso par como funcién del
espaciado d. En el caso impar hay un par de particulas menos que en el sistema par y por tanto
menos pares correlacionados, en consecuencia A serd menor. Este es la manifestacién obvia del
efecto de bloqueo [Sol61], muy conocido en el ambito de la fisica nuclear: los estados que estan
ocupados por una séla particula no pueden tomar parte en la interaccion de pares. El efecto del
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bloqueo es mds acusado conforme aumenta el espaciado d, es todavia mas intenso cuando el esta-
do bloqueado estd més cerca del nivel de Fermi €.

Con los argumentos expuestos anteriormente se espera que el gap A dependa fuertamente de la
paridad del sistema y que para el caso en el que d = A también lo haga. Todos estos razonamientos
hacen presuponer que el tratamiento convencional de campo medio BCS resulta insuficiente.

4.5 Solucion numérica

Es posible resolver numéricamente la ecuacién del gap (4.14) en los limites d < Ay d > A
(ver apéndice A), pero en general el conjunto de ecuaciones (4.14) y (4.15) tienen que ser resueltas
numéricamente. Para hacerlo es necesario fijar los valores de los parametros que fijan el modelo.

Las energias se medirdn en unidades del gap correspondiente al sistema infinito A el cual se
define como A = wpsinkh(1/2). Obviamente el valor experimental para esta cantidad diferird con
respecto al de un sistema infinito [STKC70a, GBM68]. Experimentalmente se encuentra que el
valor para A en los granos de Aluminio es aproximadamente el doble que en una muestra grande.
Para capas delgadas de Aluminio se encuentra [MTF70] A = 0.38 meV que seri el valor utilizado
en nuestras aplicaciones numéricas. Tomando la frecuencia de Debye como wp = 34meV usare-

~ 1-1 . . .
mos A = [sinh"(a)D / A)] = (0.224 como valor para el pardmetro de interaccidon de apareamiento.
En cualquier caso el valor concreto de la constante A no es muy importante, pues si las energias
son expresadas en unidades de A toda la dependencia de A queda absorbida en A.
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— Capitulo 5
SUPERCONDUCTIVIDAD EN EL SISTEMA CANONICO.
TEORIA PROYECTADA.

5.1 Introduccion

Desde los primeros dias de la teoria BCS el Ansatz variacional para el estado fundamental (4.2)
fue rapidamente aceptado y en sus aplicaciones tuvo mucho éxito, a pesar de que en el propio tra-
bajo de Bardeen, Cooper y Schrieffer [BCS57] ya enfatizaron que el verdadero estado fundamental
de un superconductor aislado debe ser un estado con un nimero definido de electrones.

El éxito de la teoria BCS de debe fundamentalmente a dos razones. La primera de ellas es
obvia, desde el punto de vista del cdlculo resulta ser muy sencilla. Determinar los pardmetros va-
riacionales (uy, v; )es muchisimo mds simple en el sistema gran candnico que en el candnico. La
segunda razdén consiste en que se obtienen resultados exactos en el limite termodindmico (N — o0).
Se puede demostrar que la proyeccidn del nimero de particulas corrige la energia por electrén al
orden N~!, como demuestra Anderson en [And58] y Muhlschlegel [Muh62].

Sin embargo a la luz de los experimentos realizados por Ralph, Black y Tinkham [RBT97] el
rango de validez de la teoria BCS debe ser revisada. Como vimos en el capitulo 2 la energia de
carga es mucho mds grande que el gap del sistema infinito A, Ec > A de forma que las fluctua-
ciones en el nimero de particulas estdn fuertemente suprimidas y en consecuencia se necesita una
descripcién canénica. Ademis el espaciado entre niveles d es comparable con A, es decir que el
sistema se encuentra entre el régimen dominado por fluctuaciones d > A (pocos electrones) y el
régimen del sistema infinito d < A.

En esta parte de la tesis nos centramos en la formulacién de la teoria candnica que aplicaremos
en los granos superconductores, es decir, en la recuperacion de la simetria del nimero de particulas.
Lo haremos usando la técnica de la proyeccidn descrita en 3.4 que es ampliamente usada en la
literatura de fisica nuclear. En concreto el método usado se basa en el trabajo desarrolado por K.
Dietrich,H. J. Mang y J. H. Pradal [DMP64]. Existen otras formulaciones alternativas a la que
seguiremos aqui como la que se presenta en [DS99].
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5.2 EIl método BCS proyectado

El método de la proyeccién BCS es llamado en la literatura PBCS (Projected BCS) y nos re-
feriremos a el de este modo. En la literatura ha sido extensamente utilizado no sélo en la fisica
nuclear sino también en modelos de superconductividad disitintos a los usados en esta tesis, ver
por ejemplo la aplicacién de Tanaka y F. Marsiglio [TM].

El método PBCS tiene en cuenta las peculiaridades del Ansatz BCS y toma ventaja de ellas. Al
mismo tiempo asegura la conservacién del nimero de particulas. Esto dltimo se consigue proyec-
tando un estado descrito por la teoria BCS sobre el espacio de Hilbert con el nimero de particulas
correcto. Es posible realizar esta operacion mediante dos caminos distintos (ver 3.4), a saber: se
puede encontrar primero los pardmetros variacionales (uy, vx) del estado BCS y entonces proyec-
tarlo al espacio de Hilbert con el nimero de particulas requerido. A esta forma de proyectar se le
llamé PAV (projection after variation) en el capitulo 3.4. Hagamos notar que este método no es un
método estrictamente variacional. Una mejor alternativa es la otra posibilidad, primero proyectar
y después encontrar los pardmetros variacionales. Este segundo procedimiento es el llamado VAP
(variation after projection) en el capitulo 3.4. Obviamente el método VAP es el que estd de acuerdo
con el principio variacional, y en general con él se obtendran mejores resultados.

En términos generales el método PBCS es una aproximacidn que debe funcionar correctamente
otorgando buenos resultados en los regimenes de pocos electrones y por supuesto en limite termo-
dindmico (N — o0) pero no tiene por que ser esto cierto en la region intermedia, como tendremos
oportunidad de comprobar més adelante.

5.3 El modelo

De nuevo usaremos en nuestras aplicaciones el sistema formado por el grano superconductor
por el hamiltoniano BCS reducido 4.1 que fue usado en el capitulo anterior.

_ i i
H = Z €€, Cro — G Z Cr ChCrr—Cpoy (5.1)
ko=+ Kk’

Notemos que ahora u = O pues en una teoria candnica el potencial quimico no es necesario.
Los operadores CZ . crean electrones en estados |k, +) que son inverso temporales unos de los otros,
cuyas energias vienen dadas por €, = kd. La constante de interaccién G se escribe como G = Ad
siendo A una constante sin dimensiones y d es espaciado medio entre niveles. La constante A esta
relacionada con los pardmetros del sistema A (el gap del sistema infinito) y wj, (la frecuencia de
Debye) a través de la ecuacion del gap en el limite termodindmico sinh(1/1) = wp/ A. Elegimos
A = 0.224, que estd cercano al Aluminio. El espaciado de niveles d determina el nimero N =
2w,/d de niveles, escogidos simétricamente alrededor de €.
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5.4 La teoria PBCS

Como vimos en el capitulo anterior, la teoria BCS no conserva el nimero de particulas, es
decir, el estado |BCS ), no es autoestado del operador nimero de particulas N. En una base de
autoestados del operador N, el estado BCS se podra descomponer de la forma siguiente:

IBCS) = Z cn |BCS )y, (5.2)

N

siendo cy los coeficientes de la expansion en esa base, que en general no son nulos.

Pasemos ahora a encontrar el autoestado con buen nimero de particulas que sustituye a 4.2 en
la teoria proyectada. Por ahora nos restringimos al caso con un nimero par de particulas. Como
hemos mencionado mds arriba es necesario proyectar sobre el subespacio generado por |BCS )y,
es decir

|BCS )y = PV |BCS) (5.3)
El proyector PV es un operador integral cuya expresién es [RS80]:

PV = ;ﬂ dp ) (5.4)

y satisface las siguientes igualdades

[H,PY] = 0
}")N% — ﬁN
pPN.pN = PN (5.5)

Pasemos ahora a calcular la forma que posee el estado con un buen nimero de particulas para
el caso par. Para conseguir esto es necesario actuar con el proyector PV sobre el estado |BCS')

|IBCS )y = PV |BCS) (5.6)

Escribiendo este estado en detalle

1
BCS)v = 5 d¢e’¢<N V] T vl )0 =
] -1 1
= 5 d¢e N (e + €% vic], el ) 1) (5.7)

k

Teniendo ahora en cuenta la igualdad
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N aZe‘i"’N = ei"’az (5.8)

se obtiene

27
IBCS)y = C fo dpe ™ | | (e + evici,cl_) =) (5.9)

k

Siendo ng el nimero de pares del sistema (ny = N/2). La integral sobre ¢ es la que realiza
la proyeccién y por tanto asegura la conservacion del nimero de particulas. La constante C es la
constante de normalizacién para que se cumpla (BCS|BCS )y = 1. Ademas las amplitudes (uy, vi)
deben ser elegidas de tal forma que satisfagan u; + v; = 1. Hagamos notar ahora una caracteristica
importante dentro de la teoria PBCS. Como sabemos, en la teoria usual BCS la magnitud v,% es la
probabilidad de encontrar el par de estados k+, k— ocupados, y y ui es la probabilidad de encon-
trarlos vacios. Pues bien, esto no es cierto en la teoria proyectada como veremos mas adelante.

Es posible realizar la integral en (5.9) analiticamente [TM]. El resultado es una suma sobre to-
dos los productos que aparecen en (5.9) los cuales contienen exactamente N/2 factores de vy CZ+CZ—-
Este nimero de términos es prohibitivo para incluso un nimero moderado de pares ny implican-
do que aun existiendo una forma exacta de calcular la integral de proyecciéon no puede evaluarse.
Existen alternativas para evaluar numéricamente de forma asequible la integral de proyeccion. Una
posibilidad es realizar la famosa expansién de Fomenko [RS80] ampliamente utilizada en aplica-
ciones a los sistemas nucleares, otra consiste en realizar un desarrollo de la integral en 1/n9 como
propuso Kawabata en [Kaw81], sin embargo nosotros optaremos por evaluar las integrales numéri-
camente mediante la técnica del método de la transformada rdpida de Fourier, como serd explicado
mas adelante.

5.5 Integrales de residuo

A partir de ahora es necesario introducir unos objetos que serdn fundamentales dentro de la
teoria proyectada. A través de las cuales podremos expresar los valores esperados en esta teoria.

Estos objetos son las llamadas integrales de residuo y se definen como:

) ) ] 27 . B .
Rt = ﬂ de e i(no—n)¢ l_[ (Mi + el¢v%)_ (5.10)
0 K j1 e ibt

También pueden ser expresadas mediante integrales en el plano complejo:

R’j1'1 ,,,,, M = — dZ Z_(Vl()—") 1—[ (ui + ZV]%) (511)
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Donde la integral se extiende sobre un camino cerrado centrado en el origen. Sin embargo usa-
remos en la formulacién de la teoria y en los propdsitos numéricos la expresion (5.10).

Los M estados listados en los paréntesis son aquellos que son excluidos del producto [ ], (u,f +z v,%)

Para M = 0O el producto contiene N factores diferentes [ ], (u,f +z v,f) Por definicion todas aquellas
integrales de residuo que contengan un par de indices iguales se hacen idénticamente nulas.

Las integrales de residuo satisfacen algunas propiedades matemdticas muy utiles que resumi-
mos a continuacion.

La mas importante de ellas son las llamadas relaciones de recurrencia encontradas por Dietrich
et al [DMP64],y que se obtienen directamente de la definicién (5.10)

o 1 4 .
RJViM = 7 ) dg e =9 1_[ (u,% +e?
k# 1y jM
27
- 2]_71 ) dg e =9 (u,2+e’¢v,2) 1_[ (u,%+vf)
KE 15 ML
= uiR)Iwl g I RO (5.12)
n 1" n+1

Esta igualdad permite el cdculo de una integral de residuo a partir de conocer otras dos, de
modo que tiene inmnesa utilidad para el caculo de las integrales de residuo. Desde otro punto de
vista, la relaciones de recurrencia (5.12) pueden entenderse como condicién de normalizacidn, en
efecto, cuando son evaluadas en el limite de la teoria BCS todas las integrales de residuo se redu-
cen a la unidad y las relaciones de recurrencia (5.12) devienen en la condicidon de normalizacion
usual ui + vi = 1. Desde esta observacion también se desprende que todas las integrales de residuo
estdn comprendidas entre los valores Oy 1.

Los valores esperados en la teoria proyectada quedan expresados a través de las integrales de
residuo, como ilustracién podemos calcular la probabilidad de que un par de estados (k+, k—) esté
ocupado por dos electrones:

Rk
(BCS|(crscio)' crsci IBCS Yy = v R—; (5.13)
0
y la probabilidad de que no estén ocupados esta dada por:
I
1 » Ry
1 —(BCS | (crrck-)" CrCci—|BCS )y = u; 70 (5.14)
0

Estas expresiones tienen un significado importante, como vemos en la teoria proyectada las
cantidades ui y v,% no tienen el significado de probabilidades de ocupacién como ocurria en la
teoria BCS sino que aparecen moduladas por las integrales de residuo. Desde este punto de vis-
ta la ocupacién de un nivel depende de las ocupaciones del resto de los niveles a través de las
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integrales de residuo. En otras muchas magnitudes la presencia de las integrales juega el mismo
papel. Con esto podemos inferir que las integrales de residuo son las responsables de tratar mas
adecuadamente las correlaciones entre particulas que en la aproximacién BCS.

5.6 La energia proyectada

Una de las ventajas de usar el formalismo de las integrales de residuo en la teoria proyectada es
que los valores esperados en esta teoria pueden ser obtenidos a partir de los de la teoria BCS con la
simple introduccién adecuada de las integrales de residuo, sin necesidad de calcular explicitamente
dichos valores medios (como veremos a continuacidn para el caso de la energia). En otras palabras,
la formulacion de la teoria proyectada usando el método de las integrales de residuo transcurre en
forma paralela a la de BCS.

Pasemos ahora al célculo de la expresion de la energia dentro de la teoria proyectada

_ (BCS|H|BCS )y

"~ (BCS|BCS)y (5.15)

El célculo de cada uno de los elementos de matriz que contribuyen en esta expresion esta
realizado con todo detalle en el apéndice B. La expresion final es la siguiente:

G\ R Rl
EN:zZ(ej_E)VJR_g_GZk:”’Vf”"ka_g (5.16)
J J

La energia proyectada posee una peculiaridad que no cumple su andloga en la teoria BCS. Las
amplitudes u;, v, no determinan por completo la energia proyectada, en efecto, la transformacion:

v = L i, = MW (5.17)

1/2 k 1/2
(u,% + ﬁzv,%) (u,% + ﬁzv,%)
deja invariante la energia (5.16) y otras cantidades como las probabilidades de ocupacién. Esta

ambiguedad no existe en la teoria BCS. La razon reside en la estructura del estado proyectado
|BCS Yy, la transformacién e®V|BCS )y conduce a un estado proporcional al anterior, es decir

¢V BCS Yy o« |[BCS )y (5.18)

Esta transformacidn se entiende como una rotacion en el espacio gauge N con dngulo « dejan-
do invariante la energia.

Mis adelante veremos cémo usar esta arbitrareidad en provecho de las aplicaciéon numérica.
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5.7 Ecuaciones variacionales

Como sabemos, el principio variacional determina las cantidades u;, v;. Al igual que en la
teorfa BCS el principio toma la forma matemadtica siguiente:
§(BCS|H|BCS )y =0 (5.19)
La minimizacidn se realiza respecto del pardmetro v;. Esto da lugar al siguiente conjunto de N
ecuaciones (ver la seccién B.2 del apéndice B para los detalles en los cédlculos)
(& + Ap) weve = Ay (g —vy) (5.20)

Donde el conjunto de cantidades €, A;, A se define de la forma siguiente:

G\ Rj

ék = (Gk——)— (521)
2)R
G R

Ak = - Uv—-= (522)
2

" " .
Ay = Z(Gk - g)vz[Ré ~ Ry - Ii{Rl]( _RS] -
- 2/ R) R) R)
G Ré‘kl _R{kl R{IR]; —R(I;
- u;vuv (— - - (523)
2 ;‘ Ry Ry R
El conjunto de ecuaciones (5.20) recuerdan las ecuaciones BCS ordinarias (4.12), para las cua-
les Ay = 0y & = & — Gv; — u. Notemos que en las ecuaciones proyectadas el campo A aparece

en adicién con respecto a las ecuaciones BCS.

Resolviendo estas ecuaciones numéricamente obtenemos una cota superior para la energia del
estado fundamental, la forma de hacerlo se detalla en el apéndice B, en concreto en B.5. El caso
para un nimero impar de particulas se analiza en el B.23.

En el limite d — 0 cuando el producto nyd es constante la teoria proyectada se reduce a la
teorfa BCS, esto sucede cuando las fluctuaciones en el nimero de particulas son despreciables.

En esta situacién las integrales de residuo se hacen iguales (pues pueden ser aproximadas en
este caso por sus valores de ensilladura ¢ = 0 [DMP64]). En consecuencia el campo A; se anula
idénticamente. Las ecuaciones variacionales (5.20) se desacoplan y se reduden a la ecuacién del
gap ordinaria.

En el limite opuesto d > A donde el nimero de pares ny es pequefio, es decir estamos en el
régimen dominado por fluctuaciones en el nimero de particulas, se hace necesario encontrar la so-
lucién exacta para poder comparar con los resultados de la proyeccion. Estas comparaciones seran
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realizadas mds adelante. Adelantando resultados diremos aqui que se encuentra un acuerdo muy
bueno entre las predicciones para la energia segun la proyeccion y la teoria exacta, alrededor del
6 % para un nimero de pares ny = 10. Este resultado muestra que las fluctuaciones superconduc-
toras son tratadas de forma satisfactoria por la teoria proyectada en esta region.

En principio parece claro que si la teorfa proyectada funciona para ambos regimenes d < A'y
d > A es razonable confiar que en el régimen intermedio o de transicién d ~ A también lo har4,
a pesar de que no podemos cuantificar el error cometido sin realizar los célculos. En los capitulos
siguientes veremos sin embargo cdmo la teoria proyectada no contiene las correlaciones necesa-
rias para describir correctamente dicha transicion, asi como otras magnitudes que caracterizan las
correlaciones y cdmo la teoria que nosotros proponemos en esta tesis remedia este problema.
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— Capitulo 6
LA soLUCION EXACTA DE RICHARDSON

6.1 Introduccion

Richardson y Sherman mostraron en el afo 1964 [RS64] que los autoestados y sus corres-
pondientes energias del hamiltoniano de apareamiento 5.1 pueden obtenerse exactamente para un
conjunto no degenerado de energias de particula €. Esto es posible, como demostraron Richard-
son y Sherman resolviendo un conjunto de ecuaciones algebraicas acopladas, tantas como pares de
particulas tiene el sistema.

El trabajo de Richardson fue pasado por alto y olvidado por la comunidad cientifica hasta que
en 1998 fue recuperada por F. Braun y J. Von Delft [BvD99b] y por J. Dukelsky y G. Sierra [DS99]
en sus aplicaciones en los granos superconductores a partir de las propias indicaciones de Richard-
son.

En este capitulo discutimos brevemente la esencia del método de Richardson que permite resol-
ver el hamiltoniano (5.1). Mds adelante veremos como el método de Richardon puede extenderse
a hamiltonianos de apareamiento mds generales que el que nos estd ocupando hasta ahora.

6.2 EIl método de Richardson

Incluso Bardeen, Cooper y Schrieffer objetaron en su trabajo [BCS57] que si la interaccién
del hamiltoniano ([?]) es atractiva, entonces evidentemente el estado fundamental del sistema no
tendra ningtn estado |k+) ocupado por un unico electron. En términos del efecto de bloqueo es-
te argumento puede ser generalizado, como los niveles bloqueados no participan en la dindmica
generada por la interaccion éstos pueden ser eliminados del modelo. De esta manera el sistema
tendrd autoestados en los cuales ninguno de los restantes niveles sin bloquear estard ocupado por
un unico electrén.

Richardson obtiene provecho de esta situacion introduciendo operadores de pares de electrones
by, = c_cry, y explota el hecho de que en el espacio de Hilbert formado por los estados que no
estdn ocupados por electrones individuales el hamiltoniano modificado

A=Y 2eablb,~G Y bby 6.1)
k

kk’
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es equivalente al de (5.1). En efecto, mientras que los términos de la interaccién son ambos
idénticos, el término cinético de (6.1) cuenta pares de electrones en lugar de electrones indivi-
duales como ocurre en (4.1). Como H es cuadritico en los operadores b;’s en principio podrian
representar bosones. Sin embargo, consiten en dos electrones satisfaciendo el principio de Pauli,
no se comportan como bosones auténticos, sino que satisfacen una identidad mas restrictiva

|be. b}, | = 6w (1 - 26]by). (6.2)

En el trabajo original de Bardeen, Cooper y Schieffer [BCS57] se llegé a la siguiente conclusién
. hamiltoniano modificado es cuadratico en los operadores b;’s uno deberia esperar encontrar una
solucion exacta para el estado fundamental mediante una apropiada redifinicion de los estados de
particula individual, como puede ser realizado por las estadisticas de Fermi-Dirac o Bose-Einstein.
Nuestros pares no parecen obedecer ninguna de estas, y por tanto una solucién simple no parece
posible".

Este juicio no parece correcto pues Richardson dio un método sencillo y directo para resolver
el hamiltoniano cuadratico y mostré que todos los célculos son tratables para T = 0.

El punto de partida de Richardson fue expresar un estado general del sistema |®) como:

®) = D @i ki) by by 1) (63)

e

donde la suma queda restringida a excluir la ocupacién doble de los estados de pares electro-
nicos.

La funcién de onda ¢ se debe encontrar resolviendo la ecuacidén de Schrodinger como se detalla
en el apéndice E.2.

Richardson mostré que el siguiente Ansatz con n, parametros ¢; (k = 1...ng) funciona de for-
ma eficaz

no 1
oy ky)oc y P — (6.4)
0 Zpl D 26k]. .0))
Aqui }» P representa la suma sobre todas las permutaciones de los enteros 1,...,ny, y los

pardmetros e; son las soluciones del conjunto de ecuaciones algebraicas llamadas ecuaciones de
Richardson

1 z": 2 2201 220: 1
— + = P — k:]...no (65)
G Sk G T % I E 26— e

La energia total del estado fundamental para el sistema con un nimero par de electrones esta
dada por
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1o

Ecxacta = €k, (66)
k=1

siendo el conjunto ¢; aquellos que proporcionen la menor energia. Un poco mds adelante
aclararemos el significado fisico de estos pardmetros. En general las soluciones ¢; son comple-
jas [RS64] y por razones de simetria aparecen en pares complejo conjugados, asegurando que la
energia total E, .., sea real.

Una vez que los pardmetros e; son encontrados, la funcién de onda es conocida (salvo el factor
de normalizacidn) a través de la ecuacion (6.4).

En general no nos ocuparemos de conocer explicitamente dichas funciones sino que nos preo-
cuparemos por ciertos valores esperados que cuantifican aspectos de las correlaciones en el siste-
ma. Una de estas cantidades son los correladores definidos como

C? = {c], crvcl_cio) —{c) o )el e, (6.7)

que en términos de los operadores del hamiltoniano modificado son expresados por:

C7 = (bib,y — (bjb)* = m — nf, (6.8)

donde n;, = (d)lebkl(I)) es la probabilidad de ocupacién de un estado de pares. Los correladores
pueden ser facilmente comparados con el resultado de la aproximacién BCS y la teoria proyectada,
pues su definicion es independiente de la teoria usada.

Richardson mostré en [Ric65, Ric66] que los n;’s necesarios para expresar los correladores
pueden ser escritos como

no
aj
n; = S (6.9)
k=1 (2€k - ek)2

con ¢; siendo la solucion de un sistema de ecuaciones lineales de dimension ng X ng

no o
1

> —ZZ;ak+22L—l (6.10)

2 2 2
j (26]~ - ek) e (€1 — ) e (e — )

Comparado con la resolucién del sistema (E.17) para encontrar los pardmetros ey, la solucién
del sistema lineal anterior es numéricamente trivial y los n; pueden ser encontrados conveniente-
mente por el método anterior.

Pasemos ahora a esclarecer el significado de las incégnitas e;. Formalmente, como Richardson
mostrd en [Ric77], 1a solucién de las ecuaciones (E.17), es decir, los e, pueden ser mapeados sobre
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un problema electroestatico en dos dimensiones. En esta analogia las soluciones e; son los lugares
de ng cargas libres en el plano complejo. Las ecuaciones (E.17) representan las configuraciones de
equilibrio que alcanzan estas cargas bajo la influencia de un campo uniforme externo de intensidad
—G y un campo de cargas fijas situadas sobre 2¢; en el eje x. Explotando esta analogia y la expan-
sién multipolar del campo eléctrico asociado con la distribucion de cargas, Richardson encontrd
que en el limite termodindmico ny — oo a nyd las ecuaciones (E.17) conducen a las ecuacién del
gap en la teoria BCS y la energia exacta E, .., (6.6) reproduce la energia BCS.

Para sistemas finitos, las cantidades ¢, tienen que ser resueltas numéricamente resolviendo el
sistema acoplado (E.17). Dicha solucién numérica es algo complicada por el hecho de que las
ecuaciones de Richardson son singulares para distintos valores en la interaccién G, para los cuales
dos de las e, se vuelven iguales a €. El mismo Richardson propuso en [Ric66] una transforma-
cion para desprenderse de los puntos singulares y regularizar asi las ecuaciones. Para propdsitos
numéricos usamos la transformacién sugerida por Richardson como se explica en E.3.
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— Capitulo 7
EL METODO DE LA COORDENADA GENERADORA

7.1 Introduccion

Hasta ahora, en los capitulos precedentes hemos desarrollado dos aproximaciones (teorias BCS
y PBCS) para tratar la naturaleza de la superconductividad. Dichas aproximaciones estas basadas
en escribir el estado general del sistema como una funcién de onda producto para poder incluir las
maximas correlaciones posibles. Sin embargo, usando este esquema es posible afiadir mas corre-
laciones con la esperanza de que se mejoren los resultados ofrecidos por la teoria BCS y por la
proyeccidn al nimero de particulas.

Con este objetivo en mente, en este capitulo desarrollaremos la teoria del método de la coorde-
nada generadora (MCGQG) y plantearemos su aplicacion en los granos superconductores.

El método de la coordenada generadora es un método cudntico completamente general basado
en construir un estado basado en una superposicion lineal de estados producto diferentes. EI méto-
do fue propuesto originalmente por Hill, Wheeler y Griffin [HW53, GWS57, Gri57].

El MCG puede ser usado en diversidad de problemas. Su origen reside en la fisica nuclear,
sus primeras aplicaciones trataron problemas como las vibraciones arménicas en nicleos o pro-
cesos de fision donde la dindmica colectiva juega un papel esencial. Otras aplicaciones pioneras
representativas son las aplicaciones a los clusters [WM66, BW68] nucleares, y a la dispersion de
particulas compuestas sobre nicleos [Fli72, BBBM75].

Desde el punto de vista tedrico uno de los mayores logros que ha conseguido el MCG en la
teorfa del movimiento colectivo es que se puede derivar desde un tratamiento cuantico un Hamil-
toniano colectivo que provee una conexion microscopica a los modelos colectivos clasicos [RS80].

Expondremos ahora a modo de introduccion la idea fundamental que estd detrds del método de
la coordenada generadora.

Antes de nada es necesario comenzar por la elecciéon de un conjunto de estados |D(q)), los
cuales dependen paramétricamente de uno o mds grados de libertad colectivos {q} = g1, g2, - - ., gn,

éstas son las llamadas coordenadas generadoras.

En la fisica nuclear uno de los ejemplos mds representativos como coordenada generadora es
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la deformacién cuadrupolar (g,9) € incluso pardmetros que identifiquen la orientacidn, la forma,
el tamafio o la posicidn. Las correspondientes variaciones (mezcla de configuraciones) inducen
cambios en los estados, de esta forma se podra estudiar y describir cémo el sistema responde a
la dindmica que representa dicha coordenada. Desde el punto de vista formal es un método va-
riacional sencillo y simamente flexible, incluso puede extenderse al caso de grados de libertad
colectivos continuos.

Es importante notar desde el principio que la eleccion de la coordenada generadora es com-
pletamente libre y debe estar dictada por el problema a estudiar. Pero es necesario tener en cuenta
que la eleccidén lleva de forma implicita la suposicion que los otros grados de libertad tienen el
tiempo suficiente de relajarse por completo, en otras palabras, es necesario asegurarse que el grado
de libertad escogido es el responsable del fendmeno que se estd estudiando.

7.2 EIl Ansatz MCG. Ecuacion de Hill-Wheeler

Como dijimos previamente en la introduccién el MCG consiste en tomar como estado inicial
una superposicion de los estados generadores [®(q)). La superposicion se obtiene variando los pa-
rametros {q}, que son las llamadas coordenadas generadoras, en virtud del movimiento colectivo
que son responsables. Notemos que el nombre de coordenada es algo confuso, pues el conjunto de
las {g} no son en modo alguno coordenadas en el sentido matematico.

Dicho estado se representa matemdticamente mediante la siguiente integral:

o) = qu fo (@) |1D(q)). (7.1)

Como vemos el conjunto {g} juega el papel de un indice continuo sobre el que se realiza la
integracion.

A las funciones f, (g) realizan el papel de funciones peso y determinan por completo el com-
portamiento de las coordenadas {q} en el estado [¥,). En realidad cuantifican la proporcién de
mezcla de cada uno de los estados |®(q)), aunque en si mismo, las funciones f no tengan signifi-
cado fisico alguno como veremos mds adelante. El subindice o etiqueta los distintos estados MCG
que se ontendran. Asi por ejemplo, para oo = 0 tenemos el estado fundamental y parao = 1,2,...
el resto del espectro.

Recordemos que la formulacion del método asi planteado es completamente general y nada
dice acerca de cual debe ser la eleccion de los estados |®(q)), y en realidad puede ser cualquiera.
En general podemos decir que en las aplicaciones en fisica nuclear y en la que realizamos en esta
tesis estd ligada con la construccién de estados correlacionados de muchos cuerpos, y en general
son estados de tipo producto. Es una regla usual usar estados con deformaciones colectivas como
pueden ser vibraciones de superficie, estados de fision, difusion de iones pesados. La flexibilidad
en escoger los estados generadores a veces trae el inconveniente de trabajar con bases no ortogo-
nales.
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Tratemos ahora el problema de encontrar las funciones f,(g) que como sabemos determinan
el estado MCG |Psi). Ante todo se asume que las funciones f se comportan bien con respecto a
las variables {q}, en especial se espera que sean funciones de cuadrado integrable, de tal forma que
se puedan realizar las operaciones matemadticas que a continuaciéon vamos a usar. Para un mayor
detalle consultar [RS80] y las referencias alli facilitadas.

El MCG es un método variacional. En consecuencia las funciones f deben hallarse a partir del
principio variacional de Ritz:

WA _

——2 =0 7.2
(YY) (7:2)

Realizando la variacion con respecto a f(q) se obtiene la siguiente ecuacion integral:

f dq' (D(q)HIO(q")) f(q) = E f dq’ (D(g)|D(q")) f(q") (7.3)

Esta expresion recibe el nombre de ecuacion de Hill-Wheeler [HW53]. Simbdlicamente en
forma matricial puede escribirse como:

Hf = ENS (7.4)

donde las matrices N'y H son los llamados solapes de la norma 'y solape del hamiltoniano
respectivamente:

Hyy = (D(@IHID(q")) (7.5)

Nyg =(D()|D(q")) (7.6)

Formalmente, la ecuacion (7.4) puede verse como una diagonalizacién del hamiltoniano en la
base no ortogonal |D(q)), es decir, que los estados generadores para distintos valores de g no son
ortonormales. Notemos que la ecuacidn (7.4) solamente puede tratarse como un problema de dia-
gonalizacidn en el caso de que el conjunto de las coordenadas generadoras sea finito. Precisamente,
esta es la situacion mds comun. En esta situacidn se tiene un ndimero finito de estados |®(q)) que en
general son linealmente dependientes y en consecuencia la base formada por ellos no es completa.

Antes de indicar como obtener la solucidn a la ecuacion de Hill-Wheeler indiquemos cual es
la solucion formal a dicha ecuacidn. Si se invierte la matriz del solape de la norma se llega a:

N 'Hf =Ef (1.7)

Esta expresion es directamente una ecuacién de autovalores, donde la matriz a diagonalizar
es N7'H, sin embargo esta matriz puede no ser hermitica, esto es asi cuando la matriz N tiene
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autovalores no nulos. Por norma general este es el caso pues como hemos dicho la base de estados
|D(q)) es, en general, linealmente dependiente. La forma usual de resolver el problema es mediante
el método de ortonormalizacion de Gram-Schmidt, que conduce a la descomposicion de la matriz
N es dos matrices triangulares. Otro método posible es el llamado ortogonalizacién simétrica, el
cual es el aplicable al caso continuo.

En esencia, la solucién de la ecuacion de Hill-Wheeler (7.4) consta de dos diagonalizaciones,

la primera de ellas se realiza con la matriz N. Esta primera diagonalizacién permite construir una
base U;(q) en la que se satisface

qu,qu’Uk(q') = mUi(q) (7.8)

La base formada por U,(q) esta etiquetada por el indice discreto k = 1, ... que a su vez etiqueta

los autovalores n;. Observemos que N es una norma, de modo que sus autovalores no son nunca
negativos ny > 0.

En el caso que ocurra n;, = 0, esto corresponde a una norma nula para el estado asociado a

este autovalor, lo que demuestra que en este caso las funciones son linealmente dependientes, y el

subespacio con autovalores nulos debe ser omitido.

Las funciones U;(q) forman un conjunto completo ortonormalizado en el espacio de las fun-
ciones f y satisfacen en consecuencia

Z Udg) U (qg") =g - q") qu Ui(@) Up(q) = O (7.9
X

En el espacio de las U,(q) 1a matriz N puede ser descompuesta como N = N'/2N"/2 con

N'(g,q") = Ulg) VmU(q' (7.10)
k

De esta forma se llega a un nuevo problema de autovalores

NYVHN2g = Eg (7.11)

donde las funciones originales quedan definidas a partir de f = N~'/2g.

La nueva ecuacion de autovalores (7.11) tiene la ventaja de que ahora si estd formada por una
matriz hermitica y de que las funciones g son ortonormales y se pueden interpretar como amplitu-
des de probabilidad, mas adelante veremos como este echo serd fundamental para caracterizar a la
funcién colectiva |W).

Por otro lado la inversion de la matriz NV resultard imposible si N tiene autovalores nulos
(nr = 0). Es posible demostrar que a tales autovalores y a sus correspondientes funciones, digamos
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12, Ie corresponden estados MCG |¥,,) que no estdn determinados univocamente. En efecto, siem-
pre podemos afiadir una funcién f° y obtener el mismo estado [¥,.).

Para encontrar una correspondencia univoca entre los estados [¥,.) y las funciones f, debemos
restringir a las funciones f a ser combinaciones lineales de las funciones U;(q) con n; # 0. Para
cada una de estas funciones existe en el espacio de Hilbert un estado normalizado que es de la
forma

1
ky=— | dqU Y(g)). 7.12
k) e qUi(q) ¥(q)) (7.12)
Estos estados son los llamados estados naturales.

Son estados ortogonales y sirven de base para un subespacio de Hilbert el cual encierra la di-
namica de los grados de libertad colectivos.

En lugar de diagolanizar (7.11), se diagonaliza el Hamiltoniano proyectado en el espacio co-
lectivo PcH P, siendo Pc el proyector:

Pe= )" kK (7.13)

k,ng#0

Tenemos asi la siguiente ecuacion de autovalores

D (HIK g = Eg (7.14)
k/
donde
Ui(q) Uv(q)
(k{HK'y = f dgdq' —=H(q.q") (7.15)
Los autoestados correspondientes son:
W)= > gk (7.16)

k,ng#0

Juntandola con la definicién de los estados naturales (7.12) se obtiene para la funcién f

8k
— § 2L U 7.17
f(q) r \/n_k k(q) ( )

Resaltemos de nuevo que esta expresion para las funciones f sélo tiene sentido si existe un
ndmero finito de autovalores con n; # 0.
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7.3 Funciones colectivas

Centremos ahora la atencidn en las funciones f(q) para comprender su significado fisico. Di-
chas funciones se han introducido como coeficientes en la expansion del estado MCG |¥) en tér-
minos de la base no ortogonal de estados generadores |®(g)). Sin embargo, no pueden ser interpre-
tadas como amplitudes de probabilidad que seria lo mds deseable, la razon de este comportamiento
reside en lo siguiente, si realizamos el solape entre dos estados MCG tenemos

(Vol¥o) = qudlI' s @f-(q)N(g,q) = 1. (7.18)

La presencia de la matriz del solape en la expresién anterior hacer ver que las funciones f no
pueden representar amplitudes de probabilidad.

Sin embargo si es posible definir unas nuevas funciones las cuales si poseen el significado de
probabilidad. Antes de pasar a definirlas veamos cual es el significado fisico de las amplitudes f.

Introduzcamos para ello una nueva base, la llamada base biortogonal [Won70], formada por
los estados |D(gq)), estos estados se caracterizan por la propiedad

(D(ID(g")) = (g - ') (7.19)

En el caso en que la matriz norma tenga autovalores nulos n, = 0, la propiedad anerior se
transforma en

(D(glD(g") = Z UU,(q) (7.20)

k,ni#0

Se pueden formar estados con esta propiedad expandiéndolos en la base de estados naturales

- U
(@) = > —=Ik) (7.21)

Por otro lado, los estados asi definidos no pertenecen al espacio de Hilbert porque su norma
no es necesariamente finita. La utilidad de esta construccion reside en que podemos expresar las
funciones f en términos de estos estados

(@) = (D(q)|¥) (7.22)

En consecuencia f(q) cuantifica el solape entre el estado MCG [¥) y el estado biortogonal
|®(g)). En otras palabras, las funciones f representan la amplitud de probabilidad del estado bior-
togonal |®(q)) en el estado MCG |¥). Desde este punto de vista también es claro que las funciones
f no son necesariamente funciones que se comporten adecuadamente.
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Volvamos ahora al problema de encontrar unas funciones que expresen amplitudes de probabi-
lidad, dichas funciones vienen dadas como dijimos por G en la ecuacién de autovalores (7.11).

Seria deseable poder expresar estas funciones en términos de los estados U;(q). Para ello la
relacién que existe entre las f y las G es G = N/ f, considerando ahora las expresiones (C.3) y
(7.10) se llega a

6@ =) U (7.23)
k,ng#0

El cuadrado de estas funciones expresa la probabilidad de encontar al estado MCG (g) con un
valor de la coordenada q.

Para finalizar mencionemos cuales son las condiciones par que los estados [¥) estén cercanos
a los estados exactos del sistema. Esto sucede cuando el espacio colectivo contiene los autoestados
del hamiltoniano, esto es lo mismo que exigir que el hamiltoniano conmute con el proyector Pc, o
que al menos esté proximo a cero.

[H,Pc]=0 (7.24)

Obviamente esta condicion depende de la eleccién del conjunto de estados generadores |D(q)).

7.4 Valores esperados

Pasemos ahora a desarrollar la expresion para encontrar el valor esperado de un operador dado
O en los estados MCG |¥), es decir, (¥|0|¥).

Por definicidon tenemos

IO - f dqdq @) f@) Oya
8k 8k , .
; NN dq'dq U, (q") U(q) Qgq (7.25)

Donde hemos usado laidentidad (7.17) y Q,, representan los elementos de matriz del operador
Q en la base de estados generadores

Qyq = (D(g)I0ID(9)) (7.26)
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7.5 Resolucion numeérica de la ecuacion de Hill-Wheeler

Pasemos ahora a discutir las diferentes posibilidades para resolver la ecuacion de Hill-Wheeler
(7.4). En general, en la mayoria de las aplicaciones précticas no se cuenta con un conjunto de
estados |®(q)) con una variable continua. Mds bien se tiene generalmente un conjunto discreto de
estados. En esta situacidn, el método de resolucidn pasa por discretizar las integrales que aparecen
en todas las expresiones anteriores.

De aqui se sigue que los solapes se convierten en matrices y la ecuacion integral de Hill-
Wheeler pasa a ser una ecuacion matricial.

Los estados MCG pasan a ser

¥ = > (g5 1(g) (7.27)

1

Aqui hemos admitido que la variable dq se ha discretizado dq ~ ¢q; — q;—; y se ha incorporado
a las fuciones f(q).

Con esta discretizacidén pasemos ahora a formular los pasos necesarios para resolver la ecua-
cién de Hill-Wheeler.

Comenzamos diagonalizando la matriz de solape N (7.5) que ahora como hemos dicho ante-
riormente es una matriz

Nog = (O(q)|H|D(q)) (7.28)

A continuacién obtenemos los autovalores 7, y los autovectores U(q). En este paso debemos
restringirnos a partir de ahora a trabajar con los autovalores que no sean nulos, es decirn; # 0y
con sus correspondientes autovectores. Ademads tenemos que contemplar la existencia de autova-
lores nulos o bien muy pequefios, los cuales han de ser desechados también. Las razén principal
de hacerlo es doblemente por motivos numéricos y fisicos. En virtud de su valor tan pequefio es
posible que no se hayan calculado con la precisién requerida y eso inducird a que se produzcan
ruidos numéricos que desvirtuen los cdlculos finales. Fisicamente estd justificado por el hecho de
que los valores pequeiios en los autovalores del solape conllevan muy poca informacion fisica pues
estdn asociados a que los estados generadores son linealemente dependientes, por otro lado estos
autovectores corresponden a componentes de alto momento colectivo. Los autoestados asociados
asimismo presentan un comportamiento anémalo. En consecuencia es necesario realizar una trun-
cacion en los autovalores n;, y quedarse con aquellos que sean més grandes que un cierta tolerancia
€. Obviamente la eleccién de la tolerancia € debe ser realizada garantizando que los resultados fi-
nales no dependan de este parametro, es decir, que se obtenga convergencia de tanto la energia
como las propias funciones de onda colectivas g, como funcién de la tolerancia.

El siguiente paso consiste en formar la matriz del hamiltoniano en la base de estados naturales
ecs. (7.14) y (7.15) y diagonalizarla. Esta segunda diagonalizacidén proporciona las energias E, las
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funciones colectivas g; y los estados [¥) en la forma (7.16). Asimismo podemos obtener las fun-
ciones f a través de (7.17), que en el caso discreto estin bien definidas, pero recordemos que en el
caso continuo puede no ocurrir asi.

Hagamos ahora un comentario sobre el nimero de puntos g; que forman la base de estados
generadores |®(q;)). En general elegir mds puntos es una buena idea para la convergencia de la
energia E y para los estados MCG |®) (bien puede suceder que encontremos convergencia en ellos
y no en las funciones f), sin embargo pese a que intuitivamente parece razonable aumentar los
puntos lo maximo posible, esto no resulta de ninguna forma practico. La razén es la siguiente,
en el momento en el que aparecen autovalores de la norma muy pequefios aumentar el nimero
de estados |®(g;)) s6lo hard aumentar dichos autovalores casi nulos, pues lo que se estd haciendo
es introducir méds dependencia lineal en los estados generadores, y por tanto, no aportando infor-
macion fisica relevante, haciendo ademads que el tiempo de cdlculo aumente considerablemente.
Todos estos aspectos los veremos analizados con cierto detalle en la parte de la tesis dedicada a las
aplicaciones del MCG en granos superconductores.

Pasemos ahora a mencionar otros métodos de resolucion de la ecuacién de Hill-Wheller que
son también usados con frecuencia en la literatura.

Existen casos especiales donde la matriz de la norma N es de tal forma que es posible sin
necesidad de diagonalizarla encontrar sus autovectores y sus atovalores analiticamente. Este es el
caso por ejemplo cuando los elementos de la matriz de la norma dependen a través de la diferencia
(g — q’), en este caso los autovectores son directamente ondas planas de la forma:

Ui(q) o« ™ (7.29)

y sus correspondientes autovalores son

ny = f dg Nyoe™. (7.30)

En este caso la expansion en estados naturales corresponde a una transformada de Fourier y la

limitacidn a los autovalores mds grandes de la € se traduce en una exclusion de los altos valores de
k.

Esto mismo puede emplearse cuando la norma no puede ser diagonalizada analiticamente, si
esta es posible aproximarla a alguna funcién N,, ,» que tenga la propiedad anterior.

Asimismo es comun encontrar casos donde una eleccion del conjunto de estados generadores
lleve a que la matriz de la norma pueda diagonalizarse analiticamente. La aproximacion aparecerd
aqui cuando la expansion en estados naturales quede truncada a un nimero finito de ellos.

Para finalizar con las posibles estrategias de resolucion de la ecuacion de Hill-Wheeler acaba-
mos con aquellas que usan ciertas propiedades de los solapes de la norma N y del Hamiltoniano .
En especial existen ciertas ventajas cuando estas matrices presentan valores maximos en ¢ = ¢q’.
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Usando esta propiedad es posible transformar la ecuacion integral de Hill-Wheeler en una ecua-
cion diferencial de segundo orden, que es un problema mucho mas manejable.

Uno de los ejemplos mds importantes lo encontramos en la aproximacién llamada GOA (Gaus-
sian Overlap Approximation) [HWS53, JS64, Kam68, Vil75] la cual se basa en aproximar la matriz
de la norma por una gaussiana

Ny = e 1P@5 (7.31)

donde

/

9+4q

7 s=@—4) (7.32)

a =

representan las coordenadas del centro de masas. Para mds detalles consultar [RS80] y las re-
ferencias alli dadas.
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— Capitulo 8
APLICACION DEL METODO DE LA COORDENADA
GENERADORA EN GRANOS SUPERCONDUCTORES

8.1 Introduccion

En el capitulo anterior hemos introducido el método de la coordernada generadora (MCG) y
hemos presentado su filosofia general asi como la formulacidn necesaria para poder emplear el
método.

En este capitulo exponemos una primera toma de contacto con la aplicaciéon del MCG sobre
granos superconductores. La motivacion fundamental de formular y aplicar el MCG en los granos
superconductores reside en plantear una teoria que conserve el nimero de particulas y que sea
capaz de tratar la mayor cantidad de correlaciones posibles, mds alld incluso de la teoria PBCS.
La existencia de una solucidén exacta para la interaccion reducida de apareamiento es un aliciente
inmejorable, pues se podra comprobar la aplicabilidad y eficiencia del MCG para estos sistemas.
Asi como también en modelos basados en una interaccidén de apareamiento generalizada que tam-
bién cuentan con solucién exacta, como veremos en la parte final de la tesis.

Se discutirdn y valoraran asimismo las diferentes posibilidades para la eleccién de las coorde-
nadas generadoras y se justifacard su planteo y sus resultados en la descripcion de las magnitudes
fisicas mds importantes para la descripcion de los granos superconductores.

Esto sentard las bases para la ultima parte de la tesis, donde desarrollaremos las aplicaciones

numéricas no s6lo utilizando un hamiltoniano sencillo como haremos en el préximo capitulo sino
modelos mas complicados con una interaccion de apareamiento lo mds general posible.

8.2 EIl Ansatz MCG aplicado a los granos superconductores.
Aproximaciones MCGPAV y MCGVAP

Como vimos en el capitulo anterior, el ansatz MCG estd dado por la expresién (7.1)

o) = qu fo (@) 1(q)) (8.1)
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El primer paso es establecer cual es la base formada por los estados generadores [®(g)). En
todo el trabajo desarrollado en esta tesis el conjunto de coordenadas generadoras {g} se reduce a
una séla {g} — &. Es decir trabajamos con el MCG en una dimension.

Antes de entrar en la discusién sobre la eleccidon de la coordenada generadora fijemos los esta-
dos |®@(£)). Las discusiones en los capitulos precedentes han servido para dejar claro que cualquier
aproximacion que quiera optar a una descripcidn satisfactoria en sistemas finitos como los granos
superconductores debe estar planteada en el sistema candnico, es decir debe ser una aproximacion
que tenga definido el nimero de particulas. En consecuencia si queremos que el estado final |¥,)
tenga el nimero de particulas correcto la base de estados generadores debe estar también formada
por autoestados del nimero de particulas. Es natural por tanto, elegir éstos como los de la teoria
proyectada

|D(&)) = [BCS (©))n- (8.2)

Donde ahora la dependencia en la coordenada ¢ queda expresada a través de los estados
|IBCS (£)), mds adelante veremos como construir €stos estados.
Nuestros estados MCG quedan ahora definidos como

o) = fdf fo (&) IBCS (E)n- (8.3)

Veamos con mas detalle la estructura del estado final MCG

¥, = f dédo f-©) e % | [ (w© +*vi@ el ) 1) (8:4)

k

Como se observa claramente la dependencia con la coordenada & recae en las amplitudes
i (€), vi(€), que a su vez forman parte del estado proyectado |BCS (€))y.

La expresion (8.4) es del todo general, y puede ser entendida mas alld de la teorfa presentada
en el capitulo anterior. En efecto, tal y como se presenta el ansatz (8.4) los pardmetros u (), vi(€)
y las funciones f,(¢) deben ser determinadas, en principio deberian obtenerse a partir del principio
variacional de Ritz. Pero, esto lleva sin embargo a un sistema de ecuaciones integro-diferenciales
no lineales, el cual muy complicado de resolver. Sin embargo, si pensamos que las amplitudes
i (€), vi(€) son conocidas entonces el problema es conocer las amplitudes f(£) que pueden en-
contrarse resolviendo la ecuacion de Hill-Wheeler mediante los métodos usuales de resoluciéon
explicados en el capitulo anterior dentro del método de la coordenada generadora.

Volvamos ahora la atencion a las amplitudes u;(€), vi(€) y expliquemos como determinarlas.
Hemos discutido anteriormente que estos coeficientes determinan a su vez el estado |BCS (€))y,
como integrante de la base generadora. Debemos considerar dos casos por separado, dependiendo
de las ecuaciones variacionales a resolver.

El primer procedimiento se basa en resolver las ecuaciones BCS (es decir, minimizar la ener-
gia (BCS (¢£)|H|BCS (£))) y obtener las amplitudes u;(£), vi(€) (cdmo generar la dependencia en la
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coordenada ¢ serd explicado en detalle mas adelante), y estas amplitudes son las que forman el
estado proyectado |BCS (§))y que forma parte de la base generadora, esta forma de encontrar el
estado proyectado fue denominada como proyeccién después de la variacion (PAV). La solucién a
la ecuacion de Hill-Wheeler correspondiente serd entonces denominada MCGPAV.

El segundo procedimiento consite en determinar las amplitudes u;(£), vi(€) minimizando la
energia (BCS|H|BCS )y, y resolviendo las ecuaciones varacionales de la proyeccion. Esta forma
es la llamada variacion después de la proyeccidén (VAP). Resolviendo la ecuacién de Hill-Wheeler
obtenemos asi el método MCGPAV.

Ambos métodos, MCGPAV y MCGVAP proporcionan una descripcion del sistema dentro del
sistema candnico. Obviamente el método MCGVAP proporcionard mejores resultados al tratarse
del método auténticamente variacional, y el que estd mas cerca de resolver el problema completo
que plantea el estado (8.4).

Ambos métodos han sido usados en este trabajo y comparadas con el resto de aproximaciones
y con la solucién exacta de Richardson.

8.3 Solapes de la norma y del hamiltoniano en los métodos MCGPAV y
MCGVAP

Como vimos en el capitulo anterior para resolver la ecuacién de Hill-Wheeler es necesario
calcular anteriormente los solapes correspondientes a la norma (7.5) y al hamiltoniano (7.6). A
continuacién presentamos las expresiones para ambos solapes que son vélidos para ambas aproxi-
maciones MCGPAV y MCGVAP.

Antes que esto necesitamos introducir una definicion para expresar los solapes. Se trata de una
generalizacion de las integrales de residuo (5.10):

o 1 ; i
RIm(g, &)= % fd¢ e in-né l_[ (uk(‘f)uk(é") + el¢vk(§)vk(§,)) (8.5)

k#j1, . jm

Este objeto es una extension natural de las integrales de residuo, las cuales estan contenidas
en éstas cuando & = &’ y juegan aqui el mismo papel que en la teoria de la proyeccion. Poseen
propiedades semejantes a las que poseen las integrales de residuo. En el apéndice D se resumen
estas propiedades y se explica la forma apropiada de calcularlas numéricamente.

Empecemos primero por el solape de la norma (7.5)

Neg = (BCS (€)BCS (€))n = Ry(€,€), (8.6)
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y el solape del Hamiltoniano (7.6)

Hee (BCS (HIHIBCS (§))n

G
23 (6 2 n@m@REE) -G Y. mEm@u@EwERIEE).  67)
k

k.lk#l

Podemos ver la estrecha similitud entre estas expresiones y las correspondientes en la teoria
proyectada. Asi por ejemplo, el solape de la norma (8.6) es una generalizacion natural del solape
en la teoria proyectada (BCS |BCS )y. Lo mismo sucede con la expresion para el solape del hamil-
toniano (8.7), que es generalizacion de la energia proyectada (5.16). Este tipo de generalizaciones
seran de mucha ayuda para encontrar valores esperados usando el MCG. Los detalles para calcular
ambos solapes se dan en el apéndice D.

8.4 Eleccion de la coordenada generadora

Abordemos ahora el problema de elegir la coordenada generadora & para tratar las correlacio-
nes de apareamiento en los granos superconductores y en general de la mayoria de los sistemas
finitos cuyo comportamiento esté dominado fundamentalemte por la interaccion de apareamiento.

Como mencionamos en el capitulo anterior sobre la teoria general de la coordenada generadora
éste es un problema muy general y depende del problema fisico planteado. Trataremos de dar aqui
la motivacion necesaria para nuestro caso.

Como hemos visto la coordenada & aparece a través de los estados proyectados BCS |BCS (£))y,
de modo que la eleccion de la coordenada generadora esta relacionada con las diferentes posibi-
lidades de caracterizar dichos estados. Aunque este es por su naturaleza un problema abierto, en
esta tesis poponemos las que a nuestro juicio nos parecen las mas relevantes.

Primera eleccion: £ = A

Comencemos con la primera eleccion. Su motivacion se remonta a la formulaciéon de Anderson
de la superconductividad (??), los grados de libertad colectivos asociados con las correlaciones de
apareamiento son el pardimetro de orden A de la teoria y el dngulo de gauge ¢. Como sabemos,
la integracion sobre el angulo ¢ permite fijar el nimero de particulas (que es la coordenada con-
jugada de ¢). Como sabemos, el parametro A no juega papel alguno en la teoria proyectada, sin
embargo si es posible considerar las fluctuaciones en A, y tenerlas asi en cuenta en la teoria. La
forma 6ptima de tratar estas fluctuaciones es utilizar este parametro como coordenada generadora
& = Ay generar estados BCS con diferentes valores de A. La solucién de la ecuacién del gap
autoconsistente para el modelo provee la solucion A, siendo Ay el valor mas probable. Se pueden
generar, sin embargo, diferentes soluciones tipo BCS |BCS (A)) con diferentes A de varias manerar.
Veremos a continuacion cuales son y razonaremos su grado de eficiencia.

En lugar de usar directamente el pardmetro A como una coordenada es mds sencillo desde el
punto de vista numérico generar las funciones |BCS (A)) indirectamente. El método mads sencillo
es variar A directamente en las expresiones (4.13)
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0

€ €

1
—k lﬁm:§1+——L— (8.8)
(€ + A2 (€ +A?

a la vez que se encuentra el pardmetro y para garantizar el nimero de particulas en prome-
dio correcto. Obteniendose por tanto el conjunto de amplitudes ui(A), vi(A) y por tanto |[BCS (A)).
Aunque este método es obviamente el mds sencillo de implementar, no es el que mejor resultados
ofrece.

1
\ﬂ&zal—

Un método que sigue siendo sencillo y que como veremos en la siguiente parte de la tesis ofre-
ce excelentes resultados es resolver las ecuaciones BCS (4.14), (4.15) para valores diferentes de
la constante de interaccién G. Es decir resolviendo (4.14), (4.15) para distintos valores, digamos
G,. De donde el valor del pardmetro A se obtendrd mediante A = G, ), u;vr. Oviamente cuando
G, esigual ala constante del modelo G; = G ,u4e1, S€ Obtiene la solucidn autoconsistente |[BCS (Ag)).

Hagamos algiin comentario sobre el estado |BCS (A))y, seglin estemos en la aproximacién
MCGPAV o MCGVAP. Para el caso MCGPAYV, las amplitudes u;(A), vi(A) obtenidas resolviendo
las ecuaciones BCS son las que determinan el estado |BCS (A))y. Pero cuando trabajamos en la
aproximacion MCGVAP no parece tener sentido escribir [BCS (A))y pues en este caso siempre
A = 0. Lo que queremos decir al escribir tal estado en la aproximacion MCGVAP es que A es el
valor que obtiene esta cantidad en el estado intrinseco, es decir usando A = G,y i UrVk, donde
naturalmente no tiene por qué ser nulo.

Segunda eleccion: & = u

El segundo método es el més sencillo de todos. Ahora la coordenada generadora es el potencial
quimico u. Como sabemos, en la teoria BCS éste es usado como multiplicador de Lagrange para
fijar el numero de particulas en promedio. En este caso usaremos el pardmetro u libremente, sin
ninguna restriccidn, y resolveremos las ecuaciones BCS para un valor u dado. El uso de diferentes
valores para u nos permitird generar un conjunto de estados |BCS (u)) el cual obviamente poseen
diferentes valores en promedio del nimero de particulas. Observemos que este hecho no tiene im-
portancia pues finalmente proyectaremos al nimero de particulas requerido.

Desde el punto de vista fisico, este método trata de buscar las fluctuaciones en la posicién del
nivel de Fermi. En el siguiente capitulo, una vez implementado esta coordenada discutiremos en
detalle esta idea.

Observemos que en este caso la aproximacion MCGVAP no tiene sentido realizarla por cons-
truccion (es imposible generar funciones de onda distintas usando u como coordenada). De modo
que en ésta eleccion sélo podemos realizar la aproximacion MCGPAV.

Tercera eleccién: & = AN?

Este tercer método tiene por objetivo considerar las fluctuaciones alrededor de la incertidumbre
en el niimero de particulas AN? = (N?) — (N). Para generar los estados |BCS (AN?)) es necesario
modificar el hamiltoniano de partida e introducir un multiplicador de Lagrange que garantice el
valor requerido de AN?. El Hamiltoniano pasa a ser
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H' = H — uN — i, AN?. (8.9)

Donde el valor adecuado para u, garantiza el valor deseado en la incertidumbre del ndmero de
particulas AN?.

En el caso MCGPAV las ecuaciones BCS a resolver se ven modificadas por la introduccion del
pardmetro u,, en el apéndice F se desarrollan las nuevas ecuaciones.

Para el caso MCG VAP nuevamente hemos de hacer notar que la notacién |[BCS (AN?))y quiere
decir que el valor de AN? se refiere a su evaluacion en la funcién intrinseca AN? = 4 3, u7v?, pues
es la funcién proyectada obviamente AN? = 0. En el apéndice (F) se ofrecen los detalles para estos

calculos.
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— Capitulo 9
CORRELACIONES DE APAREAMIENTO EN GRANOS
SUPERCONDUCTORES. HAMILTONIANO REDUCIDO

DE APAREAMIENTO.

9.1 Introduccion

Una de las primeras cuestiones que se planted en las investigaciones sobre granos supercon-
ductores fue la que esta relacionada con las propiedades superconductoras de estos sistemas. Es
decir, como se modifican estas propiedades cuando el sistema es muy pequefio, esto es, cuando
es comparable con la llamada longitud de coherencia. Anderson [And59] fue quién originalmente
plante6 la pregunta: ;Qué ocurre con las correlaciones de apareamiento cudndo la muestra es muy,
muy pequeia?.

Paraddjicamente cuando el sistema metalico es comparable con la escala caracteristica de la
superconductividad usual, muchas de las propiedades estdndar de los sistemas superconductores
desaparecen. Asi ocurre por ejemplo con la supercorriente, para que suceda se necesita que las
dimensiones del metal sean mayores que las de la longitud de coherencia, de modo que tampoco
tiene sentido hablar de resistencia nula.

Tampoco se manifiesta en estas muestras el efecto Meissner, pues la longitud de penetracién
necesaria para el campo magnético es mas grande que las dimensiones del grano, de modo que un
campo magnético externo puede penetrar por completo en el metal.

Finalmente tampoco tiene sentido hablar de pares de Cooper pues estos estan caracterizados
por la longitud de coherencia, la cual es mayor que el propio grano.

A partir de estas observaciones es necesario establecer qué es lo que se entiende por super-
conductividad en estos sistemas, y como caracterizarla. Para ello, es necesario recordar cual es la
idea esencial que reside en la teoria de la superconductividad. Esta no es otra que la nocion de
correlaciones de apareamiento.

La idea de correlaciones de apareamiento fue introducida por Bardeen, Cooper y Schrieffer
cuando en su trabajo [BCS57] demostraron que en el estado fundamental de un superconductor
existen correlaciones entre los electrones que no estdn presentes en el estado normal conductor. A
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temperaturas cercanas al cero absoluto estas correlaciones de apareamiento forman pares de elec-
trones, los cuales tienen una probabilidad no nula de encontrarse con una energia por encima de la
energia de Fermi, en un rango tal que viene definido por el gap superconductor A. Estas correla-
ciones explican todas las propiedades familiares de la superconductividad mencionadas mads arriba.

En consecuencia, la cuestion principal que debe plantearse sobre los granos superconductores
es la que postuléd Anderson: ;Qué le ocurre a las correlaciones de apareamiento cudndo el metal es
muy pequeio?

Anderson formul¢ esta cuestion hacia 1959, y su respuesta indicd que si la muestra es tan
pequeiia que el espectro de niveles electronicos es discreto (con espaciado d) entonces los fend-
menos asociados con la superconductividad no serian posibles si la distancia d entre los niveles
fuera d > A. Esta respuesta puede justificarse mediante el siguiente argumento: A/d es el nimero
de electrones libres que pueden correlacionarse por parejas, pues son los que tienen energias den-
tro del rango A centrado en €, en consecuencia cuando este cociente es menor que uno no tiene
sentido Ilamar al sistema superconductor.

Desde el punto de vista experimental Giaver y Zeller [GZ68] fueron los primeros en probar la
hipdtesis de Anderson. Estudiaron la corriente tinel a través de peliculas de Aluminio las cuales
contenian granos de estafio. Demostraron la existencia de un gap de energia para los granos con
un tamafio similar al establecido por Anderson (aproximadamente 25A en este caso). Sin embar-
g0 no pudieron demostrar nada para particulas mas pequefias: "No se puede dudar, sin embargo,
que en esta region la teoria de la superconductividad usual pierde su sentido. De hecho, quizds
no deberiamos llamar a tales particulas metdlicas porque el espaciado de los niveles es grande
comparado con kT y porque hay muy pocos electrones en la superficie de Fermi. La cuestion so-
bre el limite inferior para la superconductividad estd fuertemente relacionado con la definicion de
superconductividad en si misma". '

Estas palabras indican sucintamente por qué el estudio de la superconductividad en el limite
inferior es de fundamental interés, la teoria convencional BCS es inaplicable, y los elementos ba-
sicos de la teoria necesitan ser reconsiderados, en especial la discretitud de los niveles debe tener
especial atencion.

Los primeros pasos en esta direccion fueron los calculos de propiedades termodindmicas de
pequeiios granos superconductores por Strongin [STKC70b] et al. y Muhlschlegel et al. [MSD72].
Sin embargo, aquellos experimentos eran realizados con grupos de granos pequeiios (peliculas gra-
nulares), no habia incentivo desde el punto de vista experimental para desarrollar una teoria mas
elaborada sobre los granos metélicos individuales, cuyo espectro individual, por ejemplo, seria de
esperar que revelara la relacion entre la discretitud de los niveles y las correlaciones de aparea-
miento.

Pero la situacién experimental cambié dramdticamente en 1995 cuando un grupo liderado por

"There can be no doubt, however, that in this size region teh bulk theory of superconductivity loses its meaning. As
a matter of fact, perhaps we should not even regard the particles as metallic because the energy-level spacing is large
compared to kT and because there are very few electrons at the Fermi surface. The question of the lower size limit for
superconductivity is, therefore, strongly correlated with the definition of superconductivity itself.
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M. Tinkham y formado por D. C. Ralph y C. T. Black tuvieron éxito al lograr usar por vez primera
un transistor de electrén individual (single electron transistor, SET) en cuyo centro se situaba un
grano metdlico con un didmetro aproximado de 10 nm (para mds detalles ver la parte II de esta
tesis). Estudiando la corriente tinel a través del dispositivo, lograron las primeras medidas con
éxito del espectro electrénico de un grano individual.

Esta técnica nueva permite probar también efectos ligados al acoplo espin-6rbita [BRT96,
RBT96], excitaciones fuera del equilibrio u otros fendmenos superconductores [BRT96, RBT97].
Estos fendmenos se manifiestan a través de la aparicién (ausencia) de un gap espectroscépico en
los granos con un nimero par (impar) de electrones.

En la presente parte de la tesis desarrollaremos varias aproximaciones tedricas conocidas y
propondremos una nueva aproximacion para estudiar granos superconductores con dos objetivos
fundamentales en mente:

1. Estudiar las correlaciones de apareamiento en los granos superconductores, y como cambia
su naturaleza desde el limite BCS hasta el momento en el que sélo interactian unos pocos
electrones.

2. Extender nuestra aproximacion a modelos tedricos mds complicados para poder describir
mas fendmenos ligados a las fuertes correlaciones en sistemas finitos.

De esta forma en esta parte de la tesis introduciremos el hamiltoniano de apareamiento redu-
cido BCS (4.1) para describir las correlaciones de apareamiento en el grano superconductor, para
estudiar sus propiedades cualitativamente se introduce un Ansatz BCS gran candnico. Se estu-
diaran las energias de condensacién (ver mds adelante) para sistemas pares e impares prestando
especial atencidn a la region de transicion entre el limite termodindmico (N — o0) y el dominado
por pocos electrones, asi como las manifestaciones y los efectos de paridad. Como el Ansatz BCS
no es suficiente para estudiar el sistema es necesario acudir a un Ansatz canénico que conserve
el nimero de particulas, desde el punto de vista experimental es del todo necesario acudir al sis-
tema candnico pues en los experimentos el nimero de electrones no sufre fluctuaciones (ver el
capitulo2).

De esta forma se estudiaran las propiedades mediante el método proyectado PBCS, comparan-
dolo con los resultados obtenidos usando el Anstaz gran canénico BCS se analizardn las ventajas y
defectos del método proyectado. Como el método PBCS no captura la esencia de las correlaciones
electrénicas es necesario compararlo con la solucién exacta de Richardson (capitulo 6). Ambos
métodos candnicos, PBCS y la solucion exacta permiten la completa descripcion entre el limite
termodindmico (N — o0) y el régimen dominado por pocos electrones, incluiremos asimismo un
cuidadoso andlisis de la estructura de las funciones de onda para aclarar la naturaleza de las corre-
laciones de apareamiento.

Finalmente compararemos todo lo anterior con el método propuesto en esta tesis, un Ansatz
canodnico basado en el método de la coordenada generadora MCG el cual tendrd en cuenta las
correlaciones que no estdn incluidas en el resto de aproximaciones, demostraremos que es capaz de
reproducir los resultados exactos de la solucién de Richardson. Resultados que ofrecen muy buenas
perspectivas de cara a usar modelos mds complicados que no puedan resolverse exactamente.
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9.2 El modelo

En toda esta parte de la tesis usaremos en todos los cédlculos el modelo que explicamos cuando
discutimos la aproximacién BCS. Citaremos aqui a modo de resumen las propiedades mds impor-
tantes.

El hamiltoniano del modelo es el llamado hamiltoniano BCS reducido, que tiene por expresion:

H= Z €&C Cro — G Z Cor Cp_Crr—Cpoy - 9.1)
ko=+ Kk’

Notemos que aqui no aparece el potencial quimico u. Este es s6lo necesario en el contexto gran
candnico, asi que sélo haremos uso de €l en los célculos dentro de la teoria BCS. En la teoria pro-
yectada su uso no es realmente necesario, en realidad sélo fija el nimero de particulas en promedio
del estado intrinseco y no afecta a los calculos, asi que puede ponerse idénticamente nulo u = 0.
Esto es lo que usaremos en los cdlculos PBCS a menos que se indique lo contrario.

El hamiltoniano (9.1) actia sobre una base de estados etiquetados por |k+), los cuales pueden
acomodar dos estados de particula degenerados (inverso temporales uno de otro) en cada nivel k
distinguiéndose entre ellos por el signo +. Las energias de los niveles k poseen energias ¢, las
cuales se eligen de la forma €, = kd, es decir, equiespaciadas con espaciado d. Si N es el nimero
total de electrones y ng es el nimero de pares, entonces N = 2ng + p, siendo p = O(p = 1) para
el sistema par (impar). Usamos el valor k = 0 para aquel nivel cuya ocupacién en el estado funda-
mental sea p. Se escoge el nimero de niveles igual al de particulas N.

La constante de interaccion G la elegimos como G = Ad, donde A es un parametro sin di-
mensiones que define al metal. Esta constante estd relacionada con otros parametros que definen
al sistema como el pardmetro de orden para el sistema infinito A y la frecuencia de Debye (wp).
La ligadura entre ellas estd expresada a partir de la ecuacién del gap en el limite termodindmico
sinh(1/2) = wp/A. El valor numérico de A poco importa si las cantidades calculadas estan expresa-
das en unidades de A, la cual absorbe toda la dependencia en A. Atn asi citaremos aqui los valores
usados en esta parte del trabajo. Para el aluminio los valores aproximados son A = 0.38meV y
A =0.224.

9.3 Resultados preliminares: eleccion &£ = A

En esta parte estudiaremos como a modo de resultados preliminar los cdlculos realizados para
varias magnitudes predichos por las distintas aproximaciones desarrolladas en la parte III de esta
tesis.

Para los cdlculos con el MCG nos centraremos por el momento con la eleccién de la coordenada
generadora & = A. Posteriormente extenderemos estos cdlculos para el resto de las elecciones.
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9.3.1. Energias de condensacion

Existe una extensa literatura tanto en materia condensada como en fisica nuclear sobre las apli-
caciones de la teorfa BCS, tanto en su forma original como ampliaciones y variaciones. Pese a
que la aplicacién de la teoria BCS en sistemas finitos es basicamente por definicidn inaceptable,
en virtud de que estos sistemas exigen una descripcién candnica, es cierto que una descripcion
razonable de un sistema finito mediante la teoria BCS sea factible. Aunque generalmente a partir
de tal descripcidn s6lo pueden obtenerse conclusiones cualitativas, debido al gran error cometido
por la aproximacion BCS.

A pesar de esto la formulacién BCS es tan sencilla y permite obtener resultados tan rdpidamen-
te que es un buen punto de partida para obtener conclusiones previas y posteriormente confrontarla
con aproximaciones mds elaboradas.

El gran éxito de la formulacién de la teoria BCS, a pesar de su sencillez, reside fundamen-
talmente es que debido a que su Ansatz (4.2) da lugar al fendmeno de la ruptura espontdnea de
simetrfa y la consiguiente aparicién del pardmetro de orden A de la teorfa. Las fluctuaciones del
nimero de particulas son del orden de 1/ VN (y de aqui el grado de error cometido), siendo N el
numero de particulas del sistema.

Obviamente para sistemas grandes esta cantidad es despreciable. Del mismo modo sucede con
las fluctuaciones del parametro de orden A. En nuestro caso, para sistemas finitos donde el nimero
de particulas se considera pequefo, como el caso de los granos superconductores, no pueden des-
preciarse tales fluctuaciones. En realidad son estas fluctuaciones las que dominan las propiedades
macroscopicas en estos sistemas, de modo que forzosamente es necesario incluir mas correlacio-
nes en los estados para obtener resultados razonables.

Pasemos ahora a la definicién de una cantidad que caracteriza la presencia de correlaciones de
apareamiento, y que ademds permita describir la transicion desde el régimen de muchas particulas
o limite termodindmico (N — o) hasta el de pocas particulas y dominado por fluctuaciones. Esta
cantidad es la energia de condensacion E.,,. Se define como la diferencia entre la energia total del
estado fundamental y la energia del estado de Fermi no correlacionado.

Econ =(H) - Ep (9.2)

donde:

Er = (0|HI|0) siendo 0 = [ ] ci, ci_ 1. (9.3)

k+
k<N/2

En el caso que nos ocupa el Hamiltoniano reducido BCS (4.1) y para el sistema con nimero
par de electrones la energia del mar de Fermi descorrelacionado es:

N/2
/ N

(0|H|0Yo = 2 Z &Gz (9.4)
k=1
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Para el caso en el que el sistema tenga un nimero impar de particulas y en el estado fundamental
la expresion anterior (9.4) queda sustituida por la siguiente (asumiendo que el nivel ocupado por
el electrén desapareado sea /):

(N-1)/2
(O|H|0Y = 2 Z & -G
k=1

N-1

+ ¢ (95)

Pasamos a analizar esta cantidad en funcién del tamafio del sistema (nimero de particulas).
Para hacerlo es conveniente usar la cantidad d/A = 2 sinh(1/2)/N que describe perfectamente los
distintos regimenes, el de pocas particulas d/A > 1, muchas particulas (bulk) d/A < 1y la tran-
sicién entre ambos d/A ~ 1.

Hemos calculado esta cantidad para el estado fundamental en las aproximaciones BCS, PBCS,
MCGPAV, MCGVAP y exacta. Hemos realizado los cdlculos desde un sistema con 20 electrones
hasta un tamafio con 600 electrones.

Los resultados correspondientes a las aproximaciones MCGPAV y MCGVAP se han realizado
usando el parametro A como coordenada generadora & = A, la comparacion con las demas elec-
ciones la realizaremos mds adelante. En la fig. 9.1 se representa la energia de condensacién en
unidades de A como funcién del espaciado d/A para las aproximaciones indicadas.

La teoria BCS predice bien como era de esperar el comportamiento en el limite de muchas
particulas (d/A < 1) pero no el caso de pocas pues sugiere la desaparicién de las correlaciones
de apareamiento para unos espaciados dados por d/A ~ 2.25 (~ 0.75) para el sistema par (impar),
sucediendo por tanto para un nimero de particulas menor en el caso par que el impar, debido a la
presencia del par electrénico desapareado en el sistema impar.

No sucede asi en el resto de aproximaciones, la energia de condensacion es siempre negativa
demostrando de esta forma que el sistema ya sea par o impar puede ganar energia a expensas de la
correlacidn entre pares, independientemente del tamafio del sistema. Por otro lado estas energias
son siempre menores que en la prediccion BCS para cualquier espaciado, verificindose asi que la
teoria BCS es irrealista y queda lejos de ser aplicable en tales sistemas.

Centrémonos ahora en las predicciones de la teoria proyectada PBCS. De nuevo, el método
PBCS es capaz de recuperar el limite de muchas particulas (d/A < 1). En la regién de pocas par-
ticulas el comportamiento es bueno, en el caso impar incluso reproduce la solucion exacta. Antes
estos resultados seria de esperar que la transicion entre ambos regimenes que es la zona importante
estuviera en acuerdo con la solucién exacta. Sin embargo la curva PBCS predice una transicion
abrupta, es decir no del todo suave, que es mucho mds acusada en el caso impar. Esto se desprende
de las curvas al observar como pasa en ambos casos de ser extensiva (~ d) en la regién (d/ A<
a pricticamente intensiva (independiente del espaciado d) para (d/A > 1).

Esto indica que por parte de la aproximacion PBCS atin queda un remanente gran candnico y
se muestra incapaz de capturar la esencia de la transicién entre ambas regiones. Esta prediccion
abrupta resulta por tanto artificiosa y contraria a la solucién exacta, haciendo entender que la teoria
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Figura 9.1: Energfas de condensacién del estado fundamental en unidades de A. Los insets mues-

tran detalles de la transicion entre el régimen de transicion. La escala en la parte de arriba de

la grafica superior indica el nimero de particulas correspondientes a los espaciados de la escala
inferior.

proyectada resulta insuficiente para el tratamiento de las correlaciones de apareamiento en siste-
mas finitos.

J. Dukelsky y G. Sierra [DS99, DS00] usaron el método de la matriz densidad en el grupo de
renormalizacidn (Density matrix renormalization group) DMRG para mejorar los resultados de la
teoria proyectada y encontraron que predecia con exactitud la solucién exacta (alli los calculos fue-
ron realizados hasta 400 electrones). Confirmando asi que la aproximacion DMRG era excelente
para tratar las correlaciones de apareamiento con el Hamiltoniano reducido BCS.

También recientemente se ha usado la aproximacion aleatoria de la fase autoconsistente (Self-
consistent Random Phase Aproximation) SCRPA [HMDSO02] para tratar el modelo y comprobaron

que la prediccién SCRPA estaba en buen acuerdo con los resultados exactos de Richarson.

Pasemos a la discusién de los resultados ofrecidos por el MCG. En primer lugar, vemos que am-
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bas aproximaciones mejoran los resultados de la proyeccion. Concentrémonos en la curva MCG-
PAV. En ambos limites (d/A < 1) y (d/ A > 1) coincide con la teoria proyectada PBCS. En la
region de transicion entre ambas, no se encuentra aqui sin embargo una transicion abrupta como
sucede con la proyeccidn. La transicidn es suave para todos los espaciados pero estd lejos de la
solucion exacta. No sucede lo mismo con la aproximacion MCGVAP que es capaz de reproducir
la solucién exacta con una precisién de 1073 — 1074,

Desde este punto de vista, la aproximacion MCGPAV ofrece una descripcion virtualmente
exacta para las energias de condensacion, y como método aproximado puede compararse con los
resultados proporcionados por el DMRG [DS99].

Para analizar con mads detalle la calidad de la aproximacién MCGPAV es necesario analizar la
estructura de estos estados, es decir, entender fisicamente el comportamiento de las funciones de
onda determinadas por dichos estados.

9.3.2. Estructura de las funciones de onda: correladores

Pasemos ahora al estudio de la estructura de las funciones de onda con el objetivo de cuantificar
la calidad de las aproximaciones usadas, fundamentalmente las que proporcionan las del método
MCQG, y asi como el comportamiento en detalle entre los regimenes de muchas y pocas particulas
y en el régimen de transicion.

Para ello es necesario definir alguna cantidad que sea sensible al cambio de las funciones de
onda. Esta cantidad es la llamada correladores, que se definen de la forma siguiente:

Ci = <CZ+CZ—Ck—ck+><Ck—ck+cZ+CZ—> (9.6)

o de forma anéloga:

Ci = (¢}, ch_c,) = {ep, Cp Xer_c ). 9.7)

Los valores esperados deben ser calculados usando los estados de cada una de las aproxima-
ciones. Estas cantidades cuantifican la probabilidad de que un cierto nivel k esté ocupado y vacio
al mismo tiempo. De la misma forma se puede decir que cuantifican las fluctuaciones en los nu-
meros de ocupacion. De su definicion se desprende que estos correladores son nulos en ausencia
de correlaciones de apareamiento.

Demos las expresiones correspondientes para estos correladores en las distintas aproximacio-
nes, para el calculo explicito de estas cantidades consultar el apéndice G.

Para la teoria BCS encontramos

(), .. =vi—vi 9.8)

)BCS

En la teoria proyectada se tiene
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R" R¥
C; = —7 - (—1) vt (9.9)
( )PBCS RO Rg
Para la solucion de Richarson
(C]%)EXACTA =M= l’li (9]0)

Donde las cantidades n; estan dadas por n;, = ((chz +CZ—C1< .C,_|®). De nuevo en el apéndice G
se muestra como calcular estas cantidades.

Para el caso del MCG tenemos

Ry, f))

Z Z F7% gk d§ dek/(é: )Uk(é‘:)( k(f’)vk(é:) Ro(f' f)

»

Los correladores se muestran en la fig. 9.2 para las distintas aproximaciones como funcién de
las energfas de monoparticula ¢ medidas respecto del nivel de Fermi er y en unidades de A. Se
han considerado tres espaciados d/A que corresponden a tres situaciones distintas, todas ellas para
el caso de un nimero par de electrones. Para pocas particulas (d/A = 0.5)(regién de apareamiento
muy débil), regién intermedia (d/A = 2.17) (apareamiento débil) y para la regién de transicién
(d/A = 4.34). Como referencia en todas ellas se ha afiadido la curva correspondiente al caso BCS
en el limite (d — 0).

k ’
d&" dEUL(ENUKE) (Vk(f) (&) i’ 2)) 9.11)

Analicemos las tres situaciones. La curva BCS muestra un pico caracteristico de anchura ~ A
concentrada alrededor de la energia de Fermi. Esto corresponde a la usual descripciéon BCS de las
correlaciones de apareamiento implicando que las correlaciones de apareamiento estdn localizadas
en el espacio de energias alrededor de la energia de Fermi.

Concentrémonos en el panel a). Esta situacién corresponde a al régimen de muy pocas par-
ticulas, es decir a la situacion de interaccion muy débil, donde mds fuertes son las fluctuaciones
de apareamiento. Como vemos aqui, la naturaleza de las correladores de apareamiento es tal que
estdn deslocalizadas en energia, esto se desprende al observar que los estados en energia lejos de
€r tengan mucha contribucidn a los Cy. Esto contribuye a que sean importantes las correlaciones de
apareamiento. La aproximacion MCGVAP es a los efectos practicos indistinguible de la solucion
exacta, mientras que la proyeccion BCS y MCGPAV son incapaces de proporcionar la suficientes
correlacién en la region central. A pesar de esto la diferencia no es grande y demuestra que en las
energias de condensacion el acuerdo con la solucidn exacta sea bueno.

En la region de apareamiento débil correspondiente al panel b), las correlaciones se incremen-
tan alrededor del nivel de Fermi, pero de nuevo la aproximacion PBCS y MCGPAV no son capaces
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Figura 9.2: El conjunto de correladores Cy para tres espaciados diferentes d/A = 4.34, d/A = 2.17
yd/ A = 0.5 como funcién de las energias de los niveles electronicos ¢, centrados en €7 en unidades
de A. Para facilitar la comparacién se representa también la curva para d = 0 segin la teorfa BCS.
El inset de la figura (c) muestra los detalles lejos de la energia de Fermi e

de compararse a la solucién exacta y a MCGVAP que de nuevo coinciden con excelente acuerdo.
Es notable el hecho del comportamiento de la solucién PBCS, estando tan alejado de la solucién
exacta.

La region de transicion se muestra en el panel ¢). La solucién exacta y MCGPAV estan muy
cerca de la solucién BCS (d — 0). Y, una vez mds, las aproximaciones MCGPAV y PBCS, en
especial esta tltima quedan demasiado lejos de la exacta. Como vemos, el abrupto comportamiento
de la aproximacion PBCS en la region de transicion correspondientes a la energia de condensacion
tiene explicacion bajo el punto de vista de los correladores: la escasa contribucién en la region
alrededor de la energia de Fermi no permite capturar la naturaleza de las correlaciones. Asimismo
para la aproximacion MCGVAP podemos deducir que la mejora en los correladores induce a que
en la zona de transicidén no sea abrupta como en el caso PBCS y trate mejor las correlaciones de
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apareamiento.

9.3.3. La dependencia en la paridad de niimero: el parametro de Mateev-
Larkin

Estudiemos la dependencia con la paridad de nimero, es decir, con respecto a si el sistema po-
see un numero par de particulas o impar. Mateev y Larkin (ML) [ML97] introdujeron un parimetro
A para analizar esta dependencia. Este pardmetro se define como la diferencia de energia entre
el estado fundamental del sistema impar y la energia media de los dos sistemas pares vecinos:

1
Amit, = Enyi — 5 (En + Eny2) N es par. 9.12)

La definicion de este parametro se inspira en el hecho de que para el limite termodindmico
(d — 0) el pardmetro A, se reduce al pardmetro de orden A. Esto es asi pues en ese limite el
sistema impar estd en un estado que posee una diferencia de energfa A con respecto al condensado
par. En el régimen opuesto d > A, ML calcularon AML perturbativamente derivando una constante
de acoplo renormalizada para la cual encontraron

A = d/ (21log(ad/A)). (9.13)

Donde la constante a es usada como parametro de ajuste.

En la figura fig. 9.3 se muestra el célculo de Ay, para las diferentes aproximaciones y el cdlcu-
lo exacto. En una primera inspeccion observamos que las diferentes aproximaciones no difieren
cualitativamente pero si existen diferencias cuantitativas muy apreciables.

1
3\1 - —— EXACTA
<1§ 4t o PBCS |
—-= MCGPAV
o2+ L. MCGVAP ]

00 05 10 15 20 25 3.0 35 4.0
d/A

Figura 9.3: El pardmetro de Mateev-Larkin como funcién del espaciado d en unidades de A.

El comportamiento general es similar: en el limite de muchas particulas (d/ A< el pardme-
tro Ay, tiende a dA, siendo esta por tanto la energia necesaria que cuesta mantener un electrén en
el sistema impar. Conforme aumenta (d/A) y disminuye el nimero de particulas y las energias de
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apareamiento, el coste de energia por mantener el electron de mds también disminuye. En el caso
opuesto de pocas particulas y dominado por fluctuaciones de apareamiento (dA > 1) el pardmetro
Ay posee el comportamiento dictado por (9.13).

El método proyectado PBCS reproduce el resultado exacto en la regiéon de muchas particulas
(d/A < 1)y al menos de forma asintdtica en el régimen de pocas particulas. Pero, una vez mas,
subestima las correlaciones en la region de transicion prediciendo valores mds pequefios y un
minimo mas abrupto que la solucién exacta, la cual vuelve a indicar una transicién entre ambos
regimenes completamente suave. Por otro lado, las aproximaciones basadas en el MCG predicen
un comportamiento también suave en la transicion. La aproximacion MCGPAV es cercana a la
solucion exacta y la MCGVAP coincide con ella.

9.3.4. Funciones de onda colectivas

Ahora es el momento de analizar mds en detalle la estructura de las funciones de onda corres-
pondientes a los estados del MCG. Analizando su comportamiento en el espacio colectivo generado
por A podemos conocer como el método de la coordenada generadora trata las correlaciones de
apareamiento.

La cantidad que representa las amplitudes de probabilidad en las funciones colectivas del MCG
|'¥) fue discutida en el capitulo 7. Alli obtuvimos la expresion (7.23) para dichas funciones. Ahora
en nuestro caso, la coordenada generadora es el parametro A, de modo que tenemos:

G = ) g UiA). 9.14)

k,ng#0

Las probabilidades |G(A)|? expresan por tanto cuales son las componentes de los estados MCG
|'¥) mas probables en términos del pardmetro A.

Enla fig. 9.4 mostramos las funciones (9.14) y para facilitar su interpretacion también se mues-
tran las energias E(A) = Han/Naa como funcidn de A para diferentes espaciados d /A correspon-
dientes a diferentes regimenes de apareamiento. La superficie de energia descrita por E(A) repre-
senta la rigidez del sistema respecto a los cambios en el parametro A.

En general obtenemos curvas parabdlicas abiertas en el régimen de acoplamiento débil (pocas
particulas) y extraordinariamente cerradas en el régimen de acoplamiento fuerte (muchas parti-
culas). EI comportamiento de ambas aproximaciones MCGPAV y MCGVAP es cualitativamente
similar. Observemos que los minimos de las pardbolas correspondientes a la aproximacion MCG-
VAP corresponde a los valores de la solucion obtenida con el método proyectado PBCS.

Comencemos analizando la regién con interaccién muy débil d/A = 4.34. Para esta region el
valor més probable para A es cero, y componentes con un valor de A de hasta A = 20A se espera
que contribuyan a [¥). Este resultado muestra claramente como las correlaciones en este régimen
estdn dominadas por fluctuaciones en el pardmetro A. Esta conclusion esta ademds en acuerdo con
el panel a) de la figura fig. 9.2 donde la distribucién de los correladores esta aplanada. Para el caso
d/A = 2.17, 1a curva de energia es ain ancha, aunque menor que para d/A = 4.34. La distribu-
cién tiene un ligero pico en A = 0.32A y se extiende hasta 10A. La energfa y la funcién de onda
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AA
2 4 6 8 10 12 14 16 18

4 o: d/A=4.34 | ]

Figura 9.4: Las energias proyectadas E(A) = respecto de A en las aproximaciones MCGPAV (linea
continua fina) y MCGVAP (linea continua gruesa). Las funciones de onda colectivas |G(A)|> para
las aproximaciones MCGPAV (linea fina discontinua) y MCGVAP (linea discontinua gruesa). La
escala aplica para las energias E(A) cuyo minimo ha sido situado en cero.

para d/A = 1y para d/A = 0.5 corresponde claramente a una regién de transicién, las curvas de
energia no son suaves pero tampoco son muy rigidas, y las funciones de onda presentan un pico
relativamente claro para un determinado valor de A. El limite de fuerte acoplamiento se alcanza
para d/A = 0.16 donde la probabilidad se encuentra fuertemente concentrada en el valor A y la
curva de energia es muy rigida contra los cambios en el pardmetro A.

La fig. 9.5 ademads nos ayuda a entender la fisica de las otras aproximaciones.

Por ejemplo, si miramos por los valores mds probables del pardmetro A predichos por MCG-
VAP, es decir, el valor A donde la funcidn colectiva presenta un valor pronunciado en los distintos
regimenes. Esta cantidad esta representado en la fig. 9.5. Junto con ellos esta la prediccion para
dicho pardmetro de teoria BCS. Como se aprecia encontramos un excelente acuerdo entre ambas
en todos los casos. El significado de esta coincidencia implica que la sencillez de la aproximacion
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1.0 BCS (PAR) ]
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Figura 9.5: El pardmetro A como funcién del espaciado d/A y el correspondiente gap mas probable
correspondiente a la aproximacién MCGVAP.

BCS, a pesar de proporcionar una energia de condensacion mala (con la excepcidn del régimen de
fuerte acoplo) es capaz de predecir los valores de A mds probables de la aproximacién MCGPAV, la
cual si proporciona energias de condensacion exactas. En este sentido podemos entender el estado
(8.4) como un Ansatz BCS generalizado.

9.3.5. Conclusiones

En conclusién, hemos adaptado el Ansatz BCS generalizado (8.4) dentro del contexto del mé-
todo de la coordenada generadora (MCG) para tratar con algunas propiedades que caracterizan a
los granos superconductores.

Hemos usado el hamiltoniano reducido BCS (4.1) como modelo de interaccion de apareamien-
to. Hemos comprobado que para la eleccion de la coordenada generadora & = A el MCG en la
aproximacion MCGVAP reproduce los resultados exactos de la solucién de Richardson. De esta
forma podemos concluir en esta seccion de resultados previos que el MCG asi formulado, y da-
do su versatilidad y facilidad numérica se convierte en una herramienta idénea para el estudio en
sistemas finitos dominados por la interaccion de apareamiento.

9.4 Resultados globales

En la seccién anterior hemos usado el MCG para describir algunas propiedades referentes a
los granos superconductores comparandolo con el resto de aproximaciones y con la solucién exac-
ta. En este capitulo nos proponemos extender estos resultados. Por un lado implementaremos las
elecciones restantes de la coordenada generadora y miraremos con més detalle algunas de las pe-
culiaridades numéricas del MCG.

En particular haremos el estudio con el MCG usando las coordenadas generadoras & = u, & =
AN? y por completitud también volveremos a mostrar para facilitar la comparacién los resultados
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usando & = A.

9.4.1. Estudio de la coordenada generadora

Sin duda, la calidad en la eleccién de la coordenada generadora reside en los autoestados de la
ecuacion de Hill-Wheeler. Sin embargo es bueno poder tener una vision més cercana del espacio
de Hilbert generado por las respectivas coordenadas generadoras. Los elementos diagonales de
las matrices He:/ N forman las curvas de energias totales proyectadas Ey(¢). Esta cantidad estd
relacionada con las energias de condensacion a través de la expresion

Ec(§) = En(§) — Er (9.15)

Siendo E la energia descorrelacionada del mar de Fermi. El objetivo es estudiar estas curvas
como funcién de la coordenada generadora & y el nimero de particulas cubriendo asi todo el rango
desde la region de débil hasta fuerte apareamiento. Por simplicidad haremos el andlisis para un
nimero de particulas pares y con la aproximacién MCGPAV.

En la figura fig. 9.6 mostramos Ec(¢) para los nimeros de particulas 20, 40, 86, 172 y 400.
Empecemos la discusion con la coordenada ¢ = G,. Es obvio que para cada nimero de particulas
existe un valor G.(N) perteneciente al rango de G, de tal forma que no existe solucién supercon-
ductora por debajo de ese valor G.(N). En el panel a) se muestran las energias de condensacion
respecto de G, — G.(N). Como se puede observar encontramos un comportamiento parabdlico, las
pardbolas se hacen mds abiertas y el minimo se desplaza hacia valores mds grandes de G; — G.(N)
conforme el nimero de particulas disminuye, este comportamiento es esperable, a menor ndmero
de particulas se necesita un valor mds alto de la constante G par que el sistema se encuentre en
fase superconductora. Las curvas en su desplazamiento se hacen més suaves cuando disminuye el
numero de particulas y en el caso N=20 la curva es especialmente suave. Ademds encontramos
que el valor de la energia de condensacién en el minimo es mds grande en valor absoluto conforme
el nimero de particulas aumenta, algo que también es esperable.

Ag Ag 1 Ag
a a a
z z z
S S 1 S
@) @) 3
Z Z 2
[22] [22] w
z z z
5 5 &
=) =) 1 a
z z z
o) o) | S
9] 9] 0
o o ] =
6 L L 6 L ! ! L . ! ! 6 L ! ! L L ! !
0 0.1 0.2 0.3 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 0 5 10 15 20 25 30 35 40
Giia - G5 (MeV) 1 - pics (meV) AN2

Figura 9.6: Energias de condensacidn proyectadas, en unidades de A, como funcién de las diferen-
tes coordenadas generadoras en la aproximacion PAV.
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N 20 40 86 172 400
Guia | -1.7716 | -1.8194 | -1.9053 | -2.3566 | -3.4192
u -0.7864 | -0.9272 | -1.4925 | -2.0392 | -3.4625
AN? | -1.1438 | -1.3654 | -1.6906 | -2.2227 | -3.5564
VAP | -2.0625 | -2.2441 | -2.4015 | -2.5428 | -3.6551
exacta | -2.2026 | -2.5284 | -2.9403 | -3.5322 | -4.8891

Tabla 9.1: Energias de condensacién, en unidades de A, predichos por las aproximaciones PAV,
VAP y calculos exactos.

En el panel b) mostramos la energias de condensacién para la eleccion & = u, de modo que
Ec(u) es representada respecto a u — ppcs, siendo upcs €l potencial quimico que se obtiene al re-
solver las ecuaciones BCS para cada caso individual. En virtud de la simetria particula-hueco del
modelo la substraccién de la cantidad ugcs produce que las curvas queden simétricas alrededor de
u — upes = 0. Es importante hacer notar desde ahora que en este caso el nimero que acompafia a
cada curva (20, 40,...) corresponde al nimero de niveles y no al nimero de particulas del estado
|BCS (u)). Esto es asi porque ahora no trabajamos con la condicién de ligadura para el nimero de
particulas y en general ya no tenemos (BCS (u)|N|BCS (1)) # N. Por otro lado como quiera que
estamos proyectando sobre el nimero de particulas los estados |[BCS (u))y si corresponden a un
sistema con N particulas.

Si nos concentramos en las curvas observamos que para los valores mds grandes del nimero
de particulas obtenemos curvas muy semejantes a parabolas que se suavizan conforme disminuye
el nimero de particulas. En particular para N>40 encontramos soluciones superconductoras para
todos los valores de u. Sin embargo este no es el caso para N=20 donde para ciertos intervalos de u
no obtenemos ninguna solucién para la ecuacién BCS. Esto no es sorprendente porque la ecuacion
autoconsistente BCS no provee una solucién correlacionada en este caso, mds abajo se discutird
con mds detalle.

Por dltimo en en panel c¢) la energia de condensacidn para el nimero de particulas. Las energias
de condensacion se hacen més suaves con mayor nimero de particulas. Esto es de esperar pues a
mayor nimero de particulas mayor es el grado en la incertidumbre del nimero de particulas.

Miremos ahora los minimos globales de las diferentes coordenadas. Es evidente que estos mi-
nimos suponen una aproximacion a un cédlculo PAV sin ligaduras. En la tabla 9.1 hemos resumido
los minimos de las pardbolas también como los valores proyectados PAV y los exactos. Encon-
tramos que todas las aproximaciones realizan una buena aproximacién para un gran nimero de
particulas y grandes diferencias aparecen para un pequefio nimero de particulas, es decir, en el
régimen débilmente correlacionado. En general encontramos a este nivel que el método con la
coordenada G, es el més efectivo seguido por el método con AN? y por u. Hasta aqui esto no tiene
mayor significado porque la ecuacion de Hill-Wheeler (mezcla de configuraciones) cambiard los
resultados.

Analicemos ahora los estados generados con las diferentes coordenadas generadoras. Para un
valor dado de la coordenada &, digamos &, éste corresponde a un estado |BCS (&y)). Una for-
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ma sencilla para caracterizar el contenido fisico de tal estado es asociar el parametro de orden

A(6o) = G 2i ur(§o0)vi(6o).

En la fig. 9.7 hemos representado el pardmetro A(€) asociado a cada estado como funcién de
la coordenada £ usada para generarlo. En el panel a) mostramos los resultados para la coordenada
G,. Esté claro que la constante G que participa en el cdlculo de A es la original del Hamiltoniano
de apareamiento independientemente de la constante G, usada en los cédlculos. Teniendo en cuenta
la expresion de A es esperable que, en primera aproximacion, se observe un comportamiento lineal
con G, y eso es lo que encontramos. En general un rango muy ancho de pardmetros A estd cubierto,
ésta es la razén por la que podemos considerar a la coordenada G, equivalente a la coordenada A.

16 1.6 5.0
14| 14| 1 45t
40
12 + 1.2
35t
l400 f172 i
10 1.0 3.0
< gl 86 < <5l
P 8 P 0.8 L) P 25
6 I 40 0.6 M" 2.0
2 15+
4F 0.4 |
1.0
2 0.2 05 |
(a) (c)
0 1 1 0-0 L 1 1 1 0-0 L L 1 1 L L 1
0.1 0.2 0.3 -4 -3 -2 - 2 3 4 0 5 10 15 20 25 30 35 40
Giyia - G (MeV) 1 - uics (meV) A N2

Figura 9.7: Dependencia del pardmetro de orden A con las diferentes coordenadas generadoras
Giriai» 'Y AN?. En la gréfica (b) la escala del eje de ordenadas es aplicable sélo para N = 20, para
N =40 el eje de ordenadas cubre el intervalo 0.6-1.4 y para N = 86,172 y N = 400 el intervalo es
0.9-1.1.

El caso de la coordenada u se muestra en el panel b), donde representamos el parametro A
correspondiente como funcién de u — upgcs. Encontramos un movimiento oscilatorio de A como
funcién de p debido a la simetria del modelo. Notemos que la escala de las ordenadas depende del
nimero de particulas considerado (ver el pie de la figura).

Para los valores ;1 = kd, en los valores de particula individual € encontramos un maximo y
para los que son de la forma p = k(d + 1/2) encontramos un minimo. El periodo y la amplitud
de las oscilaciones decrecen conforme aumenta el nimero de particulas pues para este modelo se
tiene d ~ 1/N. Para N > 40 obtenemos soluciones superconductoras para todos los valores de
U, en particular para u = upcs, es decir para la ecuacidn autoconsistente BCS. Para N = 20, sin
embargo, que alrededor y en los puntos u = k(d + 1/2) no obtenemos estados correlacionados.
Como comentamos anteriormente este comportamiento estd en acuerdo con el hecho de que las
soluciones BCS no poseen solucidn superconductora para este caso.

Esta situacion es ilustrada en la figura fig. 9.8 para el caso N = 20. En el régimen de apa-
reamiento débil encontramos solamente soluciones para valores u correspondientes a las regiones
sombreadas alrededor de un nivel dado. En la regién alrededor del nivel k, el nimero de particu-
las del estado BCS, esto es, el valor esperado (BCS (u)IN |BCS (u)) varia de forma continua desde
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2(k — 1) hasta 2k. Por ejemplo, para el caso N = 20, es decir, para k = 10, el estado BCS alrededor
del nivel 10 tiene un nimero de particulas en promedio en un rango de 18 a 20. En general de estos
estados es siempre posible proyectar a un nimero de particulas igual a 20. En las regiones entre
medias de las sombreadas no se encuentra ninguna soluciéon BCS, sélo la solucién Hartree-Fock.

24 Niveles

12
22
22

20
20

18
18

16
16

14

Figura 9.8: Representacion de las zonas de apareamiento fuerte y débil para N = 20. Los nimeros
en la parte derecha corresponden a a los niveles mientras que los de la parte izquierda indican
los valores promedios del numero de particulas de la funcién de onda BCS. Se indica también el
correspondiente potencial quimico .

El nimero de particulas es un nimero entero obviamente, en el ejemplo que hemos mostrado
los enteros son 16,18,20 y 22. Para proyectar a 20 particulas estos estados Hartree-Fock sdlo es
posible para 20, en los otros casos la funcién de onda es nula. Este hecho explica la curva corres-
pondiente a N = 20 en la fig. 9.7. Desde todas las regiones donde no se encuentra solucion BCS,
sélo la que se encuentra entre k = 10y k = 11, correspondiendo a una soluciéon Hartree-Fock
con 20 electrones es la que sobrevive. En la fig. 9.8 esta region estd representada por la linea recta
alrededor de u = ppcs. Para N > 40 este no es el caso y siempre encontramos soluciéon BCS.
Las regiones sombreadas de la fig. 9.8 corresponde en este caso a las fuertes correlaciones y las
regiones blancas a las mas débiles.

Finalmente, en el panel c¢) se muestra el pardimetro A con respecto a la coordenada genera-
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dora AN?. El comportamiento es de nuevo lineal, como para la coordenada G,, pero el rango del
pardmetro A en cada estado es el opuesto. En este caso obtenemos para un nimero de particulas
pequeiio un rango mucho mds amplio que para un nimero de particulas grande.

9.5 Detalles a la solucion numeérica de ecuacion de Hill-Wheeler

Cuando presentamos el método de la coordenada generadora en el capitulo 7 dimos las pautas
de cémo solucionar numéricamente la solucién de Hill-Wheeler. Ahora veremos los detalles nu-
méricos de esas ecuaciones en el caso que estamos estudiando.

Resolver la ecuacion de Hill-Wheller es equivalente a la diagonalizacion del Hamiltoniano en
la base no ortogonal de los estados generadores |BCS (£))y. El procedimiento usual consiste en dos
diagonalizaciones sucesivas. En un primer paso, la matriz de la norma Nz se diagonaliza:

fdfl Neg (&) = mau(€). (9.16)

Siendo las funciones u;(¢) formando un conjunto ortonormal completo en el espacio de las
funciones f(£). Sus autovalores no son nunca negativos n; > 0, porque la matriz N es definida po-
sitiva. Mantendremos los u;(£) con autovalores no nulos correspondiendo a los estados linealmente
independientes. En la practica y debido a razones numéricos restringiremos los u;(€) a aquellos con
autovalores mas grandes que la tolerancia €. Para cada una de estas funciones existen estados |k),

1
k) = \/—n_kfdfuk(f)lBCS(f»N, 9.17)

los llamados estados naturales, que expanden un subespacio colectivo Hc. En el segundo paso,
el Hamiltoniano H es diagonalizado en este espacio:

D (KA g = E g (9.18)
k/
con
A 1
(A = f f dé dg (€Y He (&) 9.19)
NNy

La solucién de la ecuacion de Hill-Wheeler provee un conjunto de estados:

W)= > k), (9.20)

k,ng#0

con energias E etiquetadas por el indice o, el més bajo corresponde al estado fundamental y los
otros a los estados excitados. Por ahora estamos solamente interesados en el estado fundamental.

Detalles a la solucién numérica de ecuaciéon de Hill-Wheeler 79



9 Desarrollos en teorias de muchos cuerpos para sistemas superconductores finitos

Como los estados |BCS (¢))y no son ortogonales, las funciones f(£) no pueden interpretarse
como una amplitud de probabilidad.

Para propdsitos numéricos toda las expresiones que contienen integrales tienen que ser re-
emplazadas por sumas discretizando el espacio &, es decir, pasando de la variable continua & al
conjunto discreto {£;}. De esta forma uno trabaja con ecuaciones matriciales mucho mds facil de
manejar. La cuestion fundamental que se plantea es como determinar el espaciado Optimo en la
coordenada & para realizar los calculos.

Los valores extremos de & estdn determinados por argumentos energéticos basandose en la
premisa de que la mezcla de estados energéticos altos es muy pequefia. Los intervalos de la coor-
denada & usados en los célculos estdn dados en la tabla 9.2.

Los célculos dependen ademads de la separacidn entre dos puntos sucesivos &; y €., es decir, la
distancia usada en la discretizacion. Este pardmetro debe ser cuidadosamente seleccionada en cada
caso, y no existe una regla general para saber de antemano el espaciado 6ptimo. Sin embargo, si
sabemos que debe ser la mayor distancia posible en la cual estén incluidos todos los estados con la
informacion relevante. Por otro lado este pardmetro estd intimamente relacionado con la precision
requerida en el célculo. La mejor estrategia consiste en estudiar la energia obtenida en la solucion
de la ecuacion de Hill-Wheeler como funcién del nimero de puntos y de su distancia y obtener de
ahi las conclusiones.

N 20 40 86 172 | 400
Gi(meV) | 0.44 | 0.18 | 0.07 | 0.03 | 0.01
Gs(meV) | 0.80 | 030 | 0.17 | 0.06 | 0.04
ui(meV) | -3.00 | -2.00 | -2.00 | -1.00 | -1.00
ur(meV) | 3.00 | 2.00 | 2.00 | 1.00 | 1.00

AN? 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00
AN% 8.00 | 12.00 | 16.00 | 16.00 | 32.00

Tabla 9.2: Valores iniciales y finales de las coordenadas generadoras usadas en los célculos.

En la fig. 9.9 se muestra la evolucién de la energia de condensacién E- como funcién del ni-
mero de puntos usados en los cdlculos. Se muestra asimismo para diferentes nimero de particulas
y para las coordenadas G,, u y AN?. Observamos que el nimero de puntos £; necesarios para la
convergencia depende de la coordenada ¢ y del nimero de particulas.

La coordenada G, (panel superior) produce la mejor convergencia de los tres cdlculos. Para
nimero de particulas grandes encontramos una buena convergencia para un nimero relativamente
pequeiio de puntos. Para el caso de un nimero de particulas pequefio es necesario tener un nimero
mayor de puntos para encontrar una convergencia razonable.

Para la coordenada u la situacion es la opuesta, esto es, se encuentra la convergencia mucho
antes para un nimero pequefio de particulas.
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Figura 9.9: La energia de condensacién en unidades de A para las tres coordenadas generadoras
como funcién del nimero de puntos usados en los cdlculos. La escala de energia corresponde para
N = 20, el resto de curvas han sido desplazadas para hacer la figura legible. Los desplazamientos
son 0.28, 0.58, 1.02 y 2.48 para N = 40, N = 86, N = 172 y N = 400 particulas respectivamente.

El caso de la coordenada AN? es un caso que esté entre medias de los dos anteriores.

Generalizando y en términos generales, encontramos que para un ndimero aproximado de 80
puntos es suficiente para alcanzar una buena convergencia en todas las coordenadas. Y este es el
nimero que usaremos en nuestras aplicaciones numéricas siguientes.

Otra alternativa para chequear la convergencia global es analizar el nimero de estados naturales
|k) que se mantienen en la base, es decir, los estados para los que n; # 0. Recordemos que muchos
de estos estados son linealmente dependientes algunos estados naturales |k) poseen un solape de la
norma nulo o despreciable, y éstos deben ser excluidos (ver capitulo 7). En todos nuestros cdlculos
solamente los estados con autovalores del solape de la norma mayores de una cierta tolerancia €
son aceptados. Para un valor dado de la tolerancia escogemos tantos estados |k) como necesitemos
para obtener un buen plateau.

Analicemos el comportamiento de la energia como funcién del nimero de estados naturales
mantenidos en la diagonalizacion de la ecuacion de Hill-Wheeler o equivalentemente como fun-
cién de la tolerancia en los cdlculos. Esto se muestra en la figura fig. 9.10 para las tres coordenadas
generadoras y para distinto nimero de particulas. En las coordenadas u y AN? encontramos que

Detalles a la solucién numérica de ecuaciéon de Hill-Wheeler 81



9 Desarrollos en teorias de muchos cuerpos para sistemas superconductores finitos

para tolerancias menores de 107'° se tiene estados linealmente dependientes lo que provee de va-
lores de la energia irreales. Lo interesante es que para tolerancias mayores se encuentra un buen
plateau. La tolerancia de 10~'° corresponde, tipicamente, alrededor de 15 estados linealmente in-
dependientes, los cuales corresponden obviamente a estados excitados con una energia suficiente
como para no afectar a la energia del estado fundamental. Dicha tolerancia asciende hasta 20 es-
tados independientes. Desde este punto de vista concluimos que que si se estd interesado en los
estados excitados la coordenada G, es la mas efectiva que el restO.
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Figura 9.10: Idéntico a la fig. 9.9 pero como funcién de la tolerancia e.

La diagonalizacion de la ecuacion de Hill-Wheeler merece algliin comentario més para el caso
de la coordenada u. Como fue comentado mds arriba en el régimen de débil apareamiento, para
un nimero de particulas igual a 20, por ejemplo, y para varios intervalos en el rango de u no se
encuentran soluciones superconductoras. Esta circustancia es la responsable de que en las curvas
correspondientes a la energia de condensacion muestren zonas inexistentes. Estas discontinuida-
des, sin embargo, no afectan a la solucion de la ecuaciéon de Hill-Wheeler, pues estos estados
poseen autovalores nulos de la norma y no se mezclan con el resto de estados.

9.5.1. Aplicaciones a los granos superconductores

En esta parte presentamos un estudio sistematico de varias propiedades de los granos super-
conductores. Los resultados de los célculos realizados con el MCG serdn comparados con el resto
de las aproximaciones, y la solucién exacta.
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9.5.2. [Energias de condensacion

Como dijimos en el capitulo anterior las energias de condensacién delatan la presencia de
correlaciones de apareamiento. En particular la transicién entre el régimen claramente supercon-
ductor y el dominado por fluctuaciones cudnticas puede ser descrito a través de esta cantidad.

Como en todos los casos anteriores la energia de condensacion es definida como la diferen-
cia entre la energia total en la aproximacion correspondiente y la energia del estado de Fermi
descorrelacionado. Por ejemplo, en los cdlculos MCG la energia de condensacion estd dada por
EC = Ea-:() - EF.

Esta cantidad estd representada en la figura fig.9.11 para sistemas con nimero par de electrones
(hasta 600) y para sistemas con nimero impar (hasta 601), como funcién del nimero de particulas
N.

En ambas gréficas damos resultados numéricos para las aproximaciones discutidas en capitu-
los pasados, BCS, PBCS, MCGPAV y MCGVAP. Los cédlculos MCGPAYV son presentados para las
coordenadas G,, 4, y AN? y para la aproximacién MCGVAP se presentan para G, y AN?.

Como sabemos la prediccion gran candnica BCS para la energia de condensacion predice la
desaparicion de las correlaciones de apareamiento en la region de pocas particulas para ambos
sistemas. Por otro lado, la proyeccion BCS (PBCS) predice siempre energias de condensacion
negativas para todo nimero de particulas en ambos sistemas, pero la transicién entre ambos re-
gimenes sucede abruptamente, mds acusado para el caso impar. Este artificio no estd presente en
los célculos MCG ni en la solucion exacta. Incluso la aproximacion simple MCGPAV predice un
comportamiento suave en ambos sistemas. La aproximacion mds complicada MCGPAYV, no sélo
predice una transicidén suave sino que reproduce la solucién exacta. Respecto de la aproximacién
MCGPAV encontramos que la coordenada u es 1la més efectiva de todas seguidas por la coordena-
da AN?. Paradéjicamente los cdlculos con la coordenada u resultan ser los més sencillos desde el
punto de vista numérico.

La razén de por qué la coordenada u sea la mas satisfactoria se deba probablemente a que el
uso de esta coordenada tenga el momento de inercia correcto en el espacio gauge asociado con
el operador N. De hecho, esto fue demostrado por Peierls y Thouless [PT62] en el contexto de la
invariancia traslacional y una aproximacion VAP por la técnica de la doble proyeccion. En este
trabajo mostraron que el parametro correcto de inercia del movimiento colectivo asociado con el
operador lineal del momento angular P (N en nustro caso) se obtiene cuando las coordenadas son
la posicién (¢ en nuestro caso) y la velocidad (u en nuestro trabajo). Esto significa que la dindmica
asociada con la ecuacion de Hill-Wheeler tiene el buen parametro de inercia. En la aproximacion
VAP uno siempre obtiene el 6ptimo pardmetro de masa [RS80].

9.5.3. Correlaciones de apareamiento

Como sabemos en un sistema candénico el pardimetro de orden BCS es idénticamente nulo. Por
esta razon es necesario definir otra cantidad para caracterizar correlaciones de apareamiento en un
estado con un nimero definido de particulas.

A, = Gch (9.21)
k
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Figura 9.11: Energias de condensacién como funcién del nimero de particulas en las diferentes
aproximaciones y los resultados exactos. Parte superior (inferior) para sistemas pares (impares).

Donde la letra b etiqueta la paridad del sistema. Las cantidades Cy son los correladores que
fueron introducidos en el capitulo anterior. Recordemos aqui que estdn definidos por:

C? ={c],cr.ci_ci ) — el Xl e, ) (9.22)

Estas cantidades miden las fluctuaciones en los nimeros de ocupacion. Los valores esperados
deben ser calculados en cada una de las aproximaciones. En los apéndices se desarrollan las for-
mulas correspondientes a cada aproximacion. En un estado descorrelacionado o bloqueado se tiene
Cr = 0. En el caso gran candnico los correladores se reducen a Cy = uvy y A, coincide con el
pardmetro de orden usual en la teoria BCS.

En la fig. 9.12 mostramos los resultados para el pardmetro de apareamiento en unidades A para
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Figura 9.12: El pardmetro A, en unidades de A para las diferentes aproximaciones como funcién

del nimero de electrones para granos pares € impares. Para un nimero de electrones menor que
los que se muestra en la curva BCS el parametro A, tiende a cero rdpidamente.

el sistema par e impar. Como podemos ver en ambas gréficas la transicion abrupta que ocurre en
las aproximaciones BCS y PBCS esta ausente en los cdlculos MCG y en la solucién exacta. Los
comportamientos peculiares de A, en la aproximacién MCG y la solucién exacta antes y después
de que la aproximacién BCS se anule estdn relacionados con el cambio en la naturaleza de las
correlaciones de apareamiento, es decir, desde un apareamiento deslocalizado en energia (régimen
de débil acoplamiento) a uno localizado (régimen de fuerte acoplo). El decrecimiento rdpido de
Ay, con N estd relacionado con una caracteristica especial del modelo, para el cual la constante de
interaccion G es inversamente proporcional al nimero de electrones.

El hecho de que A, converja monétonamente al valor A en el caso par por arriba y en el caso
impar por debajo es debido al efecto del bloqueo. En estas graficas observamos de nuevo que
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la aproximacién MCGVAP describe mejor el comportamiento del pardmetro A, que los cdlculos
MCGPAV.

9.5.4. Funciones de onda colectivas

Miremos ahora a la estructura de los estados MCG en espacio de las variables colectivas &.
Como sabemos las funciones f(£) no pueden ser interpretados como probabilidades. Son las fun-
ciones G(¢) de la ecuacion las que juegan ese papel, son ortogonales entre ellas y sus médulos al
cuadrado tienen el significado de probabilidad.

Las funciones |G|*> se muestran en la fig. 9.13 como funcién de las coordenadas generadoras
G, 'y AN? respectivamente. El comportamiento de |G|> como funcién de ¢ indica cuales son las
componentes mas relevantes de los estados [¥') en términos de la coordenada &. Para facilitar la
lectura de las gréficas hemos incluido en la escala de las ordenadas la energia proyectada Ey(&).
Por simplicidad restringimos nuestra discusion a sistemas pares.

En la fig. 9.14 representamos estas cantidades para la coordenada G, en las aproximaciones
MCGPAV y MCGVAP. Como quiera que las funciones |G no difieren cualitativamente pode-
mos discutirlas al mismo tiempo. El hecho de que las energias proyectadas sean menores en la
aproximacién PAV que en la VAP para un valor dado de G, — G, es debido al hecho de que la
constante G, es practicamente cero para todos los nimeros de particulas en la aproximacién PAV
mientras que varia considerablemente con el nimero de particulas para el caso VAP (ver tabla 9.2).

Como podemos ver, encontramos curvas de energia potencial anchas para un nimero de parti-
culas pequefio las cuales se van estrechando en funcién del nimero de particulas. Interesantemente,
las energias potenciales para las aproximaciones MCGPAV y MCGVAP son diferentes para un nu-
mero de particulas pequefio y resultan similares para las mas grandes. Respecto de las funciones
de onda colectivas para N = 20 obtenemos distribuciones muy anchas las cuales corresponden
claramente a una situacion de apareamiento débil dominado por fluctuaciones en el pardmetro de
orden A, ver panel a) de la fig. 9.13.

Para N ~ 40 encontramos que la extension de las funciones de onda ha disminuido considera-
blemente pero presentan una distribucion con dos picos, con el primero de ellos alrededor de una
solucién no superconductora y la otra alrededor de una superconductora. Para un nimero superior
de particulas (N ~ 86, 172,400) las distribuciones presentan un tnico pico siendo el ancho de este
pico mas pequefio conforme el nimero de particula aumenta. Mirando detenidamente la figura fig.
9.14 observamos que a gran numero de particulas la distribucién queda centrada alrededor de un
valor muy cercano al del pardmetro de orden A en el limite termodindmico A.

Los resultados para la coordenada u se presentan en la fig. 9.14.

Para N = 20, en la zona de apareamiento débil, obtenemos un potencial plano con una forma
la cual concuerda con la fisica discutida en la fig. 9.13. Las funciones de onda colectivas, estdn
de acuerdo con las descripciones de las figuras Fig. 2b y 3, muestran un patrén oscilante con los
maximos alrededor de u = kd y los minimos u = k(d + 1/2). La altura de los maximos decrece
considerablemente para valores k diferente de 10y 11, es decir, la funcién de onda colectiva estd
principalmente formada por la soluciéon Hartree-Fock alrededor del nivel de Fermi y las compo-
nentes de N = 20 de la solucién BCS de los niveles por encima y debajo del nivel de Fermi. Para
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Figura 9.13: Las energias proyectadas Ey(G) en funcién de G en las aproximaciones MCGPAV
(Iineas continuas delgadas) y MCGVAP (lineas continuas gruesas) para sistemas pares. Las funcio-
nes de onda colectivas |G(G)|* para las aproximaciones MCGPAV (lineas discontinuas delgadas)
y MCGVAP (lineas discontinuas gruesas) en unidades arbitrarias. La escala vertical aplica para
En(G), el minimo de En(G) en cada aproximacién ha sido puesto igual a cero. La escala de mas
arriba es sélo para el panel con N = 20.

N = 40 el régimen de débil apareamiento sigue persistiendo y la funciéon de onda muestra una
estructura similar a la de N = 20 pero con la interaccién mucho mds concentrada debido al hecho
de que el espaciado de niveles decrece con el incremento del nimero de particulas. Para N = 86 la
estructura de doble pico es una reminiscencia de la regién de débil apareamiento y para N = 172y
400 emerge una estructura de un sélo pico indicando la situacién de apareamiento fuerte. Las cur-
vas de energia potencial se hacen mds profundas con el incremento de N y la situacion del pico
alrededor de . ocurre en la misma manera. Como se puede ver en la fig. 9.14 el rango del para-
metro A cubierto por las funciones de onda disminuye con el incremento de V.

Por dltimo discutiremos la coordenada AN? en la fig. 9.15.

Las curvas de energia potencial son féciles de entender. En el limite de pocas particulas la so-
lucién BCS no corresponde a una solucién superconductora y en consecuencia (AN?) = 0. Por
otro lado la aproximacion BCS coincide con la solucién exacta en el limite de gran nimero de
particulas, en consecuencia (AN?) > 1.

En acuerdo a esto esperamos minimos de la energfa proyectada a pequefios valores de AN? para
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Figura 9.14: Las energias proyectadas Ey(u) (lineas continuas) y las funciones de onda colectivas
|G(w))* (lineas discontinuas) resespecto de u. La escala vertical aplica para Ey(u), el minimo de
En(u) ha sido puesto igual a cero. |G(u)|* estd en unidades arbitrarias. La escala de mds arriba
aplica para el panel correspondiente a N = 20.

bajo nimero de particulas y grandes valores de AN? para grandes N. Las curvas de energia poten-
cial se hacen mds suaves con el aumento de N porque para incrementar AN? es energéticamente
mas facil cambiar este valor. Como debe ser la curva de energia potencial para la aproximacion
MCGVAP esta por debajo de MCGVAP. Respecto de las funciones de onda colectivas, sus com-
portamientos siguen la formas de los pozos de potencial. Para N < 86 existe una probabilidad finita
de tener una funcion descorrelacionada de Hartree-Fock como una componente de la funcién de
onda colectiva y s6lo para N > 172 obtenemos funciones del tipo Wigner con amplitud nula para
la componente Hartree-Fock. El rango de A’s cubierto para las funciones de onda puede ser leido
de la figura 2c.
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Figura 9.15: Lo mismo que la fig. 9.14 pero para el pardmetro AN

9.6 Conclusiones

En este capitulo hemos presentado la formulacién més detallada de la aproximacién basada en
la proyeccién al nimero de particulas empleando el método de la coordenada generadora. Hemos
discutido tres coordenadas diferentes para generar funciones de onda, dos de ellos vélidos para la
proyeccidn después de la variacion y tres para la variacion antes de la proyeccion. La teoria ha
sido aplicada para estudiar el contexto de los granos superconductores usando el Hamiltoniano de
Pairing reducido. Hemos mostrado que los cdlculos basados en la aproximacién MCGPAV con
las dos coordenadas propuestas reproducen los resultados exactos en el régimen de débil y fuerte
apareamiento asi como en la transicion.

Respecto de los cdlculos MCGPAV encontramos que las tres coordenadas propuestas, a pesar
de ser incapaces de reproducir los resultados exactos, describen do forma cualitativa la fisica co-
rrecta no reflejdndose ningtin indicio de transicion de fase encontrada usando las aproximaciones
BCS y PBCS. Respecto del grado de precision encontramos que la coordenada u es la mds efectiva
de todas seguida por la coordenada AN?.

Pensamos que estos resultados son muy generales y se aplican a muchos otros sistemas mas
complejos que el simple Hamiltoniano de apareamiento. Como quiera que el método MCG incluye
explicitamente fluctuaciones en las funciones de onda es muy apropiado para tratar sistemas finitos
donde las transiciones de fase toman lugar. El método, contrariamente a otras aproximaciones, se
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aplica igualmente igual a sistemas con pocas o muchas particulas. Por otro lado el ansatz MCG es
muy versatil para ser adaptado a otras situaciones fisicas considerando coordenadas adicionales a

las discutidas aqui.
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— Capitulo 10

CORRELACIONES DE APAREAMIENTO.
HAMILTONIANO GENERALIZADO DE APAREAMIENTO

10.1 Introduccion

Hasta ahora hemos usado en nuestras aplicaciones el sencillo hamiltoniano de apareamiento
reducido (4.1) , cuya principal cualidad es la de poseer como interaccidén una constante que afecta
a todos los niveles electronicos por igual. Basados en los excelentes resultados que ofrece el mé-
todo de la coordenada generadora se impone extender el método a otras situaciones mds generales
que la tratada hasta ahora.

El paso natural para la generalizacién debe ser que la interaccidn de apareamiento no se reduzca
a una constante sino que sea funcién de los estados. Es decir, que el hamiltoniano se escriba de la
forma:

ﬁ: ZGkﬁk-FZka/AZAk, (10.1)
k Kk’
siendo los operadores iy = ), cf,,cm el operador nimero y A, = >, c,c, (AT = (A)") los

correspondientes operadores de destruccidn, (creadores) de pares. El hamiltoniano (10.1) es el ori-
ginal hamiltoniano de apareamiento o hamiltoniano BCS.

Nuestro interés fundamental se centra en encontrar hamiltonianos basados en la interaccion de
apareamiento los cuales pueden resolverse exactamente, y poder asi comparar nuestrés métodos
con la solucién exacta. Desgraciadamente el hamiltoniano (10.1) no posee solucion exacta, a me-
nos que se diagolanice numéricamente. Esta forma de resolverlo sélo es asequible para un ndimero
pequeiio de particulas haciendo inviable un estudio completo de la transicion entre los regimenes
de porcas y muchas particulas.

Sin embargo, recientemente se han encontrado un grupo de hamiltonianos basados en la inter-
accion de apareamiento los cuales si poseen solucion exacta. J. Dukelsky ef al. [DESO1] lograron
encontrar tres familias basadas en la interaccion de apareamiento las cuales possen solucion exac-
ta. Estos modelos son aplicables tanto a fermiones como bosones y para cualquier dimension. Su
hallazgo fue una generalizacion previa del trabajo de M. C. Cambiaggio el al. [CRS97] en el cual
se demostré que el hamiltoniano BCS reducido era integrable. Aunque M. C. Cambiaggio el al.
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no facilitaron la solucién exacta (desconocian el trabajo de Richardson) introdujeron para su de-
mostracion de integrabilidad un conjunto de operadores los cuales conmutaban entre si y con el
hamilltoniano. Esta fue la idea clave que permiti6 a J. Dukelsky et al. generalizar por un lado los
operadores que encontraron M. C. Cambiaggio el al. y el método propuesto por Richardson para
llegar a una nueva familia de hamiltonianos integrables, facilitando ademas la solucién exacta para
los mismo.

De forma paralela, la nueva generalizacién de las técnicas de Richardon perimitié unificar otra
familia de hamiltonianos (modelos de espines)integrables encontrada en 1976 por Gaudin [Gau76]
y que fueron denominados Gaudin magnets. Se descubrid que existe una intima relacién entre am-
bos modelos, permitiendo un paralelismo completo entre ambos. La unificaciéon de ambos modelos
perimite llegar a los llamados modelo de Richardson-Gaudin.

En este capitulo comenzaremos revisando los modelos de Richardson y Gaudin por separado,
centrandonos en sus pruebas de integrabilidad. Posteriormente acabaremos con las aplicaciones de
estos modelos confrontdndolas con el MCG.

10.2 Los modelos de Richardson-Gaudin

INTRODUCIR REVIEW OF MODERN PHYSICS: RICHARDSON-GAUDIN MODELS

En la fisica de la materia condensada es conocido la existencia un grupo de modelos con so-
lucion exacta, que en general han sido usados en sitemas de una dimension. Estos modelos se
clasifican bdsicamente en tres familias:

la primera de ellas es la que corresponde al trabajo desarrollado por Bethe [Bet31] y su Anzatz
para dar solucién al modelo de Heisemberg. La segunda de las familias corresponde a los modelos
llamados Tomonaga-Luttinger [Tom50, Lut63], cuya aplicacion se realiza fundamentalmente sobre
los llamados liquidos de Luttinger. La tercera familia nacié con los trabajos de Calogero [Cal62]
y Sutherland [Sut71], estos modelos con interacciones de largo alcance y han sido aplicados a una
gran variedad de sistemas, desde espines, electrones en una dimension y efecto Hall cudntico.

También existen modelos que pueden ser resueltos exactamente en el contexto de Fisica Nu-
clear. Un ejemplo de ello es el modelo de Elliot [Ell8a, ElI8b] que describe deformacion nuclear y
el movimiento rotatorio asociado. Otros ejemplos son los propuestos por Iachello y Arima [Ia80]
basados en el grupo U(6) el cual a su vez dependiendo del limite que se considere puede descri-
bir distitas situaciones fisicas como por ejemplo pueden ser las rotaciones SU(3), las vibraciones
U(5) y las inestabilidades gamma O(6). Estos modelos, todos ellos exactamente solubles han sido
usados ampliamente para describir estos complejos fendmenos nucleares.

Respecto de lo que para nosotros es interesante aqui, el fendmeno de la superconductividad, es
de especial importancia en ambos contextos, tanto en materia condensada como en fisica nuclear.
Como sabemos el uso de la teoria BCS no es satisfactoria cuando el tamafio del sistema es muy
pequefio, la violacion de la simetria del nimero de particulas hace que la teoria sea inaplicable en
tales sistemas. En consecuencia es necesario ir mds alld, una posibilidad es usar la teoria proyec-
tada para restaurar la simetria del nimero de particulas muy usada en aplicaciones nucleares pero
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insatisfactoria como sabemos en aplicaciones en los granos superconductores. Una alternativa es
usar otros métodos que generan mds correlaciones. Una posibilidad es usar el DMRG [Whi92] y
otra es usar la que nosotros proponemos, el método de la coordenada generadora MCG.

En este contexto es donde se desarrollaron las soluciones exactas para el Hamiltoniano de
apareamiento, publicadas en una serie de trabajos por Richardson [RS64, Ric65, Ric66, Ric77] e
independientemente por Gaudin [Gau76], que redescubrid estos modelos que han sido aplicados
satisfactoriamente en el contexto de los granos superconductores [BvD98, BvD99b, DS99, DS00,
FEQ3], para un review reciente consultar [BvD99a]. Es notable que a pesar de que los trabajos
originales de Richardson fueran escritos en la década de los 60, hayan sido usados recientemente
con tanto fmpetu.

Ahora sabemos que la solucioén que proporciond Richardson contiene una muy importante co-
nexién con los modelos de espines magnet de Gaudin. Dicha conexidn reside tiene los origenes
en un trabajo de Cambiaggio, Rivas y Saraceno [CRS97] los cuales fueron capaces de construir
un conjunto de operadores que conmtaban entre si y con el hamiltoniano de apareamiento reduci-
do, demostrando asi que es integrable. Pudiendo escribir es hamiltoniano de apareamiento como
una combinacion lineal de constantes del movimiento cudnticas. Lo importante de esta situacion
reside en que es posible establecer una relacién entre las constantes del movimiento del modelo
de apareamiento y aquellas del modelo de Gaudin. De esta forma el modelo de apareamiento se
extiende a tres familias de hamiltonianos basadas en la interaccidén de apareamiento, las cuales son
integrables tanto para sistemas fermidnicos como bosénicos. En este capitulo veremos como se
obtienen estas familias.

10.2.1. La solucién exacta de Richardson del modelo de apareamiento

En los sitemas finitos, la interaccidon de apareamiento es la responsable de la manifestacion de
los efectos superconductores. Un ejemplo de ello, es como sabemos, los granos superconductores,
los nicleos atdémicos son otro. Los mecanismos microscopicos causantes de tales interacciones po-
seen origenes que dependen del sistema fisico considerado. Por ejemplo, en materia condensada,
los efectos superconductores se inducen entre el intercambio de fonones entre los electrones de
conduccion. En la fisica nuclear, se desprende a partir de la naturaleza de pequefio alcance de la
interaccion efectiva entre nucleones dentro del medio nuclear. Pero ambos sistemas (nucleos y me-
tales) comparten una propiedad respecto de la interaccion de apareamiento: los pares de particulas
forman pares correlacionados formando estados inverso temporales uno del otro.

Consideremos ambos sistemas ahora desde este dltimo punto de vista, y veamos como pueden
ser estudiados siguiendo la solucion de Richardson del modelo de apareamiento. Por el momento
asumiremos que consideramos un sistema de N fermiones que se mueven en un espacio de €2 sitios,
que poseen una degeneracion Dg. Demos la libertad de que en cada uno de los sitios €2 pueda estar
caracterizado por un subespacio, el cual es etiquetado con los nimeros cudnticos €. Asumimos
que la degeneracién Dq es siempre par (para cada estado siempre existe su inverso temporal). El
hamiltoniano de apareamiento se escribe como:

H=Y i+ ) ViAiAy (10.2)
k

kk’
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Los operadores 7 y A, ,A, se definen como

= ce, A=) el A=A (10.3)
L L

Los operadores cZ[ (c,,) crean (destruyen) una particula en el estado k¢ (k{) respectivamente.

El operador 71 es el operador nimero y el operador AZ (A,) crean (destruyen) pares. Este conjunto
de operadores obedece al siguiente dlgebra de conmutadores

[ﬁk’AZr] = 2(5](](/142, [Ak,AZ,] = 25kk/ (Dk - 2ﬁk) . (]04)

El hamiltoniano general formado por estos operadores (10.2) ha sido el usado en los capitulos
precedentes, con la simplificacién Vi = G/2 (notemos que ahora la constante es G/2), es decir el
modelo reducido de apareamiento. Cuando la constante G es positiva, la interaccion es repulsiva,
y cuando es negativa, la interaccidn se hace atractiva.

Hp= Y & +G ) AlA,. (10.5)

k kk’

Es necesario considerar una cota superior para los estados k en el espacio de particulas indivi-
duales. En la materia condensada este limite estd dado por la frecuencia de Debye de los fononoes.
En Ia fisica nuclear, la eleccién de el limite superior depende del nicleo tratado y de los estados
disponibles para que la interaccién tenga lugar.

Construyamos ahora el estado mas general posible de n, pares de fermiones y v particulas
desapareadas, este estado es escrito de la forma:

1 VI (2 V10
ny,n,...,n0,vy) = —\(A) (A)) ---(A, [v) (10.6)
) ) ()
siendo N una constante de normalizacion. El estado desapareado |v) = |vi,vs,..., Vg, con
v =}, v; se define de tal modo que
Ajlv) =0, vy = vilv) (10.7)

El nimero v define la senioridad del estado, es decir, dice cuantas particulas hay desapareadas
en el sistema. El ndmero total de pares es ng = > ;n; y el nimero total de particulas N = 2ny + v.

Para valores grandes del espacio (valores Q y ng) es evidente que los métodos de diagonaliza-
cién como el método de Lanczos no pueden usarse para obtener solucion alguna, y es necesario
usar algun método de resolucidn aproximado, un ejemplo es la teoria BCS. La solucién de Richard-
son consiste en resolver exactamente el problema sin necesidad de realizar diagonalizacién alguna.
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Resumamos aqui los pasos seguidos por Richardson para solucionar el problema de encontrar
los autovalores y los autoestados del Hamiltoniano reducido de apareamiento (10.5). (Ver capitulo
6 para mds detalles). Los autoestados pueden ser escritos de la siguiente forma:

|®) = B{B}--- B |v) (10.8)

Los operadores B’s actuan sobre el colectivo de pares de electrones, la estructura de estos
operadores son los que determinan la solucién del problema. Richardson establecidén que su forma
estd dado por la siguiente expresion:

o ]

B = Z Al 10.9

T Ld2g-e, k (109)

Si se considera un s6lo par de particulas, entonces las cantidades e, definen las energias de los

pares. Con esa estructura, los operadores B’s determinan a partir de las cantidades ¢, las autofun-
ciones | D).

Richardson tras laboriosas manipulaciones [RS64] llega a las siguientes conclusiones:
El estado (10.6) es un autoestado de Hp si las energias de pares e, son solucién el conjunto de
ngy ecuaciones no linelaes acopladas, las llamadas ecuaciones de Richardson:

1 d;

S 4 4

2 Gzze‘k—ea—l— GZea
k BEa)

1
=0 (10.10)
és

donde d; = v;/2 — D, /4 es una cantidad relacionada con la degeneracién del nivel individual 4.

El autovalor de la energia asociada con una solucién para los pares de energia es

E:Zekvk+Zea (10.11)
k @

Como vemos la solucién de Richardson se limita a resolver el conjunto de ecuaciones (10.10),
y puede ser aplicado a espacios de configuraciones verdaderamente grandes, muy por encima de
cualquier método de diagonalizacidn.

10.2.2. El modelo de Gaudin

Gaudin en 1976 [Gau76] inspirado por los trabajos de Richardson propuso una familia com-
pleta de modelos integrables y exactamentre solubles modelos de espin. Los modelos de Gaudin
estdn basados en el dlgebra SU(2) de los operadores de espin,

|K*, KP| = 2ieys, K (10.12)

donde K¢ = 0* (a = 1, 2, 3) son las matrices de Pauli.
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Un modelo cuéntico con L grados de libertad es integrable si existen L operadores hermiticos
que conmuten entre si. Esta condicion garantiza la existencia de una basa comun de autoestados de
los L operadores, que son los llamados invariantes cudnticos, y para sus autovalores, las constantes
del movimiento.

El algebra del grupo SU(2) tiene un sélo grado de libertad, de modo que el conjunto de L
operadores que sean cuadraticos en los operadores de espin, son

H; = ZL: 23: Wi KIK? (10.13)

i) a=1

donde las funciones wf; son 3L(L — 1) coeficientes reales. Para definir un modelo integrable,

que satisfaga las relaciones de conmutacién [H,-,H j] = 0, estos coeficientes deben satisfacer el
siguiente conjunto de ecuaciones algebraicas

@, Y Y @ —
WiWi + wl;.wl.k wikwfk =0 (10.14)

Gaudin propuso dos condiciones para resolver este sistema de ecuaciones, la primera fue la
antisimetria de las funciones w,

w% = —wo (10.15)

ij Ji

Lo segundo fue expresar los coeficientes w como una funcién impar de la diferencia entre dos
parametros reales,

Wi = fa (mi = n)) (10.16)

para satisfacer la ecuacién (10.15).

La solucién mds general posible a las ecuaciones (10.14) sujeta a las condiciones (10.15) y
(10.16) puede ser escrito en términos de funciones elipticas. Ademads de estas condiciones se suma
la condicion de que el espin total en la direccién z S* = % 2.: K, se conserva, es decir, los operado-
res H; conmutan con . La conservacion de esta cantidad requiere que wj; = w, =X yw;; =Yy,
en términos de las dos nuevas matrices X e Y. En tal caso, las condiciones de integrabilidad de la
ecuacion (10.14) se reducen a

Yinjk + Ykink + inXij =0. (10.17)

Existen tres familias de soluciones a las ecuaciones (10.17):
1) El modelo racional,

1
i —1nj
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II) El modelo trigonométrico,

1

%= ommy | = (= my)- (10.19)
IIT) El modelo hiperbdlico,
1
Xj= ——F———,  Y;=coth(n;—n). (10.20)
sinh (ni -7 j)

Evitando dar los detalles de las derivaciones, se pude demostrar que la solucién a estos modelos
estd basado precisamente en el mismo ansatz que el usado por Richardson en su solucién del
modelo de apareamiento. El Hamiltoniano mds general con operadores de espin que puede ser
escrito como combinacion lineal de las operadores H; es:

H=2) GH;i= > (si— ) {Xy |[KiKS + KK| + VKK (10.21)
i i)

Este Hamiltoniano modeliza una cadena de espines con interacciones de largo alcance, tiene un
total de 2L pardmetros libres. El caso racional conduce a un modelo de espin XXX, mientras que
los casos trigonométricos e hiperbdlicos corresponden al modelo XXZ. Los modelos de Gaudin
tienen un enlace con el magnetismo cudntico, sin embargo estos modelos no han recibido mucha
atencion en nuestros dias.

10.2.3. Integrabilidad del Hamiltoniano de apareamiento

Una conexidn clara entre el modelo de Richardson y el de Gaudin no se realizé hasta que Cam-
biaaggio, Rivas y Saraceno en 1997 publicaron su trabajo [CRS97].

La clave del trabajo fue mostrar que el hamiltoniano de apareamiento es integrable encontrando
un conjunto de operadores hermiticos que conmutan entre si y con el hamiltoniano, el cual pueda
ser escrito como combinacidn lineal de ellos.

Evitando dar los detalles aqui, Cambiaggio y colaboradores consideré el siguiente conjunto de
operadores

1

€ — €

Ri=K)+2G )

1
[5 (K'K;) + K)K} | . (10.22)
I'(#D)

Donde los operadores Ki,K? son los operadores elementales del dlgebra de pares SU(2) defi-
nidos como

| 1
Klo = 5 Z ComCim — ZDI

1 P _
Kl+ - 5 Z cl‘ﬂlcl'ﬁl = (Kl )T' (]023)
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Los operadores KlT crean un par de fermiones en estados inverso temporales. La degeneracion
D del nivel [ estd relacionada con el pseudoespin §; D; = 25, + 1. Los tres operadores Kli,K})
satisfacen el dlgebra de conmutadores de SU(2)

|k Ki | = +ou K7 (K}, K; ]| = 26, K. (10.24)

El grupo SU(2) para un nivel / tiene un sélo grado de libertad y el operador de Casimir es

(K?) + %(K,"K,‘ KK = %(Df -1). (10.25)

Demostraron que los operadores R; eran hermiticos, globales (en el sentido de que son inde-
pendientes del espacio de Hilbert), independientes (en el sentido de que no pueden ser expresados
como funcién de los demds) y que conmutan entre si. Por otro lado, obviamente existen tantos
operadores R; como grados de libertad. El conjunto de estos operadores cumple con los requisitos
de un modelo integrable. Finalmente mostraron que el Hamiltoniano (10.5) puede ser escrito como
una combinacién lineal de los operadores R; de la forma siguiente:

Hp=2 Z eR, + cte. (10.26)
)

Volvamos a la relacién entre el modelo de Richardson y el de Gaudin. Esto puede realizarse
comparando el modelo racional de Gaudin con los operadores encontrados por Cambiaggio, la
diferencia entre ambos reside en que en el modelo racional de Gaudin no aparece un término a un
cuerpo. Como mostré Cambiaggio este término preserva la conmutabilidad de los operadores R y
en consecuencia generaliza el modelo racional de Gaudin.

10.2.4. Los modelos de Richarson-Gaudin generalizados

La generalizacién de los modelos de Richardson y Gaudin pueden unificarse de forma que en-
globen también a las tres familias de modelos de Gaudin (racional, trigonométrico e hiperbdlico)
y no solo al racional. Los tres pueden ser generalizados incluyendo de un término lineal en los in-
variantes cudnticos. Esta unificacion también es valida para sistemas bosénicos. Aqui seguiremos
tnicamente la discusion para el caso fermidnico.

Si se consideran los operadores hermiticos més generales que conserven el nimero de particu-
las y que sean cuadraticos tenemos:

X

5 (K/K, + K;K;) + Yy KK} | - (10.27)

RZ=K,°+2GZ[

U'(#D)

Estos operadores son una sencilla generalizacion de los operadores de la expresion (10.22).
Las matrices X e Y deben satisfacer ciertas relaciones para que los operadores R conmuten entre si.
Estas condiciones coinciden con las encontradas por Gaudin [Gau76]. Las tres familias se pueden
escribir en una forma compacta de la forma siguiente:
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e |

X, = Yy = ycot|y (m —nj)|. (10.28)

donde y — 0 corresponde al modelo racional, y = 1 es el modelo trigonométricoy y = i al
modelo hiperbdlico. Los tres limites son completamente equivalentes a los que presenté Gaudin.

Lo siguiente corresponde a encontrar los autoestados para estos modelos:

RIY) = n|'Y). (10.29)
Esto es posible realizarlo usando un ansatz similar al usado por Richardson para resolver el

modelo de apareamiento:

Q

no
W =[[Bw. Bl =) wek; (10.30)
a=1

i=1

El estado [¥) es un producto de operadores de pares colectivos B . Escribamos las soluciones
correspondientes a cada una de las familias:

I) El modelo racional:

1

ui(eqy) = , (10.31)
2771' — €q
]—4GZ 9 +4GZ L (10.32)
A I e
r = d, ]+2GZ d; +SGZ ! (10.33)

II-11I) Modelos trigonométrico e hiperbdlico

Los modelos trigonométricos e hiperbdlico puden unificarse bajo una misma notacién. Usando
las expresiones sn para sin en el caso trigonométrico y sinh para el caso hiperbdlico. Lo mismo
con la expresion ct.

1

ui(eq) = ———, (10.34)
sn(eq — 1)

142G Z d;jct(eq —1;) — 261;) ct(es — e4) = 0, (10.35)
J *a
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rizd,-{1+2G

D djcttni—n) - ) ctleq - 2;7,-)]} (10.36)

J#) @

En todas las ecuaciones anteriores, la cantidad d; esta dada por:

V) Dl
d=—--—. 10.37
=57 ( )
Dado un conjunto de pardmetros y fijado un valor para la constante de apareamiento G, las
energias e, son obtenidas resolviendo el conjunto acoplado de ny ecuaciones no lineales (10.32) si
se desea resolver el caso racional y las ecuaciones (10.35) para los casos trigonométricos € hiper-
bdlicos.

En el limite G — 0, las ecuaciones (10.32) y (10.35) tienen por solucién e, — 2n;. En di-
cho limite, las amplitudes u;(e,) se vuelven diagonales y los estados [¥) se vuelven un producto
de pares descorrelacionados cuando sobre un estado descorrelacionado. Para sistemas fermidnicos
las soluciones e, pueden ser complejas, y si esto ocurre aparecen por pares complejo-conjugados.
En este dltimo caso las ecuaciones (10.32) y (10.35) pueden presentar singularidades cuando para
algin valor critico de la constante G (digamos G,) dos o mds e, adquieren el mismo valor. Estas
singularidades, sin embargo, no afectan a los valores de la energia, la cual no presente ninguna
peculiaridad en torno a los puntos singulares. Estos afectan inicamente a la solucién de las ecua-
ciones (10.32) y (10.35) las cuales pueden hacerse complejas de resolver numéricamente cuando
el valor de G se acerca al critico G..

Los autovalores de los operadores R, dado por las ecuaciones (10.33) y (10.36), son siempre
reales pues las energias de pares son siempre reales o aparecen en pares complejo conjugadas. Cada
solucidn del conjunto no lineal de ecuaciones genera un autoestado comun a todos los operadores
R;, y en consecuencia para cualquier Hamiltoniano que esta escrito como combinacion lineal de
ellos. Las energias del correspondiente Hamiltoniano son las misma combinacién lineal de los
autovalores r;.

10.3 Eleccion del Hamiltoniano Generalizado de apareamiento

Como sabemos de la seccidn anterior existen tres familias de modelos basados en la interaccién
de apareamiento que poseen solucidn exacta. A continuacion vamos a encontrar la forma que posee
dicho hamiltoniano que engloba a las tres famillias. Este hamiltoniano se debe escribir (ver la
seccién anteior) como combinacidn lineal de los operadores R), es decir

H = 2Ze,R,. (10.38)
l

Recordemos que los pardmetros € son constantes cualesquiera. Desarrollemos la férmula an-
terior:
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X ] - .
_ 0 T
H= 2; a K. +4Gl;#) a { 2 (K[K; + K K;) + Y,,,K,OK,O,}. (10.39)
——— ;
Hy H,

Empezamos calculando H:
1 1 1
Hl ZZZEIKIO :ZZQ[EHI—ZD]] :ZEIHI—EGIDI (1040)
Para H, tenemos:

Hy=2G ) aXy (K[K; + K[ K})+4G ) Yy K{K}. (10.41)
LU(#D) LU (#D

H» Ha»

Calculando por separado ambas contribuciones:

Hy = g D aXu(AjA, +AA)) = g > aXu(AjA, +AA). (10.42)
(D (1)

Aplicando a esta ultima expresion la antisimetria de las matrices X, Y encontramos:

G oo
Hy == Z (6 —e)XwAA,. (10.43)
o)

Para Hy,:

1 1 1 1
H>,, =4G Yy | =n— =D;||=ny — =Dy | =
22 1%11)61 I (2711 4 z)(2n1 4 1)

1 1 1 1
4G Y |=-nmy — =Dy — =npyD; + —D;Dy 10.44
1%;1)61 I (4n1n1 8”1 I 8”1 1 16 1 1) ( )

Finalmente reordenando los términos y usando la antisimetria de la matriz Y, se llega a:

G G
sz = —— Z (61 — 61/) Yll’ n; D[/ + — Z (61 - el’) Yll’nlnl’ +

I (#1) b

G
= Z (¢—&)YyD/ Dy  (10.45)

C)]

Juntando todos estos resultados parciales encontramos la expresion para el Hamiltoniano total:
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. G G
H = Z en;+ 3 Z (g — €)Xy A;Al, + E Z (—¢€)Ypnny +
1 IAEC2)) ()

G 1
3 Z (¢ — &)Yy DDy — 5 Z € D; (10.46)

W (# l

con

5 G
d=6a-- Z (e — &)Yy Dy (10.47)

(#

El Hamiltoniano (10.46) se puede escribir de una forma mds compacta y util:
H=Y anm+ Y ViAJA, + > Vinn +cte (10.48)
] 1 (#l) 1D

Siendo Vj,, V7, los "potenciales"de interaccién dados por:

G G
V) = 0} (g —e) Xy, Vi = 0} (e—e&) Yy (10.49)

Siendo la constante:

G 1
cte = § l%:l) (¢ —€)Yy DDy — 5 Z €D, (10.50)

A partir de ahora serd con el Hamiltoniano (10.48) nuestro punto de partida para extender los
resultados hacia los modelos generalizados de apareamiento.

El hamiltoniano (10.48) posee solucién exacta cuando los potenciales V' y V2 se escriban de
la forma:

G yle-«)

G
= V= = — &) cot -y 10.51
T P " i = =5y (&~ &) cot[yGy —m)] (10.51)

En funcién del pardmetro y se tendrén las distintas familias, y — O para la racional, y = 1 para

la trigonométrica y y = i para la hiperbdlica.

10.4 Lateoria BCS en el modelo generalizado de apareamiento

Una vez definido el hamiltoniano generalizado debemos empezar a considerar las succesivas
aproximaciones para tratar de resolverlo.
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Este es el turno de estudiar la teoria de campo medio BCS. Comencemos por exprear la energia
y posteriormente deduciremos las ecuaciones variacionales.

El Ansatz BCS esta dado por (4.2)

BCSY, = | [ (w+vecfcl )1 (10.52)
k

Al igual que en el caso del Hamiltoniano de apareamiento generalizado debemos usar un Ha-
miltoniano modificado usando la ligadura del nimero de particulas, para que en promedio el ni-
mero de particulas sea el requerido. EI hamiltoniano modificado es:

H =H - uN (10.53)

La expresion para la energia es (los detalles de estos cdlculos se muestran en el apéndice (H))

E'=2% (&-mvi+ Y Viuvuw;+4 > VI (10.54)
i i, j(i#)) i, j(i#))

Para encontrar las ampliutides debemos resolver las ecuaciones variacionales obtenidas al usar
el principio variacional de Ritz:

o, E =0. (10.55)

Dicha variacién produce el conjunto de ecuaciones:

2 & — ) wove + A (v - 1) = 0 (10.56)

Como vemos corresponde a la misma estructura de las ecuaciones BCS correspondientes al ha-
miltoniano de apareamiento reducido. De esta forma la forma de resolverlas transcurre en paralelo
con aquella forma (ver en apéndice H para mas detalles)

10.5 La teoria proyectada en el modelo generalizado de apareamiento
Veamos ahora la forma que toma la teoria proyectada con el Hamiltoaniano generalizado

H = Zé,- n; + Z Vllj c;cj_cj_cﬂ + Z V,-zj nin; (10.57)

i, ji#)) i, ji#))

Mostremos primero la energia proyectada Ep usando el Ansatz correspondiente a la proyeccidén
BCS |[BCS )y
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(BCS |H|)n

(BCS|BCS )n (10.58)

P —
La evaluacion de esta energia da como resultado (ver el apéndice I)

Epzzz@,- + > v i) = +4Z GRSy l (10.59)

i, j(i#)) i, j(i#))

Demos ahora las ecuaciones variacionales deducidas a partir del principio variacional de Ritz:

(& + T+ A vy + A(uz +v3) =0 (10.60)

Donde las campos &, 'y, Ay y Ay tienen por éxpresion:

~ A Rll(
€ = € F (106])
le
Ti=4 > Vi ,2 (10.62)
i,k(i#k)
ik ik i pk k
A:Z@&M R Ry~ Ry
¢ "R OROR
i(i#k) 0
Vi s [ B R RV R~ RS
5 M,V,MJVJ RO RO RO
i, j(i#],#K) 0
lek _lek Rij Rk _Rk
2 Z u ViVj [—o _%)1—00 (10.63)
i, j(i# j#k) RO RO RO
k
== Z V,'kuv, L (10.64)
z(zqtk) R

La forma de resolverlas estd explicada en el apéndice 1.

10.6 EIl método de la coordenada generadora en el modelo de
apareamiento generalizado
Veamos ahora las expresiones correspondientes al método de la coordenada generadora aplica-
das al hamiltoniano de apareamiento generalizado. Para ello es necesario encontrar el solape de la

norma y del Hamiltoniano, (7.5) y (7.6) respectivamente.

Para el solape de la norma se encuentra:
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Neg = R)(E,€) (10.65)

y para el solape del Hamiltoniano:

Hee =2 ) evil©vi@IRIEE) + Y Vu@ i@ @) vi€ ) RY(E,€) +
i i, j(i# )
4 Z Vi2j Vi€ vi(€) vi(é) vi(€) R;j(f, &) (10.66)

L, j(i#))

COMENTARIOS
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— Capitulo 11

ApLicacioNES DEL MCG EN LOS MODELOS DE
RicHARDSON-(GGAUDIN

11.1 Introduccion

Como vimos en el capitulo anterior es posible construir un conjunto de hamiltonianos basados
en la interaccidn de apareamiento los cuales poseen solucidn exacta.

Muy recientemente este conjunto de modelos viene siendo utilizado para describir diversos
fenémenos. Como ejemplos de estas aplicaciones pueden servir la transicion de fase cudntica en
el modelo de bosones interactuantes (interactin boson model, IBM) [ADGRO3], aplicaciones a
sistemas atémicos y moleculares bosénicos [DDEP04], sistemas bosénicos atrapados [DDP04] y
aplicaciones a estructura nuclear [DGI*06].

Nuestra motivacion en esta dltima parte de la tesis no es la de aplicar estos modelos a algtin sis-
tema fisico en concreto, sino la de comprobar la utilidad del método de la coordenada generadora
(MCG) en dichos modelos. Para este fin usaremos las tres familias de modelos generalizados dados
en el capitulo anterior (racional, trigonométrica e hiperbdlica) usando varias prescripciones en la
eleccion de los parametros libres 7, las cuales seran comparadas con sus respectivas soluciones
exactas alli donde sea posible. Para completar nuestro estudio también realizaremos un analisis de
un caso para el que no se tiene la solucién exacta, cuando las matrices de interaccion Vl'], Vlzj son
aleatorias.

Asimismo para generalizar la discusion y la variedad de resultados posibles los calculos rea-
lizados con el MCG serdan comparados con las aproximaciones de campo medio (teoria BCS) y
proyeccidn al nimero de particulas (teoria PBCS).

11.2 El modelo

A lo largo de este capitulo todos los célculos los realizamos usando el mismo modelo (usando
los mismos estados base) que hemos utilizado en los capitulos precedentes sobre el hamiltoniano de
apareamiento reducido. Es decir, el modelo consta de niveles equiespaciados (¢, = k d) doblemente
degenerados |k+). Escogemos el nimero de niveles igual al nimero de particulas. La constante
de interaccién G se ha mantenido como G = Ad, siendo d el espaciado entre niveles dado por
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d = 2sinh(1/A)A/N. En este caso hemos elegido la constante sin dimensiones A como 4 = 0.5 a
diferencia del valor A = 0.224 usado en los célculos con el hamiltoniano de apareamiento reducido,
y mantenemos para A el valor que usamos anteriormente A = 0.38meV.

11.3 Hamiltoniano con solucion exacta

Esta primera parte se dedica a los resultados obtenidos usando los hamiltonianos para los que
existe solucién exacta. Como obtuvimos en el capitulo precedente, la expresion correspondiente a
dicho conjunro de hamiltonianos es la siguiente:

H=Z€ini+ Z Vi'j-cj+cj_cj_cj++ Z Vizjninj. (11.1)

5, j(i#)) L, j(i#))

Como sabemos, en funcién de los valores que tomen las matrices de interaccion Vl‘j y Vl.zj
el hamiltoniano podrd tener o no solucién exacta. El conjunto de pardmetros &, Vilj, Vl.zj es el
responsable de clasificar el hamiltoniano dentro de los exactamente solubles. Como se dijo en
el capitulo anterior el conjunto de hamiltonianos que pertenece a los que poseen solucidn exacta

adquieren las siguientes expresiones:

& = €k—GZY(S—EI)CO'W(U:'—UI), (11.2)
I(#1)
G 7 (fi - 6/)
Vi = = ——— (11.3)
! 2 siny(n; —n;)
G
Vizj = E ’)/(Gi - E]) COt’)/(nl' - 77]) (114)

El parametro y define los tres modelos o familias posibles en las que se dividen los hamiltonia-
nos con solucién exacta. Estas son como ya se discutié el modelo racional (y = 0), el trigonomé-
trico (y = 1) y el hiperbdlico (y = —i).

En lo que resta de esta seccion dedicada a los hamiltonianos con solucidn exacta plantearemos
por separado cada una de las familias. Dentro de cada una de ellas hemos elegido tres prescripcio-
nes distintas para el conjunto de parimetros 7;.

Calcularemos la energia de condensacion (ver definicidn en el capitulo 9.3.1) para un sistema
con un numero par de electrones que serd comparada con el resto de aproximaciones y con la so-
lucion exacta. Hemos de hacer notar que definimos aqui la energia de condensacién de la misma
forma que se hizo para el caso del hamiltoniano reducido, es decir, como la diferencia entre la ener-
gia total ((H)) y la enegia no correlacionada correspondiente al estado Hartree-Fock ((HF|H|HF)).
Adoptamos esta definicion con el dnimo de ser consistentes con los resultados obtenidos en la pri-
mera parte de la tesis.

Debemos hacer notar que sélo presentamos resultados numéricos de la solucion exacta para
la familia racional (en sus tres parametrizaciones). Para las familias trigonométrica e hiperbdlica
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no conocemos la forma matemadtica para resolver el conjunto de ecuaciones (10.35). El motivo
fundamental de la dificultad reside en evitar el problema de las singularidades que presentan estas
ecuaciones. Es decir, encontrar un método general basado en un cambio de coordenadas como
el que hemos usado (encontrado por Richardson [Ric66]) pero aplicado a las ecuaciones (10.35)
correspondientes a las familias trigonométrica e hiperbdlica.

11.3.1. Las parametrizaciones 7

Pasemos a la discusién de las distintas elecciones de los parametros 7; que hemos utilizado en
los célculos.

Primera prescripcion: 7, = ¢

Es la eleccion mas sencilla posible. En el caso de la familia racional proporciona elementos
de matriz Vl.; y Vlzj constantes. Esta eleccion conduce al hamiltoniano de apareamiento reducido
(salvo una constante). De modo que los resultados obtenidos con esta parametrizacién deben tener
a priori semejanza con los que se obtuvieron para el hamiltoniano de apareamiento reducido.

Segunda prescripcion: 7, = &,/ Vk

Como consecuencia de esta eleccion obtenemos para todas las familias elementos de matriz Vl.;
y ij dependientes del estado. Desde este punto de vista nos encontramos con hamiltonianos que
no guardan parecido con el hamiltoniano de apareamiento reducido y en consecuencia los resulta-
dos obtenidos en principio distardn de los obtenidos con aquel.

En términos generales con esta eleccidn la intensidad de la interaccién es mayor en niveles
proximos.

Tercera prescripcion: 7, = ¢,/ VN + 1 —k

Esta prescripcion es una leve modificacion de la anterior. La idea es desplazar la intensidad de
la interaccion a niveles mas alejados que lo que resulta en la prescripcidn anterior.

11.3.2. Eleccion de la coordenada generadora

En principio nuestro método basado en utilizar como estado del sistema el Ansatz (8.4) es lo
suficientemente general como para aplicarlo directamente a cualquier eleccion de los pardmetros

k-

Pasemos ahora a fijar la coordenada generadora que utilizaremos en los cédlculos MCG en
esta parte de la tesis. Debido a la complicacion que presentan los hamiltonianos no desarrollamos
un estudio exhaustivo de las distintas posibilidades como hicimos para el caso del hamiltoniano
reducido. A partir de la experiencia ganada en aquellos célculos nos restringiremos al uso de una
tinica coordenada, la que ofrezca una relativa sencillez de cdlculo y que por otra parte haya ofrecido
buenos resultados previos. Esta coordenada es sin duda, la coordenada del pardmetro de orden gap
A. Sin embargo, a la hora de adoptar esta coordenada hay que tener en cuenta que ahora tratamos
con hamiltonianos para los cuales el pardmetro A estd definido como funcién de cada estado &, Ay,
ver la expresion (H.21) del apéndice H. Para evitar esta dependencia presentaremos los resultados
en funcién de la constante de interaccion G (realmente es la auténtica coordenada generadora)
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como hicimos en el capitulo 9. Asimismo la forma forma de realizar los calculos es idéntica a la
explicada en el capitulo 9.

11.3.3. Detalles de los calculos con el MCG

La metodologia de implementar el MCG para los hamiltonianos generalizados que tratamos en
éste capitulo no dista mucho de la que fue presentada para tratar el hamiltoniano de apareamiento
reducido, y son validos igualmente los pasos que fueron realizados alli.

Para no hacer demasiado largo nuestro andlisis no mostraremos para estos modelos el compor-
tamiento del MCG con respecto a la convergencia y al nimero de puntos necesarios para obtener
los resultados presentados. Diremos a modo de sintesis que estdn de acuerdo con las conclusiones
que fueron obtenidas respecto de estas cuestiones en el capitulo anterior.

11.3.4. Modelo racional (y = 0)

Comencemos por la familia mds sencilla, la que corresponde al modelo racional (y = 0). En
este caso los pardmetros de la interaccion vienen dados por:

. — G € —€;
&=6—-G E & 61’ ‘/llj: B} L, Vi =V.. (11.5)
i@ i 2 mi—n;

Aun tenemos que fijar el conjunto de pardmetros 7, para fijar los elementos de matriz de la
interaccion. Estudiemos cada una de las parametrizaciones por separado.

Parametrizacion 1: 7, = ¢

Esta eleccion es la mas elemental de todas y provee elementos de matriz constantes. En este
caso el hamiltoniano obtenido es salvo una constante el hamiltoniano BCS reducido.

G G
&=6—-GNN-1), V5= 2:5,

3 ij (11.6)
Energias de condensacion
Comencemos por mostrar los resultados para las energias de condensacion. En la fig. 11.1 se
muestra la energia de condensacion para las aproximaciones BCS, PBCS, MCGPAV, MCGVAP y

EXACTA.

Como era de esperar el aspecto que presenta esta figura es similar al que se encontrd para el
hamiltoniano de apareamiento reducido, fig. 9.11 (panel superior).

De la fig. 11.1 se desprende que la aproximaciéon de campo medio BCS predice una transicién
abrupta para N = 20 electrones. Dentro de la fase superconductora (N > 20) la ganancia de energia
es practicamente lineal con respecto al nimero de particulas, mostrando asi el sistema un caracter
puramente extensivo.

Cuando se restaura el nimero de particulas con el método proyectado PBCS encontramos un
comportamiento andlogo al que se encuentra para el caso del apareamiento reducido. Por un la-
do, aparte de obtener energias siempre menores que para el caso BCS se predice la existencia de
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Figura 11.1: Energias de condensacion de un sistema con un nimero par de electrones en unidades
de A para las aproximaciones BCS, PBCS, MCGPAV, MCGVAP y la solucién exacta.

correlaciones para cualquier nimero de electrones. Sin embargo su evolucién con respecto al ta-
mafio del sistema, es decir, con el ndmero de electrones no es uniforme. En efecto, hasta N = 20
el sistema gana energia muy rdpidamente, en la regién intermedia (20 < N < 80) la proyeccion
predice una transicion suave en la cual la ganancia de energia disminuye considerablemente hasta
que finalmente el sistema entra en el régimen puramente lineal como en el caso BCS. Notemos,
por otro lado, que esta transicién entre ambas regiones no ocurre de forma abrupta como se obtuvo
para el hamiltoniano reducido. Sin embargo, de nuevo encontramos que tal transicion es artificiosa
y no se observa en la solucion exacta.

La solucién exacta nos provee con un comportamiento igual al encontrado con la proyeccién
para la regién de pocos electrones (N < 20), por tanto el método proyectado predice este régimen
muy bien, y no sélo cualitativamente sino cuantitativamente con gran precision. A partirde N = 20
la solucién exacta describe una transicion especialmente suave cuyo aspecto en nada recuerda al de
la proyeccion. Demostrando asi de nuevo lo extraordinariamente infructuoso del tratamiento de la
correlaciones por parte del método proyectado. Para el régimen de muchas particulas la solucién
exacta muestra también el comportamiento lineal al igual que las curvas BCS y PBCS, aunque
numéricamente estas quedan lejos de la solucién exacta.
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Pasemos ahora a analizar las curvas correspondientes a los cdlculos con el MCG. Como se
puede observar, ambas curvas MCGPAV y MCGVAP reducen la energia considerablemente res-
pecto de la proyeccion. De nuevo, encontramos un perfecto acuerdo entre ambas aproximaciones
y la solucién exacta en el régimen de pocas particulas (N < 20). En la regién de transiciéon ambas
teorias predicen una evolucion suave de la energia, exactamente igual que en la solucién exacta.
Sin embargo el método MCGPAV subestima las correlaciones a partir de ese nimero de particulas
quedando un poco lejos de la solucién exacta. Sin embargo, los cdlculos realizados con la version
MCGVAP son capaces de reproducir con gran precision los valores de la solucién exacta. El grado
de precision alcanzado estd en perfecto acuerdo con el que se obtuvo en el caso del hamiltoniano
reducido.

Funciones de onda colectivas
Analizemos ahora el comportamiento de las funciones de onda colectivas en el MCG.

En lafig. 11.2 se presentan las funciones colectivas |G(G)|?> (lineas discontinuas) para el estado
fundamental del sistema para ambas aproximaciones MCGPAV (linea discontinua fina) y MCG-
VAP (linea discontinua gruesa).

Como casos representativos en cada region se han elegido los siguientes nimero de particu-
las: N = 20 para la regién de pocas particulas, N = 40 y N = 80 para la regién de transicion y
N =100, 200, 400 para representar el caso de muchas particulas. También se han representado las
curvas de energia proyectada (Iineas continuas) en ambas aproximaciones MCGPAV (linea conti-
nua fina) y MCGVAP (linea continua gruesa). La escala de la energia se ha elegido de tal forma
que los minimos de las superficies de energia estén en cero. Todo este esquema es valido para todas
las figuras restantes correspondientes a las funciones de onda colectivas.

Notemos que hemos representado las funciones de onda colectivas en funcidn de la coordenada
G — G,. Volvamos a indicar el significado de la constante G.. Bdsicamente esta constante expresa
que la solucién superconductora aparece a partir de un cierto valor (critico) de la constante de
interaccion G. Es decir, que no existe solucion superconductora por debajo de G.. Hay que hacer
notar de nuevo, que en el caso MCGVAP el valor de G, es muy pequefio (préximo a cero) y no
depende apenas con el nimero de particulas, mientras que para la aproximacion MCGPAV no se
comporta en modo alguno de tal forma. Esto serd importante para comprender la posicion relativa
de los pozos de energia en las aproximaciones MCGPAV y MCGVAP.

En la tabla 11.1 mostramos los valores iniciales (G;) y finales (G) para la coordenada ge-
neradora G, de modo que el valor inicial (G;) coincide con G, para cada aproximacién. Como
observamos en la tabla 11.1, obtenemos rangos para la diferencia G — G, que en la aproximacion
MCGPAV solapan con los de MCGVAP. Esto no ocurria para el caso del hamiltoniano reducido
(ver tabla 9.2). ' En virtud de esta diferencia la situacién relativa de cada pozo de energia en la fig.
11.2 cambia con respecto a las que se mostraban en la fig. 9.13. Ahora los pozos correspondientes a
la aproximacion MCGVAP estdn por debajo de los correspondientes a la aproximacién MCGPAV
como efecto de la superposicion en los rangos de G — G..

Empecemos el andlisis de las funciones de onda colectivas para N = 20. En este caso nos

!1a tabla 9.2 no contiene los resultados para la constante (G;)yap pues se obtienen valores muy cercanos a cero.
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Figura 11.2: Funciones de onda colectivas |G(G)|*(en la figura |g(G)|*) (Iineas discontinuas) y ener-
gias proyectadas (lineas continuas) como funcién de la constante de interaccién G — G, (ver sig-
nificado de G, en el texto) del estado fundamental de un sistema con un nimero de particulas par
para las aproximaciones MCGPAV (lineas finas) y MCGVAP (lineas gruesas). La escala del eje
de las ordenadas hace referencia a las unidades de energia Ep(G)/ A, los minimos de las curvas de
energia se han desplazado al origen de energias. El drea que cubre las funciones colectivas es igual
para las aproximaciones MCGPAV y MCGVAP para cada nimero de particulas separadamente.

encontramos con un potencial aproximadamente parabdlico para el caso MCGPAYV, como vemos
presenta un minimo para valores de G — G, cercanos a la unidad. Es precisamente aqui como
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N 20 40 80 100 | 200 400
(Gi)pay | 0.065 | 0.020 | 0.013 | 0.010 | 0.005 | 0.001
(Gp)pay | 0.500 | 0.150 | 0.100 | 0.070 | 0.023 | 0.020
(Gi)var | 0.010 | 0.010 | 0.004 | 0.002 | 0.001 | 0.0008
(Gp)var | 0.700 | 0.200 | 0.045 | 0.040 | 0.016 | 0.0090

Tabla 11.1: Valores iniciales y finales para la coordenada generadora (medidas en meV) usadas
en los célculos. Los subindices PAV (VAP) corresponden a las aproximaciones MCGPAV (MCG-
VAP).

observamos donde la funcidn colectiva presenta la mayor probabilidad de tener dicho rango de va-
lores G. En el caso MCGVAP el comportamiento es bien distinto. Ahora encontramos una region
considerablemente mds grande, en la cual contribuyen hasta valores de G — G, ~ 8. El potencial
presenta aqui un aspecto plano. Obervando las funciones colectivas vemos como en toda esta zona
la probabilidad es aproximadamente constante expresando asi que esta region estd dominada por
fuertes fluctuaciones.

Para la region de transicion N = 40, 80 observamos una situacion semejante. La prediccion
MCGPAYV concentra los valores de probabilidad mds grandes hacia valores pequefios de G — G,
mientras que el método MCGVAP extiende la probabilidad hacia valores mayores de G — G..
Ratificando de nuevo la presencia de fluctuaciones cudnticas. Para N = 80 la situacién cambia
ligeramente, ahora las probabilidades no estdn tan repartidas sino que empiezan a centralizarse
hacia valores concretos de G — G, en cualquier caso estos valores son siempre mayores que para
el MCGPAV.

Para N = 100, 200 las distribuciones de probabilidad quedan perfectamente centradas en va-
lores concretos de la constante G — G, mucho més evidente para N = 200, de igual forma estos
valores mds probables estdn desplazados a valores mayores en el caso MCGVAP. Esto demuestra
que el sistema se encuentra en una situacion claramente superconductora. Notemos que para el
caso N = 200 aparentemente no se ha alcanzado una situacion en el régimen de muchas particulas
debido a que las pozos de potencial aparecen separados. Sin embargo si se tiene presente la tabla
11.1 y se efectia el desplazamiento adecuado de los pozos de potencial se obtendrd que ambos
coinciden en sus minimos. Confirmando que se ha alcanzado el régimen de muchas particulas.

Finalmente para N = 400 ambas predicciones coinciden en representar las distribuciones de
probabilidad de la misma forma, desarrollando un méximo en un valor de G — G, = 0.25.

Parametrizacion 2: n; = ¢,/ vk

En este caso obtenemos elementos de matriz dependientes de los estados:

&=a-G) (Vk+ Vi), V$=§(«ﬁ+ Vi), Vi=V (11.7)

I(#k)

Energias de condensacion

114 Hamiltoniano con solucién exacta



Aplicaciones del MCG en los modelos de Richardson-Gaudin 1 1

En la fig. 11.3 se muestra la energia de condensacion como funcién del nimero de particulas
para las aproximaciones BCS, PBCS, MCGPAV, MCGVAP y EXACTA.
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Figura 11.3: Energias de condensacion de un sistema con un ndmero de particulas par en unidades
de A para las aproximaciones BCS, PBCS, MCGPAV, MCGVAP y la solucién exacta.

Al cambiar la parametrizacion nos encontramos en general con un comportamiento muy dis-
tinto con respecto a la primera parametrizacion. Segun la teoria BCS el sistema experimenta de
nuevo una transicion desde un estado no correlacionado a otro correlacionado a partir de N = 100,
ocurriendo la transicién de fase mads tarde en esta parametrizacion que en la primera. A partir de
ese momento, en la regidn de transicion el sistema gana energia de forma aproximadamente lineal
con el nimero de particulas hasta N ~ 200, posteriormente para N > 200 la ganancia de energia
no es lineal hasta que finalmente para la region de muchas particulas se encuentra de nuevo un
comportamiento extensivo.

La teoria PBCS predice una evolucion de la energia de condensacion cualitativamente muy
similar a la explicada en el caso BCS. Las diferencias mas significativas son por un lado, que la
teoria proyectada predice siempre energias mas bajas que la aproximacién BCS, desapareciendo
por tanto la nocidn de transicion de fase. Por otro lado notemos que con esta eleccidn de los para-
metros 77, la transicién entre el régimen de pocas particulas al de muchas particulas no ocurre de
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forma abrupta, como ha sido habitual en los anteriores casos, sino que por contra es suave.

La solucidn exacta nos permite comprobar que en efecto la transicién entre ambos regimenes
es suave. Sin embargo a pesar de la buena descripcidn de este hecho por la teoria proyectada, es
incapaz de reproducir con precision los valores de la energia exacta, incluso en la regién de pocas
particulas.

Para los métodos MCGPAV y MCGVAP encontramos los siguientes resultados. La curva
MCGPAV es completamente similar al comportamiento de la curva PBCS, aunque obviamente
ofrece mejores resultados que aquella, pues mejora la energia sustancialmente en todas las re-
giones. Para el caso MCGVAP encontramos satisfactoriamente de nuevo que es capaz no sélo
de reproducir todas las peculiaridades comentadas anteriormente sino que una vez mas a efectos
précticos no se puede distinguir de la trayectoria exacta. Podemos concluir de nuevo que el méto-
do MCGVAP trata de forma extremandamente eficaz las correlaciones de apareamiento incluso en
una eleccién del hamiltoniano nada trivial como es el que ahora nos ocupa.

Funciones de onda colectivas

Pasemos ahora a exponer los resultados que se obtienen para las funciones de onda colectivas
asociadas a los célculos con el MCG correspondientes a las cdlculos realizados para las energias
de condensacidn.

En la fig. 11.4 se muestran las funciones colectivas para esta aproximacion como funcién de
los nimeros de particulas 20, 40, 80, 100, 200 y 400. El cédigo para las curvas es el mismo que
para la prescripcion anterior.

En la tabla 11.2 mostramos los valores iniciales y finales del valor de la constante G, de modo
que el valor inicial es el valor de G, para cada aproximacion.

N 20 40 80 100 200 400
(G)pay | 0.040 | 0.013 | 0.003 | 0.0025 | 0.0007 | 0.0007
(Gf)pav | 1.000 | 0.500 | 0.400 | 0.0800 | 0.0070 | 0.0040
(Gi)vap | 0.002 | 0.002 | 0.001 | 0.0007 | 0.0003 | 0.00008
(Gf)vap | 5.000 | 0.500 | 0.030 | 0.0500 | 0.0050 | 0.00500

Tabla 11.2: Valores iniciales G; y finales G (medidos en meV) para la coordenada generadora
usada en los cdlculos. Los subindices PAV (VAP) corresponden a las aproximaciones MCGPAV
(MCGVAP).

De nuevo, seglin se observa en esta tabla, existe una zona del rango de G en ambas aproxi-
maciones MCGPAV y MCGVAP que coincide. Esto da como resultado que al representarlas en
términos de G — G, las curvas MCGVAP queden por debajo de las MCGPAV.

Comencemos el andlisis para N = 20. En este caso encontramos curvas de potencial que no
corresponden a curvas parabdlicas. Como observamos en ambas aproximaciones los dos potencia-
les estan extraordinariamente abiertos, pasando de céncavos (cerca del origen) a convexos A pesar
de ello las distribuciones de probabilidad de ambas aproximaciones son muy similares entre ellas,
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justificando que en esta region ambas predicen energias de condensacion casi iguales.

S
4}
1< 3%
G2
ol
0 — T e
‘ . ‘ . -1 I ‘ l ‘ l ‘
0 5 10 15 20 0 05 1 15
G;- G, (meV) x 102 G- G, (meV) x 102
5 —
4 ]L
< 3%
G2
WK
e — -
f ] o ]

0 0.1 02 03 04 05
G- G, (meV) x10%

L L L
0 0.05 0.1
G;- G, (meV) x 102 G- G, (meV) x10%
Figura 11.4: Funciones de onda colectivas |G(G)|*(en la figura |g(G)|*) (Iineas discontinuas) y ener-
gias proyectadas (lineas continuas) como funcidn de la constante de interaccion G — G, (ver sig-
nificado de G, en el texto) del estado fundamental de un sistema con un nimero de particulas par
para las aproximaciones MCGPAV (lineas finas) y MCGVAP (lineas gruesas). La escala del eje
de las ordenadas hace referencia a las unidades de energia Ep(G)/ A, los minimos de las curvas de

energia se han desplazado al origen de energias. El drea que cubre las funciones colectivas es igual
para las aproximaciones MCGPAV y MCGVAP.
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Para N = 40 tenemos una situacion muy parecida, la diferencia con N = 20 reside en que la
distribucion de la probabilidad estd mds desplazada hacia valores mayores de G — G, en el caso
MCGVAP que en el MCGPAYV, permitiendo asi en la version MCGVAP mads fluctuaciones. Esto
justifica la diferencia de energias de condensacion que a partir de este nimero de particulas se
comienza a observar en la fig. 11.4.

Para la regién intermedia N = 80, 100y200 los potenciales adquieren una forma parabdlica
destacando nuevamente que la distribucién para el MCGPAV estd completamente concentrada en
valores pequefios de G — G, mientras que la distribucion MCGVAP permite ensanchar la distribu-
cion hacia valores mas grandes.

Finalmente para N = 400 ambos potenciales son ya practicamente parabdlicos, pero la distribu-
cion de probabilidad para la aproximacion MCGVAP sigue estando mas desplazada hacia valores
mayores de G —G,. Esto hace pensar que para esta parametrizacién no hemos alcanzado el régimen
de muchas particulas, para el cual ambas distribuciones de probabilidad coincidan.

Parametrizacion 3: 7, = ¢,/ VN + 1 -k

Estudiemos ahora la tltima eleccion de los parametros 7, que hemos propuesto. Para esta
parametrizacidn se obtienen las interacciones siguientes:

VN+1—i(Ei—€j)
HeyN+1-j-VN+1-1i
Vl _ G VN + 1 —i(€i—6j) (11.8)
Y 26 N+1-j—VN+1-1i '
v: = vyl
ij ij

ék = Gk—G

Energias de condensacion

Enlafig. 11.5 se representa las energias de condensacién para las aproximaciones BCS, PBCS,
MCGPAV, MCGVAP y la solucién exacta.

Como podemos observar la estructura de estas curvas es muy parecida a la que se obtuvo en la
segunda parametrizacidn. Esto es completamente esperable a partir de que las parametrizaciones
son muy parecidas. En cambio aqui obtenemos una escala de energia mayor.

La curva BCS no predice ahora una transicion de fase como en los ejemplos anteriores, o al
menos queda desplazada hacia un nimero tan pequefio del nimero de particulas que no permite
observarse. El resto del comportamiento de la curva BCS es completamente similar al que se ob-
tuvo en la parametrizacién anterior, donde destaca de nuevo que la zona de transicion entre ambos
regimenes es del todo suave.

El método de la proyeccion mejora enormente los resultados de la curva BCS pero no aporta
nada nuevo y queda muy lejos de la solucion exacta, sorprendentemente en todas las regiones,y
por tanto tenemos que considerarla para esta parametrizacién como una mala aproximacion.
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Figura 11.5: Energias de condensacion de un sistema con un ndmero de particulas par en unidades
de A para las aproximaciones BCS, PBCS, MCGPAV, MCGVAP y la solucién exacta.

El método MCGPAV mejora notablemente los resultados con la proyeccion, pero en esta oca-
siéon no podemos considerarla una buena aproximacién debido a la gran diferencia de energias.
Nada de esto lo podemos aplicar a la aproximacion MCGVAP, donde encontramos de nuevo un
magnifico acuerdo con los resultados exactos, aunque con una precisiéon menor que en las parame-
trizaciones anteriores.

Funciones de onda colectivas
Pasemos ahora a exponer los resultados que se obtienen para las funciones de onda colectivas
asociadas a los calculos con el MCG.

En la tabla 11.3 mostramos los valores iniciales y finales del valor de la constante G, de modo
que el valor inicial es el valor de G, para cada aproximacion. Al igual que en las dos parametriza-
ciones anteriores esta tabla explica la posicion relativa de los pozos de energia de las aproximacio-
nes MCGPAV y MCGVAP.

En la fig. 11.6 se muestran las funciones colectivas para esta aproximacion como funcién de
los ndimeros de particulas 20, 40, 80, 100, 200 y 400. El cédigo para las curvas es el mismo que
para la prescripcion anterior.

Para N = 20,40 encontramos un comportamiento similiar, los pozos de energia exhiben la
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N 20 40 80 100 200 400
(G)pay | 0.014 | 0.005 | 0.0017 | 0.001 | 0.0004 | 0.0004
(Gp)pav | 0.044 | 0.015 | 0.0038 | 0.004 | 0.0009 | 0.0009
(Gi)var | 0.0008 | 0.001 | 0.0008 | 0.0003 | 0.0001 | 0.0004
(Gp)var | 0.0320 | 0.015 | 0.0027 | 0.0030 | 0.0006 | 0.0009

Tabla 11.3: Valores iniciales y finales para la coordenada generadora (medidos en meV) usada
en los célculos. Los subindices PAV (VAP) corresponden a las aproximaciones MCGPAV (MCG-
VAP).

misma estructura tanto para la aproximacion MCGPAV como MCGVAP, una curva asimétrica
muy blanda a la izquierda de los minimos y que recuerda una curva parabdlica a la derecha de
los minimos. Esta estructura en los pozos se revela en las funciones de onda, donde son evidentes
las oscilaciones, mds acusadas para la aproximacion MCGVAP asi como la regién en la cual se
extienden.

A partir de N = 80 obtenemos una situacion muy diferente a la que encontramos para la regién
de pocas particulas. Ahora los pozos de energia recuperan una forma parabdlica, cuyos minimos
se hacen mds profundos y estrechos en funcién del aumento en el nimero de particulas. Los mi-
nimos a su vez se desplazan a valores mds pequefios en G — G, conforme aumenta el nimero de
particulas. Ambas aproximaciones evolucionan de una forma similar, hasta que para N = 200 y
N = 400 obtenemos practicamente la misma curva de energia. Por otro lado, las distribuciones de
probabilidad evolucionan con una forma gausiana, cuyo mdximo estd centrado en los minimos de
los pozos de potencial. Obtenemos una mayor anchura para las distribuciones predichas por MCG-
VAP, revelando asi la presencia de mayores fluctuaciones. Finalmente para N = 200 y N = 400
obtenemos las mismas curvas, significando asi que hemos alcanzado el limite de muchas particulas.

11.3.5. Modelo trigonométrico (y = 1)

Pasemos ahora al andlisis de los resultados obtenidos para la familia trigonométrica. En vir-
tud de la forma que adquiere la interaccidn en este caso nos alejamos de cualquier semejanza con
el hamiltoniano reducido BCS. Por tanto cualquier parametrizacion escogida no llevard a que el
hamiltoniano pueda reescribirse en términos del hamiltoniano de apareamiento reducido, como
sucedia en el caso de la familia racional cuando se escoge la primera parametrizacion.

Los elementos de la interaccién quedan escritos de la forma siguiente:

& = ek—GZ(Gi—GI)COt(Ui—m) (11.9)
I(#0)
G (Gi—fj)
yio = 2.\ 11.10
Y 2 sin(n; — ;) ( :
» _ G 11.11
Vi = E(Ei—éj) cot(n; — n;)- (1.11)

Al igual que hicimos en la familia racional estudiemos las tres parametrizaciones por separado:
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Figura 11.6: Funciones de onda colectivas |G(G)|*(en la figura |g(G)|*) (Iineas discontinuas) y ener-
gias proyectadas (lineas continuas) como funcidn de la constante de interaccion G — G, (ver sig-
nificado de G, en el texto) del estado fundamental de un sistema con un nimero de particulas par
para las aproximaciones MCGPAV (lineas finas) y MCGVAP (lineas gruesas). La escala del eje
de las ordenadas hace referencia a las unidades de energia Ep(G)/ A, los minimos de las curvas de
energia se han desplazado al origen de energias. El drea que cubre las funciones colectivas es igual
para las aproximaciones MCGPAV y MCGVAP.
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Parametrizacion 1: 77, = ¢,

Como sabemos esta es la eleccion mds sencilla posible. Pero ahora a diferencia del caso racio-
nal no obtendremos elementos de matriz constantes.

& = -G Z(ek — &) cot(e — €) (11.12)
1(#k)
G (€—¢€j)

vl = 2 &7 11.13
Y 2 Sil’l(E,' - Ej) ( )
, _ G 11.14

Vij = 5(6,‘ - Ej) COt(El' - Gj) ( . )

Energias de condensacion
En la fig. 11.7 se representan las energias de condensacion para las aproximaciones BCS,
PBCS, MCGPAV y MCGVAP.
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Figura 11.7: Energias de condensacion de un sistema con un nimero de particulas par en unidades
de A para las aproximaciones BCS, PBCS, MCGPAV y MCGVAP.
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Para la aproximacién BCS obtenemos una situacion que recuerda mucho la obtenida para la
familia racional. La teorfa BCS predice una transicion de fase alrededor de N = 20. Desde este
punto de vista la teoria BCS no modifica esencialmente los resultados obtenidos en la famila ra-
cional. A partir de N = 20 el sistema gana energia linealmente.

Para la aproximacion PBCS obtenemos una situacion por completo diferente. Oviamente la
transicion BCS deja de existir, pero ahora al igual que obteniamos en el caso racional vuelve a
obtenerse una transicion abrupta entre el régimen de pocas particulas con muchas. En el régimen
de pocas particulas el sistema se muestra practicamente intensivo para posteriormente devenir ex-
tensivo.

Las aproximaciones MCGPAV y MCGVAP cambian esta conclusion. La curva MCGPAV no
verifica el resultado que acabamos de discutir para la aproximacion PBCS. Aqui la transicion
aunque notable no es abrupta sino suave. Ademads las energias son siempre menores que para la
aproximacién PBCS. La curva MCGVAP estd de acuerdo cualitativamente con lo planteado para
MCGPAV, es decir, la transicion entre el régimen de pocas y muchas particulas es suave. Pero aho-
ra la prediccion MCGVAP es mucho mas suave que en los casos anteriores. Notemos sin embargo
que la cercania cuantitativa entre las dos aproximaciones basadas en el MCG hace que para esta
parametrizacién la aproximacién MCGPAYV sea muy satisfactoria.

Funciones de onda colectivas
Expongamos ahora las distribuciones de probabilidad para los célculos realizados con el MCG.

En la tabla 11.4 mostramos los valores iniciales y finales del valor de la constante G, de modo
que el valor inicial es el valor de G, para cada aproximacién. Encontramos de nuevo que para
esta familia al igual que para las familias anteriores existe un rango de la coordenada G para la
aproximacion MCGPAYV que coincide con el de la aproximacion MCGVAP. Esta situacion explica,
como sabemos, la posisicion relativa de las energias proyectadas.

N 20 40 80 100 | 200 | 400
(Gi)pav | 0.050 | 0.020 | 0.010 | 0.008 | 0.004 | 0.004
(Gp)pav | 0.200 | 0.070 | 0.019 | 0.014 | 0.020 | 0.009
(Gi)var | 0.020 | 0.010 | 0.008 | 0.007 | 0.001 | 0.001
(Gf)vap | 0.100 | 0.070 | 0.017 | 0.013 | 0.011 | 0.005

Tabla 11.4: Valores iniciales y finales para la coordenada generadora (medidos en MeV) usada
en los célculos. Los subindices PAV (VAP) corresponden a las aproximaciones MCGPAV (MCG-
VAP).

En la fig. 11.8 se muestran las funciones colectivas para esta aproximacion como funcién de
los nimeros de particulas 20, 40, 80, 100, 200 y 400.

Un examen rapido revela diferencias para todos los nimeros de particulas. En general los po-
zos de energias tienen una estructura similar para ambas aproximaciones MCGPAV y MCGVAP.
Existe una regién amplia donde el pozo de energia es extraordinariamente plano a partir de la cual
la energia crece rdpidamente. Como observamos esta region es siempre mas exagerada y extensa
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Figura 11.8: Funciones de onda colectivas |G(G)|*(en la figura |¢(G)[?) (Iineas discontinuas) y ener-
gias proyectadas (lineas continuas) como funcién de la constante de interacciéon G — G, (ver sig-
nificado de G, en el texto) del estado fundamental de un sistema con un nimero de particulas par
para las aproximaciones MCGPAV (lineas finas) y MCGVAP (lineas gruesas). La escala del eje
de las ordenadas hace referencia a las unidades de energia Ep(G)/ A, los minimos de las curvas de
energia se han desplazado al origen de energias. El drea que cubre las funciones colectivas es igual
para las aproximaciones MCGPAV y MCGVAP.

para la aproximacién MCGVAP y disminuye conforme aumenta el nimero de particulas. Respecto
de las distribuciones de probabilidad encontramos asimismo un comportamiento general. Las dis-
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tribuciones dictadas por MCGPAV estén centradas en los minimos de los pozos, como por ejemplo
para N = 20, N = 200 y N = 400. Encontramos también oscilaciones en las distribuciones de-
bido al fuerte cambio en la pendiente de los pozos de potencial. Oviamente para MCGVAP las
distribuciones de probalidad estdn en general méas extendidas en el espacio G — G, siguiendo as{ el
comportamiento de los respectivos pozos de potencial. Las oscilaciones en las distribuciones estan
también presentes para la aproximacion MCGVAP, siendo éstas mds intensas en la region de pocas
particulas, para posteriormente suavizarse a partir de N = 100.

Parametrizacion 2: 7, = €,/ vk

Pasemos ahora a examinar los resultados que se obtienen para esta parametrizacion. En este
caso los elementos de matriz vienen dadas por:

€k €
e, = -G (ek—el)cot(———) (11.15)
,(;) Vi Vi
Vij = E(e,-—ej)(sm(ﬁ—ﬁ)) (1]]6)
G € €;
Vi = E(ei—ej)cot(ﬁ—ﬁ) (11.17)

Energias de condensacion

En la fig. 11.9 se representan las energias de condensacion para las aproximaciones BCS,
PBCS, MCGPAV y MCGVAP.

En esta ocasidén nos encontramos con un esquema que es muy parecido a la parametrizacion
homdloga en la familia racional. La aproximacién BCS no muestra una transicién de fase como en
la primera parametrizacién. En su lugar la curva BCS es siempre negativa para la regién de pocas
particulas. Hasta N = 100 aproximadamente la energia es constante mostrando al sistema como
intensivo. Posteriormente para N > 100 el sistema gana enrgia durante la transicion suavemente
hasta que entra en el régimen de muchas particulas N = 300 en el cual la ganancia de energia es
lineal, comportandose el sistema como extensivo.

La curva PBCS reproduce en esencia la misma evolucién que en la teoria BCS, aunque como
es de esperar se obtienen energias menores en todas las regiones.

Las energias que predice el método MCGPAV estan de acuerdo cualitativamente con lo pre-
dicho por las PBCS, aunque el ritmo de ganancia de energia es superior en este caso que en el
proyectado. Finalmente para la aproximacion MCGVAP la energia disminuye ain de forma mas
acusada, quedando un poco alejada la aproximacién MCGPAV.

Funciones de onda colectivas
Expongamos ahora las distribuciones de probabilidad para los cdlculos realizados con el MCG.
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Figura 11.9: Energias de condensacién de un sistema con un nimero de particulas par en unidades
de A para las aproximaciones BCS, PBCS, MCGPAV y MCGVAP.

En la tabla 11.5 mostramos los valores iniciales y finales del valor de la constante G, de modo
que el valor inicial es el valor de G, para cada aproximacion. Se tiene de nuevo el solape entre
ambos rangos correspondientes a la aproximacion MCGPAV y MCGVAP.

N 20 40 80 100 200 400
(Gi)pay | 0.040 | 0.010 | 0.003 | 0.003 | 0.0008 | 0.0008
(Gp)pav | 1.800 | 0.080 | 0.150 | 0.070 | 0.0055 | 0.0038
(Gi)vapr | 0.010 | 0.010 | 0.005 | 0.004 | 0.0008 | 0.0008
(G)vap | 1.200 | 1.200 | 0.150 | 0.100 | 0.0049 | 0.0040

Tabla 11.5: Valores iniciales y finales para la coordenada generadora (medidos en meV) usada
en los célculos. Los subindices PAV (VAP) corresponden a las aproximaciones MCGPAV (MCG-
VAP).

En la fig. 11.10 se muestran las funciones colectivas para esta aproximacion como funcién de
los nimeros de particulas 20, 40, 80, 100, 200 y 400.

Habiendo encontrado similitud entre las energias de condensacidn en esta parametrizacién de
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Figura 11.10: Funciones de onda colectivas |G(G)|*(en la figura |g(G)*) (lineas discontinuas) y
energias proyectadas (lineas continuas) como funcién de la constante de interaccion G — G, (ver
significado de G, en el texto) del estado fundamental de un sistema con un nimero de particulas
par para las aproximaciones MCGPAV (lineas finas) y MCGVAP (lineas gruesas). La escala del
eje de las ordenadas hace referencia a las unidades de energia Ep(G)/ A, los minimos de las curvas

de energia se han desplazado al origen de energias. El drea que cubre las funciones colectivas es
igual para las aproximaciones MCGPAV y MCGVAP.

la familia trigonométrica y su homdloga de la familia racional es de esperar que suceda lo mis-
mo para las distribuciones de probabilidad de las funciones de onda colectivas. En enfecto, como
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vemos la fig. 11.10 guarda parentesco con la mostrada en la fig. 11.4. En general los pozos de
energia presentan un minimo en valores cercanos a cero en el espacio G — G, pero su estructura
global esta lejos de ser parabdlica, al menos en la region de pocas particulas. La forma parabdlica
se recupera para nimero un grande de particulas. Como pauta general los pozos son mds anchos
segtin la aproximacién MCGVAP.

Respecto de las distribuciones de probabilidad estas estdn fuertemente centradas en los mini-
mos de los pozos de energia, no apareciendo oscilaciones mas alld de los minimos. De forma que
no es muy relevante la estructura no parabdlica de los pozos de energia que encontramos mas alld
del minimo. Conforme aumenta el nimero de particulas la distribucién de probabilidad se hace
mas suave hasta adoptar una forma acampanada para N = 200 y N = 400. En esta ocasién no
observamos diferencias sustanciales entre las distribuciones segin MCGPAV y MCGVAP.

Parametrizacion 3: 7, = ¢,/ VN + 1 — k

Por dltimo analicemos los resultados obtenidos para esta parametrizacion en la que los elemen-
tos de matriz adoptan la forma:

~ €k €
& = -G (e—e)cotg( — ) (11.18)
‘ ' ,(;) o VN+1-k VN+1-1
-1
vi o= Sa—en|sin|—F -9 (11.19)
ij J . 3
2 VN+1-i /N+1-
G € €;
Vi = —(&-€)cot : —~ ! (11.20)
/ 2 ’ g[\/N+]—i JN+1—;

Energias de condensacion

En la fig. 11.11 se representan las energias de condensacion para las aproximaciones BCS,
PBCS, MCGPAV y MCGVAP.

De nuevo encontramos una situacién muy parecida a la encontrada en la parametrizacién ante-
rior y a la vez a su homologa en la familia racional.

Para la aproximacion BCS no observamos transicion de fase pues la energia es siempre ne-
gativa. Se distinguen facilmente el régimen intensivo que domina hasta N ~ 100, una zona de
transicidon hasta N ~ 300 y la posterior regién extensiva. La curva PBCS guarda similitud con la
descrita por la BCS, aunque siempre con energias por debajo de aquella. Las predicciones basadas
en el MCG no modifican esta vision, salvando la mejora en las energias, que como es de esperar es
muy superior en el MCGVAP. Notemos que la aproximacion MCGPAV es idéntica a la MCGVAP
en el rango de pocas particulas N = 20 — 40.

Funciones de onda colectivas
Expongamos ahora las distribuciones de probabilidad para los cdlculos realizados con el MCG.
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Figura 11.11: Energias de condensacion de un sistema con un nimero de particulas par en unidades
de A para las aproximaciones BCS, PBCS, MCGPAV y MCGVAP.

En la tabla 11.3.5 mostramos los valores iniciales y finales del valor de la constante G, de modo
que el valor inicial es el valor de G, para cada aproximacion.

N 20 40 80 100 200 400
(Gi)pav | 0.015 | 0.004 | 0.0015 | 0.0008 | 0.0003 | 0.0003
(Gp)pav | 0.040 | 0.010 | 0.0040 | 0.0025 | 0.0008 | 0.0008
(Gi)vap | 0.005 | 0.002 | 0.0007 | 0.0004 | 0.0001 | 0.0001
(Gp)var | 0.025 | 0.007 | 0.0025 | 0.0014 | 0.0006 | 0.0006

Tabla 11.6: Valores iniciales y finales para la coordenada generadora (medidos en meV) usada
en los calculos. Los subindices PAV (VAP) corresponden a las aproximaciones MCGPAV (MCG-
VAP).

En la fig. 11.12 se muestran las funciones colectivas para esta aproximacion como funcién de
los nimeros de particulas 20, 40, 80, 100, 200 y 400.

Nuevamente encontramos pozos de energia que presentan una regidn extensa en la cual el pozo
es plano en una zona grande del espacio G —G.. Esta zona disminuye conforme aumenta el nimero

Hamiltoniano con solucién exacta 129



1 1 Desarrollos en teorias de muchos cuerpos para sistemas superconductores finitos

0 0.5 1 1.5 0 0.075 0.15

G;- G, (meV) x 10?2 G- G, (meV) x 102
5 .
4 _
zg 3 I I
o 25 1
W1 .
0 I __:—_-_____j
-1 I P S R ] , , ,
0 0.1 0.2 0.3 04 05 0 001 002 0.03
G,- G, (meV) x 102 G;- G, (meV) x 102
T T T 5 i T
Al |
| 23 3; |
| T 2 f\\\ |
. TEE BN .
» Semmmmmm———- -4 0 » ‘\*‘——*'—'j
_1 \ | . 1 . | . _1 . | .
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0 0.01 0.02
G;- G, (meV) x 10?2 G- G, (meV) x 102

Figura 11.12: Funciones de onda colectivas |G(G)|*(en la figura |g(G)|?) (Iineas discontinuas) y
energias proyectadas (lineas continuas) como funcién de la constante de interaccion G — G, (ver
significado de G, en el texto) del estado fundamental de un sistema con un nimero de particulas
par para las aproximaciones MCGPAV (lineas finas) y MCGVAP (lineas gruesas). La escala del
eje de las ordenadas hace referencia a las unidades de energfa Ep(G)/A, los minimos de las curvas
de energia se han desplazado al origen de energias. El drea que cubre las funciones colectivas es
igual para las aproximaciones MCGPAV y MCGVAP.

de particulas. Como observamos la anchura del pozo es mayor en la aproximacién MCGVAP, tal
como obtuvimos en su homologa la fig. 11.6. La distribucidn de probabilidad de las funciones de
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onda estd aproximadamente concentrado sobre la region plana que corresponde al potencial. La
maxima probabilidad estd desplazada hacia valores mas pequenos en el caso de MCGPAV, siendo
muy pronunciada en el caso de N = 20,40,80 y N = 400. Las distribuciones MCGVAP admiten
una distribucién algo mas extendida y con mds oscilacion para todas las regiones.

11.3.6. Modelo hiperbélico (y = —i)

Por dltimo pasemos al andlisis de los cdlculos realizados en la familia hiperbdlica. Al igual que
ocurre con la familia trigonométrica la interacién adquiere una forma que no puede reproducir la
del hamiltoniano reducido BCS.

Los elementos de la interaccién quedan escritos de la forma siguiente:

& = &-G ) (- &) coth(m—m) (11.21)
1(#0)
G (6,' - Gj)
Vi = 5 —— 11.22
9772 sinh(p — 1)) (11.22)
G
Vi = 5 (- g)coth(y 1) (11.23)

Al igual que hicimos en la familia racional estudiemos las tres parametrizaciones por separado:
Parametrizacion 1: 7, = ¢,

Los elementos de matriz de la interaccion toman la forma:

& = -G Z(ek — &) coth (& — €) (11.24)
1(#k)
- O inh ! 11.25
Vij = E(G[—Gj)(SIH (Gi—Ej)) ( . )
G
Vi2j = E(Gi—fj)COth(Gi—Gj). (1]26)

Energias de condensacion

En la fig. 11.13 se representan las energias de condensacion para las aproximaciones BCS,
PBCS, MCGPAV y MCGVAP.

Con la aproximacién BCS encontramos una transicion de fase alrededor de N = 10, esta vez
existe una pequeia region de transisicion alrededor de los nimeros de particulas 20 < N < 40. A
partir de N = 40 se encuentra la ganancia de energia vuelve a ser lineal en funcién del nimero de
particulas, comportdndose el sistema de forma extensiva.

La teoria proyectada asimismo implica una region de transicién en el mismo intervalo que vie-
ne dado por la teoria BCS, aunque ahora las energias son menores y la transicion entre ambos
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Figura 11.13: Energias de condensacion de un sistema con un nimero de particulas par en unidades
de A para las aproximaciones BCS, PBCS, MCGPAV y MCGVAP.

regimenes estd suavizada, y obviamente no aparece ninguna muestra de transicion de fase. Exac-
tamente igual encontramos el comportamiento extensivo caracteristico a partir de N = 40.

La aproximacién MCGPAV apenas mejora los resultados obtenidos por la teoria proyectada.
Desplaza la transicidn entre ambos regimenes hacia un nimero de particulas mayor que en el caso
PBCS, manteniendo la suavidad en la transicion entre la regién de pocas y muchas particulas. La
aproximacion MCGVAP mejora las energias y cambia significativamente los resultados obtenidos
con MCGPAV. La transicion entre ambos regimenes estd ahora desplazada ligeramente hacia un
nimero de particulas mayor, y acentda un poco el ritmo (pendiente) de la ganancia de energia en
la regién de pocas particulas.

Funciones de onda colectivas
Expongamos ahora las distribuciones de probabilidad para los célculos realizados con el MCG.

En la tabla 11.7 mostramos los valores iniciales y finales del valor de la constante G, de modo
que el valor inicial es el valor de G, para cada aproximacion.
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N 20 40 80 100 200 400
(Gi)pay | 0.080 | 0.07 | 0.010 | 0.0022 | 0.0010 | 0.0008
(Gppav | 0.280 | 0.150 | 0.030 | 0.0270 | 0.0200 | 0.0180
(Gi)vap | 0.001 | 0.0008 | 0.0006 | 0.0002 | 0.0001 | 0.0001
(Gp)var | 0.200 | 0.070 | 0.0300 | 0.0100 | 0.0400 | 0.0400

Tabla 11.7: Valores iniciales y finales para la coordenada generadora (medidas en meV) usada
en los célculos. Los subindices PAV (VAP) corresponden a las aproximaciones MCGPAV (MCG-
VAP).

En la fig. 11.14 se muestran las funciones colectivas para esta aproximacion como funcién de
los nimeros de particulas 20, 40, 80, 100, 200 y 400.

Los pozos de potencial poseen la estructura encontrada en la familia trigonométrica, es decir ,
existe una zona donde el pozo de energia es plano para posteriormente crecer rapidamente la ener-
gia y volverse una curva de aspecto parabdlico. De nuevo, los pozos encontrados con MCGVAP
aumentan dicha regién y se vuelven mds anchos que sus compaifieros predichos por MCGPAV.
Dicha zona es sustancialmente grande en la regién de pocas particulas N = 20 y N = 40. Como
funcién del aumento del nimero de particulas los pozos descritos por MCGPAV y los MCGVAP
se asemejan cada vez mas. Asi por ejemplo para N = 200y N = 400 obtenemos practicamente los
mismos pozos. Respecto de las funciones de onda colectivas encontramos distribuciones muy pro-
nunciadas en los minimos de los pozos MCGPAY, en general desplazados hacia valores pequefios
en el espacio G — G,. Las distribuciones MCGVAP no presentan esos maximos tan pronunciados
sino que por contra se encuentran ensanchados hacia valores mayores en G—G.. A partirde N = 80
esta estructura cambia significativamente pues las distribuciones tanto MCGPAV como MCGVAP
se vuelven practicamente idénticas.

Parametrizacion 2: 7, = ¢,/ vk

Los elementos de matriz de la interaccion toman la forma:

~ €k €
€& = € — G (Gk - E]) COth(— - —) (1]27)
2 i
‘/lj = E (6,' - 6']) (Slnh(ﬁ - %)) (1]28)
G € €
Vi = S(&-€) coth(E - 7’5) (11.29)

Energias de condensacion

En la fig. 11.15 se representan las energias de condensacién para las aproximaciones BCS,
PBCS, MCGPAV y MCGVAP.

Como ya es habitual en esta parametrizacion en la teoria BCS no se observa una transicién de
fase sino que en la regidn de pocas particulas la energia es negativa (aunque pequeiia) y el sistema

Hamiltoniano con solucién exacta 133



1 1 Desarrollos en teorias de muchos cuerpos para sistemas superconductores finitos

-1 I P T BN R R
0 0.1 02030405
G;- G, (meV) x 10?2 G- G, (meV) x 102

Figura 11.14: Funciones de onda colectivas |G(G)|*(en la figura |g(G)|?) (Iineas discontinuas) y
energias proyectadas (lineas continuas) como funcién de la constante de interaccion G — G, (ver
significado de G, en el texto) del estado fundamental de un sistema con un nimero de particulas
par para las aproximaciones MCGPAV (lineas finas) y MCGVAP (lineas gruesas). La escala del
eje de las ordenadas hace referencia a las unidades de energfa Ep(G)/A, los minimos de las curvas
de energia se han desplazado al origen de energias. El drea que cubre las funciones colectivas es
igual para las aproximaciones MCGPAV y MCGVAP.

se comporta de forma intensiva hasta aproximadamente N = 100 donde comienza una transicién
suave entre el régimen de pocas y muchas particulas para que finalmente el sistema devenga ex-
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Figura 11.15: Energias de condensacion de un sistema con un nimero de particulas par en unidades
de A para las aproximaciones BCS, PBCS, MCGPAV y MCGVAP.

tensivo.

La teoria PBCS disminuye las energias obtenidas mediante la teoria BCS pero mantiene cuali-
tativamente los rasgos comentandos anteriormente. Una suave transicion entre los régimenes entre
pocas y muchas particulas.

La teoria basada en MCGPAV disminuye mdés las energias respecto de la teoria proyectada
y acentda el ritmo de ganancia de energia en la region de pocas particulas. Con la MCGVAP se
obtiene un incremento considerable en la ganancia de energia en la regiéon de pocas particulas
y la transicion entre los regimenes de pocas y muchas particulas sucede antes en el nimero de
particulas que en los casos anteriores.

Funciones de onda colectivas

Expongamos ahora las distribuciones de probabilidad para los cdlculos realizados con el MCG.

En la fig. 11.16 se muestran las funciones colectivas para esta aproximacion como funcién de
los nimeros de particulas 20, 40, 80, 100, 200 y 400.
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En la tabla 11.8 mostramos los valores iniciales y finales del valor de la constante G, de modo
que el valor inicial es el valor de G, para cada aproximacion.

N 20 40 80 100 200 400
(Gpav | 0.015 | 0.005 | 0.0015 | 0.0010 | 0.0003 | 0.0003
(G#)pav | 0.050 | 0.030 | 0.0040 | 0.0030 | 0.0006 | 0.0006
(Givap | 0.003 | 0.001 | 0.0007 | 0.0005 | 0.0002 | 0.0002
(Gf)vap | 0.025 | 0.030 | 0.0024 | 0.0014 | 0.0005 | 0.0004

Tabla 11.8: Valores iniciales y finales para la coordenada generadora (medidas en meV) usada
en los célculos. Los subindices PAV (VAP) corresponden a las aproximaciones MCGPAV (MCG-
VAP).

Los pozos de potencial exhiben un comportamiento similar a los observados en los homdlo-
gos de la familia trigonométrica. Presentan minimos profundos cerca del origen y rapidamente la
energia aumenta para adquirir una estructura que en funcidén del nimero de particulas cambia. Asi
por ejemplo, para la regién de pocas particulas N = 20 y N = 40 el potencial adquiere una forma
abierta (muy acusada para el caso N = 20) la cual conforme aumenta el nimero de particulas los
pozos se van cerrando hasta adquirir una forma parabdlica en los casos N = 200 y N = 400. En
general la anchura de los pozos es mayor para la prediccion MCGVAP. Las distribuciones de pro-
babilidad presentan maximos acusados en los minimos de los pozos, los cuales son menores para
el caso MCGVAP. La anchura de las distribuciones también es generalmente mayor para el caso
MCGVAP respecto de la aproximacién MCGPAV.

Parametrizacion 3: 7, = ¢,/ VN + 1 -k

Los elementos de matriz de la interaccion toman la forma:

~ €k €
& = -G (e—e)coth( - ) (11.30)
Lo ,(;&Z,;) o VWN+1-k VN+1-1
1
G i j
Vi = Z(e-epsinh| —t—x - —9 (11.31)
2 VN+1—-i N+1-;
G i i
V2 = Z(6-e)coth| —t - 5 (11.32)
2 YN+1-j N+1-j

Energias de condensacion
En la fig. 11.17 se representan las energias de condensacion para las aproximaciones BCS,
PBCS, MCGPAV y MCGVAP.

Las energias de condensacion no son muy distintas cualitativamente a las que se obtienen en
la parametrizacidn anterior. Las energias segun la teoria BCS son siempre negativas e inducen una
suave transicion entre el régimen de pocas y muchas particulas, a la vez que el sistema pasa de ser
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Figura 11.16: Funciones de onda colectivas |G(G)|*(en la figura |g(G)*) (lineas discontinuas) y
energias proyectadas (lineas continuas) como funcién de la constante de interaccion G — G, (ver
significado de G, en el texto) del estado fundamental de un sistema con un nimero de particulas
par para las aproximaciones MCGPAV (lineas finas) y MCGVAP (lineas gruesas). La escala del
eje de las ordenadas hace referencia a las unidades de energia Ep(G)/A, los minimos de las curvas
de energia se han desplazado al origen de energias. El drea que cubre las funciones colectivas es
igual para las aproximaciones MCGPAV y MCGVAP.

intensivo a extensivo.
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Figura 11.17: Energias de condensacion de un sistema con un nimero de particulas par en unidades
de A para las aproximaciones BCS, PBCS, MCGPAV y MCGVAP.

La prediccion PBCS no modifica esencialmente los resultados de la teoria BCS aunque dismi-
nuye las energias considerablemente y mantiene la transicion suave entre ambos regimenes.

Los célculos realizados con el método MCGPAYV disminuyen a su vez las energias de la teoria
proyectada mostrando la misma transicion suave pero con mayor ritmo en la ganancia de la ener-
gia. Por ultimo la aproximacion MCGVAP disminuye mds las energias de MCGPAV vy acelera la
transicion entre los regimenes de pocas y muchas particulas que en este sucede en un espacio del
nimero de particulas menor.

Funciones de onda colectivas
Expongamos ahora las distribuciones de probabilidad para los cdlculos realizados con el MCG.

En la tabla 11.9 mostramos los valores iniciales y finales del valor de la constante G, de modo
que el valor inicial es el valor de G, para cada aproximacion.

En la fig. 11.18 se muestran las funciones colectivas para esta aproximacion como funcién de
los nimeros de particulas 20, 40, 80, 100, 200 y 400.
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N 20 40 80 100 200 400
(Gpay | 0.015 | 0.005 | 0.0015 | 0.0010 | 0.0003 | 0.0003
(Gp)pav | 0.050 | 0.030 | 0.0040 | 0.0030 | 0.0006 | 0.0006
(Givap | 0.003 | 0.001 | 0.0007 | 0.0005 | 0.0002 | 0.0002
(G)vap | 0.025 | 0.030 | 0.0024 | 0.0014 | 0.0005 | 0.0004

Tabla 11.9: Valores iniciales y finales para la coordenada generadora (medidas en meV) usada
en los célculos. Los subindices PAV (VAP) corresponden a las aproximaciones MCGPAV (MCG-
VAP).

En esta ocasion nos encontramos con pozos de potencial que son planos en una zona cerca del
origen. A partir de esa zona la energia del pozo crece rdpidamente y adquiere una forma parabdli-
ca. No se observa la misma estructura abierta que dominaba para la parametrizacién anterior y si
un aspecto mas parabdlico. Nuevamente el pozo predicho por MCGVAP es en general més ancho
que la distribucion MCGPAV y aumenta la zona cerca del origen donde el pozo es mds plano.
Conforme aumenta el nimero de particulas los pozos se van haciendo cada vez mas similares.
Las distribuciones de probabilidad de las funciones colectivas muestran méximos pronunciados en
los minimos de los pozos para la aproximacion MCGPAV mientras que para la correspondiente a
MCGVAP estas distribuciones estdn mds abiertas y desplazadas hacia valores mds grandes en el
espacio G — G..

11.4 Hamiltoniano sin solucion exacta

Asimismo hemos querido estudiar un ejemplo de hamiltoniano que no sea integrable. Hemos
propuesto utilizar la forma general del hamiltoniano generalizado de apareamiento:

H = Zk: &y + Z VIATA, + Z Vinn,. (11.33)
ij ij

Donde ahora los elementos de matriz que fijan la interacién Vl‘] y Vlzj estdn dados por nimeros
aleatorios entre -1 y 0. De modo que la interaccidn es atractiva.

Para representar las energias de condensacion hemos realizado los cdlculos de la forma siguien-
te. Fijado un nimero de particulas hemos calculado la energia de condensacién un nimero €2 de
veces para cada una de las aproximaciones. Representaremos la energia de condensacion media

(Ec) = 221 EiCOND./‘Q'

En la fig. 11.19 se representan estas energias de condensacién medias para las aproximaciones
BCS, PBCS, MCGPAV y MCGVAP.

Empecemos por el andlisis de los resultados obtenidos mediante la teoria BCS. Obtenemos una
transicidn de fase a partir de N = 20. En la regién de pocas particulas encontramos que la energia
media es casi nula. Hasta aproximadamente N = 160 el sistema es claramente intensivo. A partir
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Figura 11.18: Funciones de onda colectivas |G(G)|*(en la figura |g(G)|?) (Iineas discontinuas) y
energias proyectadas (lineas continuas) como funcién de la constante de interaccion G — G, (ver
significado de G, en el texto) del estado fundamental de un sistema con un nimero de particulas
par para las aproximaciones MCGPAV (lineas finas) y MCGVAP (lineas gruesas). La escala del
eje de las ordenadas hace referencia a las unidades de energia Ep(G)/ A, los minimos de las curvas
de energia se han desplazado al origen de energias. El drea que cubre las funciones colectivas es
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igual para las aproximaciones MCGPAV y MCGVAP.

de N ~ 200 es sistema comienza una transicién suave hacia el régimen de muchas particulas en el

cual es sistema se vuelve extensivo.
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Figura 11.19: Energias de condensacion de un sistema con un numero de particulas par en unidades
de A para las aproximaciones BCS, PBCS, MCGPAV y MCGVAP con elementos de matriz Vl.; y

Vlz] aleatorios.

La aproximacion PBCS también verifica una transicion suave entre los regimenes de pocas y
muchas particulas. Las energias en todo momento son siempre menores que las que establece la
teorfa BCS.

Respecto de los calculos realizados con el MCG observamos que en la regién de pocas particu-
las estd en completo acuerdo con los calculos proyectados,sin embargo en la region de transicion
las energias por parte de MCGPAV son menores que las que ofrece la teoria proyectada. Final-
mente las dos teorias son casi idénticas para el nimero de particulas N = 400. Finalmente la
descripcion MCGVAP esta de acuerdo con las energias que se desprenden de MCGPAV para la
regién de pocas particulas. Para la regidn de transicidn y para la regién de muchas particulas sin
embargo la aproximacion MCGVAP disminuye las energias pero mantiene produce una transicion
que es asimismo suave.

Obviamente para cada uno de los calculos realizados dentro de cada una de las aproximaciones
se obtienen un conjunto de funciones de onda para cada uno de los nimero de particulas. Para re-
presentarlas hemos escogido simplemente como ejemplo uno de esos calculos. Se puede verificar
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que las conclusiones generales obtenidas para este caso en particular no difieren mucho respecto
de otros célculos.

En Ia tabla 11.10 mostramos los valores iniciales y finales del valor de la constante G, de modo
que el valor inicial es el valor de G, para cada aproximacion. Notemos que ahora los rangos de
la coordenada G coinciden pricticamente en ambas aproximaciones. Debido a esto las energias
proyectadas correspondientes a MCGVAP quedan por debajo de las correspondientes a MCGPAV.

N 20 40 80 100 200 400
(Gi)pav | 0.040 | 0.015 | 0.009 | 0.005 | 0.0020 | 0.0015
(Gp)pav | 0.310 | 0.096 | 0.060 | 0.080 | 0.0150 | 0.0058
(Gi)vap | 0.040 | 0.015 | 0.009 | 0.005 | 0.0031 | 0.0015
(G)vap | 0.180 | 0.095 | 0.042 | 0.045 | 0.0130 | 0.0058

Tabla 11.10: Valores iniciales y finales para la coordenada generadora (medidas en meV) usada
en los calculos. Los subindices PAV (VAP) corresponden a las aproximaciones MCGPAV (MCG-
VAP).

Enla fig. 11.20 representamos las funciones colectivas correspodientes para los calculos MCG.

Como podemos ver se obtienen para todos los nimeros de particulas pozos de potencial que
tienen una forma parabdlica. Los minimos de las curvas de potencial coinciden en cada una de
las aproximaciones para cada nimero de particulas. Los pozos son mds anchos en el caso del
MCGVAP, sobre todo en la regién de pocas particulas. A partir de N = 100 los pozos de ambas
aproximaciones resultan idénticos.

Respecto de las funciones de onda colectivas observamos que representan maximos centrados
en los minimos de los pozos de potencial. La distribucién adquiere una forma gausiana que es
mads acentuada conforme aumenta el nimero de particulas, al mismo tiempo que las distribuciones
MCGPAV y MCGVAP se hacen iguales.

11.5 Conclusiones

Hemos realizado un estudio sistemético de las energias de condensacién para un sistema de
hamiltonianos basados en la interaccidon de apareamiento generalizada, los cuales se agrupan en
tres familias que poseen solucién exacta. Hemos propuesto tres parametrizaciones distintas de los
parametros 7, 1o que ha dado lugar a dieciocho hamiltonianos diferentes.

Los resultados que proporciona el método de la coordenada generadora en su version varia-
cional autoconsistente (MCGVAP) se encuentran en excelente acuerdo con la solucién exacta para
todo el rango de particulas alli donde hemos podido calcularla. La version no autoconsistente
MCGPAV no es capaz de reproducir las energias de condensacion con la precision que lo hace
el método MCGVAP, sin embargo es capaz de describir cualitativamente en todos los casos estu-
diados el comportamiento adecuado del sistema desde el régimen de pocas a muchas particulas.
Especialmente hay que destacar la transicién entre ambos regimenes. Al igual que ocurria con el
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Figura 11.20: Funciones de onda colectivas |G(G)|* (en la figura |g(G)*) (lineas discontinuas) y
energias proyectadas (lineas continuas) como funcién de la constante de interaccion G — G, (ver
significado de G, en el texto) del estado fundamental de un sistema con un nimero de particulas
par para las aproximaciones MCGPAV (lineas finas) y MCGVAP (lineas gruesas). La escala del
eje de las ordenadas hace referencia a las unidades de energia Ep(G)/A, los minimos de las curvas
de energia se han desplazado al origen de energias. El drea que cubre las funciones colectivas es
igual para las aproximaciones MCGPAV y MCGVAP.

hamiltoniano de apareamiento reducido hemos encontrado situaciones en las cuales dicha transi-
cién continda planteando un problema para el resto de las aproximaciones, como la teoria BCS y
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la teoria proyectada PBCS. Las cuales resultan infructuosas para describir la transicién y ofrecen
conclusiones artificiosas.

Desde este punto de vista ambas versiones del MCG son capaces de tratar correctamente las
correlaciones que conducen al sistema a través de la regién de transicién. Teniendo en cuenta
ademds la facilidad y versatilidad que ofrece desde el punto de vista numérico el MCG (en especial
el MCGPAV) el uso del MCG para estos sistemas se convierte en una herramienta muy atractiva.
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— Capitulo 12

CONCLUSIONES GENERALES

Los sistemas superconductores finitos representan claramente un desafio para las teorfas actua-
les en fisica tedrica.

Los granos superconductores son un claro ejemplo de tales sistemas. Las técnicas modernas ba-
sadas en la espectrosocopia de tuneleo individual de electrones en granos metdlicos ultrapequefios
ha puesto de manifiesto una forma de probar las correlaciones de apareamiento entre electrones, y
la forma en la que estas correlaciones se modifican en vitud de las dimensiones del sistema. Esto
ha inspirado importantes desarrollos tedricos para comprender cualitativamente como cambian las
correlaciones de apareamiento desde el sistema infinito hasta el limite finito con unos pocos elec-
trones.

A lo largo de esta tesis hemos puesto de manifiesto la necesidad de aplicar una teoria que con-
serve el nimero de particulas para poder describir tales sistemas. Para ello hemos aplicado dos
métodos adaptados de la fisica nuclear al modelo de apareamiento reducido. El primer método es
el que se basa en la proyeccidn del estado BCS (PBCS), el cual estd disefiado para recuperar la
simetria del numero de particulas roto por la teoria BCS. Tratando asi al sistema en un conjunto
canodnico. El segundo método, que forma el cuerpo de esta tesis, estd basado en el método de la
coordenada generadora (MCG), ampliamente utilizado en las aplicaciones en fisica nuclear.

Ambas teorias nos permiten el estudio completo de las propiedades mds importantes de los
granos superconductores. En especial, la transicién entre el régimen de pocas particulas y el de
muchas. Para ello hemos calculado las energias de condensacidn, analizado correladores y funcio-
nes de onda y discutido los efectos de paridad en el nimero de electrones centrandonos en cémo
cambia el comportamiento de estas cantidades cuando el tamafio del sistema decrece desde un ta-
mafio macroscdpico hasta uno mesoscopico, en el cual el espaciado entre niveles es el dominante
en la escala de energias.

Hemos demostrado que conforme aumenta el espaciado entre niveles la naturaleza de las co-
rrelaciones de apareamiento cambia su carécter, partiendo desde un cardcter BCS (acoplamiento
fuerte) hasta uno en el que las correlaciones se encuentran deslocalizadas en energia (acoplamien-
to débil) y por tanto dominadas por fuertes fluctuaciones cudnticas. Hemos demostrado que esta
transicidn entre ambos regimenes es infructuosamente tratada por la teoria PBCS (prediciendo una
transicidon abrupta), la cual es incapaz de tratar correctamente la naturaleza de las correlaciones
de apareamiento, subestimando la intensidad de las correlaciones, seglin se demuestra cuando es
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comparada con la solucion exacta del modelo, que predice una trasicion suave. Por contra, pone-
mos de manifiesto que el MCG estd en perfecto acuerdo con la solucion exacta, a partir de incluir
mas correlaciones basadas en la nocion de espacio colectivo.

Hemos extendido las apliciaciones del MCG a modelos més generalizados basados en la inter-
accion de apareamiento. Hemos encontrado que el MCG es capaz de reproducir la fisica de estos
modelos tanto cualitativa como cuantitativamente.
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— Apéndice A
LimiTES ANALITICOS DEL MODELO BCS

A1 d — 0y expansion Euler-MacLaurin

Cuando el espaciado entre niveles d tiende a cero la teoria se reduce a la teoria convencional
BCS. Podemos calcular las propiedades de un sistema superconductor al primer orden en d expan-
diendo la solucién BCS alrededor de d = 0.

Mientras que en el limite termodindmico (d = 0) el desplazamiento —g v? en las energias de par-
ticula independiente &; carece de importancia, en los granos superconductores este término influye
en el comportamiento del espaciado cerca de la superficie de Fermi. En lo que sigue despreciare-
mos la dependencia con v? usando &; = €; — u — g 6(—(€; — p)), en consecuencia esperamos acuerdo
con los resultados numéricos para d << Ay s # 0. Dentro de esta aproximacion para & i» M queda
situado a mitad de camino entre el nivel doblemente ocupado superior y el nivel completamente
vacio més bajo para s = 0: u = € — d(6,0 + 1)/2.

Notemos que ¢ no queda exactamente situado sobre uno de los niveles en el caso impar como
uno podria esperar en un principio, sino que queda situado de nuevo a medio camino entre el dltimo
nivel ocupado doblemente y el primer nivel completamente vacio.

Podemos calcular el parametro de apareamiento Ay(d) en el limite de d pequefio calculando los
primeros términos de su serie de Taylor:

2
Ay(d) = (1 +do, + %aﬁ) A(0). (A.1)

Ahora es suficiente resolver la ecuacion del gap, asi como su primera y segunda derivadas con
respecto a d, parad = 0. Esto puede realizarse reescribiendo la ecuacion del gap usando la férmula
de suma de Euler-MacLaurin,

j1d
- = stod) f GRS L1+ ]+ S [F G+ G| (A2)

J=Jo

. . -2, . . p
donde f(jd) = [(]al)2 + Af] ,Jo=s+({1+A)/2y j; = wp/d. La depencencia con el espin
s ha sido absorbida en el limite inferior j, de la suma. La rama negativa de la suma es idénica a la
positiva en virtud de la simetria antes comentada de la posicidn del valor de u. En consecuencia es
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suficiente calcular la parte positiva y multiplicarla por dos. Escribiendo d = 0 en la ecuacion (A.2)
se llega a la conocida ecuacién del gap de la teroria BCS, cuya solucién es A,(0) = A. La primera
y segunda derivada total de la expresion (A.2) son d,A(d = 0) = —sy 8§As(d =0) = —s?/A, de
modo que el resultado final para (A.1) es

2 72
Add)= & — (s+4/2d - SHHDE

(A.3)

Calculemos ahora la energfa variacional E2S evaluandola hasta el primer orden en d, cuyas
sumas son evaluadas de nuevo usando la férmula de Euler-MacLaurin. Como estamos interesados
en el efecto de las correlaciones de pairing restaremos la energia correspondiente al estado no
correlacionado del mar de Fermi |p)y:

A? - - 1 +6
par: EPS - E) = 57t (1 + ;—T)/lA + 2sA — (s2 -5t d n /ls)d; (A.4)

. A o . 1 7+6 pl
impar: EBSS — Eg = o+ A+ 25 - (s2 to s+ E)d. (A.5)

El término que va como d~! es la energia de correlacién en el limite termodinamico, que apa-
rece débilmente renormalizada por el término intensivo (1 + %)/l&. El término 2sA es la energia
de exciatacién para 2s cuasi-particulas. El término con d' es la correccién al primer orden para el
espaciado de niveles discreto.

A.2 d cercade d.y la expansion para A pequeno

El otro limite tratable analiticamente es d >> Ay, valido siempre que los valores de d estén
cercanos al espaciado critico 5 donde A, se anula.

Primero, derivamos una expresion para el valor critico d?5 resolviendo la ecuacién del gap
con A; nulo para d:

BCS
G _
2= D, 5= W@p/dY + 1) = W) (A.6)

J=Jo

Donde ¥(x) denota la funcién Digamma Y(x) = ' (x)/T(x) y jo esigual a s + % de nuevo.

Recordando que A = 1/log (Z‘”TD) y exp(P(x)) ~ x — % para x grandes, esta ecuacion se reduce a

245CS 142
log( < ) - —‘I’(s+ - ) (A7)
d5es = %exp(—‘l’(s+¥)). (A.8)

Para s > 1 puede ser simplificado a
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IR

A
BCS
. A.
s 25+ A4 (A.9)

Cerca de d®“S el pardmetro de pairing se anula como

. d
A= Byf1- 2

para d >> A; ys > 0, (A.10)

como mostramos a continuacion. Como para los estados fundamentales de espin s con pard-
metro de apareamiento nulo los pares de electrones y de huecos estan distribuidos simétricamente
alrededor de la superfici de Fermi, de forma que p = € — d(6,0 + 4/2). Volvamos a la ecuacién
del gap. La dependencia con el espin ha sido absorbida en j,. La rama positiva y negativa de
la suma restringida son idénticas (debido a la simetria del valor de w) con |£| recorriendo desde
d (s + %) = djy hasta wp. En consecuencia es sufuciente calcular la rama positiva y multiplicarla
por dos:

1 & 2 A2 P ~1/2
Z - Z (] + s/ )
J=Jo
S
N L (A1)
23
sty 2d°]
wp/dBCS 1 wpld (1 A2 )
~ N
= FRGY
j=stary2 sty 2d°]

Para obtener la ecuacion (A.11), la raiz cuadrada es expandida usando A; << d. Las sumas
restantes pueden ser expresadas mediante la funcién Polygamma W usando la identidad

¥l (n+1)

c 1 m
; = S = (' (A.12)

Reemplazando las sumas por la funcién Polygamma y juntando términos se llega a

(A.13)

wD CL)D AZ ” (J)D 7 1+/l
P 1| -w (¥ 1):——‘\11(— 1)—\11 4.
( * ) (d * 4d2[ a (” 2 )

Asumamos ahora que d estd cercano a d5¢5: d = d% — §d y §d << d¥“S. Expandimos el
miembro izquierdo en 8d y usemos el comportamiento asintético de ¥’ (sobre el miembro izquier-
do) y ¥ (sobre el miembro derecho) para argumentos wp/d grandes. Ademds el término ¥ (s+ 1)
es aproximado por su forma asintética —s?:
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od A2, 1
dfCS = —@T (S + z) (A14)
dBCS _ 4
2 2 2%
Ay = 4d°s" —pe— (A.15)

[ d
A= A1 o (A.16)

Los tltimos dos pasos fueron realizados recordando que 4d’s* = 4 (dfcs )2 s? = A% para s # 0.

Aunque (A.9) fue derivada para d cerca de d®¢S, su rango de validez es sorprendentemente
grande. La expansién para d pequefio en potencias de d/A estd de acuerdo al menos hasta el se-
gundo orden con (A.3), y para s > 1 reproduce excelentemente los resultados numéricos para Ay(d)
para todo d.

Para s = 0 la expansién asintética de " explota. En consecuencia directamente de (A.14)

deducimos
/ 4d? dBCS — d
Ay = 97@7’ (A.17)

donde hemos usado " (ﬂ) =~ —9.4. Este resultado da buen acuerdo con los resultados numé-

2
dBC S

ricos cerca de d.", pero obviamente tiene un mal comportamiento en el limite d — 0.
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— Apéndice B
DEeTALLES DEL METODO PBCS

En este apéndice desarrollamos parte de la formulacién del método PBCS, por ejemplo la
formulacion de los sistemas con un nimero de particulas impares, asi como aspectos de la solucién
numérica de las ecuaciones variacionales.

B.1 Evaluacion de los valores esperados

En la presente seccion centramos la atencion en el Hamiltoniano reducido de apareamiento,

k

H=Y am —g)y AlA, (B.1)
k&

La funcién de onda proyectada a buen nimero de particulas N, siendo n, el nimero de pares,
como fue explicado en el capitulo del método proyectado es,

Q

27
IBCS)y = Cj; dg e l_[ (uk + e"”va,L) [=). (B.2)

k=1

Con el cambio de variable z = ¢ la funcién de onda pasa a ser

Q

IBCS )y = —iC 95 dzz " | | (e + zviAy) 1) (B.3)

k=1

con el cambio la integral original en la variable ¢ ha sido reemplazada por una integral de con-
torno alrededor del origen en el plano complejo z. Trabajaremos con esta expresion de la funcion
de onda.

La funcién de onda complejo conjugada es

Q
(BCS| = iC" e @I [ v i (B.4)
k=1
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Empecemos por calcular la constante C para que la funcién de onda esté normalizada (BCS |BCS )y =
I,

Q
(BCS|BCS)y = C(C? 95 dz dz* (Z) ™ (7)™ ]—[(uzu’z*vi)
k=1
Q
= 27> 95 dzz " | | + )
k=1
= —(27i)*C*R) (B.5)

-1
De donde C = [271 A /Rg] . La dltima expresion de (B.5) contiene a la integral de residuo Rg.

El principio variacional nos fuerza a elegir las amplitudes u;, v, de tal forma que la energia
E = (BCS |H|BCS )y sea minima. Calculemos en detalle dicho valor esperado.

El valor esperado (BCS|H|BCS )y consiste en una suma de diferentes términos:

a) (BCS |CZ ¢,|BCS ). Este término representa la parte cin€tica del Hamiltoniano.

(BCS|cjc,|BCS )y

¢t pazidz 5

(- n(uj + zZv’;cj_cﬂ)czck \l(uj + Z]Vjc-;_'_cj_)'_)
J J

« _—no—1 —np— %
C? 95 dzidzy 7, ()™ —[(u§ + 2BV 213

Jj#k
= —2niC? 56 dz 7™ V2] [ad + o)
J#k
k
= 1 ]i(') (B.6)
RO

b) (BCS ICz +cZ_ck,_ck, LIBCS)y. Esta es la parte correspondiente a la interaccion entre pares de
particulas. Para calcularlo es necesario considerar dos términos distintos:

bl) k=K, (BCS|c! c| ¢, c, |BCS)y.

(BCS|c} ¢} c_cy JBCS)y

—27iC? 9§dz 7! H(Lﬁ +2v) 2V,
j#k
k
oA
k 0
RO

(B.7)

b2) k # k', (BCS|c! ] ¢, c, |BCS)y.
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(BCS|c},cl cp_cu,JBCS)y = —C* 95 dzy dzoz,™ " 5"
(| l_l(uj + Zlvjcj_cj+)cz+cz_ck,_ck,+ l—l(uj + ZszCj+C;_)|—>
J Jj
= —2miC? 9§dz g b 1_[ (W5 + 2V Vit vie
jEkk
Rkk’
= UpViUp Vi —. (B8)
Ry
Finalmente para la expresion de la energia del estado fundamental tenemos,
g R/ RI*
Ey = (BCS|HIBCS)y =2 (e,. - E)vﬁR—é -8 ) i (B.9)
F 0 Jk 0

B.2 Variacion de las integrales de Residuo

En esta seccién analizamos la variacion de las integrales de residuo. Habiendo definido v;
como el pardmetro variacional tenemos que expresar las variaciones de v; por derivadas parciales
con respecto a las variables dependientes v; y u;:

6 _0 v (B.10)

Aunque por un lado la energia proyectada (B.9) depende explicitamente de las cantidades u;, v;
por otro lado depende implicitamente a través de las integrales de residuo. En consecuencia nece-
sitamos conocer la variacion de las integrales de residuo con respecto a v; y u;:

o . 0 1
— RN = édzz—(no—l)—l 1_[ (ui+zvi)

n a. A
0v; 0v; 2ni ey
1 ~(np-1)~1 2 2
= 5 dzz ™V 12v;z n '(uk+zvk)
k#j1...jNsJ
= 2RIV, (B.11)
o . . S
%R{ll---jN — 2ujR{l’jl"'jN. (B.12)
J
Para la variacion con respecto a v; ambos resultados juntos dan
0 J1-JN — JsJ1---JN o1 N

—RJIN = 2RIV — RET -V (B.13)

5Vj
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Como las integrales de residuo aparecen como cocientes de la forma R} /" /Rg es razonable
encontrar la variaciones de esos cocientes:

s RY _ (RY-R' R‘R|-R)]
swRR Tl R R R (.14)
J 0 0 0 0
5 R (RU-RM RVR-R] .
v, RO VT R RO R | (B.15)
J 720 0 0 0

B.3 Las ecuaciones variacionales.

Calculemos la variacion del valor esperado de la energia Ey con respecto a v;, % El resultado
J
de la variacion dard lugar a las ecuaciones variacionales, las cuales una vez resueltas determinan
las amplitudes v; que minimizan la energia del estado fundamental.

SEy g)R{

0

jk Jjk k pJ J
g8\ . R - Ry R Ry - Ry
+ 4 (ek——)vkvj( - — -
Z 2 R) R) R}

k uj) Ky
Rjkl _ Rjkl Rkl Rj _ Rj
- 2 wvuvy; | ——1 — L1 0 B.16
g%:kkllj( R R R ( )
J
g\ R
= 4Vj (Gj——)—+
{o-9)3
RF_R* RFRI_R
DY B I e
k 2 R, Ry Ry
jk o2 2
8 Rl u; —v;
QZk: Rg l/lej
Jjkl Jkl kl pJ J
8 (Rz - R R RI_RO)}
- = Uupviupv; 0 70 0 (B]7)
2; Ro Ro Ro
u? — 2
= 4vj{(é,+Aj)—Aj : ’}:o. (B.18)
u;vj

En donde en las expresiones anteriores se han introducido las definiciones:
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N 8\ ™M
é = (fj - —)—, (B.19)
2) R
Jk
_ 8 Rl
A=3 Zk:ukka—g, (B.20)

N T L e
CTRTNTR R TR

Jjkl Jkl kl pJ J
g Ry — R, R] RI_RO
— —Euvuv —_— . B.21
2k1""”[ R} R) R} ( )

Con estas definiciones las ecuaciones variacionales son:

&+ Apuv;=A; (s —v3). (B.22)

La expresion anterior representa una ecuacion para v; (y u;) para cada nivel j. Aunque no
queda de manifiesto explicitamente en la forma escrita, las ecuaciones variacionales acoplan las
ocupaciones de los niveles de monoparticula v; a los restantes niveles vy .

B.4 Sistema con un numero de particulas impar

El método de la proyeccién a buen nimero de particulas presentado en la parte de teoria puede
extenderse a un nimero de particulas impar. A continuacion describimos de que forma las férmu-
las presentadas anteriormente quedan modificadas.

Un sistema con un nimero impar de particulas estd descrito por el estado:

2
IBCSY,,, = fo dpe ™ cf [ | (e + e vicf cl_)1-) (B.23)

k#l

siendo N un nimero entero y / el estado ocupado por una dnica particula (estado bloqueado).

Las integrales de residuos quedan ahora de la forma siguiente:

27
Riveind = 1 [y it [T @+end. (B.24)
271, 0 . . k k
K jiseesjmsl
Todos los valores esperado pueden calcularse con B.23. En virtud de la esctructura que po-
see este estado todas las expresiones siguientes pueden obtenerse practicamente sin necesidad de

realizar ningun célculo. Asi por ejemplo para la energia se obtiene:
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RJI R]kl
E5v+1 =2 Z( ) — GZ UGV iUVi—r— Rl + € (B.25)

1 Jk#l 0

Como se oberva la férmula de la energia para el sistema impar se obtiene de la correspondiente
al sistema par eliminandp de la sumas y productos el estado [ y afiadiendo la energia que corres-
ponde a la particula desapareada. Obviamente en funcidn del estado / bloqueado se obtendran las
diferentes energias de los estados excitados.

El resto de férmulas pueden derivarse con el procedimiento que hemos subrayado anteriormen-
te. En todas las sumas y productos debe eliminarse el estado bloqueado.

B.5 Solucion numérica de las ecuaciones variacionales

El conjunto de ecuaciones variacionales (5.20) tiene que ser resuelto numéricamente. Como
se trata de un conjunto de ecuaciones no lineales ha de ser resuelto mediante un procedimiento
iterativo.

Para que dicho método sea eficiente es necesario la introduccién de un nuevo conjunto de varia-
bles yi, las cuales estan relacionadas con las variables originales (u, vy) a través de las siguientes
igualdades,

2 Xk 1

k 1 + Xk ’ 1 + Xk '
Notemos que la normalizacion ui + v,% = 1 es tenida en cuenta en la definicién anterior. Las

ecuaciones variacionales (5.20) en términos de las variables y; quedan de la siguiente forma

u Vi = (B.26)

G+AX - M —1)=0 (B.27)

Con la transformacion adicional

Xk = eek (B.28)

es posible aislar la nueva variable 6; en términos de los campos &, Ay y A,

B.2
2A¢ (B.29)

La ventaja de la transformacién (B.28) queda reflejada en la dltima expresion (B.29). El lado
derecho de la ecuacién no depende explicitamente de 6, pues los campos &, A, y Ay son indepen-
dientes de 6;. Este hecho es fundamental para resolver satisfactoriamente el conjunto de ecuaciones
(B.29) por iteracion numérica. La mejor forma de resolverlas es comenzar con la solucién BCS,
hasta que la convergencia en el valor de la energia, fijada una tolerancia se alcance. Toda la imple-
mentacion numérica debe estar basada en las variables 6;.

&+ A
9k=28inh_'(—6k+ ")
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B.6 Calculo de las integrales de Residuo.

,,,,,

es necesario poder calcular eficazmente las mismas. Como las integrales deben ser calculadas para
diferentes conjuntos de variables 6, la eficiencia en la solucién numérica de (B.29) requiere el
célculo de las integrales de residuo de forma rdpida y precisa. Para este fin hemos usado el método
de la transformada rdpida de Fourier, cuya implementacion esta explicada con detalle en el apén-
dice (C).

Por otro lado, desde el punto de vista computacional, es deseable poder calcular el menor
nimero posible de integrales, para minimizar asi el tiempo necesario de calculo. Dos identidades
pueden ser explotadas para este propdsito. La primera de ellas fue encontrada por Dietrich et
al [DMP64]. Es facil demostrar que las integrales de residuo satisfacen la siguiente relacion de
recursion:

JlseesdM — 1,2 DJ1ses Mk 2 pJ1se-imik
Ritwin = 2 Ritwsiitk 4 2 R (B.30)

m+1

El cédlculo de dos integrales de residuo permite calcular una tecera diferente. Esto reduce el
céaculo total de integraciones a uno sobre tres. La segunda identidad, mucho mads potente, fue
encontrada por Ma y Rasmussen [MR77],

L 1 —m— 1 1 i
le11 ..... M — 6m,M Rg n ‘7 + (_)m Z vj(M 1 l)u§ n ( n > VZ)R{) (B3])
1seer ). k=j1

JEsedm JlseorJM =15 im&) J k

Esta férmula permite calcular todas las integrales de residuo si las integrales Rg y Ré son co-
nocidas, reduciendo asi el nimero total de integrales a N + 1 dado un conjunto 6,. Para propdsitos
numéricos la férmula (B.31) no es recomendable. Una implementacion directa de tal férmula re-
sulta en un cédigo inestable, debido a que muchos términos se cancelan entre si. Ademads sélo
necesitamos calcular tres términos, R{k, Rékl - R{kl y Rék - R{k. Si Rg y Ré son conocidas, R{ puede
ser obtenida por la relacién de recursion de Dietrich (B.30). Consideremos primero Rﬁ'{ conm = 1
om = 2. La férmula de Ma (B.31) se reduce a

2 pJ m.,2 pk
RO IR — (2R
ik _ 0 m>J J0 k k70
R = 6m2—5—5 + (=) SR (B.32)
Vi Vi— Vi

donde hemos usado la identidad {; = }2 — 1. La diferencia Rék - R{k se puede escribir de una
j

forma sencilla,

RS RZ-1)  RYG2-1)

2.2 2.2 2 202 2\°
ViV vj(vj—vk) vk(vj—vk)

RF — RI = (B.33)

. okl ikl -
Para la diferencia R]" — R{" se obtiene,
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4 2.2\ pJ
Rjkl _ Rjkl (u] + ujvj)RO (ui + u/%v/%) R](C) (B 34)
S W =vDO3 =) (v = v); = V) '
i TN TN Kk VN TN
ut + u?v?) R!
(1) Vi) R, (B.35)

2= D07 VD)

o . . jkl ki
Como los indices de las integrales de residuo pueder ser permutados, R, — R]" pueden ser
expresadas para todas las posibles combinaciones de v;, v, v; por las ecuaciones de arriba.
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— Apéndice C
CaLcuLaNDO INTEGRALES DE RESIDUO USANDO
LA TRANSFORMACION RAPIDA DE FouRiER (FFT)

En este apéndice se explica con detalle el método que hemos seguido para realizar el calculo
de las integrales de Residuo,

o 1 o 2 ip. 2
le ,,,,, y) - ﬂ d¢ e i(no—n)¢ l_[ (uk + el¢vk . (C.])
0 K j1 e ibt

Estas integrales pueden expresarse analiticamente mediante las siguientes sumas [TM],

Rl = Z Z . Z g gim,_n’ (C.2)

p1< pa< <Pn()—n
donde
), . o
8 = pi# jis-eesim (i=1,...,n0 = n).
p

Sin embargo la expresion (C.2) se vuelve impracticable debido a la existencia de muchas su-
mas anidadas, las cuales necesitan un tiempo grande de cdlculo incluso para unos pocos pares. En
consecuencia, es necesario acudir a las técnicas de integracién numérica para evaluar las integra-
les de Residuo. A pesar de que se trate de una aproximacion, las integrales deben ser calculadas
lo suficientemente rapido y con precision. El método de la transformada rdpida de Fourier (Fast
Fourier Transform)(FFT) puede adaptarse para cumplir ambos objetivos. Desarrollamos aqui el
material necesario para relacionar el método de la transformada rdpida de Fourier con las integra-
les de residuo que estd basado en la referencia [PTVF92].

La transformada rdpida de Fourier puede aplicarse para calcular numéricamente integrales que
son de la forma,

b
I(w) = f de ¢ h(g). (C.3)
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h(p) = 21—” l—[ (u,% + ei"’v,f , = —(ng — n), a=0 b=2n. (C4)

La aproximacion consiste en dividir el intervalo [a, b] en M subintervalos, y definir las siguien-
tes cantidades:

b-a

A )
M

¢;=a+jA  hj=hg), j=0,...,M (C.5)

Donde obviamente, hy = h(a) y hy = h(b). Con estas definiciones la integral /(w) puede
aproximarse por la siguiente suma,

M-1
Iw)~ A Y hje . (C.6)

J=0

Para ciertos valores de las cantidades w y M, la suma en (C.6) puede verse como una trans-
formada de Fourier discreta, la cual puede ser evaluada eficientemente mediante el algoritmo de
la transformada rdpida de Fourier. Concretamente podemos elegir el nimero M como un nimero
entero potencia de 2 (M = 2"), y definir un conjunto discreto de w’s mediante

2mm
m = T C7
Wn = 5 (C.7)
donde m toma los valores m = 0,1,..., M/2 — 1. En consecuencia la expresién (C.6) pasa a ser
M-1
Iwy) ~ Ae™n® Y hye™ i, (C.8)
=0

Notemos que la suma en la dltima expresion se trata de una transformada discreta de Fourier.
Antes de seguir analizando esta expresion identifiquemos la relacién entre los valores de m con
respecto a los pardmetros originales en las integrales de Residuo. Juntando las igualdades (C.5) y
(C.7) se llega a

w, =m, m=ng—n. (C.9

Como vemos el ndmero entero m que define para que valor de w se realiza la transformada de
Fourier resulta ser en nuestro caso la diferencia entre el nimero de pares ng y el 6rden de la integral
de residuo n.

A pesar de la sencillez de la expresion (C.8) ésta esconde un comportamiento que puede dar
resultados insatisfactorios. La razdén reside en la naturaleza oscilatoria del integrando de (C.3), si

162



Calculando Integrales de Residuo usando la transformacion rapida de Fourier (FFT) C

h(¢) es una funcidn suave, y si w es lo suficientemente grande como para dar varios ciclos en [a, b]
(w,, realiza exactamente m ciclos), el valor en la integral / resulta afectado en su precisién numéri-
ca, notemos que ésta serd m4s severa cuanto mayor sea w,,, en nuestro caso serd cuanto mayor sea
el nimero de pares ny, esto es, el tamafio del sistema. En consecuencia, es necesario un tratamiento
mas sofisticado.

La mejora consiste en interpolar la funcion h(¢) en el intervalo [a, b] a partir de los puntos
de muestreo /. De esta forma podemos aproximar la funcién h(¢) en todo punto. Obviamente la
aproximacién mds sencilla consiste en la interpolacién lineal, usando tnicamente dos puntos £;.
Una aproximacién mejor consiste en la interpolacién ctbica.

Las férmulas para las interpolaciones son ciertos polinomios en la variable ¢, cuyos coeficien-
tes son funciones lineales de los /;. La funcidén i(¢) puede ser escrita de la forma:

M —_ . —_ .
h(¢)z2h,¢(¢ A¢’) £ hj¢j(¢ A¢’) (C.10)
j=0

j=ptsfinales

Como vemos, la funcidn interpolada /(¢) puede verse como una suma de las funciones ¢ y
¢ (que dependen exclusivamete del esquema de interpolacion) multiplicadas por los valores sam-
pleados £ (que depende de la funcion h(¢)). El segundo término de la suma hace referencia a los
valores que toma la funcién % en los extremos, aqui es necesario diferentes férmula de interpola-
cion, por esta razon aparecen las funciones ¢;.

Llevando la expresion (C.10) a la integral original /, obtenemos el resultado:

M
(@) ~ Ae“ |W©O) > hie+ > hja,6)|. (C.11)

Jj=0 Jj=ptsfinales

Donde se ha hecho 6 = wA, y las funciones W(6) y «;(0) estan definidas por

W) = f Oods ey (s) (C.12)

o0

—+00
a0 = f ds é*¢i(s — j). (C.13)

Lo importante es que ambas expresiones (C.12) y (C.13) pueden ser evaluadas analiticamente
una vez elegido el 6rden de interpolacion. Finalmente la expresion (C.11) puede evaluarse median-
te el algoritmo de la transformada rapida de Fourier, veamos como puede realizarse. La primera
de las sumas en (C.11) se evalua de la forma siguiente, se escoge un entero K potencia de 2 cum-
pliendo K > M +1.81 K > M + 1, definimos h; =0, M + 1 < j < K — 1. De modo que la suma
puede realizarse como suma de Fourier discreta para los valores w = w; dados por

K
w=——=90 l:O’]"“’E_l' (C.14)
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Fijado M, el muestreo es mds fino cuanto mayor sea K. Por otro lado, el valor de M determina
la frecuencia accesible w mas alta, porque A decrece cuando M aumenta, y el valor mas grande de
wA esta siempre por debajo de «, véase (C.14). Como regla préctica es conveniente escoger K al
menos cuatro veces mayor que M, K > 4M. La expresion final para la integral /(w;) resulta ser:

K-1
Aeiwla W(@) Z hjeZRilj/K +
j=0
(Zo(@)ho + al(Q)hl + a2(9)h2 + (13(9)]13 + -
VD [ Oy + @ (O hpy—y + 5O hyy + 5Oy + - - ] (C.15)

I(w;)

+ +

Para ordenes de interpolacién ctibicos o menores la mayoria de los términos que aparecen arriba
no son cero, en consecuencia s6lo necesitamos expresiones para las funciones W, ag, a1, @», @3. En
este trabajo se ha conseguido suficiente precision usando el orden trapezoidal, para el cual se
tienen:

2(1 — cos @
Wy = 20
1—cosf O—siné
ay = — 7 +1 7
a = amx=a3=0
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— Apéndice D
LAS INTEGRALES DE RESIDUO

GENERALIZADAS.SOLAPES DE LA NORMA Y EL
HAMILTONIANO EN EL MCG

En este apéndice calculamos las expresiones del solape y de la norma (8.6) y del Hamiltoniano
(8.7) y explicamos como calcular eficientemente estas expresiones.

Comencemos desarrollando la expresion del solape de la norma (8.6):

d
IBCS (&))n = —i 56 er z oth l:[ (U (&) + z2vi(£)) (D.1)

472

1 .
(BCS@OIBCS v = 75 dz'dz*(Z')_""_](Z*)_”"_'n(uk(§)uk(§')+Z’Z*vk(§)vk(€"))=
k

21
- 47:2” 95072 z™! 1_[ (@& + iE(E)) =
k
—(27i)?
_ %RS@, ¢) = R)E.€) 02

Pasemos ahora al solape del Hamiltoniano:

(BCS(HIHIBCS (§'))n =2 Z(BCS @lc) Lo |BCSENn
k.o

~G(BCS (§)Icj,¢;_¢;_cxs]BCS(E)y  (D.3)

Calculemos por separado los dos términos:

a) (BCS (&)|cc |BCS &y
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—no—1,_—np—1

1
(BCS (&)lcle,IBCSE )y = dzidz 7" (27 %

)
I @ +zvi@)e e ) efe (@) + zvi&el el ) =) =

J
dz1dz; 7" @) " vz | | (1 @vi©) + v i@vie)) =

452
j#k

=2

it 95 dzz ™ @@ [ | (@) + v @v,@)) =

452
j#k

ViEViERY(E, &)

b) (BCS (&)lcy, c;_cy_cr+)BCS (€))n
Consta de dos partes:

bl) k=K, (BCS&)c),cl_c,, cws|BCSE )y

(BCS(&)le!, ¢} ¢, cis|BCS(E))w =
_2 /
- 56 dzz" | ] (@us&) + @ (€)) m@m) =

42 :
Jj*k

ViEViERY(E, &)

b2) k # k', (BCS (¢)Ic} ] _c,,_ci+|BCS E)n

(BCS (O}, c]_cp_cwi] BCS (Ey =

—-ng—1_—ng—1
—m ledZZZl 2, X

I @ + 2@, e elel = coco, | | (&) + 29,0l ) 1)
j |

j
=27
472

Sgdz 7 (-1 1_[ (uj(§)uj(f’) + ZVj(g)vj(é:,)) u(EWi(Eup (v (§) =

jEk K
u (€ i) ()i (€ORY (¢,€)

Juntando todo obtenemos finalmente la expresion para el solape del Hamiltoniano:

(BCS©HIBCS @ =2 (6~ 5 ) n@m@RIE£) -
k

G ), mEWEuEmE IR E &)

k.Lk#k

(D.4)

(D.5)

(D.6)

(D.7)
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Pasemos ahora a explicar como calcular estas expresiones de la forma mas eficaz posible de
cara a la implementacion numérica.

Veamos primero las alternativas para calcular las integrales de residuo generalizadas. Es facil
probar que obedecen a la formula de recurrencia encontrada por Dietrich (B.30) pero ahora usando
las integrales de residuo generalizadas:

RIM(E, &) = w(©)m(EREIKE &) + v €W €R) T (€, &) (D.8)

Las integrales de residuo R¥, R necesarias para calcular H; » pueden ser evaluadas en términos
de R} y RY usando la relacién (D.8) dos veces:

RYE, &) — u(E)ur(EHRY(E, &)
Vi Evi(€)

R &) = (D.9)

RY(E.€) — un(©un(€RY(E, &)
@V

Sin embargo, usando este método para calcular el solape del Hamiltoniano conlleva demasiado
tiempo de cdlculo, y hace que esta forma sea muy lenta e ineficaz. Para realizar mas rapidamente
el calculo proponemos la siguiente rutina que hemos usado en nuestros cédlculos. Podemos escribir
el solape del Hamiltoniano de la siguiente forma:

RY(E &) = (D.10)

1 27
Hee = 5 fo do |F{&.&) - F&.6)) (D.11)

donde las funciones F ‘,”(g, EVYF ‘; (&,¢&") absorben la dependencia en la coordenada gauge ¢y
estan dadas por:

G . ‘ .
Fie&) =2 (&= 2 )@@ [ ] (e u@u@) + é v@m@)  ©.12)
J

k#j

F3&.€) = G ) u@wi@u@vi@) [ [ (e u@nm@) + ePv@w&))  0.13)
ij

k#ij

Estas integrales, a su vez, pueden ser evaluadas usando la transformada rdpida de Fourier ex-
plicada en el apéndice C.
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— Apéndice E
OBTENCION DE LAS ECUACIONES DE RICHARDSON

Este apéndice estd dedicado a analizar el método de Richardson y su derivacion. Seguiremos
las lineas de sus publicaciones originales [RS64, Ric65]. La diferencia mds importante entre las
aplicaciones en Fisica Mesoscdpica y Fisica Nuclear es que en la primera se deben cosiderar sis-
temas més grandes que en la segunda.

El primer paso del argumento original de Richardson se basa en el efecto de bloqueo: como
los niveles que estdn ocupados por una Unica particula no intervienen en la dindmica del siste-
ma pueden ser exlcuidos del modelo. En consecuencia es suficiente considerar el Hamiltoniano
modificado,

H':Zzejb;bj—ga;bj, (E.1)
J iy

donde los operadores b's son los operadores de pares, b; = ¢;_c;; que obedecen a los conmu-
tadores [b;, b;,] =6;(1 - 2b;).

En un primer acercamiento la dindmica del sistema parece trivial, pues el hamiltoniano es
cuadrético. Sin embargo, la complicacidon reside en que los operadores »’s constan de operadores
fermidnicos que obedecen el principio de Pauli, asi que la dindmica se complica por este entrelaza-
miento: no mas de un boson-b puede ocupar un nivel individual a cada momento. Este hecho junto
con las no triviales relaciones de conmutacion hace que una diagonalizacién en términos sencillos
sea imposible.

E.1 El principio de Pauli.

Richardson y Sherman [RS64] aciertan a expresar el principio de Pauli no en términos de las
relaciones de conmutacién sino por una ligadura en la funcién de onda. El Ansatz més general
posible para un autoestado |®)" es

|(D>N — Z (D(]l . jno) b;l e b;ﬂ()'—) (E2)

j1~~~jl1()

Como todos los términos en la suma con dos indices j; s iguales se anula, pues bf = 0, las
correspondientes ®’s no estdn definidas. Richardson reemplaza los cuasi-bosones b; por bosones
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reales §; satisfaciendo [B;,87] = ¢;; y restringe a @ ser cero siempre que dos indices sean igua-
les para compensar la propiedad b? = 0 que los bosones reales no satisfacen. Esto se consigue
escribiendo

@ = D OG- ju)B), B 1), (E3)
j1-~~jn()
DGy ju) = 0G1eju)@Gite-ejun)  con (E.4)
OG- gn) = | | =650. (E.5)
k<l

Richardson ans Sherman mostraron en ?? que calculando (D|®)y y

(@IH Oy = > e, - €, (i - fng) P —

jlmjno

no
_gz Z (I)x(.]l "'jk—l,j’jk+l "'jn())q)(jl “'jk—lsj,s jk+l "'jn()) (E6)

k=1 1w jet it Jng

por medio del ansatz (E.4) el término extra en las relaciones de conmutacion de los b’s (pro-
porcional a b;b ;) se cancela, y los operadores b’s pueden ser reemplazados por los ’s. En otras
palabras: las mismas expresiones para (D|®)y y (D|H’|D)y son obtenidas por usando 8's y b’s con
las respectivas relaciones de conmutacion. La propiedad bi = 0 es trivialmente satisfecha cuando
® se anula para dos indices iguales.

E.2 La solucion de la ecuacion de Schrodinger

En la seccién anterior el problema original de encontrar los autovalores del Hamiltoniano de
un sistema de cuasi-bosones interactuantes ha sido reducido a uno donde son bosones los que
interactian, pero con una ligadura. Richardson y Sherman procedieron a resolver la ecuacion de
Schrédinger bajo esta ligadura. De acuerdo al principio variacional, la ecuacién de Schrédinger
puede ser obtenida mediante el requisito,

5(D|H" — E|D)y
OQ(j1+* jny)

=0 (E.7T)

donde la normalizacion de |®)y y la propiedad (E.4) han sido asumidas. Evaluando la ecuacién
variacional usando (E.6) conduce a la ecuacion de Schrédinger

OG-+ Ju) |26, + -+ + 265, = EYo(jr ++* jng)

no
—g; )y (1 - Zéjj,]soul et doden ) [ = 0 (E.8)
= J

I#k

170 La solucién de la ecuacién de Schrédinger



Obtencién de las ecuaciones de Richardson E

La variacion correspondiente a @* da la misma ecuacion que para @ y por tanto @ puede ser ele-
gida real. La existencia del factor global 6(- - - ) en la ecuacidn de Schrodinger (E.8) es trivialmente
satisfecho para cualquier ¢(- - -) con dos argumentos idénticos, dejando la eleccion de ignorar el
factor 8 pues la correspondiente ¢’s para las cuales 6(- - -) se anula son irrelevantes en cualquier
caso.

Richardon y Sherman resolvieron la ecuacion de Schrodinger escribiendo un ansatz inspira-
do por la solucién de un sistema puramente bosonico. Si olvidamos por el momento la propie-
dad de los cuasi bosones b's y los reemplazamos por bosones reales 3, el Hamiltoniano H; = =

T + T . . 2
2j2€B,B;,— 8 Xy BB, es diagonalizado por la transformacion

Bi=gC; ) (e —e) B (E.9)
k

con ¢; y C; determinadas por

1
c= ety GO =) e (E.10)
k

k

La energia total es E = ), e, y la funcién de onda viene dada salvo un factor de normalizacién
por:

no
Dposones(f1++ ng) o ) | P{]‘[(ze,k - e,,<k)>-'}, (E.11)
P k=1

donde ), P es la suma sobre todas las permutaciones de 1. ..ny. Introduciendo la funcién de
onda bosénica en la ecuacién de Schrodinger (E.8) y tomando los e, como pardmetros libres ob-
tendremos un conunto de ecuaciones para los e;. El calculo se basa en una expansion de fracciones
parcial asumiendo que ¢; # e; para k # 1.

El primer término de (E.8) da

no no
(2€j1 +--- 4+ 261'"() - E) (P(]l e 'jno) = Z Zp{l_[(zfjk - €p(k))_l} (E.12)
=1 P

l#k

la primera parte del segundo término de (E.8) resulta ser

no
g; Zw(jl e Joets ot )
=1

=g ZO: K {Z(ze,- —epi) ' | |26 - e,,(k>)—l} : (E.13)
=1 P j

1#k

Para evaluar la segunda parte del segundo término de (E.8), consideremos

La solucién de la ecuacién de Schrédinger 171



E Desarrollos en teorias de muchos cuerpos para sistemas superconductores finitos

90(]1 o 'jk—l’jls jk+l ot jm))

=) P {(26,., —epn) ' 26— ) | 265, - ep(m))—l} : (E.14)
P

m#k,l

Si todos los e;’s son distintos, podemos usar la expansidn fracional parcial

(2€), = ep) ' €5 = €)™ = (epny = ep) [(261': —epn)” — (€, - e,,(k))“]
= (1 +Puepn — epny) ' 2€;, — epp)”" (E.15)

donde P, denota la permutacién entre p(k) y p(/). Usando la identidad (3p P)Pu = Do Py
poniendo las ecuaciones (E.12), (E.13) y (E.14) juntas, llegamos a la ecuacion de Schrédinger

no
> 7){ 1428 > (epn — i) =8 ) Q26— epi) || |26 —epa) ' =0, (E.16)
k=1 P

l#k J l#k

0, de forma mds simple, las ecuaciones de Richardson

2ng

1 < 2 1
2y =y — k=1...n. (E.17)
g lzlgikel_ek ;261'—6/(

Que representa un conjunto de ecuaciones algebraicas para las nj incognitas e;. Las ecuaciones
(E.17) se han obtenido bajo el supueto de que todas las e, son distintas. Cuando al menos dos de las
ey son iguales, las ecuaciones se llaman singulares. Sin embargo, en [Ric65] Richardson demostrd
que este puntos singulares suceden en valores discretos de la constante g, en la cual dos de las
variables e; se hacen iguales entre si e iguales a un valor de €, y que la solucién en estos puntos
puede ser obtenida mediante un cierto procedimiento de limite. A pesar de que las ¢; son singulares
en ciertos valores de la constante de interaccién g, la energfa total E = ), e, permanece analitica.
Las singularidades en las ¢; se cancelan en la suma.

E.3 Implementacion numérica

Como quiera que las ecuaciones de Richardson (E.17) tienen puntos singulares y que las incog-
nitas ¢, son complejas en general, las ecuaciones de Richardson involucran aritmética compleja.
Desde el punto de vista numérico la solucién no parece sencilla. Dedicamos en este apéndice al-
gunas palabras acerca de su resolucidn.

Richarson mostré en [Ric66] los pasos necesarios para resolver numéricamente el conjunto de
ecuaciones (E.17). En pocas palabras Richardson primero transforma las ecuaciones en sus partes
reales e imaginarias, reescribiendo las ecuaciones en nuevas variables las cuales no contienen sin-
gularidades, y resolviendo numéricamente el conjunto de ecuaciones resultante. La transformacion
que daremos aqui es mas general que la transformacion dada por el propio Richardson en [Ric66],
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y el procedimiento numérico para resolver el conjunto de ecuaciones resultante estd basado en el
algoritmo de Broyden [Bro65].

El primer paso consiste en separar las ecuaciones en su parte real e imaginaria introduciendo
un nuevo conjunto de variables:

Ex—im, Y (E.18)
§A+i7]/1 con A= 1,...,1’10/2 (E]g)

€211

€22

donde el echo de que ¢, aparece s6lo en pares complejo conjugados ha sido utilizado reagru-
pando las ¢; de forma que las soluciones complejo conjugadas tengan indices vecinos. Si el nimero
ng es i una vari e .
de pares ng es impar entonces una variable e; se toma real

Las ecuaciones (E.17) quedan reescritas en términos de &, y 17;:

1 46183 +77 +17,)
i Z WS 2y A u _ Z : . 0 (Ez())
8 u (gﬂy + 77/1 477,177/1 (26 - fﬁ) + 77
4’73(‘?‘3 + 13— 1)
) A :2 —Z — =0 (E.21)
u é:/l,u + )7/1 + 77/1) - 77,177,, (6 - f/?) + 77/1

Una transformacién mads es necsaria para aislar los puntos singulares. Ademads, por convenien-
cia, las energias de particula independiente €; quedan absorbidas en las nuevas variables reales:

(6211 + €)) + 061X, 06 = 6 — €1 (E.22)
—(6€)*(1 = X3)ya (E.23)

&2

2

m

Los puntos singulares estdn en x; = =1, esto es, cuando &, resulta igual a 6,1 0 €, ¥ nﬁ
cambia de signo: e;;_1 Yy e, son iguales en este punto y cambian de ser reales a ser complejos, o

viceversa. Como una interaccion atractiva bajard los e, comparados a los €; el dltimo caso x; = +1
no tiene importancia.

Sélo los términos donde u = A en las sumas de (E.20),(E21)y j = 24 -1 0 j = 24 son
expresadas por x, y y,. Esto lleva a:

11 2x2(1 + )

g e (1—y)?—(1+y)>x3

’

Eq(&3, 3+ 1)
+4Z &y * T+ 11,) 0. (E.24)

(«fﬂ,, R e Z (2¢; —&)2 +113

1 1—y3 Z fg,ﬁm—m,
— — 4y,
Ser(1—y)2 = (1 +y)°x3 - (fiu +5 + n)? - 477377,2,

’

1
+ 0.(E.25
”;@q—gﬂﬁmﬁ (129
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La expresion utilizada arriba Z' indica que los términos conu = Ay j=21—-10 j = 24 no
estdn incluidas en las sumatorias. En la dltima ecuacién el término (1 — xﬁ) ha sido factorizado.
Los términos resultantes no divergen en x; = +1 siempre cuando y, > 0 lo que es cierto para la
solucidn real.

El grupo de ecuaciones (E.24),(E.25) puede ser resuelto ficilmente en un ordenador usando,
por ejemplo, el algoritmo de Broyden [Bro65] para resolver sistemas de ecuaciones algebraicas
no lineales. Las ecuaciones (E.24),(E.25) poseen todas las soluciones que correspnden a todo el
espectro de energias, es decir, contienen todos los autovalores del Hamiltoniano de apareamiento.
Para controlar que solucién se obtiene, los valores iniciales de los e, son preparados en el estado
con interaccion nula correspondiente y se resuelven numéricamente las ecuaciones (E.24),(E.25)

incrementando gradualmente la constante de interaccidn g hasta que se llega a la interaccion desea-
da.

La idea detras de esta forma de resolverlo es que los estados del sistema interactuante evolu-
cionan continuamente con la interaccion g y estdn emparejados por la correspondencia uno a uno
de los estados no interactuantes.
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— Apéndice F
LicADURAS EN LA TEORIA BCS Y PBCS

F.1 Ligaduras en la teoria BCS
En este apéndice vamos a dar el desarrollo matematico de cdmo realizar las ligaduras de las
coordenadas generadoras AN? dentro de la teoria BCS. El objetivo es construir estados |BCS (AN?)).
La forma de hacerlo es usar un Hamiltoniano modificado H’ el cual incluya esta ligadura:
H' = H — uN — i, AN? (E.1)

donde

AN? = (BCS|N?*|BCS ) — (BCS|N|BCS )* (F.2)

El operador N2 es N? = Y (cZJrck+ + CZ—Ck—) (cz,Jrck,+ + c,:,_ck,_). Cada término produce un

factor 2\/% X 2v£ contando el nimero de estados de particula individual. Este resultado cambia para
los términos diagonales k = k’, donde sélo contribuye el factor 4v,f. En consecuencia obtenemos:

(BCSINYIBCS) =4 > vivi +4 > 4} (F.3)
k

k#k

Combinando este resultado con (BCS|N|BCS) = 2 3, v y usando u? = 1 — v obtenemos

AN? = 43" utv} (F4)
k

El célculo de la energia usando el Hamiltoniano H' resulta:

2
(BCSIH'IBCS) =2 ) (& —w)v; =G [Z ukvk] ~G ) vi—dm ) v} (F.5)
k k k

k

Minimicemos ahora la expresion de la energia 6(H") = O:
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6<H’> = 4(€k —,U) Vi — 2G [Z uk’vk’] Uy — 4Gvi —

kl
Vl% 2 2
— -2 e || —8 — =0 F.6
” [ G( E Up Vi D oV (Mk Vk) (F.6)

k/

Manipulando esta expresion encontramos el conjunto de ecuaciones variacionales:

2 & - i) v — Auf —vF) =0 (E7)
Con

& = & + (4, — G) vy, f=p+2u (E.8)

La ventaja de estas ecuaciones es que tienen la misma estructura que las usuales en la teoria
BCS. En consecuencia la forma de resolver las ecuaciones (F.8) procede de la misma forma que
para el grupo de ecuaciones usuales BCS. Las amplitudes v, y u; quedan expresadas por:

1 1_L 2 1 -
b k 2
w'g]%'i'Az g]%+A2

Estas amplitudes han de satisfacer la ecuacién del gap:

(F.9)

2 _
Vi =

-y 1 (E.10)

2
G 4 \J& + A
Los pardmteros u y u, aseguran el valor promedio del nimero de particulas y AN? deseado a
través de:

(BCSINIBCS) =2 )" v} (F.11)
k

(BCS|AN?*IBCS) = 4 Z Uy (F.12)
k

Hay que resolver la terna de ecuaciones (F.10), (F.11) y (F.12) lo que supone un grupo de
ecuaciones de tres ecuaciones acopladas con tres incégnitas. Desde el punto de vista numérico
estas ecuaciones no presentan mucha dificultad y pueden resolver sin dificultad. Otra alternativa
para construir los estados |[BCS (AN?)) y no tener que resolver el grupo de ecuaciones (F.10), (F.11)
y (F.12), es resolver el par de ecuaciones (F.10) (F.11) con un falor fijo del pardmetro u,, y calcular
en el estado resultante |[BCS (AN?)) el valor de AN? a posteriori. Esto se basa en la dependencia
uno a uno que existe entre el pardmetro u, y el valor de AN?.
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Ligaduras en la teoria BCS y PBCS F
F.2 Ligadura AN? en el método proyectado

Abhora el hamiltoniano que tenemos que usar es:

H' = H — uAN? (F.13)

Notemos que la ligadura que realizamos sobre el estado |[BCS )y recae en el estado intrinseco
|BCS ), pues de otro modo no tendria sentido hacerlo sobre el estado proyectado.

La expresion para la energia es:

(IBCS|H'|BCS )y = (BCS|H|BCS )y — (BCS|AN?*|BCS)

(F.14)
El valor esperado de este Hamiltoniano es:
E'=Ep—4u ) v} (F.15)
k
cuya derivada tiene por expresion:
A Ui = vy 2 Vk 2
OE" = v | (& + Ay) — Ag — 4/.1 2ukvk - —2ukvk (F16)
Up vy U
2_ .2
. U = Vi
= (Ek + Ak) - Aku - 2/.[ (ui - V]%) vy = 0
UiV
Hacemos el cambio de variable (i, vi) — xx
N NP

g+ Ay —— ATy X 12— F.17

&+ A Trn lvn T+ (=17

X0+ x0@E A+ A) = A = 1D = 201"~ D =0 (F.18)

Hacemos x — y; y encontramos:
x(1+ )&+ A) - A = 1) = 2ux(x* = 1) =0 (F.19)
Que se convierte en:
& + Ay —2 &+ Ay +2
P B Sk P S P (F.20)
AVS Ay

Esta ecuacidn es una ecuacién de cuarto grado. Las soluciones coinciden con las raices de las
dos ecuaciones cuadraticas:
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X+

(b+A)+(y+M)=o (F21)

2 A
donde A puede tomar los dos valores A = ++/8y + b?> — 4c en la que y es una raiz real cualquiera
de la ecuacidn cubica:
8y® —4cy® + (2bd — 8e)y + e(4c — b*) —d* =0 (F.22)

Los coeficientes ab,d corresponden a la ecuacién de cuarto grado en su forma canénica x* +
bx* + cx? + dx + e = 0. En nuestro caso los coeficientes estdn formados por:

&+ A —2 &+ A +2
_(€k+ k ,Ll)’ c=0, d:_w e=—1 (F.23)

Ay Ay

b=

Para resolver la ecuacién cuibica (F.22) la convertimos en

V' +3py+2¢=0 (F.24)

Con los coeficientes:

2p"3 e o d

2 = - il
1= Y@y 3@y @
3alcl _ b/Z
3p = 20 F25
P 307 (F.25)

y las constantes @’, b’, ¢’ y d’ estan dadas por:

a =8, b = —4c, ¢ = 2bd - 8e, d = e(4c — b*) - d? (F.26)

Obtener una solucidn real de la ecuacion (F.24) es posible a partir del procedimiento de los
valores auxiliares. Este procedimiento consiste en hacer r = + \/m , donde el signo de r debe coin-
cidir con el de g. Entonces el valor auxiliar ¢ junto con las raices yy, y,, y3 se obtienen en relacion
con los signos de py D = g* + p? a partir de la tabla.

Una vez obtenida una raiz real, se puede resolver las dos ecuaciones cuadraticas (F.21), que
a su vez, como dijimos mas arriba coinciden con las soluciones de la ecuacién de cuarto grado
(F.20). De las soluciones aqui obtenidas hay que quedarse con aquella que es real xg

Finalmente hay que volver a las incdgnitas originales y; a través de y; = x2, y de aqui pasar a
las amplitudes u, vy.
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— Apéndice G

CALCULO DE LOS CORRELADORES C]%

En este apéndice calculamos las expresiones para los correladores Cf = <CZ C +c,:_ck_) —

<CZ LG +><CZ—Ck—> para las distintas aproximaciones BCS, proyecciéon PBCS, solucién exacta de Ri-
chardson y el método de la coordenada generadora MCG.

G.1 Calculo en la teoria generalizada BCS

Empezamos calculando el término <CZ LG +CZ—Ck—> usando la funcién de onda BCS:

BCSY = | | (e +veef,cl) 1) (G.1)
k

(BCSIck+ck+ck ¢;_|BCS) = (- I(CJJr Civj+u; n[ck+ck+ck Cp_ 1_[ u1+v1cl+cl |-) =
Jj )

T _
(- I(cj+c] Vvi+u, 1_[1_[ u1+vlcl+cl )(ck+ck Vi + ) [ck+ck+ck Cr ](uk+vkck+ck )I =
j#k 1k

.’- o o o
(—I(croCrovi + uy) [ck+ck+c,'<_ck_] (uk + vkc,'<+c,’<_) |-y =

2 - - : - 2
Vil=leg € [CI'<+Ck+C1;—Ck—] =) =y (G.2)

Pasemos ahora al segundo término {c,, ¢, X{¢,_¢,_):

(BCSIck+ck+|BCS) = (- I(cj+ C;vj+ uj) n [CZ+Ck+] 1—[ (uz + VZCL_C;_) |-) =

J l

(- (c]Jr CiVj+uj n 1—[ u; + vlcl Cz )(ck+ck Vi + ) [ck+ck+] (uk + vkc};rck )I—) =
ek lk

T . - 2 - - : _ 2
-l (ck+ck—vk + ”k) [Ck+ck+] (”k + ka]:JrC,'(_) =) = vik=leg e [CI'<+Ck+] C1;+C1:—|_> = Vk (G.3)
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El término <CZ—Ck—> resulta idéntico al anterior, de modo que:

(e e Xelc ) =i (G.4)

Juntando todo obtenemos:

Ci =vi — Vi (G.5)

G.2 Calculo en la teoria proyectada PBCS

Empezamos calculando el término <CZ LG +CZ— ¢,_» usando la funcién de onda PBCS:

2
Cj; do e % 1_[ (uk + ei¢vkcz+cz_) I-) =

k

. fdz - A
= - SEEZ o I)U(uk+zvkck+ck_)|—) (G.6)

|IBCS )n

(BCS|cj, ¢, |BCS )y = dz’ dz" ()" @)™ %

472
P it
(-l 1_[ (”j + Z*Ck+ck—vj) [ck+ck+ck—ck—] 1—[ (“l + Z"lck+ck—) =)=

J l

1 d7 dz" (z) ™ 'z ™! 1_[ (uf + z’z*vi) X

2
4 ik
(—| (ux + 2" viercp) [CZ+Ck+C;:—Ck—] (uk +7 ka,TﬁLC,:_) |-) =

1 .
— 56 d7 dz* (7)™ (g ! 1_[ (u? + z’z*vﬁ) vizZ'7 =

452
Jj#k

—2mi R}
yoe 56 dzz ! ]_[ (7 +2v) viz = v} JT(I’ (G.7)

Jj#k 0

El término (cZ_ck_) se calcula idénticamene que el anterior, y se obteniene idéntico resultado:

k

BCS|c! ¢, |BCS)y = » K, G.8
( lc,_c;_| >N—VkF (G.3)

0

Juntando todo obtenemos finalmente:

2

R R
C? =2 L ¢ (—]) G.9
k k Rg k Rg ( )
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G.3 Calculo en la solucion exacta de Richardson

En la teoria desarrollada por Richardson los correladores quedan expresados por:

C} = (®Dlc}, ¢ cf_c; |®) —(Dlc]_c, |®) = ny — n, (G.10)
donde n;, = (CD|CZ +cz_ck .C,_|®@) es la probabilidad de ocupacion de un par electronico.

Richardson mostré en [] que los n;’s necesarios para expresar los correladores pueden ser
escritos como

noy
ag

n; = _ (G.11)
L Qa-a)
con q; siendo la solucidn de un sistema de ecuaciones lineales de dimension ng X ng:
] 20 1 < a
) il M i LR Mecht (G.12)
F (26j — ek) =10k \€1 — €k =Tk \€1 — €k

La solucién del sistema lineal anterior es numéricamente trivial y los n; pueden ser encontrados
convenientemente por este método. De esta forma se obtienen los correladores C,%.

G.4 Calculo en el método de la coordenada generadora MCG

En el apartado de teoria dimos la expresion para encontrar el valor esperado de un operador,
apliquemos ahora esta expresion para encontrar la expresion correspondiente de los C?.

C? = (Ylc], cppch_c, 1) = (Ple), ¢, PN Ple;_c,_[P) (G.13)

Usando la expresion (7.25) encontramos:

A& dEUL(ENUKE) (Q1)ge —

(zk:; o \/— d¢’ dek(f)Uk(f)(Qz)gf)(ZZ N \/_ d¢' d€UL(ENUE) (Q3)e
(G.14)

donde los valores esperados Q1, O, y Q3 son:
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(QDee = (BCS(E)lel,cp et c; IBCS(E)n (G.15)
(02)ee = (BCS(&)lc),c,,|BCS(E)n (G.16)
(03)ge = (BCS(&)lc_c,_|IBCS(&)n (G.17)

Comencemos con (Q1)g,

(BCS@)e], 0], IBCS @)y = 1= 95 d7 dz* ()" (20 %

47 2
- |]_[ u &) + 2 i ©)) e cucl e | | [ (w@ +2vi@c.e] ) 1-) =

l

d7 dz* (Z) no— I(Z ) no—1 n(uj(f’)uj(f) +Z,Z*Vj(§,)vj(§)) x

Ar2
J#k
&) + 2l ) el crel_op | (@) + 2 vi@)el ) 1-) =
1 . .
73 pdZdr @™ [ [ (@@ + 229, wi®) v wi@'s =
J#k
— 1 Rk /,
= 55 dzz ! ];[ (& &) + & W®) Vi€ W)z = (€ () Réig (G.18)
De modo que:
, Ri(&,¢)
(Q1ge = Vil& (&) Ré .5 (G.19)
Para el segundo término (Q»), €l célculo se realiza de la misma forma que el anterior:
, Ri(&,¢)
(Q2)ge = Vil& (&) Ré .5 (G.20)
Para (Q3), el resultado es idéntico al anterior:
Ri(&,¢)
(Q3)gre = i Ii(§) R o) (G.21)

LLevando los valores 01,0, y Q3 a la expresion (G.14) obtenemos finalmente:

RY(E.)
1
ZZ N v_ d¢ dtU;, (f)Uk@)(vk(f)k(f) B f))—

IGENI
dé¢' d G.22
[ZZ N v_ ¢ ka(f)Uk@(vk(f)k(f) A g))) (G.22)
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— Apéndice H
LA TEORIA BCS EN LOS MODELOS DE
RicHARDSON-(GAUDIN

H.1 Ecuaciones variacionales BCS

En esta seccion damos los detalles de la derivacion del conjunto de ecuaciones variacionales
(10.56).
El hamiltoniano generalizado es:

H = Ze,n, Z:\/lljclJrcl_cj_c]Jr Z oy (H.1)

i, j(i# ) i, j(i#))

.1.
Conn; =c; . c, +c c_.

Calculamos el valor esperado del Hamiltoniano con la ligadura en el nimero de particulas
H' = H — uN usando el estado BCS:

IBCSY = | | (e + vecy, ] ) 1-) (H.2)

k

1) Término ) ; € n;

(BCS| ) &niBCS) = ) &(BCSIn|BCS) =2 )" &} (H.3)

i

2) Término );; i:x) Vl] cl+cl c; cj,

D VIABCSIcl,clc;c, IBCS) = > Viuvuw, (H.4)

ij(i#)) i, j(i#))

3) Término 3; iz V nn;

> VE(BCSInnBCS) =4 > Vivhi (H.5)

i, j(i#)) L, j(i#))
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Finalmente tenemos para la expresion de la enegia £’ = (BCS|H'|BCS ):

=2Z(@i—ﬂ)vl‘2+ Z Vij uivittjvj +4 Z ViV

i i, j(i# ) i, j(i#))
N~— ———

E] E’

E;

Para hallar las ecuaciones variaciones realizamos la minimizacién de la energia E’:

Comencemos con el primer término de la derivada ?9%

OF' _OF, OE, OF,
0vk B 0Vk 0\/1( ka

’

. . _OE
1) Término 5
Vi

oy Z( ) Vidu = 4 (& — 1)
= € — Vl ik = € — 1%
(9Vk H ik k — M) Vk
2) Término %
OE’
6_1/1 = Z Vl (u uyvoy + uv,ujdjk)
L NT)
Z VitttV + Z Vi wivitty = 1 Z (Vkli + Vi) u;v;
J i i,k(i#k)
3) Término %
aE =4 Z V2 2v; 261( + 2V-2V'5 'k) = 8Vk Z (V2 + Vz) v?
01)1( ivj0i 1 ik ki) Vi
i, j(@#)) i,k(i#k)

Juntando todo tenemos:

oL _ 4(& — v + ukz (Vkli + Vzk) uiv; + 8vy Z (Vi + szz) Vi =
v i7k ik(i%k)
dvla—p+2 D (VR4 VEPH + e ) (Vi+ Vi) uw,
i,k(i#k) i.k(i#k)

De la misma operamos para la derivada gt—i

(H.6)

(H.7)

(H.8)

(H.9)

(H.10)

(H.11)

(H.12)
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0E' OE, OE, OFE]
oL _ %% 9% 95

= H.13
8uk Ouk Ouk Ouk ( )
1) Término %
OE',
—~1_0 (H.14)
Ouk
2) Término %
OE; I I 1
07 = Z Vij (6,~kv,-ujvj + I/tl'V,'dejk) = Vi Z (Vki + Vik) u;v; (H15)
koG i k(i)
3) Término %
OE),
—=0 (H.16)
8141(
Finalmente juntando estos resultados en la expresion ¢,E’ tenemos:
6E—4vk(ek—,u+22 +sz) ]+
i,k(i#k)
2
v
k
g Z (Vi + Vi) v e Z (Vi + Vi) uwi =0 (H.17)
,k(i#k) i,k(i+k)

Multiplicando por u; obtenemos:

du vy, [ék —u+ 2 Z (Vzi + Vlgz) Vlz] +

i,k(i#k)
> (VE+Viuvi—v Y (Vi + Vi)uwi =0 (H.18)

i, k(i2k) i k(ik)
La cual se convierte en:
2@ — )+ A (Vi - 1) =0 (H.19)

donde:

& = &+2 ) (VE+Vi)v (H.20)

i k(ik)
_ 1 1 1
A= =3 i%{) (Vi + Vi) uiv, (H.21)
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Como vemos estas ecuaciones tienen la misma forma que las ecuaciones BCS ordinarias co-
rrespondientes al Hamiltoniano de apareamiento reducido, de modo que la forma de resolverlas va
en paralelo a aquella.

Como sabemos las soluciones uy, v se escriben como:

. . .
N PO C ) LN PO Sl )

V@& -+ a2 2 Ja-wen

Escribamos en detalle la ecuacién del gap y la que determina el nimero de particulas en pro-
medio:

(H.22)

1 A;
A== > (vk+ Vi) (H.23)
i k(i) (& — )’ + A2
N = Z R Gl D) (H.24)
i (& —p? + A

Las ecuaciones (H.23) y (H.24) determinan las amplitudes u, v, en el apartado siguiente ve-
remos la manera de resolverlas numéricamente.

H.1.1. Solucion numérica de las ecuaciones variacionales BCS

Como dijimos en la seccién anterior hemos de resolver las ecuaciones (H.23), (H.24) obtenien-
do asi el conjunto de parametros de érden A; y el potencial quimico pu.

Creemos necesario dedicar algin comentario de como resolver eficientemente dichas ecuacio-
nes. El primer paso es resolver las ecuaciones simplificadas, las cuales se obtienen de la siguiente
sustitucién & — €& Se comienza dando unos valores iniciales para A; y u. Con ese valor de u se
resuelve iterativamente la ecuacion (H.23) hasta que convergen los Ay. Estos valores convergidos
de A; son introducidos en la ecuacién (H.24) y es resuelta para obtener un nuevo u. De nuevo
se repite el ciclo con la ecuacion (H.23). Cada ciclo se repite hasta que el valor de la energia ha
convergido.
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— Apéndice |
EL METODO PROYECTADO EN LOS MODELOS DE
RicHARDSON-GAUDIN

.1 Ecuaciones variacionales PBCS

Busquemos las ecuaciones variacionales que han de satisfacer el conjunto de amplitudes u, v
para minimizar la energia proyectada.

El hamiltoniano es

H = Ze,n, Z:\/lljclJrcl_cj_c]Jr Z oy (L1)

i, j(i# ) i, j(i# )

Calculemos la energia proyectada:

(BCS|H|BCS )y
E» = 1.2
P (BCS|BCS)y (1.2)

Lanorma (BCS|BCS )y es la misma que en las secciones precedentes.....
1) Término ) ; € n;

i - 2 €V 13
Z S BCS|BCS)n Z i RO (1.3)

2) Término );; i:x) Vi i cl +cl c; cj,

- (BCSIch, ¢; ¢;,|BCS)y ” Rij 4
2V (BCSlBCS)N =) ”V’”’v’_ (14)

i, j(i#)) L, jG#)) 0

3) Término 3; iz V nn;
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ij

BCS |nin;|BCS , R

3 vi- ( <BC|S |1;|CS) W _ 4 > vivh? = (L5)

i, %)) N i, %)) 0

Juntando todos estos término encontramos para la energia proyectada:
l/
EP—ZZE,V ) wlj.uiviujv, +4 PG JRO (16)
0 i,j(i#])) i, j(i#])
Eq E, E;

Notemos la aparicién de la integral de residuo de segundo orden R;j en el dltimo término Ej3,
esta integral no aparece en la expresion de la energia proyectada usando el Hamiltoniano de apa-
reamiento generalizado.

Calculemos ahora la derivada de la energia proyectada para usar posteriormente el teorema de
Ritz y encontrar las ecuaciones variacionales.

0 Vi 0
wE — - ——|E 1.7
6k P (Gvk Uy Ouk) P ( )

Realicemos la derivada por separado cada término:
1) 6VkEl

i Ri
6Vk[226,v—] 2261[ o Vi —(1) v?évk(R—(l))]:

i

Rzk Rik Rz Rk Rk
4Ze,v6,k +4kae,v ( AR 0) (L8)
0
2) 6vkE2
R} R}
Oy, Z [ UiVill v :) = Z V,-l 6lk(uV,ujv,) Z ij UiVill jV j ‘k[Ri)]Z
1j(i#)) 0 1, j(i#)) 1, j(i#)) 0
v v RY
Z Vl (I/t iUjvj 61]( k —VilljV; 51‘]( + Ujvild; 6jk — —kI/t,'V,'Vj 6jk) —:) +
i jGE ) Uk Uy R,
R —R*  RYR'—RY
1 2 1
2Vk Z Vij UiVilhjv; (T RO RO =
iji#]) 0
RE 2 R*
1 1 k 1 1 1
Z(Vk]+V )M'VjF—u—k” (ij+ij)ujij+
J(j£k) 0 JG#k) 0
R R” R~ R
2v u ViV 2 _ 1.9
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3) 6VkE3

R} R}

2 2.2

SuEy=4 ) Vilo, (vh?) =% +vlv]5vk[RO) _
0

L, j(i#))

R Rijk _ Rijk RU Rk Rk
4 Z 2v,v Ok + 2v;v; 6,,() R%) + 8y Z V222 [ 3 2 =0 0=

1yt 0 0
i, j(i# ) 0 i, j(i#)) Ry R
Rik Rijk _RUK R Rk _ Rk
16 > Vivi—2 48y » Vivhi| 2t - 20 (1.10)
RO v RO RO RO
i k(i) 0 i, j(i# ) 0 0 0

Juntando todas las derivadas e igualando a cero:

6vkEP:6vkEl +6VkE2+6vkE3 =0 (I]])
RX R _ Rk Ri Rk _ Rk
SuEp =8 +4 Y V22 _+ (201__(1) 100)+
Ko i;) Ry z(% Ry Ry R,
|k ijk j ik pijk T
Vll! R} - R/ B R} Rllc_Rg 2 2.2 R}" - R] B R R’f—RS
Z o VMY TR R R +2 Z Vijvivi 20 R |t
bii#] 0 i) 0 0
Jjk
uk — vk) R;
uyj—5 =0 (1.12)
( UpVy (Zi:‘() I RO

Que puede escribirse en la forma mds compacta:

(& + T+ A upg + Ay (v} — 1) = 0 (113)
Donde,
k
AP (1.14)
RS '
le
Te=4 ), Viviog (L15)
,k(i#k)

Rik _ Rik Rz Rk Rk
_ A2 2 0
Ay = E eivi( R0 RO R0 )+
0 0

i(i#k)
Vilj R;ﬂ( _ Riljk Rl! Rk Rlé
Z 7 I/l,‘V,'lzthj e e— +

0 O 0
i, (i) R, Ry Ry
Rz/k _ Rz/k sz Rk Rk
2 Z [— 0 (1.16)
l! l J 0 O 0
i, j(i# j#k) RO R RO
le
== Z V,Luvz (1.17)
1(1¢k)
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La energia en funcién de los campos se puede escribir de la forma:

(1.18)

Ep=2 [Z (E,- + %)v,2 - ZuiviAi

1 l

.2 Solucidon numérica a las ecuaciones variacionales PBCS

Al igual que en el caso del Hamiltoniano de apareamiento reducido, las ecuaciones (1.13) pue-
den resolverse con un cambio apropiado de variables. En este caso el cambio de variables es exac-
tamente el mismo que introdujimos para el caso con el Hamiltoniano reducido, a saber:

2 Xk 2 1
U 1 + Xk Vi 1 + Xk ( )
Con esta transformacion las ecuaciones variacionales (I.13) adoptan la forma:
E+Ti+ A~ M= 1) =0 (1.20)
Es necesarios una transformacion adicional para poder resolver las ecuaciones:
Xk = exp b (1.21)

Con la nueva variable y; es posible escribir enteramente la solucion en términos de ella:

1.22)

O = 2 senh™! (—ék il Ak)

2A¢

.3 Calculo de los campos &, Ay, Iy, A

Al igual que hicimos en el caso de las ecuaciones variacionales para el hamiltoniano de aparea-
miento reducido, es posible calcular las integrales de residuo R’s de una forma rdpida y eficiente.
Recordemos aqui cual es la base de tales célculos.

Es necesario calcular las integrales Rg y Ré mediante las rutinas de la transformada rapida de
Fourier (ver apéndice C). A partir de éstas todas las demds pueden ser calculadas a partir de aque-
llas. Daremos las identidades que son necesarias para calcular todas las integrales que aparecen en
los campos, que son las siguientes: R, RI, RY'. Y las siguientes diferencias de integrales: R}’ — R/,

ijk  pijk pijk _ pijk
Ry =R, Ry" - R,
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La integral R¥ se obtiene usando la relacién de Dietrich [DMP64]:

. R - ukRk
R} = —2 (1.23)
v
k
Para la integral R{k hay que usar la identidad de Ma y Rasmussen [MR77] llegando a:
2 pJ 2 pk
. civiR,— ¢tV R 1
{k: S g 2k 0 con gj=——1 1.24)
Vi V5 v;
De nuevo es necesario usar la relacion de Ma’s para la integral R, obteniendo:
2 2
1 S . S
Rf=(1+¢)(0+g){1+ !_R/ - 2k Rt (1.25)
(1+5) s—sill+s; * 1+g
Para obtener RX — R basta restar las dos igualdades anteriores para obtener:
4 4 R} R(-1) R(Z-1
RY - R = = - 20( ! 2) ) (1.26)
vivi  vi(vi—v) (v —vk)
Exactamente igual para la diferencia R” k Rij k.
2. 2pJ
Rk _ pik _ uj + uiviRy N u + uiviR, uj + u;viRg (1.27)
S G () m—bm Vi) m—@m—@
Por dltimo la diferencia R;jk - R;jk no es distinta a las anteriores:
RUK _ pik _ 1 w(d+uvy)
3 2 viv? v,% vi(v? — v?)(vi2 -v7) 0
4 2.2
uj(1+ujvj) i (1+ukvk X (128)
VA2 — )02 —v2) 0 202 — )02 —v2) O '
Vi T VIV TV KWV Vi)WV =Y
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— Apéndice J
EL METODO DE LA COORDENADA GENERADORA EN
LoS MODELOS DE RiCHARDSON-(GAUDIN

J.1 Solapes de la norma y el Hamiltoniano

Demos la féormulas para los solapes de la norma Ngg y del Hamiltoniano H . usando el
Hamiltoniano generalizado de apareamiento:

_ A 14 2
H—Ze,-n,-+ Z Viicicicicp+ Z Viinin; J.1)
i i, j(i# ) i, j(i#))

Los estados generadores [¥(£))son de nuevo las funciones proyectadas |BCS (&)) -

Las expresiones para la norma y el solape del Hamiltoniano estdn expresadas en funcion de las

21

L 1 . )
Rjy(E.8) = o= f dpe™ ™ || (m@u&) + *v@mi&)) (1.2)
0 .

Para el solape de la norma no hay que calcular nada nuevo, pues depende exlusivamente de la
estructura de los estados. Como vimos esta expresion tiene la expresion:

Neg = R)(E,€) (J.3)

El solape del Hamiltoniano tiene por expresion:

Hee =2 ) evi©vi@IRIEE) + Y Vu@ i) @) vi€ ) RY(E,€) +
i i, j(i#))
43 VEv@viE)viE)vi€ ) RYE &) J4)

L, j(i#))
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