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Introduccion

Uno de los problemas mas importantes en Analisis Real es el estudio de la con-
vergencia puntual de una familia de operadores. Para resolverlo, la herramienta
bésica es el operador mazimal asociado a la familia considerada, cuyas propiedades
de acotacion entre espacios funcionales describen las clases 6ptimas para dicha
convergencia. El ejemplo principal es el conocido Teorema de diferenciacion de
Lebesgue, que constituye el punto de partida de la teoria de diferenciacién de
integrales. Este teorema demuestra que las medias de una funcién localmente in-
tegrable f sobre bolas que se contraen hacia un punto z tienden a f(x) en casi

todo punto. Es decir,

(1) im—— [ f(y)dy = (o).

r—=0 |B($, ’I‘)| B(z,r)
para casi todo punto z € R". El operador maximal asociado a este problema fue
introducido en 1930 por Hardy y Littlewood, para el caso unidimensional, y por
Wiener para n > 1. Se define por

1
VI =sp e [ )y
El operador M estd acotado de LP en P, 1 < p < 00, y satisface una desigualdad
de tipo débil (1,1). Como consecuencia de ello, se obtiene (1).

Cuando n > 1, es natural preguntarse qué ocurre si, en lugar de tomar las
medias de f sobre bolas, consideramos otro tipo de conjuntos: cubos, rectangulos,
la familia formada por traslacién y dilatacién de un cierto convexo de R", etc.
Las respuestas que se obtienen en cada caso son muy diferentes. Para colecciones
de cubos se cumple el mismo resultado que para las bolas. En cambio, para
la familia de todos los rectdngulos del plano (1) puede ser falso, incluso para

funciones acotadas. Si restringimos la familia anterior, queddndonos tan sélo con



2 INTRODUCCION

los rectangulos cuyos lados son paralelos a los ejes coordenados, (1) se cumple
para todas las funciones f € LP(R?), para 1 < p < oo, pero es falso para algunas
funciones integrables.

En esta memoria abordamos un problema intermedio a los dos ultimos que
hemos mencionado. Consideramos la coleccién de todos los rectangulos orientados
en las direcciones de una cierta familia de vectores Q C S*, y buscamos caracterizar
los conjuntos €2 para los que el operador maximal asociado estd acotado o cumple

alguna desigualdad de tipo débil que nos permita demostrar el resultado andlogo

a (1).

En el primer capitulo hacemos un recorrido por los resultados ya conocidos.
Comenzamos viendo con detalle la demostracién del Teorema de Lebesgue y de
la acotacion del operador de Hardy-Littlewood, pues en estas pruebas estd ya
contenida la esencia del resultado. El paso crucial es un lema de cubrimiento de
tipo Vitali para la familia de bolas.

Para generalizar el teorema de Lebesgue a otro tipo de conjuntos, Busemann y
Feller [6] introdujeron el concepto de base de diferenciacién, y probaron que para
una base no centrada invariante por homotecias, la diferenciacién (1) para todas
las funciones integrables es equivalente a la desigualdad débil (1,1) del operador
maximal asociado.

Los resultados para bases de rectdngulos en R? se remontan a los afios 20 del
siglo pasado. En 1927, Nikodym [30] construyé un paraddjico subconjunto de R?:
un conjunto N de medida 1, con la propiedad de que por cada punto x € N
pasa una recta cuya interseccién con N es unicamente el punto z. La existencia
de tal conjunto demostraba que (1) es falso si f es la funcién caracteristica de
un subconjunto compacto de N, y la base de diferenciaciéon es la de todos los
rectangulos del plano, con cualquier orientacién.

En cambio, la funcién maximal asociada a la base de rectdngulos con lados
paralelos a los ejes (la llamada funcidn mazimal fuerte) estd acotada en LP, 1 <
p < 00, como consecuencia de la acotacion del operador de Hardy-Littlewood. Por
tanto, esta base diferencia las funciones de L?, para todo p > 1. En el caso de L,
Saks [32] demostr6 que el conjunto de funciones integrables para las que no existe
el limite (1) es de segunda categoria en L'.

En 1977, Cérdoba [11] estudié el operador maximal asociado a una base de

rectangulos orientados en un conjunto de N direcciones equidistribuidas del plano,
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probando que estd acotado en L? con norma menor o igual que C(log3N)*, para
una cierta constante C. Este resultado fue mejorado por Strémberg [38], que
utilizé un lema de cubrimiento geométrico para hallar la cota 6ptima, C'log 3.
Después, Stromberg pasé a trabajar sobre el operador asociado a un conjunto
lagunar de N direcciones (de decrecimiento exponencial) [37], que también fue
estudiado por Cérdoba y R. Fefferman [14]. El resultado éptimo para el maximal
sobre un conjunto lagunar fue probado en 1978 por Nagel, Stein y Wainger [29],
que demostraron su acotacion en todos los espacios LP, p > 1, con constante
independiente de N.

El caso general de un operador sobre N direcciones cualesquiera permanecio
abierto durante afios, aunque se conjeturaba que la norma en L? de este opera-
dor creceria con N a lo sumo como log N, tal como sucede en el caso equidis-
tribuido. Este resultado fue finalmente demostrado por Katz [27], en 1999. Su
prueba se aparta de las técnicas usadas tradicionalmente en este tipo de problemas
(los lemas de cubrimiento, la transformada de Fourier y la teorfa de Littlewood-
Paley). Parecia deseable, por tanto, hallar una demostracién maés sencilla de este
resultado que permitiera comprender mejor la geometria del problema.

La funcién maximal sobre rectdngulos orientados en las direcciones de un con-
junto de Cantor ha sido objeto de estudio durante muchos anos. Se conjeturé que,
al igual que la funcién maximal sobre un conjunto lagunar, estaria acotada. Pero
en 1996 Katz [25] hallé un contraejemplo, mostrando que el operador asociado al
conjunto de Cantor ternario no estd acotado en LP, para 1 < p < 2. Hare [21]

extendié la prueba de Katz a conjuntos de Cantor generales.

En el capitulo segundo demostramos un principio de casi-ortogonalidad en L?
para operadores maximales sobre familias de rectangulos orientados en un conjunto
Q) de direcciones del plano. La idea clave es tomar un subconjunto 2y de €2, que
descomponga el conjunto original en trozos disjuntos €2;, j > 1, separados por
los elementos de €0y, y estudiar la relacién que existe entre el operador maximal
Mg, asociado al conjunto total, y los maximales Mgq,;. Para estos operadores,

demostramos los siguientes teoremas.

Teorema 0.0.1 FExzxisten constantes Cy, Cy, independentes de €1, tales que

(2) [MallZz 200 < Co sup 1Ma, 172, 12 + Ca [ Mag L2, 120
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Teorema 0.0.2 Euxiste una constante C, independiente de €2, tal que

(3) [Mal|z2522 < Cl[May | L2522 + sup [ Ma; || 22
12

Esto significa que estamos acotando la norma || Mg|| = || sup; My, || por sup, || Mg, ||,
mas un término que depende de €2y, es decir, del modo en que hemos hecho la par-
ticién.

Las demostraciones de (2) y de su versién fuerte (3) utilizan lemas de cubri-
miento geométricos, en el mismo espiritu de los trabajos de Stromberg [38], Cérdoba
y Fefferman [14], y un lema de dualidad de Carbery [8].

Entre las varias aplicaciones del principio de casi-ortogonalidad, presentamos
una sencilla prueba, por induccion sobre el nimero N de direcciones, del teorema
de Katz: si card(2) = N > 1, entonces | Mgq||f2-,z2 < C'log N. También genera-
lizamos un resultado de Sjogren y Sjolin [33], que demostraron la acotacién en
LP 1 < p < oo del operador maximal sobre rectdngulos orientados en una familia
multi-lagunar de direcciones. Nuestro principio implica que dentro de un conjunto
separador {2y de tipo lagunar, podemos introducir cualquier tipo de conjunto que

dé lugar a un operador maximal acotado en L2

En el tercer capitulo, probamos el principio de casi-ortogonalidad en LP, para
p distinto de 2.

Teorema 0.0.3 Dado 2 < p < 0o, existe una constante C, tal que

@ 1Mol < G Nl + (sup 1o o ) 171,
i>

Teorema 0.0.4 Si1 < p < 2, existe una constante C, tal que

) 1Mafly < Cy | I¥n s + (509 1Mo, oz ) ST ] 151

J

Las demostraciones siguen los pasos de la de Nagel, Stein y Wainger [29], y una
idea de Christ que aparece en [7]. El uso de una descomposicién de Littlewood-
Paley causa la aparicién de una funcion cuadrado S en la desigualdad. El principio
de casi-ortogonalidad para p distinto de 2 tiene también aplicaciones a distintos

tipos de conjuntos €2, que presentamos al final del capitulo 3.
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En el cuarto capitulo demostramos un principio de comparacién, corolario del
Teorema 0.0.2. Dadas dos familias de direcciones, ® y ¥, cuyos elementos estan
entrelazados de modo que entre dos elementos de la familia ¥ hay una cantidad
uniformemente acotada de elementos de @, se tiene que si el maximal My esta
acotado en L?, también lo estd M.

Usamos este principio para dar una nueva prueba de un resultado de Aru-
tyunyants [4] sobre el maximal asociado a un conjunto de Cantor centrado cuyas
razones de diseccién (el cociente entre la longitud de un intervalo de la construccién
y la de ”su padre”) tienden a 1/2. También estudiamos el operador asociado al
producto de dos familias lagunares.

En la segunda seccién del capitulo, adaptamos las ideas de Katz [25] y Hare [21]

sobre el maximal asociado a conjuntos de Cantor, probando el siguiente teorema.

Teorema 0.0.5 Sea E un conjunto reqular Ahlfors-David. Entonces, el operador

mazimal Mg no estd acotado en L?, ni es de tipo débil (2,2).

Los resultados que se presentan en el capitulo segundo de esta memoria se han

plasmado en los articulos [2], [3]. Los del capitulo tercero han aparecido en [1].
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han ensenado, su ayuda y apoyo constantes, sin los cuales no habria podido llegar
hasta aqui. Gracias a Tony por las conversaciones que tuvimos y por todo lo que
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sus buenos consejos. A los amigos del departamento, con quienes he compartido
tantos buenos ratos, y que me han animado en los momentos dificiles: Connie,
Cristina, Marina, Rocio, Elena, Javi, Marijose, Amparo, Andrei, Jon, Giacomo,
David, Fagner... Al Foro Matematico, Emilia, Susana, Jaime y Sergio, por su
entusiasmo: que sigamos reuniéndonos muchos anos. A Cristina, Lucia, Maribel,
Laura, Juanfran, Carolina, Almudena, Marimar, Auxi, Nancho, a la capilla de la
U.A.M. y a tantos otros amigos dispersos por el mundo, por haber estado a mi

lado durante estos anos.
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Capitulo 1

Diferenciacién de integrales y

operadores maximales

1.1 El teorema de diferenciacién de Lebesgue

El problema de la diferenciacion de integrales en R™ es uno de los temas principales
en el Andlisis de variable real. El ejemplo principal, que dio origen a esta teoria,

es el conocido teorema de Lebesgue.

Teorema 1.1.1 (Teorema de diferenciacién de Lebesgue)
Sea f una funcidn localmente integrable en R", y sea B(xz,r) la bola abierta

con centro en x y radio r. Entonces, para casi todo r € R,

i 1
(1.1) ) el e, T W= T(2)

Es decir, el limite de las medias de f sobre bolas que se contraen hacia un punto
x es, en casi todo punto de R", igual al valor de f en el punto x. El hecho de que
las medias se calculen sobre bolas euclideas es importante. Si en lugar de bolas
tomamos otro tipo de conjuntos que se contraen hacia z, el resultado andlogo al
de Lebesgue puede no ser cierto. La teoria de diferenciacion de integrales trata de
caracterizar las familias de conjuntos para las que se cumple un resultado como
(1.1).

El estudio de la diferenciacion de integrales estd intimamente ligado con la

acotacion de un operador maximal. En el caso del teorema de Lebesgue, el ope-

7
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rador asociado es la funcion mazximal de Hardy-Littlewood, que se define por

1
Mf(z) = sup Blz.7)| /B(w) |f(y)|dy.

r>0

El resultado clave sobre la funcién maximal es el siguiente teorema.
Teorema 1.1.2 (Hardy-Littlewood)

(i) M es un operador de tipo débil (1,1), es decir, existe una constante C' tal
que para todo X\ > 0, y para toda f € L'(R"),

o Mf@) > < S [ 1o,

n

(i) M estd acotado de LP en LP, 1 < p < oo, es decir, para toda f € LP(R™)

IM fllp < Coll fllp

donde C, depende de p, pero no de f.

Incluimos aqui las demostraciones de los teoremas 1.1.1 y 1.1.2, pues ilustran
las ideas principales de la teoria de diferenciacién, que apareceran varias veces en
este trabajo. Empezaremos viendo cémo a partir de la acotaciéon del operador
maximal de Hardy-Littlewood se demuestra el Teorema de Lebesgue.

Demostracién del Teorema 1.1.1. Sea f € L'(R"), y denotemos por f.(z) la
media |B(1Tr)\ fB(z " f(y)dy. Para probar la convergencia puntual de {f,(z)},0,
basta ver que la medida del conjunto

E\ ={z: |limsup f.(z) — lim i&lffT(x)| > A}

r—0

es 0 para todo A > 0. Por otro lado, el Teorema de Lebesgue es cierto para las
funciones continuas. Por tanto, si g es continua y g,(z) denota, como arriba, la
media de g sobre la bola B(z,r), el conjunto F) se puede escribir también de la

forma
B, = {x: |lmsup(f, - g:)(@) — himinf(f, - g,)(@)| > A}.

r—0

Este conjunto estd claramente contenido en

{z:2M(f - g)(z) > A}
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Aplicando ahora (i) del teorema maximal de Hardy-Littlewood,

Bl <5 [ ¢ -9l

y, puesto que las funciones continuas son densas en L'(R"), la integral [ |f — g|
puede hacerse tan pequefna como queramos.

No es dificil ver que las funciones f, convergen a f en L' y, por tanto, el limite
de f.(x) debe ser f(z) en casi todo punto.

Si f € Lj,.(R*), fxBo.m € L'(R"), por lo que (1.1) se cumple para casi todo

x € B(0,H). Al ser H arbitrario, el teorema estd demostrado.
O

Demostracion del Teorema 1.1.2. Por definicién del operador maximal, si x
pertenece a Ay = {z : M f(x) > A}, existen un radio r y una bola B, = B(z,r)

de modo que

1

1.2 —

|f () dy > A

Asi pues, el conjunto A, estd contenido en la unién de todas las bolas B, que
cumplen la condicién anterior. Por la regularidad de la medida de Lebesgue, basta

considerar un subconjunto compacto K de A, y demostrar para éste la desigualdad

C
K< 5 [ @i

con C' independiente también de K. Como K es compacto, existe una familia
finita de bolas {B,,;}}; de entre las que cumplen (1.2) que lo recubren.

El punto principal de la demostracién es un lema de cubrimiento de tipo Vitali.
Vamos a extraer una subfamilia { By };>1 de la familia de bolas { B, }4¢ 4, , que goce

de las dos buenas propiedades siguientes.
(a) Las bolas {By} son disjuntas.

(b) La unién de las bolas de la subfamilia cubre gran parte de K y, por tanto,

de A,. Es decir, no perdemos “mucho” al no considerar la familia completa.

Escogemos como B; la bola mis grande de la familia {B,;} (ndtese que el
tamano de las bolas estd acotado por ||f]|z1/A < 00). A continuacién, tomamos

como B, la mayor de las bolas de la familia que son disjuntas con B;. En general,
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B; serd la mayor de entre las bolas de la familia original que no cortan a {J, _; Bx.
Obtenemos asi una subfamilia, finita o infinita, de bolas disjuntas. Ya tenemos,
por tanto, la propiedad (a).

Por otro lado, K estd contenido en la unién {J;,, 3B;, donde 3B; es la bola
con el mismo centro que B; y radio 3 veces mayor. En efecto, si una bola B, de la
familia inicial no pertenece a la subfamilia, existe una By, de radio mayor o igual
que el de B, con B, N B, # (), y por tanto B, C 3B. En consecuencia, tenemos

también la propiedad (b),

K[ <) 3Bl =3") _|B;l.

j21 j21

Por (1.2), el dltimo término de la desigualdad anterior estd4 mayorado por

O RUEE Y NS A

j21

En la pentltima desigualdad hemos usado que las B; son disjuntas. Esto demuestra
(7) del teorema. El resultado (ii) se obtiene interpolando (i) con la estimacién

trivial
1M flloo < |1 flloo

para toda f € L>®(R").
O

Segin acabamos de ver, la convergencia en casi todo punto se obtiene com-
binando dos resultados: la convergencia para una clase densa de funciones (de-
mostracién del Teorema 1.1.1) junto con la existencia de una desigualdad de tipo
débil para el operador maximal (Teorema 1.1.2).

La desigualdad débil (1,1) es lo mejor que podemos probar para el operador
M, que no estd acotado en L'. En efecto, si f no es idénticamente igual a 0, existe
un radio r tal que fB(O,r) |[fl > a> 0. Si|z| > r, la bola B(z,2|z|) contiene a la
bola B(0,r), por lo que

(67

1
M) 2 G /Bm,r) 1> G

y, consiguientemente, M f no es integrable.
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1.2 Bases de diferenciacion

A la vista del Teorema de Lebesgue, surge naturalmente la siguiente cuestién:
iserd cierto (1.1) si sustituimos las bolas B(z,r) por otro tipo de conjuntos? ;Se
tiene un resultado andlogo al del Teorema 1.1.2 para la funcién maximal asociada?

En esta seccion introducimos la nocién de base de diferenciacion asociada a
conjuntos generales, definimos el operador maximal correspondiente y enunciamos

algunos teoremas generales de diferenciacion.

Definicién 1.2.1 Para cada x € R", sea B(x) una coleccion de conjuntos me-
dibles de medida positiva, que contienen a x, y tales que en B(x) hay conjuntos
de didmetro arbitrariamente pequeno. Llamaremos base de diferenciacion a la

coleccion B = Uyern B(x).

Ejemplos importantes de bases de diferenciacion:

e By, donde By(x) es la coleccién de todas las bolas abiertas que contienen a

x.

By, donde B;(z) es la coleccién de todos los cubos que contienen a z.

By, donde By (x) es la coleccién de todos los paralelepipedos que contienen a

x y cuyas caras son paralelas a los hiperplanos coordenados.

B3, donde Bs(x) es la coleccién de todos los paralelepipedos que contienen a

x.

5, donde Bj(z) es la coleccién de todas las bolas abiertas centradas en z.

e Andlogamente se definen las bases centradas B}, B;, Bj.

Dada f € L;, (R"), decimos que B diferencia [ f si el limite

loc

1
1. i 1
( 3) BeB(m):lgtlsz—;o |B‘ /I;f(y)dy

existe y es igual a f(z) en casi todo punto. Se dice que B diferencia el espacio
de funciones F si (1.3) se cumple para toda f € E. En la seccién anterior hemos
visto que, como consecuencia de la acotacién del operador maximal de Hardy-
Littlewood, la base B} diferencia L], (R™).

loc
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El operador maximal asociado a una base de diferenciaciéon B se define, para
f € L} (R"), mediante

loc

Mgf(z) = sup ﬁ / F)ldy.

BeB(x)
Hay una estrecha relacion entre las propiedades de acotacion de Mg, la diferen-

ciacién (1.3) y la existencia, para los elementos de B, de un lema de cubrimiento

semejante al que aparece en la demostracion del Teorema de Hardy-Littlewood .

Veamos ahora la generalizacion mas sencilla del Teorema 1.1.1 a otras bases
distintas de Bj.

Una base F es regular con respecto a otra base B si existe una constante ¢ > 0,
tal que para todo F' € F, existe un elemento B € B tal que F' C By |F| > ¢|B].
Claramente, esto implica que

Mrf(z) < M (@)

Por tanto, si My estd acotado en LP o es de tipo débil para algin valor de p,
1 < p < 00, el mismo resultado se cumple para M.

Es facil ver que las bases By, By y Bj son regulares con respecto a Bj. Sus
operadores maximales asociados estan mayorados por el de Hardy-Littlewood vy,
en consecuencia, son de tipo débil (1,1) y estdn acotados en LP. Como en la
demostracién del Teorema 1.1.1, esto implica que las bases By, By y B diferencian
Ll (R").

loc

Ahora introduciremos dos nuevas definiciones.

Definicién 1.2.2 Una base B se llama base de diferenciacion de Busemann-Feller

st todos sus elementos son abiertos y si para todo x € B € B, se tiene que
B € B(z).

Definicién 1.2.3 Una base de Busemann-Feller B se denomina base de densidad

st diferencia las funciones caracteristicas de los conjuntos medibles.

Las bases By, By, By y B3 son de Busemann-Feller, pero las correspondientes
bases centradas no lo son.

Enunciamos a continuacién tres teoremas debidos a Busemann y Feller [6]. Sus
demostraciones, asi como otros resultados relacionados, se pueden encontrar en
[19], cap. IIL
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Teorema 1.2.4 Sea B una base de diferenciacion de Busemann-Feller invariante

por homotecias. Entonces las dos condiciones siguientes son equivalentes:
(a) B diferencia L.
(b) Mg es de tipo débil (1,1).

Teorema 1.2.5 Sea B una base de diferenciacion de Busemann-Feller invariante

por homotecias. Entonces las dos condiciones siguientes son equivalentes:
(a) B es una base de densidad.

(b) Para cada X\, 0 < X < 1, existe una constante positiva c(\) < oo tal que para

todo conjunto medible y acotado A,

{Mxa > A} < c(V]A]

Teorema 1.2.6 Sea B una base de densidad. Entonces B diferencia L*™°.
El siguiente resultado se debe a B. Rubio [31] (véase [19], pg 90).

Teorema 1.2.7 Sea ¢ : [0,00] — [0, 00] una funcidn estrictamente creciente, con
#(0) = 0 y tal que ¢(u) es de orden mayor o igual que u cuando u — oo. Sea
d(L)y ={f :R* > R: [¢(f]) < co}. Sea B una base de Busemann-Feller
invariante por homotecias que diferencia ¢(L). Entonces existe una constante
¢ > 0 tal que para todo A > 0 y para toda f € ¢(L), f >0,

(Maf >3} < [ old).

1.3 La funcion maximal fuerte

A partir de ahora, y durante la mayor parte de la memoria, nos centraremos en el
estudio de las funciones maximales asociadas a bases de rectdngulos en R?. Esta
seccién estd dedicada a la base By, formada por todos los rectangulos cuyos lados
son paralelos a los ejes coordenados.

By no es una familia regular con respecto a By, ya que la excentricidad de los
rectangulos (es decir, la razén entre las longitudes de sus lados mayor y menor) no
estd acotada. El operador maximal asociado a By se denomina funcion mazimal
fuerte, y se suele denotar por Mg.

Veamos algunas propiedades de M.
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e Mg estd acotada de LP en LP , 1 < p < o0

Sil< p< oo, laacotacion en IP? de Mg es consecuencia del resultado uni-
dimensional para el operador de Hardy-Littlewood no centrado. En efecto,

si definimos los operadores

1
M, f(z1,22) = sup m/|f(y1,$2)| dy,
I

xr1€l

1
sz(xhxz) = Sup m/|f($1allz)| dya,
I

xo€J

donde I, J son intervalos en R, se tiene que
Msf(z) < MiMsf(x),
lo que implica, si 1 < p < oo, que
IMsfllp < IMiMafl, < CollMaflly < Collfllp-

El caso p = oo es trivial.

Como consecuencia de la acotacion de Mg, si 1 < p < oo podemos repetir
el argumento de la demostraciéon del Teorema 1.1.1, concluyendo que Bs
diferencia L?(R?), 1 < p < co. Adema4s, por el Teorema 1.2.5, B, es base de
densidad, y por tanto diferencia L®(R?) (Teorema 1.2.6).

Mg no es de tipo débil (1,1)

Si p = 1 no podemos utilizar el resultado unidimensional. La acotacion
débil de cada uno de los operadores M; no implica la acotacién débil de
su composicién. De hecho, Mg resulta no ser de tipo débil (1,1). Para
demostrarlo, tomamos el cubo unidad @ = (0,1) x (0,1), y la funcién
f(z,y) = xg(x,y). Dado un nimero natural N, consideremos la regién
Ry =(0,1) x (0,N)U{(z,y) : 1 <z < N,0<y< X} El drea de Ry es
mayor que N log N,y para todo (z,y) € Ry, Msf(z,y) > ﬁ Por tanto, si
Mg fuese de tipo débil (1,1), se tendria que

NlogN < |Ry| <

{01510 > %}‘ < 2CN| ]l = 20N,

IO%N, para cualquier N € N.

y, en consecuencia, C' deberia ser mayor que

Por consiguiente, Mg no es de tipo débil (1,1).
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Por el Teorema 1.2.4, By no diferencia L'(R?). De hecho, Saks [32] demostré

que el conjunto de funciones de L!(R?) tales que

. 1
lim sup E/ f(y)dy = +o00
B

BeBy(z):diamB—0

es de segunda categoria. Es decir, para “casi toda” f € L'(R?), By no
diferencia [ f.

En vista del resultado anterior, Zygmund propuso el siguiente problema:
dada una funcién f € L'(R?), ;podemos elegir siempre un par de ejes rectan-
gulares, de modo que la base de rectangulos paralelos a dichos ejes diferencie
f f para casi todo x € R*? La respuesta es no, como demostré Marstrand
[28] (véase [20], cap.7).

e B, diferencia L(1 + log™ L)

Es un corolario inmediato del siguiente teorema de Jessen, Marcinkiewicz y
Zygmund [24].

Teorema 1.3.1 Para toda f € L},.(R?) y para todo X > 0,

loc
{Mgf > A} < c/uﬂ (1+10g+%> |

donde ¢ es una constante positiva, independiente de f y A.

Ademads, B no diferencia ningiin espacio peor, en el siguiente sentido:
Si e :[0,00) — [0,00) es una funcién tal que

u(1 + log™" u)
P(u)

entonces B, no diferencia ¢(L). En particular, no diferencia L(1+log"™ L)!~¢,

— oo cuando u — oQ,

para ningin € > 0. Estos resultados se pueden encontrar en [20], 7.3.
Observaciones:

1. En dimensién n, se demuestra de manera andloga que Mg estd acotado en
LP(R™), 1 < p < oo, pero no es de tipo débil (1,1). El teorema de Jessen-
Marcinkiewicz-Zygmund dice, en este caso, que B, diferencia
L(1+log™ L) }(R").
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2. El tamano de las constantes. La constante C, del operador de Hardy-
Littlewood, que se obtiene por interpolacién en (i) del Teorema 1.1.2, es
del orden de p%l cuando p — 1. Esta es la mejor constante posible, en
cualquier dimensién n.

Por tanto, para el operador maximal fuerte en R? tenemos

C

(14) ||M5||Lp_>Lp S m

1.4 La funcion maximal universal

La base de diferencién Bs, formada por todos los rectdngulos de R?, con cualquier
orientacién, tiene propiedades muy distintas a las de By. El operador maximal
asociado se denomina funcion maximal universal, My. Bs contiene a todos los
elementos de Bs, de donde se deduce que My no es de tipo débil (1,1), pues Mg
tampoco lo es. Pero My resulta ser mucho peor que Mg. Sdélo estd acotada en el
caso trivial, p = oo.

En 1927, Nikodym [30] encontré un subconjunto N del cubo unidad, de medida
1 (es decir, que llena todo el cubo) y con la propiedad de que para cada punto
z € N existe una linea ¢(z) tal que NN¢(z) = {z}. En una observacién al final del
articulo de Nikodym, Zygmund senial6 que esto implica inmediatamente que B3 no
es base de densidad. Si tomamos un subconjunto cerrado F C N, con |F| > 1 —¢,
y f = Xxr, se tiene para todo punto del cubo unidad

diam(R)—0

1
lim inf —/fydyzO,
& /'

ya que podemos acercarnos a cada punto x € F' mediante una sucesién de rectan-
|RNF|
|R]|

La construccion del conjunto de Nikodym y de otros conjuntos similares, como

gulos paralelos a £(z) con tan pequeno como queramos.
el de Besikovich (un conjunto de medida cero que contiene un segmento de longitud
1 en cada direccién), puede encontrarse en [20], capitulo 8. No vamos a presentarla

aqui, pero demostraremos el teorema que le sirve como punto de partida.

Teorema 1.4.1 Consideremos los 2" tridngulos que se obtienen uniendo el punto
(0,1) € R? con los puntos (0,0), (1,0), (2,0)...(2",0). Llamemos T}, al tridngulo
con vértices (0,1), (h—1,0), (h,0). Entonces, dado o, 53 < a < 1, es posible realizar
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una traslacion paralela de cada Ty, a lo largo del eje Oz a una nueva posicion Th,
de modo que
|Uili Tol < (@™ +2(1 = o)) [ U2, Thl.

La demostracién es consecuencia de la reiteracion de un proceso basico, que

describiremos a continuacion.

Proceso basico. Consideramos dos tridngulos adyacentes, 17 y T5, con bases en
el eje de las x de igual longitud b, y la misma altura h. Fijamos una constante «,
% < «a < 1. Manteniendo fijo T3, trasladamos Ty hacia T} hasta que los lados no
paralelos de T} y T, se corten a altura ah (figura 1).

‘ T ANENIEV= AV
h ah — T
T, | T l l

Figura 1

De este modo, hemos obtenido una figura P, formada por un tridngulo 7™ se-
mejante a 17 UT5,, mas dos triangulitos sobresalientes, A; y A,. Es facil comprobar

que

IT*| = o®|Ty U Ty
A1)+ [Ag] = 2(1 — )Ty U T,

y, por tanto,
1P| =[a®+2(1 — )Ty UTy).

Demostracién del Teorema 1.4.1. Consideremos los 2" ! pares de tridngulos
(T1,Ts), (T3,T4) .-, (Ton_1,Ton). A cada uno de estos pares le aplicamos el pro-
ceso bésico con el o dado por el enunciado del Teorema, obteniendo 2"~ tridngulos
TY,...,T;.—:, y los correspondientes triangulitos sobresalientes. Observamos ahora

que el lado derecho del tridngulo 77" es paralelo al lado izquierdo de 77", ;. Por tanto,
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podemos trasladar T7',; hacia la izquierda, hasta que los dos lados coincidan. Rea-
lizamos esta operacién hasta que todos los T} sean adyacentes, y su unién forme

un tridngulo semejante a (0, 1), (0,0), (2",0), cuya area es
T UT,U. ..U T

El 4rea de los triangulitos A; (que se han trasladado juntamente con los T7) es
menor o igual que
2(1 — )Ty UTy U... U Tl

Aplicamos de nuevo el proceso a los pares de tridngulos (17, 75), . . ., (Tyu1_y, Tou-t)-
Después de n repeticiones, se obtiene la figura U2" T}, formada por un tridngulo
semejante a (0, 1), (0,0), (2", 0) y de area

Ty UToU. ..U T,
mas unos tridngulos adicionales cuya area es menor o igual que
(1—a)?2+2a%+2* +...+ 22" V)| TLU T, U...UTy| <

1

O
El conjunto UﬁllTh se suele llamar drbol de Perron, pues su aspecto es el de

un pequeiio tridngulo semejante a 7 = U?__, T}, con muchas ramas sobresaliendo.
Si aplicamos una transformacién afin al tridngulo (0, 1), (0,0), (2",0) del Teo-
rema 1.4.1, el paralelismo y las semejanzas se conservan. Por tanto, el proceso

anterior es valido para cualquier tridngulo.

Teorema 1.4.2 Sea ABC' un tridngulo de drea H. Para todo € > 0 existe n tal
que si dividimos la base BC' del tridngulo en 2™ partes iquales By, ..., Ban, pode-
mos trasladar los tridngulos Ty, ..., Ton con bases By,..., Bon a nuevas posiciones
Ty,...,Ton, de modo que

‘71UUTQn| < €H.

Demostracién. Tomamos « tal que 2(1 — ) < €/2, y después elegimos un
n suficientemente grande para que a?® < €/2. Aplicando el Teorema 1.4.1, se

obtiene el resultado.
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O

En realidad, no hace falta llegar a construir un conjunto de Nikodym para

demostrar que Bs no es base de densidad. A partir del arbol de Perron se prueba
un resultado més fuerte ([20], 8.6).

Teorema 1.4.3 Consideremos la base de Busemann-Feller invariante por homote-
cias Br, generada por los tridngulos {T,}5° |, donde T), se define como en el Teo-
rema 1.4.1. Entonces Br no es una base de densidad, y Mp, no estd acotado en

L? para p < oc.

Demostracion. Sea My el operador maximal asociado a By. Sea E un arbol
de Perron construido a partir de {7} }%_,, como en el Teorema 1.4.1. Sea T}, el
minimo tridngulo con base sobre la recta y = —1 y que contiene a T). Se tiene

que
1

100

Como |UTy| > | U, T, = Ay, obtenemos que

{z : Mrxp(z) > —} D UT}.

o My > ﬁ}\ > A, = %m
Por el Teorema 1.2.5, esto implica que Br no es una base de densidad, y también
que Mp, no estd acotado en LP para p < oo.
O
Asociemos a cada T}, del Teorema 1.4.3 el rectdngulo R, que pasa por (h—1,0)
y tiene como diagonal el segmento (h,0),(0,1). Sea Bg la base de Busemann-
Feller invariante por homotecias generada por {R,}. Si Mg es la funcién maximal
asociada, se tiene
Mrf < cMgf,

para una constante absoluta c. Por tanto, B, que es una pequena subbase de Bs,
tampoco es base de densidad.

Esto nos lleva a formular el siguiente problema. Sea 2 un subconjunto de
[0,27), y consideremos la base Bq de todos los rectdngulos orientados en las di-
recciones # € ). ;Cémo debe estar distribuido 2 para que B tenga buenas
propiedades de diferenciacion?

M. de Guzmén y T. Menarguez demostraron que si la clausura de {2 tiene

medida positiva, entonces B no es una base de densidad (véase [20], 8.6). Pero
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aunque {2 sea un conjunto numerable, la distribuciéon de sus direcciones puede
dar lugar a una base mala. Como hemos visto en el Teorema 1.4.3, si 2 =
{arctan 1, arctan 2,arctan 3,...}, entonces By no es una base de densidad. Del
mismo modo, si €, = {arctan 1, arctan 2, arctan 3%, . ..}, Bg, tampoco es una base
de densidad. Por el contrario, en la préxima seccion veremos que la base asociada
a 2 = {arctan 2, arctan 2% arctan2® ...} si es una buena base de diferenciacién
(Teorema 1.5.4).

Dada una coleccion de direcciones €2, si podemos construir un arbol de Perron
general, con los tridngulos 7T}, en las direcciones de los elementos de €2, se prueba del
mismo modo que en la demostracién del Teorema 1.4.3 que Mg no estd acotado en
L? p < 00, y Bq no es base de densidad. En [23, 36] se pueden encontrar algunas
generalizaciones de la construccion del arbol de Perron, y su aplicacion al estudio

de ciertos conjuntos §2.

El arbol de Perron ha sido de utilidad para resolver otro tipo de problemas,
como el problema de la aguja de Kakeya, que consiste en hallar cudl es el infimo
de las dreas de los subconjuntos de R? en cuyo interior se puede mover una aguja
de longitud 1 de forma continua, de modo que al final ocupe el lugar original pero
en posicién invertida. Por medio del arbol de Perron se prueba que el infimo de
las dreas es cero ([20], 8.3). Otra importante aplicacién la dio C. Fefferman [18],
usdndolo para demostrar que la funcién caracteristica del disco unidad de R? no

es un multiplicador en L? para ningin p # 2.

1.5 Funciones maximales en IN direcciones

En las secciones anteriores hemos visto que la funcién maximal fuerte, asociada a la
base de rectangulos paralelos a los ejes, esta acotada para todo p > 1. En cambio, si
permitimos que los rectangulos estén orientados en todas las direcciones del plano,
la funcién maximal universal no estd acotada para ningin p < co. Tiene sentido
preguntarse qué ocurre si fijamos un nimero finito N de direcciones, y tomamos
solamente rectdngulos paralelos a esas direcciones. ;De qué modo depende de N

la norma de la funcién maximal asociada?

Sea Qy C [0,27) un conjunto de cardinal N. Definimos Bq, como la base de

todos los rectdngulos cuyo lado més largo forma un dngulo 6 € Qn con el eje de
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las z. El operador maximal Mg, se define del modo usual,

Moy fe)= s [ 1)l
zEREBq ‘R‘ R

Usando la acotacion del maximal fuerte, obtenemos una estimacién trivial para
Mg, . En efecto, sean {f1,...,0x} los elementos de Qy, y llamemos Mj, al opera-
dor maximal asociado a la base de rectangulos cuyo lado més largo forma un angulo
0; con el eje de las x. Cada uno de los My, es un operador maximal fuerte con
respecto a los ejes obtenidos a partir de los ejes coordenados mediante un giro de
dngulo ;. Por tanto, My, estd acotado en LP, 1 < p < oo, con la misma norma
que Mg. Sil < p < o0,

N p||P N
i, 15| (350 ) | =3l 17 = Mt < i
j=1 , =1
En la primera desigualdad hemos usado que || - |[go < || - || 2.
En consecuencia,
(1.5) Moy flly < CNY?||f|lp, 1 < p < 0o

La constante N'/? no es la mejor posible. A continuacién veremos dos casos

particulares, para los que se obtienen las cotas éptimas.
Conjuntos equidistribuidos.
En 1978, Stromberg [38] demostré el siguiente teorema.

Teorema 1.5.1 Sea Qy un conjunto equidistribuido de N elementos. Existe una

constante C', independiente de N, tal que para todo A > 0,

(1.6 o+ Mo, () > X}| < Cllog N5 11

(1.7) [May fll2 < Clog N)|| f]]2-

El punto importante de la demostracién de Stromberg es un lema de cubri-
miento, que desempena el mismo papel que el lema de Vitali en la demostracién

del teorema de Lebesgue.
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Lema 1.5.2 Sea Qy un conjunto equidistribuido de N elementos. Dada una fa-
milia finita {Ry}aca de rectingulos de la base Bo, , existe una subfamilia {R;} C

{R,} con las dos propiedades siguientes:
2
(18) / (ZXRf) S C|Uj Rj‘
J

(1.9) |URy| < C(log N)| U Ry

Estas dos propiedades son analogas a las de la subfamilia del lema de Vitali.
En este caso, la subfamilia que nos proporciona el Lema 1.5.2 no es disjunta, pero
la desigualdad (1.8) nos da un control sobre el solapamiento de sus miembros, que
serd suficiente para demostrar el teorema. Por otro lado, (1.9) significa que la
subfamilia {R;} cubre gran parte de la familia original.

La demostracién de (1.6) sigue los mismos pasos que la del Teorema 1.1.2. Si
Ay ={z: Mq, f(x) > A}, A\ estd contenido en una unién de rectdngulos R,, que

cumplen
1

£ (y)ldy > A.

| R /Ra

Aplicando el Lema 1.5.2 a la familia {R,}, obtenemos la subfamilia {R;}. Por
(1.9), se tiene

(1.10) 43] < Clog N) U Ry|.

Por otro lado,

1 1
U R <) IR <7D fl=5 \fl( XR]-> <
j 1y : g ) : /};j )\/ ;

o\ 1/2
<307l | [ (Z_XR,.)

Utilizando (1.8), la desigualdad anterior se convierte en

C 2
0l < (SIlk)

que, combinada con (1.10), nos da (1.6). La estimacién (1.7) se obtiene a partir

de (1.6) interpolando con la estimacién trivial en L y con (1.5) para p = 3/2.
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Observaciones:

1. Las estimaciones (1.6) y (1.7) son 6ptimas. En efecto, sea N >> 1y defi-

namos f = xp(,n) - min(1, ﬁ) Se tiene que

1 N r
||f||§:c(/ 1+ [ —d) —_ C(1 +10g N).
0 1

Siz € B(0,N), con |z| > 1,

1 27 log |z
Moy flz) > 320 5 (el

de donde
| May fll2 > C(log N)** = Clog N| fl2,

lo que demuestra que (1.7) es 6ptima. Supongamos ahora que se satisface
(1.6). Entonces,

. log N N? 2 _ N?
‘{.’E'MQNf(x)‘> N }‘SCW“]CHQ—CM

Pero B(0,N) C {z : |May f(z)| > &%} por lo que ha de cumplirse C' >
log N.

2. Cérdoba y Fefferman [13] demostraron el siguiente resultado més general:

Teorema 1.5.3 Sea B una base de Busemann-Feller. El operador mazximal
Mpg es de tipo débil (p,p), 1 < p < oo si y sdlo si B satisface la siguiente
propiedad de cubrimiento:

Dada cualquier familia {Ba}aca de B, podemos encontrar una subfamilia
{B;} C {B,}, tal que
| Uaca Ba| < C| Uj Bj|7
1D xrille < ClU Ry [
1,1 _
donde >t = 1.
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Conjuntos lagunares.

Consideremos ahora el caso en que Qy = {#; > 6, > ... > 6y} es un conjunto
lagunar, es decir, existe una constante A entre 0 y 1 tal que 6;;; < A0, para
todo j. La funcién maximal asociada a este tipo de conjunto, de decrecimiento
exponencial, fue estudiada por Stromberg [37], Cérdoba y Fefferman [14], en el
caso p = 2, utilizando lemas de cubrimiento. El resultado general, debido a Nagel,
Stein y Wainger [29], dice lo siguiente:

Teorema 1.5.4 Sea Qy un conjunto lagunar con N elementos. Para toda f € LP,
I <p<oo,

||M9Nf||p < Cp”f”pa

donde la constante C,, es uniforme en N.

Por tanto, haciendo tender N a infinito, la acotacién anterior sigue siendo
valida. Aqui tenemos un ejemplo de operador maximal asociado a un conjunto
infinito de direcciones que esta acotado en todos los espacios LP, con p > 1.

Para demostrar el Teorema 1.5.4, Nagel, Stein y Wainger utilizan transformadas
de Fourier y teoria de Littlewood-Paley.

Resumiendo, en dos casos particulares hemos obtenido cotas éptimas. Si Qy

es un conjunto equidistribuido,

[ May fll2 < Clog N)||f]]2-

Si es lagunar,
1Moy fllp < Cpll Fllp, 1 < p < oo

En cierto modo, estos dos casos son opuestos. Un decaimiento tan rapido como
el del conjunto lagunar nos da el mejor resultado que cabria esperar. En cambio,
un conjunto equidistribuido, donde las direcciones se separan todo lo posible unas
de otras, parece lo peor que podemos encontrarnos. Esta idea fue la que dio pie a

que, en los afios 70, se formulara la siguiente conjetura.
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Teorema 1.5.5 Existen constantes C' y B tales que dados N € N y un conjunto

Qn con N elementos, se tiene
1Moy fll2 < C(log N)|f]l2-

Es decir, la norma en L? del operador maximal sobre un conjunto de N di-
recciones cualesquiera tiene, a lo sumo, crecimiento logaritmico en N. El caso
extremo, donde efectivamente se alcanza este crecimiento, es el equidistribuido.

En 1995, Barrionuevo [5] se aproximé a la conjetura, demostrando que

2

IMafll> < CN Ve || f]| 2,

para cualquier {2y con N elementos. Noétese que, si NV es grande, esta cota crece
mas lentamente que cualquier potencia de N.

Finalmente, en 1999, N. Katz [27] (véase también [26]) demostré el Teorema
1.5.5 con el mejor exponente posible, 5 = 1. Para ello, utiliza técnicas muy dife-
rentes a los métodos geométricos o de transformada de Fourier que se venian em-
pleando en este tipo de problemas. Quedaba aun por hallar una demostracién mas
geométrica, que permitiera entender mejor la geometria de las bases de rectangulos.

El resultado principal del préoximo capitulo es un principio de casi-ortogonalidad
para familias de operadores maximales sobre rectdngulos en varias direcciones.
Su prueba retoma los argumentos geométricos usados por Cérdoba, Fefferman,
Stromberg. Entre otras aplicaciones, este principio nos permitira dar una sencilla

prueba del Teorema 1.5.5.

1.6 La funcion maximal sobre un conjunto de

Cantor

Sea C el conjunto ternario de Cantor en el intervalo [0, 1], y sea Cy el conjunto de
los extremos de los intervalos del paso N de la construccién de C. Cx se define

recursivamente del modo siguiente:

CO = {Oa 1}a

1 1
(1.11) Cn = ECN’l U (1 — §CN1) , N=1,2,...
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Definimos las bases B¢, B¢, , formadas, respectivamente, por todos los rectangulos
de R? orientados en las direcciones de C, Cy , y los operador maximales asociados
a dichas bases, a los que denotaremos por Mg, M, .

Tras demostrarse que el operador maximal sobre un conjunto lagunar esta
acotado en LP, para todo p > 1 [29], se conjetur6é que M se comportaria de modo
similar. Debido a la autosemejanza del conjunto de Cantor, se esperaba que la
cota para el maximal M, resultara ser, también en este caso, independiente de
N, y que también en este caso fuese posible pasar al limite y obtener la acotacién
de M¢. Hubo algunos resultados positivos ([39], [17]) que parecian apuntar en
esta direccién. Sin embargo, en 1996, N. Katz [25] dio un contraejemplo que
demostraba que M no estd acotado en norma L%. Para p > 2, el problema sigue

abierto.
Resultados positivos.

Sea X un conjunto de vectores unitarios en R*. Sea Mg el operador maximal

sobre segmentos de longitud 1 con direcciones en X, definido por

M2 (x) = sup + /| M=t

vEY

En 1979, S. Wainger [40] demostr6 que existe una constante C > 0 tal que, si 2

tiene N elementos, entonces
(L.12) 1M flogeey < O +log NI f L2

En 1995, A. Vargas [39] probé que, en el caso particular del conjunto de Cantor,

el argumento de Wainger se puede refinar para obtener un resultado mejor. Sea
0
Yy=19qv=(v,v9) : |v| =1, v >0, U_ECN i
2
Entonces,

Teorema 1.6.1 Eziste una constante C' > 0, independiente de N, tal que para
toda f € L2,

(1.13) 1Me, fllzz < CVN + 1] fllze.
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Obsérvese que el conjunto Cy tiene 2V*! elementos, por lo que (1.12) sélo nos
dice que la norma de MgN esta acotada por N + 1.

Sin embargo, en 1999, N. Katz [26] probé que, para todo subconjunto ¥ C [0, 1]
de cardinal N, se tiene la desigualdad

| M2 f|l> < C/1+1og N || f]|z2,

de la que (1.13) es un caso particular.

Consideremos ahora el operador maximal

1 [k
Msf(z)= sup — [ |f(z—tv)ldt,
vex,h>0 2h J 4,
donde ¥ es, igual que antes, un conjunto de vectores unitarios en R?. Se define la

dimensién de Minkowski, d(X), del conjunto ¥ del modo siguiente

1 0
(1.14) 4(%) = lim sup 22N )
§—0t _10g5
donde N(d) es el minimo niimero de intervalos cerrados de longitud § que se
necesitan para cubrir .
Sea L

rad

(R?) el conjunto de funciones radiales que pertenecen a L?.
J. Duoandikoetxea y A. Vargas [17] demostraron el siguiente teorema.

Teorema 1.6.2 Si d(X) < 1, el operador My, estd acotado en LP ,(R?) sip >
1+d(X), y no estd acotado si p <1+ d(X).

El conjunto de Cantor tiene dimensién de Minkowski igual a log2/log3. Por
consiguiente, del Teorema 1.6.2 se deduce que una condicién necesaria para que
M esté acotado en LP(R?) es que p > 1+
ya en el articulo [33] de Sjogren y Sjdlin.

iggg. Esta condicion necesaria aparecia

Si ¥ es una sucesién lagunar, d(X) = 0 y el Teorema 1.6.2 dice que My, estd
acotado en L? , para todo p > 1, resultado que se deduce del Teorema 1.5.4. Hay
que observar, no obstante, que el hecho de que My esté acotado en L? , para
un cierto p no implica, en general, que lo esté también en LP. Por ejemplo, si

1

Y = {k77}32,, se tiene que d(X) = 15, de donde My es un operador acotado en
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L? . para todo p > z—ﬁ Sin embargo, Ms no estd acotado en LP, 1 < p < oo.
Otro ejemplo lo constituye el caso en que ¥ = S!' y My, es la funcién maximal
universal. Como sabemos, este operador no estd acotado si 1 < p < 00, pero
su comportamiento sobre espacios de funciones radiales es muy diferente, como

demuestra el siguiente resultado de Carbery, Herndndez y Soria [9].

Teorema 1.6.3 La funcion mazimal universal en R® es de tipo débil restringido
n sobre funciones radiales. Como consecuencia, estd acotada en LP (R™), para

todo p > n.

Resultados negativos. El teorema de Katz.

Sea B" la base de rectdngulos en R?> cuyos lados tienen longitud 1 y 1/N,
orientados en cualquier direccién. En [10], Cérdoba demostré que el operador

maximal asociado, Mgw, estd acotado en L?, y

(1.15) [Mpx fllz < Cv/1 + log N[ f]]2-

En [25], N. Katz plantea el problema de si la acotacién (1.15) es 6ptima, o si
puede mejorarse restringiendo el conjunto de direcciones en que estan orientados
los rectangulos de la base BY. En concreto, estudia el operador maximal asociado a
los elementos de la base BY que tienen pendientes en Ciog v, para el que demuestra

el teorema siguiente.

Teorema 1.6.4 Existen una funcion f y una constante ¢ > 0 tales que

(1.16) 1Mz, fll2 > cy/loglog NI f]l2.

Como consecuencia, el operador maximal M, sobre rectangulos con pendientes
en todo el conjunto de Cantor, sin restriccién en la longitud de sus lados, no estd
acotado en L? ni, por tanto, en LP para p < 2.

En [21], K. Hare adapta las ideas de Katz, y generaliza el Teorema 1.6.4 a

conjuntos de Cantor més generales, no necesariamente centrados.

Teorema 1.6.5 Sea C' un conjunto de Cantor cuyas razones de diseccion (es de-
cir, el cociente entre la longitud de un intervalo y la de aquél del que proviene, al
que llamaremos su “padre”) estin acotadas lejos de 1. Sea py el minimo de las
longitudes de los intervalos del paso k de la construccion. Si § = inf(pk)l/’c > 0,
entonces la funcién mazimal Mc no estd acotada en L?. De hecho, ni siquiera es
de tipo débil (2,2).
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El Teorema 1.6.5 tiene varios corolarios [21].

Corolario 1.6.6 Si C es un conjunto de Cantor centrado de dimension de Haus-

dorff positiva, entonces Mg no estd acotado en L?.

Corolario 1.6.7 Sea C un conjunto de Cantor centrado de dimension de Haus-
dorff positiva. Sea F,, el conjunto de extremos izquierdos de los intervalos del paso

n de la construccion de C'. Entonces, el operador maximal Mg, no estd acotado

en L.

En el capitulo cuarto de la memoria usaremos las ideas de Katz y Hare para
probar un resultado similar al de los Teoremas 1.6.4 y 1.6.5 para conjuntos regulares
Ahlfors-David.
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Capitulo 2

Principio de casi-ortogonalidad:

el caso p=2

2.1 Preliminares

En este capitulo probaremos un principio de casi-ortogonalidad para familias gene-
rales de operadores maximales, y veremos algunas aplicaciones de este resultado.
El marco en el que trabajaremos sera el siguiente: consideramos un subconjunto
Q2 de [0, §), que puede ser finito o infinito. Sea Bq la base de todos los rectangulos
de R? cuyo lado mayor forma un dngulo « con el eje de las z, para algin o
perteneciente a 2.

Si f es una funcién localmente integrable, el operador maximal asociado a 2

se define mediante

Mof(z) = sup ﬁ /R )l d.

rEREBq

Dividimos 2 en varios trozos disjuntos. Para ello, elegimos Qy = {6; > 6, >
...>6; > ...}, un subconjunto ordenado de Q al que llamaremos “conjunto de
separadores”. Fijamos 6 = 7, y consideramos, para cada j > 1, los conjuntos
Q; =16;,0;_1) N Q. Se tiene que #; € Q; para todo j. Ademds, supondremos que
el conjunto de separadores estd elegido de modo que §2 = U;>1(2;.

A cada €;, 5 = 0,1,2,... le hacemos corresponder la base B; C Bq de los
rectdngulos que forman un dngulo 3 € 2; con el eje de las . Definimos los
operadores maximales asociados a cada {2; mediante

1 .
Mo, f(z) = sup ﬁ/wy)my, i=0,1,2,...
R

:EERGBj
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Nuestro objetivo es hallar una relacién entre Mq y los Mg, j =0,1,2,... En

concreto, nos gustaria obtener la siguiente desigualdad,
(2.1) || sup Mg, ||2—z> < C'sup || Mg, ||z2— L2,
j>1 j>1

es decir, acotar la norma del supremo de los Mg, por el supremo de sus normas.
Sin embargo, (2.1) no va a ser siempre cierta. En general, es necesario tener en
cuenta el modo en que hemos realizado la particiéon de ). La manera precisa en
que el conjunto de separadores entra en la relacién (2.1) viene dada por los dos

teoremas siguientes.

Teorema 2.1.1 Principio de casi-ortogonalidad de L? en L?.

Ezxisten constantes C1, Cy, independientes de €2, tales que

(2'2) ||MQ||%2—>L2,°° <G Sglf ”MQJ ||%2—>L2,°° + Cy ||MQO||%2—)L2’°°’
1=z

donde ||T|| 2120 denota la norma débil (2,2) del operador T

Teorema 2.1.2 Principio de casi-ortogonalidad de L? en LZ.

Eziste una constante C, independiente de €2, tal que
(23) ||MQ||L2—)L2 S C“MQO ||L2—)L2 + Slill) ||MQJ ||L2—)L2'
i>

donde ||T||z2— 12 denota la norma fuerte (2,2) del operador T.

Es importante notar que, en el Teorema 2.1.2, la constante que aparece ante el
supremo de las normas de los €2; es 1. Veremos las consecuencias de este hecho en
la seccién 2.4.

La demostracién del Teorema 2.1.1 utiliza el mismo tipo de ideas que Stromberg
en [38]. Para probar el Teorema 2.1.2, linealizaremos el operador maximal y apli-

caremos un lema de cubrimiento debido a Carbery [7].

2.2 Demostracion del Teorema 2.1.1

En esta seccién vamos a modificar ligeramente la definicion de las bases de dife-
renciacion, pues este cambio facilitara la demostracién del teorema. Llamaremos

B¢, a la familia de todos los paralelogramos cuyos lados méas cortos son paralelos al
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eje de las y, y cuyos lados més largos forman un dngulo « con el eje de las z, para
algin a € Q. Con cierto abuso de notacién, llamaremos “rectangulos” a dichos
paralelogramos.

Dado un rectingulo R € B, denotaremos por P;(R) a la proyeccién de R
sobre el eje de las . Si Pi(R) = [ak,a%], definimos P51 (R) = {y : (ak,y) € R},
y Poa(R) = {y : (a%,y) € R}. Py1(R) y Py2(R) son las proyecciones de los
lados verticales de R sobre el eje de las y (véase la figura 2). Se observa que
P21 (R)| = [Po2(R)|, y también que |R| = [Pi(R)] - | P21 (R)].

Y
P, 5(R)
Py1(R)
0 x
Pi(R)
Figura 2

Sin pérdida de generalidad, supondremos que 2 es finito (y por consiguiente

(2o también). Para demostrar (2.2), consideramos los conjuntos de nivel de Mq.

Siz e {Mqf(z) > A}, existe un rectdngulo R, € Bf, que contiene a z, y tal que
1

| Re| Jr,

(2.4) [f(y)|dy > A

Por consiguiente,
{Mof(z)>Xc | R
ze{Mqf(z)>A}
Si K es un compacto contenido en {Mqf(z) > A}, entonces K C (J;_, R, para
cierta coleccién finita de rectangulos F = {R,, };_,, cada uno de los cuales satisface
(2.4).
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Ahora entra en juego un lema de cubrimiento de tipo Vitali, como el usado
en la demostracién del Teorema 1.1.2. Seleccionamos una subfamilia F = {B;} a
partir de F. Tomamos como B; el rectingulo R € F cuya proyeccién P;(R) es
mas larga. Suponiendo que ya hemos elegido By, ..., B,_;, escogemos como B, el
recténgulo R tal que | P, (R)| es maximal entre los R € F \ {Bx}7Z] que satisfacen

3
—

1
(2.5) RO B < 5IR|

1

ES
Il

La desigualdad (2.5) implica facilmente que la subfamilia { By} cumple la siguiente
propiedad:

(2.6) [ () <X im

Para estimar la norma débil (2,2) de Mg, observamos que

IS S ) MU 1Y) e |

Usando (2.6), la expresién anterior es menor o igual que

<) (T 1))

Despejando,

@) (Si8) " < i

Si demostramos que

(2.8) |U Ry, \UBi| <o _|Byl,
entonces, usando (2.7) se obtiene

|K| < |URy,| <|UB|+|URy, \UB| <

<@ra) (X1Bd) < EDyp

Y, en consecuencia,

2(1+c) +00)

[{Mof(x) > A} < 1112
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si ¢y es independiente del compacto K.
Por tanto, tenemos que probar (2.8). Sea R un rectdngulo perteneciente a

F\ F. Por construccién,

1
> |RﬂBk|>§\R\.
By:|Pi(By) 2| Py (R)|

Si R € By, se debe cumplir una de las dos siguientes desigualdades.

RNB 1
(2.9) Z ‘ k‘ > -
|R| 4

By, €B;:|P1(By)| 2| P1(R)|

(6}
RNB 1
(2.10) > ROB 1
R 4
B¢ Bl Pu(By) > | Py (R)
Llamemos
RNBy _ 1
=S rRe(F\F)nB: > % >0
z Beesp By s T
y
_ . RN B 1
Fo=J{Re(F\F)NB: > T

l By ¢B:|P1(Bg)|>| P1(R)|

Si R € B, y se cumple (2.9), entonces R C {z : Mo, (3.5 cp X8,) > 1} En

consecuencia,

| Ug, {Mg, > xs) } <16 ZIIMmII Lo Y xmll3
BreB; BreB,;
2
<16 sup 1Ma,lI7: o | Y XBull2 <
Bkej:
(2.11) <32 sup 1Mo 172_, 12,00 (Z|Bk)

" !

En la iltima desigualdad hemos utilizado (2.6)
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Supongamos ahora que existe una constante universal ¢, con la propiedad de
que para todo R € F, N B;, podemos encontrar R, R € By que contienen a Ry

que cumplen

B.NR B, N R, B, NR_
BinR| _ |BNRL | |BOE

(2.12) < — —
R IR,| IR_|

para todo By ¢ B;. Esto implicaria que

1
| Uss Bl < {May(3 x5 > 53 < 43I Moyl2s e 1 X <

(2.13) < 128¢%| Moy 3, paee (3 1B1])

Combinando (2.11) y (2.13), obtenemos (2.8) con ¢y = 32 sup || Mg, ||*+128¢2|| Mg, ||*-
Asi pues, debemos demostrar (2.12). Para ello, necesitaremos introducir algo

de notacion.

Definicion: Dados U,V € By, diremos que U cruza V' completamente si existe
un intervalo J, tal que
J CPU)NP(V),

y, si S es la banda S = {(z,y) : z € J}, U=UNS,V =VnS, entonces
UnvV #0,

PQ,Z'(U) N PQ’«L(V) = @ para 1= 1, 2.

(Véase la figura 3).

J

Figura 3
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Obsérvese que U cruza V completamente si y sélo si V' cruza U completamente.

Los dos lemas siguientes son unas sencillas observaciones geométricas.

Lema 2.2.1 Si Vi, Vs cruzan U completamente, donde |Poy (V1) = |Py1(V2)| y
dngulo(Vo,U) = ag < aq =dngulo(V1,U), entonces

VinU| < [VanU.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que U tiene lados
paralelos a los ejes. Entonces, si llamamos a = [P (U)| y b = |Po1(V})],

a-b
vinu =2
an &
por lo que si s < a, entonces [V NU| < |[VoNU|. O

Lema 2.2.2 5i Vi, V; son paralelos, cruzan completamente U y |Py(V1)| = |P1(Va)]

= L, entonces
vnwl _ [UnV

Vil VA

Demostracion. De nuevo supondremos que U tiene lados paralelos a los ejes.
Pongamos a = |P;(U)| o =angulo(V;,U) y b; = |P,1(V;)| para j = 1,2 (nétese

que « no depende de j). Entonces, al igual que en el Lema 2.2.1, se tiene

Unvyl  a-b; I a
V;|  tana b;-L Ltana’

que no depende de j. O

Una vez que tenemos los dos lemas, demostremos (2.12). Sea R € F, N By,
Be F\B talque BNR#(y |P(B)| > |P.(R)|. Sea ag el 4ngulo que forma R
con el eje de las x, y ap el dngulo que forma B con el eje de las x. Supondremos
que ap > agr (el caso ap < ap se trata de manera andloga). Entonces, existe un

angulo 6 del conjunto de separadores €y, tal que
ap > 0, > ag.

Sea R el minimo rectangulo en la direccién de 6 que contiene a R, y sea R, el

rectangulo concéntrico con Ry 9 veces mayor. Llamaremos R,,;; al rectdngulo en
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la direccién de 6y que cumple
Pi(Boia) = Pi(RY),
RcC ﬁmida
~ 1 ~
R| = - | Riiq|-
Bl = 2| R

Es decir, ﬁmid es el tercio central de ]/i\’+ (véase la figura 4).

Direccion de 6y,

R I

Ria

Figura 4

Queremos probar que

BOR| _ |BOR,
R R,|

(2.14)

con c¢ una constante universal. Puesto que }/E:L € By, esto demuestra (2.12).

Para simplificar la notacién, de ahora en adelante escribiremos R en lugar de
R, . Definimos R* como la minima banda infinita que contiene a R y tiene su

misma pendiente. Sea B’ el minimo rectdngulo que contiene a B, con P;(B') D

P (R), y pongamos

~

B*=B'n[P,(R) x R],

(véase la figura 5). Es facil observar que |B* N R| < 3|BN R|.
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Figura 5

Consideraremos dos casos:

CASO 1: B* cruza R completamente.

Sea R un rectangulo en la direccién de 6, tal que
P(R™) = Pi(R),
R }’imid,
|Poi (R7)] = |Poi (R).
Por el Lema 2.2.1,

|B*NR| <|B*NR®| < |B*NR™,

B'NR| _|B'NRY 3B NR 31BN R|
Bl R | Rrr| R
En la dltima desigualdad hemos utilizado el Lema 2.2.2. Tenemos asi que
|BN R < |B*N R < 3|BAmR| < 9|BDR|.
|B| |B| |R| R

CASO 2: B* no cruza R completamente.

Podemos suponer que [Py (B*)| < %\PQJ(I/%)L puesto que, en caso contrario,
. 1 ~
RnB'|> IR,

de donde se obtiene ficilmente (2.14) (véase la figura 6).

39
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Figura 6

Pero si |Py1(B*)| < §|P2,1(I/i;)|, se sigue que
|B*| < 3|B*NR|.
Sea B*"° un rectangulo con pendiente 6y, tal que
P(B"") = P(R) = P(B"),
B*Tot C Em’id,
| P,y (B*)| = | Py (BY)].
Nétese que |B*| = |B*™|. Por el Lema 2.2.1,
|B*N R| < |B*NR®| < |B""' N R,
y esto implica que
‘B* ﬂR‘ < ‘B*rotﬂRoo‘
|B*| — |B*rot|

Por el Lema 2.2.2, la tltima expresién es igual a

R N B*| _ 3R] _9IR|
(Rl |Rmidl ||

De aqui se sigue que

B OR| 9B BRI
R TR R
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Y, por consiguiente,
BNR BNR
BOR _ g 1BOR
|R| R
lo que demuestra (2.12). O

2.3 Demostracion del Teorema 2.1.2

En esta seccién volvemos a utilizar la notacién introducida en la seccién 2.1. En
particular, las bases estaran formadas por verdaderos rectangulos, no paralelo-
gramos como en la secciéon anterior.

Empezaremos linealizando los operadores Mg y Mg,. Para cada a € 72, Q,
denotard el cubo unidad de centro a. Dado un conjunto A C [0,7/4), para cada

a elegimos un rectangulo R, € By, tal que R, D @,. Definimos el operador T}

T =3 gy ([, 1) xer o)

como

Por definicion,

(2.15) Taf(x) < Maf(z),

cualquiera que sea la eleccién de rectdngulos {R,} que hagamos. Ademas, existe
una sucesion de operadores {7 f}, asociados a reticulos de cubos mas pequenos
de R?, que convergen puntualmente a M, f. Por esta razén, basta con probar la
desigualdad que se obtiene reemplazando Mg por T en (2.3).

Necesitamos la siguiente versiéon de un resultado de Carbery [8], en el que
establecemos la relacién entre las constantes de cierta estimacion tipo Vitali y la
norma del operador.

Teorema 2.3.1 En las condiciones anteriores, Ty es de tipo fuerte (p,p) si y sélo

si ezxiste una constante Cy, tal que para toda sucesion {\,} C R, se cumple

pl
1 /
(2.16) /(ZAQWXRQ) <Gy > Al

Ademds, el infimo de las constantes (Cp)Y?" que verifican (2.16) es | Ta||ro—ro-
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Demostracién. Si T, es de tipo fuerte (p, p), entonces su adjunto T} definido por

Tiow) = ([ o) o)

(67

es de tipo fuerte (p',p’), con la misma norma. Tomando g = )" AaXq., se obtiene
(2.16) con Cy = [|IT; 117, v = ITall%s, o

Reciprocamente, si se cumple (2.16), entonces, para toda h € L”

/TA Y < Oy Z/ p,/\h\p’.

(Aqui hemos usado la desigualdad de Jensen y el hecho de que los @, tienen
interiores disjuntos). Por consiguiente, T es de tipo fuerte (p,p) y su norma estd
acotada por (Cy)'/?'.
O

Una vez establecido el Teorema 2.3.1, continuamos con la demostracion del
Teorema 2.1.2. Definimos T, para una cierta eleccién de rectangulos { R, }. Hemos
de demostrar que se cumple la desigualdad (2.16) con p=2y
Cy/” = supjy [ Mo, 1212 + O | Mag |21

Pongamos

AaT—X =
a:Ra €8 |R | R"‘)

/Z(ZA w)

a:R,€Q

)W D) DPRETE IR

j<i R, €9 RgeQly

= A+ B.

Para el primer término, A, usamos (2.15) y el Teorema 2.3.1 con p = 2 y
A = €y, obteniendo

A < Z ||Mﬂl||L2_>L2 ( Z |/\a‘2> S

a:Ry €€
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< (supuMQlHM) (Z ) w) <

I a:R,EQ

(2.17) < (sngMnllliz%m) (ZI/\aIQ) :

Pasemos ahora a la acotacién de B. Como vimos en la seccién anterior (de-
sigualdad (2.12)), existe una constante C tal que, si Ry, € ; y Rz € €, con
J <l - =,

Ry 0 Ryl |R~aﬂRﬂ\+C|Ra”Fﬁ"
RallBsl = [Rol|Rsl — |Ral RS

donde R (ég), son rectangulos de la base By, que contienen a R, (Rg). Por tanto,

B<QCZZ/Z S

i<l RoE€Qy RBEQ |R ||R |

S [ 35 i -

j<l ¥ Ra€Q RgeQ;

XR;XRB+

=B~ + B™.

Vamos a estudiar el término B~ (el otro es anzilogo). Se tiene que

OV DIPIES

XR;XRB S
J<li Ra€Q; RgeQ; |,B|

(2.18) <2C/ (Z > %0 22 Aﬁ\R/s\

Ra € j RpeQ;

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, (2.18) es menor o igual que

<20 /(Z

La ultima integral es igual a I. Para mayorar la primera integral, observamos

1/2 2\ 1/2

2
XE_ XRg
: A
|Ra|> / 22 *Rs|

j RpeQ,

Ra EQI

que E’; € )y para todo a. En consecuencia, usando de nuevo el Teorema 2.3.1 y
(2.15), obtenemos

1/2
(2.19) B~ <2C||Mgy||z2 -2 (Z |)\a‘2> I.



44 OPERADORES MAXIMALES DIRECCIONALES

Combinando (2.17) y (2.19) se llega a

1/2
2 2
I* < (sgplanzHLzﬁLz) (;Malg) + C'[[ Moy || 2212 (Za:Malz) 1.

De aqui se deduce que

1/2
1< (Sl;p||MQl||L2_>L2 +C||MQO||L2_>L2> (Z|/\a|2> .

Y, por el Teorema 2.3.1, esto concluye la demostracién del Teorema 2.1.2.

2.4 Aplicaciones

El principio de casi-ortogonalidad (2.1.2) resulta tener interesantes aplicaciones.
Por ejemplo, si 2y es un conjunto lagunar, ||Mq,||z2_,z2 es una constante, como
ya hemos visto en el primer capitulo (Teorema 1.5.4). En este caso, si se obtiene
(2.1). La norma del supremo de los 2; estd esencialmente acotada por el supremo
de sus normas.

Si ademds todos los €2; son lagunares, ||Mq;||,2— 2 = C para todo j, y
(2:20) | Mafll2 < C||fl2-

Es decir, podemos meter conjuntos lagunares dentro de separadores también la-
gunares, y seguir obteniendo un operador acotado. Los conjuntos multi-lagunares
habian sido ya estudiados por Sjogren y Sj6lin [33], que obtuvieron (2.20). Nue-
stro principio de casi-ortogonalidad generaliza su resultado permitiendo introducir
otros tipos de conjuntos dentro de separadores lagunares.

Otra importante consecuencia del Teorema 2.1.2 es que, como corolario, se

obtiene una prueba muy sencilla del teorema de Katz.

Teorema 2.4.1 Dado un conjunto Qn C [0,7/4) con N elementos, donde N > 1,

existe una constante K independiente de Qy, tal que

(221) ||MQN||L2—)L2 S K(IOgN)
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Demostracién: Podemos suponer que N = 2. Demostraremos el resultado
por induccién sobre M. Para M = 1,2 la desigualdad (2.21) se cumple sin més
que tomar K suficientemente grande, debido a la acotacion del operador maximal
fuerte.

Supongamos ahora que M > 3 y que (2.21) se cumple para todos los conjuntos
de cardinal 2%, con 1 < k < M. Supondremos que K es suficientemente grande, en
concreto, pediremos K > 2C/log2, donde C es la constante del Teorema 2.1.2).
Si los elementos de 2 estdn ordenados, {¢; > ¢ > ... > ¢y}, tomamos como 2
el conjunto que consiste solamente en ¢y y en el elemento central ¢ N. De este
modo, sélo hay dos conjuntos €2; y 22, cada uno de los cuales tiene N/2 elementos.

Por el principio de casi-ortogonalidad 2.1.2

(222) ||MQ||L2—)L2 S C”MQO”Lz_,Lz + SUII)Q ||MQJ'||L2—)L2-
J=1

Como € tiene sélo dos elementos, la norma en L? de Mg, es una constante. Por
otro lado, por hipétesis de induccion,

[Ma, || 21> < K(log(N/2)), j =1,2.
De modo que (2.22) se convierte en

|Mal|z2—r2 < K(log(N/2)) +2C < K(logN) — K(log2) + 2C < K log N,

2C

pues hemos tomado K > log 2"

O
Aqui se observa la importancia de que la constante que multiplica al supremo
de las normas de los Mg, sea 1. Si fuera mayor, K creceria en cada paso de la

induccidn.

En su articulo [27], Katz demuestra también un resultado andlogo a (2.21) para
el tipo débil de Mq. En concreto,

(2.23) [ Ma||s2s 120 < K (log N)V2,

para cualquier conjunto 2 € [0,%) que tenga N > 1 elementos. Esta cota es
6ptima, pues se alcanza cuando 2 es un conjunto equidistribuido (véase [38]).
Como corolario del Teorema 2.1.1, nosotros solamente podemos obtener el siguiente

resultado, mas débil.
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Corolario 2.4.2 FEziste una constante K tal que, para cualquier conjunto
Q C[0,7/4) con N elementos, (N > 1)

(2.24) | Mq||125 1200 < K(log N)?,
donde > 1/2 depende de las constantes C1 y Cy en (2.2).

Si consiguiéramos demostrar (2.2) con C; = 1, el mismo argumento del Teorema
2.4.1 implicaria (2.23).

Una modificacién de la demostracion del Teorema 2.1.2 permite mejorar el
resultado (2.24). Este corolario es debido a A. Carbery.

Corolario 2.4.3 Eziste una constante C tal que, para todo conjunto 2 C [0,7)

de cardinal N > 3, se tiene
(2:25) ||MQ||iz_>L2,oo < C'log N(loglog N)?.
Demostracion. Necesitamos el siguiente resultado, analogo al Teorema 2.3.1.

Teorema 2.4.4 Sea T\ como en el Teorema 2.3.1. Entonces Ty es de tipo débil

(2,2) siy sdlo si existe una constante Cs, tal que para todo A C 72, se tiene

(2.26) / (Z ﬁxm) < Cy(tA).

Liamemos By(Ty) al infimo de las constantes Cy que satisfacen (2.26). Entonces,

2
L2—[200

By (Th) es equivalente a ||Th||

Su demostracién, excepto por la observacién de las constantes, que es similar

a la del Teorema 2.3.1 se puede encontrar en [8].

Sea By el supremo de By(T)) sobre todos los T tales que A tiene N elementos.

Tenemos que demostrar que
By < Clog N(loglog N)?.

Fijamos un conjunto €2 de cardinal N, y el operador Ty asociado. Al igual que
hicimos en la demostracion del Teorema 2.4.1, definimos €23 como el conjunto que

consta solamente del 1iltimo elemento y el elemento central de €). Por consiguiente,
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cada uno de los conjuntos §2; y Q5 tiene N/2 elementos. Repitiendo la demostracién

del Teorema 2.1.2, llegamos a

/(Z| a‘ Ra) SB]V/Q(jj‘él)_{—

acA

o 1/p' p\ 1/p

(2.27) +20 / (Z D ‘)Z:) / ) Z XRB

I Ro€fY Jj RpeQ

Aqui, en lugar de aplicar la desigualdad de Cauchy-Schwarz en (2.18), hemos usado
la desigualdad de Holder para ciertos p < 2 y p' > 2 que elegiremos en seguida.
Ahora, por el Teorema 2.3.1, el miembro de la derecha de (2.27) estd mayorado

por
By (£A) + 2C|| Moy || 1o 10 (£A) 77 | Mol 1o ($A)7 =

(2.28) = B2 + 2C|| Mgy || o 10 | Ma || o, 1] (BA) -

Por el Teorema 2.4.1, e interpolando con L,

(2.29) 1Mol < Cllog N)*7 < C,

donde C es una constante absoluta, con tal que elijamos p’ de forma que z% =

1og1%>g1v- Por tanto, (2.28) y (2.29) implican que

By < Byjo + C|[May || 7 15-

Puesto que €2 solo tiene dos elementos, por (1.4) y nuestra eleccién de p', obte-
nemos que

C
——— < C(loglog N)2.
(p—1) ( )
A partir de esta desigualdad, se demuestra facilmente por inducciéon que By <
C'log N(loglog N)2. Aplicando el Teorema 2.4.4, la demostracién de (2.25) estd

concluida.

| Mao||lLr—rr <

O
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Capitulo 3

Principio de casi-ortogonalidad:

el caso general

3.1 Enunciado y demostracion de los resultados

En el capitulo anterior demostramos el principio de casi-ortogonalidad para los
tipos débil y fuerte (2,2). Nuestro objetivo en este capitulo es encontrar una
relacién similar entre las normas (p,p) de Mq y las normas (p,p) de los Mgq,. En
lugar de los argumentos geométricos usados en el capitulo anterior, seguiremos el
método de Nagel, Stein y Wainger [29]. Para ello, vamos a cambiar la definicién
de las funciones maximales. También habremos de considerar una descomposicién
de Littlewood-Paley, y la funciéon cuadrado asociada.

Sea Qo = {61 > 6> > ... > 0; > ...} un subconjunto de [0, 7). Para cada j > 1,
consideramos conjuntos €2; C [0;,0;_1), donde estamos tomando 6y = 7. También
supondremos que 6; € €);. Definimos los operadores maximales asociados a los
conjuntos €2;, j > 0 mediante

1
MQof(x7y) = Sup

h
—/ f(aﬁ—tcosﬁj,y—tsinﬁj)dt‘,
h>0,4 | 2h J_p

y, 817 > 1,

Mij(fL', y) = sup
h>0,0€ﬂj

I :
ﬁ/hf(x—tcose,y—tsm@dt‘,

para f € §. La funciéon Mg se define como

Mﬂf(x’y) = sup MQJf(xay)

i>1

49
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Ahora introduciremos una funcién cuadrado asociada a €)y. Para cada j > 1,

sea 0; = |0;_1 — 0;]. Consideremos los siguientes sectores angulares,

1 1
0; — 50 < arctan (%) <Oj-1+ 559 } ;

y los sectores ligeramente més grandes,

1 z 1
9]' - mdj < arctan (_—y> < 0j_1 + ﬁé} } .

Para cada j > 1, escogemos una funcién w;, homogénea de grado cero, C*° en

5 ={@yew

5-{@per

la esfera S, idénticamente igual a 1 en el sector A; y soportada en el sector fA\;

Definimos el operador S;, asociado al multiplicador w;, mediante
(S]f)A: wjfa

y la funcién cuadrado S

1/2
Sf(z) = (Z\sjf(xn?) .

j21

Las propiedades de S dependen directamente de la geometria del conjunto de
separadores (.

Ya podemos presentar los dos resultados principales de este capitulo.

Teorema 3.1.1 Con la notacion anterior, dado 2 < p < 0o, existe una constante
Cp tal que

B 1Mol < Gy [Nty + (sup 1Mo s ) 15571
i>
Para 1 < p < 2, obtenemos
Teorema 3.1.2 Si 1 < p < 2, existe una constante Cy tal que

2
32 |Maflly < Cp | IMoglliross + (500 Wt s ) ISI200 | 171

Jj>
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El Teorema 3.1.1 es consecuencia de los dos lemas siguientes. Para el primero,

necesitamos introducir la funcién de Hardy-Littlewood direccional en la direccién
de 6,

My f(x) = sup
h>0

1 [t
ﬁ/_hf(:v—tcosﬁ,y—tsinﬁ)dt .

Lema 3.1.3 Para cada j > 1 y para cada 0 € ),
(3.3) My f(z) < C[My, f(x) + MMy(S;f)(x)],
donde M es la funcion mazximal de Hardy-Littlewood usual.

Demostracién. Nuestro argumento es una ligera modificacién de la demostracién
del Lema 3 de [16]. Elegimos una funcién positiva ¢ € C§°(R) con ¢ = 1 en [—1, 1].
Fijamos j > 1y 6 € Q.

Entonces, si f > 0,

1 o0
Mgf(x)ngup—/ ) t f(x —tcosf,y —tsinf)dt =
h>0 2h —0 h

(3.4) = C sup Ny jof ().

h>0

Llamemos m = ¢. Tomamos una funcién ¢ € C°(R?), con ¢(£) = 1 si €] < 1.

Descomponemos (N, jof)(€) en tres trozos.

~

(Npjof) (&) = m(h& cosf + h&sin ) f(§) =

~

= m(h& cos O + h&ysin0) ¢(hd; &) f(€) +
+m(h& cos 0 + hé&ssin ) (1 — ¢(hd; €)) (1 — w;(hE)) F(E) +

-~

+m(h&1cos  + h&ysin0) (1 — ¢(hd; &)) w;(hE) f(€) =

—— e~ e~

(3.5) = Injo(f) (&) + Inj0(f)(E) + Lpj0(f)(E)-

Consideramos el multiplicador del primer término, m(h&; cos 6 + hés sin 0)¢(hd;€).
Componiendo con una rotacién apropiada, podemos escribirlo de la forma
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m(hm )¢(hd;n). Ahora, si diferenciamos este multiplicador con respecto a 1 y 72,
vemos que la transformada de Fourier Ky de m(hn,)¢(hd; n) verifica

[21]% 22| | K (2)] < C6;17,

de forma que el operador K; * f esta acotado por la funcién maximal sobre
rectdngulos con excentricidad d; y lados paralelos a los ejes coordenados. Por
consiguiente, supy, I ;¢(f) estd mayorado por My, f, la funcién maximal sobre los
rectdngulos de excentricidad d; y lados paralelos a la direccién dada por el angulo
6. Ahora observamos que |# — 6;| < 4,, de modo que los rectdngulos que aparecen
en la definicion de My, f se pueden incluir en rectdngulos de drea comparable y

lados paralelos a ¢;. Por tanto,

|sup Iy jo0f(x)| < CMy, f(z).

h>0

El segundo término se acota del mismo modo que el primero. Y el tercer término
estd controlado por M My(S;f). Esto concluye la demostracién del Lema 3.1.3.
O

El siguiente lema también nos hace falta para demostrar el Teorema 3.1.1.

Lema 3.1.4 Supongamos que para ciertos p > 1, ¢ > 2 y para cualquier sucesion

de funciones {f;}, se tiene

oo 1/q 00 1/q
(3.6) ‘ (Z \Mnjfj\q> <B (Z Ifj\q)
j=1 ) i=1

p

Entonces,
(3.7) [Mafll, < Cp[[[May fllp + BIISfll»],

para una constante Cp.

Demostracién. A partir de la estimacién puntual (3.3) del Lema 3.1.3, se obtiene

Mof(z) = sup Mpf(x) <C |Mo,f(x)+ sup M>My(S;f)(z)]|.

7>1,0€9 5>1,0€9;
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Por el Teorema de Hardy-Littlewood (1.1.2),

sup M My(S;f)

jZI,HEQj

sup  My(S;f)

jZI,QEQJ‘

p p

Notese que

1/q
sup My(S;f) < (Zsup (My( Sf))) =

Jj>1,0€9; 9eQ2

= (i (Ma, (ij))q) l/q-

=1

La hipotesis del lema implica que

sup  My(S;f)
§>1,0€9;

0 1/aq
(Z |ij|q> <

j=1

p P

© 1/2
(Z|ij|2) =B||Sll,-
i=1 )
En la segunda desigualdad hemos usado que ¢ > 2. Esto demuestra (3.7) y, por
consiguiente, el Lema 3.1.4.

O

Demostracion del Teorema 3.1.1. Es una consecuencia directa del Lema 3.1.4,
a partir de la observacién de que (3.6) se verifica con B = sup || Mg, ||zr1» y P = ¢
O

Demostracion del Teorema 3.1.2. Por razones técnicas, demostraremos el
Teorema 3.1.2 con una funcién cuadrado un poco diferente, S, adaptada a los
sectores A;. Tomamos una funcién w; idénticamente igual a 1 en A; y soportada

en un sector ligeramente més ancho. Entonces, definimos el operador S; como
(Sif)=u;f,

y consideramos la funcién cuadrado asociada, S.
Esta demostracién sigue unas ideas debidas a M. Christ, que se pueden en-

contrar en [7]. Comenzamos considerando el operador N ;g f(x), definido en la
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demostracién del Lema 3.1.3 (véase la ecuacién (3.4)). Al igual que hicimos alli,
separamos (NNp, ;o) en tres trozos, dados por la ecuacién (3.5).
Vimos que

(38) sup (Ih,j,a(f) + IIh’j,e(f)) S CMQOf.

h,j>1,0€9;

Necesitamos estimar el tercer trozo, Il j¢. Sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que el conjunto € es finito. Entonces, existe una minima constante C(f2),

tal que

sup | e(f)|
h>0,j>1,0€Q;

< CE) I £ 1lp-

P
Tomamos una sucesién de funciones, {g;}. Por (3.5) y (3.8),

sup |} (9;)| <
h>0,j>1,0€Q;

sup  [Najolg)|+  sup  |Inj0(95) + I je(gs)| <
h>0,j>1,0€Q; h>0,j>1,0€Q;

+ O, (sup10 ) <
i>1

< sup

Nh,jo(sup |g;])
h>0,j>1,0€0; J

< sup
h>0,j>1,0€0;

+2C Mg, (sup \gj|> }
i>1

Iy, je(sup |g;])
>1

Por consiguiente,

sup |y 6(95)]

: < (C() +2C | Magll 1o 10) ||sup |95
h>0,j>1,0€9; j>1

P p

Por otro lado, se tiene trivialmente que

1/p
(Z sup [, ;0(9;)[" ) <

j>1 h>0,0€ﬂj

sup | e
h>0,9€Qj

»
sup
j=1

1/p
) ' (Z le”)
Lr—Lp j>1 )
Interpolando (con ¢ = £),

1/2
(3.9) (Z sup |111h,j,0(gj)|2) <

j>1 h>0,9€ﬂj

p
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® 1/2
(C(Q) +2C | Mayllo_,0)' | sup || sup |1 | > gl
gzl ||h.0€9; Lo—sLp j>1
= p
Ahora,
sup  |Inz0(f)] || <
h>0,j>1,0€9; )

sup | o(I — ,SN'J)(f)|

h>0,j>1,0€9;

1/2
+ (Z sup |IIIh,j,0(§jf)|2>
P p

j>1 h>0,0EQj

El primer término de la dltima expresién es cero, por definicion de III}, ;4 y SN”J

¢ ~
) I,

Por (3.9), el segundo término estd acotado por

sup [l 4|
h>0,9€§2j

(C(V) +2C | Maglloy10)" (SUP

i>1

LP—LP

Ahora usamos que C'(2) es minimal, y por tanto

(3.10) cQ) <
¢

(C(Q) + 2C|| Moy || Lr—22) ™ | sup || sup |1}, .0 HS :

j>1 ||h>0,0€9; LosLp LP—sLP

De la ecuacién (3.10), deducimos la siguiente expresién para C(€2)

~n2
) ||S||L/Lm] :
LP—LP

I jof < M(Npgo((@05) * f)),

donde M es la funciéon maximal de Hardy-Littlewood. El teorema de Hardy-

C(Q) <2 sup [} ,p|

h,QEQj

C”MQO”LP—)LP + (s_up

j>1

Obsérvese ahora que

Littlewood (1.1.2) y la acotacién uniforme de la norma L' de los (&;) implican

que

sup |IIIh,j,9|
h>0,9€Qj

sup
Jj=1

< Cp sup [[Mao,|| o0,
LP—LP 321

lo que demuestra el Teorema 3.1.2.
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3.2 Aplicaciones

La primera aplicacién de los Teoremas 3.1.1 y 3.1.2 serd una generalizacién del
Teorema 1.5.4. Mostraremos que podemos introducir nuevas direcciones {2; entre
cada dos separadores lagunares consecutivos, de modo que el operador obtenido

siga estando acotado.

Teorema 3.2.1 Sea €y una sucesion lagunar. Con las mismas hipdtesis del Teo-

rema 3.1.1, se tiene que

B1) sl < Gy (sup 6o, lirose ) 1 1 <0< 0,
J2

El Teorema 3.2.1 también generaliza el resultado de Sjogren y Sjolin [33] que
mencionamos en la seccién 2.4 y en el que cada €); es un conjunto lagunar. Nuestro
teorema, en cambio, no depende de la estructura concreta de los §2;, y muestra
que, cuando el conjunto de separadores es lagunar, si se obtiene la acotacién de la

norma de un supremo por el supremo de las normas.

Demostracién. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que i < A\ <

2
1. También supondremos que existe un 0 < Ay < A tal que 8,1, > Af; para
todo j. De hecho, podemos tomar \g = )2, y anadir términos adicionales a
nuestra sucesion de partida, de forma que esto se cumpla. Obviamente, el operador
maximal asociado a la nueva sucesiéon es mayor o igual que el operador maximal
de la sucesion original. Necesitamos esta cota inferior \y para asegurarnos de que
para todo j > 1, los sectores & y Z:z tienen interseccion vacia.

Para obtener (3.11), aplicamos los Teoremas 3.1.1 y 3.1.2. En nuestro caso,

por el Teorema 1.5.4, | Mg, ||rr—1» < Cp, de modo que

Mafll, < Cy £l + G, (sup ||M9j||LpﬁLp) 1Sfl,, si2<p< oo
J

13401 < Gy 7l + Cy (s0p M -0 ) UL Ml 511 <p <2
Jz

El multiplicador

Z Fw;(€)
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estd acotado en LP, 1 < p < oo, para todas las posibles elecciones de signos. Por
un argumento bien conocido que utiliza las funciones de Rademacher, (ver por

ejemplo [34]), obtenemos
1Sfllp < Collfllp, 1 <p < oo,

lo que demuestra (3.11).

El Teorema 3.2.1, a su vez, tiene la siguiente aplicacién.

Sea €y = {6,},>1 una sucesién lagunar. Para cada j, tomemos una familia €2;
de N direcciones {a;x}r=1,..v C [0;,0;—1). Definamos los operadores maximales
Mg, como de costumbre,

1 [
ﬂ/ f(x —tcosayg,y — tsina;y) dt|,
—h

Mg, f(z,y) = sup sup
h>0 k=1,..,N

Maqf(x,y) = sup Mo, f(z,y).
Jj>1
Por el Teorema de Katz [27],

sup || Mo, |22 < Clog N.
jz1
También tenemos la cota trivial
sup ||MQJ.||L1_)L1,00 < CN.
jz1
Interpolando, si 1 < p < 2, se tiene que
2_4q 2_2
sup | Mg, ||Lp—sze < CpoN?~ " (log N)™ ».
3>
Ahora usamos (3.11), obteniendo
2_ _2
[Mofll, < Cp N»~"(log N)* 7> [|f]l,, 1<p<2.

Notese que en este caso, aunque {2 es un conjunto infinito, continuamos teniendo

la misma cota que para cada 2;, de N elementos.

Presentemos ahora otras consecuencias del Teorema 3.1.1.
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Teorema 3.2.2 Sea )y un conjunto de N direcciones uniformemente distribuidas.

Supongamos que (supjZl ||MQJ.||L2_>L2) < 0o. Entonces,

0l < | Cutog ¥ + Ca (sup M )| 151
i>
para ciertas constantes universales C1, Cs.

Demostracion. Es una facil consecuencia del Teorema 3.1.1. Por el resultado de
Strémberg [38],
| Magllz2s2 < Clog N.

Ademis, en este caso ||Sf||l2 ~ ||f||2 por Plancherel.
O

Observacion. Se puede obtener un resultado similar para otros valores de
p # 2. En particular, si 2 < p < 4, podemos usar la cota hallada por Cérdoba
(véase [12]) para la funcién cuadrado asociada a estas direcciones. Por simplicidad,

aqui nos hemos limitado al caso p = 2.

Ahora pasaremos a estudiar conjuntos €2y mas generales. Para ello, necesitare-
mos algunas definiciones. Dado un abierto U C R, decimos que un conjunto de

intervalos {Iz} es una descomposicién de Whitney para U (con constante C) si

(7) Iy C U, para todo f3.
(i4) Ul =U.
(i3) &5l < d(I5,0U) < C|Ip|.

Diremos que un conjunto S de cardinal finito N es de tipo Whitney con cons-
tantes (C1,Cy) si para todo s € S existe una descomposicién de Whitney {I3} de
{s}¢ (con constante C1) tal que a lo sumo Cy(log N)* de los intervalos I} tienen
interseccién no vacia con S. Este tipo de conjuntos fue introducido por Katz en
[26].

Teorema 3.2.3 Supongamos que Sy es un conjunto de tipo Whitney de cardinal
N > 1. Entonces,

[0l < Clog ¥ (sup Mo -2 ) 1
Jz
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Demostracién. Puesto que € tiene N elementos, | Mq,|/z2-r2 < Clog N, por
el Teorema de Katz [27]. Para poder aplicar el Teorema 3.1.1, necesitamos encon-
trar una cota adecuada para la funcién cuadrado que aparece en (3.1). Vamos a

demostrar que, para toda &,
3 wi(€) < C(log N)2.
J

Esta estimacion, junto con el teorema de Plancherel, probard el Teorema 3.2.3.
Dado 6y € Qg U 6y, sea & = (cosO,sinfy). Notese que si 0,1 > 60 > Oy y

& = (cosf,sinf), entonces
ij(f) < ng‘(&c—ﬂ + ij(&c);
J J J

por lo que basta demostrar »_; w;(&) < C(log N)? para todak=1,...,N.
Fijemos k, y consideremos la descomposicién de Whitney {I g} de {6;}¢, que
existe por definicién de conjunto de tipo Whitney. Demostraremos que para
cualquier S fijo,
(3.12) > wil&) <G,
j:QjEIg
lo que a su vez implica que
Dowile) =1+ Y wi(&)=1+C(logN)".
7 B j:ajEIﬂ
Demostremos (3.12). Se observa que la anchura del soporte de w; es menor o igual

que 3(6;_1 — ;). Por tanto, si

2 .
(01— 0;) < g min(|0 — 031, 06 — 0;-1]),
entonces w;(f;) = 0. Por otro lado, si se cumple la desigualdad contraria, entonces
2 . 2
(81 — 6;) > 5 min(|6 — 65, |6 — 01| = 3—01|f§|-

Ahora, dado que los intervalos [f;,6,_1) son disjuntos dos a dos, hay a lo sumo
[261] 41 de tales 0; € I¥, lo que demuestra (3.12). Esto acaba la demostracién del

Teorema 3.2.3.
O

Veamos, finalmente, un resultado inspirado en el trabajo de Barrionuevo [5].
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Teorema 3.2.4 Ezriste una constante Cy > 0 tal que para todo 2y con
£(0) = N, se tiene

%o
(3.13) [Mal|z2-r2 < Co (sup ||Mnj||L2_>L2) N VR,
i1

Demostracién. Por induccién sobre N. Si tomamos Cj bastante grande, (3.13)
se cumple para los N pequenos.
Dado € pequefio, que determinaremos mas adelante, diremos que 6; € € es

‘malo’ si

> will) > N
j

es decir, si el solapamiento de las funciones w; en 0; es grande.
Fijo un 6, malo, consideremos los indices j(1) < j(2) < ... < j(k) < ... <,
tales que w;k)(6;) # 0. Esto quiere decir que

d; d;
O e [oj(k) — o b1+ =507 -

Los 0y forman una sucesién lagunar que tiende a ¢;. En efecto,

1 1
00— 05| < %‘Gj(lc) = Ojmy—1] < 2—0|9j(k) — Ol

y, puesto que j(k) < [ para todo k, esto implica que

1
0iky — Oy <100 — 056 1y| < %IOJ-(IH) — Oik-9)-
Definimos los conjuntos
G_(6) = {j < 1:w;(6) £ 0},

G+(0[) = {_] > wj(Hl) 7é 0}
Entonces, si 6, es malo, §(G_(6;) UG (6;)) > N°. Sea n; = (1), donde

[(1) = min{k : §(G_(6)) > N°}.
Sea también n; = 6)(3), donde

[(2) = min{k : 6, ¢ G_(n) y 4{G-(0x) \ G(n1 )] = N}
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Definimos 7, por induccién. Para cada k, el conjunto G_(7, ) es una sucesién
lagunar. De modo andlogo se definen los 1}, asociados a los conjuntos G. El
conjunto {n,m; : k > 1} tiene como mucho 2N'~¢ elementos. Por el Teorema

3.2.1 se tiene que, para todo k,

(3.14) | sup Mo, |lp2mr < C' sup || Mg, |2 pe.
JEGL(nE) JEGL(n)

Ahora invocamos la hipotesis de induccién sobre el cardinal del conjunto de
separadores, tomando, en lugar de 2y, el conjunto {n,@t}k que, como hemos senalado,

tiene a lo sumo 2N'~¢ elementos. Por consiguiente,

(3.15) |sup sup Maq,||r2z2 < CoC'sup || Mg, || 122 (N1 7).
k jeGi(ni)

Sea G = (UyG_(n;)) U (UG (n{)). Entonces > j¢qwi(#) < N° para todo 6.
Por el Lema 3.1.3, y argumentando como en la demostracién del Teorema 3.2.3,

se obtiene que
(3.16) I ?;lg Ma,||z212 < C"N€sup || Ma,| 22— 12
Combinando (3.15) y (3.16), llegamos a

| Sl;P Mo, lzesze < (COCI(Nl_G)6 + C”NS) sup ||MQJ |22

Eligiendo ahora € = \/%, obtenemos que CoC'N~¢ + C" < (p, para una cons-

tante Cp que depende de C’,C". Asi (3.13) queda demostrado.

O
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Capitulo 4
Problemas relacionados

En este capitulo presentamos nuevas aplicaciones de los principios de casi-ortogona-
lidad. Comenzaremos con una facil observacion: la acotacion del operador maximal
es invariante por dilataciones del conjunto de direcciones. Por tanto, si {2 contiene
sucesiones equidistribuidas de longitud arbitraria, aunque estén contenidas en in-
tervalos muy pequenos, el operador maximal Mg no estara acotado.

El resultado principal de la primera secciéon es un principio de comparacion
entre familias de direcciones ® y ¥, que se obtiene como consecuencia de los
Teoremas 2.1.1 y 2.1.2. Si los elementos de las dos familias se entrelazan de modo
adecuado, la acotacion de Mg y My es equivalente. El principio de comparacién
nos permite dar una nueva prueba de un resultado debido a Arutyunyants [4].
También lo usaremos para demostrar que el operador maximal asociado a las
direcciones {2%37}, ycz no estd acotado en LP, p < oc.

En la segunda seccién, extendemos el resultado de Hare (Teorema 1.6.5) a
conjuntos regulares Ahlfors-David, mas generales que los conjuntos de Cantor.

A partir de ahora, €2 serd un conjunto de pendientes, en lugar de un conjunto
vectores de S', como en los capitulos anteriores.

4.1 Un principio de comparacion

Iniciamos la seccién con una proposicion sencilla, que nos sera de utilidad maés

adelante.

Proposicién 4.1.1 Sea Q C [0,1] un conjunto de direcciones. Para un A > 0,

63
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sea XY ={\0 : 0 € Q}. Definimos el operador mazimal mediante

Ma f(x,y) = sup

e

1 rh
supﬁ/ flz—t,y—6t)dt].
—h

h>0

Entonces,
(4.1) [Mallr2—s 2 = [[Maallr2— 12

Demostracién. Si definimos fA(z,y) = f(z, \y), es facil ver que Myq (f(z,y)) =
Mg (f*z,%)), de donde se obtiene (4.1).
|

Veamos ahora un principio de comparacion entre operadores maximales aso-
ciados a direcciones entrelazadas. Consideremos las dos familias de direcciones,
® = {dataca C [0,1] y ¥ = {¢g}pes C [0,1]. Supongamos que P estd en-
trelazada con ¥ del modo siguiente: para todo a € A, existen 1,32 € B, con
Y, < bo < Vp,. Ademids, [{a € A : s < do < Yp,}| < C, donde C es una
constante independiente de 1, .

Proposicion 4.1.2 En las condiciones anteriores, si el mazimal My estd acotado

en L?, también lo estd M.

Demostracion. Sea © = & U V. Claramente, Mgs < Mg. Por el principio de

casi-ortogonalidad (2.3), tomando ¥ como el conjunto de separadores (2, se tiene
|Mo||z2—12 < C||My||z2-12,

pues el cardinal de los conjuntos intermedios esta uniformemente acotado. Por
tanto, || Mg (|22 < C||My||r2- L2
O

Como aplicacion de esta proposicién, daremos una nueva prueba de un resul-
tado de Arutyunyants [4].

Sea C' un conjunto de Cantor centrado, y sea I un intervalo del paso N de
la construccién de C. Al tnico intervalo J del paso N — 1 que contiene a I le
llamaremos el padre de I. Denotaremos por ry, la razén de diseccion del paso N,
al cociente |I|/[J|.
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Teorema 4.1.3 Sea C un conjunto de Cantor centrado cuyas razones de di-
seccion ry tienden a 1/2 cuando N tiende a co. Entonces, Mg, no estd acotado

en LP, 1 <p < oo, ni es base de densidad.

Observacién:
La demostracién de Arutyunyants consiste en encontrar una sucesién {w,} C C,

Wji41
wj

tal que lim; o = 1. A esta sucesi6n le aplica un lema de Stokolos [36] en el
que prueba que se puede construir un arbol de Perron asociado a sucesiones que
cumplen dicha condicién.

Nosotros probaremos que, si las razones de disecciéon de un conjunto de Cantor
centrado C' tienden a 1/2, existe una sucesién © = {f;} C C, de longitud tan
larga como queramos, que estd entrelazada con una sucesién equidistribuida. Esto
nos permitird aplicar el principio de comparacion 4.1.2 para demostrar que M¢c no

estd acotado en L? (véase la observacién 1 de la seccién 1.5).

Demostracion. Dado un intervalo Iy del paso N de la construccion de C,
llamemos Ijllv e 1'2]2\, a sus hijos, y sea hy la distancia entre I}, e I%. Si la razén de
%, % tiende a % cuando N tiende a infinito, entonces (}—ﬂ tiende a 0.
Dado K > 0, tomemos un intervalo I, de paso Ny, con Ny suficientemente grande

diseccion

para que (}—11:' < 27K para todo N > Ny. Elegimos como la subsucesién {6;} los ex-
tremos derechos de los subintervalos de [, de paso N, con N = Ny+1,... Ng+ K —2

(reordenados de menor a mayor). Para esta sucesién se tiene que
275 L] < 105 — 01| < 27|y

Por tanto, existe una sucesién equidistribuida Ax con 2% elementos, entrelazada
con {6;} como en la proposicién 4.1.2. Aplicando el principio de comparacién, se
tiene

C(K —2) = [|May |22~ < Cl[Mel|r2— 12 < Cf|Mc||z2- 12,

para todo K, lo que implica que el operador maximal sobre el conjunto de Cantor
no estd acotado en L2 Para el caso general, p # 2, la construccién del arbol de
Perron del Teorema 1.4.2 demuestra el resultado.

O

Consideremos ahora el conjunto Q@ = {2737 % : [,k € NU {0}}, y el operador

maximal asociado

Mqf(z,y) = sup
9e2

h
sup/ flx —t,y—0t)dt|.
—h

h>0
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Vamos a demostrar que este operador no estd acotado en LP.
Tomamos la sucesién lagunar {37%},5¢ C © como conjunto de referencia €.
Definimos los conjuntos de direcciones €2;, consistentes en los elementos de (2 tales

que

1 1
(42) 31 S 9ig

<
De la desigualdad (4.2) se deduce que k£ <
solamente uno o dos valores de [ tales que 27'37% pertenece a 2;. Elegimos el

1
5.
j. Fijamos j. Para cada k, hay
primero de estos [, llaméndolo I(k), y nos quedamos sélo con el subconjunto de Q2
definido por {27“¥)37%}. Si demostramos que el operador maximal asociado a este
nuevo conjunto no esta acotado, tampoco lo estara Mg.

Dado j, consideremos el conjunto 37Q);. Por la Proposicién 4.1.1, la acotacién
de Mq, y de Msjq, es equivalente. Pero 3Q, = {2% :0 <t <7}y, observando
que [(t) = [tlog, 3] + 1, se tiene que

3t
21(0)
Al ser log, 3 irracional, el conjunto {tlog, 3 — [tlog, 3] — 1};>0 es denso en [—1,0].

— ot log, 3—[tlog, 3]—1

Por tanto, para todo K € N, existe un j suficiente grande tal que 3’(); contiene
una sucesion de longitud K comparable con una equidistribuida. Esto demuestra
que €2 no es base de densidad y que Mg no estd acotado en I?, p < cc.

Este resultado responde a una pregunta reciente de S. Wainger. Después de
obtenerlo, hemos descubierto que el problema estd también tratado en un articulo
de Hare y Klemes [22].

4.2 Resultados para conjuntos regulares Ahlfors-
David

En esta seccién demostraremos que los argumentos de Katz [25] y Hare [21] se
pueden aplicar a conjuntos mas generales que los de Cantor, extendiendo asi los
Teoremas 1.6.4 y 1.6.5.

Definiciéon: Se dice que un conjunto compacto y no vacio E, con dimension
de Hausdorff s, es regular Ahlfors-David si para todo z € E, 0 < r < diam(F),

existen constantes a y b, tales que

(4.3) 0<ar®<H’(ENB(z,r)) <br’<oo.
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Teorema 4.2.1 Sea E C [0,1] un conjunto reqular Ahlfors-David. Entonces, el

operador mazimal Mg no estd acotado en L2, ni es de tipo débil (2,2).

Demostracion. Vamos a probar que F contiene una coleccion de puntos dis-
tribuidos de modo similar a los extremos de los intervalos que aparecen en la
construccién de un conjunto de Cantor.

Por la Proposicién 4.1.1, podemos suponer que diam(E) = 1. Sea D; = (%)1/3,
y fijemos un punto zy € E. Entonces, existe x; € E a distancia al menos D; de

Zo, pues de no ser asi contradirfamos (4.3). En efecto, si E C B(xo,t), se tiene
a<H* (ENB(xg,1)) = H(E) =H° (EN B(xg,t)) < bt*,

de donde t debe ser mayor o igual que D;. Supondremos, sin pérdida de generali-
dad, que zy < 1, y denotaremos A; = {xo, z1}.
Sean I, = [xo—%,xo—f—%], L =[x —%,xl—i-%], Ey=FEnlI,, B, = ENI.

Para Ej se tiene
Ho(Ey) = H° (E A B(zo, %)) >a (%) |
Y, por otra parte, si Ey C B(xo,t),
H?(Ey) < bt°.

Por tanto, se debe tener ¢ > (%)1/5 % = % (%)2/8 = D,. Esto implica la existencia

de un punto z; € Ej cuya distancia a xy es mayor o igual que Dy y menor o
igual que %. Llamemos xgy al menor de los puntos {zg, 20}, ¥ o1 al mayor.
Como antes, definimos Ipy = [z — %,3300 + %], Iyy = [zo1 — %,xm + %],
Eyw=FENIyy Eyy = EN Iy. De modo andlogo se comprueba que F; contiene
dos puntos z19, 11, que distan por lo menos D, el uno del otro, y se contruyen
los dos intervalos correspondientes I1g, 111, y los conjuntos E1g, E1;. Denotaremos
Ay = {z00, To1, Z10, Z11 }. El proceso continia del mismo modo.

Sea W el conjunto de palabras binarias de longitud finita,
W ={wwsy---w, :w; € {0,1}n € N} Ue,

donde e es la palabra vacia. Dadas w y w' € W, la palabra ww’ denotara su
concatenacién. Llamaremos W, al subconjunto de W formado por las palabras

de longitud m.
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Fijemos un N suficientemente grande y consideremos el conjunto Ay = {zy bwewy -

Dados z,, z,s € An, si m + 1 es el primer digito en que difieren w y w', entonces

D D
7§+1 S |xw _xw’| S Tma

con Dy = ()™ (&)™ sim>1y Dy =2.

Ahora, siguiendo las ideas de Hare [21], definiremos una particién del intervalo

[0,1). Comenzamos dividiendo el intervalo [0, 1/2) en subintervalos disjuntos, cada
uno de los cuales tiene longitud comprendida entre D;/2 y D;. Denotaremos
por Jy a esta familia de intervalos. Asimismo, dividimos el intervalo [1/2,1) en
subintervalos disjuntos, de longitud entre D;/2 y D;. Estos intervalos forman la
familia J;. Los elementos de Jy y J; son los intervalos del paso 1, y su unién es el
intervalo [0, 1).

Supongamos que tenemos escrito el intervalo [0,1) como la unién de los inter-
valos del paso m — 1, cuyas longitudes estan comprendidas entre D,, 1/2y Dy, _1.
Para cada uno de los intervalos de la familia J,,, (donde w es una palabra binaria

de longitud m—1), dividimos su mitad izquierda en subintervalos de longitud entre

D
Dpy—1

dividimos la mitad derecha en subintervalos de longitud entre D,,/2 y D,,. La

D,,/2y D,,. Es posible hacer dicha particién porque < i. Del mismo modo,

colecciéon de los subintervalos provenientes de la mitad izquierda de un elemento
de J,, constituira la familia J,q, y los de la mitad derecha formaran la familia .J,,;

(véase la figura 7).

Jo J1

Jo o J
AN

«
o

J
A
0 1

8

Zoo Zo1 T10 T11

Jooo Joo1J101 Jo11 Jio0J101J110 Ji11

T T x T
E(i ;é\ /E}g\ ,/k/; ;0?11 HOH ‘1011 H11!1

01 1 Zooo ZTo10 T100  T110
16

N[+

Figura 7

Definimos la funcién s : [0,1) — Ay del modo siguiente: si z € [0, 1) pertenece

a un intervalo de la familia J,,, con w € Wy, entonces s(z) = Z.
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Sea gy = [(DTN)A}. Para cada 7 = 0,1,...,qy — 1, definimos s(j) = s(jDTN).
Ademds, diremos que (j, k) € [Paso m] si j'% y k'% pertenecen a un mismo
intervalo del paso m, pero a distinto intervalo del paso m + 1.
Para cada j = 0,1,...,qx — 1, sea Q(j) el cubo |0, DTN] X [j'%, W] Sea
Dy

Sea I; el rectangulo de dimensiones 60 (%)_1 ® % (=), centrado en el centro de

Q(j) y con pendiente s(j). Definimos la funcién f siguiente,

gn—1

f= Z XR;-
j=1

Consideramos también el operador maximal

1
Myg(z) = sup —— [ lgl,
sek; |Rj| Jg,
que estd claramente mayorado por Mg, puesto que s(j) € E para todo j.
Las estimaciones fundamentales asociadas a nuestra construccién se resumen

en los siguientes tres lemas (véase [25] y [21]).

Lema 4.2.2 Existe una constante C' > 0, independiente de N, tal que
/ f? < CN.

Lema 4.2.3 Existe una constante ¢ > 0, independiente de N, tal que para todo j,

1S]SQN_]‘7
1

— f >cN.
1Rj| Jg,

Ademas, para el conjunto donde estd soportada f se tiene
Lema 4.2.4 Euxiste una constante ¢ > 0, independiente de N, tal que

log N
UR;| > .
| J|—c N

Combinando estos tres lemas, se demuestra el Teorema 4.2.1. El Lema 4.2.3

implica que, para casi todo punto de UR;,

MNf Z cN.
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Por el Lema 4.2.4,

/U (Myf)* 2 cllog N)N > ellog V) / 7.

i
La ultima desigualdad es consecuencia del Lema 4.2.2. Esto prueba que Mg no es
de tipo fuerte (2,2). Ademds, se tiene que

N*|{z : Mpf(z) > cN}| > CNlog N > Clog N||f|l3,

por lo que Mg no es de tipo débil (2, 2).

Demostracion del Lema 4.2.2. Consideremos el operador L definido por

gn—1
1
Lg(z) = ) Xow) (m g 9)-
k

k=0

En [10], Cérdoba prueba que L estd acotado en L?, con norma menor o igual que

CVIOgQN
van
Sea S = UrQ(k). Se tiene
1
Xsll2 £ C—=,
|| 5||2 \/q_N
y, por tanto,
\/1
”L*XS“Z SC OgQN.
gn
Pero
L'xs=—> Xr.=—/
qn 0 qn

de donde ||f]|3 < Clogqy. Es facil comprobar que log gy = O(N).

Demostracion del Lema 4.2.3.

Fijemos j. Por definicién de f,

gn—1

1
m/'fZCQNZ |RjﬂRk|.
Il J R; k=1
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1/s |j—k|Dy

Fijo j, se comprueba facilmente que si [s(j) — s(k)| > (%) 51

, entonces

_ Dy
|s(4) — s(k)|
iD N kDpn

Seam < N,y supongamos que (j, k) € [Paso m], es decir, I5% y *Z* pertenecen

a un mismo intervalo del paso m de la particién de [0,1) . Entonces

(4.4) IR, N Ry > C

. Dy
— k2N <
j — k| 5 < Dm
y
. D,,
(4.5) |s(j) —s(k)| < e

Si ademads j’% estd en la mitad izquierda del intervalo y k'% en la mitad derecha

Dm+1
3

. Dy 1 raNYs a\1/s | Dy
(46)  Is() —sh) = =2 = (3) " Dwz () li— kIS

(o viceversa), entonces |s(j) — s(k)| > . Por tanto, para estos k,

Hay al menos [D,,qn/4] enteros k con esta propiedad. Por tanto, combinando
(4.4), (45) y (4.6),

gn—1 N-1 9
[DmQN/4]D
Cqn kz_:l |ijRk| > Cqu_:lD—mN > CN,

lo que demuestra el Lema 4.2.3.

Para probar el Lema 4.2.4 necesitamos un resultado auxiliar.

Lema 4.2.5 Dado A > 0, sea R} = {(z,y) € R; : 1/X < |z| < 2/A}. Si X es

suficientemente grande, existe una constante B > 0 tal que

N
S IR N Ry < Bys
J#k

Aqui B y X dependen de a, b y s, pero no de N.
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Demostraciéon del Lema 4.2.5.
Al igual que antes, es facil ver que Rj-‘ N R} # 0 solo si

a\1/s C
. - - < Zls(5) —
(4.7) (b) 7= kIDx < S 1s(5) = s(k),
para una constante C' adecuada. Ademas,

BD?
[s(7) = s(k)

Fijemos m < N y consideremos el niimero de pares (4, k) € [ Paso m|, con j # k y

R} N Ry| <

R? N Ry # (). Supongamos que j’% y kD =S pertenecen a un mismo intervalo de la
familia J,,, para cierta palabra w de longltud m. En consecuencia, |j —k| DTN < D,
y |s(j) — s(k)| < 2=. Ahora estudiaremos varios casos.

JDN

CAsoO 1: Supongamos que y k'% estan en distintas mitades del intervalo del

. iD .
paso m que les contiene a ambos (es decir, 25 pertenece a un intervalo de la

familia J,o v 22% a un intervalo de la familia le, o viceversa). Por (4.7),
a\1l/s . C
(3) i~ KIDx < S15() = s8] < 5 D,

kD =N estan a distancia menor o igual que QD del

de donde se deduce que 2% y
centro del intervalo del paso m que contiene a ambos, y por tanto hay a lo sumo

(%quN)2 pares de enteros (7, k) tales que R? N Ry # (. Ademés, en este caso

Dm+1

() = s(h)] > =25,

lo que implica que
2

D
A A N
R;NRy| < B

m—+1

'“D E=N estgn en la misma mitad del intervalo

. . iD
del paso m que les contiene. Por ejemplo, Shy kD =SX pertenecen a intervalos

(necesariamente distintos) de la familia J,0. En este caso [s(j) — s(k)| < Dy,41/4.

CASO 2: Supongamos ahora que j’% y

Para que la intersecciéon de los rectangulos R;‘ N R} no sea vacia, necesitamos que

se cumpla (4.7), que en este caso dice

C
~ Dys1.

(4.8) (%)1/5 j— KDy <=
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Esto significa que 7'% y k'% estan a distancia menor o igual que %Dm_i_l del

extremo de algin intervalo del paso m + 1. Hay a lo sumo D,,,/D,, 1 intervalos, y
por tanto ($Dp4+1qn)?Dm/Dmy1 pares (j, k) con R} N Ry # 0.

Si ademas se tuviera que j’% y k'% pertenecen a intervalos de la familia J,,qo,
como ambos estan contenidos en la mitad izquierda de intervalos distintos de .J,,q,

su distancia es al menos

(4.9) |7 — k|— >

Si tomamos A > C' = C(a,b,s), es imposible que se cumplan simultdneamente
(4.8) y (4.9), y la interseccién R} N Ry es vacia. Asi que este 1ltimo caso no puede
darse, lo que nos asegura que j'% y k'% no pertenecen ambos a intervalos de la
familia J,q9. Lo mismo sucede si suponemos que los dos pertenecen a intervalos

de la familia J,;. Por tanto,
5(7) = s(k)| = Dua-

Hemos probado que hay a lo sumo (§ Dm11qn)2Dim/Dpms1 pares (j, k) con R} N
R} # 0, y que para ellos se tiene
2

D
ANRY < BN
|R]mRk|_ Do s

Si j'% y k'% pertenecen a intervalos (distintos) de la familia J,,1, se demuestra
el mismo resultado.

Juntando los dos casos,

N—-1
DIRORISY > IRINE

i#k m=0 (j k)e[Paso m]

< BDJQVNZ_1 [(w) + <(§Dm+1qN)2Dm/Dm+1)]

Dm+1 Dm+2

donde Z‘M:m es la suma sobre todos los intervalos del paso m. Como la unién de

estos intervalos es [0, 1), son disjuntos, y su longitud estd comprendida entre D,,/2



74 OPERADORES MAXIMALES DIRECCIONALES

y D,,, el término Z‘M:m D,,, es menor o igual que 2, para todo m. Por tanto,

BN
Y IR N R < VR
ik

O

Demostracion del Lema 4.2.4. Seguimos usando la notacién del lema 4.2.5.

Sea
XR; (33)

Yy X (@)
Claramente, > |[R}| < B/, y

Y RACES LA
i U Gk
Si nos limitamos al caso en que A < N, y aplicamos el Lema 4.2.5, se tiene
1 N BN
t ' (x)dz <B| <+ =) < =.
ZJ:/R (@) = (A+A2> =%

Por tanto, para al menos [gy/2] valores de j, se debe tener

2BN
t:-Yx)dx < .
/RJ% j (@)de < A2qy

Teniendo en cuenta que |RJ)‘\ > Dy /8, la desigualdad de Holder implica que, para

ti(x) , parazx € URk'
k

esos valores de j,

-1
1 1

- ) > -1

I . ti(z)dz > (‘Rﬂ o t; (x)dx)

S
L Doy | B
~— 8 BN — N

B
%:/RJA ti(z)dx > N

El Lema 4.2.5 sélo se puede aplicar si A es grande, A > C'. Por ello, nos restringire-

Por tanto,

mos a los A pertenecientes al conjunto A,

A:{QkC : k:O,l,...,[M]}.
log 2
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Si j estd fijo y A1, Ay pertenecen a A, con A\; # Ao, los conjuntos R?l y R;Q son

disjuntos, y

U&;
J

:%:/Rj tj(x)d:vzzz:/mtj(:v)dxz Bl?\fN.

Jj AEA
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