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 ������

��� �� �� ���
 ���
����
 �� ������������  �� �
������ �
� �� ����
�

������
 ��������!������ �
�
 �� ��������"� ����� �� ��� �����# ���
  �� ������
��������
��� �
�
 �� ����������� ���� ���
����� �
������ ������
��� �
 ���
������ ����� ��� �������� �� ��������

$� ������ ����
��	
 ��� �� %&'( �
�
 �� ��
���������
 �� ��������� ���
�����
��� ����������  �� 
������# ���� ��
������ �� ������������ ������
�#
�� ���
 �������
 �
�
 �
��������� ������ �� �
� 
���������# ��������������
����� ��� �)���
 �� *��
�� ���� �������
 �� ��  �� ������"� �� ���������� ���
��� ��� ������ �� ��� ������# ����������
 �
� �	����
� ��� �������
� �
�
 ��
�
����� �������
� �� ��� ������� ���� �������
 �� ����� �������� ������������
�� �*����
� �� ��� �������� �� �
�����"� + �
��� ��� �
������ ����!���� ��+
���������

��� �� �� �*�
�
 �� ��������� �������
���# �
 �� ���
����
 �� ������
�������� ,����
 �� �����"� �
�
 ���������
�# �� ����� ��� �����"��� �
������
�� ������� ���� �	����
 � �� ����� �� �� ����� ��
+������ ��� ��������
-
 �� ��������
 �����  �� ���� ����� �
 ����� �
�  �* ��� �� ����� ������
+# �� ����
# �� �����*� �������� �����"�� ��� ��� ����
��� ���� ���
�����
������������� �� ��
+������ 
 ��
+����
��� ��� ��
������ �
� ��� �� �
�
������� �� ������� ���� ��������� �
 �� ��� �
�
 �����.���
��� ���� ���
�� 
��
����"�� �
� �������
� ��.�������/ �� �� ������ �� ������ ����� + �
�����
������
�� ���
� ���������
 �� �������������

�� ���
����
 ��
�����
 �� ���� �����	
 �
����
�� ���� ��
����� ���� ���
����"� ������������ �� ���
� �� ������������ ��� �������
� ���������
�� �� �����
 �� �� ���# �
 �� �������� ��� ����� �
�
 ����� ��� ����� ����
�����# ���

 �� �
� �	����
� �� ��������� �
� ��
������� � ��� ������ ��
+�������� 0��
������
# � ��.������� �� �
  �� 
����� �
� ���# �� ��� �� ��
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 �������
  �� �� 
�����"�
�� �� �)���
 �� �	����
� ��� ���������
��

1�  �� ���� �������
 �� �������
 ���
� �� �������� � �� ���
����
 ����" ��

�����"�� ���������� �
 ��.������������ �� �
�����
# ��� �����"� ��� ��������
��� �
������ 2� ������ ��� ��������� ��� ���
����
 �����"� ��� ����������
�
����� 1 + 1 + �� ����� �������� �� �� ��������� ������/

0� ������ ��� ��
+������ ��������

�� ��
� 
 ������ �� �� ��
+������ �� �� �)���
 �� ���
��� �
�����
�
�� ������� �	����
� � �� ����� �� �� ����� ��� ������� �� �� ������

��
+�����
�

0� ������� �
� ���������� ���
� �����  �� �� �����"� �� �)���
 ������
�����
 �� ��������
��� ��� ��	
���/

• 0� ������ ��� ���� ��
+������ �3������
 � �
� �
��������� �� ��
������ ��� ������������ ����������

• 0� ������� �� �)���
 �� �	����
� ��� ���������
� �
� �� ����
��
+�������

• 2� ���� ��
+������ �������+� � �� ������ �����
 ������ �� ���
��

2� ��
+������ ������ �� �� ��������� ��� ���
����
�

4�� �� ��� ������� ����	�� �� ���� ���
����
 ��  �� �� �)���
 �� ��
+���
��
��� ����� ���
����� ����������� �� �� ���
 �� ��� + �� ��� �����������
�������
��� �
 ��������# �
�
 �� �������� ������������� �� ������ �
� -)���
�
����-� + �� �������� ������������� -
 2����� ���-2�# �� �)���
 �� ��
+���
��
��� �� �������������� ����� �� �� ������ ���
� ��
� ���
 �� ��! �����
 ��
����
 �� ��� �� ��� �������� �� �
�����"�  �� ���������� �� �� �������

�� ������� 0�� ������
# ��� �
 
�����"� ���� �������
 + �� ������ �� ����
���������� �� .
��� ��+ �������� ��
�� �! �� �
����� 
������ ��
+����
���
���������
����� �� ��
������ �� ������������ �
� �� �)���
 ���������
 ��
������# �
 ���� ����� ����
 �����*� ���� �� ������"����� �� ��
������ �
��
���	
��

� �
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 ��� �����	
 �� ����
����� �������
� ���
����
�  �� �
������� ��
�)���
 �����
  �� ������
� �� ���������� ���2 �� �� ������ ������# �� �����#
����� ��� �
��������� ������ �� �������
� 
 ��
+������ ������� 4�� .
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5���� ���
 ����5�� 0�� ������
# �� ��������� �
 ������ ������� �� ���2
�� ���
���� �������� ������������� �
����
 ����� + �� ���� �� ��� ���
����
��� �
� ��� ���� 
����� �� ���
�� 6
�
� ���
� ���
����
� �� ���������
�� ��� ���������� �����
��� + �� �
������ �
� �
� ����������� ���
����
� ��
������������ + �������������� �� �� �����������
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4�� �� ��� ����������� �����������  �� �.�
��* �� �����"�� �� �
��
���

.�� �� ���������� �� �� ���
� ���������
��� �� ��������
 �� �����# �� .
��
�� ����+����# �����
� ����
� �� ������������ + ��������
���  �� ������
� ���
���� + 
	��� �����
�
� �����	
� + ���������
���# + ������������ �
�
�)������� ������������ + ������	��� � ������  �� ����* �� �� �
�
�������
�
 �� ���� ���� � ��� ��.!��� ��
.����"�� + ��
���� ���
 �� �
��� ����� �
�� �"� 4�� �" �������
 �� ��
����� �� �����  �� ��������� �� �� )���

���� �
�����
 + ������
�����
 �� �������# �� ��������� �������� �� �������� ����
��
���# ������� + ���������� �
�� �� �������� �� ��.
�������# ����������
� +
�
�
�������
�  �� �� ���� ��������
� 7��� ���
 ����! �� ��.
 �� �� �� ������
�� ����	# �
�������
 + �
��������
 �� �
�
 �
����
 �
� �� ������
� ��
�����# �� ��� ���	����
 0������ �� ���� .
��� ��
��* �
� ���
����
� + �
���
��
��� �
 ��� ������� + ��������� �
�����  �� �
���� �
�
 ��
������
 ������
��
����� ��������
� ����� �� �
���������  �� 
��
� �*�
�
� ��� �
����	
�
���
 �� ��� .
��� ����
 ��� �������� + ������

�� ����
 �� ������������ �� ���� �����	
 �� ����� ����
�� �
�
 ����
�
�����������/ �� ���
�
�������
 �� ����
��� �
�
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 �� ������
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�
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� �� �� �������� ������������� ������
8 + �� �
��������� �
����� �
�


��



�

����������� �� ������������# �������
 �������� ��
 �� ��� ����������� �
�����
��� �� ���
 ��.
 �� 
������
 �� ���
���� �������� ������������� �
����

����� + �
�.
��� �� ����� ������� �� ���� ����
� �� �������� �� �����	
 �� �����
�� ��������
 ��������� .��������������� �� �� ����� ���
��
�� + �����
9������������ ����
� �� ��� ����� � 
���:# �
�
 ������������ ������ �� ����
�� 5� ����; �
����  �� ���� ���� ���.���
� 7��� ���
# �����*� �� �������

�� �����
 ��� ���� ������
 ��! ������� �
�����
� � ����� ��������
 �������
+ ��������  �� �
� �� ���� �)���
 �� ��.�������� ���� ���
����� �
 ���!�
��������
 
������ � ���������

0�������
 ���� ��.
 ��# �� �� ������
 �� ����
 �� ���� ������� �� ������
���!���
# �������
 9�������� ������������� �� ������ + �������
���:# ���� ���
�����
 �� �����
 ��� ���� + �� *� �� ������ �
� ���
����
� ���# ���$#
���- + ��-2  �� �
�����
������ �� �
�������� �
� ���� 2� .���� ����
����  �� �
 ������"� 92
� ��
������ �� �� ����� �� �� ������+��# ���
 ��
�����.
����: ��
��������� ������ �� �� .��
�!���� ���� �� �� ���������
������ �� .
��� �������� �
  �� �� ������� ����� �
� ���
����
� ��
�����
�
�� ��� ���!���
/ 6����.
���� �
 ��
+������ �� ��� .
��� � 
��� �� ��
�����

������� �� 
��
 ��.������ ��� �������
� 2� ������� ����� �������� �� ������
������ �� ��� ����
������ ���2� + �
����"� �
� �� ���� �� 6�
��� ������
96
�
 �� ��+ ��.!��� ����� �� ��� �������
:# �
� ��  �� ��  ����� ������� ��
��������� �� ��� ���� �
������ �� ��
����� 
������� ��+ �
����	
 �� ���
�������������� �������� � ��������� ���������� �� �������� �� ���
����
 ���
�
�����
 �� �� )����� ����� ��� ����
 + ��
��
 �� �
������
 �� ���� ���!���

�
� �� ���� ������� 9��������� �������� ������ ���
���� �� �������:� ��� ��
�� �� �
�����
 �� ������ �� �
��
��������
 ��� ��� �����
# �� ���� �����	

������� ��3���� �� ���������� ������ �� ���2 �������� �� �� ������� �����
��� ����
� �� �
 �
��� ������ �����.���
�������� ��
������ �
 ��������# +  ��
��� ������
 �� ������ �
������ �� ��� ��
 ������� �! ����� ������ ��� ��
�
������� 6
�
� �
� ���
����
� ������
� �� ���� �����	
 �� ��� �����������

�� ,<,== + >����� ���� 
������ ��������
� �������
 ��-2  �� �� ���

.��������
 �
� �� ���� ��� ?
�"���" >���
��

���� �����	
 �� ����� �� ���
 ����� � @ ���������
���/ A ���������
��� ��
������ ���������
��� BC'D BC@D + ' ���������
��� �� �
�����
 ���������
��� BCAD
BCCD BC(D� 2� �����"����� �� ���� �����	
 �� ����� �������� ���� �� ���
�# ���
 �� �� ���� �� �� ����
# �� �
����"
 �� ��� ���� ����� ���������
�� �����
�� �
����������� + ��
+���
��

��� �� ���	
 �� ����
 � ������		�� �� ����� �� ��	
���� �����
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>� ������!� ���������# �� ������ �����# � �� ������
� �� �����# ��� ����
	����
 0�����# �
�
 �� �����
 �������
 �� ���� �����	
 + �� ���� �����������
E� �����	��
 �
����
 ����� �� ��������
 + �� �� �����
 ������� �
�
 ��
��
���
 �� �
��
���
� 0� ���� �����������# ��������� + ���.����
����
  ��
�� ���������"��# ��� ���
 ��
 �� �
� ������� �
�
���  �� �� �� ��������

�
������� ���� ����� + � �� �" ���
����� �� ����������
 �� �����.������ �
�
�� �����	
 �����"��
�

���� �����	
 �� ����� + ��� ���������
��� ��� ���
 �������
���
� �
�
�� ��
+���
 ,F,16 �,
������ F����������������� �� ,������ + 6���
�
�!��
�)���
 6F-AGGC�GH(H(�,GA�GA# �������
 �
� �� ��� ������
 0����"# ��  �� ���
�
+ ��+ ���������
 �
� �� ����
��������� + ��������� 6����*�  ����
 �������
��� � �� ���� ��� ?
�"���" >���
� �
� .���������� �� �
.�I��� + ��������
�
��� ���
����
 ��-2 ��������� ������������� -
 2������  �� ������� �� .
���
������� �� �� �����	
 �� ������

J����
 ��������� �����*� �� ��� >����� 0�����"�>
���3*� �
� 
.�������
�
�
 ����
� �� �� ����� + �
� ��� ��������
� �
�������
� � ���������
� �
���	
�
 �� ��� ���
 �� ���� �+��� ���� ���

6����*�  ����
 ��������� �� ��� 7���
 K��
�� + �� ��� ��������
 �� L
��
	� $
��!���"# �
� ������� ��� ����������� �� ����
 �� �� ���
���
��
 ��
������������ ��� ?���
 �� -���
�
��������� L�
������ �?-L�# �� �� ����
������� �� �����
 �
����
 �� ������� ���������
��� �
� �
�  �� �� �
���
�
 ������������ ����� + ��������
� �� ���� ���� �
����
� � ����� L������#
>����
� M���# ��� L��������� + �� ����
 �� ����
��� �� �� L����
���� 7
���*����
�� �� �� 4�> �
� �� �+��� �� �
�
 �
����
 �
� ��� ����������� �����
����
���� + �
� ���������� ������� � ��� 
���� ��� �������"���� ��� �
����
�
� 5���� ,����  �� �� ���
	��
 ��"# ������� �
� ��� �
�����# � �
�������#
��
���������
� + ������
# �����
 �� ���
������ �� �� �
������ 
���������
6����*� � >����� >
���
# �
� �� ����
��������� + ���������� �� �
�
 �
�
����
 �+�����
�� � �
������� �� ��
���
 ���� �� �� ������� �� �� ������ �
7���� + 5��� �
� �
������ �� �����	
 ������� �� �� �������
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��������� �������
���# �
 �� ���
����
 �� ������������� �� ��+ .��������#
��� ������
# �����"���
 �
�
 �����
���������
 ����� �� ������� �� ���
����

�� ������������� �� ���
� ���
�# �� ����� �� ������������ ��� �������� �
������
�� ������� ���� �	����
 � �� ����� ��+� ����� ���* ��� ������� �� �� ������

��
+�����
� M��������# ���� ����� �
 �� �������������� �� ������ +# �� ���
�����# �� ��������
 �������� � ��� ��� ����
��� � 
��
 ���
����
 �� ������������
���� ����
��� �� �����
 �� ��
+������ �� ������� ��!# �� ��
���
 �
�����
 ��
������������ ����� 
�����"���
 �
� �������
� ��.�������/ ������
 �� ������
�� ������ + �����*� �� ���
� �� ������������ �� �� ������
 ��
+�����
� �� ��
������
 ���!���
 �� ��������� ���
 .����� ���
� �
� �������
� �� ��
 �
�
 +
�
������ �� �������� ������������� �� �� �������
 ���
����
 �� �������������

2� ���������� �� ���� ������� �� �� ���������� 7�����
 �� �����"��� ��
������� �� .����
�������
 �� ��� ���� �
� ������ �%�%�%� + �
�����
������
�� ��������"����� � ��
������ �
� �� �)���
 ���������
 �� ������ �%�%�A��

������ ��� ���� 	 
����

0��
����
�  �� ����
���
� �� �� �
�	���
 �� �	����
�# ���� ��
 ��
���
� ���������"��
 �
� d �������
� (x1, . . . , xd) + ������
 �
�
 �������������
� ��� �� ��� �
� ������ �
� ������ m1 + m2� ��� ����� ��� ��
+������ w
�� � �������
��� � % �� �� ��������� .
���/

x = (x1, . . . , xd) → w1x1 + . . . + wdxd. �%�%�

7��� ����"��# ������ ��"
����� ������  ��w �������� �� ���������� �����



C�����	� �� ���	�
�
 ��
���������� �� ��
��� � �����
����


��� ������ ��
+�������� �� �������
 �� ���� ��������� �� �� ���������

J(w) = (w′m2 − w′m1)
2 = (w′(m2 − m1))

2

= (w′(m2 −m1))(w
′(m2 − m1))

′, �%�A�

�
��� w′ �� �� ���
� w ����������
� 6������
 �� ������ �� ��������� ��������

(w′(m2 − m1))
′ = (m2 −m1)

′w,

�� ��������� ����� ������ ��
��� �� ��������� .
���

J(w) = w′(m2 −m1)(m2 − m1)
′w = w′Sbw �%�'�

�
��� Sb �� �� �����" �� ���������� ����� ������ ������� �
�
/

Sb = (m2 −m1)(m2 − m1)
′, �%�C�

�
� mi = 1
ni

∑ni

j=1 xj# �����
 ni �� �)���
 �� �	����
� �� �� ����� i�
���� �������
 �� ����� ����� ��� ������ �
�
  �����
� ���������
 ��

�������� �� w# �
 ���� �
 ����� ������
 ���
  �� w �� ��� ��
+������� 7
�
���� ��"�� ��.
������
� �� �������
 �� �� ��������� ������

J(w) =
w′Sbw

w′w
. �%�@�

7
���
� ���
����� �� ��
+������ ������ �� ���� �������
 �������
 ����
�������� �������
 �� w � ��������
 �� ��������� � ���
 
��������


∂J(w)

∂w
=

2Sbw(w′w) − 2ww′Sbw

(w′w)2 = 0. �%�(�

6������
 �� ������  �� ��� �������
��� (w′w) + (w′Sbw) �
� ���������# 
��
�����
� �� ��������� ��������

w ∝ Sbw ∝ (m2 −m1)(m2 −m1)
′w. �%�H�

2� ��������� [(m2−m1)
′w] �����*� �� �� �������# �� �
�
  �� �� ��
+������

������  ���� ��������� ��������� �
�


w ∝ (m2 −m1), �%�Q�



���� ���	�
�
 ��
���������� �� ��
��� @

�� �� ���� �!�
�� �� � ���"����#� �� �	�

�� ���� ����� �� ������� �� �
�	���
 �� �	����
� ������
 �� �
� ������
�
� ������ m1 + m2� 2� ��������� ����� ��� ������ �� ��+
� �� ��
+����� ��

�� �	� x1  �� �� �� �	� x2� 0�� ������
# �� �	� x2 �� ���.������ �
� �� ��
���������� �� �
� �	����
� �������
� �� �� ����� �� ���
��

�
�����
������� �� �	�  �� ��� ��� ������ + ������"� �� ��������� ����� ������
�� �����
� ��
������ ���� ��
+������ �
 ���� ���� ������� ��� ������

�
����������� �
� �
  �� ��� �
����� ���� �������
 �������
 �� ��
+������
������  ��# ������ �� ������"�� �� ��������� ����� ��� ������ ��
+�������
�
�
 �� �� �������
 ������
�# ������"� �� ���������� �� �
� �	����
� ��
+���
���
� �� ���� ����� �������
� �� �� ����� ������ %�%�� ���
 �� � �������� �
������"�� �� �����"� �����
 �� ���� ������ ���
� 
�	���
� �� ������ ���
���.���� �
�	��������� ������"���
 �� �
������ �� �� ��������� ����� ������
+ �� �����"� � �
 ����
 �� �� ��
+������# �
  �� �
� ���� �� ��������� �������
/

J(w) =
w′Sbw

w′Sww
, �%�&�

�
��� Sw �� �� �����" �� ���������� ����������� ������� �
�
/

Sw =
∑
i=1,2

ni∑
j=1

(xj −mi)(xj −mi)
′, �%�%G�

�
� mi = 1
ni

∑ni

j=1 xj# �����
 ni �� �)���
 �� �	����
� �� �� ����� i�
�� ���
# �� ��
+������ ������ �� 
������ ������"���
 J �
�
 �����

∂J(w)

∂w
∝ (w′Sww)Sbw − (w′Sbw)Sww = 0, �%�%%�
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�
 ��
���������� �� ��
��� � �����
����


��������� �� ��  �� �� .���� �����	�� �� ���
� �����


w ∝ S−1
w Sbw. �%�%A�

�� �%�H� + �%�Q� �����
�  �� Sbw �� ��
�
���
��� � �� ��.������� ����� ���
������ �� ��� ������# �� ��� .
���  �� �� ��������� ���� �� ��
+������ ������
�
������� �
� Sw �� �� ���������/

w ∝ S−1
w (m2 − m1). �%�%'�

����	� ��� �����
���

2� .
��� ��� �������� �� ��������"�� �� �������
 �� ������ �%�&� ���� ���
�� �
� ������ �
������ �� ��������� �����"�� �
� �
�����"�� + �
������� ����
���� �
� �
������� �� �������������� ���� ��
���������
 �� ���� �� �� ����

��  �� �� ������������ �� ��� �����" �� �
�����"�# �
�
���
 �
�
 �����"�
��������"���# �� �� ��
����
 �� ��� �����"�� � �
 ����
 �� ��� �������
��� ��
��� �
��
������ ������������ 7���� ���� B'CD  �� �� ��
+������ W �� d � d′

�������
��� ������"���
 �� ��������� �������
 ��������"��


J(W) =
|W′SbW|
|W′SwW| , �%�%C�

�� 
������ ���
�����
 �� ��������� ��
����� �� ���
���
��� ��������"��


Sbwi = λiSwwi. �%�%@�

2� ��������� d′ �� �� ��
+������ ����� ��� �
�
 �����
 c − 1 ������

c �� �)���
 �� ������� �����
 �  �� �
�
 ����
 c − 1 �� �
� λi ���
��
���
�
� �������
� �� ���
� ���
 �� �����
 � �� ���������� �������� �
� �� ����

�� �� �����" Sb  �� �� �
�����+� �
�
 �� ���� �� c �������� ��+
 ����

�� % �
�
 �����
� 2
� �
�����
�������� ���
���
��� �
�����"��
� .
����
��� c − 1 �
������ �� �� ��
+������ ������ W� ���� ��
����� ��������"��

����� �����.
������ �� �� ��
����� �
�����
��� �� ���
��
��� ���������

Sw� -
 
�������# �
 �� ��������
 ���
  �� �
� ���
��
��� �� ������ ��������
������
 �
�
 ��!��� ��� ��������� �
���
��
 ��������!����


|Sb − λiSw| = 0. �%�%(�
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�����
������ ��+  �� ���
��� �%�%@� )��������� ���� �
� ���
��
��� �

���
��

���# �
�
 ������
� �� ��# �� ��� ������ ����������� �� ����������
�� ������ �
� ��� �������� �
������ ����!���� �� �*����
� �� �� ������ �� ��
�����" �� �
�����"� ������������# +  �� �� ���
 �������
 �
� *���
 � ����
�
��
������ �������
�/ ���
�
�������
 �� ����� BACD B@'D# ���
�
�������
 �� 
"
BA%DB'AD# ���� � ����� �� ��� ��
 �� �
� �*�
�
� ��� �����"��
� �� �� ��������#
�� �������� ������������� ������
 �������� ������� ��������
���� 4�� �� �����
�� �� ������������ �� �� �����" �� �
�����"� ������������ Sw  �� �������� ��

�������� ��� ���
� �� ��
+������� M��� �� ��� ��������
��� �� ��� �� ������
�  �� �� ��������� ��� ������
 �
��� ��  �� �� ��
+���� �� ����� �� �)���

�� ������ ���
� ��
� ,
�
 +� ���
� ���
 ������
������ ���� ���������� ��
���
�� �� ����
 �� �� �����" Sb� ���
 �������  �� �� ��������� ��� ������

�� ��
+������ ���� ���������� �	��
 + �
 ����� ��� ������� �����������
���� ��������� �������� �� ������"����� ��� ��������
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� )����
# ��� �� �� �*�
�
 ������ +#
�
� �
 ����
# �
 ����� ���
��� �
����������� ��
������ �
 ��������  �� �
�
��� .��������� �� �� ���������

���� ��
����� ������������ �� ������ �	� �����	�

$������������ �� �������� ������������� �� ������ �
� -)���
� ����-�
�� �
����
 ���� ��
���
����
 BAQD B@AD� 2
� ��������
� �� ������������ ��
���- �
� �
��������� � �
�  �� �� 
������� �����"���
 �� ����� �� ���
���
�� �
�
��� �>K0� B'QD� ���- 
�����"� �� �������
 �� ������ �� �� ������

�����.
����
# ���
�����
 ������
 �� ��������!������# ������
 ����!��������
�� �
� ��� .������ �� �)���
 ���
������
 �� ���� .
��� �� �������������
�
 ������ �� �� ������
 �� �������� �� �� ������ �������
 �%�A�%� �� ��������
���- ���� �
� ������ + �
�����
������ �%�A�A� �� ��������"� ���� �� �)���

���������
 �� �������

��	��� ���� ���� 	 
����

�� 
�	���
 ��� �������� ������������� �� ������ �
� �)���
� ����-� ��

�����"�� �� �������
 �� ������ �� �� ������
 �� ��������!������F # ��
�������

� �� �" �� ������������� �
 ������ �� �� ������
 �� ��������!������ 
��������
0� Φ �� ��� �����.
������� �
 ������  �� ������ �� ������
 �� ��������!������



Q�����	� �� ���	�
�
 ��
���������� �� ��
��� � �����
����


F # �
���
� �������� �� �������
 �� ������ ���� �
� ������ �%�&� �� F �
�


JΦ(w) =
w′SΦ

b w

w′SΦ
ww

, �%�%H�

�
��� ��
�� w �� ��� ��
+������ �� F # + SΦ
b + SΦ

w �
� ��� �������� Sb + Sw

�� F ��������������# �� �����

SΦ
b = (mΦ

2 −mΦ
1 )(mΦ

2 − mΦ
1 )′ �%�%Q�

SΦ
w =

∑
i=1,2

ni∑
j=1

(Φ(xj) − mΦ
i )(Φ(xj) − mΦ

i )′, �%�%&�

�
��� mΦ
i = 1

ni

∑ni

j=1 Φ(xj) + ni �� �� �)���
 �� �	����
� �� �� ����� i� 0�
�� ������
 �����.
����
 F �� �� ���� ���������# ���� ������������� ���
���
��� ���
��� ���� ��
����� ������������� 0�� ������
# �! �� �
����� ������

���������
 �� ��
����
 ������� �� �� ������
 �����.
����
 �
�
 ��� .������
��� ��
����
 ������� �� �� ������
 
������� �������� �� ��������� ���������

Φ′(x)Φ(y) = k(x,y), �%�AG�

�����
 x � y �	����
� �� �� ������
 
�������# Φ(x) + Φ(y) ��� ����������
�����.
�����
��� �� F + k �� .������ ���
������ .������ �� �)���
� �� ����
.
��� �
����
� �������� ��
����
� ��������� �� F ��� ������ � �������� ���
��!��������� ��� �����.
�����
��� �� �
� �	����
� 
���������# �������*��
�
�
���
��� �� ��
����� 
������� �� �� ������
 �����.
����
�

7��� 
�����"�� �� �������
 �� ������ �� �� ������
 �� ��������!������ F
���������
� ��� .
��������� �� �%�%H� )��������� �� �*����
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�����
������ ����� ��������
��
� �
� ��� .������ �� �)���
 ��������� 0����
�  �� ���� ���� ��
+������
w ����� ���������� �� F �
�
 BAHD/

w =

n∑
j=1

αjΦ(�j), �%�A%�

�
��� n �� �� �)���
 �
��� �� �	����
� + αj �j = 1, . . . , n� �
� �)���
�
������� 4����"���
 ���� ��������� + �� ��������� �� mΦ

i �
���
� ��������

w′mΦ
i =

1

ni

n∑
j=1

ni∑
k=1

αjk(xj,xk)

= α′Mi �%�AA�



���� ���	�
�
 ��
���������� �� ��
��� ��� ���	��
 &

�
��� ���
� ������
 (Mi)j = 1
ni

∑ni

k=1 k(xj,x
i
k)# �
� j = 1, . . . , n# + ���
�

���������
 �
� ��
����
� ��������� �
� �� .������ �� �)���
 �
�����
��������
>������� �%�AA� + �%�%Q� �
���
� ���������� �� �������
� �� �%�%H� �
�


w′SΦ
b w = w′(mΦ

2 − mΦ
1 )(mΦ

2 −mΦ
1 )′w

= (w′mΦ
2 − w′mΦ

1 )(w′mΦ
2 −w′mΦ

1 )′

= (α′M2 − α′M1)(α
′M2 − α′M1)

′

= α′(M2 − M1)(M2 −M1)
′α

= α′Fbα, �%�A'�

�
��� Fb = (M2 − M1)(M2 − M1)
′� 7
� 
��
 ���
# �����*� �
���
� �����

������ �� ���
�����
� �� �%�%H� �����"���
 ��� �������
��� �%�AA� + �%�%&�# ��
�� ��������� ������

w′SΦ
ww = α′Fwα �%�AC�

�
��� Fw =
∑

i=1,2 Ki(I− 1ni
)K′

i# I �� �� �����" ���������# 1nj
�� �� �����"

�
� �
�
� ��� �������
� ����� � 1
nj
# + Ki �� �� �����" �� �)���
 ���� �� �����

i �� ��������� n × ni

(Ki)jk =

n∑
j=1

ni∑
k=1

k(xj,x
i
k),

�����
 xi
k �
� �	����
� �������������� � �� ����� i� ,
�������
 �%�A'� + �%�AC�

�
���
� ���������� �%�%H� ��������� �
�


J(α) =
α′Fbα

α′Fwα
. �%�A@�

�� ������ ����
�� � �� �����"��� �� �� ������
 
�������# �
���
� ���
����"�� ���� �
������ ���
�����
 �� ��
����� �� ���
���
��� ��������"��

Fbα = λFwα# �� �����# ���������
 �� ���
���
� ��������� �� F−1

w Fb� ����
���
 ��.
 �� �
 ������ �� ��  �� ���
� ���
�����
 ������
������ �
�

�������� ������������� �� ������ �
� �)���
� ����-�� 2� ��
+������ �� ��
���
 �	����
 z �
��� w ���� ���� �
�

w′Φ(z) =

n∑
j=1

αjk(xj, z). �%�A(�

7
�����
������ �����������
� �� �������
 �� ������������  �� �
���������
�������� �� ���
 �	����
 � �� ����� ��+� ����� ��
+������ ��� �� ��� ����
�����



%G�����	� �� ���	�
�
 ��
���������� �� ��
��� � �����
����


��	�	� ���� �����
���

���- �� ����� ��������"�� � ��
������ �
� ��� �� �
� ������ �� �� �����
.
���  �� ���� 2� ��
+������ ���
���� $ �� �������+� �
� ��� �����" W
 �� �
������ c − 1 �������
���# �����
 c �� �)���
 �� ������ ��� ��
�����# +
�� �
������ ������ �%�%H� �� �������+� �
� �� �
������ �� ������������� �
�

�����

J(W) =
|W′SΦ

b W|
|W′SΦ

wW| , �%�AH�

�
���

SΦ
b =

c∑
i=1

ni(m
Φ
i − mΦ)(mΦ

i −mΦ)′,

SΦ
w =

c∑
i=1

ni∑
j=1

(Φ(xj) −mΦ
i )(Φ(xj) −mΦ

i )′, �%�AQ�

�
� mΦ = 1
n

∑n
j=1 Φ(xj)# mΦ

i = 1
ni

∑ni

j=1 Φ(xj)# �
��� ni �� �� �)���
 ��
�	����
� �� �� ����� �)���
 i# � �� �� �)���
 �
��� �� �	����
� � i = 1, . . . , c�
4����"���
 ��� �����.
�����
��� �%�A'� + �%�AC� ��� �������
 ������
� �
���
�
�������� �%�AH� �
�


J(A) =
|A′FbA|
|A′FwA| �%�A&�

�
��� A �� �� �����" .
����� �
� �
� ���
��� (α′
1, . . . , α

′
c−1)�

�� �����  �� �� �� ������
 
�������# �����*� �� �� �����.
����
 �
���
�
���
����� �� �����" A∗  �� ������"� �� �������
 �� ������ ������� � �
� c− 1
���
���
��� �� F−1

w Fb �
�����
�������� � �
� c − 1 ���
��
��� �
 ���
��
4�� �" ��+��
� ���
�����
 A∗ �
����
� ��
+����� �� �	����
 z �
��� ��
������
 ������������� (c − 1)��������
��� ������
 �
� ��� �
������ �� A∗


��������
 �� ���
� ��
+�����
 yz �� ��������� (c − 1) �
�
 �� ������� �
�
����������

yz = A∗′Kz, �%�'G�

�
��� Kz =
∑n

j=1 k(xj, z)� ���������� �����������
� ��� ����� �� �������
������ �� �� ������
 ��
+�����
  �� ������ ���� �	����
 z � ��� �� ��� c
������� 2
 ��� �������� �� ��������� �
� ��������� � ��� ������ ��
+�������#
�� �����

clase(z) = argmin
i

d(yz,mi), �%�'%�



���� ���	�
�
 ��
���������� �� 	����	 %%

�
��� mi �� �� ����� ��
+������ �� �� ����� i + d(yz,mi) �� �� ���������
����� �� ���
� yz + mi�

���� ��
����� ������������ �	  ����

�� �������� ������������� �
 ������ ���-2� B'HD �� �� ���
����
 �� �������
���� �� ��������!������  �� �
����� �� ��
+������ �
 ������ �� �� ����������
��������� �7>,� BAD �
� �� �������� ������������� �� ������ ������ �� ����
.
��� ��-2 ����
�� �� �� ��������� �� ���
�������� �
 ������ �� �� 7>,
���
������
 �����*� �� ��������"� ����� �� ��� ����� �� ���� ��� �� ��
7>, �� �� ����'�	����  �������� ����� ���
������� �
� ������ �����������
�� ������ ��
������ �
� ������ �� ����3
� ��+ ����
�������
� + �� ����
�
 ��+ ���
 �� ��"��� ����� ������ �� �� ��
� ���
� �� �
�  �� ��-2 
��
����� ��������
� ������������� ����
� �����
 �  �� ��� �� ���
� ��������
�� ���� �������
 ����� �������

�� �� ������ �������
 �%�'�%� �� ������� �� �� ��������� �� ��-2 + ��
%�'�A �� �������� �� ���
����
 �� ������������
�

������ ������
���� � ����

��-2 �������� ���� ��������� �� �� �� ��������� �
� �� ����������
��������� �������
���� ����� �� ��������� �
������ �� ������� ����� �� ����
�
��� ��
�
�� �
� ������
����
��� ����������
����� �� �
��� ��� ����
��� ��
��� ���� �
� ���� ��� �� ��� ����
��� �� �� ���������� 2� ������� + )����
�� �
�����
���� � �� ���� �� ������� + ������ ��������������� �� ����
 �
�
���
������� ����� �� ����  ��# �� �� ���
 �� ����� ���
 ���# ���!� ����� �
�� �� ��������� ��� �������� �� ��-2 .
����� �
� ���� ����� �� �
���� 2�
���� �� �������# �� �����  �� �� �� 7>, �������
���# ����� d + 1 �
�
� �
�
�����
�������� � �� ��������� d ��� ��
����� ��� ��� ������� �����
���  ��
������� ��� 1� 2�� ����� 
������ �����*� �
� �������  �� �� �� 7>,# ��
�����# ���� ���� 
����� i �i = 1, . . . , l�# �����
 l �� �)���
 �� ����� 
������
�� �� ���# ����� �� �)���
 hi �� ����
��� �
� .����
��� �� ��������� �����
�
� ϕ(x) = 1/(1 + e−x)� �� �
��� �����# ���
� �� ��  �� �
����� ��������
����� �
� �� ���� �� ������# �� �����+� � �� �" ��� ����
�� ����� �
� ��
�
1� 2� ���� �� ������# ��������� ��.������� �
� �� 7>,# �
������ �� �)���

�� ����
��� ����� �� �� ������ ���
� %� ���� �� �� ��������� �� �� ��
+������

������� �
� ����



%A�����	� �� ���	�
�
 ��
���������� �� ��
��� � �����
����


2�� �
����
��� ����� ��� ����
��� �� �� ���# ���
������� ���
�# �� ���
��������� �������� �� �����" %� �� ��-2 ���� �����" �� ����
��
�� ��
�
� ������# % = (We,Ws)# .���������
 �� �������������� �� �
� ������
�  ��
�� ������� � ���
 ������� �� �������"�	�� 2� �������# We# ���
�� �
� ���
�
 �� �������� �� �� ���� 
����� e# �
� e = 1, . . . , l� 2� ������� ����� ��
Ws + ���
�� �
� ���
� �
������
� �
� �� ���� �� ������� 7��� ��� ��	
�
�
��������� ��� ���
����
 �� �� ��������� �������
# ��
� � ��������
� �
������ �� ��
�� �� �� �� ��������� �� ��� )���� ���� 
����� �
� h ����
���
�
�
 �� ������� �� �� ����� %�A�

�� �� ���� ��&����
��� �� �� ��� �	'�

�� ��������� �� ��� ��� ��-2 .
����� �
� ��� ���� �� ������� ���
�������
� �
� d + 1 ����
��� �� �������# �����
 d �� ��������� ���

��
�����8 ��� ���� ���������� ���
������ ���� 
����� ��� �"��� �
� h
����
��� + ��� ���� �� ������ ��� �
	
� �
� c − 1 ����
��� �� ������� 2
�
���
� We �
������ ���� ����
�� �� ������� �
� �� ���� 
����� + �
� ���
�
Ws �
������ ��� ����
��� 
������ �
� ��� ����
��� �� �� ���� �� �������



���� ���	�
�
 ��
���������� �� 	����	 %'

����	� ��������� � ���������� � ����

��-2 �����*� �������� ���� ��������� �� �� .����
�������
 �
� ��
7>, �������
���� 2�� ��.�������� ������� �� �� .������ 
�	���
 �����"��� ��
�� �������"�	�# �� �
��������� �� �
� ���
��� 
�	���
 + �� �������"����� ��
�
� ���
� �� �� ���# �
�
 ����
� � �
�����������

�� �� 7>, �������
��� �� .������ 
�	���
 ���� ������� �
�


E(W) =

n∑
j=1

‖ŷj −F(xj,W)‖2,

�
��� xj �� �� �	����
 �)���
 j# n �� �� �)���
 �
��� �� �	����
� + �� ���
�

�	���
 ŷj ���������� �� ����� � ��  �� ��������� �� �	����
 xj� F(xj,W)
�� �� .������ �� �����.������� 
 ������ ��
������ �
� �� ��� ���� �� ���
� xj�
�� ��� �� ��������� �
� ��� ���� 
����� �
��� yi �� �� ������ �)���
 i ��
�� ��� �i = 1, . . . , v� + v �� �� �)���
 �� ����
��� �� ������# �� .������ ��
�����.������� Fi �� ������� �������� �� ���������

yi =
h∑

p=0

ϕ(
d∑

k=0

xkw
e
kp)w

s
pi,

�
��� d �� �� ��������� ��� ��
�����# h �� �� �)���
 �� ����
��� �� �� ����

�����# we

kp �� �� ���
  �� �
����� �� ����
�� k �� ������� �
� �� ����
��
p �� �� ���� 
�����# + ws

pi �� �� ���
  �� �
����� �� ����
�� p �� �� ����

����� �
� �� ����
�� i �� �� ���� �� ������� �� ��-2 �� .������ 
�	���

E �� �������+� �
� �� �����
 ��� �������
 
������� �� ������ �%�%C�# �� �����#
��-2 ������"� �� ��������� �������


J (W) =
|S̃w|
|S̃b|

, �%�'A�

�
��� W �
� �
� ���
� �� �� ��� + ��� �������� �� �
�����"� ������ ���
���������� �������
���

S̃w = W′SwW

S̃b = W′SbW. �%�''�

�� ���
����
 �� �������"�	� �� ��-2# �� �����  �� �� 7>, �������
���#
�� �������
� ,��� ��� �� ��� �������
��� ������ �� �
���� �� *�
��� �� ����



%C�����	� �� ���	�
�
 ��
���������� �� ��
��� � �����
����


*�
�� t �� ��������� �
�
� �
� �	����
� �� ������������
 � �� ��� + �� 
��
������ �
� ���
� %t+1 �� �� *�
�� ���������� 2� �������"����� �� �����"� ��
�
� ������� 7�����
 �� �������� �
� ���
� Ws ���
�����
 �� �������
 �� ������
J (Ws) ��������
 �� �� �������
 %�%�A + �
�����
������ �� �������� �
� ���
�
�����
� We ������"���
 J (We) �������� �� ��
���������
 � �����������
���� �*�
�
 �� ��� ���
�������� ��� �*�
�
 �� -�I�
�  �� �� �
������
��
�������� ��� �
��
�
� 2� ����� �� �������"����� �� �
� ���
� �� �� �*�
�

�� -�I�
� �� �� ���������/

We
t+1 = We

t + H−1∇J (We), �%�'C�

�
��� H �� �� �����" ��� E������
 + ��� �������
� �
� ��� �������� ��������
�� �� .������ �� ���
� �������
 �� �
� ���
� �� �� ���# �� �����#

Hij =
∂2J (W)

∂wi∂wj
.

�� �� �*�
�
 � ���������� �� �
�����+� ��� ���
�������� �� �� ������
�� H ��� ��������� �� �������� ��� �������� �� ������
 
����� 2� ����� ��
�������"����� �� �
� ���
� �� �� ���������/

We
t+1 = We

t + αtGt∇J (We), �%�'@�

�
��� αt �� �� .���
�  �� ������� ��� �*�
�
 �� ������"����� + Gt �� ��
���
�������� � �� �����" ��� E������
 �� �� ��������� t� �� �
����"
 ���
������������
 G0 �� ��� �����" ���*����� + ������� �
�����# �� �
�
  ��
�
��������� �� ����� �� �����" ���������  �� ����  �� �� ������� ��������� ��
������� �� �� ��������� ������� �
� �� ��������� −∇J (We)� 7
�����
������
�� �� ���������
 ��� �������� αtGt �� ���� .���� ��� ������������
 ���
������ �� .������ 4�������$��������5���0���6����� BA&D� �� ��������� ����
���� �	����
 �� ������������
 ���������
 � �� ��� �� ����� �������� �� ��
��������� .
���# ��������
 �� �
��������� �����"��� �� �� ����� %�A/

∂J
∂W e

kl

=

h∑
p=1

∂J
∂bp

∂bp

∂ap

∂ap

∂W e
kl

=
h∑

p=1

∂J
∂bp

f ′(ap)xkδpl

=
|S̃b|∂|S̃w|

∂bl
− |S̃w|∂|S̃b|

∂bl

|S̃b|2
f ′(al)xk, �%�'(�



���� ���	�
�
 ��
���������� �� 	����	 %@

�
��� k = 0, . . . , d# l = 1, . . . , h + δpl �� �� .������ ����� �� 7�����8��� 2�
������� ��� ������������ �� ��� �����" ���*����� � ����� ���������� �� ��
��������� ������/

∂|A|
∂x

= |A|Tr(A−1∂A

∂x
).

,
�
 S̃b + S̃w �
� ���*������# ��� �������� �� ������ �������� �
�

�����/

∂|S̃b|
∂bl

= |S̃b|Tr(S̃−1
b

∂S̃b

∂bl
),

∂|S̃w|
∂bl

= |S̃w|Tr(S̃−1
w

∂S̃w

∂bl
).

�%�'H�

7��� �������� ∂S̃b/∂bl + ∂S̃w/∂bl �����"��
� �%�''� + �� ����
 ��  �� �
� ���
�
W s ����� �	
�

∂S̃b

∂bl
= (W s)′

∂Sb

∂bl
W s

∂S̃w

∂bl
= (W s)′

∂Sw

∂bl
W s.

�%�'Q�

7
� �
 ����
# ���� 
������ ��������� ∂J /∂W e
kl �
� ���������� ��� ��������

∂Sb/∂bl + ∂Sw/∂bl  �� �
����
� �������� �� ����������
� ��� �������� Sb +
Sw �� .������ ��� ���
� b �� �� ���� 
����� �� �� ��� �
�
 �����

Sb =
c∑

i=1

ni(mi − m)(mi −m)′

Sw =

c∑
i=1

ni∑
j=1

(bij − mi)(bij −mi)
′, �%�'&�

�
��� mi = 1/ni

∑ni

j=1 bij + m = 1/n
∑c

i=1
∑ni

j=1 bij�

4�� �" �������"��
� �
� ���
� �� ��������� �
� �	����
� �� ������������
�
 + ��������*� �� ���� *�
�� ��� ������������
� 2� ����� ��� �������� ��



%(�����	� �� ���	�
�
 ��
���������� �� ��
��� � �����
����


������������ �
������ �� ������� ���� �	����
 x � �� ����� v ��+� ����� ���*
��� ������� �� �� ������
 �� ������ �� �� ��� �
�
 �����

clase(x) = arg mı́n
v

(

c−1∑
i=1

(yi − m̃v
i )

2), �%�CG�

�
���

yi = Fi(x,W)

=

h∑
p=1

ϕ(

d∑
k=0

xkw
e
kp)w

s
pi �%�C%�

�� �� ������ ��
������ �
� ��-2 ���� �� �	����
 x# + �
���

m̃v
i = Fi(m

v,W)

=
h∑

p=1

ϕ(
d∑

k=0

mv
kw

e
kp)w

s
pi �%�CA�

�� �� ������ ��
������ �
� ��-2 ���� �� ����� �� �� ����� v# mv�
2
� �	����
� �� ��������� �
 ���������� �� �� �������"����� �� �
� ���

�
� +# �� ���� .
���# �� ���
� �
�����
 �
��� ���
� ���� ���� ������� ��
�
����������"�	�� 2� ���� ��� ���
� �
�����
 �
��� �
� �	����
� �� ������
�������
 + ��������� ������ ���� ����� �� ������� �� ����� �
��������� ��
���
� + ������ ��������� �� ��� *�
�� � �� ���������� ,����
 ����
 ��
�
�������# �� ���
����
 ��-2 ����� �����"��
 + �
���� �� ������
� ��
� ��
W �
�
 ��������
 �����

��!� "��#���	� �$%����������
E��
� �������
 �
� ���
����
� ���# ���- + ��-2# ���������
� �� ����

���!���
# � ��� �����!� �� ����� �� ���
� �������� �� ��.������� ���
���
��
�
+ ��������� �� ������� �� �� ��*����� �� �
���� ��� ��������� �����
�*���
�
������� �
� ��
������ �
� �������
 �)���
 �� ������# �)���
 �� �������
�
+ �)���
 �� �	����
�� 2�� ����� �� ���
� �� ��� ������
 �� ���� ������/
������������
# ��������� + �����

2� ����� %�% ������� �� ������� �� ��� ����� �� ���
� �����"���� ��
���� �����	
� 2� ������� �
����� ������ �� �
���� �� �� ���� �� ���
� +



���� ��
	����
 �����������	�
 %H

�� � ���� �	
 Z0 ��� ���� �������

������� � ��� � ���� ��	� 
�� ���� ���������
����� � ��� �� ���� ����	 
�� ����� �� ���������

���	�
��� � 	�� � ���� ����� 
�� ����� ���������
����
��� � ��� ��� ���� ���	 
��� ���� �� ���������

������� � ���� ��� ���� ���� 
�� ���� ���������
����� � ���� �	 ���� 	��� 
�� 	��� �� ���������
����� � ��	� ��� ���� ����� 
��� ����� ���������
����� � ��� �� ���� ����� 
�� ����� �� ���������

���� � ��� � ���	 ���� 
�� ���� ���������

������ � 	��� �� 	�� � 
�� ���	 ���������

��� � �	�� � ���� ���	� 
�� ���� ���������
������ � ��� � ���� ���	� 
��� ����� ���������

��
����
� � ���� �� 	��� ����� 
��� ����� ���������
��	���� �� ��� �� ���� ����� 
��� 	��� ���������

()� ���� *������ �� ���� �� ����
���� ����� ������ ��� ����� �� ����� ��� ���� �� ���� �����!� �� ����� "� #�����

������� ������� �� ������ �� �� ���� �� ����� $ ��� �������� �% � $ � �������� ���
��������&�����' �(���� �� ������% �(���� �� �!��#��� $ �(���� �� ��������%

���#����������� "� ������� � ������� �� ����� ���� $ ��� �������� � $ 	 �������� ���
���������� #��������� �� �� �!�������� �� ��� ��� �������� ����� 
)*+�� $ �� �����
��� ��� ��#� ������ 
)*+���% ���#����������� "�� �(����� ����� #��,����� ����� ��
�(���� �� ������� �� �� ��#� ������� "� (���� ������� ������% ������� �� ���� ��
-���.�� �� #����,���� /��0% � �� �1������ ����� ��� ���������� �������� �� ���

�������� )*+� $ )*+�� �� ��������� � ���

��� �
������ A# ' + C �������� �� �)���
 �� ������# �	����
� + �������
�
�� ���� ��� �� �����# ��������������� 2� �
����� @ ������ �� ���
� �� ����
 �� �� 
������ �� ��������� �
�
� �
� �	����
� �� �� ����� ��+
�������� 2��
�
� �
������ ����������# ( + H# �
������� �
� ��������
� ��
������
� �� AG
�	�����
��� �� ��� ��� ����
��� ������ �$-��� + �
 ������ �
� ��� ���� 
�����
�$-���� B''D# ��������������� 2
� �)���
� ����� ���*������ ��������� �� ��
�
����� $-��� ������� �� �)���
 �� �������� �� �� ���� 
�����  �� ��
�����"��
 �� ���
����
 ���� 
������ �� ��	
� �
������� 2� )����� �
�����
������ �� �� ��.������� ����� �
� ��������
� 
������
� �� ��� �
������ $-��
+ $-��� �� ������������ 7��� ���
 ���
� �������
 �� ���� �� R���
�
� �

�����*����
 BCGD �����"��
 �����*� �� �
�
� �
� ����������
� �� ���� �����	

���� �����"�� �� ������������ �� �
� ��������
� 
������
��

2
� ���
����
� �����"�� ������������� �
� �
�	���
� �� ������������
 +
��������� ������� �� ��
���
 �� �������"�	�� �� ���� .
���# �� ���
� �
�����

�� �� �
�	���
 �� ���� �� ��� ������ �� �� ��������� �� ��������"����� �� �
�



%Q�����	� �� ���	�
�
 ��
���������� �� ��
��� � �����
����


���
����
�� 2� ����� �� ������������ �� �� ����� ���� �
�
� �
� ���
����
�/
�
� �	����
� �� ������� � �� ����� ��+� ����� ��
+������ �� ��������� ���
�������� ����� ������ �� �������� �����"���
 ������������� �
� �	����
� ���
�
�	���
 �� ������������
�

2
� ��������
� �� �
� ����������
� �� �������� �� ���� �� ���� ���!���

�� �� ����� %�C#  �� �� ��� ���������� �� �� ����� %�% �� ��  �� �
� ��
���
�� ��� H )������ �
������ ����������� �
������	�� �� ���
� �� ������������
�� �� �
�	���
 �� ����� 2� ������� �
����� �� �� �
���� �� �� ���� �� ���
��
2�� �
������ A# ' + C �
������� �� �)���
 �� ������# �)���
 �� �	����
� +
�)���
 �� �������
� ��� ��
�����# ��������������� 2� �
����� @ �������
�� ���
�  �� �� 
������ �� ��������� �
�
� �
� �	����
� �
�
 ��������������
� �� ����� ��+
�������� 2�� �
� �
������ ����������# ( + H# �
�����
���� �
��������
� 
������
� �������� ��� ��� ����
��� ������ + �
 ������ ��
� ���
���� 
������# ��������������� 2� ��.������� ����� ���
� ��������
� �����
�
�������� �� �������
� ��� ���� �� �
����������� ��� ��
����� ��������
 �
�
���� ���� �� ���
�� 2�� �����
 )������ �
������# �� �� Q � �� %%# ���������� �
�
� ���
����
� ��������
� �� ���� ���!���
� 0� �� �������
 �� ���� �� R���
�
�
�
 �����*����
 BCGD ����� �
� �
������	�� �� ���
� �� ������������ �� �
�
�
�
� ���
����
� ���� ����� �� �� ��.������� �� 
 �
 ������������ �� �� �����
���
 �� �������� �
� ��������
� ��� ���� ����� ���- + �� ����
 �� ���
����
�#
�����
 �  �� ���- 
������ ��	
��� ��������
�  �� ���# ���$ + ��-2#
�
� �*����
 ����
# ����
 �� ��� ����� �� ���
� �������� �
�
 �����������
,
�����������# ��� ��.��� �� ������� �������  �� �� ��.������� ����� ���- +
�� ���
����
 �
�����
������� �
 �� ������������ �� ��	
� ��������
 �� ����
���� �� ���
� ������� �����+��
 �� �� ������

2
� ��������
� �
�����
�������� � ��� �� ���������� �� �� �
����� Q� ��
�!��
�
 9�:#  �� ��
���3� � ��� ����� �� ���
� �����# ��+����13# 	 �����	�#
������ + ��������# ������  �� �
 �� ���
 ������� �� �����" �� �
�����"�
����������� Sw� 4�� �� ��� .
���� ��� ��������� �� ������ ���� ��
�����
�
������ �� ��������"�� �� �����" �������� �� ���� �� ��� �����" ��
�
���
���
� �� ��������� �
�
 �����

SR
w = Sw + μI, �%�C'�

�
��� I �� �� �����" ��������� + μ �� �� �
������� �� ��������"�����#  ��
�� ���
 �	��� �
�
 μ = 10−3 ���� �
�
� �
� ����������
�� �� �� ����� ��
�������� �
� ��������
� ���� ���� ������� �� ��� �� �� �
����� �)���

& ����$�� ?������ � ���� �� ��3� �
��������� �� ������ 
������ ��������
�
� ���� �
��� ��� ����� �� ���
�# �����
 �� �� ��+
�!� �� ����� ������� �



���� ��
	����
 �����������	�
 %&

�
� 
������
� �
� ���� �� �����
� ���
� ���$ ����
��# �
�
 ������ ��
��������� + +������ 0�� ������
# ��	
�� ����������� �� ��������� + ���������

� ������ �� ��
�� �
� ��.������
� � ��� �
�
 �� �
�	������ ��� ������
��� ������������� �� ������ ��*�
�
 �� ��������� �������
���� + �� �����
�� ������������ �
� ��������� � ������ ��
+������� ��������� ������
������#
���� �
��� ��.�����
� � ��� �
�
 �� ���
����
 �� ������������� 7
� �
 ����
#
�
� ��������
� 
������
� �
� ��� �
�# �� �������# ��	
��� ���� ��
������ ���
����
�  �� ���� ��
������ �
� �� �)���
 �� ������ ��+
�  �� �
�� 0�� ����#
�� ��������� ���������� �� ��� �� �� ��������"� ������� ,����
 �� ��
�����
����� �
�������
��� �
 �������� �� �
� �������
�# �� .����
�������
  ����
���������� �
� ����	
 ��� �����
� 7��� ���
��� ������������� ���
� ��
�
������# �� ��������
 �������� � �*�
�
� �
 �������� �� ��������� �������
���
�
�
 �
� ��������
� �� ���� ���!���
� ,
�
 ��
� �� �� ����� %�C + ���������

� ������������# �� �������� ������������� �� ������ �
� �)���
� ���-�� +
�� �������� ������������� �
 ������ ���-2�# ��	
��� �
� ��������
� 
������
�
�
� ��� + $-�� �� �
��� ��� ����� �� ���
� �����������

7��� 
������ �
� ��������
� �� ���- ���
� �����"��
 �� .������ �� �)���
�
���������"����� B%(D  �� �� �������� �� �� ����� %�A ��+
� ��������
� ���
���
 ������
� �������� ��� �)� ���� ��������� ,
�����������# �� ���
����

�������
�� �� .������ �� �)���
 + ��
� �� �� ��������
 �
�����
�������� ��
�!���
 ���
� �� ���������� 2
� ��������
� c �� �� .������ ?�������� + s
�� �� ����
���� �� ����
��� �� �� �������
 [0, 20] �� ���������
� �� G�%� ��
��������
 θ# �������� �� ��� .����
��� �� �)���
 ����
���� + �
�������
#
�� �� ��	��
 �	
 � ����� � 0 ���� ����� .����
��� �� �)���
� 7��� �� �)���

�
�������
# �� �������
 [2, 20] �� ���
��� �� ���������
� �� %� �� �!���� ��.���
�
�� ���� �������
 � ����� �� �������� ������������� ���������
 ���,�B&DB'&D�
�� ��
� % � ����� �� �������� ������������� �� ������ ������

�L$ ?�������� k(x,y) = exp −‖x−y‖2

c
7
�������� (x′y + θ)d

0���
���� tanh(sx′y + θ)

()� ���� ���� �� �+
���� �����,��� �� �	�'

0� ������� ��� ����� �� ��� .����
��� �� �)���
 �����"���� �� ���-/ �L$
?�������� (c ∈ R)# �
�������� (d ∈ N, θ ∈ R) + ����
���� (s, θ ∈ R)�



AG�����	� �� ���	�
�
 ��
���������� �� ��
��� � �����
����


������� �� ����
������ �� �
� ��������
�# �
� �������
� ������������ ��
�
������ �� �!���
 �
��� �
� ��������� ����
���
� �
� ���������
� ��
G�G%� 0� �������� ���
� �!���
� �
�����# �
� �������
� ��+������� �� �����
� ����
��� �
� �� ���� �����
 �� ��������� �� G�GG%� �� �� ����� %�' ��
���
��� �
� ��������
� �� �� ����
������ ���� ���� ���� �� ���
�� 2� �������
�
����� ������ �� �
���� �� �� ���� �� ���
�# �� ������� �� �� .������ ��
�)���
 �����"��� + �� ������� �
����� ������� �� ��
� ��� ��������
 �� ��
.�������

2� .������ �� �)���
 ?�������� �� ��  �� �
����� � ��	
��� ��������
�
�� �������� �� �����  �� 
����� �
� ���# ���- �� ��������� �
� ��
������
�����
 �� �����" �� �
�����"� ����������� �� �������� �� �� ������
 ��
+�����
�
� 0�� ������
# �� �
��� ��� ����� �� ���
� ����������# ������� �� ���������
���)� ��
� �� �
� ��������
� �� �)���
  �� ����� ���� ��
������

L��� �� ���
� ������� �� �)���
 7�������
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��������� 7
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�������� �� �!���
 ���
� �� ���������� 2� ������� �
����� �� ��
�
���� �� �� ���� �� ���
�# �� ������� �� �� .������ �� �)���
 + �� �������

������� �� ��
� �����
 ��� ��������
 �
�����
��������

�� ��� ���- �� �*�
�
 �
 ������# ��� ��������
� ��	
��� �� ������
����������� �
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� �������� ��� + ���$ ���� �
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����� �
 ������ ����# �������� �� ���- �� �� ���
����
  ��
��� ���� 
������ �� ��	
� ��������
 �� �
�
�# �
������
 �
� �
�
� �
�
���
����
� ��
�����
� �� �� ����� %�C� M������ �� ��	
� ��������
 �� C ��
��� ( ����� �� ���
� �������� + �� @ �� ��� Q ����� �� ���
� ����������� �
����� �� ���� *���
# �� �����  �� 
��
� �*�
�
� �� ������������ �����
� ��
�)���
�# �� ����������
 ������� ��!��������� �� �� �������� ��� �)���
 + ��
�
� ��������
� ��� ����
� 2� �)� ���� ��� �)���
 �����
 ���� ���� ��
�����
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�����
 �� ��� ����� �
� �� �
��� �
�������
��� ��+ �����
 B%GD BA@D BAAD#
 �� �� �����
� ���
� ����� ������ � �
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� �
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 �� �������� ����� ��
�)���
 �� �������
� ��� ��
�����# �� ���� �� ������ ����� �� �)���
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�������� ����� �� �)���
 �� ������ ���
� ��
# + �� ���� 
����� ����� ��
�)���
 �� �������� ���������"����� 0� ���
��� ����
 ��������
 �� ������
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� �������
����� �� ���� ���!���
 ����# ��+����13#
	 �����	# ����� + ��������� ���� ��
����� �� �
����
�� �������� �� �����
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�������� 0�� ����# �� ��������� ���������� �� ���
�� �� ��������"� ������� ,����
 �� ��
����� ����� �
�������
��� �
 ��������
�� �
� �������
�# �� .����
�������
  ���� ���������� �
� ����	
 ��� �����
�
7��� ���
��� ������������� ���
� ��
������# �� ��������
 �������� � �*�
�
�
� �
 �������� �� ��������� �������
��� �
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� + �� �������� ������������� -
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�
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��� ��������
� �� ��� ����� ��
���
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� ��� �
�������
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 ��� ��������"��
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#
�
 �
������ ��
� ���
��� �� ��������� ��� ��	
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�%	�	 �� ��# �
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��	 !

��	��� ������

���� ����� �� ���! �������� �� "�!����� #�����	������ ���� ���� )�����
%"#�)&� ���� ��+����	� ��  �� �'�����*� ���� ���� ��� "�!����� #�����	��
����� �� $����� , � ��������� �� ��� 	������� �� ��������-� ��� ��+����	�
���+����� )� ��������*� �������� ��� "#�) ����	�-� �� �(	��� �� ���	�
���� �����/����� ���*���	���� 	�������  �� �������+�� ���� ����� )� �����*�
��1 ������ �� �� � ��� ��+����	�� )� �����*� ��2 ���! �������� �� ��� ��� ��
�� 0 ���*� �� ������� �� �� �����*� ��3 �� ��+����	� �� ������ �� �������
	� ���� ��� ����������� 9:;  � ������	� �� ���� ������ , � � �, � � ���
��� ������� ���� ���	���� 	������� "#$� �� ���� �� �	��������� �� �� ����
	���-���*� �� �� ������� ���� ���� �� "#�)� )� �����*� ��< ����� ����� ��
�������*� ��� �(	��� �� ������������� :�	� ���� �� �� ��� �� ��� ��� ��
������� �� ������	� �� �� ���� ��� ����������� 9:;� �� �� �����*� ��= �����	��
, � ����������� �� �������+�� ���� ���� ��  � ��+����	� +��.���� �� �������*�
�� ����� ��� �� � ���� ������ ������	�� �� 	���� ��/� ����� 6�  ����-� ��	�
���	��� �� ������	� �������� ��� ����������� 9:;� �� ��� �� ��	���� "#�)
��� ��� ��+����	�� ��� ������ �� �� ���	�� ����� �� � �� �'����� ��+ ��� ����
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 ���������
# �� �������� �� �
��
������ �����������
��,7� B%&D ������ �
�������
��� �� �������
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� �� ��������
�� ��.
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 �� �����"�  �� �
�������� �� �������
��� �����������#  ��
�
� ������
 ��������� �����*�# �� �������� ������������� �� ������ ����� BHD
����� �����
 ��
 �� �
� ���
����
� ��� �����"��
� �� �� ��������� ���
� ���
�
����
�# �,7 + ���# ����� ��
 �� ������� �� ��.
������� �� ��� ������
��
�
���
� ���������
� �
� ��"
���  �� �����
 �� �
�
 ����� ���������

�� ���
������ ����� �� ������  �� ��� �� ��� �*����� ���������� ��
��������� �������
���# �
 �� ���
����
 �� ������������� �� ��+ .�������� ����
��"���
 �
� ���� �� ������"����� + �
�
 ������
���������
 ����� �� �������
�� ���
����
 �� ������������� �� ���� )����
 ���
# �� ����� �� ������������ ���
�������� �
������ �� ������� ���� �	����
 � �� ����� ��+� ����� ���* ��� ����
���� �� �� ������
 ��
+�����
� M��������# ���� ����� �
 �� ��������������
�� ������ +# �� �������# �� ��������
 �������� � ��� ��� ����
��� � 
��
 ���
�
����
 �� ������������ ���� ����
��� �� �����
 �� ��
+������ �� ������� ��!# ��
��
���
 �
�����
 �� ������������ ����� 
�����"���
 �
� �������
� ��.�������/
������
 �� �������
 �� ������ + �����*� �� ���
� �� ������������ �� �� ������

��
+�����
� 2
  �� �� ��
�
�� �� ���� ���!���
 �� ������"�� ������������ ��
���
� �� ������������ ��� �����"�� ����)� �������
 ���������
�

0� �
��!� ������  �� ��� �����	
 �� ��  �� �����"�� ������������ ��� �����
����
����� BAD# �� �����# ������� ������������ �� ���
� �� ������������� 0��
������
# �� ���
� ������"��
 �
� ��� ��� ����
��� �+ ��� �*������ �� ���������
������
������ �� �� ���
� ���������
 �� ������������� 7��� �������� ���� ���
�
�� ��������
 ������� �����
� �� ������ ���� ���� ������ -�����
 ��.
 �� ��
��� ������
 � ���  �� � �� ��������� ���
  �� �
 �������� ��� �
���������
�� ������� 0�� ������
# � ��.������� �� �
  �� 
����� �
� ���# �� ��
+������
�� ������ �
� �������
 � �� ����� �� ������������ �����
 �  �� �� .������ ��
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��� �� ������������ �� �)���
 �� �	����
� ��� ���������
� �� ������� ��
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���
  �� �� �)���
 �� ���
��� �� ��� �������� �������� �
 ��������#
��������
� � �� �*�
�
 �� 
�����"����� �
�
 ��� ����������� �
������ B%D
���� ������"���
� ����� �� ������ �� �������� ���
� ���
 �
���
� �����
 �� ��� ���������� �
����� ������ ��� �� ��� ��
+������ ����������
���
�����������
��� �� �� �
�	���
 �� �	����
� ��� �����
� �
� �� ����� � ��  ��
���������� BCAD/

0� ������ ��� ��
+������ ������� �����
����

�� ��
� �������� �� �� ��
+������ �� �� �)���
 �� ���
��� �
�����
�
�� ������� ���� �	����
 �� ������������
 � �� ����� ��+� ����� ��� ��
��� ������� �� �� ������
 ��
+�����
�

0� ������� �
� ���������� ���
� �����  �� �� �����"� �� �)���
 ����
������
 �� ��������
��� ��� ��	
���/

• 0� ������ ��� ���� ��
+������ �3������
 ����������
��� �
��
����� �������������� � ���� �
��
����� �� �� ��
+������ �������

• 0� ������� �� �)���
 �� �	����
� ��� ���������
� �
� �� ����
��
+�������

• 2� ���� ��
+������ ���� � ��� �� ������ �� �� ������ �� ���
��

2� ��
+������ ������ �� �� ��������� ��� ���
����
�

,
�
 ����
� �� �� ��������� �������# �����
� �
��� ������� �������
��
��� ���� �
���
��� �� �
�����������"�	�# ��
����� ��+ �
�)� �� ������
��"�	� ���
�����
� �)� ��!# ������
 ���
����
 �� ��+ ������ + .���� �� ��������
��� �� �
����� ��� �����
  �� �� �
���
�
 �������
���# ����� ����	��
������ �����
 �  �� ������ �� ������� �� ���������� ����� �������

��� �� �� ���������� �� ����
 �� ���
 ������� �� �� ���������� B@D# ������

��.
 �� �
 ���
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���� �� ���� ���
  �� ������� ���
����� ��
+����
���
���������
����� �� �
�	���
� �� ���
� ���������� �
�
 �� ��
����� �� �� �
	�
B'D� ���� �������� � �� �
�� �� ������ �� ��������� ��� ������
 ��
+�����
 �� ���
�������� ��.!��� �� ���
����� �� �
� ���
����
� �� ������������� -
���������
�� ������ �����"�� �����
� �� ������ 
 ������� �� ���������� �� ������# ���
�



���� !�����
 ����������
 � � ����
 �� 
�	��� ��"�
# A&

����������
� �
� �� �)���
 �� ������ ��� ��
������ �� �� ��������� ������� ����
��"��
� ����� ������������
��� + ������
� �� ���
 ��.
 ��  �� �
����
��
��� ��������
����

���� )*���� %�	������ 	 �(��+	� �� ���� ,�	�-
,
��������
� �� �
�	���
 �� �	����
� {(x, t)} �� d �������
���� ,��

�� �	����
 x ���� ��� �����
 �
� �� ����� t(x) � ��  �� ���������� -�����


�	���
 �� �
������� ��� .������ y(x) ��� ������
 �� ������� �� ������
 ��
������  �� �������� �� ���
� �� ������������ ���� �	����
� �
 ���
� �������
�� ������������
� �� ����������# �
� ��������
��� ��������� �������� �����
.����
��� �������� �� ������"����� �� ���
��� ���������
� BAD �
�


L =
∑
x

(y(x) − t(x))2. �A�%�

�� ��+ �
�)� �����"�� ��� �
��������� %����� ���� �
� �����
� �� ������ ����
�
 ���
�� ������
��� �� 
���� ���)����/

t1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

%
G
G
���
G

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

t2 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

G
%
G
���
G

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

. . . tc =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

G
G
���
G
%

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

. �A�A�

K���
� �� �
���
� ���������� �� ���
� �����
�� � �� �� ���������� ���
������
���# �
��������
� ��� ��� ����
��� ��� ����� 
������ + ��� .����
���
�� ���������� �� ���� ���
# ��� ������� �
� ��� ����������/

yj =
d∑

i=0

xiwij, �A�'�

�
��� x0 = 1 ���� �
�
� �
� �	����
�� �� ��������� �� �� .������ �� ���
�
���������
 ���� �� �	����
 x �� �� ���������/

∂(y(x)− t(x))2

∂wij
= 2(yj − tj)xi. �A�C�

���� ��������� �
����� � �� ����� ����� ������� 
 ����� �� ����
���
��������
�����
 ������� �������� 
�������
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�# �� ��������� �� ������
��������!� ��� ����� � �� ��������� �� �������# ��������
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�
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+����� ��� ������ 	���
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+����� �
� �	����
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� ��� ������ �� ��� ������# �� .������ ��
���
� �� �
������ ��

L =
∑
x

(y(x) − y(m))2. �A�@�

�� ���
 ��������� �� ��
�
���
��� � �
� ���
�  �� ��������
� ��������

∂(y(x)− y(m))2

∂wij
= 2wij(xi − mi)

2. �A�(�

7
� �
 ����
# ���� �����  �� �
� ���
� ������� � ��������# �� .������ �� �
���
�� �� �������� A�@ ���� �
�������� �� ������ .
���� 6�� �"# �� ���������
����� ��� ������ �
��!� �+����� 0�� ������
# �� �" �� �������� ��	
��� ����
.������ �� �
���# ���
� ������
 �� ��
����� �
� �� ���
 ��.
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�
���������
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� ���������
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� �� �)���
 ��
�	����
� ��� ���������
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�
 ���� .������ �� �
���� 0��
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��
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�
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� �	����
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�������# �� ��
���
 ������
 �
� �� ���������� �
����� �� ��+ ������
��
� �� �� ������ ��� ������ ����� ��� �������� �
�
 ������ ,
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�
�
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��������� � �� �� �������� �� ������ �� ����
�
���
# �� �����# �� �)���
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� + ��� ������ �� ��� ������# + ���
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�
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�����
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���������� �
�����# �����*� �� ����� �
� ���
� ��� �
���
# �
� �������"���
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+����
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 ��������
 ��� ���
����
 �������������
�
����
�

���� ��� . ��
����� ������������ �/	�#��/	  ����
0�� {(x, t)} �� �
�	���
 �� �	����
� �� d �������
���# ���� ��
 ��� ���

���
 �
� �� ����� t# (t = 1, . . . , c)� �����
� �������
 ��
+����
��� ��������
�� p �������
��� �p < d�#

x̄j =
d∑

i=1

xiwij, j = 1, . . . , p, �A�H�

�
� �� �� �� ��������� �� ������ ������ ��
� �	����
� ��
+�����
� �����
������
� �
� ��� �������

2� ��
+������ ��
������ �
� ��� �� ��  �� ������"� �� �������
 �� ���
�������� �� ������ %�%C� �������������# ���� ������ �� �� ��������� ����� ���
������ ������� �
� �� ���������� �� ���� ����� �� �� ������
 ��
+�����
� 7
�
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# ����� ������
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� �	����
� �
�
 �������������� � �� ����� �
�
�� ����� ��
+������ ��� ������� �
�
 �����

clase(x) = mı́n
k

(

p∑
j=1

(x̄j − m̄k
j )

2), �A�Q�

�
���

m̄k
j =

d∑
i=1

mk
i wij, k = 1, . . . , c, �A�&�

�
� ��� �
��
������ ��
+������� �� �� ����� �� �� ����� k�
-�����
 ���
����
 �� ������� �� �� �������� ������������� ������
� �� �����#

�
� �	����
� �
� ��
+�����
� ��� ����� �� �� ��
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# �� �" �� 
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���� �� ��
���������� ����� ������ �
�
 %�%C# �� �����"� �� ���
� ����
 �� ������������

J(w) =
1

N

∑
x

L(t(x), mı́n
k

(

p∑
j=1

(x̄j − m̄k
j )

2)), �A�%G�

�
��� N �� �� �)���
 �� �	����
�# + �� ��
� ������
 �
� L(t, z) �� G �����

t = z# + % �� ���
 �
������
� �� �� + �� ���
# ���� ���
�# 
 �� ������ �������#
�� �� 
�	���
 )����
 �� ���� ���� ���
����
 �� �������������
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  �� �� �)���
 �� �	����
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�����# ���������
� �����"�� �� ���
����
 �� 
�����"����� ����" �� ������ ����
������� ���������# �
�
 �� ���������� �
����� B%D� �� �� ������� ����
����
���
�� �� �������
 ��� ������ ����������� ��� ���
����
� �� ���
����
 �
�����
#
���
�����
 �������� ������������� �
����
 2�����# �����"� ��� ����������
�
����� ������� (μ, λ|ρ)��0# + .����
�� �
�
 �� �������� � �
����������/

%� 0� ����� �� ��������� �p� ��� ������
 ��
+�����
  �� ����������� �	�
������� �� �
������� �� �� ��������� ������� �� ��������� ���
 ������
���� ��������
 ���
�����������

A� 0� �
�����"�� �
� �	����
�# �� �����# ��� �������
� �
� 
�	��
 �� ��
��������� �����.
�������

xi → xi − mi

σi
, i = 1, . . . , d, �A�%%�

�
��� mi + σi �
� �� ����� + �� ��������� ��������# ��������������#
��� �������
 �)���
 i�

'� 0� ����� �� ����3
 �� �� �
������� �� ��
�����
��� �μ�# �� ����3
 ��
�� �
������� �� ������������� �λ� + �� ����3
 �� �� .������ �ρ�� 2�
.������ �� �� ������������ �� �� ����
�	���
 �� �
� ��
�����
���  ��#
�����*� �� �� ���
���������# ��� ����� �� ������������� 2� �
������
(μ, λ|ρ) ��������� �� ����3
 �� ��� �
�����
���# �������� �� .������# +
�� �� ���� �� ������"������
 ��� ������"������
 ��	� �������
�� ���
��	
��� μ ��
+����
���# �� ����� �
� λ �������������# �
�
 �� ����
�
������� �� ��
�����
�����

C� 0� ����� �� ���
 �� �������� �σ�  �� ����������� �	
 ������� �� ��
���

�
����
�

@� 0� ������ �
� ���
� ��������� �����
�������� �� �� �������
 [−0,5, 0,5] +
�� ������� �
� ���������� ���
� �����  �� �� �	����� �� �)���
 ��������

�� ��������
��� ��� ��	
���/

0� ������ �� ����
 �� λ ���
� �wl
ij �
� l = 1, . . . , λ� ��������

�� ���
��������� �������� �� �
� ���
� �� ρ ��
�����
���� 2� ���
�
��������� �������� .����
�� �� �� ��������� ������/ ���� ����
������������ �� ������ �����
�������� ρ �������
� �� �� �
�������



���� �����

 ''

�� ��
�����
���� 0�����������# ���� �
��
����� �����
� ��� ����
��������� �� ������ �� ����
 �
�����
������� �� ��
 �� �
� ρ ��
�
�����
���# ������
� �����
�������� ��� ����
�	���
  �� .
��� ��
.������� ���� �� ���� �� ���
��������� �
 ����
���� ���
� ����
�
� �� �� �
��������

,��� �������
 �� �����
 �3������
 �������
��� �����
���� ���
������������ σij � ���� �
��
������ ����� �������
��� �
� ���
���!��� �� ��� ������������ �
���� N(0, σ)� 7
� �	����
# �� ���

�)���
 l �� �����
 �� �� ��������� .
���/

wl
ij → wl

ij + σij. �A�%A�

0� ���� ��� ���� �
������� �� ��
�����
��� �
� �
� μ ��	
���
�������
� �� ����� �
� λ ��������������

���� �� ��� ���������� �
����� ������� ��+� ��������� ��������!����� �� ��
��.
 �� �������
��� �������
 �� ���
 �� ��������#  �� �� �� ����
 ���� �
�
�
�
� �������
� + �
 �� ������ B%D� ,
�
 ����
� �����*�# ���� �
����������
��� ������ ����� ������ ��
������ �� ��������� �������
��� �������  �� �
�
�	����
� ���*� �
�����"��
�� 0�� ������
# ������
 ���
����
 �����
 �����
����������� �� ���
����
� �
����
� ��� �
������ �
�
 ,>���0 B%@D# F��
B%HD# 0�?� BC&D# 
 � ����
� �� �
� ������ ��� ������
��� ?��������� �� ��
��������� �
� ������
��� �� 2*+ �� ������ .����
��� �
� ����
� �����
�
�
����� BA'D�

��!� �������
������
������ ���
� ��������
  �� �� ������ �� �� ���
� �
�����
 �� �����

��� ���� �	����
 � �� ����� �
� �� ����� ��� ������� �� �� ������
 ��
+�����
�
� �� �� ��������# ���� ���
� ���� ��� �������
 ���
  �� ��+ �
��� ���� ��
����
�� �� �� �
������� �� �	����
� �
������� �� �� ���������� �� �������"�	�
���
�����
 �
��������� �� �����"� ��������� ���"��� 
 ��������� �
�
 �*��
����� �� ����������� 7��� ���������� �
� ������
� ���
� �������
 �
���� ��
�
�	���
 �� �	����
� �� ���� ����
�	���
� ��
�	���
 �� ������������
# ����
������ + ����� + ���
� �����"��
 �
� �
�	���
� �� ������������
 + ���������
�� �� ��
���
 �
����
 �
�
 ��������
� � �
�����������

7��� �������� �� ������ �� ��� ��
+������# ������
 �� �������� ��� ������
��
+������� �����"���
 �
� �	����
� �� ������������
 �������������� 2
�



'C�����	� �� ���	� ���	�
�
 ��
���������� ���	���� 	����	

�	����
� �� ��������� + �
� �� ���� �
 .
������ ����� �� ���� ������
� �
�
����������# �� ��������� �
� �
�	���
� �� ������������
 + ��������� �
�
��������� � ��� ������ ��
+�������� 2� �
���������� ��� �
�	���
 �� ���������
�� ���
� ������� � �
���
��� �� �
�����������"�	�� ����������# ���
  �� �
�
�	����
� �� ���� �
 ��� ���
 �����"��
� �� ����)� �
����
 ������� �� ��
���

�
����
# �� ���
� �
�����
 �
� �� ��
+������ �
��� �� �
�	���
 �� ���� ����
��� ���������� �� �� ��������� �� ��������"����� �� ����� ��
+�������

�� �)���
 �� ���
��� �� ������������
 + ��������� ������ ��� �
����
���
� �� ��.������� .
����� E��
� �����"��
 �� ����������
 ����������  ��
�������  �� �� ��
���
 �
����
 �
 �� � �.�����
 �
� ��� �
���������
�
������ ������� + �����
 ���
� �
�	���
� ���� �����
� �� ������� 2� �����
A�% ������� �
� ��������
� �� ���� ����������
  �� ��������� ��
+����
���
���������
����� ���� �� �
�	���
 ���� B'D �
������
 �
� ���� ������� ���� ��
�
����� �
������ �� ���
����� ���� �� �
� ���� ��.������� �����
� ��
���� ����
��
 �� �
� %HQ ��
� �� ��� ������ �� F������ 6����
� � ������� ����
������
%' �������
� �
�
 �� ���������� ��� �
�
� 
 �� ����"# + ��� �
���������
��� ��
���
�
�# ����
 �����
 
 �������
� �� �
�	���
 
������� �� ���
 ������
 �����
�
�������� �� �
�	���
 �� ������������
 �&@ ��
��# ��������� �CA ��
�� +
���� �C% ��
���

,��� ��� �� �� ����� A�% ������� �
� ��������
� ��
������
� �
��� 'G
�	�����
��� �� ���2 ���� �� ��
� �����!��
 �� α �� �� .������ �� ������/

JADEL(w) = (1 − α)Jen(w) + αJva(w), �A�%'�

�
��� Jen(w) + Jva(w) ����� ���
� �
� �� ��������

JS(w) =
1

N

∑
x

L(t(x), argmı́n
r

(

n∑
k=1

(x̄k − m̄r
k)

2)), �A�%C�

�
��� N �� �� �)���
 �� �	����
� + S �� �� �
�	���
 �� ������������

���� 
 ��������� ���� �
��� ��  �� �� ������� J($) ������� ������
������
�������� �� �������� A�%G� �� ��
� ������
 �
� L(t, t′) �� G �����
 t = t′# +
% �� ���
 �
������
� 2
� ��
���  �� �� �������� �
� �
� �
������	�� �� ���
�
����
� ���� �
� �
�	���
� �� ������������
# ��������� + ����# 	���
 �
� ��
�)���
 ����
 �� ��������
��� �����"���� ���� ���
����� �� ��	
� ��
+������
+ �� ������ ����
 �� �� ��	
� ��
+������ �)����� �
������� �� ��������

���
 ����
�� �����
 �
 �� ������ �� ������ �� �
�	���
 �� ������������

�α = 1� 
 �� �
�	���
 �� ��������� �α = 0�� 7
� ����
# ���
� �������




���� �����

 '@

α ������������
U K���������U 6���U V ?��� �������
G G�GG &�%H '�Q& &AH &�%H
G�% G�GG G�GG A�HQ %CGA G�GG
G�A G�GG G�GG A�&A %AQC G�GG
G�' G�GG G�GG A�&A %AAA G�GG
G�C G�GG G�GG '�%& %A&' G�GG
G�@ G�GG G�GG A�&A %CGC G�GG
G�( G�GG G�GG A�&A %H@' G�GG
G�H G�GG G�GG A�HQ %((G G�GG
G�Q G�GG G�GG A�&A %H@H G�GG
G�& G�GG G�GG '�G( %(Q' G�GG
%�G %G�H@ G�GG %G�(& @QC %G�H@

()� ���� 	���0� �� � !��
�#� �� 1�����

$�������
� ��
������
� �� 'G �	�����
��� �� ���2 �
��� �� �
�	���
 ��
���
� ���� ���� %% �������
��� ��.������� �� �� .������ �� ������ �%%
��
��� �������
� �� α �� JADEL(w) = (1 − α)Jen(w) + αJva(w)�� 2��

�
������ A# ' + C �������� �� �
������	� �� �	����
� ��� ���������
� ����
���� �
�	���
� 2� �	������� �� � ������
���� ���
 �����
 �� �
�	���
 ��

��������� �α = 0� 
 �� �� ������������
 �α = 1� �
 �
� �����
� �� �������
-�����  �� �� ��
� ���
� �������� ���
� ��������
��� ��
����� @� ����

���
����� �� ��	
� �
������# ���
  �� ���2 ���� ���
�����
 �� ��
�����
��� �������

�����"�� α = 0,5� 2�����
� � ���� ����
 �
���
� ��������� ���
 �� ������ ��
������ � ���� ��
+������ �w = (wij)�/

�� �
�	���
 �� �	����
� �� ����� �� ���� ����
�	���
�/ ������������
#
��������� + ����� 0� �������� ��� ������ �� ���� ����� �mk

i � ��������
������ �������� �
� �	����
� �� ������������
� ���
� �
�	���
�#
������������
 + ���������# �
� ���������
� �
� ��������� � ������ ���
����� �� �
�	���
 �� ���� ���
 �� �����"� ���� ��
��� �� ��������� ��
��������"����� �� ��� ��
+����
��� �������

0� ��
+����� ��� ������ �� ������������
 �mk
j � �
� �
� ���
� wij �
�


�����/

m̄k
j =

d∑
i=1

mk
i wij, j = 1, . . . , p. �A�%@�



'(�����	� �� ���	� ���	�
�
 ��
���������� ���	���� 	����	

0� ��
+����� �
� �	����
� �x� �� �
� �
�	���
� �� ������������
 +
��������� �
�
 �����/

x̄j =
d∑

i=1

xiwij, j = 1, . . . , p. �A�%(�

0� ������� �
� �	����
� � �� ����� ��+� ����� ��
+������ ���* ��� �����/

clase(x) = mı́n
k

(

p∑
j=1

(x̄j − m̄k
j )

2). �A�%H�

�� ��
� �� ������ JADEL(w) �������
 � w = (wij) �� �� �
������	� ��
�	����
� ��� ���������
� ���� ����� ��
+������� �� ����
# �� ���
� �� ��
�
�	���
 �� ������������
 Jtr(w) + �� ���
� �� �� �
�	���
 �� ���������
Jva(w) �� ���� �� ��� )���� ��.�� JADEL(w) = Jtr(w) + Jva(w)#  ��
���� �����"��� �
�
 .������ �� ������ �
� ���2�

��&� �	����0��(�
,
�������
� ������
 ��"
�������
 �
� ����
 �� ��
������ ���� �" ���

���������# �
���"���
 �
� �� ��
����� �� �
� �������
��� �������
� ������ B'D#
����
�����
 ����������� ���� �
�	���
 �� ���
�# � ����� �� �
 �����������
�� ����.!
 ���
������ ���
  �� �� ���� ����������� ���������# �
� �+�����
� �������� ��	
  �* �������������� ������
 ���
����
 ����� 
������ ��	
���
��������
�  �� �� ���
����
 ������
 ������

�����"����
� ������
 �
� ��������
� 
������
� �
� �� ��.
 �� �������
����
���
  �� ��+ ���� ������ �� ���� ��
�����# ��� ��������� �
� �
�������
���
�������� �� �
� %' �������
� 
���������� 2� ��
+������ ���� .
����� �
� �
� �
�
���
���
��� �
 ���
� �� S−1

w Sb� �� ��������
 �� ������� �� �� ����� A�%
������ �� �� �" �������� ,����
 �
� ��
� �� ������� �� �������
� ��+� �����
�� �� ��� ������� �� �� ������
 ��
+�����
# �� �
������ �� ���
� ����� � 2,44 %
�� �� �
�	���
 �� ����� �� ���
� �� ����� ������� �
�����
������ � 0 % �� �
�
�	����
� ����� �
�����"��
� ����� �� ������� �� ���
����
 �� �������

,
������
� ���� ��
+������ �
� �� ���
������ �
� ���� 2
� ��������
�
�� �������� �� �� ����� A�A� $��
����
�  �� �� �)���
 �� ��
+����
��� ����
��� ������
 ����� �� �	������ �� ���������� �
������ 7��� ��
+����
��� ��
��� ��������� �� ��	
� ������ ����
 �� ��� 'G �	�����
��� �� ��� ����������
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�� �� ���� �� "��)��� ���� "����
��� ������� �	� � �	��

,
�	���
 �� ���
� �� ������������
 ��
+�����
 �
� ��� ��" ������� +
���2 ���������� 0� �������� �
� �
�������
��� �������� �� �
� %' �������
�

��������� ��� �
�	���
 �� ������������
# ���� ��� ���� ������ �� �������
����

V ��
+� ���������� U ��� U K��� U 6��� U ���� >�	
� ���� ����
% (1 + 1) @�H@ A�'G %G�&Q A�QH Q�G( C%(
% (15, 100|2) %�Q( G�GG H�AC A�%( %�Q( H&A@
A (1 + 1) G�GG G�GG A�%% A�A' G�GG '%'
A (15, 100|2) G�GG G�GG %�'G %�(' G�GG %AGH

()� ���� *�������� �� �	�� "� �� "��)��� ����

K��
��� ��
������
� �� 'G �	�����
��� �� ���2 �������
 � �� �)� ���� ��
��
+����
��� �� ��� + �
� �������
��� ���� �� ��
����� �� �
� �������
���
������� �� ���
� ����
 �� ������������
# ��������� + ���� �� ��� ��	
���
��
+����
��� �� ���� �	������� �� �������� �� ��� �
������ '# C + @#
��������������# 	���
 �
� �� ��������� �������� ��� ���
� �� ����

��
����� (�� �� ��	
� ������ ����
 + �� �)���
 ����
 �� �������
��� ����
�� ��	
� �
������ �� �������� �� ��� �
������ H + Q# ���������������

�
����� (1 + 1)��0 �� Q�G(� �� ��	
� ������ ����
 �� ��� 'G �	�����
��� ��
��� ���������� �
����� (15, 100|2)��0 �� %�Q(� ,
� �������
 �� �
������	�
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�� ���
� �� ����# �� ��
����
 ���� �� ������� ���������� �� 10,98 % ��������
 �� ���� �� ������� �� 7,24 %� 7����� 
��
  �� ���������
� ����������� ��
��������� ��� ������
 �� ��
+������� ,
�
 ��� �� �������# ��� ��
+����
���
�� �
� �������
��� �
������� ��	
��� ����
 �� ������� �� ����
# �� ��	
�
������ ����
 �
� ��������� ���"��� ������� ����� 0 %� �� ���
� ����
 ��
���� �� 'G �	�����
��� �� ��� ���������� �
����� (1 + 1)��0 �� 2,11 % + ��
���
� ����
 �� ���� ���� ��� ���������� �
����� (15, 100|2)��0 �� 1,30 %�

2� ����� A�% ������ ������
� ������� ��� ��
+����
��� ���
������� �
�
���������� �
� ��� ���������� (1 + 1)��0# �� �
� �	����
� ��� �
�	���

�� ������������
� �� ��������
 �
����
 �� ��+ ������� �� 
������
 �
� ��
��
+������ ������� ������ �" �����
�� ���2 ��	� �� ��	
��� �� �
������ ��
�����"�� �� �!���
 �� �� .������ �� �
���# �
  �� 
����� ����������� �� ����
�	����
 �����
 � �� ��������"� ������� 7
� ����
# �� �������# �
 �� ��
���	�
�� ������"����� ������� ��� ���
� �� ������������ ���� ��
������ �������
� ���
��������� ����������# �
� �
 ���
� �
� ������
 �*�
�
 �������
 �� ���������
���"���� �� ��+ ��
�����  �� ��� �*����� ��� �
����� �� ��������� ���"���
�� %G �
	�� ��	
�� ������
� ��������
��

2� �
�����"����� �� �
� �	����
� �� �� .���
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 �� �� �
���������
���� ��
������ �
� ��� �� �
� ������� �� �� ����� A�A �
���
� �������  ��
�� ����
 ��� .���� ���
����� �� �!���
 �� �� .������ �� ���
� �����
 �
�
�������
� ����� �
�����"��
�� ,����
 �����"��
� �
� �������
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��������� ��
������ �� �������� �
� ������ �� @ �������� ������
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��
���� ���
 �
 �
� �
������� ���
  ��# �
�
 �
������
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������#
�
� ���
� �
� ��������"��
� �����
�������� �� �� �������
 [−0,5, 0,5]� �� ���
�����# *��� �� ��� ��	
� �������� �����
 �
� �������
� ����� �
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 �� �����
 �
 �
 ������ 4����"���
 ��.������� ��������
� �� ��������"�����#
�������
� �� ������ ������ � ���� �������
# �� �
������ �� ������
����!� ��

��� �������
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 �� �
� ��
�����
� �� ���� �����	
 �� ������
���� �� ��
���������

����" �� ������"�� �� �
� �������
��� �
�	���
� �� ���
� �
� �� �)���

���������
 �� �������
��� + ������� 0�� ������
# ���
����� �� ��	
� ��
+���
���� �� �����*� �� 
�	���
 ����#  �� 
�������� �����+� ������ �� �)���

�����
 �� �������
��� ��
+�������� ��� �� �� ������
�� �� �
��������� ��
�
����
��� �� �)���
 �� ��
+����
��� + ��� ��
���� ��
+����
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� �	�����
��� ��������
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���
������� + �
�����"��
�� �� ���2 �������
 � �� �������������� �� ��
� ��
�� ������
 ��
+�����
 ���������
���� 7��� ������ ��� ��
+����
��� �� �����"�
��� ���������� ������ (1 + 1)��0� 2� �
�����"����� �� �
� �	����
� �.����
������������� � �� �
����������

�����
# ���
� 
����
 �
� ������ �� ��
���������
 ���
 � ���
� ���� ��
�
���������
 �
������ �� �	������ ������
 ���
����
 �����
 ���� �� �)���

��������� �� �������
���/

%� 0� ��������"� �� �)���
 �� ��
+����
��� �p = 1�� 0� ����� �� �)���

�����
 �� ��
+����
��� �pmax�� 0� ����� �� �)���
 N �� �	�����
���
���� ��
������ �
� ��������
�# �!��������� N = 20�

A� 0� �����"�� N �	�����
��� �� ���2 ���� �� �)���
 ������ �� ��
+���
��
��� �p�� 0� ������ �� ��	
� ������ ���� ���� �)���
 �� ��
+����
���
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 �� ��������� ��
����
/

φ̄p =
1

N

N∑
i=1

φi
p, �A�%Q�

�
��� φi
p �� �� ��	
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'� 0� ���������� �� ��� ������ �� �)���
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C� 0� �	����� ��������� �� ����
 A �����  �� �� �����"� �� �)���
 ���
���
 �� ��
+����
��� �pmax��

@� �� ��	
� �)���
 �� ��
+����
��� �p̂� �� �� ��������� �
� �� �!���

������ ����
/

p̂ = mı́n
p

φ̄p. �A�%&�

K��
� � �������� ���� ��
���������
 �
� �� ���� �� ���
� �
��� ��.���
������� �� �� �
	� ��� ���
���
��
 4,F B'D� ��� �� �� �
	� ���� ���������"���
�
� '@ �������
� �
�����
� �� �� ����
���
��
# �����
� ��
 �� �� �
���������
�� 7������� B''D �������� QA �������
� ������# �����+���
 �����
� ����������
���� ������ �� ���� �������� �� �������
� ����
�
���
��

�� ��
����� �� �� �
	� �� �� ��
����� ��+ ��.!��� �
� ����� ��"
����
7�����
# �� ��
��������� � ���
�� �� ��� ��������� ������ �� ��+ ��������� �
�

�
���
� �� �� �� ����� A�'� 7
� �	����
# ��+ ����� %A ���� ��� �	����
�
�� ����������  �� �� ������������� ��� 0�����
# �� �
��������� �������
���
�� ������ %����%& ���
���!� 19 × 82 ��������
� �	��������  �� 
��������
����������� ��������
� �
��������� �������

���
� ��
������ �� ������ ���
��� .��������� �
� ������
 ��.
 �� �
�
����
� 7�����
# �� �����  �� �� �� �������� ������������� ������
# �����
� ��

�� ��� ������ �� ��� ������#  �� �
� ���
� ��������� � ��
����������� � ���
��
�����������  �� �
� �����
� �� ������� 0�� ������
# ��� �
 ����� ��� �������

� ���� ��
����� ���
  �� �� �����" �� �
�����"� ������������# Sw# �� ������
���# ������
 �����*� �� �������� �
� �������
� ��������
� 66 + 82� �
� �����"�
���
� ������# �� ������"����� ������� ��� ���
� �� ������������ ������� ������
�� ��������� �� ������ � 
������# + �
����
� �
������� ������
 ��
+����
���
����������
����� ���� ���� ��
����� �� %& ������� ���� �� ��� ����� ����	�
�
��� ��� ����� ����
�����  ��# �
� �	����
# �������� �� �����
� �� �������
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2� ������� �
����� ������� ��� %& ��.��������� �� �� �
	� ���
����� ��
���� ���� �� ���
�� 2�� �
������ A + ' �������� �� �)���
 �� �	����
� ��

���� ����� + �� ��
��������� � ���
��# ���������������

K��
� ��!  �� ������
 ���
����
 �� ��� ���������� ����� � 
��
� ���
����
�
�� ��
+������ �������
����� ���� ��
������ �����������

2� ���������� �����"��� �� ���
 ��� ���������� �
����� (15, 100|15)��0�
0� �����"� �� ������"������
 ��	� ���
  �� ������������ �� ���
������

���� ��
������ �� 
�����"����� �
� ��
��� ������� 0� �����"� �� ����3
 ��
���
 �� �������� ����� � %�G ���� �
�
� �
� �
���������� ���� �������� ����
!���������� ������ � �� �
�����"����� ��� �
�	���
 �� �	����
�# �
�
 �� ��
��������
 �� �� ������� ������
�� 0� �� ������
 �� ���
��������� �������� ����
�������� �� ����������� �����
 �� �� �
�������� 2� �
������� �� �����������
�
������ �� ������� �� �
������ �����*� �� %GGG ��������
��� ��� ��	
��� 2�
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��������� + ����# ��������������� 2� �
����� @ ������� �� �)���
 �� �����
���
��� ��� ������ ����� ���
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� �
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� �
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����� ��������� 0� �� �����"��
 ��� ����������
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������	�� �� ���
� �� ������������
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� ���2 �����"���
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�����
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������"�� ��
������ ���������� �
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 ���� �%& ������� �� �
� �������
����

����� �� ������ ���� ������� �����
� �
������� �� ��������� ��������/
O���� �� �� ��������� �� �� ��	
� ��
+������P �� ���� ������
# �� ����� A�C
������� �� ��
����
 ��� ��	
� ������ .����� �� �)���
 �� ��
+����
��� ����
�� ��
����� �
+����%� ,��� ����
 �� �� ����� �� AG �	�����
��� �� ���
���������� �
����� (15, 100|15)��0� 2� ������� ���� �� �� ����� ����������
�� ��
����
 ��� ���
� ���� �� �
�	���
 �� ���� + ��# �
� �
 ����
# ��� ������
�� �� ��������� �� ��������"����� �� ���� ���������� �� ������ �!���
 �
���
�� 
������ �
� ��� ��
+������ �� @ �������
��� ���� �� ���� �� ��
���� ��
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�����
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�� ��	
� ������ ��!��� �
������� + �� ���
� �� ������������ �
��� �� �
�	���

�� ���� ��!��� ����
������� .����� �� �)���
 �� ��
+����
��� ���� �� ��
�����
�
+����%� 2
� ��
��� ����� ��
������
� �
��� AG �	�����
��� �� ���2 �
�
��� ���������� �
����� (15, 100|15)��0� �� �)���
 �����
 �� �������
���
�� � ���  �� �� �
�����
��� �
� �� ���
� ������ �%A �������
����� �� ���
�
�� ���� ������� �������� �� ��������� �� ��������"����� �� ���� ��
+�������

M��
 �	����
 ���� �������� ���� ��
���������
 �� �� ���� �� ���
� ���������
��� ����
���
��
 4,F B'D� ,
������
� ���������
 ���
 ����� ��� ���� ��
�
����� �
� 6 ������� ��� ��������� ��� ��
+������ �� @ �������
��� �
� ��
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�� ��
� Cij �� �� �����" �� �� �)���
 �� �	����
� �� �� ����� i ���������
�
�
�
 �������������� � �� ����� j� 0� � ����������  �� ��� ������ '# C + (#
�
�����
�������� � ��.������� ���
� �� ������ ���� �+��� �����# �� �
�.�����
����
 ����� �!� 2�� ������ % + @ �� �
�.����� �����*� ����� �!� 2� �����
�)���
 A ������� ����� �� �� ��� ������ �� �
����

��������
� ��
�� �� ����������
 �� ��� ��
+����
��� �������� ���
�������
�
� ���2� �� �� ����� A�@ �� ������� �� ������ + �
� �
������	�� �� ���
� ��
�
� ��	
��� �������
� ���
�����
� �� AG �	�����
��� �� ���2 �
� �
� ���
�����
��� �� ������� �� ���
� �� ���� ����
 �� ���� AG �	�����
��� �� 16,67 %#
��� �� �� 10 % �� ��	
�� �
��� ���# ������
 �����
 ���
� ���
����
� �
�
��
+����
��� �������� + ��������� �
� ��������� � ������� ���� ��.������� ��
������ �� ����
 ��  �� �����
� 
�����"���
 �� ����� �� ������������ ������
�������� 7
� �� �
������
# ��� ������
 ������"� �� �������
 �� ����������
����� ������ + ���
 �����*�# �������� �
� �	����
� �
� �� ��������� � ��� �������
2� ��
+������# �
�
 
����� �� ���� ���
# ����� �������� �� �� ��������

�
� �������
 � �� ������������ �
� ��������� � �������

� �� �� �
���
��� �� ����������� ��� ����������
 �� ������
 ���
����

�
� �� �)���
 �� �������� �� ������ ���
� �	������
 ���2 �
� �� �)���

��������� �� �������
��� �� ������� �� ��������
 �� ����� 
������ �� �� �����
A�@� ,��� ����
 �� �� ����� �� �� ��������
 �� ��
������ AG �	�����
���
�� ���2 + ������� �� ������ ����
 + �� ���
� �� ���� .����� �� �)���

�� �������
��� �� ������� �� �)���
 �� �������
��� ��!� ����� % ����� Q�
�����
 � �� ��������"� ������ �� ��� ��
+����
���# ��+ ��� .����� �
���������
����� �� ������ + �� ��������� �� ��������"�����# �� �����# �� �
������	� ��
���
� �� ����� 6��� �������
��� �� ������ ��
����� �� ���
� �� ���� ��� 15 %#
 �� ���
�� ��� ��	
�� ��� AGU �������
 �� ����
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�����

AG �	�����
��� �� ���2 + �
� �������
��� �� ������ ���� �� ���� �� ���
�
���������� 0� �������� �
� ���
��� �� ������������
# ��������� + ���� ���� ��
��	
� �������
 �� ���� �	�������� �� ��� �
������ @ + (# �� �������� ��
�)���
 �� �������
��� ����� ���
����� ���� ��	
� �������
 + �� ������#

���������������
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�
��
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  �� Sw �
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������ ����
 + ���
� �� ���� ���� AG �	�����
��� �� ���2 + �� �
�	���
 �����
����� �
� �� �)���
 ��������� �� �������� �� ������� 6��� �������� �� ������
��
����� �� ���
� �� ���� ��� 15 %�

��������# ��
���� ��������
� ��+ �
����� �� ��
����� �
������ �� ����������
�� �� �������� ��������
 �� ��� ��!���� ��.�� ���
���
�����
� �� �
�	���
 �
��
����� HAGG ��������� �� A% �������
� ���� ��
# %@ ������
� ��� x2 � x16� + (
�
�����
� �x1# x17# x18# x19# x20# x21�� 4����"����
� �� ����������
� ��+�
��A
��
�
���
���� �
� 7������� B''D� 2
� �������
� �
� �
� ����������/ ����# ���
#
�������� ������
 �
� ���
����# �
����� ����������
 �
� ���
����# ��	
 �����
������ ��������
����# ��.���
 ��� �������� ��.
��� �� ���������# ������"��
��# �����!� �� �� �������� ���
����# ����������
 F%'%# ���� �� ���
���
�����
#
���� �� ��������
�����
# ����������
 �
� ����
# �
��
# ���
�# ���
����������#
�!��
��� ����
�����
�# 60E ���+�
�������������� �
��
���# 6' ������������
�������# 66C ������ �����'����# 6C4 %�����'��� �����  ���8�� + �6F �0���
�����'��� ����' �� 2�� ��
����������� � ���
�� �� ��� ���� ������ �
� ��+ �������
������ ���
  �� �� 92 % �� �
� ��������� ��������� � �� ����� �����# ���� ����
���������
� ��"
����� �����!� ��	
��� �� 8 % �� ���
� �� ������������ �
���
�� �
�	���
 �� �����

2� ��������� ������� �� ���� ������� ��  �� ��� ���������� �
����� ������
(1+1)��0#  ��"� �� ���
����
 �
����
 ��� �������
# ����� ������ ��
������
�
�
 ������� �������  �� �� ���� �� �
��� �� �
�	���
 �� �������
� �������
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�
� 2� ����� A�( ������� �� ������ .����� �� �)���
 �� ��������
��� ����
��� ���������� �
����� (1 + 1)��0 �������� � �� �)� ���� �� ��
+����
���
����������
����� ���� �� ��
����� ��+�
��A + �
� �
�	���
� �� �������
�/ ��
�
�	���
 �
�����
 �� �
� A% �������
� ��� ��
����� + �� ����
�	���
 �x3# x8#
x17�  �� �����"� �
� ���������� �������
�/ �������� ������
 �
� ���
����# �����!�
�� �� �������� ���
���� + 60E� E�+ �����
 ����� �����
 �  �� �� ����������
�� �	����� �
� ���
� �
�	���
� �� �������
� ���� ��� ��
��� 
��������� + ���
�
�����
�������� ��
��� �
�����"��
�� $������ �������  �� ���������
 �����
�
� �������
� �� �������"�	� �� ������� ����������������� 2� �
�����"�����
��	
�� ����������� �� ��������� ���
 ������������� �� ����������� ���� ��
�� ��������� �� �������
�� �� �� ����� A�( �� �������  �� �� ���������� ��������
� �
� ���� �������
� ��� �
�����"�� �� ����" �� ���
����� �� �
������ ������#
� ����� �� ������ �� �� ��
� ��������� ��������

7
� �
 ����
# �
  �� �� ��
�
�� �� ���� ������� �� �����"�� �� ���
����

���*���
 B%'D ���� ����
��� ����
�	���
� �� �������
� + �����"�� ��� ����������
�
����� ������ (1+1)��0 ���� ���
����� ��
+����
��� ���� ���� ����
�	���
�
� 6
�
 ���
 �
���"���
 �
� ��� �
������� �
������� �
� ��� �
����
���
��� �������# �� �����# �
� �������
� ������������ �����
� �������
 �� ��
���
����
 �
����
 �
� �
� ������ �� �
������# �� �
� ������ �� ������
�
�
�����
��� � �� ���
����
 ���*���
� 0�� ��
�
�
��� ������
� �
������ �
�
����
�	���
� �� �������
� ��������  �� �
� ��
�
�
��� �� �� ���������� �
�
����� �
������ �
� �
��������� ������ �� �� ��
+������� 7��� ���
���� �
�
�������� �� �
��������� �� �� ���������� �
����� �� ����
� ������ 
��� �
�� ������� A�'� $������
 �� ���� ��� ���
����
 ���*���
 ��?�# �� �
�
 ���
������� �� �
������ ����
�	���
� �� �������
� �
������ �� ������� �� ��� �
�
�������
 �% ��������
 ��������� + G �������� �� ����
 �������
��

�� ���
����
 ���2> ��
���� �� �� ��������� ������/

%� 0� ����� + �� �	� �� ��������� ��� ������
 ��
+�����
 �p�� �� ���
����

����� ��
+����
��� �� d � p �������
����

A� 0� �
�����"�� �
� �	����
�# �� �����# �
� �������
� xi �i = 1, . . . , d� �
�

�	��
 �� �� ��������� �����.
�������/

xi → xi − mi

σi
, �A�A%�

�
��� mi + σi �
� �� ����� + �� ��������� ��������# ��������������#
��� �������
 �)���
 i�
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������� .����� �� �)���
 �� ��������
��� ���� �����
 �	�����
��� �� ���2
��������� � �� �)� ���� �� ��
+����
��� ����������
����� ��� ��
����� ����
������ 0� �����"� ��� ���������� �
����� (1+1)��0 + �
� �
�	���
� �� �������
�
�/ �� �
�	���
 �
�����
 �
� �
� A% �������
� + �� ����
�	���
 (x3, x8, x17)�
���
� �� ������� ���� ��� ��
��� 
��������� + ��� �
�����
�������� ��
���
�
�����"��
�� 2� �
�����"����� ��	
�� �� ��������
 ���
 �� ���� ������ ��
���
����� �� ����
�	���
 �������
 �� �������
��

'� 2� �
������� �������# �� �����# �
� ����
�	���
� �� �������
� ���������#
�
� �
� ���������� d ��
�
�
��� ������
� ���
 ���� ���� �������
�/

(1, 0, 0, . . . , 0) → x1,

(0, 1, 0, . . . , 0) → x2,

. . .

(0, 0, 0, . . . , 1) → xd,

������������
 d ����
�	���
� ����������
������
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�� ������ �� ���� ��
�
�
�� ���*���
 �� ������� �	�������
 ���2
�������� A�'� ���
 �������� � �
� �������
� ����������
� �� �� ��
�
�
�
�� ������
� �� ������ �� ������� �
� ��������� ���"��� ���
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� �������� A�C��

0� �
�����+� ��� ���� �
������� �������
����
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� �������
�
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�������� � �� ������# �����"���
 040 �����������  ���
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����� �������� �� 4,F B'D �� %& ������# ���� �� ����

������
� ��
+����
��� �� �
� �������
��� �
� �
������	�� �� ���
� ��+
��"
�������

7��� �����"��# �������
� �
�
� �
� ��.
 ��� �������
� � �
 ����
 �� ����



���)� ����	
����
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���!���
# 	���
 �
� ��� �
�
 ����
 �� �������# �
�
 �����/

��� ���� ��� ����
 �
�
 ����
 �� �������� �� �� ���
����
 �� ��
+���
���� ������ ���������
 ����������� �����"��
  �� ��
���� ����������
��������
� �����
 �� �����" �� �
�����"� �
 �� �������� + �� �)���

�� ������ �� ��	
� ���� �
���
����� �� �� �
�����"����� �� �
� �	����
�
��	
�� �� ����������
�

���2 �
������+� ��� ����� ���������� � ���# ������������� ����
��
������ ���������� + �����
 ��� ��������� ����������� �����
 �
�������� �� �
�����"� ����������� 0� ������ 
������ ��
+����
��� ��
�
� �������
��� ������������������ ��� �)���
 �� ������� 0� �� ���
� ��
������������ �� �� ��������� ���
��������# �� ����� ���
����� �� �)���

�����
 �� ��
+����
��� ��������
 �� ��
���������
 ���
 � ���
 ������
���
 �� �� ������� A�(�

���2> ������ � ���2 �� �� ���
����
 ���*���
 �� ��������� ��
�������
�� 7���� ��	
��� �
� ��������
� �� ���2 �� ��������� �� ����
�
 
 �
� ����
� �������
� �����������#  �� 
����� �
��������� ��
��
������ �� ������������ �
� ���
 �)���
 �� �������
���� �� ��
����
�� ������� �� �� ���� �	����
�

�� ��
���������
 ���
 � ���
# ����
�����
 �� �� ������� A�(# ���� ���
�
����� �� �)���
 �����
 �� ��
+����
���# ����� ��� �������
 ����
 �
���2 �
�
 � ���2>�

2� ���� ��������� �� ���2 �+ �
� ����
 �� ���2> �����*�� �� �� ���
����"����� �
����� ������� ��� ���
� �� ������������ �
� ��������� � ������
�� �� ������
 �������
� -������ ����������� �������  �� ���2 �� �� ���
����
�
 ��+ N������ ����" �� ��� ��������
� �
�������
� ������
 �� ��
������
���������� �
� ��� ���� �
��
����� �
 �������

�� �� ��������� ���!���
 �� ���� �����	
 �����������
� ���
 ��������"��
���2 ���� �
��� ���
����� ��
+����
��� �
 ��������  �� ����� ��� ���������
�� �����
� �� ������ �
�
 
����� �
� ��� ��
+����
��� ��������  �� �����
���2�
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���������
��� �������

�'����
��� ����
��� 
��
�� ���	���� �� ������� !

�����	

���� ����� �� ���! �������� ���������	���� �� "�!����� #�����	������ ����
� ���� �� ������ %"#�&� ���� ��+����	�  ����-� �� �������� �� ������ ��  �� ���
�� ����� � ��� ��� �� ��� ����-� ����� �� ���, ���� ��� ��!����� ������	������
��!����� )� 	���	�-���*� ������� ��� ����� �� �����/����*� ���	��� �������
������������ �� �������� ��  � �(	��� ���������� �� ��	��������� "���� ��
��� ���� ���� ��+����	� �� �� �����*� 1�1 �� ������ �� ���	��� �� �� ����
��*� 1��  � 	����� �� ������	�����*� �� ������ ������ �� �� ��	������*� ��
������������ �������� ����	����� "#� >��!�, ��� %"#�>&� ���� ��+����	�
���� � ��� ��� �������� � ������	�� 	 ��������� )�� ��� ������ �� ��� �'�����
	����� , � ��	����� "#� ��� �� ����� �� ��� ��+����	�� ��� ������ �� ����
������� �� �������� �� �� �����*� 1�3 � ��� (���	� /����-�	�� ��� �� �����*�
�������� � ��� ����� ������ � ������� 0 � ���

@H



@Q �����	� �� ���� ���	�
�
 ��
���������� ���	����



���� ��������� � @&

���� ����	�#���(�

�� �������� ������������� �� ������ ����� BHD# �� �" �� ���
��� �����
�
�� ������ �	
�# ���� ��
 �� ��� ������ �� ��� ������ �
�
 
�	���
�� �� �����
�� �������� �����
� �� ������ �������� �� ������"����� ��� ���
� ���������
#
������"� ��� ������ �� ���������� �� ������� �� �*����
� ���������# ����
������ �� �� ��������� ����� ��� ������ ������� �
� �� ���������� �������
�
�� ��� ������� 6!���������# ��� �" ���
������ �� ��
+������# �
� �	����
�
�� ��������� �
�
 �������������� � �� ����� �
� �� ����� ��
+������ ���
�������� �� �)���
 �� �������
��� ��� ������
 �� ������ �� ��������������
����� �� �)���
 �� ������ ���
� ��
�

������ �� ���� ����������� �� �� �)���
 �� �������
��� �� ������# ���
�� ��� ����������� ��������
��� �� ���� ��.
 �� ������
 �� �� ��������"� ���
����� 7��� �
����
��� ��
������ �
 �������� �� ��������� �����.
�����
��� �

��������� 4�� �� ��� ��"
��� ���� �� �� �
��������� �� �
� ��������
��� ������
���� �7>,� �� ������������ �� ��������� ���� ���
����� ������
��� ��������
������ �
 ��������� 2� �
��
������ �� .����
��� ����
������ �����������
�����#
ϕ(x) = 1/(1 + e−x)# ���� ������ �� ���� ��������� �� ���
�������� �
 ������
BAD� -������ ��
������ �
������ �� ���
����� �� ���
�������� .����
��� ��
�
� 7>, �
� ��� ������ �� ��� ������ �
�
 �����
� �� �������

,
�
 ��
���
� �� �� ���!���
 ������
� �������� A�A�# �
 ��+ ��� .
���
�������� �� �������� ��������
��� ��������� �
� �������
 �
� ��������� �
�
��� ������ �� ��� ������ �
�
 �����
� �� ������� �� �" �� �������� ���
���
���� ��
����� �3������
 �*����
� �� ������"����� � �� .������ �� ���
�# ��
�
�
���
� ��������� � �
� ���
��� ���������
� + �����"�� �� �)���
 �� �	����
�
��� ���������
� �
�
 
�	���
 BCAD� 7����
  �� ���� .������ �� �
��� �� ���
�������� ��������# �� �� �����"��
 ��� ���������� �
����� B%D ���� ��������
�
� ���
� �� �� ���� �� ���
����
 �� �� ������ ��� ������ .����
�� �
�

�����/

0� ����� �� �)���
 �� �������
��� �� ������ + �� ������ �����
��������
�� 7>, ��������

0� ��
+����� �
� �	����
� + ��� ������ �� ���� ������

�� ������ �� ���� 7>, �� �� �)���
 �� ���
��� �
�����
� �� �������
�	����
� � �� ����� ��+� ����� ���* ��� ������� �� �� ������
 ��
+���
���
�



(G �����	� �� ���� ���	�
�
 ��
���������� ���	����

0� ������� �
� ���������� ���
� �����  �� �� ������� �� �)���
 ����
������
 �� ��������
��� ��� ��	
���/

• 0� ������ �� ���
 7>, �3������
 ����������
��� �
������ �
���� ���
 ��� 7>, �������

• 0� ������� �� �)���
 �� �	����
� ��� ���������
� �
� �� ���

7>,�

• ,����
 �� ���
� �� ������# �� ���
 7>, �� �
������ �� �� �������

�� 7>, ������ �� �� ��������� ��� ���
����
�

4�� �� ��� ����� �� ���� ���
����
 ��  �� �
 ���
�� ���������
��� �
�
��� �� �)���
 �� �������
��� �� ������� �� ���� .
���# �
����
� 
������
������"���
��� �� �
� �������
��� �� �
� �
�	���
� �� ���
� ��� ���
���� ��
�)���
 �� ������ ��  �� �
� ��.������
�� �� �� ��������� �������# ����� ��
��������� �
� ������� �� ���
����
 �
 ������# ��������
� 
��� .
��� �� �.�
����
��
������ �
 �������� �
��
�����
 �
���
� �������� �� .
��� 	���� �����

���� ���9. �����������(� ���
�:#��
�� ��.���"
 �����"��
 ����� ��
�� �� ���2 ���� �������
 � ������� �� �������

�������� �� �� �������
 ���������
 �������� �� �����"����� ��� ���
� �� ������
�������� ���
 �� ���
 �
����� ������
 ��� �������� �� �
�����"� �����"����
�
� ������ + 
��������
 ��! ��������
� �
����
� �� ��
������ �� ������������
�
�
 ��������# �� �
�  ��# �� �
 �
������
# ��� �������� �����"���� ��������
���
 ����������� -
 
�������# ������
� ����������
 ������ ��� �� ��� �������
����� ��������
��� ��� �������� ������������� ������
# �� �����# �� ��������"�
������� ���� ��
������ �
 �������� �����
� �������� � ��
+����
��� �
 ��������

 �
�������
��� �� ��
+����
��� �������� �
�
 ��
�
���
� �� ���� ��������

2� �
��
������ �� ��������
��� �������� �� ��
���������� �� �
�
 ���
�������
 �� �
������� ��
+����
��� �
 ��������� ���� �� �� ���� ������ �� ����
�
���
����
� �� �������"�	�# �
�
 �����
� ���
��� �� �������� ��
��� ������ BCD#
+ �� ��"��� �
����� �� ������
� BAGD� �� ���� )����� �� �
������ �� �
�	���

�� ������
� ����
����� �������� �������� �
  �� �� ���
���� +����+ ������8�
2
� ���
� �� ���� ������
 �� �������"�� ��
�
���
�������� �� ���
� �
�����

+ � �� ����
���������� �
��� �� �	����
� �� ���� .
���# �
� ������
� ������� �
���������"���� ����������
 ��.������� ����
��� ��� ������
 �� ��������!�������
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��������� � "����*��� (%

F���������# �
� ���
��� �� �������� ��	����� �
���
� �� ��������� ������ �
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7�������� U ����� U K�� U 6��� �������
�%A'� → �'��%A� → �%��A� G�&@ G�Q% G�HH %�H(
�%A'� → �A��%'� → �%��'� '�'( A�&@ '�G% (�'%
�%A'� → �%��A'� → �A��'� %�CH %�'( %�C& A�QC
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��� �� �� �������
��������� �� �� ����� '�%� 0� �������� �
� ������
� ��	
��� ��������������
	���
 �
� �
� �������
� ��
������
� ���� �
� �
� �
�
� �� �� ���������� �� ���
��
 ��� �
���������� ��  �� �
� ��������� �
� ���
���
�����
 � ��������
�����
�
 �� ������ ������� ���.��������� �������
 ��
 )��������� �� �� �������
#
x21�

���
 �� �
����� �����
 �  �� �� ��� ���������
 �
� ��������� �
������
�� �
������� ���� ��
+������� �� 
���� ��������# �� ��
����� �� ���� ���
��
 ��� �������
 �� ���
��� �� �
 ��.
���
� �
�
 ��� �
��������� �� �
�
�����
������� 7�����
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 �����U K��U 6���U �������
� �������
(123) → (12)(3) @G�AQ @G�(% C&�Q& x1 %GG�Q&

Q�&C Q�G( &�%% x9 %H�GG
Q�Q& Q�GG Q�AQ x12 %(�Q&
@�(% @�%H C�&C x17 %G�HQ
'�(& A�Q' A�&C x10 x17 (�@A
'�AQ A�@( '�GG x10 x17 @�Q'
%�'( %�%H %�G( x3 x8 x13 x17 A�@'
%�GQ G�&C %�GG x3 x8 x13 x15 x17 A�G'
G�&C G�HQ G�HA x3 x8 x13 x15 x17 %�HA

(12) → (1)(2) @A�@G @(�C@ @&�A' x1 %GQ�&@
AQ�A% A(�(% AQ�C( x3 @C�Q'
%@�'( %H�HC %H�(& x17 ''�%G
@�H% C�G' (�&A x19 &�H@
G�GG G�GG G�GG x21 G�GG

()� ���� 3����� "���
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� �����
������# ���� ��
 �
����
���

�������� ���2>� ���� ������ ��
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�� �� ����� '�' �� ����� �
���
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��� �� ��
����� �������� �����.���
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� ����� ���
� ���� $�.�
������
� ���� � G�@G BCQD
,�>27A2- ����� G�%% G�(C B(D
,�$6 ���� G�A% G�(C B@GD
7K> G�AG G�(H B@GD
���5 G�&@ G�H( BC@D
>27 �Q=C� %�GG %�AQ B''D
���2 %�A@ %�&C BC@D
EM��� � A�AH BC%D
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�
����������

������ ������ � 
����
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� ��
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� ���
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� 7>,� �
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����
 �� 
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�� �� ���
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 ���*���
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� �	����
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�!� �� �
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����������
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 ����� ��
 �� ����� �
� �
� ����� ��
���
�# ����������
� �� �� ���� �� �
��������� �
� ��� �� ����� ������

0� �����"���� 7>,� �
� ��� ���� �� ����
��� 
������# �� �����# �
� �����
�� ���
�/ d+1 �������� �� ������� �d �� �� �)���
 �� �������
� ��� ��
������#
m �������� 
������# + n �������� �� ������� 2
� ���
� �� �� ������� ���� ��
���
����� wij# �
��� i = 0, . . . , d + j = 1, . . . , m� 2
� ���
� �� �� �������



���� ���� ���	�
�
 ��
���������� ���	���� (@

���� 
 ���
� �� ������ �� ���
����� vjk# �
��� j = 0, . . . , m + k = 1, . . . , n�
�� ��� �������� 
������ �� �����"�� .����
��� �� ��������� ����
������ ϕ(z) =
1/(1 + exp−z)� 2� �
��
����� �)���
 ; �� �� .������ ������������ �
� ����
7>, �� �� ���������/

yk(x) =
m∑

j=0

vjkϕ(
d∑

i=0

xiwij). �'�%�

2
� ���
� (wij, vjk) �� ���)�� �� �
� ��
�
�
��� �� �� ���������� �� �� ���������

����� 7�����
# �
� ���
� wij# ����� i = 0 ����� i = d# + �����*� �
� ���
�
vjk# ����� j = 0 ����� j = n/

(. . . , wi1, wi2, . . . , wim, . . . , vj1, vj2, . . . , vjn, . . .). �'�A�

W��� �� �� �� ���� �� �
��������� ������
 + ��
���������� �� .
��� ���
�������� �� �
������ .����
��� �� ��
+�������

����	� ������

�� ��
� �� ������ �������
 � �� ��
�
�
�� ����
 �
� �� �������� '�A�
�� �� ���� ��� �
������	� �� �	����
� ��� ���������
� �� ������������
 +
��������� �
� �� ��� ������������ �
� ���� ��
�
�
��� ���� �
������	� ��
���
� �� ������������ �� ������� ��
+������
 ������
 �
� �	����
� + �����*�
��������
�
� � �� ����� �
� �� ����� ��
+������ ��� �������� �� �
�	���
 ��
�	����
� �� ����� �� ���� ������/ �
�	���
 �� ������������
# ��������� +
����� 2�� ������ �� ���� ����� �� �������� �
� �
� �	����
� �� ������������

�������������� ���
� �
�	���
�# �� �� ������������
 + �� �� ���������# ��
��������� �
� ��������� � ������ ������ ��
+�������� 2
� �������� ��� ���
����
�
 ���� ��� ��
+������ �� n � d �������
��� �
� �
� ����������/

2�� ������ �� ������������
 �mr
i �# �
��� i = 1, . . . , d + r = 1, . . . , c#

�� ��
+����� �� ������
 �
� �
� ���
� (w,v) �
�
 �����

m̄r
k =

m∑
j=0

vjkϕ(
d∑

i=0

mr
iwij) k = 1, . . . , n, �'�'�

�
��� ϕ(z) �� �� .������ ����
�����



(( �����	� �� ���� ���	�
�
 ��
���������� ���	����

2
� �	����
� �x� �� �
� �
�	���
� �� ������������
 + ��������� ��
��
+����� �� ������
 �
�

x̄k =

m∑
j=0

vjkϕ(

d∑
i=0

xiwij) k = 1, . . . , n. �'�C�

2
� �	����
� �� ������� � �� ����� �
� �� ����� �� ������������
 ���
������� �� �� ������
 ��
+�����


clase(x) = arg mı́n
r=1,...,c

(
n∑

k=1

(x̄k − m̄r
k)

2) �'�@�

�� ������ JADE($) �������
 � (w,v) �� �� �
������	� �� �	����
� ���
���������
� ���� ���� ��
+������� ����
 ��
� �
 
������
� �� .
���
������� � JADEL($) �� �� ������� A�C�

������ ��������� � ���������

4�� �" ��������
 ���
 ������� ������ � �
� ��
�
�
���# �����
� ��������
�
� ���� �������� �� ���
����
 ���
�����
 �������� ������������� �
����

�����/

0� ����� �� �)���
 �� �������
��� �� �� ��
+�������

0� ����� ��� �� ��������� ���� �� ���/ �� �)���
 �� ����� 
������ + ��
�)���
 �� �������� �� ���� ����� -�����
� ����������
� �����"�� �
�
����� �� ���
��

0� ����� ��� ���������� �
����� (μ, λ|ρ)/ μ �� �� ����3
 �� �� �
�������
�� ��
�����
���# λ �� �� ����3
 �� �� �
������� �� �������������# + ρ
�� �� ����3
 �� �� .������# �� �����# �� �)���
 �� ��
�����
���  ��
.
������ ����� �� �� ���
��������� �� ���� �������������

�� ���
 �� �������� �σ = 0,15� �� �������� �	
 ������� �
�
 �� ��
���

�
����
�

0� ������ ��� �
������� ������� �� μ ����� ����
����� �
� ���
� �����!�
�
� �����
�������� �� [−0,5, 0,5]�



���� � �"���	� �	
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���		��� (H

2
� ���������� ���
� �� ������� ����� �����"�� �� �)���
 ���������

�� ��������
��� �%GG �� ������
� ����������
�� ��� ��	
��� ��� ��	
�
��
�
�
��/

• 0� ������ �� ����
 �� λ ����� ����
����� �
� ���
��������� ����
����� �� ρ ����� ��
�����
���� 2� ���
��������� �������� .����
��
�
�
 ������ 7��� ���� ������������# �� ������ �����
�������� ρ ���
�����
� �� �� �
������� �� ��
�����
��� �.�������� 0�����������#
���� ����
 �� ���� ������������ ���� ����� �� ����
 �
�����
�������
�� ��
 �� �
� ρ ��
�����
���# ������
� �����
�������� ��� ����
��
	���
 .
����
 �
� �� .�������

• 0� ���� ���� ��� ���
������� �3������
 �������
��� �
������
�������������� � ���� ��
 �� �
� ���
�� 2� ��������� �� �� ����
��������� �
���� �� σ = 0,15�

• 0� �����"� �� ������"������
 ��	�# �� �����# �� ���� ��� ����
�
������� �� ��
�����
��� .
����� �
� �
� μ ��	
��� �� ����� �
�
λ ��������������

2�� ���������� �����
��� ��.
���� �
��� �
� ��������
� 
������
� �� �������
���� ���
����
 � �����
� �
�	���
� �� �	����
� + ��
������ �� �������������

��!� ;� ����%�	 ��#�����/	. ��������

�� ���� �������# ����� �� �����"�� �
� ��������
� ���� �� ����
 �� ���
����� �� ���
�# �� ������� �
� �����
 ������� �� �
�	���
 ���������# �� ��������
�
����� �
� ���*���� B'D� �� ��� ����� �� ���
� ���������� ���������� �� �� ����
���� ��A# ��������� �� ���
 ������� �
� �� ���
 �)���
 �� ������ �(� + �
� ��
���������� ��� �� ��� 
������ ��
+����
��� �������� �� ����
 �������
���#
��� 
������ ��
+����
��� �
 �������� �� �
� �������
��� �
� �
������	�� ��
���
�
�������
 �
��������� � �
� ��� �����
 ��� �����

2� ����� '�C ������� �
� ��������
� �� AG �	�����
��� �� ��� �
� ���
�� ��������� '(/Q/A# �� �����# 
��
 �������� 
������ + �
� �������
��� ��
������� �� ���
� ����
 �� ���� �� 13,8 %#  �� ���������� ��	
�� �� ���
� ����

�� ���� �� ���2� 2�� �������
��� ������ �� �
��� ��� �	�����
��� ���� �
����
��� ��������# �
  �� ��������  �� ������ ��� ��+
� ������� �� �
����
���� ��
��
� ����
 ��� �)���
 �� �������
��� ����� �� ��	
� �������
 �����*� ��



(Q �����	� �� ���� ���	�
�
 ��
���������� ���	����

>
���
 ����� K����� 6��� ���� �������
�x103�

% %%�@@ Q�'A %'�'% Q(�@C %&�QH
A %A�'& Q�GG %C�C@ %%'�G( AG�CG
A %%�'H Q�GG %A�AH Q@�(' %&�'Q
C %A�'H Q�A% %'�HA &H�(( AG�@Q
@ %'�Q% %G�(G %'�&' A'�&& AC�CA
( %A�(( Q�(' %'�HA (H�&% A%�A&
H %%�&@ Q�GG %C�'@ H%�GQ %&�&@
Q %A�(A &�GC %@�GH HH�%G A%�((
& %%�&H Q�A% %A�&& %%&�HQ AG�%Q
%G %%�QQ H�AQ %'�C% %AA�HQ %&�%(
%% %A�QA H�@& %'�&' H%�HH AG�CG
%A %%�QC H�QG %'�'% H'�%C %&�(C
%' %A�QC &�A@ %C�%C QA�@Q AA�G&
%C %A�@% &�(H %C�AC (G�AQ AA�%H
%@ %'�AA &�GC %C�(( HA�(C AA�A(
%( %%�(A Q�'A %C�'@ &@�@H %&�&'
%H %A�&' &�@( %C�Q( HC�@( AA�C&
%Q %A�@H Q�&C %A�@Q Q'�AQ A%�@%
%& %A�GC H�CQ %'�AG H'�Q& %&�@A
AG %A�&' Q�'A %'�(A QG�%C A%�AC

>���� %A�'& Q�@% %'�QG Q%�(H AG�&%
���� G�(G G�Q% G�HA A%�'A %�'G

()� ��.� �7 �4�
�
����� �� �	� "��
��  �
�����

AG �	�����
��� �� ��� �
� 
��
 �������� 
������ + �
� �������
��� ��
������ ���� �� ���� �� ���
� ���������� 0� �������� �
� ���
��� ��
������������
# ��������� + ���� �� �
� ��	
��� �������
� �� ����

�	�������� �� �)���
 �� �������
��� �� �� .������ �� ������ ����������
���� ���
����� �� ��	
� �������
 + �� ������ �� �������� �� ��� �
������

@ + (# ���������������

�
���� 2� ���� �����" �� �
�.����� �� �� ��������� � �� ���� ��� �
�������
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�
� �� �����" �� �
�.����� �� ���2 ��������� A�AG�/

Csat =

⎛
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% % %Q @@ G %Q
& Q % % H@ %A
G % %G A@ C %Q(

⎞
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�'�(�

2� ����� '�% ������� ���
 ��!�� �� ������ + �� ���
� �� ���� �
� �� �)���

�� �������� 
������# �����
 �� �����"�� �
� �������� �� ������� 2� �� ������
���� '(/A/A# �
�
 �� ����� �� �� �� ���
 �� �� �����# ������  ����� �����
���� �� �� �!���
 �
���� �� �������# �� ����������
 ��	
�� �
� �� �)���

�� �������� 
������ �
�
 ��� �� ������� ���
# �������
� �� AA ��������#
����
 �� ������ �
�
 �� ���
� �� ���� �����"�� � ����
���� �� ���
� �� ����
�
�����
������� �� ��	
� ������ ���� �
� ����	
 ��� 13 %�
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�� �� ���� �	� "��
��  � 
���1

�#� �� �������� 
�� ��

�+���� 
��
����� �� ������� �
����

K��
��� �� ������ + ���
� �� ���� ��
������
� �
��� AG �	�����
��� �� ���
���� �� �
�	���
 ��������� �
� �
� �������� �� ������ + �� �)���
 ���������
�� �������� 
�������

�� �� ����� '�@ �� �
����� ��� �
� 
��
� ���
����
� �� ������������
�������
� �� �
�	���
 ���������� ,
�
 �� ����� ��# �� ������������ ��
 �
����



HG �����	� �� ���� ���	�
�
 ��
���������� ���	����

�
�
� �MK�� 
������ �
� ��	
��� ��������
� �7,8 %�� MK� ���� ��
 �� c = 6
���������
��� 0K> ������
�# ���� ��
 ��������
 ���� ���������� �
� �	����
�
�� ��� ����� ��� ����
 �� �	����
�� 2
� ���
� �	����
� �� ��������� �
�

�������������� � �� ����� ��� ���������
� �
� �� ��+
� ��
� �� ������ ���� ��
����� �������� �� ����������
 �� �� ��
����� ��������� �� ��������� ����������
����� �����
 � �� �
��������� �� ���������
��� B'@D� ����� �
� �
���
� ��
������������ �����������# �� ����� k = 1 ����
� ������
� 
������ �� ��	
� ���
������
# �
� �� 9,4 % �� ���
� �� ���� BA(D� 2
� ��������
� 
������
� �
� ���
+ ���2 �
� �
� �
�����
�������� � ��� ��
+����
��� �
� ��	
� ������� �� ���
������
 �
 ������ ���� ����� ��� 
������
 �
� %-- ������
 �������
 �����"��

A ��
+����
��� �� ������ )����������

���
����
 �����U 6���U $�.�
MK� �0K>� � H�Q B'@D
X-- Q�& &�C BA(D
��� %H�C& %&�GA BC@D
���2 %C�GH %@�C@ BC@D
��� %%�GC %A�C% BCCD

()� ���� 5��"�
�#� �� � ������� "��
���  � 
���1

�#�

�� �
�����

X-- �� k = 1 ����
� ������
�� MK� �� ������������ ��
 �
���� �
�
�
��������� ������ �
� ����� 0K> �
�
 ���������
��� ������
��

��&� "��#���	� �$%����������

E��
� �������
 �� �������� ������������� �
����
 �
 ������ �� �
�	���
�
 �� ����� �� ���
� ��� ��*����� �� 2
� ��������
� �� �
� ����������
� ��
�������� �� �� ����� '�(  �� �
������ �� ����� A�H �3������
 �
� ��������
�
�� ��� �� �� )����� �
������ 6
�
� �
� ��
��� �
� �
������	�� �� ���
� ���
�
�	���
 �� ����� 2� ������� �
����� �� �� �
���� �� �� ���� �� ���
�� 2��
�
������ A# ' + C �
������� �� �)���
 �� ������# �)���
 �� �	����
� + �)���

�� �������
� ��� ��
������ 2� �
����� @ ������� �� ���
�  �� �� 
������ ��
��������� �
�
� �
� �	����
� �
�
 �������������� � �� ����� ��+
�������� 2��
�
� �
������ ����������# ( + H# �
�����
���� � ��������
� 
������
� ��������
��� ��� ����
��� ������ + �
 ������ ��
� ��� ���� 
������# ���������������
2� ��.������� ����� ���
� ��������
� ����� �
�������� �� �������
� ��� ����



���� ��
	����
 �����������	�
 H%

�� �
����������� ��� ��
����� ��������
 �
� ���� ���� �� ���
�� 2�� �����

�
������ ����������# �� �� Q � �� %%# ���������� � �
� ���
����
� ��������
�
�� �� ������ ���!���
/ ���# ���$# ���- + ��-2� 2� ���)����� �
�����
���� �������� � �
� ��������
� 
������
� �
� ���2� ���# ��������
 �� ����
���!���
# �� ����� ���
����� �� �� )����� �
����� ������ 0� �� �������

�� ���� �� R���
�
� �
 �����*����
 BCGD ����� �
� �
������	�� �� ���
� ��
������������ �� �
�
� �
� ���
����
� ���� ����� �� �� ��.������� �� 
 �
 ����
��������� �� �� ����� ���
 �� �������� �
� ��������
� ��� ���� ����� ���
�)����� �
������ + �� ����
 �� ���
����
�� 2�� ��.��� �� ������� �������  ��
�� ��.������� ����� ��� + �� ���
����
 �
�����
������� �
 �� ������������ ��
��	
� ��������
 ���� ���� ���� �� ���
� ������� �����+��
 �� �� ������

7��� 
������ �
� ��������
� �� �� ����� '�(# ��� �����"� ��� ����������
�
����� (15, 50|2)��0# �� �����# ��� ����������  �� �����"� ��� �
������� ��
@G ������������� � ������ �� %@ ��
�����
��� + �� ����3
 �� .������ �����
� A� �� ������"������
 �� ���
 �
�� �����"��
 ����  �� �
� ��
�����
���
�� ���	�� �� ����� �
� ��	
��� �������������� �� ���
����
 ����� �� ���
 ��
�������� �	
 ����� � 0,15 + ������� �����
 ����������� %GG ��������
���
��� ��	
��� �� �� ��
� �� ������� 2� �� ��������� �� �� ��� �����"��� �
�
��� �� �
� ����������
� �
���� �� ���� ������ 2� ���� �� ������� ����� ��
�)���
 �� �������� ����� �� �)���
 �� �������
� ��� ��
�����# �� ���� ��
������ ����� �� �)���
 �� �������� ����� �� �)���
 �� ��
+����
��� ������
#
+ �� ���� 
����� ����� �� �)���
 �� �������� �����*� ���������"����� ��
�)���
 �����
 �� �������
��� ��������� �� �� ���� �� ������� �� �������
�������� �� ��
���������
 ���
 � ���
# ����
�����
 �� �� ������� A�( �
�
�� �����
 �� AG� �� �)���
 �� �������� �� �� ���� 
����� �� ���������
�� �� ��������� ������� �� ��
� ������� �
�����
��� �� �)���
 �� ��������
��� �������
 [1, n] �n �� �� �)���
 �� �������
�� �
� �� ���
� �� ���������
�!���
� � �
���������� �� ����
��� ��
��� � ������ �� n �����  �� �� ���
�
������ �� ��� ��
� �������� ��� ��  ���� �
� �� �)���
 �� �������� �
� ��
���
� �� ��������� ��� ��	
#  �� ����� ��� �� ��������

2
� ��������
� 
������
� �
� �� �������� ������������� �
����
 �
 ������
�
� �������� �����.���
��
�� 7��� ��� ����� �� ���
� �������� )��������� �����
���� ��� ��
+������ + �� �)���
 �
 ��+ ���
 �� �������� �� �� ���� 
�����
���� �
������� ��	
��� � ���2� �� ��� ����� �� ���
� ����������# ��� ��	
�
�� �
���������� � ���2 �����
 � �� �
����	���� �� ����
� �
�	���
�� 7
�
�*����
 ����
# ��� 
������ �
� ��	
��� ��������
� ����
 �� ��� ����� ��
���
� �������� �
�
 �� ��� ����������� ������# ��� �� �� ��	
� ���
����




HA �����	� �� ���� ���	�
�
 ��
���������� ���	����

���� �� ����� �� ��� ����� �� ���
�# �����
 ���
 �������
 �
� ��-2�
� ������  �� ������� �� �
����	���� ��� ��
�����# �� �
������ 
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+������ 
������� �
� ��� �� �
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� �
�	���
� �� ���
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����������# ����� ���
� ���������  �� �� 
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� ���2 + ��� ������
#
��� 
������ ��	
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� �� �������������

2� ����� �� ������������ �����"��� �
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� � ��
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+������ ���* ��� �����# �
 �
����
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��� �� ����� �����"�� �� ���� ������ ��� �� ��� ����
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�# ��� �� �
 ��
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������ �� ���
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������	� �� �	����
� ��� ���������
�# ���
���� ��� �� ����� �� ������������ �����"���� �� ������
 ���
# �������  �� ���
������ �� ��� ������ �
 ���*� �
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�������# ��� �
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��1� '	���#��	���

,
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��� ���
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# ��� ��
+���
��
��� �� ��� �
� �
�������
��� �������� �� �
� �������
� ��� ��
������
������� ��
������ �
�
 ��������  �� ������������� ������ �
���
� �
 ���
������� -�����
 ��.
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+����
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�����"��� ��� �
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+����
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 �������� ��� �
��
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� ��
+����
��� ���
������� 2� ������� ������ ��������� ���
� �� ��������� ��.���
�� 2� �������
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+������ �� ������ � � ����
� �	����
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 ����
������� ��.���
��# ��������
�
� �� ��������
���
� � ���
���
���
�� �� �
���

�
������
 ��	
�� �
� �*����
 ����
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���
 ������ + �
������

������ �� ���
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+����
��� �������� �
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�����
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��� ��������� �� ���
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 �� ������������ + ������"���
 �� �)���

�� ���
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�
������ 2
� ��������
� �
� ��+ �����.���
��
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 ����
#
��� ������ � 
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� ���
����
� �� �������������� �
�
# �
� �	����
# ���#
���$# ���- + ��-2�
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� ����������� 
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 �������� �� �
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���
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������ ����������� ���� �����	
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������ �� ����
 ���
������ �� ��
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���# �����
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����
� ��
���� ���
 �
 �� ����� ���
��� �� �)���
 �� ��
+����
���� 7
� �	����
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�������� ������������� ������
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+���� �� �� �)���
 �� �������
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�)���
 �� ������ ���
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� ��� �� �� �����
  �� ���� �)���
 ����� ���
�������
 ����������
 ������� �
�������
��� ��������# �
� �������
� �����"��
�
� ��
������� ��� �*����� �� ��.
�������� ���# ����� �� ��������
# �����
������ �� �
� �������
��� �� ��	
� .
��� �� ��
+����� �
� �	����
� ����

�����"�� �� ���
� �� ������������ �
� ��������� � �������

-�����
 ��
���������
 ����� ��� ��������"��
 �� ��.������� .
����� 2

������
 � ����� �� ������ ��  �� �
 ��+ ��������� �� �����������
� � ��� ���
���� �� ��� ������� 2�� ������ ������ ��� ����������� �
� �����
� �� ��
+������
�
����
���
�  �� �� ���������� 	���
 �
� ��� ��
���� ��
+����
���� -�����
�
��������
� ������������ ��������  �� ���� ��.
 �� ����� ��� )��� �� ��
����
��� �� 2 � 3 �������

M��� ��������"����� ��"
�����  ��# ������# ����� ����� �
�
 �*�
�
 ��
���
�������� �
 ������# �
������ �� �����"�� ��� �� ��� ��
+������ �
� ������
2�� ������ �����"���� �� �
�
� �
� ���
����
� ��
�����
� �
� �� )���
 ������
�������� �����"��
 �
� ���� ������ 0�� ������
# �� �����"����
� �
� 
 ��� ���
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 �� ������ �� ���5� 6�� �
�
 �� ��
��������
 �� ���
 �������
# ��+�
��A#  �� �
�
 ����� ���� ������ +# �
� �
 ����
#
�
� �
������ �������
���� �� �)���
 �� �������
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�)���
 �� ������ + �� ���� ��������
 ����
��� �� ���)� �*�
�
 �� �)� ���
�� ��"
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� ��� ����� �� ���
� �����"���� � �
 ����
 ���
�����	
� 2� ��+
� ����� �� �
� ����������
� ��� ���
 �����"��
 �
��� ���
��������� �� �
�	���
� �� �	����
� �������������� �� ���
���
��
 �� �� 4���
������� �� ,���.
���� �4,F� B'D# 	���
 �
� ������� ����� �� ���
� �� 
����
.������ B''D� 2
� �
�	���
� �������������� �� ���
���
��
 �� 4,F ��� ���
 ����
��
�����
� + �� ���������� ����
������ �� ����� ���������
��� ��������
�
� �� �)���
 ����  �� ��
���3� �� �
���� B''D� 7
� �	����
# �� �
�	���
�
 �������� ���� ����
����� �
�
 ���������# ��������� + ��������1� 0� �����
�� ��.������� �������
��� ��� ����
 �
�	���
 �� �
�	���
 �� ������������
#
��������� + �����

2
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�	���
� �� ������������
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� )���
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��"�� ������� �� ������������
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� ���
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� �	����
#
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� �
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�# ��� ������ �� ��� ������ �� �������� ���������
����� �
� �� �
�	���
 �� ������������
� 2
� �	����
� �� ��������� �� ����
��"�� ���� �� ������
 ��� ������ �� �
� ��
�
�
���� 0�� ������
# �� �
�	���

�� ���� �
 ��������� �� �� �������"�	�# �� ��� .
���  �� �
������+� ��� �����
������ �� �� ��������� �� ��������"����� �� ��� ��
+����
��� ������������

0� �� �������
 �� ���� �� R���
�
� �
 �����*����
 BCGD ���� ��������
�� �� ��.������� ����� �
� ��������
� �� ������������ 
������
� �������� ���
��� ����
��� ������ + ��� ��� �
 ������ �
� ����������
�� 0� �� ��
� �� � ���
���� �� ���
�  �� G�G@# �� ���� �� ������������# �� ��.������� �� ������ �
�
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