CARMEN HERRERO BLANCO

Analisis de la existencia de soluciones con
significado econdmico para sistemas lineales

0. Una de las cuestiones matemadticas que ha sido discutida con
frecuencia en la literatura economica, es el analisis de 1a resolubilidad (o
de la existencia de solucion con significado econdmico) de ciertos siste-
mas de ecuaciones. Las condiciones bajo las cuales se puede asegurar la
existencia, unicidad y positividad de tales soluciones han tenido funda-
mental interés en el desarrollo de gran parte de cuestiones dentro de la
teoria econoémica (soluciones de modelos de produccidon multisectoria-
les, andlisis de la existencia de equilibrio en mercados competitivos, pro-
blemas de convergencia y estabilidad de las soluciones de modelos dina-
micos de produccion o de consumo, etc.).

La caracteristica comun a casi todos los trabajos en esta linea la
constituye el hecho de que las condiciones analizadas se han vinculado,
en cada caso, a algin tipo o tipos concretos de modelos o problemas
econOmicos.

En este trabajo se pretende realizar un analisis sistematizado de un
amplio grupo de condiciones bajo las cuales se puede asegurar la resolu-
bilidad (entendida como existencia de solucidon z > 0,2) de un tipo
especial de sistemas lineales, del mismo numero de ecuaciones que de
incognitas, de la forma Bz = d, con las caracteristicas siguientes:

(i) B es una matriz de Metzler (es decir, B = (bij), bij < 0 si
i# j).
(i)d=0
El andlisis de las condiciones que garantizan la resolubilidad de un
sistema de este tipo conlleva diversos topicos asociados a la teoria de
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matrices semipositivas (acotacion de raices de Frobenius, condicién
Hawkins—Simon, dominancia de diagonales, etc.). Unas u otras de estas
condiciones se encuentran recogidas en trabajos cldsicos al respecto,
como los de Debreu & Herstein (1953), McKenzie (1960), Lancaster
1968), Nikaido (1970), Takayama (1976) y Woods (1978). Por otra
parte, los sistemas de estas caracteristicas se encuentran claramente vin-
culados a modelos estdticos tipo Leontief.

La version del problema que se presenta en este articulo consiste
en una sistematizacion que se puede considerar original en cuanto al
agrupamiento, simplificacion y presentacion de los resultados, encami-
nada bdsicamente al analisis del problema de la resolubilidad.

Comenzaremos, en esta introduccion, planteando el modelo Leon-
tief mds simple, y los sistemas asociados a tal modelo, y asimismo enun-
ciaremos el problema de la resolubilidad para tales sistemas. En el pun-
to 1, analizaremos un grupo de condiciones relativas a la matriz de Met-
zler B, del sistema; en el epigrafe 2 se realiza un estudio especifico de
propiedades sobre las matrices semipositivas interindustriales que garan-
tizan la resolucion de los sistemas estdticos de cantidades y precios tipo
Leontief; otras condiciones, relacionadas con la dominancia de diagona-
les, se recogen en el punto 3; finalmente, algunas consideraciones gene-
rales acerca de posibles extensiones y aplicaciones adicionales, junto
con un resumen de los resultados obtenidos, se recogen en el punto 4.

* * *

Consideramos una economia que produce n mercancias mediante
mercancias y trabajo homogéneo, en base a procesos productivos que
verifican los siguientes supuestos:

1. Cada proceso productivo produce una tiinica mercancia (produc-

cion simple). Todo el capital empleado es capital circulante.

2. El trabajo (que suponemos homogéneo) constituye el tnico

input primario de la produccion.

3. Prevalecen rendimientos constantes a escala.

4. No consideramos la existencia de sector publico, ni de sector ex-

terior.

Un proceso productivo constituye una especificacion de los dife-
rentes inputs requeridos para producir cierta cantidad de una mercan-
cia determinada; teniendo en cuenta los supuestos establecidos, pode-
mos escribir para la mercancia j-€sima

(alj’ " oy anj), Qj ——— | unidad de
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donde a.. es la cantidad de mercancia i-€sima requerida para producir
una unidjad de mercancia j-€sima, y donde !Zj representa la cantidad de
trabajo por unidad de j.

Si llamamos x; al output total de la industria iésima, y si llamamos
c,a la demanda final de la mercancia i-ésima, la economia estard en
equilibrio si se satisfacen las ecuaciones

(1) X, = ,25-1 a;x, + ¢ (= 1,...n)

o bien, llamando A = (a,,) a la matriz interindustrial, x al vector co-
lumna de los X;j, C al vector columna de los ¢;, la ecuacion (1) se escribi-
ria, en notacion matricial,

(1% X = AX + ¢

o bien,
(i) (I-A)x = ¢

Consideraremos ahora el dual del sistema de cantidades, que sera
el sistema de precios de equilibrio.

Si llamamos p; al precio del bien i-€simo, el pago que debe realizar
la industria j-ésima por los bienes empleados en producir una unidad de

la mercancia j-ésima, viene dado por ﬂ P;a;;- Ademas, si Qj es la can-
i=1

tidad de trabajo homogéneo necesario para producir una unidad de la
mercancia j-€sima y si w = 0 es el salario unitario, el coste de produc-
cion por unidad de output para la industria j-€sima sera,

n
kj= iz}:l p; a; + ij
y el beneficio por unidad de output para dicha industria serd, 7. = p; —
— kj. Por su parte, la tasa de beneficio vendra dada por r. = ﬂj/kj. Si

prevalecen condiciones competitivas, en equilibrio la tasa de beneficio
ha de coincidir en todos los sectores. Asi, L= r=0 vj=1,...,n,y
ha de satisfacerse

o bien, llamando p al vector columna de los Py ¢ al vector columna de
los 2.
J’

(2") p=_(1+r) (A’p + wg)
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ecuacion que puede escribirse en la forma:

1 k)
(i) (1+r I-A)p= wt

En relacion con los sistemas (i) e (ii), el inico ddato conocido ini-
cialmente es la matriz A y el vector de cantidades de trabajo 2, datos
que describen los diversos métodos de produccion. En el caso en que
se pueda predecir, por una parte, la demanda final, ¢, y por otra, deter-
minar la distribucién (w, r) se plantea el problema, para el sistema (i),
de determinar los niveles de output (x;, i= 1,...,n) que hardn que la
economia esté en equilibrio y, para el sistema (ii), determinar el sistema
de precios de equilibrio p = (pj), i=1,...,n.

Una primera cuestion, en relacion con el andlisis de las soluciones
de los sistemas (i) e (ii), es que la solucion buscada ha de tener significa-
do econémico. No basta, en el sistema (i), que, dado c, exista x que sa-
tisfaga el sistema, sino que el vector x (cuyas componentes indican los
niveles a que han de operar los procesos productivos), ha de ser tal que
x = 0. Del mismo modo, para el sistema (ii), no basta que, dada la tec-
nologia y la distribucion, exista un p que satisfaga el sistema: hay que
exigir que la solucion del sistema (ii) seap > 0.

Una caracteristica comun a los sistemas (i) y (ii) es que ambos tie-
nen €] mismo nimero de ecuaciones que de incognitas. Por otra parte,
la matriz de coeficientes del sistema® (puesto que A > 0) verifica la
propiedad de que los términos situados fuera de la diagonal principal
son no positivos. Por ultimo, los vectores de términos independien-
tes* son (por su significado econémico) de componentes no negati-
vas. De este modo, si escribimos el sistema:

S) Bz = d
conB= (b;), talqueb; < 0 si i#j, d> 0

los sistemas (i) € (ii) son casos particulares del sistema (S), y podemos
plantear, de forma standard el objetivo que se pretende analizar en este
trabajo, las condiciones bajo las cuales puede afirmarse la existencia de
solucion z > 0, para el sistema (S). En relaciéon con este problema, par-
tiremos de las dos definiciones siguientes:

I—-A) para el sistema (ii).

1
3. Esto es, la matriz (I-A) para el sistema (i), y la matriz ( 14

4. Es decir, el vector c, para el sistema (i), y ¢l vector wf para el (ii).
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DEF.1. Diremos que el sistema (S) es débilmente resoluble, cuando,
para algin d > 0, existe soluciéon z > 0.

DEF. 2. Diremos que el sistema (S) es fuertemente resoluble, cuando,
para todo d > 0, existe soluciéon z> 0.

1. Este punto estd dedicado al estudio de un primer grupo de con-
diciones que garantizan la resolubilidad (en el sentido especificado por
las definiciones 1 y 2), del sistema (S). En este epigrafe, las condiciones
que vamos a estudiar se refieren a la verificacion de ciertas propiedades
especificas por parte de la matriz de coeficientes del sistema, B. Con-
cretamente, vamos a referirnos a tres condiciones sobre esta matriz: la
verificacion de la condicion de Hawkins—Simon, el que B sea una
P—matriz, y la existencia y semipositividad de B~ 1 Comenzaremos re-
cordando brevemente algunos de estos conceptos:

DEF. 3. Llamaremos matriz de Metzler, o M-matriz, a una matriz cua-
drada B = (bij)/ bij < Osii#j.

DEF.4. Una M-matriz B, verifica la condicién Hawkins-Simon (abre-.
viadamente (H-S)),’ si todos los menores principales supe-
riores izquierdos® de B, son positivos.

DEF.5. Una M-matriz B, diremos que es una P-matriz, si todos’ los
menores principales de B son positivos.

De las definiciones se desprende inmediatamente que toda P-ma-
triz verifica la condicion (H-S). Ademas, el reciproco también es cierto,
asi como la equivalencia por parte de la matriz B de cualquiera de estas
propiedades y la resolubilidad del sistema (S). Consideremos, pues, las
condiciones siguientes:

(I) Elsistema (S) es débilmente resoluble.
(II) El sistema (S) es fuertemente resoluble.
(II1) La matriz B verifica la condicion (H-S).
(IV) B es una P—matriz.

5. Hawkins—Simon (1949).
6. Esto es los menores que se obtienen suprimiendo las Gltimas filas y columnas de B:
B'Z b11>0, bll blZ bll"'bln

>0,.... > o

b

bnl"' nn

bz1 b2z

7. Esto es, cualquier menor obtenido suprimiendo en B las filas y columnas que se de-
seen, con la tinica condicion de que, cada vez que se ha suprimido una fila, se suprima también
la columna que posee el mismo indice.
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El teorema que sigue se refiere a la equivalencia entre las cuatro
condiciones anteriores:

Teorema 1.— Dado el sistema (S), las condiciones (I), (II), (III), y (IV),
son equivalentes.

Demostracion:

Realizaremos la prueba mediante una cadena de implicaciones, re-
sumida en el esquema siguiente:

(D
\

(II) «-—————=(II)

av)

II ——1I, IV——==1III son triviales.

I —=1III: La prueba se realiza por induccion sobre el numero de
ecuaciones del sistema. Si el sistema Bz= d, débilmente resoluble, po-
see una unica ecuacion, seria del tipo b,; z, = d,, y tendra soluciéon
z, = 0 paraunciertod; > 0. Elloséloes posiblesiz; > 0 y b;; >
> 0. En estas condiciones, el tinico menor principal superior izquierdo
de B, en este caso b;; > 0, por lo que B verifica (H-S).

Supongamos ahora la implicacion cierta para sistemas con (k-1)
ecuaciones, y veamos que, en estas condiciones, la implicacion es cierta
para sistemas con k ecuaciones. Sea el sistema Bz = d, con k ecuacio-
nes débilmente resoluble. La 1? ecuaciodn sera,

by 2z, +...+ b,z = d;,dedonde

1j7j
z; = 0, por la hipotesis de resolubilidad. De aqui se deduce que b,; >0,

lo que permite dividir por b;; y reducir el sistema a otro equivalente,
del tipo:

k
bll Zl=d1—'z b Z->0,yaqued1> O,bu< 0811¢]y
=z

by bia blk Z d,

0 ’11. b2’k Z, = d;

0 bey...vp/ Vg d
iendo b2, = b 1 b. < Osii#j;d=4d b“d>0'—
siendo b;; = ij_b_“ 1j sii#j; d; = i_b_,, 1 (i=

=1,..,k)
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. Zy
En estas condiciones, el sistema de (k—1) ecuaciones B’[. .. | =

d; z
= < . ) es débilmente resoluble por serlo el inicial. Se puedlé aplicar
d’

la hipgtesis de induccion, y tendriamos que B’ verifica (H-S), por lo que
todos los menores principales superiores izquierdos de B’ serian positi- -
vos. Pero los menores principales superiores izquierdos de B se obtie-
nen multiplicando los correspondientes de B’ por el nimero b;; > 0.
Asi, son todos ellos positivos, esto es, B verifica (H-S), y esta probada la
implicacion I  IIL

III II: La prueba se realiza, asimismo, por induccion sobre el nui-
mero de ecuaciones del sistema (S).
Si solo hay una ecuacion, seria de la forma b,; z, = d,. Sib;; >

d

> 0 yd, > 0,existe evidentemente una solucion z, = — > 0. Por
11

lo que el sistema seria fuertemente resoluble.

Supongamos la implicacién cierta para sistemas con (k-1) ecuacio-
nes, y veamos que también es vdlida para sistemas con k ecuaciones.
Del mismo modo que antes, dado el sistema Bz= d con k ecuaciones,
se construye el sistema

Z, /d3
B’ < sz ) = K : > con k-1 ecuaciones. Por la relacion existente en-
z d;

k

k
tre los menores principales de B y B’, en particular del hecho

bll . bll’ ;2 b’zr

......... = bus juntoconserb,; >0y
brl brr br2 brr

bll"'blr . b’22 ...b’2r

......... > 0, se sigue que > 0, por lo
brl brr er T brr

que B’ también verifica (H-S) y se puede aplicar la hipotesis de induc-
cion. En estas condiciones, si d’ > 0, entoncesz, > 0,...,z, > 0.
Pero sid > 0, se sigue que d’> 0. La prueba de que z, > 0 es inme-
diata, observando que
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. 1 k
Zl=b—l—l—[dl—jzzz bljz_]]>0

I ——=1IV: Sea T una matriz permutacién.® Si Bz = d, se tiene
que TBz = TBT! Tz = Td, ecuacion que se puede escribir en la for-
ma TBT !y = e,siendoy= Tz, e= Td. La matriz TBT ! sigue sien-
do una M-matriz, si B lo es; ademas, la aplicacion de una permutacion T
conveniente, consigue transformar una submatriz principal cualquiera
de B, en una superior izquierda. La verificacion Il —sIII significa que
estas submatrices principales tienen menor positivo, que no cambia de
signo al ser devuelto a su lugar. Por tanto, B es una P-matriz.

c.q.d.®

Es interesante destacar la importancia de la equivalencia entre las
condiciones I y II implicadas en el teorema 1. El hecho de que la reso-
lubilidad débil sea suficiente para asegurar la resolubilidad fuerte, es un
resultado interesante desde el punto de vista econémico. Supuesto el
sistema de cantidades (i), si para unos ciertos niveles de demanda final
¢ > 0, se ha encontrado la solucion x> 0 de los niveles de output de
equilibrio, la equivalencia de las condiciones I y II asegura la posibilidad
de hallar niveles de output de equilibrio, siempre que no cambie la ma-
triz interindustrial A, para cualesquiera otro niveles de demanda final.

Daremos, a continuacion una interpretacion geométrica de la veri-
ficacion de la condicion II. Si llamamos u,, . . . u_alos vectores co-
lumna de la matriz B, la resolubilidad fuerte del sistema (S) indica que,

dado cualquier d € R% , existen nimeros z,, . . ., z_ todos ellos no
negativos, tales que d = z,u, +...+z u . Esto es, d es combinacion
lineal no negativa de los vectores u;, ..., u,, o, dicho de otro modo, d

estd incluido en el cono engendrado por los vectoresu,, .. ., u,.'"° Una
imagen geométrica, paran= 2 de esta situacion se puede observar en la
figura:

8. T= (t;;) es una matriz permutacion si ts Di =1 (resp. tig(i) = )y tij = 0 para todo
i# o) (resp. tjj = 0 para todo j¥ o (i), siendo o una permutacion de los indices 1, .. ., n.

9. Las lineas generales de esta prueba se deben a NIKAIDO (1970). La prueba inicial de
este teorema se realiz con las restricciones ()by; > 0 Vi (ii) bjj <0 siiFj (ii)d > 0.

10. Se llama cono engendrado por un conjunto de vectores vy, . . . p € R" al conjunto
K(vp, .- vp) = {xe R"/ x=agvyt...t a, o, al,...,ap> 0}.
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d,

Observaremos ahora que, aunque no esta indicado explicitamente
en el enunciado del teorema 1, la verificacion de cualquiera de las con-
diciones equivalentes I, II, III 6 IV, asegura no soélo la existencia de so-
lucion z > O para el sistema (S), sino también la unicidad de tal solu-
cion. Ello se debe a que la condicion (H-S) asegura que el sistema (S) es
un sistema de Cramer, ya que det B > 0, y por tanto es no nulo. La ma-
triz B es, en estas circunstancias, una matriz regular, por lo que esta de-
finida su inversa, B™!.

Vamos a afiadir ahora una nueva condicion, relacionada con la re-
solubilidad de nuestro sistema (S), que se refiere al hecho de la existen-
ciadeB!,ya que B! sea semipositiva.

(V) Existe B-1,y B~1 > 0.

En el teorema que sigue, se afirma la equivalencia entre la condi-
cion (V) y el bloque de condiciones equivalentes I-IV.

Teorema 2.— Dado el sistema (S), la condicion (V) es equivalente a ca-
da una de las condiciones (I), (II), (III), (IV).

Demostracion:

Probaremos que (V) implica una cualquiera de las condiciones
equivalentes I-IV, y que es, a su vez, implicada por ella. Utilizaremos la
condicion II.

V—=II: Es trivial, pues si existe B!, la solucion del sistema (S) se-
rd, paracadad, z= B 1d. SiB !> 0,es%laro que z > 0 para cada
d > 0, por lo que (S) es fuertemente resoluble.
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11 V: Segin hemos comentado la equivalencia entre II y III per-
mite afirmar la existencia de B™'. La solucion del sistema se obtiene
entonces, para cada d,porz= B~ 1d. La ven'ﬁcaci()n de la condicion 11
asegura que z > 0 paracadad> 0. Sea d= e, i-€simo vector de la ba-
se canodnica.’’ El producto B~ 1e (que es un vector> 0, por la condi-
cion II) es, precisamente el 1-es1mo vector columna de B~1. Asi pues,
todos los elementos de B~1 son no negativos, y se verifica V.

c.q.d.

2.— En este punto vamos a referirnos, especificamente, a los siste-
mas (i) e (ii), que son casos particulares del sistema (S), con la peculiari-
dad de que en ellos, la matriz de Metzler B ha sido construida a partir
de una cierta matriz semipositiva A (matriz que, desde el punto de vista
econdmico es la matriz interindustrial, cuyos elementos describen los
procesos de produccion de la economia).

Comenzaremos el estudio haciendo referencia al sistema (i), encon-
trando dos condiciones sobre la matriz A que van a garantizar la resolu-
bilidad de tal sistema. Posteriormente, pasaremos al andlisis del sistema
(ii), y extenderemos a €l los resultados obtenidos, interpretando econ6-
micamente las cotas y limites que aparecen en el estudio de este siste-
ma.

Consideremos el sistema (i). En él, la M-matriz del sistema, B, es la
diferencia B= I-A, A> 0. No hay que olvidar que, para el sistema (i),
tenemos 5 condiciones equivalentes que garantizan la resolubilidad de
este sistema, las condiciones I-V analizadas en el epigrafe 1 (ya que (i)
es un caso particular de (S)).

La igualdad formal

(I-A) (I+A+ A% +. . +AP)= [+A+A2+.. +AP_A_A2_ . _APtl =

= J-ART

indica que, en el supuesto de que la serie de matrices [+ A+A%+. . .
fuera sumable, el paso al limite conduciria a '?

(I-A) (I+A+A%2+. . )= 1

11. e;esel vector de R™" que tiene todas sus componentes nulas, salvo la que ocupa lugar
i-simo, que es la unidad.

12. Ya que la convergencia de la serie I+A+A2+. .. implica que lim AP= 0.
pP>oo
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lo que significaria que, en este caso, la serie de matrices [+ A+A%+. . .
tendria como suma, precisamente, la inversa de (I—-A), esto es, la inver-
sa de B. Asi, la convergencia de la serie de matrices, permite escribir:

(I-A)"1= B! = [+A+A%+...

La férmula anterior, por otra parte, aseguraria la no negatividad de
B~1,13 con lo que aparece claramente el entronque entre la condicion
(V), para el sistema (i), y la convergencia de la serie de matrices I+ A+
+A2+. .. Las condiciones que vamos a estudiar, en relacién a la reso-
lubilidad del sistema (i), sobre la matriz A, son condiciones que van a
garantizar, simplemente, la convergencia de la serie de matrices [+ A+
+A%2+. ..

Una condicion necesaria para la convergencia de la serie de matri-
ces es que lim AP = 0. Por otra parte, al ser A > 0, esta condicién va a
ser, como veremos, suficiente. Ademads, la verificacion de la condicién
lim AP = 0, estd ligada a la acotacion en modulo por la unidad de todos
los autovalores de A. Por otra parte, al ser A semipositiva, posee un
autovalor especial, llamdo “raiz de Frobenius. de A”,!* que tiene la
propiedad de acotar en moédulo a todos los restantes autovalores de A,
de modo que, la acotacion por la unidad de la raiz de Frobenius de A
serd condicion necesaria y suficiente para la convergencia de la serie de
matrices. Hechos estos comentarios, consideramos las definiciones si-
guientes: '

DEF. 6. Una matriz cuadrada A, se dice convergente si y sélo si
lim AP = 0.

P> oo

DEF. 7. Una matriz cuadrada semipositiva A, se dice productiva si
A*(A)< 1, siendo A*(A)la raiz de Frobenius de A.

Consideremos, entonces, las dos condiciones siguientes sobre la
mariz semipositiva A:
(VI); Lamatriz A es convergente.
(VII); La matriz A es productiva.

13. Al ser suma de matrices semipositivas. Es de destacar, por otra parte el interés de es-
ta igualdad desde el punto de vista computacional.

14. Véase DEBREU & HERSTEIN (1953), para un analisis de la existencia y propieda-
des de esta raiz de Frobenius. Véase también el teorema 4 de este epigrafe.
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El teorema que sigue afirma la equivalencia entré las condiciones
VL, VIL, y el grupo I - V, para el sistema (i):

Teorema 3. Dado el sistema (i) Bx = ¢, donde B= I—A, A cuadrada
semipositiva, las condiciones _VIi y VIIi son equivalentes
entre si, asi como equivalentes también a cada una de las
condiciones I, II, III, IV y V.

Demostracion:

El esquema de razonamiento que seguiremos para probar las equi-
valencias ser4 el siguiente:

Vv -—»VIIi —»VIi —»V

la equivalencia entre las condiciones I—V hace que esta cadena sea sufi-
ciente para probar el teorema.

V ——=VIL: Por hipotesis, existe B! > 0. Laexistencia de B!
indica que det (I—A) # 0, porlo que 1 no es autovalor de A. Veremos
que A*(A) < 1. Asociadoa A*(A) (que es real y no negativo), pode-
mos encontrar un autovector x* > 0. Por tanto, podemos escribir:

Ax* = A*(A)x*
de donde se obtiene,
(I-A)x*= (1-A*(A)) x*

y, premultiplicando por (I-A)~! , que por hipbtesis existe y es semipo-
sitiva, se tiene,

x*= (1-A*(A)) (I-A)"lx*
En esta ultima igualdad, alguna componente de x* ha de ser
estrictamente positiva. La igualdad s6lo puede darse si el coeficiente

(1-A*(A)) > 0, esto es, si A*(A) < 1, por lo que la matriz A es pro-
ductiva.

VI, ——VIL: Si A*(A)< 1, entonces |ri| < 1, para todo r; auto-
valor de A. En estas condiciones, si llamamos J a la forma canénica de

15. Ver DEBREU & HERSTEIN (1953), o HERRERO & SILVA (1984).
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Jordan'® semejante a A, se tiene que lim JP = 0,y como AP =
P>oo

= TIP T !, siendo T la matriz regular de paso, se tiene que lim AP = 0
esto es, A es convergente.

VI. — V: Si A es convergente, J es también convergente, y la serie
I+ A+A%+. .. converge si y soOlo si lo hace la serie I+J+J?+. .. Pero
la convergencia de esta Gltima estd ligada a la convergencia a cero de to-
das y cada una de las series numéricas 1+ri+ ri2 + ..., paracadar; auto-
valor de A, convergencia que estd asegurada por la acotacion en modulo
por la unidad de cada uno de los r;, condicion que se verifica por la pro-
ductividad de A.

)

c.q.d.

Con el teorema que acabamos de probar, tenemos un grupo de 7
condiciones necesarias y suficientes para la resolubilidad del sistema (i).
En lo que sigue vamos a encontrar algunas condiciones especificas que
garanticen, asimismo, la resolubilidad del sistema (ii), relativas a la ma-
triz A. El andlisis de tales condiciones conlleva la realizacion de algunas
observaciones adicionales que servirdn para obtener una nueva caracte-
rizacion de la raiz de Frobenius de A (teorema 4), como paso previo al
andlisis del sistema de precios de equilibrio (ii).

Si la matriz semipositiva A es convergente, y $i p €s un numero po-

sitivo, p > 1, es evidente que entonces la matriz — A es también con-
o

vergente.!” Pero, por la relacion

1
y debido a la equivalencia de las condiciones “— A convergente” y
1 b
“existe la inversa de (I — — A), y esta inversa es semipositiva”, que se
p

deducen trivialmente del teorema 3, se tiene que, en el caso de que A

sea convergente, no sOlo existe y es semipositiva la inversa de (I—A), si-

no también existe y es semipositiva la inversa de (pI—A), si p> 1.
Consideremos entonces el conjunto

16. Utilizamos en este razonamiento la forma de Jordan compleja. Ver BELLMANN
(1965).

1
17. Ya que, si lim AP = 0, con mayor motivo lim — AP = 0,alser p > 1.
proo p>oo
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H(A)= | p€ R /existe (pI-A)"1 y (pI-A)"! > 0
El teorema que sigue recoge algunas propiedades del conjunto H(A).

Teorema 4. Sea A una matriz cuadrada semipositiva, y sea el conjunto
H(A) = { p € R / existe (pI-A)"! > 0} . Enestas
condiciones:

() HA) # 0
) Sipe HA)y 0 > p = o € H(A).
(iii) A* (A)= inf H(A).
(iv) A* (A) ¢ H(A).
Demostracion:

(i) H(A) # @ porque siempre existe algin p > 0 para el cual la ma-
1
triz — A sea convergente, por ser los elementos de A no negativos y en

)
cantidad finita (n x n). Por la equivalencia entre las condiciones I-VII

1
para sistemas del tipo (i), para este p > 0, existe la inversa de (I — ;A),

y es semipositiva, por lo que también existe la inversa de (pI—A) y es,
asimismo, semipositiva. Tal p, por tanto, estd en el conjunto H(A).

(ii): Trivial.

(iii): Por ser H(A) no vacio y acotado inferiormente (ya que H(A) esta
contenido en R, ), posee infimo. Sea y = inf H(A). Vamos a ver que
¥= A*(A). 1

Sié € H(A), (I- 5 A)~ ! existe y es semipositiva, por lo que (de-

bido a la equivalencia entre la condicion V y la II para el sistema (S)), el
1
sistema (I — 5— A) x = ¢ es fuertemente resoluble. De aqui se deduce
1
que es posible encontrar un x> 0 tal que (I — (S—A)x > 0,0loquees

igual, existe un x > 0 tal que & x > Ax, de donde se deduce que
8> A*(A).'® A*(A)es, por tanto, una cota inferior de H(A).

18. La caracterizacion empleada aqui de la raiz de Frobenius de A, sigue la linea desarro-
llada en NIKAIDO (1970). Concretamente, la propiedad que se aplica es la siguiente: Si existe
un x == 0, tal que Ax <X, entonces se tiene que A*(A) < M. Por otra parte, la vinculacién
entre la semipositividad de (0I-A)~! y el que P> A*(A), fue estudiada inicialmente por
WIELANDT (1950). La linea de entronque seguida aqui estd inspirada en la prueba de WIE-
LANDT, y puede verse en GANTMACHER (1959) o en TAKAYAMA (1976).
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Por otra parte, si A*¥(A) < 8, entonces A¥(A) x* = A x* < §x¥,
siendo x* el autovector x* > 0 asociado a A*(A). De aqui se sigue que
8§ € H(A), por lo que inf H(A) = A*(A).

(iv): Al ser A*(A) un autovalor de A, el determinante det A\*(A)I-A)=
= 0, por lo que no existe la inversa de A*(A) I--A), y A*( A € H(A).

c.q.d.

El andlisis de las condiciones que aseguran-la resolubilidad del sis-
tema (ii), exige la obtencién previa de los valores del pardmetro r com-
patibles con la obtencion de soluciones con significado econémico para
tal sistema. De acuerdo con el teorema 4, la resolubilidad del sistema

1
(ii) estd vinculada al hecho de que T € H(A), pues solo en este caso
r

se tendria asegurada la existencia de ( 1—1— I-A)! , asi como la semi-
r

positividad de dicha inversa, condicién que, por el teorema 3 es necesa-
ria y suficiente para la resolubilidad de (ii).

Pero, segin el teorema 4, la condicion —— € H(A) equivale al
r

1
hecho de que e > A*(A), esto es, formalmente si
r .

-1 <r< —/—— -1
A*(A)

Por otra parte, debido al significado econdmico del pardimetro r
(tasa de beneficio uniforme), se verificard 0 < r, por lo que los valores
de r que permiten la resolubilidad del sistema de precios de equilibrio
(ii), con significado econémico, serdn

1
0<r<—— -1
A*(A)
Para cualquier r situado en el intervalo anterior, se tienen los si-
guientes resultados:

Iﬁ: El sistema (ii) de precios de equilibrio es débilmente resoluble. Es-
to es, existe un cierto vector de cantidades de trabajo homogéneo,
2 > 0, para el cual existe una solucién p > 0.
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[Iii: El sistema (ii) es fuertemente resoluble. Esto es, dado cualquier
vector > 0, existe soluciéon p > 0 del sistema.!®

1
IIL;. La matriz B(r) = ( IT I — A), verifica la condicion (H—S).
. r
1
IVy;: La matriz B(r) = ( T I — A), es una P-matriz.

' Vii: “Existe la inversa de B (1), ( IT I — A)1;y es semipositiva.
r

VIii: La matriz (1 + r) A esconvergente.

VIIii: La matriz (1+4r) A es productiva.

3. En este epigrafe volvemos de nuevo sobre el sistema standard
(S) para encontrar una condicién adicional que garantice la resolubilidad
de tal sistema general. La condicion adicional que vamos a estudiar
aqui se refiere al hecho de que la matriz del sistema, B, posea diagonal
dominante en sentido amplio (o en sentido de McKenzie). Comenza-
mos recordando este concepto:

DEF. 8. Se dice que una matriz cuadrada C = (ci.) posee diagonal do-
. » . j
minante en el sentido de McKenzie (y 10 expresaremos abre-
viadamente C posee d.d.), si existen numeros positivos
e,> 0,i=1,...,n,talesque

P 20
el.|cii > jEi ejlcij| i=1,...,n

19. El concepto de resolubilidad de estos sistemas hace que la constante w resulte irrele-
vante en cuanto al analisis del problema de la resolubilidad. Sélo actiia como un multiplicador
de la escala del vector de precios solucion, pero sin alterar la composicion relativa del mismo.
Los problemas de normalizacion en sistemas de precios de este tipo, asi como la diseusion del
progreso neutral en el sentido de Harrod que apareceria si tuvieran lugar reducciones en el vec-
tor € escapan del objeto de este trabajo.

20. McKENZIE (1960). La definicion dada se refiere a “‘dominancia de diagonal por fi-
las”. De modo andlogo puede darse la dominancia por columnas. Otros conceptos de dominan-
cia de diagonales, mds o menos restrictivos son los de ‘“‘diagonal dominante en sentido de Hada-
mard (Véase TAKAYAMA (1976)), o el de ‘“diagonal quasi—dominante (véase WOODS
(1978).
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El concepto de diagonal dominante permite afiadir una nueva con-
dicion que va a ser equivalente a la resolubilidad del sistema (S).

(VIII) La matriz Bposee d. d.,y b, > Oparatodoi= 1,...n.

El teorema que sigue enlaza la propiedad VIII para el sistema (S),
con las propiedades equivalentes I-V:

. Teorema 5. Para el sistema (S), la condicion VIII es equivalente a las
condiciones I, I, ITI, IVy V.

Demostracion:

Los teoremas 1 y 2 permiten realizar la prueba por medio de las
implicaciones VIII —s= I, y I ——= VIII.

VIII I: La verificacion de la condicion VIII indica que existen
numerose; > 0, i= 1,.. ., n, tales que
o by > Z e | b; |

pero, al ser los b;; > 0,y puesto que b].lj < 0 si i#j, podemos escribir:

n

JZZ‘i ejbij> 0 i=1,...,n

si llamamos z; = g;, i= 1,...,n, la relacién anterior indica la resolubili-
dad débil del sistema (S) (pues, para unos ciertos términos independien-
tes, todos estrictamente positivos, posee solucion z > 0), con lo que
estd probada esta implicacion.

I ——= VIII: La verificacion, por parte del sistema (S) de la condi-
ciéon II (y por tanto de cualquiera de las equivalentes, en particular de la
condicién IV) permite afirmar que b; > 0 paratodoi= 1,...,n*
Por otra parte, la resolubilidad fuerte indica que el sistema tiene solu-
cion z > 0, para cualquier vector de términos independientes no nega-
tivo. La independencia (por III) de los vectores columna de la matriz
B, v el hecho de que R’;L esté incluido en el cono engendrado por estos
vectores (véase el comentario .tras el teorema 1), permite afirmar la

21. Cada by; puede ser mirado como un menor principal de B. el que resulta al suprimir
en B todas las filas y columnas, excepto las de lugar i-€simo.
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existencia de un vector v e R} para el cual las componentes respecto a
los vectores que generan el cono (columnas de B) sean todas positivas.
Tomando como ¢;,i= 1,...,n dichas componentes, obtenemos, para
la matriz B, la condicion de dominancia de la diagonal.

c.q.d.

Una cuestion interesante, para los sistemas de Leontief (i) e (ii),
que puede ser analizada a la luz de la condicion VIII, es el problema de
cambio de unidades en las matrices interindustriales. Los coeficientes
a5 de la matriz tecnologica A, en términos fisicos, indican la cantidad
de mercancia i-€sima que se necesita para producir una unidad de mer-
cancia j€sima. Asi, el término a;j, para cada i, j, depende esencialmente
de las unidades en que se mldan tanto la mercancia i-€sima, como la
mercancia j-€sima.

Supongamos que realizamos un cambio de unidades de medida pa-
ra nuestras mercancias, de modo que

Wy S AT Y= e,ut
siendo u;, i=1, , n las unidades de medida antiguas de la mercancia
i-€sima, y u¥, i= 1 , n las nuevas unidades de medida. Naturalmente
la constante ¢; > O para todoi=1, , n. En estas condiciones, se tie-

ne la slgulente relacion entre los coeﬁcnentes técnicos (medidos con las
unidades u; y medidos con las nuevas unidades u{").

siendo a;; los coeficientes técnicos medidos en las unidades u; y a"J‘ los
coeﬁcnentes técnicos medidos en las unidades uf. Entre las matrices
A= (au.) y A*¥= (ai"j‘ ), se verifica la siguiente relacxon.

EAE-!
donde E = diag(e,, . . . , e ). Las matrices Ay A* son, por tanto, se-
mejantes.
Por otra parte, el sistema (i), en las unidades 1= 1;,...,0,8

escribe como
(i) x=Ax+c¢c, A= 0,c=0

mientras que, el mismo sistema en las unidades u;", i= 1,...,n,sees-
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cribira:
(i*) x*= A*x* + c* A*> 0, c*> 0

siendo x* = Ex, c*= Ec, A*= EAE-!. La semipositividad simulta-
nea de las matrices A y A*, junto con su semejanza (que implica que
ambas poseen la misma raiz de Frobenius), y por la verificacion del teo-
rema 3, permite afirmar que los sistemas (i) e (i*) serdn simultineamen-
te resolubles (o simultdneamente no resolubles). Las observaciones que
acabamos de hacer indican la irrelevancia (en el tema de la resolubilidad
de un sigtema del tipo (i)) de las unidades escogidas para las diversas
mercancias.

Por su parte, para el sistema (ii), un cambio de unidades del mismo
tipo produciria una modificacion del vector de cantidades de trabajo
homogéneo £, de modo que

*: ‘:
Qj ejSZj 1,...,n

Asi, el sistema (ii), que en las unidades u; se escribe
(ii) ( ! I-A’) L
ii — I- = w
1+r B
en las nuevas unidades u;", se escribiria
(ii*) (L I — A¥) p*= wg*
1+r

siendo p* = Ep, 2*= E¢, A*= EAE~!. Las mismas observaciones rea-
lizadas antes permiten afirmar, también en este caso la irrelevancia (en
el problema de la resolubilidad para el sistema de precios) de las unida-
des en que se midan las mercancias.

Es interesante, para el sistema (ii) de precios de equilibrio, obser-
var que no existe ninguna variacion en las variables distributivas al reali-
zar el cambio de unidades. La semejanza de las matrices A y A*, junto
con el hecho de que el intervalo de variacion aceptable para r depende
solo de la raiz de Frobenius de A (que coincide con la de A¥*), indican
claramente esta no alteracion en r (que, por otra parte, es una tasa, y
por tanto es logico que sea independiente de las unidades de medida de
las mercancias que se hayan elegido).

Otra cuestion a destacar es la posibilidad de realizar un analisis
comparativo entre las soluciones de los sistemas (i) e (i*) (y andloga-
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mente, entre las soluciones de los sistemas (ii) e (ii*)), interpretando es-
tas variaciones a la luz del cambio de unidades.

Finalmente, destacaremos una ultima cuestion, que permite inter-
pretar la Verlﬁcac1on de la condicion VIII para los sistemas (i) e (11) ala
luz del cambio de unidades.

- Si la matriz B del sistema (S) verifica la condiciéon V41, sabemos
que b.> 0 para todoi= 1,...,ny ademads existen nimeros positivos
€, i= i, , 1, tales que

| "
eibii > HZEDj & lbij i l,....,n

Consideremos la verificacion de esta condicidén para el sistema (i), don-
de B= I — A. La relacion anterior puede escribirse

ei(l—aii)> 13::]' €; a i= 1,...,n

Dividiendo por e; > 0, las desigualdades se conservan, por lo que

e.
] 1 i =
(1-a;) > H{Jj e, 3y, i I,...,n

pero, si realizamos un cambio de unidades dado por la matriz
F = diag (e;1 S e;l ), v si llamamos ai"Jf a los nuevos coeficientes
interindustriales, la desigualdad anterior puede escribirse

_ g% * 1 =
(1 aii) > HZ&)J_ al i I,...,n

n
o,loqueesigual,1 > X ai"J? i=1,...,n
=1

Esto es, podemos encontrar un conjunto de unidades conveniente,
para el cual la matriz interindustrial tiene la propiedad de que la suma
de los términos que ocupan la misma fila, es, para todas ellas, menor
que 1.22

n
22. La condicién 2 ajj <1 i=1,...,neslacondicion conocida como ‘“condicion

=1
de Brauer—Solow (véase BRAUER (1946), y SOLOW (1952). La verificacion de la condicion
Brauer-Solow sobre la matriz A es condicion suficiente para la resolubilidad del sistema (i), pe-
ro, en general, no es condicién necesaria. El resultado anterior limita la “no necesidad” de la

ko
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Una ultima observacion se puede hacer a partir de la idea de irrele-
vancia, en el problema de la resolubilidad del sistema (i), de las unidades
en que se midan las diversas mercancias. Si consideramos la matriz in-
terindustrial medida en términos monetarios (en lugar de tenerla medi-
da en términos fisicos), y si p;;i= 1,...,nson los precios de las dis-
tintas mercancias, la relacion existente entre los coeficientes en térmi-
nos fisicos, a;,yen términos monetarios, ai’;, seria la siguiente:

a’t = — a..
ij — 4
b;

relacion idéntica a la correspondiente a un cambio de unidades dado
por la matriz E= diag (p,, .. .,p,)- Este resultado asegura la irrelevan-
cia (en el problema de la resolubilidad del sistema (i)) del hecho de te-
ner las matrices interindustriales en términos fisicos o en términos mo-
netarios.?3 .

4. A lo largo de este trabajo hemos analizado diversas condiciones
relacionadas con el problema de existencia de solucion z > 0, para sis-
temas lineales del tipo

(S Bz=d, B= (b)/b, < 0 siitj,d> 0

Los resultados obtenidos se resumen en la proposicion que sigue:

R1. Para el sistema (S), las condiciones siguientes son equivalentes:
I) (S) es débilmente resoluble
II) (S) es fuertemente resoluble
III) B verifica la condicion (H-S)
IV) B esuna P—matriz

. .
condicion Brauer—Solow para los sistemas de cantidades de Leontief: si bien la condicion no es
necesaria, puede encontrarse un sistema de unidades conveniente para el cual la matriz interin-
dustrial verifica la condicion Brauer—Solow.

23. El interés de este resultado radica en el hecho de que, en la practica, las matrices in-
terindustriales se estiman en términos monetarios ante las dificultades de estimarlas en términos
fisicos.
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V) Existe B~! y es semipositiva
Vi) b; > 0 paratodoi= 1,...,n,y Bposee d.d.

Por otra parte, y haciendo referencia a los modelos Leontief mds
simples, modelos que se materializan en los sistemas de cantidades:

(6)) (FA)x = ¢, A>2 0,c=> 0
y de precios

1
(ii) (— I-A)p=we, A> 0,220
1+r

’

y que, como es obvio, son casos particulares de (S), los resultados obte-
nidos se recogen en la siguiente proposicioén:

R2. Para el sistema (i), las condiciones siguientes son equivalentes:
Ii) El sistema (i) es débilmente resoluble

II;) El sistema (i) es fuertemente resoluble

III;) (I-A) verifica la condicion (H-S).

IV,) (I-A) es una P-matriz

V,) Existe (I-A)~! y es semipositiva

VL) a;; < 1 paratodoi= 1,....,n,yademds (I-A) posee d.d.
VIL) A esuna matriz convergente

VIII;) A es una matriz productiva.

Siempre que 0 < 1 < — 1 (en cuyo caso el siste-

A* (A)
ma (i) verifica las condiciones I; — VIII;), para el sistema
(ii), se verifican las siguientes condiciones:

I;;) El sistema (ii) es débilmente resoluble
IL;) El sistema (ii) es fuertemente resoluble

1
IIL;;) La matriz ( in I — A) verifica (H-S).
r
Iv;) (1—+r I - A) esuna P-matriz.

1
V,;) Existe (F I - A)! yessemipositiva
r

1
VL) (1+r)aii < 1 paratodo i= 1,...,ny( — I — A’) po-
see d.d. 1+r
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VIIii) La matriz (1+71) A es convergente

VIIL;) La matriz (1+r) A es productiva.

Por otra parte, las condiciones de resolubilidad de los sistemas (i) e
(i), son independientes del sistema de unidades en que se midan las
mercancias. Asimismo, la resolubilidad del sistema (i) es independiente
del hecho de tener la matriz interindustrial en términos fisicos o en tér-
minos monetarios.

Una cuestion adicional a destacar es que las conclusiones obtenidas
son independientes de considerar o no indescomponibilidad en las ma-
trices del sistema (desde el punto de vista economico, la interpretacion
de este hecho seria que las conclusiones son independientes de suponer
0 no que todas las mercancias sean basicas). Sin embargo, hay que se-
falar que, cuando se considera, en los sistemas (i) e (ii) que A es indes-
componible, pueden encontrarse resultados algo mds ajustados.

La ultima observacion se refiere al hecho de que se pueden aplicar
los resultados obtenidos a otros modelos economicos con andloga es-
tructura desde el punto de vista matemadtico, como los de consumo y
crecimiento (SOLOW (1952)), algunos modelos de comercio internacio-
nal (METZLER (1942)), al andlisis de la estabilidad del equilibrio com-
petitivo (ARROW & HURWICZ (1958), HAHN (1958), NEGISHI
(1958)), asi como a ciertas cuestiones relacionadas con la sensibilidad
de las soluciones de ciertos sistemas de ecuaciones (RADER (1968),
FUJIMOTO, HERRERO & VILLAR (1983)).

Es interesante afiadir que, en la literatura econoémica mas reciente
un tema recurrente esta siendo el analisis de la existencia, unicidad y
positividad de las soluciones de sistemas menos restrictivos y mas gene-
rales. En este sentido, son de destacar los trabajos de FUJIIMOTO
(1980) (1983), IRITANI (1981) y LAHIRI & PYATT (1980).
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