LLUIS BARBE*

La correspondencia entre las funciones de
beneficio y crecimiento de la empresa**

El objeto de este articulo es examinar como la funcién de benefi-
cio de la empresa, esto es, la funcion que relaciona beneficios con tama-
fios, afecta a la trayectoria Optima de crecimiento. El anilisis se condu-
ce bajo la hipotesis de existencia de costes de ajuste que dan lugar a una
funcion de costes de ajuste estrictamente convexa. Y se centra en una
funcion de beneficio con caracteristicas neocldsicas (es decir, una fun-
cion que exhibe, sucesivamente, un minimo, un punto de inflexién y un
maximo).

Este topico presenta cierta relevancia real dado que existen méto-
dos empiricos disefiados para encontrar ‘“‘economias de escala” basados
en la conexion —que califican como “evidente”— entre expansion cre-
ciente y “economias de escala” de la empresa!. Hasta ahora no se ha-
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** Este trabajo es una aplicacion especifica de los modelos que hacen uso de la hipotesis
sobre costes de ajuste expuestos por Arthur Treadway en un Seminario en la Complutense de
Madrid allad por el afio 1970. Agradezco a J. Andreu, J. Aubareda, X. Calsamiglia, J.M. Esteban,
A. Mas Colell y J. Silvestre sus valiosas sugerencias y a F. Cuesta, cuya magnifica tesis doctoral
fue para mi un estimulo para trabajar en este campo. La presente version se ajusta a la comuni-
cacion presentada en el Congreso Europeo de Econometrica de Septiembre de 1979 celebrado
en Atenas.

1. Ejemplos de ello nos los suministran Stigler [10] con su “método de supervivencia” y
ciertos autores que examinan la concentracion industrial utilizando la version amplia de la ley
de Gibrat (Véanse Maravall [5]y Scott & Shatto [9]).
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bia intentado obtener soporte tedrico que sustentara dicha “evidencia”:
A pesar de la amplia gama de topicos que abarca la literatura sobre cos-
tes de ajuste,? esta cuestion de como una funcion de produccion es-
pecifica configura la trayectoria 6ptima de crecimiento de la empresa
no se habia abordado todavia.

El problema de derivar una trayectoria 6ptima de crecimiento a
partir de la funcién de beneficio estriba en el hecho de que no existe so-
lucion general para la ecuacion de Euler que resulta del modelo, segin
se desarrolla en la Seccion I. Solamente en el caso particular en que la
tasa de descuento r es igual a cero puede encontrarse solucion. En la
Seccion II se trata dicho caso, llegdndose a una relacién entre benefi-
cios, costes de ajuste y crecimiento de la que puede derivarse la trayec-
toria O6ptima de crecimiento. Esta relacion, que se aplica a un caso sen-
cillo ilustrativo, se ha bautizado como Condicion Ramsey, dada su ana-
logia con el resultado obtenido por Ramsey en términos macroeconé-
micos.

En la Seccion I1I se estudia el caso general en el que la tasa de des-
cuento r difiere de cero, conduciendo el andlisis con la ayuda de dos
dispositivos especificos: La linea de “Puntos de Simas y Cimas” (linea
PSC) donde se sitiian todos los mdximos y minimos de las trayectorias
que satisfacen la condicion de Euler, y la linea “Entre Ramblas y Coli-
nas” (linea ERC) que contiene los puntos de inflexiéon de dichas trayec-
torias. Con estos instrumentos en mano demostramos: a) Que el maxi-
mo de la trayectoria Optima de crecimiento corresponde a un tamaifio
X" que se situa entre el tamafio de minimo beneficio, X, y el tamafio
al que se produce la inflexion de la funcion de beneficio, X,. El tamafio
X" es una funcion creciente de la tasa de descuento r , con una cota infe-
rior X, (cuando 7 = 0), y una cota superior X, (cuando r - «), mientras
que el miaximo (X") de la trayectoria 6ptima de crecimiento es una
funcién decreciente de la tasa de descuento r, tendiendo a cero cuando
r tiende a infinito. Y b) La existencia de puntos de inflexion de la tra-
yectoria Optima de crecimiento no puede mantenerse en general para
cualquier tipo de funcion de beneficio con caracteristicas neocldsicas.
A este respecto exhibimos un ejemplo con una especifica funcién “neo-
clasica” de beneficio que da lugar a una trayectoria Optima de creci-
miento sin puntos de inflexion. Demostramos, ademds, que afiadiendo
una hipétesis de convexidad “bien comportada” a la funcién de costes
de ajuste, esto es, suponiendo una convexidad estricta uniforme o cre-

2. Véanse Jorgenson [3], Eisner & Strotz [1], Lucas [4], Gould [2], Treadway [11] a
[14], Rothschild [8] and Norstrgm [6].
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ciente para dicha funcion, los puntos de inflexion de la trayectoria 6p-
tima de crecimiento, si existen, tienen que estar situados entre el tama-
fio X; y el tamafio de beneficio maximo X*.

Estos resultados se utilizan en la Seccion IV para presentar conclu-
siones sobre la conexién entre “expansion creciente” y ‘““‘economias de
escala” de la empresa.

I. ELMoDELO

Vamos a suponer que el empresario maximiza el valor actual del
flujo de beneficios corrientes menos costes de ajuste, dependiendo éstos
solamente de la magnitud del crecimiento (o reduccién) que experimen-
ta el tamafio de la empresa, X (= X’(t)):

Max V = f [TI(X) — C(X)] e~"dt
0

donde II(X) es la funcion de beneficio, siendo X el tamafio de la pro-
duccion de la empresa; C(i es la funcion de costes de ajuste, en la que
C0)=0, C(0)=0 y C’(X)> 0 (véase la figura 1(a)); r esla tasa de
descuento (preferencia temporal) que aplicamos a un horizonte tempo-
ral infinito (0 < t < ).

Obsérvese que trabajamos con una funcidén de costes de ajuste
C(f() que es independiente del tamaifio X y, por lo tanto, separable de la
funcion de beneficio II(X). Supondremos que dicha funcién de bene-
ficio cumple los requisitos neocldsicos, esto es, presenta un minimo, un
punto de inflexion y un maximo, tal como se esboza en la figura 1 (b).
Supondremos ademds que la forma de-la funciéon II(X) es tal que el
empresario elige el tamafio X* de beneficio mdximo como meta a la
que debe dirigirse. Esto significa que el valor actual de la trayectoria
optima de crecimiento que parte de X, —el tamafio inicial— y va al ta-
mafio de beneficio maximo X* es superior al valor actual de las trayec-
torias Optimas que van desde X, hacia cualquier otro tamafio®. Por
ello las condiciones terminales del problema que vamos a estudiar son:

3. Con la forma “neoclasica™ es posible que la trayectoria 6ptima sea la que conduce al
tamafio 0. Este caso fue tratado por Eisner y Strotz [1]. No nos detendremos en este caso y nos
concentraremos en la trayectoria dptima que va a X*, ya que este es el caso mas relevante a
efectos empiricos. Para una discusion acerca de soluciones estacionarias y trayectorias 6ptimas,
véase Treadway [11]
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X(0)=X, y lim X(t)=X*
t—> oo
Esto es, imponemos una condicién de estabilidad que operard como me-
canismo de eleccion entre trayectorias potencialmente 6ptimas.
La trayectoria Optima de crecimiento cumplird la condicién de
Euler:

X —rCX) + M(X)=0

TI(X)
c®)

|

|

xm ] '

1 1

W X; X*
0 X
Figura 1 (a) Figura 1 (b)

y la condicién de Legendre para mdximos regulares implicard:
C”().() >0 para todo ).(,

®
esto es, la funcion de costes de ajuste C(X) tiene que ser una funcion
estrictamente convexa en tal como hemos especificado al exponer el
modelo®.
Intentemos resolver la ecuacion diferencial que resulta de la condi-
cion de Euler. Vamos a empezar con el caso mds sencillo, en el que r =
=Q.

4. Véase Rothschild [8].
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II. EL CASO EN EL QUE LA TASA DE DESCUENTO ES CERO
Si r=0, la condicidon de Euler se reduce a:
® o0
C’X)X +I’X)=0
esto es,

dX dX _

®
e daxX dt

—II’(X)

y, por lo tanto,

® [ °
C’X) X dX = - II’(X) dX.

319

Integrando entre el momento presente t y el horizonte temporal o

tenemos:
X* o [ [ J X*
/, C’(X) X dX = — / r'(X) dX
X (t) X(t)
siendo X*= lim  X(t) y X#= lm_X).
Y dado que
X*
/, C’X) X dX = [C)X — CEOIES,
X(t)
tenemos
[CX)X — C(X)lx o = — MO,

Aplicando los limites de integracion obtenemos

[CX*) X — CX*) — CX () X(t) — CX() = —[I(X*) — TIX(t))]

Dada la condicion de estabilidad lim X(t)= X* tenemosque 11m X(t)”

t—> oo

= X*— 0, y, de aqui:

CX)X —C(X) = TI(X*) — II(X)
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donde ).( es abreviatura de X(t) y X de X(t).

Es decir, el producto del importe del crecimiento por los costes
marginales de ajuste menos los costes totales de ajuste es igual a la dife-
rencia entre el beneficio maximo y el beneficio corriente®.

A partir de esta condicion —a la que nos referiremos como condi-
cion de Ramsey— podemos encontrar una funcion X = ¢(X) que nos
dé los importes Optimos de crecimiento en funcion de los tamafios. Es-
ta trayectoria ¢(X) indica pues los sucesivos importes de crecimiento
que el empresario debe adoptar.

Una ilustracion

El andlisis de las implicaciones de la condicion de Ramsey para for-
mas particulares de la funcidn de costes de ajuste es, dentro de lo que
cabe, bastante interesante dado que permite alcanzar conclusiones espe-
cificas. Adoptemos, por ejemplo, la forma parabdlica

s 5%
CX)= 7X (coné > 0),

5. Este resultado es formalmente andlogo al obtenido por Ramsey [6], que dice: “la
tasa de ahorro multiplicada por la utilidad marginal del consumo debe ser igual siempre al nivel
de extrema felicidad (bliss) menos la tasa real de utilidad gozada”. En la notacion de Ramsey:
(dc/dt) . u(x) =B — (U(x) — V(a)), donde (dc/dt) es la tasa de ahorro, u(x) es la utilidad margi-
nal del consumo a una tasa x, B es el nivel de “felicidad extrema’, U(x) la tasa total del consu-
mo a una tasa x y V(a) la tasa total de desutilidad de una tasa de trabajo a. Este resultado lo
obtiene Ramsey de la minimizacion de la expresion

=]
[ {B-[U® - V@]} at.
0
En nuestro caso, la maximizacién de
o0
[ {ne) - ey at
0
cuando existe un maximo absoluto I1* para I1(X), esequivalente a la niinimizacion de
_oo
[ [ - oo - e at
0

El resultado al que hemos llegado puede también escribirse de la forma: C‘O’())’( =Mn*- [n(X) -
- C )], que es una expresion formalmente andloga al resultado de Ramsey, a pesar de haber si-
do derivado de valores abolutos X en vez de tasas x. El mdximo absoluto IT* puede ser interpre-
tado como valor de la “felicidad extrema del empresario”. Estoy en deuda con A. Mas Colell
por sugerirme la presente analogia.
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que es el prototipo mds sencillo bien comportado® de la funciéon de cos-
tes de ajuste que depende solamente del importe del crecimiento. Para
esta forma sencilla, la condicion de Ramsey deviene:

06X - 2 %X = mx*) - nx)
esto es,
[ ]
%x2= TI(X*) — 11(X)

y, de ahi,

. 1/2

% =+ {3 mexs-neon

Por lo tanto, obtenemos una trayectoria 6ptima qué tiene dos ra-
mas. Una es positiva antes del tamafio X* y conduce a dicho tamafio de
equilibrio estable. La otra es negativa antes de X* y no es compatible
con la condicion de estabilidad. La rama “‘estable” tiene valores negati-
vos después de X*, tendiendo también hacia X* como punto de equi-
librio, mientras la “inestable” es positiva después de X*. Ambas ramas
son simétricas con respecto al eje de las X. La trayectoria Optima de
crecimiento es la rama “estable” ya que cumple a la vez los requisitos
de optimalidad y estabilidad.

Un andlisis detallado de esta funcion —véase el Apéndice A— da lu-
gar a las siguientes conclusiones (Figura 2):

(x)
1
|
|
! |
: | | X

| |
|

g | i
1 \ |
] | |
: ] |
| 1 |

Figura 2

6. Obsérvese que tanto la condicidn inicial como la de Legendre se cumplen: C(0)=0,
cd>a
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1) Al tamafio X que minimiza la funcién de beneficio corres-
ponde un maxima de la trayectoria 6ptima de crecimiento ¢(X).

2) Al tamafio X* que maximiza la funcidon de beneficio corres-
ponde un crecimiento nulo, existiendo en este punto una inflexion de la
trayectoria Optima de crecimiento solo en el caso de que IT"’(X*)= 0.

3) La existencia de puntos de inflexion de la trayectoria Optima
de crecimiento en puntos aparte de X* debe estudiarse para cada fun-
cion de beneficio especifica II(X). Estos puntos de inflexion potencia-
les se sithan necesariamente entre X; y X*. No hay puntos de infle-
xion cuando II(X) es un polinomio de tercer grado en X.

4) Al tamafio X, en el que se da un punto de inflexién de la fun-
cion de beneficio, no corresponde ningiin punto con propiedades espe-
cificas en la trayectoria 6ptima de crecimiento. Esta conclusion negati-
va es importante, ya que en el caso neocldsico, este punto de inflexién
revela —bajo el supuesto de competencia perfecta— el minimo de los
costes marginales y, por lo tanto, indica el paso de economias de escala
marginales a diseconomias de escala (también marginales).

III. EL CASO GENERAL CON TASA DE DESCUENTO DISTINTA DE CERO
En el caso general 1a-condicion de Euler se expresa:
® o0 ®
C’X)X —rCXX)+Im’X) =0

Al resolver esta ecuacion diferencial, tenemos:

®
i1 L dx dx _ ) e )
C’(X) X at - rC(X) — IT’'(X)
y, de ahi:
L ® ® o
C’X)XdX = [-II'X) + r C(X)] dX
esto es,

o o ° . . X* °
[CX)X — C(X)]io o™ [—H(X)])’: - +r /X(t) C(X) dX

Para resolver la integral necesitamos especificaciones sobre las formas
particulares que adoptan C()’() y X= ¢(X). Esta ultima especificacién
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corresponde, sin embargo, a la trayectoria 6ptima que estamos intentan-
do encontrar a partir de la condicion de Euler. Por lo tanto, abandona-
remos la busqueda de una solucion general para dicha ecuacién y proce-
deremos del modo siguiente: Nos limitaremos a estudiar la localizacién
de los maximos, minimos y puntos de inflexién de la trayectoria Opti-
ma de crecimiento en relacion con los tamafios en los que la funcién de
beneficio presenta sus valores minimos, de inflexién o mdximos.

Localizacion de los mdximos y minimos de la trayectoria 6ptima de
crecimiento

Tal como hemos visto, la trayectoria Optima de expansién tiene
que cumplir:

1) La condicion de Euler que puede escribirse de la forma

[) d).( [ °
C”(X) aX X = rC(X) - II’'X)
y, por lo tanto, define una pendiente en cada punto de la trayectoria
optima de crecimiento:

X _ rCOX) - IrX)

dx X)X

2) La condiciéon de estabilidad. De entre todas las trayectorias
que cumplen la condicion de Euler (trayectorias de Euler), la trayecto-
ria 6ptima de crecimiento serd aquélla que pase por el punto (X*,0),
ya que lim X(t)= X* implica crecimiento nulo en el tamafio X*.

t > oo

Para el estudio de la localizacion de los mdximos y minimos de la
trayectoria Optima de crecimiento utilizaremos, como instrumento ana-
litico, la linea de “Puntos de Simas y Cimas” (linea PSC). Definiremos
la linea PSC como el lugar geométrico de todos los puntos de trayec-
torias de Euler que tengan pendiente nula. Por ello, la linea PSC se de-
fine analiticamente de la forma:

dX rCX)-IrX)

ax e 0.

De ahi que, salvo los puntos en que X= 0, tal como sucede en X*, te-
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nemos que r C’().() — II’(X) = 0, implica que la pendiente d).(/dX sea
nula. Esto significa que la funcién

HX,X) = rCX) - II'(X) = 0

define implicitamente otra funcioén ).( = h(X) que es también la forma
analitica de la linea PSC, excepto para el tamafio X*.
Esta funcion h(X) tiene las siguientes propiedades:

1) Pasa por los puntos (X*,0) y (X,,,0), dadoque r C’().() —
—I’(X) =0, se cumple en ambos puntos.

2) Las pendientes de h(X) son:
dh oaH/aX -I’X)  I’X)

dX  aHXx rCX) rCc’X)

Alser r C”()‘() > 0 para todo ).(, tenemos:
a) h(X) crece cuando I1”(X) > 0, esto es, para tamafios X < X.

b)h(X) presenta un maximo cuando II”(X) = 0, esto es, para
X=X,y

¢) h(X) disminuye cuando II”’(X) < 0, esto es, para tamafios
X> X,

3) h(X) es una funcidn estrictamente concava en el intervalo X, <

< X < X*, puesto que su segunda derivada es:

ax
dX

@hX) dIrX)rC’X)) II”rC” —M’rC™
axz -~ dx - (rC”)?

aX _ )
pero al ser aX - 0, tenemos:

¢*hX)  IIX)
axz  rcX)

Dado que r C”().() > 0 para todo ).(, y siendo II’’(X) < 0 para X tal
d*h(X
que X < X< X*, tenemos L,

X2

< 0, es decir, concavidad estric-

ta para dichos valores de X.
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Por lo tanto, h(X) puede representarse tal como viene en la figura
3. Puesto que h(X) eslalinea PSC (salvo en X = X*), da lugar a una
particion del plano de coordenadas en dos semiplanos definidos: en uno
de ellos ¢(X) siempre crece (al ser su derivada ¢’(X) positiva) y en el
otro siempre decrece.

e

Como consecuencia de dichas propiedades tenemos:

1) El maximo de la trayectoria optima de crecimiento se alcanza
en un tamario X~ tal que X, < X" < X|.

Demostracion:

a) Hemos visto que, si r= 0, este mdximo se sitiaen X, dado
que en este punto II’(X) = 0 implica di/dXi =0. Si r>0, lapen-
. e d rC
diente de X = (X 1 to X_ serd —=
iente de ¢(X) en el punto X X X
condicién de pendientes expuesta mds arriba) y, por lo tanto, seguird
creciendo hasta que ¢(X) encuentre la linea PSC en la que se producird

el méximo crecimiento X (véase la figura 3), lo que implica que X <
< X~

>0 (véasela

b)Para demostrar que X"< X basta con razonar que, si la trayec-
toria 6ptima de crecimiento tiene que pasar por el punto (X*, 0), debe
cruzar necesariamente a la linea PSC en su tramo creciente, ya que, de
lo contrario la trayectoria seria siempre creciente y el punto de estabi-
lidad no se alcanzaria (Véase la figura 4). Y dado que este tramo cre-
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ciente de la linea PSC termina en X, de ello resulta’ que X"< X,

[
X

Figura 4

Este resultado (X, < X" < X) es interesante desde el punto de
vista econdémico, puesto que, segin hemos indicado anteriormente, en
el caso de competencia perfecta el punto de inflexion de la curva de be-
neficio sefiala el final del tramo de economias de escala marginales. Es-
to significa que el tramo creciente de la trayectoria 6pima de expansion
se localiza necesariamente —en el caso de competencia perfecta— en la
zona de costes marginales decrecientes (0, en otras palabras, en la zona
de economias de escala marginales). Tal como se desprende de la repre-
sentacidon grifica la proposicidon reciproca no se cumple. De hecho,
cuando el crecimiento empieza a menguar, podemos hallarnos todavia a
la izquierda del tamafio de inflexién X; y, por lo tanto, en la zona de
costes marginales decrecientes.

7. Para dibujar las trayectorias A, B, C, D, E deben tenerse en cuenta en cada punto del
diagrama la intensidad y el signo de di/dx, que dependen de la proximidad de la linea PSC
en la que d.ﬁ/dx =0. Por ejemplo, si la trayectoria iguala la linea PSC en su punto maximo (tal
como la myector'n C) significa que en este punto X; la trayectoria no puede subir ni bajar. Es-
to supone que el pxox:mo punto a la derecha de la trayectoria C debera estar en el exterior de la
linea PSC, ya que si sigue dicha linea descenderi —puesto que la linea PSC desciende una vez
que su méximo ha sido alcanzado— en contradiccién con las exigencias de horizontalidad que
implica la linea PSC. Si la trayectoria no puede seguir la linea PSC, es evidente que tampoco
puede cruzarla, y, por lo tanto pasard nuevamente al exterior de dicha linea, en la zona de pen-
dientes positivas, subiendo otra vez, ahora en forma acelerada, puesto que la distancia a la linea
PSC esta aumentando progresivamente.
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¢) Para demostrar que ¢(X") es realmene un maximo, buscare-
mos el signo de la segunda derivada. Habida cuenta de que,

dp(X) _ dX _ 1CX) - II'X)

dx ax X
tenemos,
. aX o X S on® ax
2 9 Mex » 2 _ A »” 99 a9y AN
dX_(rC % -ICX- §5 CXCX+C) §x
dxz (C” Xy

Al ser d).(/dX =0 en el tamafio X", obtenemos

d? (X7 _ m’°(x)

dax? cdo X

a2 p(X")

Para X < X, entonces II”(X)> 0, y de ahi que %

<0, de-

mostrando que X" es un mdximo.

2) El tamario X~ es una funcién creciente de la tasa de descuento
r, mientras que el mdximo de la trayectoria Optima de expansion o(X")
es una funcion decreciente de r.

Demostracion: Si dibujamos la familia de lineas ).( = h(X, r) pa-
ra diferentes valores positivos de r podemos estudiar el efecto de los
cambios de r sobre la trayectoria Optima de crecimiento. Habida cuen-
ta de que h(X,r) es del tipo® X= W¥(X)/r su punto mdximo descen-
derd cuando r subay toda la linea se inclinar4 hacia el eje de las X. Pa-
ra = 0, lalinea se degenera en dos rectas paralelas que pasan por
X ¥ X%

En la figura 5 hemos dibujado las lineas PSC que corresponden a
varias tasas de descuento, siendo 1, =0 y 1, <1, <1, <r3. Cuando
r crece, el maximo de cada trayectoria Optima de expansion ¢(X) se
mueve a la derecha debido a que la pendiente di/dX es creciente®. Pe-

8. X =h(X) proviene de la forma implicita H(X, X)=r C'X) — ’(X) =0. Por Io tan-
to, i = Funcion (X)/r.
9. dX rC’gX) -mrX)

dx = c (ﬁ) * crece, evidentemente, con 7.
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ro, al mismo tiempo, el crecimiento de r implica el declinar del punto
maximo de cada trayectoria ¢(X) porque este maximo es siempre infe-
rior al mdximo de la linea PSC y este ultimo madximo desciende cuando
r aumenta.

El aumento de la tasa de descuento implicard, por tanto, que la
trayectoria Optima de crecimiento se incline hacia el eje de las X y el ta-
mafio de su punto mdximo X~ se desplace a la derecha hacia X,. Esto
es, una mayor tasa r supone una magnitud de crecimiento maximo mas
pequefia ¢(X") que corresponde a un tamafio mayor X". El tramo cre-
ciente de la trayectoria de expansién se amplia tendiendo al tamafio X;
de inflexion del beneficio, cuando r crece!®. Lo que significa que, bajo
competencia perfecta, la zona final de economias de escala se acercard
al punto mdximo de la trayectoria de expansion a medida que la tasa de
descuento vaya aumentando.

[
X

Figura §

Localizacion de los puntos de inflexion de la trayectoria optima de ex-
pansion.

Para el estudio de la localizacion de posibles puntos de inflexiéon
de la trayectoria Optima de crecimiento utilizaremos como instrumento
analitico la linea “Entre Ramblas y Colinas™ (Linea ERC). Esta se de-
fine como el lugar geométrico de todos los puntos de inflexion de las

trayectorias de Euler, por lo que deberd cumplir d? i/dX2 = 0.

10. Cuando r—>oo, entonces i -0y X‘—»Xi.
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De ahi que la forma analitica de la Iinea ERC sea:

® L] o
X dX aX\ . 1
— C” ey pg H,, s ) C,,’X + C’, = O
axz ~ ' ax <dX> ¢ )%

®
Tenemos pues que, salvo para los puntos en que X =0 (tal como suce-
de en X*), si

C” di H” di 3 (C”,i + C”) — O
X dx

entonces, d? ).(/dX2 = 0. Por tanto, la funcién

L] L J
. dX dX Y e
=1C’ —— 1" - ‘9 C”X + C”)=0
(X0 =1 X <dX ( )

define implicitamente una funcién ).( = i(X) que es también la forma
analitica de la linea ERC, salvo para el tamafio X*. :

La linea ERC al representarse en diagrama de fases por medio de la
funcion X = i(X) cruza las trayectorias de Euler en sus posibles puntos
de inflexion con pendientes diversas aX dX. Estas pendientes pueden
determinarse facilmente, dado que I(X, X)= 0 implica:

C”,i + C,’) di 2 C” di + n’,_ O
ax/) Y oax B

Y, resolviendo para d).(/dX, tenemos

LJ ' o
dx I'C” + \/rz C”z _ 4H”(C7”X + C”)

dx HC™X + &)

A través del andlisis de los valores de estas pendientes podemos
descubrir las siguientes propiedades de la linea ERC (X =i(X)):

1) La linea ERC tiene dos ramas que corresponden a los dos sig-

nos del discriminante que afecta a la pendiente dX/dX de las trayecto-
rias de Euler.

2) La rama correspondiente al signo positivo del discriminante es
irrelevante cuando C’X + C” > 0, puesto que en este caso los valores
de las pendientes son positivos, no existiendo interseccién o punto de
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L o

contacto con la linea PSC (X = h(X)). Cuando C”’X + C”= 0, los va-
lores de las pendientes tienden a infinito y la rama positiva es también
irrelevante. Si C”’X + C” < 0, esta rama positiva se halla en el interior
de la linea PSC dado que todas las pendientes de las trayectorias que
cruzan son negativas, excepto para ciertos tamafios a la derecha de X
con valores negativos tales para II” que convierten en imaginarios los
valores de las pendientes.

3) Cuando C’”).( + C” > 0, la rama del discriminante negativo
corta en X, lalinea PSC. Es una linea descendente que viene de la par-
te exterior de esta linea PSC (en la que las pendientes son positivas) y
va hacia el punto estable (X*, 0) a través de la parte interior de dicha
linea PSC (en la que las pendientes son negativas). Este caso se repre-
senta en la figura 6. Cuando C”X + C” < 0, la rama del discriminante
negativo baja también cruzando la linea PSC en X, entra en la parte
interior de dicha linea y desaparece para tamafios a la derecha de X;
para los que el valor negativo de II” convierte los valores de las pen-
dientes en imaginarios.

.
X

Figura 6

La demostracion se ofrece en el Apéndice B. Como ilustracion, en
el Apéndice C se deduce la linea ERC que corresponde al caso particu-

lar en que C().() B —g— ).(’ , (con 8> 0).

Del analisis de estas propiedades de la linea ERC se desprenden los
siguientes resultados:

1) Cuando C”’).( + C” > 0, si existe un punto de inflexion X/ de
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la trayectoria optima de crecimiento ¢(X), este X/ estard situado entre
X; y X*.

De ahi que pueda ser util introducir una hipétesis adicional para la
funciéon de costes de ajuste del siguiente tipo: La convexidad estricta
de C(X) es uniforme o creciente con X. Esto es, C”(X) es una fun-
cion constante o creciente, o, en otras palabras, C’(X) > Q'!. Este su-
puesto de convexidad ‘“bien comportada” garantiza que cC"X+C> 0,
siendo suficiente para que los posibles puntos de inflexion de la trayec-
toria 6ptima de crecimiento se sitien entre X; y X*'2.

2) La existencia real de la linea ERC no es suficiente para asegu-
rar la existencia de puntos de inflexion de la trayectoria 6ptima de ex-
pansion, que dependerd de la forma especifica de la funcién de benefi-
cio II(X);

Este resultado apareci6 ya demostrado en la Seccion 11 al recurrir
a una funcioén de beneficio especifica que daba lugar a una trayectoria
optima de expansion sin puntos de inflexién.!3

IV. ConcLUSIONES

Con respecto a la posible justificacion tedrica del nexo “evidente”
entre “‘expansion creciente” y “economias de escala”, los resultados ob-
tenidos de nuestro modelo, aplicados bajo el supuesto de competencia
perfecta, dan lugar, segin hemos visto, a las siguientes consecuencias:

1) En el tramo de tamafios en los que la expansién es creciente
hay siempre economias de escala marginales (dado que X~ < X)).

2) El tramo de tamafios con economias de escala marginales tiene
valores de expansidn crecientes al principio (para tamafios a la derecha

11. De hecho, basta con introducir una hipdtesis mas débil: C"()‘())k/).(_' La formula-

cion de ambas hipdtesis se hace para £>0. Cuando contemplemos % <0 deben alterarse los
signos de desigualdad.

12. La conclusidén 3 que se obtiene en la Seccidn II es un caso particular del presente,
correspondiendo al caso especifico enque r=0 y C(ﬁ)z 6/2) iz (que cumple la hipotesis
adicional, ya que C”(X)=3§).

13. Véanse los parrafos 4) y 5) del Apéndice A, para T =(. Evidentemente el resultado
2) es valido para cualquier 7, dado que su influencia no producird puntos de inflexiéon con
completa independencia de la forma especifica de I1(X).



332 LLUIS BARBE

proxima de X ), y decrecientes al final (para tamafios a la izquierda
proxima de X)).

3) No hay punto relevante (esto es, con propiedades especificas
propias) en la trayectoria Optima de crecimiento que corresponda al
tamafio X, en el que desaparecen las economias de escala marginales.
La unica concrecién que puede darse con respecto al tamafio en el que
acaban las economias de escala (marginales) es que queda situado en al-
gun lugar a la derecha del tamafio X" que maximiza la funcion de creci-
miento 6ptimo.

Estos resultados se dan en un mundo en el que se cumplen las hi-
potesis sobre costes de ajuste de nuestro modelo. Obsérvese a este res-
pecto que hemos conducido nuestro andlisis bajo el supuesto de que la
funcion de costes de ajuste depende inicamente de la magnitud del cre-
cimiento X y no del tamafio de la empresa X. Podria estudiarse un
modelo mds realista en el que se emplearan funciones de cqstes de ajus--
te del tipo C(X, X) que fueran estrictamente convexas en X y estricta-
mente concavas en X. La investigacion en esta direccidon podria ser de
interés, pero a ojo de buen cubero da la impresion de que el aumento en
complejidad formal dificultarda enormemente la obtencion de resultados
generales. ‘
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APENDICE A

La runcion X = ¢ {f;_ [M(X*) - I(X)1}'/2

1) Esta funcién pasa, evidentemente, por (X*, 0), yaque X = X*
da lugar a II(X*) — II(X*) = 0. Busquemos ahora los mdximos y mini-
mos.

La primera derivada es:

Q . *) _ -2 1p
X " *5 3 [MI(X*) — II(X)] r(X)
La primera derivada es O cuando IT’(X)=0 y, al mismo tiempo, II(X*) —
— II(X) # 0. Esta condicién se cumple para el tamafio X, que mini-
miza II(X) y no por el tamafio que maximiza II(X), esto es, X*. Vea-
mos qué sucede en este punto (X*, 0).
Dado que la primera derivada puede escribirse de la forma:

X _ 1 I(X)

dX . 8

se ve facilmente que al tender X hacia X* obtenemos una expresion
con limite del tipo 0/0. Aplicando la Regla de L’Hopital, tenemos:

lim dXx I 1 m’(X) 1im mx)
—_— = im _—— ~ =
X=>x*dX x> x»* ) (—1/6)H’(X)/§ X > X* H’(X)/i
‘ . , rx) . . .
Supondremos que lim X existe y es un numero finito A. Con
X > X*
ello, se tiene:
. dX 1 I1°(X*)
lim —= - — A= ——
x - x* dX 1) A

y de ahi que
A = SI1’(X¥), y A = [ -8I1"(X*)]'/?

Debido al hecho de que II(X*) es un mdximo, tenemos que
IT”(X*) < 0, vy, porlo tanto, A serd un numero real distinto de cero (y
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[ ]
tendrd doble signo correspondiendo a las dos ramas de la funcion X).
Cambiando A en la expresion inicial, obtenemos:
®
dX 1 I(X*) |2
lim — = + — [-8II"(X*)]V? = + |- ——= #0
x - x* dX 5 [ ( )] )
]
donde el signo — corresponde a la derivada de la rama positiva de X..
Tenemos, pues, que en X* no hay ni mdximo ni minimo de la
funcidén particular que analizamos. De otra parte, podemos demostrar
que hay un punto de inflexidén en X* soélo en el caso de que I (X) =

2) Para ello consideremos la segunda derivada:

X INT [onos o dX].
e - [3)% [meok —meo ]

7(X

- (3 oo 5 B - f piwoo s H(EE)

Cuando X = X* y dado que

X
lim [ S ) = A? = 8II’(X*)
x->x*L X

tenemos de nuevo una expresion con limite del tipo 0/0. Y aplicando la
regla de L’Hopital se obtiene:
L]
if dzX I 1
X -me‘ dX? x->x-= )

|
3 [I(X) — I7(X*)] =

_n?)!(x‘) _H’”(X) - I’I’”(X)

= lim = =
P~ ° ’ x\:1/2
X->X 5 . dX/dX +§ [_H(T)()] i[_ann(x*)]llz

Siendo II”’(X*) < 0, esevidente que esta expresion serd cero solamen-
te en el caso de que IT’’(X*)= 0. Por lo tanto, habrd un punto de in-
flexion en X* solo si esta condicidon se cumple.

3) Para el tamafio X_,, la segunda derivada de ¢(X) tendrd el
signo opuesto al de la segunda derivada de II(X), yaque,si II'(X)=0
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Yy para ).( > 0 (rama positiva), obtenemos:
X
dx?

8 X

Lo que implica que al minimo de II(X) corresponderd un maximo de
la funcidn de crecimiento @(X).

4) Veamos si existen otros posibles puntos de inflexion.
Si X # 0, precisamos que

m(x) + %—(H;.EX)Y =0

con objeto de que d? ).(/dX2 = 0. A partir de aquf se tiene:

1 Im2 1/2
x5
8 H,,

Esta funcion es la expresion analitica del lugar geométrico de los puntos
de inflexion de las trayectorias que cumplen la condiciéon de Euler o tra-
yectorias de Euler. Es, pues, la expresion analitica de la linea ERC y
nos referimos nuevamente a ella en el tltimo pdrrafo de la Seccién 111
cuando tratemos el caso general. En la ilustracion particular que esta-
mos analizando vemos que la funcién tiene valores reales para tamafios
X> X, Para X=X, X tiende a infinito. Para X;< X < X*, X tiene
dos ramas, una positiva (posiblemente relevante) y otra negativa (irrele-
vante). Para X = X* X =0, por lo que pasa por el punto sefialado por
la condicion dg estabilidad (X*, 0). Véase la figura 7.

Siendo X =2 2/8 (II* — I1)!/? los puntos de inflexion cumplirdn:

(H,(X) )2 1/2

4 _2. 12 _
’{5 r* — HOOIP = + [ SI1(X)

Y, teniendo solamente en cuenta las ramas relevantes (la positiva en ca-
da miembro):

% (1* — TI(X)] = — [IT(X)F /6 117(X)

esto es,

I(X*) — (X) = —[IPX)1?/2117(X).
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Los puntos de inflexidon se dan, pues, en el caso de que existan, en el
tramo X; < X < X*. Su existencia depende, sin embargo, de la forma
especifica de la funcion de beneficio II(X) de tipo neocldsico que se
considere.

)
X 5 | =3
)
3 | 3
o
w 1 &
Q - (3]
a i @
@ % &
® |z I el=
@ |~ i 2. A
g > - = |
A ! [} o Nt
: AN
e a
s | % e
|
] X
[
X, 1 X 7 x»
[ / |
| | V4 ,
| A
|
| | I i
| | / |
1 | 1
| |I I
Figura 7

5) Asi, cuando II(X) es un polinomio de tercer gradoen X, no
existe solucion relevante para la condicion de inflexion.

Demostracion: Sea
rX)=-X-X,) X —-X*).
Por tanto

IX) = —(1/3)X* + (X, + X*) X?/2 - X, X*X + X,

mMX)=-2X+ (X*+ X))
siendo X, una constante.

La condicion de inflexion supone:
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3 + X* X3 X + X*
i_ X_m_x X2 +me*x+ [__ T X*2 _me*2]=
2 2 3 2
(X = X)) X ~X*))*

2[-2X + (X, + X*)

Operando con estas expresiones obtenemos:
1
1 [2X3 —3(X, + X*)X? + 6 X X*X + (X** -3 X X*?) =

_ (X=X, (X—X*)?
T 22X = (X, + X#)]

El primer miembro de la ecuacion puede escribirse de la forma:

L 2X-GX, - X9 X -X*y
y, simplificando (X — X*)? en ambos lados:

[2X — (3X,, — X*)] f2X - X, +X"]=3X-X_,)?
que conduce a

X2 - 2X_ X+ (2 X, X* — X*?)=0

Resolviendo esta ecuacion tenemos como valores de X:

X=Xy tVXE —2X_X*+X*¥ =X #(X*-X_)
y de ahi que
Xlz X* X; = —X*+ 2Xm.

Puesto que (—X* + 2X_)< (X, + X*)/2=X,, esta solucion es irrele-
vante, ya que conduciria a puntos de inflexion imaginarios.

Hemos demostrado, por tanto, que, fuera de la (triple) solucién
X = X*, no existe solucidn relevante para la condicion de inflexion. Y,
ademads, en el tamafio X* no habrd tampoco punto de inflexion, dado
que II’”’(X*)= —2, y no puede cumplirse la condiciéon IT’(X)= 0.
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ArenDICE B
PropPIEDADES DE LA LINEA ERC (X = i(X))
Rama correspondiente al discriminante negativo.

1) En una cierta proximidad a la izquierda de X;, (enla que IT” >
> 0), se tiene que d)’(/dX > 0.

Demostracion:

a) Si C”’).( + C” > 0, tenemos que d).(/dX= Positivo/Positivo,
con un maximo

dX rc” 2 C”
— = ————i— en II” = —_i—.
dX 2(C”7 + C,,) 4(C7!, + C,’)

y valores imaginarios de d).(/dX para

e
4C7K+ C)

b) Cuando C’”).( + C” =0, hemos de encontrar d).(/dX aplican-
do la Regla de I’Hopital. El resultado es di/dX = I[1"(rC?),
que es, evidentemente mayor de cero.

m >

c¢) Si C”X + C” < 0, entonces d).(/dX = Negativo/Negativo, sin
acotacion para valores reales de dX/dX.

2) En X, las lineas ERC y PSC [esto es, las funciones h(X) y i(X)]
se cortan.

o
Demostracion: En X; tenemos que II”=0, y, por tanto, dX/dX = 0.

3) En una cierta proximidad a la derecha de X;, (en la que II” <
< 0) se tiene que d)‘(/dX < 0.

Demostracion:

[
a) SiC”X + C” > 0, tenemos que d).( dX = Negativo/Negativo,
sin acotacion para valores reales de dX/dX.
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b) Cuando C”’).( + C” =0, entonces d).(/dX =I17/rC”)< 0.

c) Si C’”).( + C” < 0, tenemos que d).(/dX= Positivo/Negativo,
con un minimo

ax rc” 2 Q2

s P "=
dx 2(C”’X + C”) en 4(C,7’k + C”)

y valores imaginarios de d).(/dX para

r:C
’,< e e
H 4(C,”k + C,,)

4) La trayectoria 6ptima de crecimiento ¢(X) se une a la linea
ERC en el punto de estabilidad (X*, 0).

Demostracion: La pendiente de la trayectoria de Euler'‘que corta la 1i-
nea ERC en el eje X es:

di r C” i_ \/rz C”z _ 4H”C”

<0,
dX /2 o

L]
dado que en este caso tenemos que X = 0.
Pero la trayectoria de Euler que pasa por (X*, 0), esto es, la tra-
yectoria Optima de expansion, presenta en dicho punto la siguiente pen-
diente:

dX o rC—I' 1 C’—I"(dX/dX) 1C”—I(dX/dX)
— = Jim — 7 —= =
d x B 0 C”k ilgrlo C”’X + C,, C”

Si dX/dX = A, tenemos: AC”=r C” — [1”(1/A), y, de ahf que
C”Az—rC77A+H’,=0

Por ello se tiene:

Al dX  rC’:VrC™ —4IC”
T dX 2C”

que es, precisamente, la pendiente que habfamos hallado para la trayec-
toria de Euler que corta la linea ERC en el eje X. Y dado que la trayec-
toria 6ptima de expansion se aproxima al eje X en el punto de estabili-
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dad (X*, 0) ello significa que la linea ERC se aproxima al eje X en di-
cho punto, uniéndose alli a la trayectoria 6ptima.

Obsérvese que esta convergencia y union no significa que la trayec-
toria 6ptima ¢(X) presenta necesariamente un punto de inflexién en
(X*, 0), ya que, segiin hemos indicado ya anteriormente, i(X) no descri-
be la linea ERC en el punto en que = 0; en otras palabras, aunque
i(X) pase por (X*, 0) ello no garantiza que en dicho punto exista infle-
xién de la trayectoria 6ptima de expansion. Un ejemplo de ello 1o vi-
mos en el Gltimo pdrrafo de la Seccion 11, para el caso particular en que
r=0y CX)=(8/d) X.
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APENDICE C
° ° 5 [}
La LINEA ErRc (X =1i(X)). Caso PARTICULAR EN QUE C(X) = 5 X2

En este caso especifico tenemos:

dX  r(6X) — IP(X)

dx 8X

y,

eX H’(X)) ., n’(X)>2 ] 1
o (b5 - (- ) ol s -

Por lo tanto,

) > . 2
IX, X)=1"(X) — rHX(X) % [I;gz()] =0

y la linea ERC ().( = i(X)) serad la solucion de la ecuacidén de segundo
grado:

MI°(X)X? —rIP(X) X + —é— [IPCOP = 0

De ahi que,
@ s /52 ’ _ 2 I, 2
X = i(X) = rIl(X) + v ? [IT(X)] — 41T7(X) 1/8 [T1(X)] _

2I1(X)

r+vr: — (4/8) 1”(X) II(X)
2 I1(X)

Estas soluciones tienen valores reales cuando r? — (4/8) I1”(X) > 0, s
to es, cuando II”(X) < r?6/4. Para I1”(X) = r?§/4, tenemos X =
= 2 II’(X)/r8. Este es el punto inicial de la linea ERC. Los valores de la
misma se exponen en la tabla siguiente para valores de X que correspon-
den a ciertos valores de IT”°(X):
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2 2 2
r°é 3r°8 15r°8
n”(X) — 0 |- —2r%s - 30125
4 4 4
Rama del
x 2IT(X m(x 2IT(X I * A
R—— i) (X) (X) (X) x) 2IT(X) (X)
i ré 8 3ré 2ré 5ré 6rd
negativo
Rama del
2I1(X —2IT’ _Ir’ > i
discriminante i(X) 6( ) too znﬁ(x) ) BEX) ')
r
positivo : w8 3 e

Tal como puede verse ficilmente, la rama que corresponde al dis-

criminante positivo carece de interés real ya que no corta la linea PSC.

Para la otra rama puede observarse que a)empieza en un tamafio

ligeramente inferior a X, (ya que empieza al tamafio X en que I1”(X) =
= 1?8/4 que es muy proximo al tamafio X; enque IT”(X)= 0, b) corta
a la linea PSC en su mdximo II’(X,)/rd, y c) tiende a (X*, 0) siguiendo
una trayectoria convexa hacia este punto (Véase la figura 6).
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