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A mis padres





Prefacio

En los campos del Análisis armónico y las Ecuaciones en Derivadas Parciales pode-
mos encontrar varias estimaciones con propiedades de automejora de la integrabilidad
de las funciones involucradas. Algunas situaciones clásicas en las cuales las funciones
automejoran su integrabilidad son las siguientes. En Rn con n ≥ 2, el teorema de in-
mersión de Sobolev afirma que W 1,p

loc (Rn) ⊂ Lp∗

loc(R
n), para todo 1 ≤ p < n y donde

p∗ = n p/(n− p) es el ı́ndice de Sobolev conjugado de p (ver por ejemplo [SC4]). Más
concretamente, comenzando con la desigualdad clásica de Poincaré-(1, 1)

(1) −
∫

Q

|f − fQ| dx ≤ C ℓ(Q)−
∫

Q

|∇f | dx,

o con su versión en (1, p)

(2) −
∫

Q

|f − fQ| dx ≤ C ℓ(Q)

(

−
∫

Q

|∇f |p dx
)1/p

,

se tiene la siguiente automejora en la integrabilidad de la oscilación
(

−
∫

Q

|f − fQ|p
∗

dx

)1/p∗

≤ C ℓ(Q)

(

−
∫

Q

|∇f |p dx
)1/p

.

De esta forma si n ≥ 2 y 1 ≤ p < n se tiene que si f ∈ Lp
loc(R

n) con ∇f ∈ Lp
loc(R

n),

entonces f ∈ Lp∗

loc(R
n). En el caso p = n puede probarse que W 1,n

loc (Rn) está contenido
en una clase de funciones expLn′

loc(R
n) con n′ = n/(n − 1) a través de la desigualdad

de Trudinger (obtenida en primer lugar por Yudovich en [Yud]):

(3) ‖f − fQ‖exp Ln′ ,Q .

(
∫

Q

|∇f |n dx
)1/n

.

Este tipo de automejoras exponenciales aparecen también asociadas al espacio de
funciones de oscilación media acotada BMO: recordemos que f ∈ BMO si

sup
Q⊂Rn

−
∫

Q

|f − fQ| dx <∞
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La desigualdad de John-Nirenberg (ver [JoN]) establece que si f ∈ BMO (a priori
f ∈ L1

loc(R
n)) entonces, f es exponencialmente integrable en cada cubo Q:

‖f − fQ‖exp L,Q ≤ C.

Esto claramente implica que f ∈ Lp
loc(R

n) para cualquier 1 ≤ p <∞. Lo mismo ocurre
en el espacio L(α), α ≥ 0, que definimos del siguiente modo: f ∈ L(α) si verifica que

sup
Q⊂Rn

1

|Q|α −
∫

Q

|f − fQ| <∞.

Obsérvese que L(0) es el espacio BMO. Estas funciones también mejoran su integrabi-
lidad obteniéndose

‖f − fQ‖exp L,Q ≤ C |Q|α.

En espacios más generales, como variedades de Riemann, Saloff-Coste consideró pro-
piedades de automejora de desigualdades de Poincaré (ver [BCLS], [SC1], [SC2], [SC4]).
Éstos son útiles cuando estudiamos grandes escalas del comportamiento de soluciones
de ecuaciones en derivadas parciales, tales como Laplace y ecuaciones del calor, en
estos contextos (ver, por ejemplo, [HaK1], [HaK2], [Jer], [SC2], [SC4], [VSCC]).

Se puede ver que todas las situaciones anteriores tienen en común que involucran
a la oscilación de la función en algún cubo, v́ıa |f − fQ|. Bajo este punto de vista
y sin utilizar ninguna estructura diferenciable, en [FPW], [MaP] y [OP] los autores
generalizan la teoŕıa clásica de automejora y extienden algunos resultados de [HaK2],
[Fra], [GaN], [Lu], [Bus]. Se toma como punto de partida desigualdades de la forma:

(4) −
∫

Q

|f − fQ| dx ≤ a(Q, f), ∀Q ⊂ Rn,

donde a es un funcional que depende del cubo Q y en algunas ocasiones de la fun-
ción f . Bajo ciertas condiciones de tipo geométrico sobre el funcional a, se establece
que la desigualdad (4) esconde diferentes tipos de automejora. Aśı, en espacios de
tipo homogéneo, en [FPW] consiguen automejora de tipo Lp, mientras que en [MaP]
obtienen resultados de automejora exponencial y en particular, la desigualdad de John-
Nirenberg para funciones en BMO. [OP] contiene resultados de automejora de tipo Lp

en el contexto eucĺıdeo con medida no doblante.

Por otro lado, se puede ver que la oscilación |f − fQ| está ı́ntimamente relacionada
con el operador maximal agudo de Fefferman-Stein M#. En [Ma1] se introduce un
nuevo operador maximal agudo asociado a una aproximación de la identidad {St}t>0:

M#
S f(x) = sup

Q∋x
−
∫

Q

|f − StQf | dy,
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donde tQ es un parámetro que depende de la longitud del lado del cuboQ. Este operador
permite definir nuevos espacios de funciones, como son el espacio de oscilación media
acotada asociado a aproximaciones de la identidad, BMOS de [DuY], y el espacio
de Morrey-Campanato asociado a aproximaciones de la identidad, LS(α) de [DDY] y
[Tan]. Además, en [DuY] se muestra como comenzando con una estimación de tipo (4)
con a(Q, f) = C y la oscilación |f − fQ| es reemplazada por |f − StQf |, se consigue
una propiedad de automejora y el espacio BMOS y LS(α) satisfacen la desigualdad de
John-Nirenberg correspondiente (ver [DuY], [DDY] y [Tan]).

Nosotros damos un paso más en esta teoŕıa de automejora y estudiamos la oscilación
generalizada |f − StQf |. En la primera parte de la memoria presentamos un método
general que nos permite asegurar propiedades de automejora de desigualdades de tipo
Poincaré generalizadas asociadas a aproximaciones de la identidad y semigrupos. Aśı,
tomando como punto de partida una estimación de la forma:

(5) −
∫

Q

|f − StQf | dx ≤ a(Q, f), ∀Q ∈ Rn,

donde tQ = ℓ(Q)m y {St}t>0 es una aproximación de la identidad o un semigrupo cuyo
núcleo decae suficientemente rápido (ver la Sección 2.6), obtenemos, según las propie-
dades que satisfaga el funcional a, diferentes estimaciones de la oscilación |f − StQf |.
Las estimaciones (5) serán denominadas desigualdades de tipo Poincaré generalizadas,
por su analoǵıa con (1).

Esta memoria está dividida en dos partes independientes. En la primera se conside-
ran resultados de automejora en el contexto eucĺıdeo. El Caṕıtulo 1 es la introducción,
donde explicamos en qué consiste la primera parte de la memoria. En el Caṕıtulo 2 se
encuentran algunas definiciones y resultados previos. En el Caṕıtulo 3 mostramos un
método basado en el lema de recubrimiento de Whitney y la técnica de las desigualda-
des de tipo buenas-λ (introducida por Burkholder y Gundy [BuG]) el cual nos permite
obtener resultados de automejora en la escala de los espacios de Lebesgue de desigual-
dades de tipo Poincaré asociadas a aproximaciones de la identidad o semigrupos, en el
marco eucĺıdeo Rn y con la medida de Lebesgue dx (a veces reemplazamos la medida de
Lebesgue por un peso de Muckenhoupt). Más concretamente, dada f verificando (5),
si a satisface cierta condición de tipo geométrico (a ∈ Dr, ver la Sección 2.5), entonces
se obtienen estimaciones de tipo Lr,∞(Q) para la oscilación generalizada |f − StQf |.
En particular, estudiamos algunas estimaciones de tipo Poincaré expandidas que tie-
nen en cuenta la falta de localización de las aproximaciones de la identidad o de los
semigrupos. Como consecuencia de este método, obtenemos desigualdades globales de
tipo pseudo-Poincaré y desigualdades de tipo fuerte.

En el Caṕıtulo 4 asumiendo (5) con a un funcional no-decreciente (como en [MaP]
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escribimos a ∈ T∞), conseguimos una estimación de tipo exponencial para oscilaciones
generalizadas. También estudiamos algunas estimaciones de tipo Poincaré expandidas.

En la segunda parte del trabajo extendemos esta teoŕıa a los espacios de tipo
homogéneo. Recordemos que (X, d, µ) es un espacio de tipo homogéneo si X es un con-
junto dotado de una cuasi-métrica d y una medida de Borel no-negativa µ verificando
la siguiente condición:

µ(2B) ≤ cµ µ(B) <∞,

donde 2B es la bola con el mismo centro que B y con radio doble. El primer estudio
sistemático sobre los espacios de tipo homogéneo fue realizado por R.R. Coifman y
G. Weiss en el año 1971 (ver [CoiW]), momento desde el cual podemos encontrar
numerosas referencias sobre este tema. La histoŕıa de dicha teoŕıa muestra cómo, en
muchos casos, el ambiente de trabajo es muy cercano al eucĺıdeo y diferentes técnicas
utilizadas en el espacio eucĺıdeo pueden ser adaptadas a los espacios de tipo homogéneo.
Incluso, los espacios de tipo homogéneo pueden ser dotados de una estructura diádica.
M. Christ en [Chr] construye colecciones de conjuntos que imitan el comportamiento
de los cubos diádicos en el espacio eucĺıdeo. Estos trabajos y algunos otros, como
[MaS] de R.A. Maćıas y C. Segovia, ponen de manifiesto el alto grado de complejidad
y refinamiento que ha adquirido el estudio de los espacios de tipo homogéneo. Además,
este contexto se ha ido revelando más natural para ciertas cuestiones.

Aśı, en la segunda parte de la memoria, continuamos el estudio realizado en la Parte
I. Analizamos propiedades de automejora, en la escala de los espacios de Lebesgue, de
desigualdades de Poincaré generalizadas en espacios de tipo homogéneo. Del mismo
modo que en la Parte I tomamos (5) como punto de partida, en el marco del espacio
de tipo homogéneo y para funcionales verificando ciertas condiciones de sumabilidad,
obtenemos estimaciones en el espacio débil de Lebesgue con la oscilación |f − Stf |
en el lado izquierdo y una expansión de a sobre bolas dilatadas en el lado derecho.
Estas extensiones son análogas a las obtenidas en la primera parte de la memoria y sus
demostraciones son más técnicas. Es claro que el contexto eucĺıdeo puede enmarcarse
dentro de el de los espacios de tipo homogéneo, sin embargo, la geometŕıa de estos
últimos es a menudo más compleja. De este modo, a la hora de desarrollar estas técnicas
es conveniente estudiar primero el caso de Rn donde hay menos preocupaciones de
carácter geométrico. Cabe por ejemplo destacar que nuestro método utiliza de forma
fundamental la estructura diádica del espacio en cuestión y que en Rn dichas estructura
es más manejable. Aśı, las ideas fundamentales de este trabajo se encuentran en la
primera parte de la memoria donde estudiamos el contexto eucĺıdeo. La segunda parte
extiende dichas técnicas a los espacios de tipo homogéneo, usando las mismas ideas,
pero en un contexto donde la geometŕıa y la estructura diádica son más complejas.

Por otro lado, las aplicaciones de nuestro método resultan más interesantes en el
contexto de los espacios de tipo homogéneo donde, en principio, no tenemos estructura
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diferenciable. En algunos casos, como el de las variedades riemannianas, pese a tener
una estructura diferenciable, las correspondientes desigualdades de Poincaré clásicas
pueden fallar o no conocerse. Esta es en muchos casos una de las diferencias a la ho-
ra de buscar aplicaciones de nuestro método. En la Sección 7.3 mostraremos algunos
ejemplos donde establecemos propiedades de automejora para desigualdades de tipo
Poincaré generalizadas en rangos donde las correspondientes desigualdades de Poin-
caré clásicas pueden no ser ciertas. Esta es quizás una de las motivaciones principales
para establecer una teoŕıa de automejora en espacios de tipo homogéneo.

La segunda parte de la memoria está organizada del siguiente modo. El Caṕıtulo
5 es la introducción. En el Caṕıtulo 6 se encuentran algunas definiciones y resultados
previos. El Caṕıtulo 7 y el Caṕıtulo 8 son las extensiones a espacios de tipo homogéneo
del Caṕıtulo 3 y del Caṕıtulo 4, respectivamente. Aśı, en el Caṕıtulo 7 mostramos, en
espacios de tipo homogéneo, resultados de automejora en la escala de los espacios de
Lebesgue de desigualdades de tipo Poincaré asociadas a aproximaciones de la identi-
dad o semigrupos. En el Caṕıtulo 8 conseguimos estimaciones de tipo exponencial para
oscilaciones generalizadas en espacios de tipo homogéneo. En ambos caṕıtulos obtene-
mos aplicaciones en marcos donde pueden fallar o no conocerse las desigualdades de
Poincaré. Este es el caso de algunas variedades riemannianas con volúmen doblante y
cotas superiores gaussianas para el núcleo asociado al semigrupo del calor asociado al
operador de Laplace-Beltrami.

Los resultados que se presentan en esta memoria aparecen en los art́ıculos:

(i) Self-improvement of Poincaré type inequalities associated with approximations of
the identity and semigroups (con J.M. Martell), Potential Anal. 38, no. 3, 805–841
(2013).

(ii) Lp self-improvement of generalized Poincaré inequalities in spaces of homogeneous
type (con N. Badr y J.M. Martell), J. Funct. Anal. 260, no. 11, 3147–3188 (2011).

(iii) Exponential self-improvement of generalized Poincaré inequalities associated with
approximations of the identity and semigroups, Trans. Am. Math. Soc. 364, no.
2, 637–660 (2012).

El art́ıculo (i) constituye el Caṕıtulo 3. En él obtenemos resultados de automejora
en la escala de los espacios de Lebesgue de desigualdades de tipo Poincaré asociadas a
aproximaciones de la identidad o semigrupos en el contexto eucĺıdeo.

El art́ıculo (ii) corresponde al Caṕıtulo 7. En él extendemos art́ıculo (i) a espacios
de tipo homogéneo.

El art́ıculo (iii) se corresponde con los Caṕıtulos 4 y 8. En éste conseguimos esti-
maciones de tipo exponencial para oscilaciones generalizadas en el espacio eucĺıdeo y
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en espacios de tipo homogéneo.
La bibliograf́ıa de la memoria ha sido unificada y puede encontrarse en las últimas

páginas.
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seguir, por su fuerza y esṕıritu de lucha y superación. A Diana (la colombiana) por
ser tan buena amiga. A Paco y Pedro por tener mi acento cerquita. A Jose y Benitez
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1. Introducción 17

2. Preliminares 23
2.1. Cubos diádicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
2.2. Operadores maximales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.3. Pesos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.4. Espacio Exp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
2.5. Funcionales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.6. Aproximaciones de la identidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3. Automejora Lp 33
3.1. Resultados principales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
3.2. Demostraciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
3.3. Aplicaciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

4. Automejora Exp 87
4.1. Resultados principales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
4.2. Demostraciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
4.3. Aplicaciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

II Espacios de tipo homogéneo 97
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Caṕıtulo 1

Introducción

El objetivo de esta parte de la memoria es estudiar extensiones de los resultados
de [FPW] y [MaP].

En [FPW], los autores presentan un método general basado en la teoŕıa de Calderón-
Zygmund y las desigualdades de tipo buenas-λ que permite establecer (bajo ciertas
condiciones de tipo geométrico sobre el funcional a) que la desigualdad (1.1) esconde
una automejora de tipo Lr, para r > 1. Sea a un funcional definido sobre la familia de
cubos de Rn y f verificando la siguiente desigualdad:

(1.1) −
∫

Q

|f − fQ| dx ≤ a(Q),

para todo cubo Q y donde fQ = −
∫

Q
f dx. Supongamos que existe 1 < r <∞ de forma

que a ∈ Dr, esto es,
∑

i

a(Qi)
r |Qi| ≤ Cr

a a(Q)r |Q|,

para cada Q y cualquier familia {Qi}i de subcubos de Q disjuntos dos a dos. Entonces,
(1.1) se automejora hasta obtener la siguiente estimación:

‖f − fQ‖Lr,∞,Q ≤ C.

Además, bajo ciertas condiciones, las estimaciones de tipo débil implican resultados de
tipo fuerte. Este punto de vista también permite obtener versiones Lr de la desigualdad
de John-Nirenberg para funciones en BMO.

Aśı, nuestro objetivo es reemplazar |f − fQ| por |f − StQf |, donde {St}t>0 es una
aproximación de la identidad o un semigrupo (ver la Sección 2.6), y presentar una
teoŕıa general que nos permita asegurar propiedades de automejora de tipo Lr de
desigualdades de Poincaré generalizadas asociadas a aproximaciones de la identidad y
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a semigrupos a partir de

(1.2) −
∫

Q

|f − StQf | dx ≤ a(Q, f),

para todo cubo Q ∈ Rn y donde tQ = ℓ(Q)m y {St}t>0 es una aproximación de la iden-
tidad o un semigrupo cuyo núcleo decae suficientemente rápido (ver la Sección 2.6). Las
estimaciones (1.2) serán denominadas desigualdades de tipo Poincaré generalizadas.

Nuestro método, basado en el lema de recubrimiento de Whitney y la técnica de
las desigualdades de tipo buenas-λ (introducida por Burkholder y Gundy [BuG]), nos
permite obtener resultados de automejora en la escala de los espacios de Lebesgue
de desigualdades de tipo Poincaré asociadas a aproximaciones de la identidad o a
semigrupos. El resultado principal del Caṕıtulo 3 es el Teorema 3.1 (ver el Caṕıtulo 2
para la notación y definiciones previas):

Sean {St}t>0 como en la Sección 2.6, 1 < r < ∞ y a ∈ Dr. Si f ∈ M
verifica

−
∫

Q

|f − StQf | dx ≤ a(Q),

para todo cubo Q y donde tQ = ℓ(Q)m, entonces, para cada Q, se tiene que

‖f − StQf‖Lr,∞,Q
≤ C

∑

k≥0

22n k g(c 2mk) a(2kQ),

donde g es una función con ciertas propiedades que acota al núcleo de StQ

(ver la Sección 2.6).
Si además a es doblante (a(2Q) ≤ C a(Q)), entonces, para cada Q

‖f − StQf‖Lr,∞,Q
≤ C a(Q).

En el Caṕıtulo 3 también obtenemos las siguientes extensiones del resultado ante-
rior: a espacios con pesos en los Teoremas 3.3 y 3.8 y a condiciones Dr que permitan
que aparezca otro funcional en el lado derecho en los Teoremas 3.11, 3.13 y 3.14.

Como consecuencia de los resultados anteriores mostramos algunas aplicaciones.
En primer lugar, en el Ejemplo 3.26 mostramos que si f ∈ BMOS , donde

BMOS =
{

f ∈ M : sup
Q

−
∫

Q

|f − StQf | dx <∞
}

,

entonces, tenemos la siguiente automejora en su integrabilidad local

(

−
∫

Q

|f − StQf |r dx
)1/r

≤ C <∞,
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para cada 1 < r <∞ y para todo Q.
Motivados por la desigualdad clásica de Poincaré-(1, 1) tenemos el Ejemplo 3.28.

Dado 1 ≤ p < n, escribimos p∗ = n p/(n−p) que denota al ı́ndice de Sobolev conjugado
de p. Si la función f ∈ M verifica la desigualdad de “Poincaré reducida”:

−
∫

Q

|f − StQf | dx ≤ ℓ(Q)−
∫

Q

h dx,

para todo cuboQ y donde h es una función medible no-negativa, entonces se automejora
la integrabilidad del lado izquierdo obteniéndose

(

−
∫

Q

|f − StQf |r dx
)1/r

.
∑

k≥0

σ(k) ℓ(2kQ)

(

−
∫

2k Q

hp dx

)1/p

,

para cada 1 < r < p∗, para todo Q y para alguna sucesión {σ(k)}k≥0. Además, si
p ≥ n, la estimación anterior se satisface para cada 1 < r < ∞. Por otro lado, en la
Sección 3.3.2 conseguimos desigualdades de tipo pseudo-Poincaré globales: Para todo
t > 0 y para cada 1 ≤ p < n y p ≤ r < p∗,

‖f − Stf‖Lr(Rn) . t(
1
r
− 1

p∗
) n

m ‖h‖Lr(Rn).

Por último, en la Sección 3.3.3 se encuentran los ejemplos que consideramos más
naturales, pues tomamos como punto de partida funciones verificando desigualdades de
tipo “Poincaré expandidas” que tienen en cuenta los efectos de cola. Debido a que, en
general, el semigrupo no localiza, pensamos que este tipo de desigualdades expandidas
son más interesantes que las reducidas. Una aplicación de nuestros resultados es el
Ejemplo 3.34, en el que al no utilizar la desigualdad de Poincaré clásica, sirve de
motivación para extenderlo a otros contextos:

Si L = −div(A∇) es un operador eĺıptico de segundo orden con co-
tas gaussianas para el que e−t L

√
t div satisface estimaciones Lp − Lp “off-

diagonal” con 1 ≤ p < ∞ fijo (ver [AM2], [HoM, Lemma 2.2]), entonces
concluimos que

−
∫

Q

|f − e−tQ Lf | dx .
∑

k≥0

e−c 4k

ℓ(2k Q)

(

−
∫

2k Q

|∇f |p dx
)1/p

.

Esta estimación y nuestros resultados de automejora nos permiten concluir
que para cualquier 1 < q < p∗ si 1 ≤ p < n ó 1 < q <∞ si p ≥ n se tiene

(

−
∫

Q

|f − e−tQ Lf |q dx
)

1
q

.
∑

k≥0

e−c 2k

ℓ(2k Q)

(

−
∫

2k Q

|∇f |p dx
)1/p

.
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Tras el estudio de las automejoras en la escala de los espacios de Lebesgue presen-
taremos las automejoras de tipo exponencial que generalizan [MaP]. En este trabajo
se consideran funcionales a no-decrecientes:

a(Q1) ≤ Ca a(Q2),

para cada Q1 ⊂ Q2. Aśı suponiendo que f verifica (1.1) se tiene que

‖f − fQ‖exp L(Q) ≤ C a(Q).

En el Caṕıtulo 4 trabajamos en el espacio expL y estudiamos propiedades de au-
tomejora de tipo exponencial de desigualdades generalizadas de tipo Poincaré con un
funcional no-decreciente a (escribimos a ∈ T∞, como en [MaP]). El resultado principal
es el Teorema 4.1 (ver el Caṕıtulo 2 para la notación y definiciones previas):

Sea {St}t>0 como en la Sección 2.6 y a ∈ T∞. Si f ∈ M verifica

−
∫

Q

|f − StQf | dx ≤ a(Q),

para todo cubo Q y donde tQ = ℓ(Q)m, entonces, para cada cubo Q, se tiene
que

‖f − StQf‖exp L,Q
≤ C

∑

k≥0

2n k g
(

2m (k−6)
)

a(2k Q).

También se satisface la versión con peso de la desigualdad anterior.

Como aplicación de este resultado, en el Ejemplo 4.5 mejoramos el resultado que
conseguimos en el Ejemplo 3.26: Si f ∈ BMOS entonces, para todo Q, se tiene que

‖f − StQf‖exp L,Q
≤ C <∞.

En el Ejemplo 4.7 completamos los ejemplos estudiados en la Sección 3.3.1. En
particular, continuamos el estudio del Ejemplo 3.28 y demostramos que si p ≥ n y la
función verifica una desigualdad de Poincaré reducida, entonces

‖f − StQf‖exp L,Q
≤ C

∑

k≥0

σ(k) ℓ(2k Q)

(

−
∫

2k Q

hp dx

)1/p

,

para alguna sucesión {σ(k)}k≥0.
Por último, en el Ejemplo 4.8 continuamos estudiando desigualdades de tipo Poin-

caré expandidas y conseguimos la siguiente automejora: Si f ∈ M satisface

−
∫

Q

|f − StQf | dx ≤
∑

k≥0

α(k) ℓ(2kQ)−
∫

2k Q

h dx,
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para todo cubo Q, alguna sucesión {α(k)}k≥0 de números no-negativos y h una función
medible no-negativa, entonces

‖f − StQf‖exp L,Q
.
∑

k≥0

α̂(k) ℓ(2kQ)

(

−
∫

2k Q

hp dx

)1/p

,

para cierta sucesión {α̂(k)}k≥0.

En la segunda parte del trabajo extendemos esta teoŕıa a los espacios de tipo
homogéneo.
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Caṕıtulo 2

Preliminares

Trabajamos en el espacio eucĺıdeo Rn con la medida de Lebesgue dx (a veces
cambiaremos la medida de Lebesgue por la medida de Lebesgue con un peso de
Muckenhoupt) y utilizamos la distancia infinita. Obviamente, todos los resultados
pueden ser adaptados a la distancia eucĺıdea (pues en Rn todas las distancias son
equivalentes). Recordemos que la distancia infinita entre x e y ∈ Rn viene dada por
|x− y| = |x− y|∞ = máx

1≤i≤n
|xi − yi|.

Por otro lado, asumimos (sin pérdida de generalidad) que todos los cubos son de
la forma

Q =
n
∏

i=1

[

ai, ai + ℓ(Q)
)

,

donde ai ∈ R y ℓ(Q) es la longitud del lado del cubo. Denotamos por |Q| a su medida de
Lebesgue (aśı, |Q| = l(Q)n). Dado un cubo Q ⊂ Rn y un parámetro λ > 0, denotamos
por λQ al cubo concéntrico con Q, de forma que ℓ(λQ) = λ ℓ(Q).

Utilizamos la siguiente descomposición de Rn en anillos diádicos:

Rn =
⋃

k≥2

Ck(Q),

donde C2(Q) = 4Q y Ck(Q) = 2k Q \ 2k−1Q, para todo k ≥ 3. Además, si x ∈ 2Q e
y ∈ Ck(Q) para k ≥ 2 entonces,

(2.1)
|x− y|m
ℓ(Q)

≥ λk, donde λk =

{

0, si k = 2,

2m (k−3), si k ≥ 3.

Pues si k = 2, tenemos que |x− y| ≥ 0, y por lo tanto, λ2 = 0. Si k ≥ 3, tenemos que

|x− y| ≥ 1

2
(2k−1 − 1) ℓ(Q) ≥ 2k−3 ℓ(Q),
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2.1. Cubos diádicos

y aśı, λk = 2m (k−3), para k ≥ 3.

Por otro lado, dado X un espacio de Lebesgue, de Marcinkiewicz o de Orlicz (como
Lp, Lp,∞ o expL), escribimos:

‖f‖X,Q = ‖f‖X(Q, dx
|Q|

) y ‖f‖X(w),Q = ‖f‖X(Q, w
w(Q)

).

Finalmente, recordemos que A . B significa que el cociente A/B está acotado por
una constante que no depende de las variables relevantes, A y B. Las letras C y c
denotan constantes independientes de las variables esenciales y pueden variar de una
ĺınea a otra.

2.1. Cubos diádicos

Un intervalo diádico en R es un intervalo de la forma

[j 2−k, (j + 1) 2−k), con j, k ∈ Z.

Definimos estos intervalos cerrados por la izquierda y abiertos por la derecha, de modo
que diferentes intervalos diádicos de la misma longitud son siempre conjuntos disjuntos.

Un cubo diádico en Rn es un producto de intervalos diádicos de la misma longitud.
Es decir, un cubo diádico es un conjunto de la forma

n
∏

i=1

[ji 2−k, (ji + 1) 2−k), con j1, . . . , jn, k ∈ Z.

Introducimos la siguiente notación: D denota el conjunto de todos los cubos diádicos
en Rn y para cada k ∈ Z, Dk denota la k-ésima generación de D. Esto es, Dk es el
conjunto de todos los cubos diádicos de Rn cuyos lados miden 2−k, aśı

D =
⋃

k∈Z

Dk.

Algunas propiedades fundamentales de los cubos diádicos son:

(a) Dos cubos diádicos son disjuntos o uno de ellos está contenido en el otro. Además,
cada Dk proporciona una partición de Rn en conjuntos disjuntos.

(b) Cada x ∈ Rn pertenece a un único cubo en Dk, para cada k ∈ Z. De este modo,
x genera una única {Qk}∞k=−∞ cadena de cubos diádicos decreciente (esto es,
Qk+1 ⊂ Qk) tal que, para cada k ∈ Z, Qk ∈ Dk y

{x} =
∞
⋂

k=−∞

Qk.
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2. Preliminares

Como consecuencia de las propiedades anteriores observamos que cada cubo diádi-
co Q pertenece a una única generación Dk para algún k ∈ Z y tiene exactamente
2n descendientes (subcubos de Q de la siguiente generación Dk+1). Además, dado Q
(no necesariamente diádico) podemos construir D(Q) el conjunto de cubos diádicos
relativos a Q del siguiente modo

D(Q) =
∞
⋃

k=0

Dk(Q).

Donde D0(Q) = Q, D1(Q) es la primera generación: el conjunto de los 2n cubos des-
cendientes de Q (construidos por bisección de cada uno de sus lados). Dividiendo de
este modo cada cubo descendiente, formamos las familias {Dk(Q)}k≥0. Este conjunto
mantiene las mismas propiedades que D.

2.2. Operador maximal y operador maximal agudo

Dada una función localmente integrable f y un cubo Q, denotamos la media de f
en Q del siguiente modo:

fQ = −
∫

Q

f(x) dx =
1

|Q|

∫

Q

f(x) dx.

El operador maximal es el supremo de todas las medias de una función localmente
integrable sobre aquellos cubos que contienen a un punto fijo:

Mf(x) = sup
x∈Q

(|f |Q).

De esta forma, M está acotado en L∞(Rn), es de tipo débil (1, 1) y fuerte (p, p) para
todo 1 < p <∞.

El operador maximal agudo es el supremo de todas las oscilaciones de una función
localmente integrable sobre aquellos cubos que contienen a un punto fijo:

M#f(x) = sup
x∈Q

−
∫

Q

|f(y) − fQ| dy.

2.3. Pesos

Un peso w es una función no-negativa y localmente integrable. Para cualquier con-
junto medible E, denotamos

w(E) =

∫

E

w(x) dx.
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Dada una función medible f y un cubo Q, la media de f en Q respecto de w viene
dada por

−
∫

Q

f dw = −
∫

Q

f(x) dw(x) =
1

w(Q)

∫

Q

f(x)w(x) dx.

Decimos que w es doblante si:

w(2Q) ≤ Cw w(Q) <∞,

para alguna constante 0 < Cw < ∞ y para cada cubo Q. Una colección de pesos do-
blantes bien conocida, y con la cual trabajaremos, es la clase de pesos de Muckenhoupt.
Ésta se define del siguiente modo:

A∞ =
⋃

p≥1

Ap.

Para 1 < p <∞, decimos que w ∈ Ap si existe una constante 0 < C <∞ tal que

(

−
∫

Q

w dx

)(

−
∫

Q

w1−p′ dx

)p−1

≤ C,

para todo cubo Q y donde p′ tal que 1/p + 1/p′ = 1 (entonces, 1 − p′ = −1/(p− 1)).
Decimos que w ∈ A1 si existe una constante 0 < C <∞ tal que para cada cubo Q:

−
∫

Q

w dx ≤ C w(y), para casi todo y ∈ Q;

o equivalentemente, si

Mw(x) ≤ C w(x) para casi todo x ∈ Rn.

Ejemplos clásicos de pesos de Muckenhoupt son w(x) = |x|α con α > −n (necesi-
tamos que w ∈ L1

loc(R
n)). Se puede comprobar que:

w ∈ A1 ⇐⇒ −n < α ≤ 0.

w ∈ Ap ⇐⇒ −n < α < n (p− 1).

w ∈ A∞ ⇐⇒ −n < α.

Otra clase de pesos con la que trabajaremos es la clase de pesos “Reverse Hölder”.
Decimos que w ∈ RHp con 1 < p < ∞, si existe una constante 0 < C < ∞ tal que
para cada cubo Q:

(

−
∫

Q

wp dx

)1/p

≤ C−
∫

Q

w dx.
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Decimos que w ∈ RH∞ si existe una constante 0 < C <∞ tal que para cada cubo Q:

sup essQw ≤ C −
∫

Q

w dx.

Algunas propiedades de estas clases de pesos son:

Teorema 2.1
⋃

1≤p<∞

Ap =
⋃

1<p≤∞

RHp.

Si w ∈ A∞ existen 1 ≤ p <∞ y 1 < s ≤ ∞ de modo que w ∈ Ap ∩RHs. Aśı, para
cualquier cubo Q y cualquier conjunto medible S ⊂ Q, se tiene:

(2.2)
1

Cw

( |S|
|Q|

)p

≤ w(S)

w(Q)
≤ Cw

( |S|
|Q|

)1/s′

.

La primera desigualdad es consecuencia del hecho de que w ∈ Ap y la segunda de que
w ∈ RHs.

Las clases de Muckenhoupt son crecientes y las clases Reverse Hölder son decre-
cientes. Esto significa que si 1 < p < q <∞ entonces,

A1 ⊂ Ap ⊂ Aq y RH∞ ⊂ RHq ⊂ RHp.

Además satisfacen propiedades de “apertura”: Si w ∈ Ap para algún 1 < p < ∞
entonces, w ∈ Ap−ǫ para algún 0 < ǫ < ∞. Si w ∈ RHp para algún 1 < p < ∞
entonces, w ∈ RHp+ǫ para algún 0 < ǫ <∞ (Teorema de Gehring).

Las demostraciones de estas afirmaciones, aśı como otras muchas propiedades de
estas clases de pesos pueden encontrarse en [Duo], [GC-RF] o [Gra].

2.4. Espacio Exp

Este espacio fue introducido por A. Zygmund (y E. C. Titchmarsh) en 1928 y
aparece de modo natural como caso ĺımite de Lp cuando p → ∞ (ver [BeS] y sus
referencias). El espacio expL(Q) se define como el conjunto de todas las funciones f
medibles en Q tales que para alguna constante C > 0:

−
∫

Q

exp
(

C |f |
)

dx <∞.

La norma de Luxemburg localizada y normalizada de expL(Q) viene dada por

‖f‖exp L,Q = ı́nf
{

λ > 0 : −
∫

Q

(

exp
|f |
λ

− 1
)

dx ≤ 1
}

.
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Generalizando, el espacio exponencial con peso expL(Q,w) es el conjunto de todas
las funciones f medibles en Q tales que para alguna constante C > 0:

−
∫

Q

exp
(

C |f |
)

wdx <∞,

con norma:

‖f‖exp L(w),Q = ı́nf
{

λ > 0 : −
∫

Q

(

exp
|f |
λ

− 1
)

dw ≤ 1
}

.

Recomendamos consultar [BeS] y [RR] para conocer mejor el espacio expL y los
espacios de Orlicz.

2.5. Funcionales

Trabajamos con funcionales de la forma:

a : Q×F −→ [0,+∞)

a(Q, f) 7−→ [0,+∞)

donde Q es la familia de cubos en Rn y F cierta familia de funciones. Cuando no nos
interese cómo a depende de f , escribimos simplemente a(Q).

El funcional a es doblante si existe alguna constante finita y positiva Ca tal que
para cada Q:

a(2Q) ≤ Ca a(Q).

Recordemos las condiciones Dr, utilizadas en [FPW] para estudiar propiedades de
automejora de desigualdades del tipo (4):

Definición 2.2 Sea µ una medida de Borel y 1 ≤ r <∞. Decimos que el funcional a
verifica la condición Dr(µ) (escribimos a ∈ Dr(µ)) si existe una constante finita Ca ≥ 1
para la cual a satisface la siguiente estimación:

(2.3)
∑

i

a(Qi)
r µ(Qi) ≤ Cr

a a(Q)r µ(Q),

para cada Q y cualquier familia {Qi}i de subcubos de Q disjuntos dos a dos. Denotamos
por ‖a‖Dr(µ) (‖a‖Dr(µ) ≥ 1) al ı́nfimo de las constantes Ca. Cuando µ es la medida de
Lebesgue simplemente escribimos Dr y dµ = w dx con w un peso dado, escribimos
Dr(w).
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2. Preliminares

La siguiente condición fue introducida en [MaP] con el fin de estudiar resultados
de automejora de tipo exponencial de desigualdades clásicas de tipo Poincaré:

Definición 2.3 Decimos que el funcional a es no-decreciente o verifica la condición
T∞ (escribimos a ∈ T∞) si existe una constante finita y positiva Ca tal que:

(2.4) a(Q1) ≤ Ca a(Q2),

para cada Q1 ⊂ Q2. Denotamos por ‖a‖T∞ (‖a‖T∞ ≥ 1) al ı́nfimo de las constantes Ca.
Si ‖a‖T∞ = 1, decimos que a es creciente.

Notar que, debido a la desigualdad de Hölder, las condiciones Dr(µ) son decrecien-
tes:

Dr(µ) ⊂ Ds(µ) y ‖a‖Ds(µ) ≤ ‖a‖Dr(µ), para 1 ≤ s < r <∞
y la condición T∞ es más fuerte que Dr(µ), para cualquier 1 ≤ r <∞.

Veamos algunos ejemplos que más tarde utilizaremos:

a(Q) = ℓ(Q)α ν(Q)

|Q| ∈ D n
n−α

, donde 0 ≤ α < n y ν es una medida de Borel

positiva. Dados Q un cubo y {Qi}i una familia de subcubos de Q disjuntos dos
a dos, utilizando que n/(n− α) ≥ 1, tenemos que

∑

i

a(Qi)
n

n−α |Qi| =
∑

i

ν(Qi)
n

n−α ≤
(

∑

i

ν(Qi)
)

n
n−α ≤ ν(Q)

n
n−α

= a(Q)
n

n−α |Q|.

a(Q) = ℓ(Q)

(

ν(Q)

|Q|

)1/p

∈ D p n
n−p

, donde 1 ≤ p < n y ν es una medida de Borel

positiva. Dados Q un cubo y {Qi}i una familia de subcubos de Q disjuntos dos
a dos, utilizando que n/(n− p) ≥ 1, tenemos que

∑

i

a(Qi)
p n

n−p |Qi| =
∑

i

ν(Qi)
n

n−p ≤
(

∑

i

ν(Qi)
)

n
n−p ≤ ν(Q)

n
n−p = a(Q)

p n
n−p |Q|.

En particular, podemos afirmar que

a(Q) = ℓ(Q)

(

−
∫

Q

|∇f |p dx
)1/p

∈ D p n
n−p

, 1 ≤ p < n,

pues basta tomar ν(Q) =

∫

Q

|∇f |p dx.
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2.6. Aproximaciones de la identidad

a(Q) = 1 ∈ T∞ ⊂
⋂

p≥1

Dp(µ), para cualquier µ medida de Borel positiva.

a(Q) = ν(Q)α ∈ T∞ ⊂
⋂

p≥1

Dp(µ), para cualquier µ medida de Borel positiva y

α ≥ 0. Dados dos cubos Q1 ⊂ Q2, tenemos que

a(Q1) = ν(Q1)α ≤ ν(Q2)α = a(Q2).

En [Per] o en [MaP] se pueden ver otros funcionales y sus propiedades.

2.6. Aproximaciones de la identidad y semigrupos

Trabajamos con familias de operadores lineales {St}t>0 que juegan el papel de
aproximaciones de la identidad generalizadas o de semigrupos. Asumimos que estos
operadores conmutan (es decir, St ◦ Ss = Ss ◦ St, para cada s, t > 0). Obsérvese que
las familias de operadores que forman un semigrupo (esto es, Ss St = Ss+t, para todo
s, t > 0) conmutan. Puede ser conveniente pensar que {St}t>0 es un semigrupo, pues
esta es nuestra principal motivación.

A estos operadores también les exigimos que admitan la siguiente representación
integral:

Stf(x) =

∫

Rn

st(x, y) f(y) dy.

Los núcleos st(x, y) son funciones medibles verificando la siguiente acotación:

(2.5) |st(x, y)| ≤ 1

tn/m
g

( |x− y|m
t

)

,

para alguna constante positiva m y alguna función g positiva, acotada, no-creciente
y que para todo N ≥ 0 satisfaga que ĺımr→∞ rN g(r) = 0. Obsérvese que si en la
expresión anterior fijamos N > 0, imponemos un decaimiento menor sobre g. Nosotros
elegiremos N suficientemente grande de modo que las estimaciones que obtengamos
no sean triviales. Por otro lado, se puede ver que el decaimiento de g asegura que la
representación integral de St tiene sentido para toda función f ∈ Lp(Rn) y que los
operadores St están uniformemente acotados en Lp(Rn) para todo 1 ≤ p ≤ ∞.

Por otro lado, observamos que (2.5) nos conduce a un reescalamiento entre el
parámetro t y el espacio de las variables. Aśı, de ahora en adelante, dado un cubo
Q, escribimos tQ = ℓ(Q)m; de modo que t y St están “adaptados” o “escalados” a Q.
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Consideramos una amplia clase de funciones para las cuales St está bien definido.
Ésta es definida en [DuY] del siguiente modo: M =

⋃

β>0 Mβ, donde Mβ es el conjunto
de funciones medibles f tales que:

‖f‖Mβ
=

∫

Rn

∣

∣f(x)
∣

∣

(

1 + |x|
)−β

dx <∞.

En [DuY], los autores establecen que
(

Mβ, ‖ · ‖Mβ

)

es un espacio de Banach y que si

f ∈ M entonces, Stf y Ss (Stf) están bien definidas y son finitas en casi todo, para
todo t, s > 0.

Por último, mencionamos algunos ejemplos de aproximaciones de la identidad. Con-
sideramos un operador eĺıptico de segundo orden asociado a A, una matriz real n× n
y con coeficientes en L∞(Rn). Esto es, definimos un operador en forma de divergen-
cia eĺıptico de segundo orden Lf = −div (A∇f), entendido en el sentido débil como
un operador maximal, acretivo, en L2(Rn, dx). El operador −L genera el semigrupo
{e−t L}t>0 cuyo núcleo del calor tiene cotas gaussianas; esto es, se verifica (2.5) para
m = 2 y g(t) = C e−c t. En dimensiones n = 1, 2 también podemos considerar matrices
con valores complejos.

En particular, si A es la matriz identidad, L = −∆, y {et ∆}t>0 es el semigrupo del
calor clásico.

También podemos tomar los operadores St = I− (I−e−t L)k, para algún k ≥ 1 fijo.
En este caso perdemos la propiedad de semigrupo. Sin embargo, aún tenemos la regla
de conmutación y el decaimiento gaussiano, y podemos aplicar nuestros resultados a la
familia {St}t>0. En algunas aplicaciones es interesante tener k suficientemente grande
para obtener un decaimiento extra en las estimaciones resultantes (ver [HoM], [Aus],
[AM2] y sus referencias).
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Caṕıtulo 3

Automejora de tipo Lp en Rn de
desigualdades de
Poincaré generalizadas asociadas a
aproximaciones de la identidad y a
semigrupos

El propósito de este caṕıtulo es presentar un método general que permita estudiar
propiedades de automejora en la escala de los espacios de Lebesgue de desigualdades
de tipo Poincaré asociadas a aproximaciones de la identidad o semigrupos, en el marco
eucĺıdeo Rn y con la medida de Lebesgue dx (a veces reemplazamos la medida de
Lebesgue por un peso de Muckenhoupt).

El caṕıtulo está organizado del siguiente modo: El resultado principal y sus dife-
rentes extensiones están en la Sección 3.1. La Sección 3.2 contiene las demostraciones
de estos resultados. Las aplicaciones se encuentran en la Sección 3.3. Dedicamos las
Secciones 3.3.1 y 3.3.3 a estudiar varias desigualdades de tipo Poincaré. Primero comen-
zamos con una estimación cuyo lado derecho está localizado a un cubo dado. Después,
tenemos en cuenta la falta de localización de las aproximaciones de la identidad o de
los semigrupos y en el lado derecho escribimos una serie de términos que dependen de
algunas de las dilataciones de los cubos. En este último caso obtenemos estimaciones
en la escala de los espacios de Orlicz. En la Sección 3.3.2 obtenemos desigualdades de
tipo pseudo-Poincaré globales.
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3.1. Resultados principales

3.1. Resultados principales

A continuación establecemos nuestro resultado principal que proporciona estima-
ciones de automejoras de tipo débil a partir de (1.2) y la condición Dr. Después,
mostramos una extensión con pesos (para pesos en la clase de Muckenhoupt). Final-
mente, generalizamos la condición Dr permitiendo un funcional diferente en el lado
derecho para obtener resultados con y sin pesos.

3.1.1. Automejora de tipo Lr,∞

Teorema 3.1 Sean {St}t>0 como en la Sección 2.6, 1 < r < ∞ y a ∈ Dr. Si f ∈ M
verifica

(3.1) −
∫

Q

|f − StQf | dx ≤ a(Q),

para todo cubo Q y donde tQ = ℓ(Q)m, entonces, para cada Q, se tiene que

(3.2) ‖f − StQf‖Lr,∞,Q
≤ C

∑

k≥0

22n k g(c 2mk) a(2kQ).

Si además a es doblante, entonces, para cada Q:

‖f − StQf‖Lr,∞,Q
≤ C a(Q).

Observación 3.2 La constante 0 < c < 1 depende sólo de m. Por otro lado, C ≥ 1
depende de n, m, r, ‖a‖Dr , g(0), g(1) y del decaimiento de g. En la última expresión,
C depende también de la constante que hace que a sea doblante.

3.1.2. Extensiones a espacios con pesos

El Teorema 3.1 se puede extender a los espacios con peso A∞ del siguiente modo:

Teorema 3.3 Sean {St}t>0 como en la Sección 2.6, w ∈ A∞, 1 ≤ r < ∞ y a ∈
Dr(w) ∩D1. Si f ∈ M verifica (3.1), entonces, para cada cubo Q, se tiene que

(3.3) ‖f − StQf‖Lr,∞(w),Q
≤ C

∑

k≥0

22 n k g(c 2mk) a(2k Q).

Si además a es doblante, podemos escribir C a(Q) en el lado derecho de la desigualdad
anterior.
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3. Automejora Lp

Observación 3.4 La constante 0 < c < 1 depende de m y C ≥ 1 depende de n, m,
r, w, ‖a‖Dr(w), ‖a‖D1 , g(0), g(1) y del decaimiento de g.

Observación 3.5 Obsérvese que (3.1) es una estimación sin peso y a partir de ella
conseguimos otra con peso para la oscilación f − StQf .

Observación 3.6 En el Teorema 3.1 no tiene sentido considerar el caso r = 1, pues
(3.1) es más fuerte que (3.2) cuando r = 1. Sin embargo, en el Teorema 3.3 śı resulta
interesante este caso: (3.1) mide la oscilación generalizada de la función respecto a la
medida de Lebesgue mientras que (3.3) lo hace respecto a una medida con peso.

Observación 3.7 En el resultado anterior exigimos la condición D1 debido a que para
demostrar el Teorema 3.3 utilizamos el Lema 3.15 y la Proposición 3.18, más abajo. Sin
embargo, si w ∈ Ar y a ∈ Dr(w) entonces, automáticamente a ∈ D1. Para cualquier
familia {Qi}i ⊂ Q de cubos disjuntos, la desigualdad de Hölder implica que

∑

i

a(Qi) |Qi| ≤
∑

i

a(Qi)w(Qi)
1
r w1−r′(Qi)

1
r′

≤
(

∑

i

a(Qi)
r w(Qi)

)
1
r
(

∑

i

w1−r′(Qi)

)
1
r′

≤ ‖a‖Dr(w) a(Q)w(Q)
1
r w1−r′(Q)

1
r′

≤ C ‖a‖Dr(w) a(Q) |Q|.

Por otro lado, en la demostración del siguiente teorema, observamos que cuando St

es un semigrupo la condición a ∈ D1 no es necesaria.

Teorema 3.8 Sean {St}t>0 un semigrupo, w ∈ A∞, 1 ≤ r < ∞ y a ∈ Dr(w). Si
f ∈ M y verifica (3.1), entonces, para cada cubo Q, se tiene que

(3.4) ‖f − StQf‖Lr,∞(w),Q
≤ C

∑

k≥0

2n k (1+s/r) g(c 2mk) a(2kQ),

donde s = máx{r, s0} con s0 tal que w ∈ As0. Si además a es doblante podemos escribir
C a(Q) en el lado derecho de la desigualdad anterior.

La demostración de este resultado (como se puede ver más adelante) es diferente y
más técnica que la del Teorema 3.3. Además, necesitamos una prueba alternativa de
la Proposición 3.18.

Observación 3.9 La constante C ≥ 1 en (3.4) depende de n, m, w, ‖a‖Dr , g(0), g(1)
y del decaimiento de g y 0 < c < 1 depende de m. Si a es doblante, C depende también
de la constante que hace que a sea doblante.
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Observación 3.10 Si w ∈ A∞ entonces, w ∈ As0 , para algún 1 ≤ s0 <∞ (ver [Gra]).
Pero, como cabe esperar, cuanto más pequeño sea s0 y más grande sea r (es decir,
cuanto más fuerte sean las condiciones sobre el peso y sobre el funcional), mejor será la
estimación (3.4). Obsérvese que si w = 1, entonces s0 = 1 y s = r, y recuperamos el
Teorema 3.1.

3.1.3. Más extensiones

Siguiendo las ideas de [FPW], extendemos los Teoremas 3.1 y 3.3 cambiando la
hipótesis sobre el funcional a, de modo que la nueva condición de tipo Dr nos permita
escribir un funcional diferente en el lado derecho de la desigualdad (2.3).

Teorema 3.11 Sean {St}t>0 como en la Sección 2.6 y 1 < r < ∞. Supongamos que
los funcionales a y ā verifican la siguiente condición de tipo Dr:

∑

i

a(Qi)
r |Qi| ≤ ā(Q)r |Q|,(3.5)

para cada cubo Q y cualquier familia {Qi}i de subcubos de Q disjuntos dos a dos. Si
f ∈ M verifica (3.1), entonces, para cada Q, se tiene que

(3.6) ‖f − StQf‖Lr,∞,Q
≤ C

∑

k≥0

22n k g(c 2mk) ā(2k Q).

Si además ā es doblante, podemos escribir C ā(Q) en el lado derecho de la desigualdad
anterior.

Observación 3.12 Dados dos funcionales a y ā y abusando en la notación, decimos
que (a, ā) ∈ Dr si verifican (3.5).

Realizando los cambios oportunos, podemos generalizar el Teorema 3.3 permitiendo
un funcional diferente en el lado derecho de la condición Dr(w):

Teorema 3.13 Sean {St}t>0 como en la Sección 2.6, w ∈ A∞, 1 ≤ r < ∞ y (a, ā) ∈
Dr(w) ∩D1. Si f ∈ M verifica (3.1), entonces, para cada cubo Q, se tiene que

(3.7) ‖f − StQf‖Lr,∞(w),Q
≤ C

∑

k≥0

22 n k g(c 2mk) ā(2k Q).

Si además ā es doblante, podemos escribir C ā(Q) en el lado derecho de la desigualdad
anterior.

Enunciamos ahora una generalización del Teorema 3.8 en este contexto:
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3. Automejora Lp

Teorema 3.14 Sean {St}t>0 un semigrupo, w ∈ A∞, 1 ≤ r <∞ y (a, ā) ∈ Dr(w). Si
f ∈ M verifica (3.1), entonces, para cada cubo Q, se tiene que

(3.8) ‖f − StQf‖Lr,∞(w),Q
≤ C

∑

k≥0

2n k (1+s/r) g(c 2mk) ā(2k Q),

donde s = máx{r, s0} con s0 tal que w ∈ As0.

3.2. Demostraciones de los resultados principales

3.2.1. Demostración del Teorema 3.1

Definimos un nuevo funcional ã : Q×F −→ (0,+∞] dado por

(3.9) ã(Q) =
∑

k≥0

22 n k g
(

2m (k−5)−3
)

a(2k Q).

Fijamos un cubo Q para el cual ã(Q) <∞. En caso contrario, no hay nada que probar.
Tomamos

(3.10) G(x) =
∣

∣f(x) − StQf(x)
∣

∣χ4 Q(x).

Por el teorema de diferenciación de Lebesgue basta estimar ‖MG‖Lr,∞(Rn,dx/|Q|), y para
ello estudiamos los conjuntos de nivel:

(3.11) Ωt = {x ∈ Rn : MG(x) > t},

para todo t > 0. Donde M es el operador maximal sobre cubos no centrados.
Dividimos la demostración en dos casos según sea el tamaño de t: para t pequeño, la

estimación es trivial. Para t grande, utilizamos el recubrimiento de Whitney adaptado
a Q y ciertos resultados auxiliares sobre {St}t>0.

Las demostraciones de todos los resultados auxiliares que vamos a utilizar las pos-
ponemos hasta el final de la Sección 3.2.2.

El siguiente lema es una herramienta muy útil que utilizamos repetidamente y cuya
primera consecuencia es que la función G es integrable.

Lema 3.15 Sea {St}t>0 como en la Sección 2.6. Si a ∈ D1 y f ∈ M satisface (3.1),
para cada cubo R y k ∈ N, se tiene la siguiente estimación:

−
∫

k R

|f − StRf | dx ≤ ‖a‖D1 a(k R).

37



3.2. Demostraciones

Aplicando el resultado anterior, que a ∈ Dr ⊂ D1 y ã(Q) < ∞, tenemos que
G ∈ L1(Rn):

(3.12) ‖G‖L1(Rn) =

∫

4 Q

|f − StQf | dx ≤ 4n ‖a‖D1 a(4Q) |Q| ≤ c0
4n
ã(Q) |Q| <∞,

donde c0 = ‖a‖D1 g(1)−1. Si además utilizamos que M es de tipo débil (1, 1) con
constante 3n, obtenemos:

(3.13) |Ωt| ≤
3n

t
‖G‖L1(Rn) <

c0 ã(Q)

t
|Q|.

Ahora nuestro objetivo es mostrar la siguiente desigualdad que es la clave de la
demostración del teorema. Sea q > 1 suficientemente grande, a elegir. Veamos que
dado 0 < λ < 1, para todo t > 0, se satisface la siguiente desigualdad de tipo buenas-λ

(3.14) |Ωq t ∩Q| ≤ c λ |Ωt ∩Q| + c

(

c0 ã(Q)

λ t

)r

|Q|,

donde c ≥ 1 depende de n, ‖a‖Dr y g.

Si 0 < t ≤ c0 ã(Q) y 0 < λ < 1, (3.14) es inmediata:

|Ωq t ∩Q| ≤ |Q| <
(

c0 ã(Q)

λ t

)r

|Q| ≤ c λ |Ωt ∩Q| + c

(

c0 ã(Q)

λ t

)r

|Q|.

Para estudiar el otro caso (t > c0 ã(Q)), construimos una malla de Rn adaptada
al cubo fijado Q. Esta malla se forma considerando traslaciones y dilataciones de la
estructura diádica clásica del siguiente modo: dado Q =

∏n
i=1

[

ai, ai+ℓ(Q)
)

, denotamos
por DQ a la colección de cubos diádicos inducidos por Q y por DQ,k a su k-ésima
generación. Esto es:

DQ =
⋃

k∈Z

DQ,k

y, para cada k ∈ Z, DQ,k es el conjunto de cubos de la forma:

n
∏

i=1

[

ai + 2k mi ℓ(Q), ai + 2k (mi + 1) ℓ(Q)
)

,

con m1, m2, . . . , mn ∈ Z. Por construcción, esta descomposición diádica tiene las si-
guientes caracteŕısticas:

(i) Si R ∈ DQ,k entonces, ℓ(R) = 2k ℓ(Q).
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3. Automejora Lp

(ii) Si R1, R2 ∈ DQ y R1 ∩R2 6= Ø entonces, o bien R1 ⊂ R2 o bien R1 ⊃ R2.

(iii) Rn =
⋃

R∈DQ,k

R, {R}R∈DQ,k
es una familia de cubos disjuntos dos a dos yQ ∈ DQ,0.

Una vez construida la malla diádica, establecemos la siguiente versión del lema de
recubrimiento de Whitney:

Teorema 3.16 Dados Q ⊂ Rn y Ω un subconjunto propio y abierto de Rn, existe una
familia de cubos de Whitney {Qi}i ⊂ DQ con las siguientes propiedades:

(a) Ω =
⋃

i

Qi.

(b) Los cubos son maximales respecto a la inclusión y, aśı, disjuntos dos a dos.

(c) ℓ(Qi) < d(Qi,Ω
c) ≤ 4 ℓ(Qi) y por lo tanto, 10Qi ∩ Ωc 6= Ø.

Obsérvese que Ωt (dado por (3.11)) es un conjunto abierto, pues es un conjunto de
nivel de MG (función semicontinua inferiormente). Además, sabemos que G ∈ L1(Rn)
y |Ωt| <∞, y por lo tanto, Ωt ( Rn. Entonces, podemos aplicar el teorema anterior a
Ωt y obtenemos el siguiente resultado:

Lema 3.17 Dados Q, t > 0 y G ∈ L1(Rn). Tomamos Ωt definido por (3.11) y {Qt
i}i

su familia de cubos de Whitney. Entonces, se verifican las siguientes propiedades:

(d) M
(

Gχ(2 Qt
i)

c

)

(x) ≤ 23n t, para todo x ∈ Qt
i.

(e) −
∫

2k Qt
i

Gdx ≤ 10n t, para todo k ≥ 1.

Aśı, dada la estructura diádica DQ y aplicando el Teorema 3.16 y el Lema 3.17,
cubrimos el conjunto Ωt con la familia de cubos de Whitney {Qt

i}i, para cada t >
c0 ã(Q). Además, como consecuencia de (3.13) y t > c0 ã(Q), tenemos que |Ωt| < |Q|.
Esto junto con el hecho de que Qt

i ⊂ Ωt implica que para todo i:

(3.15) ℓ(Qt
i) < ℓ(Q).

A continuación estudiamos |Ωq t ∩ Q|: utilizando que los conjuntos de nivel están
anidados, escribimos la siguiente cadena de igualdades

|Ωq t ∩Q| = |Ωq t ∩ Ωt ∩Q| =
∑

i

∣

∣{x ∈ Qt
i ∩Q : MG(x) > q t}

∣

∣.
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Debido a que en el sumatorio anterior sólo contribuyen aquellos Qt
i tales que Qt

i∩Q 6= Ø,
de ahora en adelante, sólo consideramos los cubos Qt

i ⊂ Q (pues, Qt
i∩Q 6= Ø, los cubos

Qt
i son diádicos respecto a Q y verifican (3.15)).

Por otro lado, utilizando el apartado (d) del Lema 3.17, podemos localizar G(x)
cuando x ∈ Qt

i del siguiente modo:

MG(x) ≤ M(Gχ2 Qt
i
)(x) +M(Gχ(2 Qt

i)
c)(x) ≤M(Gχ2 Qt

i
)(x) + 23n t.

De este modo, si q > 23n, tenemos que

(3.16) |Ωq t ∩Q| ≤
∑

i:Qt
i⊂Q

∣

∣{x ∈ Qt
i : M(Gχ2 Qt

i
)(x) > (q − 23n) t}

∣

∣.

Notar que a pesar de que la estimación de G está localizada al cubo 2Qt
i esta función

involucra a Q en su término StQf . Para reemplazar StQf por StQt
i

f , necesitamos el

siguiente resultado:

Proposición 3.18 Para todo x ∈ 2Qt
i, se tiene que

∣

∣St
Qt

i

f(x) − StQf(x)
∣

∣ ≤ C1

(

t+ ã(Q)
)

,

donde C1 depende de n, ‖a‖D1 y g.

Observación 3.19 En la demostración de este resultado sólo utilizaremos que a ∈ D1

y no la condición más fuerte a ∈ Dr.

Aśı, para t > c0 ã(Q), tenemos:

M(Gχ2 Qt
i
)(x) = M

(

|f − StQ |χ2 Qt
i

)

(x)

≤M
(

|f − St
Qt

i

f |χ2Qt
i

)

(x) + C1

(

t+ ã(Q)
)

≤M
(

|f − StQt
i

f |χ2Qt
i

)

(x) + C1 (1 + c−1
0 ) t.

Ahora elegimos q suficientemente grande de modo que b = q − 23n − C1 (1 + c−1
0 ) > 0

y tomamos 0 < λ < 1. Entonces, la estimación anterior junto con (3.16) implican que

|Ωq t ∩Q| ≤
∑

i:Qt
i⊂Q

∣

∣{x ∈ Qt
i : M

(

(f − St
Qt

i

f)χ2Qt
i

)

(x) > b t}
∣

∣(3.17)

=
∑

Γ1

· · · +
∑

Γ2

· · · = I + II,
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donde

Γ1 =
{

Qt
i ⊂ Q : −

∫

2 Qt
i

|f−StQt
i

f | dx ≤ λ t
}

y Γ2 =
{

Qt
i ⊂ Q : −

∫

2 Qt
i

|f−StQt
i

f | dx > λ t
}

.

Estudiamos cada uno de los sumandos por separado. Para I utilizamos que la función
maximal es de tipo débil (1, 1) y el Teorema 3.16, y obtenemos que

I ≤ 3n

b t

∑

Γ1

∫

2 Qt
i

|f − St
Qt

i

f | dx ≤ λ 6n

b

∑

i:Qt
i⊂Q

|Qt
i| ≤

λ 6n

b
|Ωt ∩Q|.

Para estimar II primero recordamos que a ∈ Dr ⊂ D1 y observamos que el hecho de
que Qt

i ∈ Γ2 y el Lema 3.15 implican que

(3.18) λ t < −
∫

2 Qt
i

|f − St
Qt

i

f | dx ≤ ‖a‖D1 a(2Qt
i)

y por lo tanto,

1 < ‖a‖r
D1

(

a(2Qt
i)

λ t

)r

.

Aśı, la siguiente desigualdad es inmediata

II ≤
∑

Γ2

|Qt
i| ≤ ‖a‖r

D1

∑

i:Qt
i⊂Q

(

a(2Qt
i)

λ t

)r

|2Qt
i|.

El siguiente paso es aplicar la condición Dr, aunque no podemos hacerlo directamente
debido a que los cubos de la familia {2Qt

i}i pueden no ser disjuntos dos a dos. Sin
embargo, como veremos más adelante, {2Qt

i}i ⊂ 2Q y además estos cubos pueden ser
separados en cn (con cn ≤ 144n) familias Fj de cubos disjuntos dos a dos. Entonces
podemos utilizar la condición a ∈ Dr sobre cada familia Fj y aśı, obtenemos que

II ≤ ‖a‖r
D1

cn
∑

j=1

∑

i:Qt
i∈Fj

(

a(2Qt
i)

λ t

)r

|2Qt
i| ≤ ‖a‖r

D1
cn

(‖a‖Dr
a(2Q)

λ t

)r

|2Q|

. ‖a‖r
Dr

(

c0 ã(Q)

λ t

)r

|Q|.

Volviendo a (3.17) con las estimaciones obtenidas para I y II, concluimos que

|Ωq t ∩Q| < cλ |Ωt ∩Q| + c

(

c0 ã(Q)

λ t

)r

|Q|,
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para todo t > c0 ã(Q) y donde c depende de n, ‖a‖Dr y g.

Para completar la demostración de (3.14) tenemos que probar la afirmación anterior:
{2Qt

i}i ⊂ 2Q y los cubos pueden ser separados en cn (con cn ≤ 144n) familias Fj de
cubos disjuntos dos a dos.

El hecho de que 2Qt
i ⊂ 2Q es consecuencia de (3.15): si x ∈ 2Qt

i y xi y xQ son los
centros de Qt

i y Q, respectivamente, entonces

|x− xQ| ≤ |x− xi| + |xi − xQ| ≤ ℓ(Qt
i) +

1

2
ℓ(Q) ≤ ℓ(Q),

por lo tanto, x ∈ 2Q. Obsérvese que hemos usado que Q, Qt
i ∈ DQ y (3.15) implican

que ℓ(Qt
i) ≤ ℓ(Q)/2.

Veamos ahora que 2Qt
i ⊂ Ωt, para todo i: primero, fijamos x ∈ 2Qt

i, y por lo
tanto d(x,Qt

i) ≤ ℓ(Qt
i)/2. Esto junto con la definición de distancia y la propiedad

fundamental del ı́nfimo implica que dado ǫ > 0 existe xǫ ∈ Qt
i tal que

|x− xǫ| ≤ d(x,Qt
i) + ǫ ≤ ℓ(Qt

i)

2
+ ǫ.

Por lo tanto, si y ∈ Ωc
t , tenemos que

d(Qt
i,Ω

c
t) ≤ |xǫ − y| ≤ |x− y| + |xǫ − x| ≤ |x− y| +

ℓ(Qt
i)

2
+ ǫ.

Puesto que la desigualdad anterior se satisface para todo x ∈ 2Qt
i, y ∈ Ωc

t y para todo
ǫ > 0, podemos utilizar de nuevo la definición de distancia y escribir que

d(Qt
i,Ω

c
t) ≤ d(2Qt

i,Ω
c
t) +

ℓ(Qt
i)

2
.

Por último, observamos que esta desigualdad y el apartado (c) del Teorema 3.16 im-
plican que

(3.19) 0 <
ℓ(Qt

i)

2
< d(2Qt

i,Ω
c
t) ≤ 4 ℓ(Qt

i),

y en particular, 2Qt
i ⊂ Ωt, para todo i.

Veamos ahora que para cada x ∈ Ωt, se tiene que si x ∈
⋂k

i=1 2Qt
i, entonces k ≤ 48n:

sea d = d(x,Ωc
t) > 0, comprobamos que

(3.20)
k
⋃

i=1

2Qt
i ⊂ Q(x, 8 d),
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3. Automejora Lp

donde Q(x, 8 d) es el cubo centrado en x con lado de longitud 8 d. Para ello tomamos
y ∈ ⋃k

i=1 2Qt
i. Aśı, x, y ∈ 2Qt

i0
para algún 1 ≤ i0 ≤ k y de (3.19) se sigue que

|y − x| ≤ 2 ℓ(Qt
i0

) < 4 d(2Qt
i0
,Ωc

t) ≤ 4 d(x,Ωc
t) = 4 d.

Por lo tanto, y ∈ Q(x, 8 d), y queda probado (3.20). Por otro lado, el hecho de que
x ∈ ⋂k

i=1 2Qt
i y (3.19) implican que

d = d(x,Ωc
t) ≤ d(2Qt

i,Ω
c
t) + ℓ(2Qt

i) ≤ 6 ℓ(Qt
i).

Por último, utilizando que los cubos de Whitney son disjuntos dos a dos, la estimación
previa y (3.20), obtenemos que k ≤ 48n:

(

d

6

)n

k ≤
k
∑

i=1

|Qt
i| =

∣

∣

∣

k
⋃

i=1

Qt
i

∣

∣

∣
≤
∣

∣

∣

k
⋃

i=1

2Qt
i

∣

∣

∣
≤
∣

∣Q(x, 8 d)
∣

∣ = (8 d)n.

Con todo esto, podemos concluir que
∑

i χ2 Qt
i
≤ 48n χ2 Q.

Para terminar necesitamos el siguiente resultado, cuya demostración se encuentra
en la Sección 3.2.2:

Proposición 3.20 Dado un cubo Q y F = {Qi}i una familia de subcubos de Q con
∑

i χQi
(x) ≤ N , para algún 1 ≤ N < ∞. La familia F se puede dividir en a lo más

3nN subfamilias y cada una de ellas está formada por cubos disjuntos dos a dos.

Aplicando la proposición anterior, descomponemos {2Qt
i}i en cn (con cn ≤ 144n) fa-

milias {Fj}cn
j=1 de cubos disjuntos dos a dos. De este modo, concluimos la demostración

de (3.14).

Para completar la demostración del Teorema 3.1 fijamos N > 0 y de (3.14) se sigue
que

sup
0<t≤N/q

tr
|Ωq t ∩Q|

|Q| ≤ c λ sup
0<t≤N/q

tr
|Ωt ∩Q|

|Q| + c

(

c0 ã(Q)

λ

)r

≤ c λ sup
0<t≤N

tr
|Ωt ∩Q|

|Q| + c

(

c0 ã(Q)

λ

)r

.

Cambiando de variable y multiplicando ambos miembros de la desigualdad anterior
por qr, obtenemos

(3.21) sup
0<t≤N

tr
|Ωt ∩Q|

|Q| ≤ c λ qr sup
0<t≤N

tr
|Ωt ∩Q|

|Q| + c qr

(

c0 ã(Q)

λ

)r

.
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Si tomamos 0 < λ < mı́n{1, (c qr)−1}, podemos esconder el primer término en el lado
derecho de la desigualdad anterior, ya que

sup
0<t≤N

tr
|Ωt ∩Q|

|Q| ≤ N r <∞,

y conseguimos que

sup
0<t≤N

tr
|Ωt ∩Q|

|Q| ≤ C ã(Q)r.

Aśı, basta tomar el ĺımite cuando N → ∞ para concluir que

‖MG‖Lr,∞,Q ≤ C ã(Q).

Esta estimación junto con el teorema de diferenciación de Lebesgue implican la esti-
mación deseada (3.2).

3.2.2. Demostración de los resultados auxiliares

Demostración del Lema 3.15 Cubrimos el cubo k R con la familia {Ri}kn

i=1 formada
por subcubos de k R, disjuntos dos a dos y con lados de longitud ℓ(R) (y por lo tanto
tRi

= tR). De este modo, podemos escribir:

∫

k R

|f − StRf | dy =

kn
∑

i=1

∫

Ri

|f − StRf | dy =

kn
∑

i=1

∫

Ri

|f − StRi
f | dy.

Para estimar la última suma utilizamos que f satisface (3.1) y a ∈ D1 y obtenemos
que

kn
∑

i=1

∫

Ri

|f − StRi
f | dy ≤

kn
∑

i=1

a(Ri) |Ri| ≤ ‖a‖D1 a(k R) |k R|.

De este modo, tenemos que

−
∫

k R

|f − StRf | dy ≤ ‖a‖D1 a(k R).

Demostración del Teorema 3.16 A pesar de que la prueba de este resultado es
clásica (ver por ejemplo [Gra]), la escribimos con detalle debido a que para nosotros
es crucial tener cubos diádicos en DQ. Recordemos que DQ es la colección de cubos
diádicos inducidos por Q y DQ,k es la colección formada por cubos de la k-ésima
generación, esto es, con lado 2k ℓ(Q).
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3. Automejora Lp

Fijamos Q y definimos Ω =
⋃

k∈Z
Ωk, donde

Ωk =
{

x ∈ Ω : 2k ℓ(Q) < d(x,Ωc) ≤ 2k+1 ℓ(Q)
}

.

Tomamos la familia F dada por

F =
⋃

k∈Z

{

R ∈ DQ,k : R ∩ Ωk+1 6= Ø
}

.

Vamos a comprobar que los cubos de F tienen las propiedades (a) y (c). En primer
lugar, satisfacen (c): si R ∈ F , existe k ∈ Z tal que R ∈ DQ,k y R ∩ Ωk+1 6= Ø. Por lo
tanto, existe algún x ∈ R ∩ Ωk+1 con

d(x,Ωc) ≤ ℓ(R) + d(R,Ωc) y 2k+1 ℓ(Q) < d(x,Ωc) ≤ 2k+2 ℓ(Q).

De estas observaciones se sigue que

ℓ(R) = 2k ℓ(Q) < d(x,Ωc) − 2k ℓ(Q) = d(x,Ωc) − ℓ(R) ≤ d(R,Ωc) ≤ d(x,Ωc)

≤ 2k+2 ℓ(Q) = 4 ℓ(R),

consecuentemente, ℓ(R) < d(R,Ωc) ≤ 4 ℓ(R).

Para mostrar que 10R ∩ Ωc 6= Ø utilizamos la definición de distancia y la propiedad
fundamental del ı́nfimo. Pues éstas nos aseguran que existe y0 ∈ Ωc tal que d(y0, R) <
d(R,Ωc) + ℓ(R)/2, y esto junto con la propiedad que acabamos de probar implica que

|y0 − xR| ≤ d(y0, R) +
1

2
ℓ(R) < d(R,Ωc) + ℓ(R) ≤ 5 ℓ(R),

donde xR es el centro de R. Aśı, y0 ∈ 10R ∩ Ωc y (c) queda probada.

Ahora comprobamos (a): Ω =
⋃

R∈F R. Notar que (c) implica que la distancia de
cada cubo R ∈ F a Ωc es estrictamente positiva, y por lo tanto,

⋃

R∈F R ⊂ Ω. La otra
inclusión es consecuencia de que Ω =

⋃

k Ωk junto con el hecho de que cada generación
de cubos diádicos proporciona una partición del espacio (ver (iii) en la página 39).

Notar que los cubos de la colección F no son necesariamente disjuntos dos a dos.
Para solucionarlo seleccionamos los cubos maximales de F , eliminando aquellos que
están contenidos en algún otro de la colección. Esto es, para cada cubo R ∈ F seleccio-
namos el único (pues los cubos son diádicos) cubo maximal Rmáx ∈ F que contiene a
R. Veamos por reducción al absurdo que tal cubo existe: en caso contrario tendŕıamos
una sucesión creciente infinita de cubos {Rk}k≥1 ⊂ F contenidos en R y verificando
(c) (pues estos cubos están en F). En particular, verifican que

ℓ(Rk) < d(Rk,Ω
c) ≤ d(R,Ωc) ≤ 4 ℓ(R),
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3.2. Demostraciones

para cada k ≥ 1. Lo que nos conduce a una contradicción. Aśı, tales cubos maximales
existen y {Qi}i es esta familia de cubos. Además, por maximalidad, estos cubos son
disjuntos dos a dos.

Demostración del Lema 3.17 Ya hemos observado que Ωt es un conjunto propio y
abierto de Rn, y por lo tanto, podemos aplicar el Teorema 3.16 para cubrir Ωt con la
familia de cubos de Whitney {Qt

i}i ⊂ DQ.
Fijamos un cubo Qt

i y x ∈ Qt
i. Veamos que cualquier otro cubo R tal que x ∈ R y

R ∩ (2Qt
i)

c 6= Ø satisface que ℓ(Qt
i) ≤ 2 ℓ(R): tomamos y ∈ R ∩ (2Qt

i)
c y denotamos

por xR y xi a los centros de R y Qt
i respectivamente. Entonces, tenemos que

ℓ(Qt
i) ≤ |y − xi| ≤ |y − xR| + |xR − x| + |x− xi| ≤

1

2
ℓ(R) +

1

2
ℓ(R) +

1

2
ℓ(Qt

i).

De donde se sigue que ℓ(Qt
i) ≤ 2 ℓ(R).

Por otro lado, el apartado (c) del Teorema 3.16 nos asegura que existe z ∈ 10Qt
i∩Ωc

t .
Además, z ∈ 23R:

|z − xR| ≤ |z − xi| + |xi − x| + |x− xR| ≤
10

2
ℓ(Qt

i) +
1

2
ℓ(Qt

i) +
1

2
ℓ(R) ≤ 23

2
ℓ(R).

Por último, utilizando que z ∈ 23R ∩ Ωc
t , tenemos que

−
∫

R

Gχ(2 Qt
i)

c dy ≤ 23n −
∫

23 R

Gdy ≤ 23nMG(z) ≤ 23n t,

puesto que z ∈ Ωc
t . Tomando el supremo sobre los cubos R tales que R ∋ x y R ∩

(2Qt
i)

c 6= Ø, conseguimos la estimación deseada (d).

Para comprobar (e) volvemos a utilizar el apartado (c) del Teorema 3.16 y tomamos
z ∈ 10Qt

i ∩ Ωc
t . Entonces, si 0 ≤ k ≤ 3, tenemos que

−
∫

2k Qt
i

Gdx ≤ 10n −
∫

10 Qt
i

Gdx ≤ 10nMG(z) ≤ 10n t;

y si k ≥ 4,

−
∫

2k Qt
i

Gdx ≤MG(z) ≤ t,

pues z ∈ 10Qt
i ∩ Ωc

t ⊂ 2k Qt
i ∩ Ωc

t .

Demostración de la Proposición 3.18 Elegimos ki ∈ Z tal que

(3.22) ℓ(Q) = 2ki ℓ(Qt
i),
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3. Automejora Lp

pues Q,Qt
i ∈ DQ. Entonces, (3.15) y Qt

i ∈ DQ implican que ℓ(Qt
i) ≤ ℓ(Q)/2, y por lo

tanto,

(3.23) ki ≥ 1 y 2ki Qt
i ⊂ 2Q.

Por otro lado, la regla de la conmutación implica que para cada x ∈ 2Qt
i:

∣

∣St
Qt

i

f(x) − StQf(x)
∣

∣ ≤
∣

∣St
Qt

i

(

f − StQf
)

(x)
∣

∣ +
∣

∣StQ

(

f − St
Qt

i

f
)

(x)
∣

∣ = I + II.

Estimamos cada término por separado. Primero observamos que (3.23) implica que
si y ∈ 2ki Qt

i entonces, y ∈ 2Q ⊂ 4Q, y por lo tanto
∣

∣f(y) − StQf(y)
∣

∣ = G(y). Aśı,
tenemos que

I =
∣

∣St
Qt

i

(

f − StQf
)

(x)
∣

∣ ≤ 1

|Qt
i|

∫

Rn

g

( |x− y|m
tQt

i

)

∣

∣f(y) − StQf(y)
∣

∣ dy(3.24)

=
1

|Qt
i|

∫

2ki Qt
i

· · · dy +
1

|Qt
i|

∫

(2ki Qt
i)

c

· · · dy

≤ 1

|Qt
i|

∫

Rn

g

( |x− y|m
tQt

i

)

G(y) dy +
1

|Qt
i|

∫

(2ki Qt
i)

c

· · · dy = I1 + I2.

Estudiamos I1: para beneficiarnos del decaimiento de g, escribimos Rn como la
unión de los anillos {Ck(Qt

i)}k≥2. Recordemos que si x ∈ 2Qt
i e y ∈ Ck(Qt

i) entonces,
se verifica (2.1):

|x− y|m
tQt

i

≥ λk, donde λk =

{

0, si k = 2,

2m (k−3), si k ≥ 3.

Esta observación y el apartado (e) del Lema 3.17 implican la siguiente estimación:

I1 ≤
1

|Qt
i|
∑

k≥2

g(λk)

∫

Ck(Qt
i)

Gdy ≤
∑

k≥2

2n k g(λk)−
∫

2k Qt
i

Gdy ≤ 10n t
∑

k≥2

2n k g(λk)

≤ C t.

Continuamos estudiando I2. Aplicamos (3.22), (3.23), el Lema 3.15 y utilizamos
que Ck(Qt

i) ⊂ 2k Qt
i ⊂ 2k Q:

I2 =
1

|Qt
i|
∑

k≥ki+1

∫

Ck(Qt
i)

g

( |x− y|m
tQt

i

)

∣

∣f(y) − StQf(y)
∣

∣dy

≤ 2n ki

|Q|
∑

k≥ki+1

g(λk)

∫

Ck(Qt
i)

|f − StQf | dy
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≤ 1

|Q|
∑

k≥ki+1

2n k g(λk)

∫

Ck(Qt
i)

|f − StQf | dy

≤ 1

|Q|
∑

k≥2

2n k g(λk)

∫

2k Q

∣

∣f − StQf
∣

∣ dy

≤ ‖a‖D1

∑

k≥2

22n k g(λk) a(2k Q)

≤ C ã(Q).

Obsérvese que de las estimaciones obtenidas para I1 y I2 se sigue que I . t+ ã(Q).

Ahora vamos a mostrar que II . ã(Q). Primero notar que (3.22) implica que
2k Qt

i ⊂ 2k−ki+1Q, para cada k ≥ ki. Argumentando como antes, utilizando los cálculos
del Lema 3.15, que a ∈ D1, (3.22) y (3.23), conseguimos la estimación buscada:

II ≤ 1

|Q|

∫

Rn

g

( |x− y|m
tQ

)

∣

∣f(y) − St
Qt

i

f(y)
∣

∣ dy

=
1

|Q|

∫

2ki+1 Qt
i

· · · dy +
1

|Q|

∫

(2ki+1 Qt
i)

c

· · · dy

≤ g(0)

|Q|

∫

2ki+1 Qt
i

∣

∣f − StQt
i

f
∣

∣ dy +
1

|Q|
∑

k≥ki+2

g

(

λk tQt
i

tQ

)
∫

2k Qt
i

∣

∣f − StQt
i

f
∣

∣ dy

≤ g(0) ‖a‖D1 a(4Q)
|4Q|
|Q| + ‖a‖D1

∑

k≥ki+2

g
(

2m (k−ki−3)
)

a(2k−ki+1Q)
|2k−ki+1Q|

|Q|

≤
∑

k≥2

g
(

2m (k−4)
)

a(2k Q) 2k n

≤ C ã(Q).

Para demostrar la Proposición 3.20 necesitamos el siguiente resultado:

Proposición 3.21 Dado un cubo Q, cualquier familia F = {Qi}i de subcubos de Q
con

∑

i χQi
(x) ≤ N , para algún 1 ≤ N < ∞, tiene un cubo con tamaño máximo

Qmax ∈ F tal que |Qmax| = supQi∈F
|Qi|.

Demostración Sean ℓ0 = supQi∈F
ℓ(Qi) y k ≥ 0 tal que 2−(k+1) ℓ(Q) < ℓ0 ≤ 2−k ℓ(Q).

Sean Nk = (2k+1 + 1)
n

y {xi}Nk
i=1 el conjunto de vértices de todos los subcubos diádicos

de Q con lados de longitud 2−(k+1) ℓ(Q).
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Supongamos que tal cubo Qmax no existe. Entonces, tendŕıamos que #F∞ = ∞,
donde

F∞ = {P ∈ F : 2−(k+1) ℓ(Q) < ℓ(P ) < ℓ0}.
Definimos la siguiente partición de F∞:

Fi = {P ∈ F∞ : xi ∈ P}, para cada 1 ≤ i ≤ Nk.

Observamos que F∞ =
⋃

i Fi (notar que ℓ(P ) > 2−(k+1) ℓ(Q) y para cada x ∈ Q existe
xj tal que |x− xj| < 2−(k+1) ℓ(Q)).

Como #F∞ = ∞, alguna de estas familias, digamos F1, tiene infinitos cubos, y
esto nos conduce a una contradicción (pues por la propiedad de solapamiento N ≥
∑

P∈F1
χP (x1) = ∞).

Demostración de la Proposición 3.20 Descomponemos F en las diferentes subfa-
milias de cubos disjuntos dos a dos que describimos a continuación. Por recurrencia
formamos F1 = {Q1

1, Q
1
2, Q

1
3, . . .} del siguiente modo:

|Q1
1| = sup{|Qi| : Qi ∈ F}

|Q1
2| = sup{|Qi| : Qi ∈ F , Qi ∩Q1

1 = Ø}
. . .

|Q1
j | = sup{|Qi| : Qi ∈ F , Qi ∩

(

j−1
⋃

k=1

Q1
k

)

= Ø}.

Notar que la existencia de cualquiera de estos cubos es consecuencia de la Proposición
3.21 y, por construcción, F1 es una subfamilia de F formada por cubos disjuntos dos
a dos.

Trabajamos con F \F1 y siguiendo el mismo esquema definimos una nueva familia
de cubos disjuntos dos a dos F2. De este modo encontramos las familias F1, F2, . . . ,Fk.

Obtenemos una cota para k: tomamos P ∈ Fk, esto implica que P /∈ Fj para
1 ≤ j ≤ k − 1 y, por construcción, sabemos que existe Qj ∈ Fj con 1 ≤ j ≤ k − 1
de modo que Qj ∩ P 6= Ø y |Qj| ≥ |P |. Escribimos Qk = P y denotamos por {xj}3n

j=1

al conjunto de vértices de todos los subcubos diádicos de P con lados de longitud
2−1 ℓ(P ). Entonces, por la propiedad de solapamiento, tenemos la siguiente cota:

k = #{Q1, . . . , Qk} = #

3n
⋃

j=1

{Qi : 1 ≤ i ≤ k, xj ∈ Qi}

≤
3n
∑

j=1

#{Qi : 1 ≤ i ≤ k, xj ∈ Qi} ≤
3n
∑

j=1

N = 3nN.
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3.2.3. Demostración del Teorema 3.3

Seguimos los pasos de la demostración del Teorema 3.1 de modo que sólo escribimos
con detalle aquellos puntos donde ambas pruebas difieran.

Fijamos un cubo Q y suponemos que ã(Q) <∞, donde

ã(Q) =
∑

k≥0

22 n k g
(

2m (k−5)−3
)

a(2k Q).

Tomamos la función G(x) =
∣

∣f(x) − StQf(x)
∣

∣χ4 Q(x) y los conjuntos de nivel Ωt =
{x ∈ Rn : MG(x) > t}. Sabemos que G ∈ L1(Rn) y satisface (3.12) y que Ωt ( Rn es
un abierto propio de Rn y verifica (3.13), donde hemos usado que a ∈ D1.

Recordemos que w ∈ A∞ implica que existe 1 < s1 ≤ ∞ tal que w ∈ RHs1. En
particular, para cualquier cubo Q y cualquier conjunto medible S ⊂ Q, se satisface
(2.2) y w es doblante.

Tomamos q > 1 suficientemente grande, a elegir. Veamos que se satisface la siguiente
versión con peso de (3.14): dado 0 < λ < 1, para todo t > 0,

(3.25) w(Ωq t ∩Q) ≤ c λ1/s′1 w(Ωt ∩Q) + c

(

c0 ã(Q)

λ t

)r

w(Q),

con c ≥ 1 depende de n, r, w, ‖a‖Dr(w), ‖a‖D1 y g. De esta desigualdad, la demostración
sigue los mismos pasos que la del Teorema 3.1. Veamos (3.25): si 0 < t ≤ c0 ã(Q), es
trivial:

w(Ωq t ∩Q) ≤ w(Q) <

(

c0 ã(Q)

λ t

)r

w(Q) ≤ c λ
1
s′
1 w(Ωt ∩Q) + c

(

c0 ã(Q)

λ t

)r

w(Q).

Si t > c0 ã(Q), aplicamos el Teorema 3.16 y el Lema 3.17 y escribimos Ωt como
unión de cubos de Whitney {Qt

i}i. Utilizamos la Proposición 3.18 (la cual sólo necesita
propiedades de la descomposición de Whitney y la condición D1, ver la Observación
3.19) y argumentando como en (3.16) y (3.17), obtenemos que

w(Ωq t ∩Q) ≤
∑

i:Qt
i⊂Q

w
(

{x ∈ Qt
i : M

(

(f − St
Qt

i

f)χ2 Qt
i

)

(x) > b t}
)

=
∑

Γ1

· · · +
∑

Γ2

· · · = I + II,

donde Γ1 y Γ2 son los conjuntos definidos en la demostración del Teorema 3.1.
Para estimar I utilizamos (2.2), que la función maximal es de tipo débil (1, 1) y el

Teorema 3.16, y tenemos que

I ≤ c
∑

Γ1

(

∣

∣

{

x ∈ Qt
i : M

(

(f − StQt
i

f)χ2 Qt
i

)

(x) > b t
}
∣

∣

|Qt
i|

)

1
s′
1

w(Qt
i)
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≤ c
1

(b t)
1
s′
1

∑

Γ1

(

−
∫

2 Qt
i

|f − St
Qt

i

f | dx
)

1
s′
1
w(Qt

i)

≤ c λ
1

s′
1

∑

i:Qt
i⊂Q

w(Qt
i)

≤ c λ
1

s′
1 w(Ωt ∩Q),

donde la constante c depende de n, r, w, ‖a‖D1 y g.
Por otro lado, siguiendo los cálculos de la estimación de II en la demostración del

Teorema 3.1 (reemplazando la medida de Lebesgue por w) y utilizando el Lema 3.15,
que w es doblante y a ∈ Dr(w) ∩D1, concluimos que

II ≤ c

(

a(Q)

λ t

)r

w(Q) ≤ c

(

c0 ã(Q)

λ t

)r

w(Q),

la constante c depende de r, w, ‖a‖Dr(w) y ‖a‖D1.
De las estimaciones obtenidas para I y II, probamos (3.25) y de este modo com-

pletamos la demostración.

3.2.4. Demostración del Teorema 3.8

Sigue los pasos de las demostraciones del Teorema 3.1 y del Teorema 3.3.
Sea s = máx{r, s0}, donde s0 es tal que w ∈ As0 . Fijamos Q y suponemos que

ã(Q) <∞ donde

ã(Q) =
∑

k≥0

2n k (1+s/r) g
(

2m (k−5)−3
)

a(2k Q).

Consideramos la función G y los conjuntos de nivel Ωt dados por (3.10) y (3.11),
respectivamente.

Bajo nuestras condiciones, conseguimos un resultado análogo al Lema 3.15 para
funcionales a ∈ Dr(w) (sin utilizar la condición a ∈ D1, la demostración está al final
de la sección):

Lema 3.22 Bajo las hipótesis del Teorema 3.8, para cada cubo R y k ∈ N, se tiene la
siguiente estimación:

−
∫

k R

|f − StRf | dx ≤ C0 k
n (s/r−1) a(k R),

donde C0 depende de w, r y ‖a‖Dr(w) y s = máx{r, s0} con s0 tal que w ∈ As0.
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Procediendo como en la demostración del Teorema 3.3, este resultado nos permite
obtener los análogos de (3.12) y (3.13):

‖G‖L1(Rn) ≤
c0
4n
ã(Q) |Q| <∞ y |Ωt| <

c0 ã(Q)

t
|Q|,

con c0 = C0/g(1), C0 es la constante que aparece en el Lema 3.22.

Eligiendo ahora q > 1 suficientemente grande, nuestro objetivo es conseguir (3.25).
Pues una vez obtenida, la demostración sigue los mismos pasos que la del Teorema 3.3,
por lo que omitimos los detalles.

Si 0 < t ≤ c0 ã(Q), (3.25) es trivial.

Si t > c0 ã(Q), escribimos Ωt como unión de cubos de Whitney {Qt
i}i (con las

propiedades citadas en el Teorema 3.16 y Lema 3.17).

En este contexto, tenemos la siguiente extensión de la Proposición 3.18:

Proposición 3.23 Bajo las hipótesis del Teorema 3.8, si x ∈ 2Qt
i, se tiene que

∣

∣St
Qt

i

f(x) − StQf(x)
∣

∣ ≤ C1

(

t+ ã(Q)
)

,

donde C1 depende de n, ‖a‖Dr(w), g y w.

3.2.5. Demostración de los resultados auxiliares

Demostración del Lema 3.22 Cubrimos k R con {Ri}kn

i=1, familia de subcubos de
k R, disjuntos dos a dos y con lados de longitud ℓ(R), y escribimos

∫

k R

|f − StRf | dy =

kn
∑

i=1

∫

Ri

|f − StRi
f | dy ≤

kn
∑

i=1

a(Ri) |Ri|.(3.26)

Estudiamos primero el caso 1 < r <∞. Utilizando que a ∈ Dr(w) y la desigualdad
de Hölder, tenemos que

kn
∑

i=1

a(Ri) |Ri| ≤ |k R| k−n

( kn
∑

i=1

a(Ri)
r w(Ri)

)
1
r
( kn
∑

i=1

w(Ri)
− r′

r

)
1
r′

(3.27)

≤ |k R| k−n ‖a‖Dr(w) a(k R)w(kR)
1
r

( kn
∑

i=1

w(Ri)
− r′

r

)
1
r′

.
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Utilizando ahora, la desigualdad de Jensen para la función convexa t 7→ t−s′/s junto
con el hecho de que s ≥ r y w ∈ As0 ⊂ As, obtenemos que

kn
∑

i=1

w(Ri)
− r′

r ≤ |R|− r′

r

kn
∑

i=1

(

−
∫

Ri

w− s′

s dx

)
s−1
r−1

(3.28)

≤ |R|− r′

r

(

1

|R|

kn
∑

i=1

∫

Ri

w− s′

s dx

)
s−1
r−1

≤ |R|− r′

r kn s−1
r−1

(

−
∫

k R

w− s′

s dx

)
s−1
r−1

≤ C kn s−1
r−1 |R|− r′

r

(

−
∫

k R

w dx

)− 1
r−1

≤ C kn s
r−1 w(k R)−

1
r−1 .

Para concluir este caso basta unir las estimaciones obtenidas.

Caso r = 1. Primero observamos que w satisface (2.2) con p = s0 (pues w ∈ As0)
y, en particular,

(3.29) C−1 k−n s0 w(k R) ≤ w(Ri).

Entonces, la desigualdad anterior y a ∈ D1(w) implican que

kn
∑

i=1

a(Ri) |Ri| =
kn
∑

i=1

a(Ri)w(Ri)
|Ri|
w(Ri)

≤ C kn s0
|R|

w(k R)

kn
∑

i=1

a(Ri)w(Ri)(3.30)

≤ C kn s0 |R| a(k R).

Esta estimación junto con (3.26) muestra el caso r = 1.

Antes de demostrar la Proposición 3.23 tenemos que ver el siguiente resultado
donde recordamos que estamos trabajando bajo la hipótesis de que {St}t>0 forma un
semigrupo.

Lema 3.24 Dados R1 y R2 dos cubos tales que R1 ∩ R2 6= Ø y ℓ(R1) ≤ ℓ(R2). Si
w ∈ As0, a ∈ Dr(w) para algún 1 ≤ r < ∞ y f ∈ M y verifica (3.1), entonces, para
todo x ∈ 2R1 se tiene que

∣

∣StR2
f(x) − StR2

+tR1
f(x)

∣

∣ ≤ C
∑

k≥4

2n k s/r g
(

2m (k−5)−3
)

a(2k R2),(3.31)

donde C depende de n, r, ‖a‖Dr(w), m, g(0) y g(1) y s = máx{r, s0}.
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Demostración Escribimos t1 = tR1 , t2 = tR2 y x1 y x2 para los centros de R1 y R2,
respectivamente. Tomamos x̄ ∈ R1 ∩ R2.

Supongamos primero que t2/4 ≤ t1 ≤ t2. Vamos a probar una versión más fuerte
de (3.31): Si t2 ≤ t < 2 t2 y x ∈ 2R1 entonces,

∣

∣Stf(x) − St+t1f(x)
∣

∣ ≤ C
∑

k≥4

2n k s/r g
(

2m (k−5)−3
)

a(2k R2).(3.32)

Es fácil ver que de (3.32) con t = t2 se sigue (3.31) con t2/4 ≤ t1 ≤ t2.

Notar que los cubos R1 y R2 satisfacen las siguientes relaciones:

(3.33) R1 ⊂ 4R2 y R2 ⊂ 22+2/m R1.

La primera inclusión es consecuencia de que si y ∈ R1 entonces,

|y − x2| ≤ |y − x̄| + |x̄− x2| ≤ ℓ(R1) +
1

2
ℓ(R2) ≤

3

2
ℓ(R2) < 2 ℓ(R2);

la segunda se debe a que si y ∈ R2 entonces,

|y − x1| ≤ |y − x̄| + |x̄− x1| ≤ ℓ(R2) +
1

2
ℓ(R1) ≤

(

2
2
m +

1

2

)

ℓ(R1)

< 21+ 2
m ℓ(R1),

donde hemos utilizado que t2/4 ≤ t1 (recordemos que t2 = ℓ(R2)
m).

Consideramos ahora la familia de coronas {Ck}k≥2 dada por

C2 = 4R1 y Ck = 2k R1 \ 2k−1R1, k ≥ 3.

Aśı, si x ∈ 2R1 e y ∈ Ck, se tiene que por (2.1)

(3.34)
|x− y|m

t
≥ γk, donde γk =

{

0, si k = 2,

2m (k−3)−3, si k ≥ 3.

Para cada k ≥ 2, tomamos también la familia de cubos disjuntos {Qk
j}2n k

j=1 ⊂ 2k R1

tales que

ℓ(Qk
j ) = ℓ(R1) y

⋃

j

Qk
j = 2k R1 ⊂ 2k+2R2.

De esta forma, las propiedades del semigrupo, (3.34), (3.1), la condición D1 y el decai-
miento de g permiten obtener una primera estimación para x ∈ 2R1:

∣

∣Stf(x) − St+t1f(x)
∣

∣ =
∣

∣St(f − St1f)(x)
∣

∣(3.35)
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≤ t−
n
m

∫

Rn

g

( |x− y|m
t

)

∣

∣f(y) − St1f(y)
∣

∣dy

≤ t−
n
m

∑

k≥2

g(γk)

∫

Ck

|f − St1f | dy

≤ t−
n
m

∑

k≥2

g(γk)

2n k
∑

j=1

∫

Qk
j

|f − St
Qk

j

f | dy

≤ t−
n
m

∑

k≥2

g(γk)
2n k
∑

j=1

a(Qk
j ) |Qk

j |

Estimamos la suma interior en el caso de que 1 < r < ∞. Argumentando como en
(3.27) y usando que los cubos {Qk

j}j son disjuntos dos a dos, están contenidos en

2k+2R2 y ℓ(Qk
j ) = ℓ(R1) = t

1/m
1 , se obtiene que

2n k
∑

j=1

a(Qk
j ) |Qk

j | ≤
( 2n k
∑

j=1

a(Qk
j )r w(Qk

j )

)

1/r
( 2n k
∑

j=1

w(Qk
j )−r′/r |Qk

j |r
′

)

1/r′

≤ t
n/m
1 ‖a‖Dr(w) a(2k+2R2)w(2k+2R2)1/r

( 2n k
∑

j=1

w(Qk
j )−r′/r

)1/r′

.

Siguiendo los pasos dados en (3.28) y utilizando que t2/4 ≤ t1 y que w ∈ As0 , tenemos

2n k
∑

j=1

w(Qk
j )−

r′

r ≤ |R1|−
r′

r

(

1

|R1|

∫

2k+2 R2

w
−

s′0
s0 dx

)

s0−1
r−1

≤ C |R1|−
s0

r−1 |2k+2R2|
s0−1
r−1

(

−
∫

2k+2 R2

w dx

)− 1
r−1

≤ C

(

t2
t1

)

n s0
m (r−1)

2k n
s0

r−1 w(2k+2R2)−
1

r−1

≤ C 2k n
s0

r−1 w(2k+2R2)−
1

r−1 .

Incorporando esta estimación a la obtenida anteriormente concluimos que

2n k
∑

j=1

a(Qk
j ) |Qk

j | ≤ C t
n/m
1 2k n s0/r a(2k+2R2).

Si r = 1, realizando los cambios oportunos, como en (3.30), podemos concluir que

2n k
∑

j=1

a(Qk
j ) |Qk

j | =
2n k
∑

j=1

a(Qk
j )w(Qk

j )
|Qk

j |
w(Qk

j )
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≤ t
n/m
1

2n k
∑

j=1

(

|2k+2R2|
|Qk

j |

)s0

a(Qk
j )w(Qk

j )

≤ C ‖a‖D1(w) t
n/m
1 2k n s0 a(2k+2R2).

Aśı, utilizando que t1 ≤ t2 ≤ t, las estimaciones obtenidas para su suma interior y
el decaimiento de la función g, podemos continuar estimando (3.35) y obtenemos la
desigualdad buscada:

∣

∣Stf(x) − St+t1f(x)
∣

∣ ≤ C t−
n
m

∑

k≥2

2n k s/r g(γk) a(2k+2R2)(3.36)

= C
(t2
t

)
n
m
∑

k≥2

2n k s/r g(γk) a(2k+2R2)

≤ C
∑

k≥4

2n k s/r g(γk−2) a(2k R2)

= C
∑

k≥4

2n k s/r g
(

2m (k−5)−3
)

a(2k R2).

Suponemos ahora que 0 < t1 < t2/4 y escribimos
∣

∣St2f(x) − St2+t1f(x)
∣

∣ ≤
∣

∣St2f(x) − St2+t2f(x)
∣

∣ +
∣

∣St2+t1f(x) − St2+t1+(t2−t1)f(x)
∣

∣

= I + II.

Estudiamos cada término por separado. Para I basta tomar R̃1 = ℓ(R2)
ℓ(R1)

R1, R̃2 = R2

y t = tR̃2
= t2 y observar que R̃1 ∩ R̃2 ⊃ R1 ∩ R2 6= Ø y ℓ(R̃1) = ℓ(R̃2) = ℓ(R2). Aśı,

tenemos (3.32) en 2 R̃1 ⊃ 2R1.

La estimación de II se obtiene de forma similar. Tomamos R̃1 = (t2−t1)1/m

ℓ(R1)
R1,

R̃2 = R2 y t = t2 + t1 y observamos que t2 < t < 2 t2, R̃1 ∩ R̃2 6= Ø (pues R1 ⊂ R̃1) y
ℓ(R̃1) ≤ ℓ(R̃2). De esta forma, tenemos (3.32) en 2 R̃1 ⊃ 2R1.

Coleccionando las dos estimaciones, obtenemos (3.31).

Demostración de la Proposición 3.23 Es análoga a la demostración de la Propo-
sición 3.18. En primer lugar, fijamos x ∈ 2Qt

i y escribimos
∣

∣St
Qt

i

f(x) − StQf(x)
∣

∣ ≤
∣

∣St
Qt

i

(

f − StQf
)

(x)
∣

∣+
∣

∣StQ

(

f − St
Qt

i

f
)

(x)
∣

∣ = I + II,

donde hemos usado que {St}t>0 es un semigrupo.
Como caso particular del Lema 3.24, tenemos que

II =
∣

∣StQf(x) − StQ+t
Qt

i

f(x)
∣

∣ ≤ C
∑

k≥4

2k n s
r g
(

2m (k−5)−3
)

a(2k Q) ≤ C ã(Q).
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Para estimar I seguimos los pasos de la demostración de la Proposición 3.18. Con-
trolamos I1 e I2, dados en (3.24). La estimación de I1 es la misma: I1 ≤ C t. Para I2,
usamos el Lema 3.22 (en lugar del Lema 3.15) y obtenemos que

I2 =
1

|Qt
i|

∫

(2 Qt
i)

c

g

( |x− y|m
tQt

i

)

G(y) dy ≤ 1

|Q|
∑

k≥2

2n k g(λk)

∫

2k Q

∣

∣f − StQf
∣

∣ dy

≤ C0

∑

k≥2

2k n (1+ s
r
) g(λk) a(2k Q) ≤ C ã(Q).

3.2.6. Demostración del Teorema 3.11

Seguimos los pasos de la demostración del Teorema 3.1. Tomamos ã dado por

ã(Q) =
∑

k≥0

22 n k g
(

2m (k−5)−3
)

ā(2k Q).

Fijamos Q tal que ã(Q) < ∞. Utilizando que (a, ā) satisface (3.5) y razonando como
en la demostración del Lema 3.15, tenemos que, para cada cubo R y k ≥ 1:

(3.37) −
∫

2k R

|f − StRf | dx ≤ ā(2k R).

Lo cual implica que G = |f − StQf |χ4Q ∈ L1(Rn) con ‖G‖L1(Rn) . ã(Q) |Q| y |Ωt| .

ã(Q) |Q|/t. Aśı, podemos conseguir un resultado análogo a la Proposición 3.18 con ã
(escrito en función de ā en lugar de en función de a):

Proposición 3.25 Bajo las hipótesis del Teorema 3.11, si x ∈ 2Qt
i, se tiene que

∣

∣St
Qt

i

f(x) − StQf(x)
∣

∣ ≤ C1

(

t+ ã(Q)
)

,

para alguna constante 0 < C1 <∞.

Utilizando el resultado anterior y del mismo modo que en la demostración del
Teorema 3.1, tomamos q suficientemente grande y 0 < λ < 1, y tenemos

|Ωq t ∩Q| ≤
∑

i:Qt
i⊂Q

∣

∣{x ∈ Qt
i : M

(

(f − St
Qt

i

f)χ2 Qt
i

)

(x) > b t}
∣

∣

=
∑

Γ1

· · · +
∑

Γ2

· · · = I + II,
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donde

Γ1 =
{

Qt
i ⊂ Q : −

∫

2 Qt
i

|f−St
Qt

i

f | dx ≤ λ t
}

y Γ2 =
{

Qt
i ⊂ Q : −

∫

2 Qt
i

|f−St
Qt

i

f | dx > λ t
}

.

La estimación para I es exactamente igual que en la demostración del Teorema 3.1:

I ≤ 3n

b t

∑

Γ1

∫

2 Qt
i

|f − St
Qt

i

f | dx ≤ λ 6n

b

∑

i:Qt
i⊂Q

|Qt
i| ≤

λ 6n

b
|Ωt ∩Q|.

Para II utilizamos las mismas ideas, aunque en este caso no queremos aplicar
(3.37) (pues esto nos podŕıa conducir a ā antes de poder utilizar (3.5)). Aśı que, en
primer lugar, dividimos cada 2Qt

i en 2n cubos disjuntos dos a dos {(Qt
i)k}2n

k=1 con
ℓ((Qt

i)k) = ℓ(Qt
i). Para cada Qt

i ∈ Γ2, tenemos que

(3.38) λ t < −
∫

2 Qt
i

|f − St
Qt

i

f | dx = 2−n
2n
∑

k=1

−
∫

(Qt
i)k

|f − St
(Qt

i
)k
f | dx ≤ 2−n

2n
∑

k=1

a((Qt
i)k),

y, por lo tanto,

II ≤
∑

Γ2

|Qt
i| ≤ 2−n

∑

i:Qt
i⊂Q

2n
∑

k=1

(

a((Qt
i)k)

λ t

)r

|(Qt
i)k|.

Dividimos los cubos de la familia {2Qt
i}i en cn (con cn ≤ 144n) familias Fj de cubos

disjuntos dos a dos. Notar que los cubos de F∗
j = {(Qt

i)k : Qt
i ∈ Fj, 1 ≤ k ≤ 2n} son

disjuntos dos a dos y de este modo, por (3.5), tenemos que

II ≤ C

cn
∑

j=1

2n
∑

k=1

∑

(Qt
i)k∈F

∗
j

(

a((Qt
i)k)

λ t

)r

|(Qt
i)k|

≤ C 144n 2n

(

ā(Q)

λ t

)r

|Q|

≤ C

(

ã(Q)

λ t

)r

|Q|.

De aqúı se sigue

|Ωq t ∩Q| ≤ C λ |Ωt ∩Q| + C

(

ã(Q)

λ t

)r

|Q|

y consecuentemente (3.6). Los demás detalles se dejan al lector interesado.
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3.2.7. Demostración de los resultados auxiliares

En primer lugar mostramos (3.37) siguiendo los pasos de la demostración del Lema
3.15. Cubrimos el cubo k R con la familia {Ri}kn

i=1 formada por subcubos de k R,
disjuntos dos a dos y con lados de longitud ℓ(R), utilizamos que f satisface (3.1) y
(a, ā) ∈ D1, y conseguimos (3.37):

∫

k R

|f − StRf | dy =
kn
∑

i=1

∫

Ri

|f − StRi
f | dy ≤

kn
∑

i=1

a(Ri) |Ri| ≤ ā(k R) |k R|.

Demostración de la Proposición 3.25 Sigue los pasos de la demostración de la
Proposición 3.18 con la única diferencia de que ahora se utiliza (3.37) en lugar del
Lema 3.15. Por este motivo, ahora ã depende de ā (en lugar de depender de a).

3.2.8. Demostración del Teorema 3.14

Sigue los pasos de la demostración del Teorema 3.8. Tomamos ã dado por

ã(Q) = C
∑

k≥0

2n k (1+s/r) g(c 2mk) ā(2k Q).

Fijamos Q para el cual ã(Q) <∞. Utilizando que (a, ā) ∈ Dr(w) se puede probar (de
modo análogo a la demostración del Lema 3.15) que para cada cubo R y k ∈ N:

−
∫

k R

|f − StRf | dy ≤ kn (s/r−1) ā(k R).

Lo cual implica que G = |f − StQf |χ4Q ∈ L1(Rn) con ‖G‖L1(Rn) . ã(Q) |Q| y |Ωt| .

ã(Q) |Q|/t.
Argumentando del mismo modo que en la demostración del Teorema 3.8 (con la

diferencia de que el funcional ã viene dado en función de ā, en lugar de en términos de
a), conseguimos el resultado.

3.3. Aplicaciones

En esta sección presentamos algunas aplicaciones de los resultados anteriores. Re-
cordemos que la desigualdad de Kolmogorov implica que para cualquier 0 < q < r <∞
se tiene que

(3.39)

(

−
∫

Q

|f(x)|q dx
)1/q

≤
(

r

r − q

)1/q

‖f‖Lr,∞,Q.
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Esto significa que siempre que podamos aplicar alguno de los resultados anteriores,
podremos reemplazar Lr,∞ por Lq para cada 0 < q < r <∞. Además, como en algunos
ejemplos la condición Dr se satisface para cualquier 1 < r < ∞, automáticamente
conseguimos estimaciones de tipo fuerte en el mismo rango. Lo mismo ocurre en el
caso con pesos.

Veamos algunos ejemplos generales. Después nos centramos en el estudio de de-
sigualdades de tipo Poincaré.

Ejemplo 3.26 (Espacios BMO y Morrey-Campanato) En [DuY] y [DDY] se es-
tudian estos espacios cuando {St}t>0 es un semigrupo. Nosotros lo hacemos en un caso
más general, tomamos {St}t>0 como en la Sección 2.6 y α ≥ 0 y definimos el espacio
de Morrey-Campanato LS(α) del siguiente modo:

LS(α) =
{

f ∈ M : sup
Q

1

|Q|α −
∫

Q

|f − StQf | dx <∞
}

.

Cuando α = 0, este espacio coincide con el espacio de funciones de oscilación media
acotada BMOS:

BMOS =
{

f ∈ M : sup
Q

−
∫

Q

|f − StQf | dx <∞
}

.

Las definiciones anteriores generalizan a las de los espacios clásicos L(α) y BMO, donde
StQf es reemplazada por fQ.

De este modo, si f ∈ LS(α) con α ≥ 0, para cada cubo Q, verifica que

−
∫

Q

|f − StQf | dx ≤ C |Q|α,

entonces elegimos a(Q) = |Q|α (intencionadamente olvidamos la constante). Notar que
a es creciente (a(Q) ≤ a(Q′) para cada Q ⊂ Q′) y, por lo tanto, a ∈ Dr para cada
1 < r <∞. Además, a es doblante (a(2Q) ≤ 2αn a(Q), para cada Q). Aśı, del Teorema
3.1 se sigue que para cada 1 < r <∞:

‖f − StQf‖Lr,∞,Q . |Q|α.

Utilizando ahora la desigualdad de Kolmogorov (3.39) concluimos que cada f ∈ L(α)
con α ≥ 0 verifica la siguiente estimación para cada 1 < r <∞ y para todo Q:

(

−
∫

Q

|f − StQf |r dx
)1/r

. |Q|α.
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3. Automejora Lp

Por otro lado, como a es creciente, a ∈ Dr(w) para cada 1 ≤ r < ∞ y w ∈ A∞.
Aśı, podemos aplicar el Teorema 3.3 y la versión con peso de (3.39) y obtenemos que
cualquier f ∈ L(α) con α ≥ 0 verifica la siguiente estimación para cada 1 ≤ r < ∞,
w ∈ A∞ y para todo Q:

(

−
∫

Q

|f − StQf |r dw
)1/r

. |Q|α.

Por último señalar que en este tipo de ejemplos podemos conseguir mejor autome-
jora en la escala de los espacios de Orlicz. En [DuY], [DDY] y en el siguiente caṕıtulo
se muestra que podemos escribir la cuasi-norma expL en el lado izquierdo, lo que
claramente implica las estimaciones anteriores.

Por otro lado, S. Spanne [Spa] introduce nuevos espacios de funciones que contienen
a la imagen de Lp con p > n/α por la integral fraccionaria Iα para α ≥ 0. Estos espacios
son generalizaciones del clásico BMO: Dada una función ϕ definida en (0,∞) la cual
es no-decreciente y positiva se define el espacio BMOϕ del siguiente modo

BMOϕ =
{

f ∈ L1
loc(R

n) : sup
Q

1

ϕ
(

ℓ(Q)
) −
∫

Q

|f − fQ| dx <∞
}

.

Nosotros extendemos la definición de BMOϕ reemplazando fQ por StQf :

BMOϕ,S =
{

f ∈ M : sup
Q

1

ϕ
(

ℓ(Q)
) −
∫

Q

|f − StQf | dx <∞
}

,

y observamos que cada función f ∈ BMOϕ,S satisface la siguiente estimación para cada
1 < r <∞ y para todo Q

(

−
∫

Q

|f − StQf |r dx
)1/r

.
∑

k≥0

22 n k g(c 2mk)ϕ
(

2k ℓ(Q)
)

.

Para comprobar esta afirmación, basta aplicar el Teorema 3.1 con a(Q) = ϕ
(

ℓ(Q)
)

,
el cual es no-decreciente –esto es, a ∈ T∞– (pues ϕ es no-decreciente) y, por lo tanto,
satisface la condición Dr para todo r ≥ 1.

Además, si ϕ es doblante (esto es, ϕ(2 t) . ϕ(t), t > 0) entonces también lo es a,
y esto junto con el decaimiento de g implican que

(

−
∫

Q

|f − StQf |r dx
)1/r

. ϕ
(

ℓ(Q)
)

.

Utilizando el Teorema 3.3, en lugar del Teorema 3.1, conseguimos los resultados
análogos para pesos A∞.
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Ejemplo 3.27 (Media fraccionaria) Este tipo de ejemplo está relacionado con el
concepto de gradiente superior introducido por J. Heinonen y P. Koskela en [HeK1] y
[HeK2].

Dados λ ≥ 1, 0 < α < n, 1 ≤ p < n/α y un peso u, definimos el funcional a del
siguiente modo:

a(Q) = ℓ(Q)α

(

u(λQ)

|Q|

)1/p

.

Recordemos que en la Sección 2.5 comprobamos que en el caso de que λ = p = 1,
el funcional a es de tipo Dn/(n−α). Aunque de manera análoga, en [FPW], los autores
comprueban que a ∈ Dr para 1 < r < pn/(n− αp). Aśı, aplicando el Teorema 3.1, si
f ∈ M y, para todo Q, verifica:

(3.40) −
∫

Q

|f − StQf | dx . ℓ(Q)α

(

u(λQ)

|Q|

)1/p

,

entonces, para cada 1 < r < pn/(n− αp), también satisface la siguiente estimación:

(

−
∫

Q

|f − StQf |r dx
)1/r

.
∑

k≥0

22 n k g(c 2mk) ℓ(2kQ)α

(

u(2k λQ)

|2kQ|

)1/p

.

Si u ∈ A∞ en [FPW] se muestra que a ∈ D p n
n−α p

+ǫ para algún ǫ > 0 dependiendo

de la constante A∞ del peso u. Además, en este caso u es doblante y, por lo tanto,
también lo es a (y en particular, podemos tomar λ = 1). Consecuentemente, el Teore-

ma 3.1 asegura un control de la oscilación generalizada en L
p n

n−α p
+ǫ,∞, y junto con la

desigualdad de Kolmogorov (3.39), se tiene que

(

−
∫

Q

|f − StQf |
p n

n−α p dx

)
n−α p

p n

. ℓ(Q)α

(

u(Q)

|Q|

)
1
p

.

Mostramos un caso particular de este tipo de ejemplos. Sea X un operador dife-
rencial verificando la siguiente desigualdad para alguna f ∈ M y para todo Q:

(3.41) −
∫

Q

|f − StQf | dx . ℓ(Q)α

(

1

|Q|

∫

λ Q

|Xf |p dx
)1/p

,

con λ ≥ 1, 0 < α < n y 1 ≤ p < n/α. Entonces, también verifica la siguiente
automejora para cada 1 < r < pn/(n− α p):

(

−
∫

Q

|f − StQf |r dx
)1/r

.
∑

k≥0

22 n k g(c 2mk) ℓ(2k Q)α

(

1

|2kQ|

∫

λ 2kQ

|Xf |p dx
)1/p

.
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3. Automejora Lp

Si además |Xf |p ∈ A∞, mejoramos la estimación anterior del siguiente modo:

(

−
∫

Q

|f − StQf |
p n

n−α p dx

)
n−α p

p n

. ℓ(Q)α

(

1

|Q|

∫

Q

|Xf |p dx
)

1
p

.

Obsérvese que si p ≥ n/α, el funcional a es creciente y, por lo tanto, satisface
la condición Dr y Dr(w) para cada r ≥ 1 y w ∈ A∞. En este caso, los resultados
principales nos proporcionan automejoras en el rango 1 ≤ r < ∞. En el siguiente
caṕıtulo volveremos sobre este caso.

3.3.1. Desigualdades de tipo Poincaré reducidas

Motivados por la desigualdad clásica de Poincaré-(1, 1) tomamos como punto de
partida f ∈ M tal que

(3.42) −
∫

Q

|f − StQf | dx ≤ ℓ(Q)−
∫

Q

h dx,

para todo cubo Q y h una función medible no-negativa. Generalmente h depende de
f (por ejemplo h = C |∇f |), aunque, para realizar los cálculos, podemos trabajar con
cualquier función h dada.

Llamamos a esta estimación desigualdad de Poincaré reducida, en contraposición
con las estimaciones expandidas (3.51) que estudiamos posteriormente en la Sección
3.3.3.

A continuación aplicamos nuestros resultados para obtener automejora en la inte-
grabilidad del lado izquierdo de la desigualdad (3.42):

Ejemplo 3.28 (Desigualdad de Poincaré-Sobolev) Dados 1 ≤ p < n y p∗ =
n p/(n− p) el ı́ndice de Sobolev conjugado de p, (3.42) implica

(3.43) ‖f − StQf‖Lp∗,∞,Q
≤
∑

k≥0

σ(k) ℓ(2kQ)

(

−
∫

2k Q

hp dx

)1/p

y, para cada 1 < r < p∗,

(3.44)

(

−
∫

Q

|f − StQf |r dx
)1/r

.
∑

k≥0

σ(k) ℓ(2k Q)

(

−
∫

2k Q

hp dx

)1/p

para todo Q y para alguna sucesión {σ(k)}k≥0. Además, si p ≥ n, la estimación anterior
se satisface para cada 1 < r <∞.
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Obsérvese que (3.44) es consecuencia de (3.43) y la desigualdad de Kolmogorov
(3.39). Veamos (3.43). En primer lugar, notar que (3.42) junto con la desigualdad de
Jensen implican

(3.45) −
∫

Q

|f − StQf | dx ≤ ℓ(Q)

(

−
∫

Q

hp dx

)1/p

= a(Q).

Cuando p ≥ n, a es creciente y, por lo tanto, a ∈ Dr para cada 1 ≤ r < ∞. En
caso contrario, utilizando que p∗/p > 1 mostramos que a ∈ Dp∗ : dado Q y una familia
{Qi}i de subcubos de Q disjuntos dos a dos, se tiene que

∑

i

a(Qi)
p∗ |Qi| =

∑

i

(
∫

Qi

hp dx

)p∗/p

≤
(

∑

i

∫

Qi

hp dx

)p∗/p

(3.46)

≤
(
∫

Q

hp dx

)p∗/p

= a(Q)p∗ |Q|.

Entonces, podemos aplicar el Teorema 3.1, y conseguimos (3.43).

Ejemplo 3.29 (Desigualdad de Poincaré-Sobolev para pesos A1) Dados w ∈
A1 y 1 ≤ p < n, (3.42) proporciona la siguiente desigualdad de tipo Poincaré-Sobolev
con peso:

(3.47) ‖f − StQf‖Lp∗,∞(w),Q
≤
∑

k≥0

σ(k) ℓ(2kQ)

(

−
∫

2k Q

hp dw

)1/p

,

para todo Q y para alguna sucesión {σ(k)}k≥0. Si además aplicamos la versión con
peso de la desigualdad de Kolmogorov, para cada 1 < r < p∗, conseguimos:

(

−
∫

Q

|f − StQf |r dw
)1/r

.
∑

k≥0

σ(k) ℓ(2k Q)

(

−
∫

2k Q

hp dw

)1/p

.

Veamos (3.47): primero, (3.42) y w ∈ A1 ⊂ Ap implican

(3.48) −
∫

Q

|f − StQf | dx ≤ C ℓ(Q)

(

−
∫

Q

hp dw

)1/p

= a(Q).

Por otro lado, dado Q y una familia {Qi}i ⊂ Q de cubos disjuntos dos a dos, el
hecho de que w ∈ A1 implica que w(Q)/w(Qi) . |Q|/|Qi|, véase (2.2). Esto junto con
que p∗ > p nos asegura que a ∈ Dp∗(w) (intencionadamente olvidamos la constante):

∑

i

a(Qi)
p∗ w(Qi) =

∑

i

ℓ(Qi)
p∗ w(Qi)

1− p∗

p

(
∫

Qi

hp dw

)
p∗

p
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3. Automejora Lp

. ℓ(Q)p∗ w(Q)1− p∗

p

∑

i

(

∫

Qi

hp dw
)

p∗

p

≤ a(Q)p∗ w(Q).

Aśı, a ∈ Dp∗(w) y, como w ∈ A1 ⊂ Ap∗ , a ∈ D1 (ver la Observación 3.7). De este
modo, aplicando el Teorema 3.3, obtenemos (3.47).

Obsérvese que si p ≥ n, utilizando que en este caso a es creciente, obtenemos
estimaciones de tipo fuerte en un rango mayor 1 < r < ∞. Debido a que podemos
aplicar el Teorema 3.3 para cualquier 1 ≤ r <∞ (a ∈ Dr(w) y w ∈ A1) y aśı

(

−
∫

Q

|f − StQf |r dw
)1/r

≤
∑

k≥0

σ(k) ℓ(2kQ)

(

−
∫

2k Q

hp dw

)1/p

.

Ejemplo 3.30 (Desigualdad de Poincaré-Sobolev para pesos Ap, p > 1) La
desigualdad (3.42) implica que para cada p > 1 y w ∈ Ap, existe q > p n′ (dependiendo
de p, n y w) de modo que

‖f − StQf‖Lq,∞(w),Q
≤
∑

k≥0

σ(k) ℓ(2kQ)

(

−
∫

2k Q

hp dw

)1/p

,

para todo Q y para alguna sucesión {σ(k)}k≥0. Aplicando también la versión con peso
de la desigualdad de Kolmogorov (3.39) se sigue que

(3.49)

(

−
∫

Q

|f − StQf |pn′

dw

)
1

p n′

.
∑

k≥0

σ(k) ℓ(2kQ)

(

−
∫

2k Q

hp dw

)
1
p

.

Para comprobar este resultado primero definimos el funcional a sobre el que apli-
camos nuestro resultado y mostramos que a ∈ Dq(w) para algún q > p n′. Del mismo
modo que en el ejemplo anterior y debido a que w ∈ Ap, tenemos (3.48); la cual nos de-
fine a. Por otro lado, la propiedad de apertura de la clase Ap nos asegura que w ∈ Aτ p

para algún 0 < τ < 1, y, sin pérdida de generalidad, podemos elegir τ > 1/n. Aśı, para
cualquier Q y cualquier conjunto medible E ⊂ Q, de (2.2) se sigue que

w(Q)

w(E)
.

( |Q|
|E|

)τ p

.

Utilizando esta desigualdad, obtenemos que a ∈ Dq(w), donde q = p (n τ)′: dado Q y
una familia {Qi}i ⊂ Q de cubos disjuntos dos a dos,

∑

i

a(Qi)
q w(Qi) =

∑

i

(

ℓ(Qi)

ℓ(Q)

)q (
w(Q)

w(Qi)

)
q
p
−1(∫

Qi

hp dw

)
q
p

ℓ(Q)q w(Q)1− q
p
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.
∑

i

(
∫

Qi

hp dw

)
q
p

ℓ(Q)q w(Q)1− q
p

≤
(
∫

Q

hp dw

)
q
p

ℓ(Q)q w(Q)1− q
p

= a(Q)q w(Q).

Ahora, basta aplicar el Teorema 3.1 y la Observación 3.7 para conseguir la estimación
buscada.

Ejemplo 3.31 (Desigualdad de Poincaré con dos pesos) Sean 1 ≤ p ≤ q ≤ r <
∞ y (w, v) un par de pesos con w ∈ Ar, v ∈ Aq/p y verificando la siguiente condición
de “balance”

ℓ(Q2)

ℓ(Q1)

(

w(Q2)

w(Q1)

)1/r

.

(

v(Q2)

v(Q1)

)1/q

,

para todo Q1 y Q2 con Q2 ⊂ Q1. Bajo tales condiciones, (3.42) implica que

‖f − StQf‖Lr,∞(w),Q
≤
∑

k≥0

σ(k) ℓ(2k Q)

(

−
∫

2k Q

hp dv

)1/p

,

para alguna sucesión {σ(k)}k≥0. Aplicando también la desigualdad de Kolmogorov,
conseguimos estimaciones de tipo fuerte en el rango 1 < s < r.

Para mostrar este resultado observamos que (3.42) y v ∈ Aq/p implican que

−
∫

Q

|f − StQf | dx . ℓ(Q)

(

−
∫

Q

hp dx

)1/p

. ℓ(Q)

(

−
∫

Q

hq dv

)1/q

= a(Q).

Se puede ver que a ∈ Dr(w) utilizando la condición de “balance” y que r/q ≥ 1: dado
Q y una familia {Qi}i ⊂ Q de cubos disjuntos dos a dos,

∑

i

a(Qi)
r w(Qi) =

∑

i

(

ℓ(Qi)

ℓ(Q)

)r (
v(Q)

v(Qi)

)
r
q
(
∫

Qi

hq dv

)
r
q

w(Qi) ℓ(Q)r

(

1

v(Q)

)
r
q

.
∑

i

(
∫

Qi

hq dv

)
r
q

ℓ(Q)r

(

1

v(Q)

)
r
q

w(Q)

≤ a(Q)r w(Q).

Entonces, aplicando el Teorema 3.3 obtenemos la desigualdad deseada.
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Ejemplo 3.32 (Desigualdad de Hardy generalizada) En Rn con n ≥ 3 y w(x) =
|x|−2, (3.42) implica la siguiente desigualdad para alguna sucesión {σ(k)}k≥0:

(3.50) ‖f − StQf‖L2,∞(w),Q
≤
∑

k≥0

σ(k)

(

1

w(2kQ)

∫

2k Q

h2 dx

)1/2

,

y, como consecuencia de (3.39), automáticamente obtenemos estimaciones en Lr(w)
para cada 1 ≤ r < 2.

Comprobamos esta afirmación. En primer lugar, se puede ver que w ∈ A1 (página

26) y ℓ(Q)
(

w(Q)/|Q|
)1/2

. 1 para todo Q. Esto junto con (3.42) y la desigualdad de
Jensen implica que

−
∫

Q

|f − StQf | dx ≤ ℓ(Q)

(

−
∫

Q

h2 dx

)1/2

.

(

1

w(Q)

∫

Q

h2 dx

)1/2

= a(Q).

Es inmediato ver que a ∈ D2(w): dado Q y una familia {Qi}i ⊂ Q de cubos disjuntos
dos a dos, tenemos

∑

i

a(Qi)
2w(Qi) =

∑

i

∫

Qi

h2 dx ≤
∫

Q

h2 dx = a(Q)2w(Q).

Entonces (aplicando el Teorema 3.3 y la Observación 3.7), conseguimos (3.50).

Ejemplo 3.33 (Desigualdad de Hardy generalizada multiparamétrica) En
Rn = Rm × Rn−m con m ≥ 3 y n−m ≥ 1. Escribimos x ∈ Rn como x = (y; z) donde
y ∈ Rm, z ∈ Rn−m y w(x) = w(y; z) = |y|−2. En este marco, tenemos que (3.42)
implica

‖f − StQf‖L2,∞(w),Q
≤
∑

k≥0

σ(k)

(

1

w(2k Q)

∫

2k Q

h2 dx

)1/2

y en consecuencia, podemos reemplazar L2,∞(w) por Lr(w) con 1 < r < 2.

La demostración es análoga a la del ejemplo anterior. Notar que w ∈ A1(R
n) (pues

|y|−2 ∈ A1(R
m) para m ≥ 3) y verifica que ℓ(Q)

(

w(Q)/|Q|
)1/2

. 1.

3.3.2. Desigualdades de tipo pseudo-Poincaré globales

Como consecuencia de nuestros resultados vamos a obtener desigualdades generali-
zadas de tipo pseudo-Poincaré globales (ver [SC4] en el caso h = |∇f |). Ahora estamos
interesados en obtener desigualdades de tipo Gagliardo-Nirenberg. Ver [SC4], [BCLS],
[Led], [MM] y sus referencias.
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Supongamos que f ∈ M y satisface (3.42):

−
∫

Q

|f − StQf | dx ≤ ℓ(Q)−
∫

Q

h dx.

Entonces, las siguientes desigualdades también se verifican para todo t > 0:

(1) Desigualdades de tipo pseudo-Poincaré globales: Para cada 1 ≤ p < n y
p ≤ r < p∗,

‖f − Stf‖Lr(Rn) . t(
1
r
− 1

p∗
) n

m ‖h‖Lp(Rn) y ‖f − Stf‖Lp∗,∞(Rn) . ‖h‖Lp(Rn).

(2) Desigualdades de tipo pseudo-Poincaré globales con pesos: Si w ∈ Ap y
1 ≤ p < n,

‖f − Stf‖Lp(w) . t
1
m ‖h‖Lp(w).

(3) Desigualdades de tipo pseudo-Hardy globales: Si n ≥ 3,

‖f − Stf‖L2,∞(|x|−2) . t
1
m ‖h‖L2(Rn).

Demostración de (1) Fijamos t > 0 y escribimos Rn =
⋃

iQi, donde los cubos
Qi son disjuntos dos a dos y ℓ(Qi) = t1/m. Para tales Qi y k ≥ 0, existen a lo más
2n (k+2) cubos Qj con 2k Qi ∩ 2k Qj 6= Ø: Si k = 0 no hay nada que probar. Si k ≥ 1,
veamos primero que

⋃

j : 2k Qj∩2k Qi 6=Ø

Qj ⊂ 2k+2Qi.

Para ello denotamos por xi y xj a los centros de Qi y Qj , respectivamente, y tomamos
x ∈ ⋃j : 2k Qj∩2k Qi 6=ØQj entonces, existe Qj tal que x ∈ Qj y existe y ∈ 2k Qj ∩ 2k Qi.
Aśı, tenemos que

|x− xi| ≤ |x− xj | + |xj − y| + |y − xi| ≤
1

2
ℓ(Qj) + 2k−1 ℓ(Qj) + 2k−1 ℓ(Qi)

≤ 2k+1 ℓ(Qi),

y por lo tanto, x ∈ 2k+2Qi. De la inclusión que acabamos de mostrar se sigue que:

2n (k+2) tn/m = |2k+2Qi| ≥
∣

∣

⋃

j : 2k Qj∩2k Qi 6=Ø

Qj

∣

∣ =
∑

j : 2k Qj∩2k Qi 6=Ø

|Qj |

= tn/m #{j : 2k Qj ∩ 2k Qi 6= Ø},

y de este modo,
#{j : 2k Qj ∩ 2k Qi 6= Ø} ≤ 2n (k+2).
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Por otro lado, el Ejemplo 3.28 nos proporciona (3.44) con p ≤ r < p∗. Todo esto,
la desigualdad de Minkowski y r/p ≥ 1 implican que

‖f − Stf‖Lr(Rn) =

(

∑

i

∫

Qi

|f − StQi
f |r dx

)
1
r

.

{

∑

i

|Qi|
[

∑

k≥0

σ(k) ℓ(2k Qi)

(

−
∫

2k Qi

hp dx

)
1
p
]r} 1

r

≤ t
n
m

( 1
r
− 1

p∗
)
∑

k≥0

σ(k) 2k (1−n
p
)

[

∑

i

(
∫

2k Qi

hp dx

)
r
p
]

1
r

≤ t
n
m

( 1
r
− 1

p∗
)
∑

k≥0

σ(k) 2k (1−n
p
)

(

∑

i

∫

2k Qi

hp dx

)
1
p

. t
n
m

( 1
r
− 1

p∗
)

(

∑

k≥0

σ(k) 2k

)(
∫

Rn

hp dx

)
1
p

. t
n
m

( 1
r
− 1

p∗
) ‖h‖Lp(Rn),

hemos utilizado que la sucesión {σ(k)}k≥0 genera una serie convergente (debido al
decaimiento de g).

Para demostrar la desigualdad análoga de tipo débil utilizamos las mismas ideas
que antes, aunque ahora tomamos como punto de partida (3.43): Sea λ > 0,

λ |{x ∈ Rn : |f − Stf |(x) > λ}|1/p∗ = λ

(

∑

i

|{x ∈ Qi : |f − StQi
f |(x) > λ}|

)
1

p∗

≤
{

∑

i

|Qi|
[

∑

k≥0

σ(k) ℓ(2kQi)

(

−
∫

2k Qi

hp dx

)
1
p
]

p∗
}

1
p∗

=

{

∑

i

[

∑

k≥0

σ(k) 2k (1−n
p
)

(
∫

2k Qi

hp dx

)
1
p
]

p∗
}

1
p∗

≤
∑

k≥0

σ(k) 2k (1−n
p
)

[

∑

i

(
∫

2k Qi

hp dx

)
p∗

p
]

1
p∗

≤
∑

k≥0

σ(k) 2k (1−n
p
)

(

∑

i

∫

2k Qi

hp dx

)
1
p
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≤
∑

k≥0

σ(k) 2k (1−n
p
) ‖h‖Lp(Rn).

Tomando el supremo para λ > 0 concluimos la prueba de (1).

Demostración de (2) Es análoga a la demostración de (1), con la diferencia
de que ahora necesitamos el Ejemplo 3.30 (en lugar del Ejemplo 3.28) y el hecho de
que si w ∈ Ap entonces, existe 1 < s < ∞ de modo que w ∈ RHs, y por lo tanto
w(Qi)/w(2kQi) . 2−k n/s′ (ver (2.2)). Utilizando esto, tenemos que

‖f − Stf‖Lp(w) =

(

∑

i

∫

Qi

|f − StQi
f |p dw

)
1
p

.

{

∑

i

w(Qi)

[

∑

k≥0

σ(k) ℓ(2kQi)

(

−
∫

2k Qi

hp dw

)
1
p
]p} 1

p

. t
1
m

∑

k≥0

σ(k) 2
k (1− n

p s′
)

(

∑

i

∫

2k Qi

hp dw

)
1
p

. t
1
m

(

∑

k≥0

σ(k) 2k (1+ n
p s

)

)(
∫

Rn

hp dw

)
1
p

. t
1
m ‖h‖Lp(w).

Demostración de (3) Sean λ > 0 y w(x) = |x|−2. Se puede ver que para cualquier
cubo Q y k ≥ 0, w(Q)/w(2kQ) . 2−k(n−2). Utilizando esta observación, el Ejemplo
3.32 y siguiendo los pasos de las demostraciones anteriores, tenemos que

λw({x ∈ Rn : |f − Stf |(x) > λ})1/2 = λ

(

∑

i

w({x ∈ Qi : |f − StQi
f |(x) > λ})

)
1
2

≤
{

∑

i

w(Qi)

[

∑

k≥0

σ(k)

(

1

w(2kQi)

∫

2k Qi

h2 dx

)
1
2
]

2
}

1
2

=

{

∑

i

[

∑

k≥0

σ(k)

(

w(Qi)

w(2k Qi)

)
1
2
(
∫

2k Qi

h2 dx

)
1
2
]

2
}

1
2

≤
∑

k≥0

σ(k) 2−k (n−2)

(

∑

i

∫

2k Qi

h2 dx

)
1
2

.
∑

k≥0

σ(k) 2−k (n
2
−2) ‖h‖L2(Rn).

Tomando el supremo para λ > 0 concluimos la prueba de (3).
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3.3.3. Desigualdades de tipo Poincaré expandidas

Tomamos como punto de partida la siguiente desigualdad de Poincaré-(1, 1) gene-
ralizada: f ∈ M tal que

(3.51) −
∫

Q

|f − StQf | dx ≤
∑

k≥0

α(k) ℓ(2kQ)−
∫

2k Q

h dx,

para todo cubo Q, alguna sucesión {α(k)}k≥0 de números no-negativos y h una función
medible no-negativa —como antes h puede depender de f (por ejemplo h = |∇f |).
Aunque aqúı trabajamos con cualquier función h dada.

Obsérvese que la situación clásica se consigue reemplazando StQf por fQ y tomando
h = |∇f | y α(k) = 0 para k ≥ 1. Pues en ese caso, (3.51) no es más que la desigualdad
de Poincaré-(1, 1). Nótese también que si α(k) = 0 para k ≥ 1, tenemos (3.42) (estu-
diada en la sección anterior). También, si h es doblante y α(k) decae suficientemente
rápido, (3.51) implica (3.42).

Pensamos que las estimaciones que estamos considerando en esta sección son más
naturales que las anteriores. Pues éstas tienen en cuenta los efectos de cola (debidos a
que el semigrupo, en general, no localiza), en lugar de observar sólo el término local.
Además, bajo ciertas condiciones, la desigualdad clásica de Poincaré-(1, 1) implica
(3.51) con h = |∇f |. Por ejemplo, si tomamos {St}t>0 con la hipótesis adicional de que
St1 = 1 en casi todo Rn y para todo t > 0, (1) implica (3.51). Veamos esta afirmación:
fijamos un cubo Q y una función de Lipschitz f ∈ M (sabemos que satisface (1)).
Utilizando que StQ1 = 1 en casi todo Rn y (1), obtenemos que

−
∫

Q

|f − StQf | dx ≤ −
∫

Q

|f − fQ| dx+ −
∫

Q

∣

∣StQ(f − fQ)
∣

∣ dx

. ℓ(Q)−
∫

Q

|∇f | dx+ −
∫

Q

∣

∣StQ(f − fQ)
∣

∣ dx.

Para estimar el segundo sumando escribimos Rn =
⋃

k≥2Ck, con C2 = 4Q y Ck =

2k Q \ 2k−1Q si k ≥ 3. Entonces, utilizando (2.1) y (2.5), conseguimos que

−
∫

Q

∣

∣StQ(f − fQ)
∣

∣ dx = −
∫

Q

∣

∣

∣

∣

∫

Rn

stQ(x, y) (f − fQ)(y) dy

∣

∣

∣

∣

dx

≤ 1

|Q| −
∫

Q

∑

k≥2

∫

Ck

g

( |x− y|m
tQ

)

|f(y) − fQ| dy dx

≤
∑

k≥2

g(λk)

|Q|

∫

Ck

|f(y) − fQ| dy
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≤
∑

k≥2

2n k g(λk)−
∫

2k Q

|f(y) − fQ| dy

.
∑

k≥2

2n k g
(

2m (k−3)
)

−
∫

2k Q

|f − fQ| dy.

Para controlar cada una de las integrales que aparecen en el lado derecho de la de-
sigualdad anterior, aplicamos (1) y, para cada k ≥ 2, tenemos que

−
∫

2k Q

|f − fQ| dx ≤ −
∫

2k Q

|f − f2k Q| dx+

k
∑

l=1

|f2l Q − f2l−1 Q|

.

k
∑

l=1

−
∫

2l Q

|f − f2l Q| dx

.

k
∑

l=1

ℓ(2lQ)−
∫

2l Q

|∇f | dx.

De las estimaciones conseguidas, obtenemos (3.51) con α(k) = C
∑

l≥k

2n l g
(

2m (l−3)
)

:

−
∫

Q

|f − fQ| dx . ℓ(Q)−
∫

Q

|∇f | dx+
∑

k≥2

2n k g
(

2m (k−3)
)

k
∑

l=1

ℓ(2l Q)−
∫

2l Q

|∇f | dx

.
∑

k≥1

∑

l≥k

2n l g
(

2m (l−3)
)

ℓ(2k Q)−
∫

2k Q

|∇f | dx

Por otro lado, podemos conseguir desigualdades de Poincaré expandidas sin nece-
sidad de usar las desigualdades de Poincaré. Esto será de utilidad en la segunda parte
de la memoria. Veamos un par de casos particulares:

Ejemplo 3.34 Si L = −div(A∇) es un operador eĺıptico de segundo orden con cotas
gaussianas (esto es, si St = e−t L verifica (2.5) con m = 2 y g(t) = C e−c t) y además
e−t L

√
t div satisface, sin usar Poincaré, estimaciones Lp −Lp off-diagonal con 1 ≤ p <

∞ fijo (ver [AM2], [HoM, Lemma 2.2]), podemos concluir que, sin usar Poincaré,

−
∫

Q

|f − e−tQ Lf | dx .
∑

k≥0

e−c 4k

ℓ(2k Q)

(

−
∫

2k Q

|∇f |p dx
)1/p

.

Veámoslo. En primer lugar, observamos que

−
∫

Q

|f − e−tQ Lf | dx = −
∫

Q

∣

∣

∣

∫ tQ

0

∂s(e
−s L f) ds

∣

∣

∣
dx ≤

∫ tQ

0

−
∫

Q

∣

∣e−s L Lf
∣

∣ dx ds.(3.52)
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Definimos h = L1/2 f y hk = hχCk
, con k ≥ 2 y donde (utilizando (2.1))

Ck =

{

4Q, si k = 2,

2k Q \ 2k−1Q, si k ≥ 3
y λk =

{

0, si k = 2,

22 (k−3), si k ≥ 3.

Con esta notación, escribimos

Lf = L1/2 (L1/2f) = L1/2h = c

∫ ∞

0

e−t L
√
t Lh

dt

t
= c

∑

k≥2

∫ ∞

0

e−t L
√
t Lhk

dt

t

y aśı,

e−s L Lf = c
∑

k≥2

∫ ∞

0

e−(s+t) L Lhk

√
t
dt

t
.

Volviendo a (3.52) con esta notación, tenemos que para ciertas constantes θ1 y θ2:

−
∫

Q

|f − e−tQ Lf | dx ≤
∫ tQ

0

1√
s

(

−
∫

Q

∣

∣e−s L
√
s div(A∇ f)

∣

∣

p
dx

)
1
p

ds

≤
∑

k≥2

∫ tQ

0

√
s 2k θ1

(

2k ℓ(Q)√
s

)θ2

e−c 4k ℓ(Q)2

s
ds

s

(

−
∫

2k Q

|∇f |p dx
)

1
p

=
∑

k≥2

∫ ∞

2k

2k ℓ(Q)

t
2k θ1 tθ2 e−c t2 dt

t

(

−
∫

2k Q

|∇f |p dx
)

1
p

=
∑

k≥2

2k θ1

∫ ∞

2k

tθ2−1 e−c t2 dt

t

(

−
∫

2k Q

|∇f |p dx
)

1
p

.
∑

k≥2

(
∫ ∞

1

e−c t2 dt

t

)

e−c 4k

ℓ(2k Q)

(

−
∫

2k Q

|∇f |p dx
)

1
p

.
∑

k≥0

e−c 4k

ℓ(2k Q)

(

−
∫

2k Q

|∇f |p dx
)

1
p

.

Ejemplo 3.35 Si St = I − (I − e−t L)m+1 con m ≥ 0 y L = −div(A∇) es un opera-
dor eĺıptico de divergencia de segundo orden con cotas gaussianas, podemos conseguir
(utilizando argumentos de [HoM]) (3.51) con h = |

√
Lf | con {α(k)}k≥0 que decaerá su-

ficientemente tomando m grande. Escribimos

I − St = (I − e−t L)m (I − e−t L),
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h = L1/2f =
∞
∑

k=1

hk con hk = hχCk(Q) y L1/2 =

∫ ∞

0

√
t e−t L L

dt

t
,

y obtenemos:

−
∫

Q

|f − StQf | dx = −
∫

Q

|(I − StQ)f | dx

= −
∫

Q

|(I − e−tQ L)m (I − e−tQ L)f | dx

= −
∫

Q

∣

∣

∣

∣

(I − e−tQ L)m

∫ tQ

0

∂se
−s Lf ds

∣

∣

∣

∣

dx

≤
∫ tQ

0

−
∫

Q

∣

∣(I − e−tQ L)m e−s L Lf
∣

∣dx ds

.

∞
∑

k=1

∫ tQ

0

∫ ∞

0

−
∫

Q

∣

∣(I − e−tQ L)m e−(s+t) L Lhk

∣

∣dx
√
t
dt

t
ds.

De [AM1, Sección 4] se sigue que dados E y F conjuntos cerrados y t > 0, se tiene
que

(3.53) ‖e−t L (t L)(f χE)‖L1(F ) ≤ C e−c d(E,F )2

t ‖f‖L1(E).

Consecuentemente, e−t L (t L) y (I−e−t L)m están uniformemente acotados en L1. Esto
nos permite estimar el término k = 1 del siguiente modo:
∫ tQ

0

∫ ∞

0

−
∫

Q

∣

∣(I − e−tQ L)m e−(s+t) L Lh1

∣

∣dx
√
t
dt

t
ds . −

∫

4 Q

|h| dx
∫ tQ

0

∫ ∞

0

√
t

t + s

dt

t
ds

. ℓ(4Q)−
∫

4 Q

|h| dx.

Para k ≥ 2 separamos el dominio de integración de la variable t en dos: 0 < t <
(m + 1) tQ y t ≥ (m + 1) tQ. Primero fijamos 0 < t < (m + 1) tQ y 0 < s < tQ y
observamos que, si 0 ≤ j ≤ m, entonces t+ s ≤ j tQ + t+ s ≤ (2m+ 2) tQ y para cierta
constante Cj,m entonces

(I − e−tQ L)m e−(s+t) L L =
m
∑

j=0

Cj,m e
−(j tQ+t+s) L.

Aśı, (3.53) implica que

−
∫

Q

∣

∣(I − e−tQ L)m e−(s+t) L Lhk

∣

∣dx .
1

|Q|

m
∑

j=0

1

j tQ + t+ s
e
−c

4k ℓ(Q)2

j tQ+t+s

∫

2k Q

|h| dx
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. 2k n e−c 4k 1

t + s
−
∫

2k Q

|h| dx.

Aśı, concluimos que

∫ tQ

0

∫ (m+1) tQ

0

−
∫

Q

∣

∣(I − e−tQ L)m e−(s+t) L Lhk

∣

∣dx
√
t
dt

t
ds

. e−c 4k

2k n −
∫

2k Q

|h| dx
∫ tQ

0

∫ (m+1) tQ

0

√
t

t+ s

dt

t
ds

. e−c 4k

ℓ(2k Q)−
∫

2k Q

|h| dx.

Si hacemos un cambio de variables y llamamos t′ =
t

tQ (m+ 1)
y s′ =

s

tQ
, obtenemos:

∫ tQ

0

∫ ∞

(m+1) tQ

−
∫

Q

∣

∣(I − e−tQ L)m e−(s+t) L Lhk

∣

∣dx
√
t
dt

t
ds

. ℓ(Q)

∫ 1

0

∫ ∞

1

−
∫

Q

∣

∣(I − e−tQ L)m e−t tQ m L e−(s+t) tQ L (tQ L)hk

∣

∣dx
√
t
dt

t
ds

. ℓ(Q)

∫ 1

0

∫ ∞

1

−
∫

Q

∣

∣(e−t tQ L − e−(t tQ+tQ) L)m e−(s+t) tQ L ((s+ t) tQ L)hk

∣

∣dx
dt

t
3
2

ds.

Necesitamos ahora el siguiente resultado:

Lema 3.36 Dados E y F conjuntos cerrados y 0 < t ≤ s, tenemos que

(3.54)
∥

∥

∥

s

t

(

e−s L − e−(s+t) L
)

(f χE)
∥

∥

∥

L1(F )
≤ C e−c

d(E,F )2

s ‖f‖L1(E).

Utilizando este resultado, (3.53) y [HoM, Lemma 2.3], tenemos para cada 0 < s < 1 <
t <∞:

−
∫

Q

∣

∣(e−t tQ L − e−(t tQ+tQ) L)m e−(s+t) tQ L ((s+ t) tQ L)hk

∣

∣dx

. t−m 1

|Q| e
−c 4k ℓ(Q)2

máx{t tQ,(s+t) tQ}

∫

2k B

|h| dx

. t−m 2k ne−c 4k

t −
∫

2k Q

|h| dx.

Aśı,
∫ tQ

0

∫ ∞

(m+1) tQ

−
∫

Q

∣

∣(I − e−tQ L)m e−(s+t) L Lhk

∣

∣dx
√
t
dt

t
ds
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. ℓ(Q) 2k n −
∫

2k Q

|h| dx
∫ 1

0

∫ ∞

1

t−m e−c 4k

t
dt

t
3
2

ds

. 2−k (m+2−n) ℓ(2k Q)−
∫

2k Q

|h| dx.

Reuniendo las estimaciones, completamos la demostración:

−
∫

Q

|f − StQf | dx .

∞
∑

k=1

∫ tQ

0

∫ ∞

0

−
∫

Q

∣

∣(I − e−tQ L)m e−(s+t) L Lhk

∣

∣dx
√
t
dt

t
ds

. ℓ(4Q)−
∫

4 Q

|h| dx+

∞
∑

k=2

(

e−c 4k

+ 2−k (2 m−n)
)

ℓ(2kQ)−
∫

2k Q

|h| dx

.

∞
∑

k=1

2−k (m+2−n) ℓ(2k Q)−
∫

2k Q

|h| dx.

Demostración del Lema 3.36 Argumentamos como en [HoM, p. 504] y obtenemos:

∥

∥

∥

s

t

(

e−s L − e−(s+t) L
)

(f χE)
∥

∥

∥

L1(F )
=
∥

∥

∥
− s

t

∫ t

0

d

du
e−(s+u) L(f χE) du

∥

∥

∥

L1(F )

≤ s

t

∫ t

0

∥

∥e−(s+u) L((s+ u)L)(f χE)
∥

∥

L1(F )

du

s+ u

≤ C ‖f‖L1(E)

s

t

∫ t

0

e−
c d(E,F )2

s+u
du

s+ u

≤ C e−
c d(E,F )2

s ‖f‖L1(E),

donde hemos utilizado (3.53) y que s ≤ s+ u ≤ s+ t ≤ 2 s.

A continuación vamos a aplicar nuestros resultados principales para obtener auto-
mejora en la integrabilidad del lado izquierdo de (3.51). Por fijar ideas nos centramos
en estudiar el caso de desigualdades de tipo Poincaré-Sobolev sin peso, análogas a las
estudiadas en el Ejemplo 3.28. Aunque las mismas ideas se pueden utilizar para tratar
los otros ejemplos de la sección anterior. Aśı, seguimos los pasos dados en el Ejemplo
3.28: Tomamos 1 ≤ p < n y observamos que (3.51) implica

(3.55) −
∫

Q

|f − StQf | dx ≤
∑

k≥0

α(k) ℓ(2kQ)

(

−
∫

2k Q

hp dx

)1/p

= a(Q).

Una vez elegido el funcional a, tenemos que mostrar que a ∈ Dq para algún q > 1.
Una elección natural es q = p∗ (como en el Ejemplo 3.28), pero no podemos comprobar
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(utilizando la demostración dada en el Ejemplo 3.28) que a ∈ Dp∗ . Pues, para que se
verifique la última desigualdad de la demostración de a ∈ Dp∗ (página 64, (3.46)) es
crucial que la familia de cubos con la que trabajamos sea disjunta, y en este caso no
siempre podemos trabajar con cubos disjuntos (tenemos integrales en cubos dilatados
de Q de la forma 2k Q, que dejan de ser disjuntos dos a dos). Este hecho arruina los
cálculos y, por lo tanto, no podemos comprobar (utilizando esa demostración) que
a ∈ Dp∗. Aśı, en este caso, no sólo conseguiremos que a ∈ Dq para cada 1 < q < p∗.
Pues, en algún sentido, tener q < p∗ nos ayuda a controlar el solapamiento de los
cubos dilatados. Por lo tanto, tenemos que trabajar con una condición más débil que
la introducida en el Teorema 3.11. Vamos a afinar la condición Dq considerando la
escala de los espacios de Orlicz. Esto eventualmente nos conduce a mostrar que existe
una estimación de tipo Poincaré-Sobolev en el espacio de Orlicz débil y en la misma
escala que Lp∗,∞. Para simplificar la notación, fijamos 1 ≤ p < n y escribimos

(3.56) a(Q) =
∑

k≥0

α(k) a0(2
k Q) con a0(Q) = ℓ(Q)

(

−
∫

Q

hp dx

)1/p

.

En la siguiente proposición encontramos otro funcional ā con una expresión similar a
a y tal que el par (a, ā) ∈ Dq:

Proposición 3.37 Sean 1 ≤ p < n, 1 < q < p∗ y a dado por (3.56). Existe una
sucesión de números no-negativos {ᾱ(k)}k≥0 de modo que si tomamos

ā(Q) =
∑

k≥0

ᾱ(k) a0(2k Q),

entonces (a, ā) ∈ Dq.

En la demostración de este resultado, podemos ver que

ᾱ(k) =











C α(0), si k = 0,

C 2k n ( 1
p
− 1

q
)
∑

l≥k−1

2l n ( 1
p
− 1

q
) α(l), si k ≥ 1

Este resultado, el Teorema 3.11 y la desigualdad de Kolmogorov (3.39) nos conducen
al siguiente corolario:

Corolario 3.38 Dado 1 ≤ p < n. Si f ∈ M verifica (3.51) o, más general, si f ∈ M
verifica que

(3.57) −
∫

Q

|f − StQf | dx ≤
∑

k≥0

α(k) ℓ(2kQ)

(

−
∫

2k Q

hp dx

)1/p

,
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para todo cubo Q y para alguna {α(k)}k≥0 sucesión de números no-negativos y h una
función medible no-negativa, entonces, para todo 1 < q < p∗ existe otra sucesión de
números no-negativos {α̃(k)}k≥0 de modo que

(

−
∫

Q

|f − StQf |q dx
)1/q

≤
∑

k≥0

α̃(k) ℓ(2k Q)

(

−
∫

2k Q

hp dx

)1/p

,

donde α̃(k) = C
k
∑

j=0

22 n j g(c 2mj) ᾱ(k − j), k ≥ 0.

Por otro lado, notar que si p ≥ n, el funcional a(Q) (definido en (3.55)) es creciente
y, de este modo, la estimación anterior se verifica para todo 1 < q <∞.

También podemos obtener estimaciones de tipo pseudo-Poincaré globales comen-
zando con (3.55). Para ello utilizamos el Corolario 3.38 y seguimos la pista de las
constantes y sucesiones involucradas en las demostraciones de las desigualdades de
tipo pseudo-Poincaré fuertes en el rango p ≤ q < p∗.

Demostración de la Proposición 3.37 Sin pérdida de generalidad podemos suponer
que p ≤ q < p∗, pues la condición Dq es decreciente (esto es consecuencia de la
desigualdad de Hölder).

Fijamos un cubo Q y una familia {Qi}i de subcubos de Q disjuntos dos a dos.
Aplicamos la desigualdad de Minkowski y que q ≥ p y obtenemos

(

∑

i

a(Qi)
q |Qi|

)
1
q ≤

∑

k≥0

α(k)
(

∑

i

a0(2
k Qi)

q |Qi|
)

1
q

(3.58)

≤
∑

k≥0

α(k) 2−k n
p∗

(

∑

i

ℓ(Qi)
(n−p) (p∗

q
−1)

∫

2k Qi

hp dx
)

1
p

.

Estimamos la suma interna como sigue: si k = 0, utilizando que los cubos Qi ⊂ Q son
disjuntos dos a dos y que p ≤ q < p∗, tenemos que

∑

i

ℓ(Qi)
(n−p) (p∗

q
−1)

∫

Qi

hp dx ≤ ℓ(Q)(n−p) (p∗

q
−1)

∫

Q

hp dx = |Q|
p
q a0(Q)p.

Si k ≥ 1 ordenamos los cubos según la longitud de sus lados y conseguimos la siguiente
estimación de su solapamiento cuya prueba se encuentra al final de esta demostración:

Lema 3.39 Sean k ≥ 1, Q un cubo y {Qi}i una familia de subcubos de Q disjuntos
dos a dos con 2−l ℓ(Q) < ℓ(Qi) ≤ 2−l+1 ℓ(Q), para algún l ≥ 1 fijo. Se tiene que para
cada 2k Qi existen a lo más mı́n{2n (k+4), 2l n} cubos Qj de modo que 2k Qi∩2k Qj 6= Ø.
Además, 2k Qi ⊂ 2k−l+2Q, cuando 1 ≤ l ≤ k + 1, y 2k Qi ⊂ 2Q, cuando l ≥ k + 2.
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Entonces, para cada l ≥ 1, escribimos El = {Qi : 2−l ℓ(Q) < ℓ(Qi) ≤ 2−l+1 ℓ(Q)} y
utilizando el lema anterior, que p < n y p ≤ q < p∗, conseguimos:

∑

i

ℓ(Qi)
(n−p) (p∗

q
−1)

∫

2k Qi

hp dx

. ℓ(Q)(n−p) (p∗

q
−1)
∑

l≥1

2−l (n−p) (p∗

q
−1)

∑

Qi∈El

∫

2k Qi

hp dx

. ℓ(Q)(n−p) (p∗

q
−1)
(

∑

1≤l≤k+1

2−l (n−p) (p∗

q
−1) 2n l

∫

2k−l+2 Q

hp dx

+
∑

l≥k+2

2−l (n−p) (p∗

q
−1) 2n k

∫

2 Q

hp dx
)

. |Q|
p
q 2k (n−p)

∑

1≤l≤k+1

2−l n (p
q
−1) a0(2

k−l+2Q)p

= |Q|
p
q 2k (2 n−p−n p

q
)
∑

1≤l≤k+1

2l n (p
q
−1) a0(2lQ)p.

Volviendo con estas estimaciones a (3.58), concluimos que

(

∑

i

a(Qi)
q |Qi|

)
1
q

. α(0) |Q| 1q a0(Q) + |Q| 1q
∑

k≥1

α(k) 2k n( 1
p
− 1

q
)
(

∑

1≤l≤k+1

2l n (p
q
−1) a0(2lQ)p

)
1
p

≤ α(0) |Q| 1q a0(Q) + |Q| 1q
∑

l≥1

(

2−l n ( 1
p
− 1

q
)
∑

k≥l−1

α(k) 2k n( 1
p
− 1

q
)
)

a0(2
l Q)

= |Q| 1q
∑

l≥0

ᾱ(l) a0(2lQ) =
(

ā(Q)q |Q|
)

1
q ,

donde ᾱ(0) = C α(0) y ᾱ(l) = C 2−l n ( 1
p
− 1

q
)
∑

k≥l−1

α(k) 2k n ( 1
p
− 1

q
), para l ≥ 1. De este

modo queda demostrado que (a, ā) ∈ Dq.

Observación 3.40 Notar que, en el argumento anterior, ha sido crucial que p ≤
q < p∗. Pues en caso contrario, la suma geométrica seŕıa divergente para los términos
l ≥ k + 2.

Demostración del Lema 3.39 Fijamos k ≥ 1, l ≥ 1 y un cubo Qi de la familia
de subcubos de Q disjuntos dos a dos con 2−l ℓ(Q) < ℓ(Qi) ≤ 2−l+1 ℓ(Q). Entonces,
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tenemos que
⋃

j:2k Qi∩2k Qj 6=Ø

Qj ⊂ 2k+3Qi

y consecuentemente,

2n (k+4)−l n ℓ(Q)n ≥ |2k+3Qi| ≥
∑

j:2k Qi∩2k Qj 6=Ø

|Qj|

> 2−l n ℓ(Q)n #{j : 2k Qi ∩ 2k Qj 6= Ø}.

Por otro lado,

|Q| ≥
∣

∣

⋃

i

Qi

∣

∣ =
∑

i

|Qi| ≥ 2−l n |Q|#{Qi}i.

La otra afirmación del lema es inmediata, utilizando las condiciones sobre las lon-
gitudes de los lados de los cubos de la familia. Veámoslo. Fijamos k ≥ 1. Tomamos
x ∈ 2k Qi y denotamos por xi y xQ a los centros de Qi y Q, respectivamente. Entonces,
tenemos que

|x− xQ| ≤ |x− xi| + |xi − xQ| ≤ 2k−1 ℓ(Qi) +
1

2
ℓ(Q) ≤

(

2k−l +
1

2

)

ℓ(Q).

De este modo, hemos comprobado que si 1 ≤ l ≤ k + 1, entonces x ∈ 2k−l+2Q
(pues 2k−l + 2−1 ≤ 2k−l+1). Por otro lado, si l ≥ k + 2, x ∈ 2Q (pues, en este caso,
2k−l + 2−1 ≤ 1).

3.3.4. Afinando la condición Dq: Escala de Orlicz

En el Corolario 3.38 mostramos, utilizando que el funcional a satisface una condición
de tipo Dq, automejoras de tipo Lq para cada 1 < q < p∗ y 1 ≤ p < n. Pero como no
hemos conseguido demostrar que el funcional verifique una condición de tipo Dp∗ (de
hecho creemos que esta condición falla debido al solapamiento), nuestros métodos no
nos proporcionan resultados en Lp∗,∞. Aśı, nuestro siguiente objetivo es encontrar una
estimación en un espacio de Marcinkiewicz (el cual corresponde al espacio de tipo débil
de un espacio de Orlicz) en la escala p∗. Consideramos entonces el espacio de Orlicz
Lp∗ (logL)−(1+ǫ) con ǫ > 0 asociado a la función de Young

φ(t) = tp
∗

(1 + log+ t)−(1+ǫ)

y con función fundamental

ϕ(t) =
1

φ−1(t)
≈ t

1
p∗

(

1 + log+ 1

t

)− 1+ǫ
p∗

.
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Recordemos que la función fundamental se define como

ϕ(t) = ‖χE‖Lp∗ (log L)−(1+ǫ) , con |E| = t.

Su espacio de Marcinkiewicz correspondiente Mϕ viene dado por la cuasi-norma:

‖f‖
Mϕ,Q = sup

t>0
t ϕ

(

∣

∣

{

x ∈ Q : |f(x)| > t
}
∣

∣

|Q|

)

.

Este es el mayor espacio de funciones con la función fundamental ϕ. El espacio Mϕ tiene
la misma relación con Lp∗ (logL)−(1+ǫ) que Lp,∞ con Lp. Obsérvese que Lp∗ (logL)−(1+ǫ)

y Mϕ están en la escala p∗, en el sentido de el ı́ndice superior y el ı́ndice inferior de
Boyd es p∗. Recomendamos consultar [BeS] o [RR] para estudiar la teoŕıa general de
los espacios de Orlicz.

Establecemos la siguiente automejora en el espacio de Marcinkiewicz:

Teorema 3.41 Dado 1 ≤ p < n. Si f ∈ M verifica (3.57) (hecho que ocurre si
en particular, f ∈ M verifica (3.51)), entonces, existe otra sucesión de números no-
negativos {α̃(k)}k≥0 de modo que se tiene la siguiente desigualdad:

(3.59) ‖f − StQf‖Mϕ,Q
≤
∑

k≥0

α̃(k) ℓ(2kQ)

(

−
∫

2k Q

hp dx

)1/p

.

Obsérvese que (3.59) es más fuerte que las estimaciones obtenidas en el Corolario
3.38. Pues, si 1 < q < p∗, se tiene que t1/q . ϕ(t), para cualquier 0 < t ≤ 1; aśı,
‖f‖Lq,∞,Q . ‖f‖

Mϕ,Q, para cualquier función f .

Por último escribimos un ejemplo sugerido por [HoM]: Dado 1 ≤ p < n, sea f ∈ M
verificando la siguiente desigualdad

−
∫

Q

|f − StQf | dx . ℓ(2Q)

(

−
∫

2 Q

|∇f |p dx
)1/p

+
∑

k≥2

α(k) ℓ(2kQ)−
∫

2k Q

|∇f | dx = a(Q),

para alguna sucesión de números no-negativos {α(k)}k≥2, entonces el mismo tipo de
argumento que hemos utilizado nos permite mostrar que

(3.60) ‖f − StQf‖Mϕ,Q
≤
∑

k≥0

α̃(k) a(2k Q),

para alguna {α̃(k)}k≥0 y ϕ(t) ≈ t1/1∗ (1+log+ 1/t)−(1+ǫ)/1∗ . Para conseguir esta estima-
ción basta mostrar que el término local (el que involucra a 2Q) satisface la condición
de sumación asociada al espacio Lp∗ (logL)−(1+ǫ) y que el término global (la suma de
los términos 2k Q, k ≥ 2) verifica la condición asociada a L1∗ (logL)−(1+ǫ), ver el Le-
ma 3.42. De este modo, a verifica la condición y, por lo tanto, el Teorema 3.41 nos
proporciona (3.60).
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3.3.5. Demostración del Teorema 3.41

Recordemos que

φ(t) =
tp

∗

(1 + log+ t)
1+ǫ , con φ−1(t) ≈ t

1
p∗ (1 + log+ t)

1+ǫ
p∗

y

ϕ(t) =
1

φ−1(1
t
)
≈ t

1
p∗

(

1 + log+
(1

t

))− 1+ǫ
p∗

,

con

ϕ−1(t) =
1

φ(1
t
)
≈ tp

∗
(

1 + log+
(1

t

))1+ǫ

.

Fijamos f ∈ M de modo que verifique (3.51) o (3.57) y escribimos

a(Q) =
∑

k≥0

α(k) a0(2
k Q), a0(Q) = ℓ(Q)

(

−
∫

Q

hp dx

)1/p

.

Consideramos los funcionales ā, ã : Q×F −→ (0,+∞] dados por

ā(Q) =
∑

k≥1

ᾱ(k) a0(2
k Q),

y

ã(Q) = C
∑

k≥0

22 n k g
(

2m (k−5)−3
)

ā(2k Q) =
∑

k≥1

α̃(k) a0(2k Q),

donde

ᾱ(k) = C 2−k n/p
∑

l≥k−1

2l n/p α(l) y α̃(k) = C

k−1
∑

l=0

22 n l g
(

2m (l−5)−3
)

ᾱ(l − k).

Fijamos un cubo Q tal que ã(Q) <∞. En caso contrario, no hay nada que probar.
Como antes, definimos G(x) =

∣

∣f(x)− StQf(x)
∣

∣χ4 Q(x) y estimamos ‖MG‖
Mϕ,Q. Esto

junto con el teorema de diferenciación de Lebesgue implican (3.59).
Seguimos las ideas de la demostración del Teorema 3.11. Primero conseguimos una

estimación del tipo Dr adaptada a φ para (a, ā), cuya demostración se encuentra al
final de la sección:

Lema 3.42 Para cualquier cubo Q y cualquier familia de cubos disjuntos dos a dos
{Qi}i ⊂ Q, se tiene que

∑

i

φ

(

a(Qi)

ā(Q)

) |Qi|
|Q| . 1.
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Este resultado implica que (a, ā) ∈ D1. Pues, de la desigualdad de Young se sigue que

∑

i

a(Qi)

ā(Q)

|Qi|
|Q| ≤

∑

i

φ

(

a(Qi)

ā(Q)

) |Qi|
|Q| +

∑

i

φ̄(1)
|Qi|
|Q| . 1,

donde φ̄(t) ≈ t(p
∗)′ (1 + log+ t)(1+ǫ) (p∗)′/p∗ es la función conjugada de φ.

Por lo tanto, se satisface (3.37): para cada cubo R y k ≥ 1,

−
∫

2k R

|f − StRf | dx ≤ ā(2k R).

Consecuentemente, G = |f − StQf |χ4Q ∈ L1(Rn) con ‖G‖L1(Rn) . ã(Q) |Q| y |Ωt| .

ã(Q) |Q|/t, donde Ωt es el conjunto de nivel t de MG.

Fijamos ahora q > 1 suficientemente grande a elegir y 0 < λ < 1 suficientemente
pequeño. Vamos a mostrar que para todo t > 0 se satisface la siguiente desigualdad
del tipo:

(3.61) |Ωq t ∩Q| ≤ c1 λ |Ωt ∩Q| +
c2

φ
(

λ t
ã(Q)

) |Q|.

Como consecuencia de esta desigualdad y utilizando que ϕ es una función cóncava y
creciente, obtenemos:

ϕ

( |Ωq t ∩Q|
|Q|

)

≤ ϕ

(

c1 λ
|Ωt ∩Q|

|Q|

)

+ c2
ã(Q)

λ t
.

Si además λ es suficientemente pequeño, la desigualdad anterior implica que

ϕ

( |Ωq t ∩Q|
|Q|

)

≤ (c1 λ)1/p∗ ϕ

( |Ωt ∩Q|
|Q|

)

+ c2
ã(Q)

λ t
.

Fijamos N > 0, tomamos supremo sobre t y obtenemos:

sup
0<t≤N/q

t ϕ

( |Ωq t ∩Q|
|Q|

)

≤ (c1 λ)1/p∗ sup
0<t≤N/q

t ϕ

( |Ωt ∩Q|
|Q|

)

+
c2
λ
ã(Q).

Cambiando de variable en la parte izquierda de la desigualdad y multiplicando por q
la desigualdad anterior:

(3.62) sup
0<t≤N

t ϕ

( |Ωt ∩Q|
|Q|

)

≤ q (c1 λ)1/p∗ sup
0<t≤N

t ϕ

( |Ωt ∩Q|
|Q|

)

+
c2 q ã(Q)

λ
.

Notar que debido a que ϕ es una función creciente, tenemos que

sup
0<t≤N

t ϕ

( |Ωt ∩Q|
|Q|

)

≤ N <∞.
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Entonces, si elegimos λ suficientemente pequeño, podemos mover el primer término del
lado derecho de (3.62) a su lado izquierdo, y aśı conseguimos:

sup
0<t≤N

t ϕ

( |Ωt ∩Q|
|Q|

)

. ã(Q).

Tomando ĺımite cuando N → ∞, concluimos que

‖MG‖Mϕ,Q . ã(Q).

Veamos ahora (3.61): tomamos c0 > 0 de modo que |Ωt| < |Q|/2, si t > c0 ã(Q).
Si 0 < t ≤ c0 ã(Q), utilizando que φ es una función creciente, tenemos la siguiente
desigualdad:

|Ωq t ∩Q| ≤ |Q| ≤ c1 λ |Ωt ∩Q| +
c2

φ
(

λ t
ã(Q)

) |Q|.

Caso t > c0 ã(Q): aplicamos el Teorema 3.16 y el Lema 3.17 para cubrir Ωt con la
familia de cubos de Whitney {Qt

i}i con ℓ(Qt
i) < ℓ(Q). Por otro lado, pues (a, ā) ∈ D1,

podemos aplicar la Proposición 3.25, donde ã depende de ā. Estas observaciones nos
permiten obtener (3.17). La estimación de I es exactamente igual. Para II utilizamos
la notación y los argumentos de la demostración del Teorema 3.11 y (3.38) y utilizando
que φ es convexa, conseguimos:

II ≤
∑

Γ2

|Qt
i| . φ

(

λ t

ā(Q)

)−1

|Q|
∑

i:Qt
i⊂Q

2n
∑

k=1

φ

(

a((Qt
i)k)

ā(Q)

) |(Qt
i)k|

|Q| .

Ahora separamos la familia {2Qt
i}i en cn familias Fj de cubos disjuntos dos a dos. Gra-

cias a que los cubos de la colección F∗
j = {(Qt

i)k : Qt
i ∈ Fj, 1 ≤ k ≤ 2n} son disjuntos

dos a dos, podemos aplicar el Lema 3.42 y conseguimos la siguiente estimación:

II . φ

(

λ t

ā(Q)

)−1

|Q| ≤ φ

(

λ t

ã(Q)

)−1

|Q|,

que completa la demostración de (3.61).

Demostración del Lema 3.42 Nótese que

ā(Q) &
∑

k≥2

α(k)
(

k+1
∑

l=1

2l n/p a0(2k−l+2Q)
)

=
∑

k≥2

α(k) bk(Q).

Basta entonces mostrar que para cada k ≥ 2:

(3.63)
∑

i

φ

(

a0(2kQi)

bk(Q)

) |Qi|
|Q| . 1.
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Pues utilizando que la función φ es convexa, tenemos que

∑

i

φ

(

a(Qi)

ā(Q)

) |Qi|
|Q| .

∑

i

φ

(

∑

k≥2 α(k) a0(2
k Qi)

∑

k≥2 α(k) bk(Q)

) |Qi|
|Q|

≤
∑

k≥2

α(k) bk(Q)
∑

k≥2 α(k) bk(Q)

∑

i

φ

(

a0(2kQi)

bk(Q)

) |Qi|
|Q| . 1.

Veamos (3.63): para cada l ≥ 1 definimos

El = {Qi : 2−l ℓ(Q) < ℓ(Qi) ≤ 2−l+1 ℓ(Q)}.

Sea ψ(t) = φ(t1/p), utilizando que ψ es una función de Young, podemos escribir

∑

i

φ

(

a0(2kQi)

bk(Q)

) |Qi|
|Q| .

∞
∑

l=1

2−l n
∑

Qi∈El

ψ

(

bk(Q)−p |2k Q|−
p

p∗ 2l n p
p∗

∫

2k Qi

hp dx

)

≤
∞
∑

l=1

2−l nψ

(

bk(Q)−p |2k Q|−
p

p∗ 2l n p
p∗
∑

Qi∈El

∫

2k Qi

hp dx

)

=
k+1
∑

l=1

· · · +
∑

l≥k+2

· · · = I + II.

Estimamos cada término por separado. Aplicando el Lema 3.39 y que φ(t) = tp
∗

para
t ≤ 1, tenemos que

I ≤
k+1
∑

l=1

2−l n ψ

(

bk(Q)−p |2k Q|−
p

p∗ 2l n p
p∗ 2n l

∫

2k−l+2 Q

hp dx

)

.

k+1
∑

l=1

2−l n φ
(

bk(Q)−1 2l n
p a0(2k−l+2Q)

)

= bk(Q)−p∗
k+1
∑

l=1

2l n p∗

p a0(2
k−l+2Q)p∗

. bk(Q)−p∗
(

k+1
∑

l=1

2l n
p a0(2k−l+2Q)

)p∗

= 1.

Por otro lado, del Lema 3.39 y el hecho de que bk(Q) ≥ 2k n/p a0(2Q) se sigue que

II .
∑

l≥k+2

2−l n ψ

(

bk(Q)−p |2kQ|−
p

p∗ 2l n p
p∗ 2n (k+4)

∫

2 Q

hp dx

)
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.
∑

l≥k+2

2−l n φ
(

bk(Q)−1 2
n
p∗

(l−k) 2
n k
p a0(2Q)

)

.
∑

l≥k+2

2−l n φ(2(l−k) n
p∗ ) .

∑

l≥1

l−(1+ǫ) . 1.

Esto completa la demostración.
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Caṕıtulo 4

Automejora de tipo exponencial en
Rn de desigualdades de
Poincaré generalizadas asociadas a
aproximaciones de la identidad y a
semigrupos

El propósito de este caṕıtulo es presentar un método general que permita estu-
diar propiedades de automejora de tipo exponencial de desigualdades generalizadas de
Poincaré asociadas a aproximaciones de la identidad y a semigrupos. Como aplicación,
mostramos la conexión entre nuestros resultados y el teorema de John-Nirenberg para
el espacio BMO asociado a aproximaciones de la identidad y a semigrupos.

El caṕıtulo está organizado como sigue: los preliminares y principales definiciones
están en el Caṕıtulo 2, los resultados principales en la Sección 4.1, las demostraciones
de estos resultados están en la Sección 4.2.1 y las aplicaciones en la Sección 4.3.

4.1. Resultados principales

El resultado principal de este caṕıtulo es el siguiente (ver el Caṕıtulo 2 para los
preliminares y definiciones necesarios):

Teorema 4.1 Sea {St}t>0 como en la Sección 2.6 y a ∈ T∞. Si f ∈ M verifica (3.1),
entonces, para cada cubo Q, se tiene que

(4.1) ‖f − StQf‖exp L,Q
≤ C

∑

k≥0

2n k g
(

2m (k−6)
)

a(2k Q).
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4.2. Demostraciones

También se satisface la siguiente versión con peso para cada w ∈ A∞ y cada Q:

(4.2) ‖f − StQf‖exp L(w),Q
≤ C

∑

k≥0

2n k g
(

c 2mk
)

a(2k Q),

con C ≥ 1 y 0 < c < 1.

Observación 4.2 Obsérvese que (3.1) es una estimación sin peso y que a partir de ella
conseguimos otra con peso para la oscilación f −StQf . Por otro lado, hay que tener en
cuenta que si a es doblante, entonces el decaimiento de g implica que podemos escribir
C a(Q) en el lado derecho de (4.1) y (4.2).

4.2. Demostración de los resultados principales

4.2.1. Demostración del Teorema 4.1

Demostración de (4.1)

Utilizamos ideas de [MaP]. Podemos suponer que ‖a‖T∞
= 1: pues si tomamos

â(Q) = sup
P⊂Q

a(P ), tenemos que a(Q) ≤ â(Q) ≤ ‖a‖T∞
a(Q) y ‖â‖T∞

= 1. De este

modo, se verifica (3.1) con a reemplazado por â.
Definimos un nuevo funcional ã : Q×F −→ (0,+∞] dado por

(4.3) ã(Q) =
4n

g(1)

∑

k≥0

2n k g
(

2m (k−5)
)

a(2k Q).

Notar que a ∈ T∞ implica que ã ∈ T∞ con ‖ã‖T∞
= ‖a‖T∞

= 1. Fijamos un cubo Q y
asumimos que ã(Q) <∞, pues en caso contrario no hay nada que probar.

Definimos la función

(4.4) G(x) =
|f(x) − StQf(x)|

ã(Q)
χ4 Q(x).

El siguiente resultado, cuya demostración se encuentra en la Sección 4.2.2, nos permite
mostrar que G ∈ L1(Rn):

Lema 4.3 Bajo la hipótesis del Teorema 4.1, para cada cubo R y k ≥ 1, se tiene que

−
∫

k R

|f − StRf | dx ≤ ‖a‖T∞
a(k R).
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4. Automejora Exp

Aplicando este lema y que ã(Q) ≥ 16n a(4Q), obtenemos:

‖G‖L1(Rn) =
1

ã(Q)

∫

4 Q

|f − StQf | dx ≤ a(4Q)

ã(Q)
|4Q| ≤ 1

4n
|Q| <∞.

Tomamos el conjunto de nivel:

(4.5) Ω = {x ∈ Rn : MG(x) > e},

donde M es la función maximal de Hardy-Littlewood. Utilizando que M es de tipo
débil (1, 1) con constante 3n, tenemos

(4.6) |Ω| ≤ 3n

e
‖G‖L1(Rn) < e−1 |Q| <∞.

Además, Ω ( Rn es un conjunto abierto y propio: Ω es un conjunto de nivel de una
función semicontinua inferiormente MG, con G ∈ L1(Rn) y |Ω| <∞.

Utilizamos la malla diádica de Rn adaptada a Q y cubrimos Ω con la familia de
cubos de Whitney {Qi} dada en el Teorema 3.16. Notar que (4.6) implica que, para
cada i, ℓ(Qi) < ℓ(Q).

Por otro lado, para cada t > 0 y cada cubo R, definimos el conjunto:

(4.7) E(R, t) =
{

x ∈ R :
∣

∣f(x) − StRf(x)
∣

∣ > t ã(R)
}

.

Tomamos t > e y, salvo por un conjunto de medida de Lebesgue nula, podemos escribir:

E(Q, t) = E(Q, t) ∩
{

x ∈ Q : MG(x) > e
}

=
⋃

i

{

x ∈ Qi ∩Q : G(x) > t
}

.

Observando los últimos conjuntos de la igualdad anterior, nos damos cuenta de que sólo
tenemos que preocupamos de aquellos cubos Qi tales que Qi∩Q 6= Ø; es decir, aquellos
Qi tales que Qi ⊂ Q (pues los cubos Qi son diádicos respecto a Q y ℓ(Qi) < ℓ(Q)).
Aśı, escribimos (salvo conjuntos de medida de Lebesgue nula)

(4.8) E(Q, t) =
⋃

i:Qi⊂Q

{

x ∈ Qi :
∣

∣f(x) − StQf(x)
∣

∣ > t ã(Q)
}

.

Ahora, reemplazamos StQf por StQi
f utilizando el siguiente resultado auxiliar, cuya

demostración está en la Sección 4.2.2:

Proposición 4.4 Bajo las hipótesis del Teorema 4.1, para todo x ∈ Qi, tenemos que

∣

∣StQi
f(x) − StQf(x)

∣

∣ ≤ c0 ã(Q).
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4.2. Demostraciones

Aśı, si x ∈ Qi, tenemos

∣

∣f(x) − StQf(x)
∣

∣ ≤
∣

∣f(x) − StQi
f(x)

∣

∣+ c0 ã(Q).

Fijamos t > C0 con C0 = máx{e, c0} y c0 la constante que aparece en la proposición
anterior. Utilizando que ã(Qi) ≤ ã(Q) (pues a es creciente y Qi ⊂ Q), obtenemos:

∣

∣E(Q, t)
∣

∣ ≤
∑

i:Qi⊂Q

∣

∣

{

x ∈ Qi :
∣

∣f(x) − StQi
f(x)

∣

∣ > (t− C0) ã(Qi)
}
∣

∣(4.9)

=
∑

i:Qi⊂Q

∣

∣E(Qi, t− C0)
∣

∣.

Definimos ahora la función ϕ : [0,+∞) → [0, 1] dada por

ϕ(t) = sup
R

|E(R, t)|
|R|

Notar que ϕ(t) ≤ 1 para todo t ≥ 0. Además, si t > C0, (4.9) y (4.6) implican que

|E(Q, t)| ≤ ϕ(t− C0)
∑

i:Qi⊂Q

|Qi| ≤ ϕ(t− C0) |Ω| < e−1 ϕ(t− C0) |Q|.

Dividiendo por |Q| y tomando supremo en Q, tenemos que ϕ(t) < e−1 ϕ(t− C0) para
todo t > C0. De este modo, iterando las estimaciones y utilizando que ϕ(t) ≤ 1 para
todo t ≥ 0, concluimos que ϕ(t) ≤ e−(t/C0−1) para todo t ≥ 0. En particular, para cada
t ≥ 0, se verifica que

|E(Q, t)|
|Q| ≤ ϕ(t) ≤ e

− t
C0

+1
.

Entonces, eligiendo A = (e+ 1)C0 y utilizando la estimación previa, obtenemos

−
∫

Q

[

exp

( |f − StQf |
A ã(Q)

)

− 1

]

dx ≤
∫ ∞

0

et |E(Q,A t)|
|Q| dt ≤

∫ ∞

0

e1−e t dt = 1.

De aqúı se sigue que ‖f − StQf‖expL,Q
≤ (e + 1)C0 ã(Q).

Demostración de (4.2)

Seguimos los argumentos de la demostración de (4.1) y sólo insistiremos en aquellos
puntos donde ambas demostraciones difieran. Recordemos primero que w ∈ A∞ implica
que existen 1 ≤ p <∞ y 1 < s ≤ ∞ tales que w ∈ Ap ∩RHs, y en particular satisface
(2.2).
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4. Automejora Exp

Tomamos ã definido en (4.3) y fijamos Q tal que ã(Q) <∞. Tomamos también la
función G dada por (4.4) y Ω el conjunto de nivel de MG a nivel es′ (1+log Cw), donde
Cw es la constante que aparece en (2.2). Aplicando el Teorema 3.16 y el Lema 3.17,
cubrimos Ω con la familia de cubos de Whitney {Qi}i ⊂ DQ. Consideramos el funcional
ϕ : [0,+∞) → [0, 1] dado por

ϕ(t) = sup
R

w
(

E(R, t)
)

w(R)
,

con E(R, t) definido en (4.7). Es inmediato ver que ϕ(t) ≤ 1 para todo t ≥ 0.
Sea t > C0 con C0 = máx{e−s′ (1+log Cw), c0} y donde c0 es la constante que aparece

en la Proposición 4.4. Argumentando como en (4.9), utilizamos (2.2) y que |Ω| <
e−s′ (1+log Cw) |Q|, y obtenemos:

w
(

E(Q, t)
)

≤
∑

i:Qi⊂Q

w
(

E(Qi, t− C0)
)

≤ ϕ(t− C0)
∑

i:Qi⊂Q

w(Qi)

= ϕ(t− C0)w
(

⋃

i:Qi⊂Q

Qi

)

≤ Cw ϕ(t− C0)w(Q)

( |
⋃

i:Qi⊂Q Qi|
|Q|

)1/s′

< e−1 ϕ(t− C0)w(Q).

Aśı, ϕ(t) < e−1 ϕ(t − C0) para t > C0. Iterando la estimación previa, obtenemos
ϕ(t) ≤ e−(t/C0−1) cuando t ≥ 0. Como en la demostración de (4.1), la estimación
resultante para el funcional ϕ nos permite completar la prueba de (4.2).

4.2.2. Demostración de los resultados auxiliares

Demostración del Lema 4.3 Cubrimos k R con la familia de cubos {Ri}kn

i=1 disjuntos
dos a dos y con lado de longitud ℓ(R), y aśı tR = tRi

. Utilizando que f satisface (3.1)
y a es creciente, obtenemos:

∫

k R

|f − StRf | dy =

kn
∑

i=1

∫

Ri

|f − StRi
f | dy ≤

kn
∑

i=1

a(Ri) |Ri| ≤ ‖a‖T∞
a(k R)

kn
∑

i=1

|Ri|

= ‖a‖T∞
a(k R) |k R|.
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4.2. Demostraciones

Demostración de la Proposición 4.4 Seguimos los pasos de la Proposición 3.18.
Tomamos ki ∈ Z como en (3.22):

(4.10) ℓ(Q) = 2ki ℓ(Qi).

Entonces, (4.6) y Qi ∈ DQ implican que ℓ(Qi) ≤ ℓ(Q)/2; por lo tanto, ver (3.23),

(4.11) ki ≥ 1 y 2ki Qi ⊂ 2Q.

Por otro lado, la regla de la conmutación implica que para cada x ∈ Qi:

∣

∣StQi
f(x) − StQf(x)

∣

∣ ≤
∣

∣StQi

(

f − StQf
)

(x)
∣

∣+
∣

∣StQ

(

f − StQi
f
)

(x)
∣

∣ = I + II.

Estudiamos cada término por separado. Primero observamos que (4.11) implica que si
y ∈ 2ki Qi entonces,

∣

∣f(y) − StQf(y)
∣

∣ = G(y) ã(Q). Aśı, tenemos que

I ≤ 1

|Qi|

∫

Rn

g

( |x− y|m
tQi

)

∣

∣f(y) − StQf(y)
∣

∣dy

≤ ã(Q)

|Qi|

∫

Rn

g

( |x− y|m
tQi

)

G(y) dy +
1

|Qi|

∫

(2ki Qi)c

· · · dy = I1 ã(Q) + I2.

Aplicando el Lema 3.17, estimamos I1 como sigue:

I1 ≤
1

|Qi|
∑

k≥2

g(λk)

∫

Ck(Qi)

Gdy ≤
∑

k≥2

2n k g(λk)−
∫

2k Qi

Gdy . 1,

con λk dado en (2.1).
Para I2, aplicamos el Lema 4.3 y el hecho de que Ck(Qi) ⊂ 2k Qi ⊂ 2k−ki+1Q ⊂

2k Q, para cada k ≥ ki:

I2 =
1

|Qi|
∑

k≥ki+1

∫

Ck(Qi)

g

( |x− y|m
tQi

)

∣

∣f(y) − StQf(y)
∣

∣ dy

.
∑

k≥ki+1

2n k g(λk)−
∫

2k−ki+1 Q

|f − StQf | dy

.
∑

k≥ki+1

2n k g(λk) a(2k−ki+1Q)

.
∑

k≥ki+1

2n k g(λk) a(2kQ)

. ã(Q).

De este modo, conseguimos que I . ã(Q).

92



4. Automejora Exp

Veamos ahora que II . ã(Q): Argumentando como en la demostración de la Pro-
posición 3.18 (utilizando los cálculos del Lema 4.3, (4.10) y (4.11)), obtenemos:

II ≤ 1

|Q|

∫

Rn

g

( |x− y|m
tQ

)

∣

∣f(y) − StQi
f(y)

∣

∣ dy

≤ g(0)

|Q|

∫

2ki+1 Qi

|f − StQi
f | dy +

1

|Q|
∑

k≥ki+2

g

(

λk tQi

tQ

)
∫

2k Qi

|f − StQi
f | dy

. a(2ki+1Qi) +
∑

k≥ki+2

2n (k−ki) g
(

λk 2−m (ki+1)
)

a(2k Qi)

. a(4Q) +
∑

k≥ki+2

2n (k−ki) g
(

2m (k−ki−4)
)

a(2k−ki+1Q)

. a(4Q) +
∑

k≥3

2n k g
(

2m (k−5)
)

a(2k Q)

. ã(Q).

4.3. Aplicaciones

Ejemplo 4.5 (Espacios BMO y Morrey-Campanato) En el Ejemplo 3.26 com-
probábamos que si f ∈ LS(α) entonces (como consecuencia del Teorema 3.1), para
cada 1 < r <∞: ‖f − StQf‖Lr,∞,Q

. |Q|α, para cada Q. Utilizando ahora el Teorema

4.1 (en lugar del Teorema 3.1), mejoramos esta estimación y conseguimos la siguiente
automejora para cada Q:

‖f − StQf‖exp L,Q
. |Q|α.

Del mismo modo (aplicando el Teorema 4.1 en lugar del Teorema 3.3), para cada
w ∈ A∞ y cada Q, tenemos:

‖f − StQf‖exp L(w),Q
. |Q|α.

Por otro lado, el Teorema 4.1, implica que para cada f ∈ BMOϕ,S y cada Q:

‖f − StQf‖exp L,Q
≤ C

∑

k≥0

2n k g
(

c 2m k
)

ϕ
(

2k ℓ(Q)
)

y si además ϕ es doblante:

‖f − StQf‖exp L,Q
. ϕ

(

ℓ(Q)
)

.

También podemos conseguir versiones con peso para pesos en la clase A∞.
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Ejemplo 4.6 (Media fraccionaria) En el Ejemplo 3.27 estudiamos automejora de
funciones f ∈ M verificando (3.40):

−
∫

Q

|f − StQf | dx . a(Q), con a(Q) = ℓ(Q)α

(

u(λQ)

|Q|

)1/p

,

para todo cubo Q y donde λ ≥ 1, 0 < α < n, 1 ≤ p < n/α y un peso u. Ahora
completamos este estudio considerando el caso p ≥ n/α. Notar que si p ≥ n/α, el
funcional a es creciente, y por lo tanto, podemos aplicar el Teorema 4.1. Aśı, si f ∈ M
y verifica (3.40), entonces:

‖f − StQf‖exp L,Q
.
∑

k≥0

2n k g(c 2mk) ℓ(2kQ)α

(

u(2k λQ)

|2kQ|

)1/p

.

Si además u es doblante, mejoramos la estimación anterior escribiendo ℓ(Q)α
(

u(Q)
|Q|

)1/p

en su lado derecho.

Análogamente, si tomamos como punto de partida (3.41) y p ≥ n/α entonces, a es
creciente y, aplicando el Teorema 4.1, tenemos que

‖f − StQf‖exp L,Q
.
∑

k≥0

2n k g(c 2mk) ℓ(2k Q)α

(

1

|Q|

∫

λ Q

|Xf |p dx
)1/p

.

Si además |Xf |p ∈ A∞, podemos escribir ℓ(Q)α
(

−
∫

Q
|Xf |p dx

)1/p

en el lado derecho de

la desigualdad anterior.

Ejemplo 4.7 (Desigualdades de tipo Poincaré reducidas) Completamos los
ejemplos estudiados en la Sección 3.3.1.

(1) Desigualdad de tipo Poincaré-Sobolev: Si p ≥ n, el funcional dado por (3.45)
es creciente, y por lo tanto, podemos aplicar el Teorema 4.1 y de (3.42) se sigue
la siguiente estimación:

‖f − StQf‖exp L,Q
≤ C

∑

k≥0

σ(k) ℓ(2kQ)

(

−
∫

2k Q

hp dx

)1/p

,

para alguna sucesión {σ(k)}k≥0.
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4. Automejora Exp

(2) Desigualdad de tipo Poincaré-Sobolev para pesos A1: Si p ≥ n y w ∈ A1, el
funcional dado por (3.48) es creciente y (del mismo modo que en el caso anterior)
tenemos:

‖f − StQf‖exp L(w),Q
≤ C

∑

k≥0

σ(k) ℓ(2kQ)

(

−
∫

2k Q

hp dw

)1/p

,

para alguna sucesión {σ(k)}k≥0.

(3) Desigualdad de tipo Poincaré-Sobolev para pesos Ap con p > 1: Si p ≥ n
y w ∈ Ap/n, conseguimos el mismo resultado anterior.

Ejemplo 4.8 (Desigualdades de tipo Poincaré-Sobolev expandidas) En la
Sección 3.3.3 ya hemos estudiado propiedades de automejora de este tipo de desigual-
dades. Alĺı conseguimos propiedades de automejora en Lq,∞ para cada 1 < q < p∗ y
1 < p < n y también estimaciones de tipo fuerte en el mismo rango (como consecuen-
cia de la desigualdad de Kolmogorov). Para q = p∗, obtuvimos una estimación de tipo
débil en un espacio de Orlicz. Para el rango p ≥ n, las condiciones Dq se satisfacen
para todo q (pues a es no-decreciente) y de este modo, tenemos estimaciones de tipo
débil y fuerte en todo el rango 1 < q <∞.

Ahora consideramos el caso p ≥ n y buscamos estimaciones de tipo exponencial.
Basta observar que si p ≥ n,

a(Q) =
∑

k≥0

α(k) ℓ(2k Q)

(

−
∫

2k Q

hp dx

)1/p

∈ T∞

y, como consecuencia del Teorema 4.1, si f ∈ M satisface (3.51) o (3.57) entonces,

‖f − StQf‖exp L,Q
.
∑

k≥0

α̂(k) ℓ(2kQ)

(

−
∫

2k Q

hp dx

)1/p

,

con α̂(k) =
∑

0≤l≤k 2n l g
(

2m (l−6)
)

α(k − l) para todo k ≥ 0.
También, por el Teorema 4.1, podemos obtener la correspondiente versión con peso

para pesos A∞.
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Parte II

Propiedades de automejora en
espacios de tipo homogéneo

97





Caṕıtulo 5

Introducción

Recientemente se desarrolla el Análisis en espacios más abstractos que el eucĺıdeo
con una estructura a priori no suave. Algunos ejemplos son [HeK2], [HaK1] y [HaK2].
El objetivo de esta parte de la memoria es extender el estudio realizado en la Parte I
a espacios de tipo homogéneo. Recordemos que un espacio métrico equipado con una
medida doblante es un espacio de tipo homogéneo (esta noción fue introducida por
Coifman y Weiss en [CoiW]). Las medidas doblantes conservan algunas propiedades
de la medida de Lebesgue y esto hace posible extender muchos resultados del Análisis
armónico a marcos más generales como espacios de tipo homogéneo. Alguna de las
ventajas de situarse en los espacios de tipo homogéneo es que una amplia variedad de
casos como variedades, grafos, campos vectoriales y grupos pueden ser considerados
utilizando el mismo método general. Aśı, queremos presentar una teoŕıa general que
nos permita asegurar propiedades de automejora de tipo Lr de desigualdades de Poin-
caré generalizadas asociadas a aproximaciones de la identidad y a semigrupos a partir
de

(5.1) −
∫

B

|f − StBf | dx ≤ a(B),

para toda bola B y donde tB = r(B)m y {St}t>0 es una aproximación de la identidad o
un semigrupo cuyo núcleo decae suficientemente rápido (ver el Caṕıtulo 6). Del mismo
modo que en la Parte I las estimaciones (5.1) serán denominadas desigualdades de tipo
Poincaré generalizadas.

El propósito del Caṕıtulo 7 es presentar un método general que permita estudiar
propiedades de automejora en la escala de los espacios de Lebesgue de desigualdades
de tipo Poincaré asociadas a aproximaciones de la identidad o semigrupos, en espacios
de tipo homogéneo. El resultado principal es el Teorema 7.1 (ver el Caṕıtulo 6 para la
notación y definiciones previas):

Sean {St}t>0 como en la Sección 6.5, 1 < r < ∞ y a ∈ Dr. Si f ∈ M
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verifica

−
∫

B

|f − StBf | dµ ≤ a(B),

para toda bola B y donde tB = r(B)m, entonces, para cada bola B, se tiene
que

‖f − StBf‖Lr,∞,B ≤ C
∑

k≥0

σ2 n k g(c σmk) a(σk B),

con C ≥ 1 y 0 < c < 1. Si además, a es doblante, entonces, para cada B:

‖f − StBf‖Lr,∞,B . a(B).

En el Caṕıtulo 7 también obtenemos una extensión del teorema anterior a espa-
cios con pesos en el Teorema 7.2 y a condiciones Dr que permitan que aparezca otro
funcional en el lado derecho en el Teorema 7.5.

Del mismo modo que en la Parte I y a diferencia de la situación clásica, las oscilacio-
nes involucran aproximaciones de la identidad o semigrupos y la estimación resultante
tiene en cuenta la falta de localización.

Como consecuencia de los resultados anteriores mostramos algunas aplicaciones.
En primer lugar, en el Ejemplo 7.14 vemos que si f ∈ BMOS, donde

BMOS =
{

f ∈ M : sup
B

−
∫

B

|f − StBf | dµ <∞
}

,

entonces, tenemos la siguiente automejora en su integrabilidad local

(

−
∫

B

|f − StBf |r dµ
)1/r

≤ C <∞,

para cada 1 < r <∞ y para toda B.
En la Sección 7.3.1 generalizamos la Sección 3.3.1. En particular, en el Ejemplo

7.17 asumimos que los anillos no son vaćıos (ver la Observación 7.15) y que f ∈ M
verifica una desigualdad de “Poincaré reducida”:

−
∫

B

|f − StBf | dµ ≤ r(B)

(

−
∫

B

hp dµ

)1/p

,

para toda bola B, h una función medible no-negativa y 1 ≤ p <∞. Mostramos que se
automejora la integrabilidad del lado izquierdo obteniéndose

(

−
∫

B

|f − StBf |
r dµ

)1/r

≤
∑

k≥0

φ(k) r(σk B)

(

−
∫

σk B

hp dµ

)1/p

,
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para cada 1 < r < p∗, p∗ = n p/(n − p), para toda bola B y para alguna su-
cesión {φ(k)}k≥0. Además, si p ≥ n, la estimación anterior se satisface para cada
1 < r < ∞. Por otro lado, en la Sección 7.3.2 conseguimos desigualdades de tipo
pseudo-Poincaré globales: Para todo t > 0 y para cada 1 ≤ p < n y p ≤ r < p∗,

‖f − Stf‖Lp(X) . t
1
m ‖h‖Lp(X).

Por último, en las Secciones 7.3.3 y 7.3.4 se encuentran los ejemplos que conside-
ramos más naturales. Donde tomamos como punto de partida funciones verificando
desigualdades de tipo “Poincaré expandidas” que tienen en cuenta los efectos de cola.

Además, como las técnicas que utilizamos no involucran ninguna desigualdad clási-
ca de Poincaré o de Sobolev-Poincaré, obtenemos aplicaciones en marcos donde estas
desigualdades no son ciertas o no se conocen. Este es el caso de algunas variedades
riemannianas con medida de volumen doblante y cotas superiores gaussianas para el
núcleo asociado al semigrupo del calor asociado al operador de Laplace-Beltrami. Estas
aplicaciones son las principales motivaciones de nuestros resultados. Como consecuen-
cia de nuestros resultados y en ausencia de desigualdades de Poincaré, obtenemos lo
siguiente (ver el Corolario 7.32 para conocer las formulaciones precisas):

Sea M una variedad de Riemann completa, no-compacta y conexa con
medida de volumen doblante y (UE). Dado 1 ≤ p < ∞, tomamos p∗ =
n p/(n − p) si 1 ≤ p < n, donde n es la constante que aparece en (6.1), y
p∗ = ∞ en caso contrario.

(a) Dado m ≥ 1 (m suficientemente grande cuando 1 < p < n), definimos
Sm

t = I− (I−e−t ∆)m y tomamos 1 < q < p∗. Entonces, para cualquier
función suave con soporte compacto f , tenemos:

(

−
∫

B

|f − Sm
tB
f |q dµ

)1/q

≤ C
∑

k≥1

φ(k) r(σk B)

(

−
∫

σk B

|∆1/2f |p dµ
)1/p

,

donde φ(k) = σ−k θ y θ dependen de m, n y p.

(b) Para cualquier p ∈ ((q̃+)′,∞) ∪ [2,∞), cualquier 1 < q < p∗ y función
suave con soporte compacto f , tenemos:

(

−
∫

B

|f − e−tB ∆f |q dµ
)1/q

≤ C
∑

k≥1

e−c σk

r(σk B)

(

−
∫

σk B

|∇f |p dµ
)1/p

.

En este resultado, σ es una constante grande que depende de la medida (ver
el Teorema 6.1).
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Una vez estudiadas las automejoras en la escala de los espacios de Lebesgue genera-
lizamos el Caṕıtulo 4 presentando automejoras de tipo exponencial en espacios de tipo
homogéneo. El resultado principal del Caṕıtulo 8 es el Teorema 4.1 (ver el Caṕıtulo 6
para la notación y definiciones previas):

Sean {St}t>0 como en la Sección 6.5 y a ∈ T∞. Si f ∈ M verifica

−
∫

B

|f − StBf | dµ ≤ a(B),

para toda bola B y donde tB = r(B)m. Entonces, para cada bola B, se tiene
que

‖f − StBf‖exp L,B ≤ C
∑

k≥0

σn k g
(

c σm k
)

a(σk B).

Si además a es doblante, entonces podemos escribir a(B) en el lado derecho.
También se satisface la versión con peso de la desigualdad anterior.

Como aplicación de este resultado, en el Ejemplo 8.4 obtenemos que si f ∈ BMOS

entonces se tiene la siguiente desigualdad de John-Nirenberg: para toda B,

‖f − StBf‖exp L,B ≤ C <∞.

Obsérvese que este resultado mejora lo obtenido en el Ejemplo 7.14. Además, extiende
lo obtenido en [DuY] que supońıa que la familia {St}t>0 formaba un semigrupo.

En el Ejemplo 8.6 completamos los ejemplos estudiados en las Secciones 7.3.1, 7.3.3
y 7.3.4 En particular, mostramos que si f ∈ M satisface una desigualdad generalizada
de Poincaré con p ≥ n:

−
∫

B

|f − StBf | dµ ≤
∑

k≥0

α(k) r(σk B)

(

−
∫

σk B

hp dµ

)1/p

,

(donde n es la constante que aparece en (6.1) y (6.2)), entonces

‖f − StBf‖exp L,B .
∑

k≥0

α̂(k) r(σk B)

(

−
∫

σk B

hp dµ

)1/p

se verifica para toda bola B y cierta sucesión {α̂(k)}k≥0.
Estas estimaciones permiten obtener, en ausencia de desigualdades de Poincaré, lo

siguiente (ver el Corolario 8.7 para los detalles completos):

Sea M una variedad de Riemann, completa, no-compacta, conexa, con
medida de volumen doblante y (UE), y sea p ≥ n.
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(a) Sea Sm
t = I − (I − e−t ∆)m con m ≥ 1. Entonces, cualquier función

suave con soporte compacto f verifica que

‖f − StBf‖exp L,B ≤ C
∑

k≥1

σ−k (2 m−n) r(σk B)

(

−
∫

σk B

|∆1/2f |p dµ
)1/p

.

(b) Cualquier función suave con soporte compacto f verifica que

‖f − e−tB ∆f‖exp L,B ≤ C
∑

k≥1

e−c σk

r(σk B)

(

−
∫

σk B

|∇f |p dµ
)1/p

.

En este resultado, σ es una constante grande que depende de la medida (ver
el Teorema 6.1).
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Caṕıtulo 6

Preliminares

6.1. Espacios de tipo homogéneo

Recordemos que (X, d, µ) es un espacio de tipo homogéneo si X es un conjunto
dotado de una cuasi-métrica d y una medida de Borel no-negativa µ verificando la
siguiente condición, para alguna constante cµ ≥ 1:

µ
(

B(x, 2 r)
)

≤ cµ µ
(

B(x, r)
)

<∞,

uniformemente para todo x ∈ X y r > 0, y donde B(x, r) = {y ∈ X : d(y, x) < r}.
El hecho de que la medida sea doblante implica que existen ciertas constantes

cµ, n > 0 tales que para todo x, y ∈ X, r > 0 y λ ≥ 1:

(6.1) µ
(

B(x, λ r)
)

≤ cµ λ
n µ
(

B(x, r)
)

y también, para todas las bolas B1 y B2 con B1 ( B2:

(6.2) µ(B2) ≤ cµ

(

r(B2)

r(B1)

)n

µ(B1).

El hecho de que d sea una cuasi-métrica en X significa que d es una función de
X × X en [0,+∞) verificando las mismas condiciones que una métrica excepto la
desigualdad triangular que se debilita por esta otra:

d(x, y) ≤ D0

(

d(x, z) + d(z, y)
)

,

para todo x, y, z ∈ X y para alguna 1 ≤ D0 <∞, constante independiente de x, y, z.
Recordemos que cuando D0 > 1 las bolas pueden no ser conjuntos abiertos. Sin em-
bargo, Maćıas y Segovia ([MaS]) muestran que dada una cuasi-métrica d, existe otra
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cuasi-métrica d′ equivalente a d de modo que las bolas definidas respecto a la cuasi-
métrica d′ son abiertas. Aśı, de ahora en adelante, supondremos que las bolas son
conjuntos abiertos.

Hacemos los siguientes convenios:

Para simplificar los cálculos (ver [Ma2]), suponemos que X no está acotado y,
por lo tanto, µ(X) = ∞.

Dada una bola B, impĺıcitamente asumimos que están dados un centro y un
radio: B = B(xB, r(B)), donde xB es el centro y r(B) el radio. Obsérvese que,
en general, diferentes centros y radios pueden definir una misma bola.

Dada B = B(xB, r(B)) y λ > 0, escribimos λB = B(xB, λ r(B)).

Para cualquier conjunto E, denotamos diam(E) = sup
x,y∈E

d(x, y).

La media de f ∈ L1
loc(X) en B es

fB = −
∫

B

f(x) dµ(x) =
1

µ(B)

∫

B

f(x) dµ(x).

Las normas localizadas y normalizadas de un espacio de funciones de Banach o
cuasi-Banach A vienen dadas por

‖f‖
A,B = ‖f‖

A(B, dµ
µ(B)

) y ‖f‖
A(w),B = ‖f‖

A(B, w
w(B)

).

Ejemplos de espacios A son Lp,∞, Lp o espacios más generales de Marcinkiewicz
y Orlicz.

Recomendamos consultar [CoiW] y [Chr], si se desea realizar un estudio detallado de
estos espacios.

Utilizamos la misma notación que en la primera parte del trabajo, salvo que reem-
plazamos la medida de Lebesgue por una medida de Borel doblante y no-negativa µ y
la distancia infinita por la cuasi-métrica d.

6.2. Conjuntos diádicos

Tomamos la estructura diádica dada en [Chr]:

Teorema 6.1 ([Chr]) Existe σ > 4D3
0 > 1 suficientemente grande, 0 < c1, C1 < ∞

y D =
⋃

k∈Z

Dk una colección numerable de conjuntos abiertos Q con las siguientes

propiedades:

106



6. Preliminares

(i) Dk es una colección numerable de conjuntos disjuntos tales que X =
⋃

Q∈Dk

Q en

µ-casi todo punto.

(ii) Si Q ∈ Dk, entonces diam(Q) ≤ C1 σ
k.

(iii) Si Q ∈ Dk, entonces existen xQ ∈ Q y BQ = B(xQ, c1 σ
k) y B̂Q = B(xQ, C1 σ

k)

dos bolas en X tales que BQ ⊂ Q ⊂ B̂Q.

(iv) Si Q1 ∈ Dk1 y Q2 ∈ Dk2 con k1 ≤ k2, entonces o bien Q1 ∩ Q2 = Ø o bien
Q1 ⊆ Q2.

Por comodidad, tomamos

(6.3) C2 =
C1

c1
.

Estos conjuntos son los análogos a los cubos diádicos eucĺıdeos en Rn. Aśı, por
analoǵıa, llamaremos a Q cubo diádico y a Dk la k-ésima generación de D. Nos ayu-
dará pensar en Q como un cubo cuyo lado mide σk y su centro es xQ. Obsérvese que
(III) y (6.2) implican

(6.4) µ(B̂Q) ≤ cµC
n
2 µ(BQ) ≤ cµC

n
2 µ(Q).

En lo que sigue, fijamos σ > 4D3
0 suficientemente grande y trabajamos con la

estructura diádica dada en el Teorema 6.1.
Utilizaremos en varias ocasiones las siguientes descomposiciones de X. Dada una

bola B,

X =
⋃

k≥2

Ck(B),

con C2(B) = σ2B y Ck(B) = σk B \ σk−1B, k ≥ 3. Adicionalmente, dado Q ∈ D,
escribimos

X =
⋃

k≥2

Ck(Q),

con C2(Q) = σ2 B̂Q y Ck(Q) = σk B̂Q \ σk−1 B̂Q, k ≥ 3.

También necesitamos la siguiente versión del lema de recubrimiento de Whitney:

Teorema 6.2 Sea Ω es un subconjunto abierto y propio de X. Existe una familia de
cubos de Whitney {Qi}i ⊂ D con las siguientes propiedades:
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(a) Ω =
⋃

i

Qi en µ-casi todo punto.

(b) Los cubos son maximales respecto a la inclusión y, aśı, disjuntos dos a dos.

(c) 0 < C2 σ
6 r(B̂Qi

) < d(Qi,Ω
c) ≤ C2 σ

8 r(B̂Qi
) y aśı, σ9C2

2 BQi
∩ Ωc 6= Ø.

Si Ω es un conjunto de nivel de la función maximal de Hardy-Littlewood, entonces se
tiene el siguiente resultado:

Lema 6.3 Dados t > 0 y G ∈ L1(X). Si Ω = {x ∈ X : MG(x) > t} y {Qi}i es su
familia de cubos de Whitney, se verifican:

(d) −
∫

σk B̂Qi

Gdµ ≤ cµC
2 n
2 σ8 n t, para cada k ≥ 1.

(e) M(Gχ(σ B̂Qi
)
c)(x) ≤ cµC

2 n
2 σ10 n t, para todo x ∈ Qi.

Demostración del Teorema 6.2 Escribimos Ω =
⋃

k∈Z

Ωk, donde

Ωk =

{

x ∈ Ω : C1C2 σ
k+6 < d(x,Ωc) ≤ C1C2 σ

k+7

}

.

Tomamos la familia F dada por

F =
⋃

k∈Z

{

R ∈ Dk : R ∩ Ωk+1 6= Ø
}

.

Vamos a mostrar que los cubos de F satisfacen las propiedades (a) y (c). Primero
comprobamos que verifican (c): Si R ∈ F entonces, para algún k ∈ Z, tenemos que
R ∈ Dk y R ∩ Ωk+1 6= Ø. Por lo tanto, existe x ∈ R ∩ Ωk+1 y se verifica que

C1C2 σ
k+7 < d(x,Ωc) ≤ D0

(

d(R,Ωc) + diam(R)
)

≤ D0

(

d(R,Ωc) + C1 σ
k
)

.

Lo cual implica que

d(R,Ωc) > C1 σ
k (C2

σ7

D0
− 1) ≥ C2 σ

6 r(B̂R).

Por otro lado, tenemos que

d(R,Ωc) ≤ d(x,Ωc) ≤ C1C2 σ
k+8 = C2 σ

8 r(B̂R).
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De este modo, queda probado que los cubos de F satisfacen la primera afirmación de
(c):

0 < C2 σ
6 r(B̂R) < d(R,Ωc) ≤ C2 σ

8 r(B̂R).

Veamos ahora que C2
2 σ

9BR∩Ωc 6= Ø: La propiedad fundamental del ı́nfimo implica
que existe y0 ∈ Ωc tal que

d(R, y0) < d(R,Ωc) + r(B̂R).

Utilizando la desigualdad anterior y la primera propiedad de (c), obtenemos que

d(y0, xR) ≤ D0

(

d(y0, R) + r(B̂R)
)

< D0

(

d(R,Ωc) + 2 r(B̂R)
)

≤ D0 (C2 σ
8 + 2) r(B̂R)

≤ C2 σ
9 r(B̂R)

= C2
2 σ

9 r(BR).

Lo cual implica que y0 ∈ C2
2 σ

9BR ∩ Ωc. De este modo queda probado que los cubos
de F satisfacen la propiedad (c).

Veamos ahora que verifican (a): Ω =
⋃

R∈F R en µ-casi todo punto. En primer lugar,
observamos que (c) implica que la distancia de cada cubo R ∈ F a Ωc es estrictamente
positiva, por lo tanto,

⋃

R∈F R ⊂ Ω. La otra inclusión es consecuencia de que Ω =
⋃

k Ωk

junto con el hecho de que cada generación de cubos diádicos proporciona una partición
del espacio salvo conjuntos de medida nula.

El problema es que la colección F está formada por cubos que no son necesariamente
disjuntos dos a dos (por lo tanto, no verifican (b)). Para solucionarlo, seleccionamos
los cubos maximales de F , eliminado aquellos que están contenidos en algún otro de
la colección. Es decir, para cada cubo R ∈ F seleccionamos el único cubo maximal
Rmáx ∈ F que contiene a R. Tal cubo maximal existe, pues en caso contrario existiŕıa
una sucesión infinita creciente de cubos {Rk}k≥1 ⊂ F que contienen a R. En particular,
por (c), para cada k ≥ 1 tenemos

r(B̂Rk
) <

1

C2

1

σ6
d(Rk,Ω

c) ≤ 1

C2

1

σ6
d(R,Ωc) ≤ σ2 r(B̂R)

y esto nos conduce a una contradicción (pues ĺımk→∞ r(B̂Rk
) = ∞). Por lo tanto, tal

cubo maximal existe y {Qi}i es precisamente la familia de todos los cubos maximales.
Notar que por maximalidad estos cubos son disjuntos dos a dos y verifican todas las
propiedades enunciadas en el teorema.
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Demostración del Lema 6.3 En primer lugar, observamos que Ω es un conjunto
abierto de X y Ω ( X (pues µ(Ω) ≤ t−1 ‖M‖L1 < ∞ y µ(X) = ∞). Aśı, Ω es un
conjunto abierto y propio de X. Entonces, usando el Teorema 6.2, cubrimos Ω con la
familia de cubos de Whitney {Qi}i.

Para mostrar (d), fijamos z ∈ C2
2 σ

9 B̂Qi
∩ Ωc. Dividimos la prueba en dos partes

según sea el tamaño de k ≥ 1. Si σk ≤ C2
2 σ

9, utilizando que µ es una medida doblante,
escribimos

−
∫

σk B̂Qi

Gdµ ≤ µ(C2
2 σ

9 B̂Qi
)

µ(σk B̂Qi
)

−
∫

C2
2 σ9 B̂Qi

Gdµ ≤ cµC
2 n
2 σ(9−k) n MG(z) ≤ cµ C

2 n
2 σ8 n t.

En caso contrario, cuando σk > C2
2 σ

9, tenemos que z ∈ σk B̂Qi
y por tanto

−
∫

σk B̂Qi

Gdµ ≤ MG(z) ≤ t.

Aśı, queda probada la propiedad (d).

Veamos que (e) es consecuencia del apartado (c) del Teorema 6.2. Fijamos Qi y
x ∈ Qi. Tomamos B una bola cualquiera tal que x ∈ B y B∩(σ B̂Qi

)c 6= Ø. Observamos

que B tiene que ser grande, es decir, r(B) > (3/2) r(B̂Qi
): sea y ∈ B∩(σ B̂Qi

)c entonces,

σ r(B̂Qi
) < d(y, xQi

)

≤ D0 (d(y, xB) + d(xB, xQi
))

≤ D0 [r(B) +D0 (d(xB, x) + d(x, xQi
))]

≤ (D0 +D2
0) r(B) +D2

0 r(B̂Qi
).

De este modo, tenemos que

r(B̂Qi
) <

D0 +D2
0

σ −D2
0

r(B) <
2

3
r(B).

Por otro lado, el apartado (c) del Teorema 6.2 asegura que existe z ∈ σ9C2
2 BQi

∩Ωc.

Veamos que z ∈ C2
2 σ

10B: como x ∈ B ∩Qi, y ∈ B ∩ (σ B̂Qi
)c tenemos que

d(z, xB) ≤ D0 (d(z, xQi
) + d(xQi

, xB))

≤ D0

[

σ9C2
2 r(BQi

) +D0 (d(xQi
, x) + d(x, xB))

]

≤ D0 (σ9C2 +D0) r(B̂Qi
) +D2

0 r(B)

<
(

D0 (σ9C2 +D0)
2

3
+D2

0

)

r(B) ≤ C2 σ
10 r(B).
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Utilizando que µ es doblante y z ∈ Ωc ∩ C2
2 σ

10 B, concluimos que

−
∫

B

Gχ(σ B̂Qi
)
c dµ ≤ cµC

2 n
2 σ10 n −

∫

C2
2 σ10 B

Gdµ ≤ cµC
2 n
2 σ10 nMG(z)

≤ cµC
2 n
2 σ10 n t,

Obsérvese que esta desigualdad se tiene para cualquier bola B tal que B ∋ x y B ∩
(σ B̂Qi

)c 6= Ø. Entonces, tomando supremo sobre estas bolas, obtenemos la desigualdad
deseada.

6.3. Pesos

Un peso w es una función no-negativa localmente integrable. Para cualquier con-
junto medible E, escribimos

w(E) =

∫

E

w(x) dµ(x)

y la media de f ∈ L1
loc(X) en E respecto al peso w como

−
∫

E

f dw = −
∫

E

f(x) dw(x) =
1

w(E)

∫

E

f(x)w(x) dµ(x).

Las definiciones y propiedades de pesos que aparecen en la primera parte se pueden
extender a este contexto, reemplazando la medida de Lebesgue por µ (ver [ST]). Para
familiarizarnos con la notación recordemos la clase de pesos de Muckenhoupt:

A∞(µ) =
⋃

p≥1

Ap(µ).

Para 1 < p < ∞, decimos que w ∈ Ap(µ) si existe una constante 0 < C < ∞ tal que
para cada bola B:

(

−
∫

B

w dµ

)(

−
∫

B

w1−p′ dµ

)p−1

≤ C,

donde p′ tal que 1/p+1/p′ = 1 (entonces, 1−p′ = −1/(p−1)). Decimos que w ∈ A1(µ)
si existe una constante 0 < C <∞ tal que para cada bola B:

−
∫

B

w dµ ≤ C w(y), para µ-casi todo y ∈ B.

Decimos que un peso w es doblante si exististe una contante 0 < C < ∞ tal que
para cada bola B:

w(σ B) ≤ C w(B).
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6.4. Funcionales

Consideramos funcionales de la forma:

a : B × F −→ [0,+∞)

a(B, f) 7−→ [0,+∞)

donde B es la familia de todas las bolas de X y F alguna familia de funciones. Cuando
no nos interese cómo depende a de las funciones, escribiremos a(B).

Decimos que a es doblante si existe alguna constante 0 < Ca < ∞ tal que para
cada bola B:

a(σ B) ≤ Ca a(B).

Definición 6.4 Sea ν una medida de Borel y 1 ≤ r <∞. Decimos que el funcional a
verifica la condición Dr(ν) (escribimos a ∈ Dr(ν)) si existe una constante finita Ca ≥ 1
para la cual a satisface la siguiente estimación:

(6.5)
∑

i

a(Bi)
r ν(Bi) ≤ Cr

a a(B)r ν(B).

para cada bolaB y cualquier familia de bolas disjuntas dos a dos {Bi}i ⊂ B. Denotamos
por ‖a‖Dr(ν) al ı́nfimo de las constantes Ca. Cuando ν = µ, simplemente escribimos Dr

y cuando w es un peso dado, Dr(w).

Definición 6.5 Decimos que el funcional a es no-decreciente o verifica la condición
T∞ (escribimos a ∈ T∞) si existe una constante finita y positiva Ca tal que:

a(B1) ≤ Ca a(B2),

cuando B1 ⊂ B2. Denotamos por ‖a‖T∞ (‖a‖T∞ ≥ 1) al ı́nfimo de las constantes Ca.
Si ‖a‖T∞ = 1, decimos que a es creciente.

Notar que, debido a la desigualdad de Hölder, las condiciones Dr(ν) son decrecien-
tes:

Dr(ν) ⊂ Ds(ν) y ‖a‖Ds(ν) ≤ ‖a‖Dr(ν), para 1 ≤ s < r <∞

y la condición T∞ es más fuerte que Dr(ν), para cualquier 1 ≤ r <∞ y para cualquier
medida ν.
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6.5. Aproximaciones de la identidad y semigrupos

Trabajamos con familias de operadores lineales {St}t>0 con las propiedades estable-
cidas en la Sección 2.6, aunque con la diferencia de que ahora reemplazamos la medida
de Lebesgue por una medida de Borel doblante y no-negativa µ y la distancia infi-
nita por la cuasi-métrica d. Aśı, estos operadores admiten la siguiente representación
integral:

Stf(x) =

∫

Rn

st(x, y) f(y) dy.

Los núcleos son funciones medibles verificando la siguiente acotación (en lugar de (2.5)):

(6.6)
∣

∣st(x, y)
∣

∣ ≤ 1

µ
(

B(x, t1/m)
) g

(

d(x, y)m

t

)

,

para alguna constante positiva m y alguna función g positiva, acotada, no-creciente
y verificando que, para todo N ≥ 0, ĺımr→∞ rN g(r) = 0. Si fijamos N > 0 (en la
expresión anterior), podemos imponer un decaimiento menor sobre g, aunque nosotros
elegimos este exponente suficientemente grande de modo que las estimaciones que
obtengamos no sean triviales.

Por otro lado, observamos que (6.6) nos conduce a un reescalamiento entre el
parámetro t y el espacio de las variables. Aśı, de ahora en adelante, dada una bola
B, escribimos tB = r(B)m. De este modo t y St están “adaptados” o “escalados” a B.

Del mismo modo que en [DuY], definimos M =
⋃

x∈X

⋃

β>0

M(x,β), donde M(x,β) es el

conjunto de funciones medibles f tales que

‖f‖M(x,β)
=

∫

X

∣

∣f(y)
∣

∣

(

1 + d(x, y)
)2 n+β

µ
(

B(x, 1 + d(x, y))
)

dµ(y) <∞.

En [DuY], los autores establecen que
(

M(x,β), ‖ · ‖M(x,β)

)

es un espacio de Banach y

que si f ∈ M entonces, Stf y Ss (Stf) están bien definidas y son finitas en casi todo,
para todo t, s > 0.

Algunos ejemplos interesantes son las variedades de Riemann X con medida doblan-
te. En tal situación, podemos considerar el operador de Laplace-Beltrami ∆. Asumimos
que el núcleo pt(x, y) del semigrupo del calor e−t ∆ tiene cotas superiores gaussianas
(UE). Como en la primera parte del trabajo, esto nos permite utilizar nuestros resul-
tados tanto para St = e−t ∆ como para St = I − (I − e−t ∆)m, para algún m ≥ 1 fijado.
Notar que las cotas superiores gaussianas implican (6.6) con m = 2 y g(t) = C e−c t. En
la Sección 7.3.4 mostramos algunas aplicaciones de nuestros resultados en este marco.
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Caṕıtulo 7

Automejora de tipo Lp

en espacios de tipo homogéneo
de desigualdades de
Poincaré generalizada asociadas a
aproximaciones de la identidad y a
semigrupos

Continuamos el estudio realizado en el Caṕıtulo 3 y obtenemos propiedades de
automejora, en la escala de los espacios de Lebesgue, de desigualdades de Poincaré ge-
neralizadas en espacios de tipo homogéneo.

El caṕıtulo está organizado del siguiente modo: El resultado principal y sus dife-
rentes extensiones están en la Sección 7.1. La Sección 7.2.1 contiene las demostraciones
de estos resultados. Las aplicaciones se encuentran en la Sección 7.3. En particular,
dedicamos las Secciones 7.3.1 y 7.3.3 a estudiar varias desigualdades de tipo Poin-
caré en espacios generales de tipo homogéneo. Tomamos como punto de partida una
estimación cuyo lado derecho está localizado a una bola dada B. Después tenemos en
cuenta la falta de localización de la aproximación de la identidad o del semigrupo y
en el lado derecho de la estimación aparecerán una serie de términos como las que
nos aparecieron cuando aplicábamos nuestros resultados a variedades. Como conse-
cuencia, en la Sección 7.3.2, obtenemos desigualdades pseudo-Poincaré globales. En la
Sección 7.3.4, consideramos las aplicaciones anteriores y obtenemos desigualdades de
tipo Poincaré generalizadas en variedades de Riemann.
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7.1. Resultados principales

A continuación establecemos nuestro resultado principal que proporciona estima-
ciones de automejoras de tipo débil a partir de (5.1) y la condición Dr. Después,
mostramos una extensión con pesos (para pesos en la clase de Muckenhoupt). Final-
mente, generalizamos la condición Dr permitiendo un funcional diferente en el lado
derecho para obtener resultados con y sin pesos.

Teorema 7.1 Sean {St}t>0 como en la Sección 6.5, 1 < r < ∞ y a ∈ Dr. Si f ∈ M
verifica

(7.1) −
∫

B

|f − StBf | dµ ≤ a(B),

para toda bola B y donde tB = r(B)m, entonces, para cada bola B, se tiene que

(7.2) ‖f − StBf‖Lr,∞,B ≤ C
∑

k≥0

σ2 n k g(c σmk) a(σk B),

con C ≥ 1 y 0 < c < 1. Si además, a es doblante, entonces, para cada B:

‖f − StBf‖Lr,∞,B . a(B).

Podemos extender el teorema anterior a espacios con pesos A∞(µ) como sigue:

Teorema 7.2 Sean {St}t>0 como en la Sección 6.5, w ∈ A∞(µ), 1 ≤ r < ∞ y
a ∈ Dr(w) ∩D1. Si f ∈ M verifica (7.1), entonces, para cada bola B, se tiene que

‖f − StBf‖Lr,∞(w),B ≤ C
∑

k≥0

σ2 n k g(c σmk) a(σk B),

con C ≥ 1 y 0 < c < 1. Si además, a es doblante, podemos escribir C a(B) en el lado
derecho.

Observación 7.3 Obsérvese que (7.1) es una estimación sin peso y a partir de ella
conseguimos otra con peso para la oscilación f − StBf .

Observación 7.4 Exigimos la condición D1 debido a que para demostrar el Teorema
7.2 utilizamos el Lema 7.8 y la Proposición 7.9, más abajo. Sin embargo, si w ∈ Ar(µ)
y a ∈ Dr(w) entonces, a ∈ D1 (ver la Observación 3.7 en el caso eucĺıdeo).

Por otro lado, si St es un semigrupo, no tenemos que imponer la condición a ∈
D1. La demostración del teorema es algo diferente y más técnica, pues necesitamos
pruebas alternativas del Lema 7.8 y la Proposición 7.9. La demostración del Teorema
3.8 corresponde al caso eucĺıdeo, el caso general lo dejamos al lector interesado.
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Siguiendo las ideas de [FPW], extendemos los Teoremas 7.1 y 7.2 cambiando la
hipótesis sobre el funcional a, de modo que la nueva condición de tipo Dr nos permita
escribir un funcional diferente en el lado derecho de la desigualdad (6.5):

Teorema 7.5 Sean {St}t>0 como en la Sección 6.5 y 1 < r <∞. Supongamos que los
funcionales a y ā satisfacen la siguiente condición de tipo Dr:

∑

i

a(Bi)
r µ(Bi) ≤ ā(B)r µ(B),(7.3)

para cada bola B y cualquier familia de bolas disjuntas dos a dos {Bi}i ⊂ B. Si f ∈ M
verifica (7.1), entonces, para cada bola B, se tiene que

(7.4) ‖f − StBf‖Lr,∞,B ≤ C
∑

k≥0

σ2 n k g(c σmk) ā(σk B),

con C ≥ 1 y 0 < c < 1. Si además, ā es doblante, podemos escribir C ā(B) en el lado
derecho de la desigualdad anterior.

Observación 7.6 Dados dos funcionales a y ā, abusando de la notación, decimos que
(a, ā) ∈ Dr si verifican (7.3).

Observación 7.7 Realizando los cambios oportunos, podemos considerar una exten-
sión con peso del resultado anterior. Suponiendo que (a, ā) ∈ Dr(w) ∩D1, obtenemos
la correspondiente estimación Lr,∞(w). Dejamos los detalles al lector interesado.

7.2. Demostraciones de los resultados principales

7.2.1. Demostración del Teorema 7.1

Dividimos la prueba en dos partes.

Paso I: Caso diádico

Utilizamos algunas ideas de la primera parte del trabajo. Fijamos σ > 4D3
0 > 1 y

tomamos la estructura diádica dada en el Teorema 6.1. En esta parte de la demostración
mostramos que para cada 1 ≤ τ < σm y cada Q ∈ D:

(7.5) ‖f − Sτ t
B̂Q
f‖

Lr,∞,Q
.
∑

k≥0

σ2 n k g
(

σm (k−8)
)

a(σk B̂Q).
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En primer lugar definimos el siguiente funcional: ã : B × F −→ [0,+∞] dado por

ã(B) =
∑

k≥0

σ2 n k g
(

σm (k−8)
)

a(σk B).

Fijamos Q ∈ D para el cual ã(B̂Q) <∞. En caso contrario, no hay nada que probar.
Definimos la función

G(x) =
∣

∣f(x) − Sτ t
B̂Q
f(x)

∣

∣χσ2 B̂Q
(x)

y los conjuntos de nivel
Ωt = {x ∈ X : MG(x) > t},

para todo t > 0.
Estudiamos los conjuntos Ωt, pues el teorema de diferenciación de Lebesgue implica

que para obtener (7.5) basta estimar ‖MG‖Lr,∞,Q (y para ello, los conjuntos de nivel
de MG). Dividimos la demostración en dos casos según sea el tamaño de t. Para
t pequeño, la estimación es directa. Para t grande, utilizamos el recubrimiento de
Whitney (Teorema 6.2).

El siguiente lema es una herramienta muy útil y, aunque lo utilizamos repetida-
mente, su primera consecuencia es que la función G es integrable. Las demostraciones
de todos los resultados auxiliares que vamos a utilizar aparecen en la Sección 7.2.2.

Lema 7.8 Sea {St}t>0 como en la Sección 6.5. Si a ∈ D1 y f ∈ M verifica (7.1)
entonces, para cada 1 ≤ τ < σm, k ≥ 0 y R ∈ D, se tiene la siguiente estimación:

−
∫

σk B̂R

|f − Sτ t
B̂R
f | dµ ≤ ‖a‖D1 c

2
µC

n
2 σ

5 n a(σk+2 B̂R).

Aplicando el resultado anterior, que a ∈ Dr ⊂ D1 y ã(B̂Q) < ∞, tenemos que
G ∈ L1(X):

‖G‖L1(X) =

∫

σ2 B̂Q

|f − Sτ t
B̂Q
f | dµ ≤ ‖a‖D1

σn

c3µ C
2 n
2

g(1)
ã(B̂Q)µ(Q).(7.6)

Si además utilizamos que M es de tipo débil (1, 1) con constante cM , obtenemos:

(7.7) µ(Ωt) ≤
cM
t

‖G‖L1(X) ≤
cM c3µC

2 n
2

g(1)

‖a‖D1

σn

ã(B̂Q)

t
µ(Q) =

c0
t

ã(B̂Q)

σn
µ(Q),

donde cM es la constante de tipo débil (1, 1) de M y c0 =
cM c3µ C2 n

2

g(1)
‖a‖D1.
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Ahora nuestro objetivo es mostrar la siguiente desigualdad de tipo buenas-λ: dados
q > 1 suficientemente grande y 0 < λ < 1, para todo t > 0,

(7.8) µ(Ωq t ∩Q) . λµ(Ωt ∩Q) +

(

ã(B̂Q)

λ t

)r

µ(Q).

Tomamos t0 = c0 cµ C
n
2 σ

n ã(B̂Q). Si 0 < t ≤ t0 entonces (7.8) es trivial:

µ(Ωq t ∩Q) ≤ µ(Q) .

(

ã(B̂Q)

λ t

)r

µ(Q) . λµ(Ωt ∩Q) +

(

ã(B̂Q)

λ t

)r

µ(Q).

Para estudiar el otro caso (t > t0), utilizamos el Teorema de Whitney (Teorema
6.2). Obsérvese que Ωt es un subconjunto abierto propio de X, pues es un conjunto de
nivel de MG, función semicontinua inferiormente. Además, G ∈ L1(X) y µ(Ωt) < ∞.
De este modo, aplicando el Teorema 6.2, el conjunto Ωt puede ser cubierto con una
familia de cubos de Whitney {Qt

i}i.
De ahora en adelante, fijamos t > t0 y nos restringimos a considerar aquellos cubos

Qt
i con Qt

i ∩ Q 6= Ø. Es decir, aquellos Qt
i tales que Qt

i ( Q (consecuencia de que
los cubos son diádicos, del tamaño de t y (7.7)). Veamos que estos cubos también
satisfacen las siguientes condiciones:

(7.9) r(B̂Qt
i
) ≤ σ−2 r(B̂Q) y σ2 B̂Qt

i
⊂ σ B̂Q.

La condición sobre el tamaño de los radios es consecuencia de (6.2), (7.7) y la elección
de t:

µ(Qt
i) ≤ µ(Ωt) <

1

σ2 nCn
2 cµ

µ(Q) ≤ 1

σ2 nCn
2

(

r(B̂Q)

r(BQt
i
)

)n

µ(Qt
i) =

1

σ2 n

(

r(B̂Q)

r(B̂Qt
i
)

)n

µ(Qt
i)

y por lo tanto, r(B̂Qt
i
) < σ−2 r(B̂Q).

Para comprobar la otra afirmación tomamos x ∈ σ2 B̂Qt
i

y, utilizando la condición

que acabamos de probar, tenemos que d(x, xQt
i
) ≤ σ2 r(B̂Qt

i
) ≤ r(B̂Q). Esta observación

junto con el hecho de que BQt
i
⊂ Qt

i ⊂ Q ⊂ B̂Q nos permite escribir que

d(x, xQ) ≤ D0 (d(x, xQt
i
) + d(xQt

i
, xQ)) ≤ 2D0 r(B̂Q) ≤ σ r(B̂Q),

de este modo x ∈ σ B̂Q y queda probado que σ2 B̂Qt
i
⊂ σ B̂Q.

Ahora necesitamos el siguiente resultado:

Proposición 7.9 Para cada x ∈ Qt
i, se tiene

MG(x) ≤M(|f − Sτ t
B̂

Qt
i

f |χσ B̂
Qt

i

)(x) + c1 t+ c2 ã(B̂Q),

para ciertas constantes 0 < c1, c2 <∞.
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Pues t > t0, utilizando la proposición anterior, tenemos que

(7.10) MG(x) ≤M(|f − Sτ t
B̂

Qt
i

f |χσ B̂Qt
i

)(x) + C0 t,

para alguna constante positiva y finita C0.
Elegimos q suficientemente grande, de modo que q > C0 y tomamos 0 < λ < 1.

Utilizando (7.10) y que los conjuntos de nivel están encajados, escribimos:

µ(Ωq t ∩Q) =
∑

i:Qt
i⊂Q

µ
(

{x ∈ Qt
i : MG(x) > q t}

)

(7.11)

≤
∑

i:Qt
i⊂Q

µ
(

{x ∈ Qt
i : M(|f − Sτ t

B̂
Qt

i

f |χσ B̂
Qt

i

)(x) > (q − C0) t}
)

=
∑

Γ1

· · · +
∑

Γ2

· · · = I + II,

donde

Γ1 =
{

Qt
i ⊂ Q : −

∫

σ B̂
Qt

i

|f − Sτ t
B̂

Qt
i

f | dµ ≤ λ t
}

y

Γ2 =
{

Qt
i ⊂ Q : −

∫

σ B̂
Qt

i

|f − Sτ t
B̂

Qt
i

f | dµ > λ t
}

.

Estudiamos cada uno de los sumandos por separado. Para I utilizamos que M es de
tipo débil (1, 1), µ es doblante y el Teorema 6.2 y obtenemos que

I .
1

t

∑

Γ1

∫

σ B̂
Qt

i

|f − Sτ t
B̂

Qt
i

f | dµ . λ
∑

i:Qt
i⊂Q

µ(Qt
i) . λµ(Ωt ∩Q).

Para estimar II primero observamos que si Qt
i ∈ Γ2, el Lema 7.8 implica que

λ t < −
∫

σ B̂
Qt

i

|f − Sτ t
B̂

Qt
i

f | dµ . a(σ3 B̂Qt
i
)

y por lo tanto,

II ≤
∑

Γ2

µ(Qt
i) .

( 1

λ t

)r
∑

i:Qt
i⊂Q

a(σ3 B̂Qt
i
)r µ(Qt

i).

El siguiente paso consiste en aplicar la condición Dr. Aunque, debido a que las
bolas de la familia {σ3 B̂Qt

i
}

i
pueden no ser disjuntas dos a dos, no podemos hacerlo

directamente y necesitamos el siguiente resultado:
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Proposición 7.10 La familia de bolas {σ3 B̂Qt
i
}

i
está contenida en la bola σ2 B̂Q y

puede ser separada en K (con K ≤ cµC
3 n
2 σ13 n) subfamilias {Ej}K

j=1 de bolas disjuntas
dos a dos.

Entones, podemos aplicar que a ∈ Dr sobre cada Ej. Esto junto con el hecho de que
de µ es doblante implica que

II .

(

1

λ t

)r K
∑

j=1

∑

i :Qt
i∈Ej

a(σ3 B̂Qt
i
)r µ(σ3 B̂Qt

i
) .

(

1

λ t

)r

a(σ2 B̂Q)r µ(σ2 B̂Q)

.

(

1

λ t

)r

ã(B̂Q)r µ(Q).

Volviendo a (7.11) con las estimaciones obtenidas para I y II, concluimos que

µ(Ωq t ∩Q) . λµ(Ωt ∩Q) +

(

1

λ t

)r

ã(B̂Q)r µ(Q).

Ahora fijamos N > 0. Obsérvese que la desigualdad de tipo buenas-λ (7.8) implica
que para alguna constante finita c > 0:

sup
0<t≤N/q

tr
µ(Ωq t ∩Q)

µ(Q)
≤ c λ sup

0<t≤N/q

tr
µ(Ωt ∩Q)

µ(Q)
+ c

(

ã(B̂Q)

λ

)r

≤ c λ sup
0<t≤N

tr
µ(Ωt ∩Q)

µ(Q)
+ c

(

ã(B̂Q)

λ

)r

,

y por lo tanto,

(7.12) sup
0<t≤N

tr
µ(Ωt ∩Q)

µ(Q)
≤ c λ qr sup

0<t≤N
tr
µ(Ωt ∩Q)

µ(Q)
+ c qr

(

ã(B̂Q)

λ

)r

.

Por otro lado, sabemos que

sup
0<t≤N

tr
µ(Ωt ∩Q)

µ(Q)
≤ N r <∞.

Entonces, si tomamos λ > 0 suficientemente pequeño, podemos esconder el primer
término en el lado derecho de (7.12) y obtenemos que

sup
0<t≤N

tr
µ(Ωt ∩Q)

µ(Q)
. ã(B̂Q)r.

Tomando ĺımite cuando N → ∞, concluimos que

‖MG‖Lr,∞,Q . ã(B̂Q).

Esta estimación junto con el teorema de diferenciación de Lebesgue implica la desigual-
dad deseada (como observábamos al comienzo de la demostración).
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Paso II: Caso general

Fijamos una bola B y k0 ∈ Z tal que

C1 σ
k0 ≤ r(B) < C1 σ

k0+1.

Para tal k0 definimos el siguiente conjunto:

I = {Q ∈ Dk0 : Q ∩ B 6= Ø}.
Para cada Q ∈ I se puede ver que B̂Q ⊂ σ B ⊂ σ3B̂Q, µ(B) ≈ µ(Q) y tB = τQ tB̂Q

,
para algún τQ con 1 ≤ τQ < σm.

También, aplicando (6.2), tenemos que

#I µ(σ B) ≤
∑

Q∈I

µ(σ3B̂Q) ≤ cµ σ
3 n Cn

2

∑

Q∈I

µ(Q) = cµ σ
3 nCn

2 µ

(

⋃

Q∈I

Q

)

≤ cµ σ
3 nCn

2 µ(σ B).

Lo cual nos conduce a #I ≤ cµ σ
3 n Cn

2 .

De todo lo anterior y la primera parte de la demostración se sigue que

‖f − StBf‖Lr,∞,B .
∑

Q∈I

‖f − StBf‖Lr,∞,Q =
∑

Q∈I

‖f − StτQ t
B̂Q

f‖
Lr,∞,Q

(7.13)

.
∑

Q∈I

∑

k≥0

σ2 n k g
(

σm (k−8)
)

a(σk B̂Q)

Utilizando ahora que {σk B̂Q}Q∈I ⊂ σk+1B, a ∈ D1 y (6.2), tenemos que

a(σk B̂Q)µ(σk B̂Q) ≤ ‖a‖D1 a(σk+1B)µ(σk+1B) ≤ ‖a‖D1 cµ σ
3 n a(σk+1B)µ(σk B̂Q),

por lo tanto,
a(σk B̂Q) ≤ ‖a‖D1 cµ σ

3 n a(σk+1B).

Aśı, tenemos que
∑

Q∈I

a(σk B̂Q) ≤ #I ‖a‖D1 cµ σ
3 n a(σk+1B) ≤ ‖a‖D1 c

2
µ σ

6 nCn
2 a(σk+1B)

Esta observación nos permite continuar la estimación (7.13) del siguiente modo:

‖f − StBf‖Lr,∞,B .
∑

k≥0

σ2 n k g
(

σm (k−8)
)

a(σk+1B)

.
∑

k≥0

σ2 n k g
(

σm (k−9)
)

a(σk B).
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7.2.2. Demostraciones de los resultados auxiliares

Lema 7.11 Sea E = {Ej}j una sucesión de conjuntos cuyo solapamiento es a lo más
N , con N ≥ 2:

sup
j

#{Ei : Ei ∩Ej 6= Ø} ≤ N,

entonces, existen K subfamilias no vaćıas y disjuntas {Ei}K
i=1 ⊂ E formadas por con-

juntos disjuntos dos a dos de modo que

E =
K
⋃

k=1

Ei y K ≤ N.

Demostración Utilizamos el axioma de elección. Primero elegimos Ei0 ∈ E . Luego
seleccionamos Ei1 ∈ E de modo que Ei1 ∩ Ei0 = Ø. A continuación tomamos Ei2 ∈ E
de forma que Ei2 ∩ (Ei0 ∪ Ei1) = Ø. Iteramos este proceso y todos estos conjuntos
seleccionados definen E1. Repetimos este proceso en E\E1 (siempre que esta colección no
sea vaćıa) y obtenemos E2. Iterando este método, conseguimos una colección de familias
{Ei}K

i=1. Cada familia es no vaćıa, disjunta y está formada por conjuntos disjuntos dos
a dos de E .

Veamos que K ≤ N : supongamos que K ≥ N+1 y llegaremos a una contradicción.
Si K ≥ N + 1, existe EN+1 ∈ EN+1. Como EN+1 /∈ Ei para ningún 1 ≤ i ≤ N , existe
Ei ∈ Ei tal que EN+1 ∩ Ei 6= Ø. De este modo, tenemos que

#{Ej : Ej ∩ EN+1 6= Ø} ≥ #{E1, E2, · · · , EN+1} = N + 1.

Lo cual contradice nuestra hipótesis, y por lo tanto, K ≤ N .

Demostración de la Proposición 7.10 El hecho de que {σ3 B̂Qt
i
}

i
⊂ σ2 B̂Q es

consecuencia de (7.9). Pues si fijamos una bola σ3 B̂Qt
i

y tomamos x ∈ σ3 B̂Qt
i
, tenemos

que (7.9) proporciona

d(x, xQ) ≤ D0 [d(x, xQt
i
) + d(xQ, xQt

i
)] ≤ D0 [σ3 r(B̂Qt

i
) + r(B̂Q)] ≤ D0 (σ + 1) r(B̂Q)

≤ σ2 r(B̂Q)

y por lo tanto, x ∈ σ2 B̂Q. Aśı queda probado que σ3 B̂Qt
i
⊂ σ2 B̂Q, para cualquier bola

σ3 B̂Qt
i
, y de este modo, {σ3 B̂Qt

i
}

i
⊂ σ2 B̂Q.

Comprobamos la otra afirmación: fijamos Qt
j y definimos

Ej = {Qt
i : σ3 B̂Qt

i
∩ σ3 B̂Qt

j
6= Ø}.
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Entonces, por el Lema 7.11, basta probar que se verifica

(7.14) #Ej ≤ cµC
3 n
2 σ13 n.

En primer lugar, mostramos que para cualquier Qt
i ∈ Ej :

(7.15) 0 < σ5 r(B̂Qt
i
) < d(σ3 B̂Qt

i
,Ωc

t) ≤ C2 σ
8 r(B̂Qt

i
).

Esto es consecuencia de los Teoremas 6.1 y 6.2. Veamos que σ5 r(B̂Qt
i
) < d(σ3 B̂Qt

i
,Ωc

t):
utilizando el apartado (c) del Teorema 6.2, tenemos que

C2 σ
6 r(B̂Qt

i
) < d(Qt

i, Ωc
t) ≤ D0 [diam(σ3 B̂Qt

i
) + d(σ3 B̂Qt

i
, Ωc

t)]

≤ D0 [2D0 σ
3 r(B̂Qt

i
) + d(σ3 B̂Qt

i
, Ωc

t)],

y por lo tanto,

d(σ3 B̂Qt
i
, Ωc

t) >

(

C2
σ6

D0

− 2D0 σ
3

)

r(B̂Qt
i
)

≥ (C2 4D2
0 σ

5 − 2D0 σ
3) r(B̂Qt

i
) ≥ σ5 r(B̂Qt

i
).

Veamos la otra desigualdad de (7.15): d(σ3 B̂Qt
i
,Ωc

t) ≤ σ8C2 r(B̂Qt
i
). Utilizando que

Qt
i ⊂ B̂Qt

i
⊂ σ3 B̂Qt

i
junto con el apartado (c) del Teorema 6.2, tenemos que

d(σ3 B̂Qt
i
,Ωc

t) ≤ d(Qt
i,Ω

c
t) ≤ C2 σ

8 r(B̂Qt
i
).

Por otro lado, como consecuencia de (7.15) vamos a mostrar que para cada Qt
i ∈ Ej ,

(7.16)
1

C2

1

σ4
r(B̂Qt

i
) ≤ r(B̂Qt

j
) ≤ C2 σ

4 r(B̂Qt
i
)

y

(7.17) Qt
i ⊂ σ8C2 B̂Qt

j
⊂ σ13C2

2 B̂Qt
i
.

Para mostrar (7.16) basta utilizar (7.15) y la definición de Ej. Veamos la primera

desigualdad: sea z ∈ σ3 B̂Qt
i

⋂

σ3 B̂Qt
j
,

σ5 r(B̂Qt
i
) < d(σ3 B̂Qt

i
,Ωc

t) ≤ d(z,Ωc
t)(7.18)

≤ diam(σ3 B̂Qt
j
) + d(σ3 B̂Qt

j
,Ωc

t)

≤ 2D0 σ
3 r(B̂Qt

j
) + C2 σ

8 r(B̂Qt
j
)
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≤ C2 σ
9 r(B̂Qt

j
),

aśı,
σ−4C−1

2 r(B̂Qt
i
) < r(B̂Qt

j
).

Para mostrar la segunda desigualdad de (7.16) basta intercambiar Qt
i y Qt

j en (7.18).

Veamos ahora la primera inclusión de (7.17). Tomamos x ∈ Qt
i y z ∈ σ3 B̂Qt

i
∩σ3 B̂Qt

j

y utilizando (7.16), obtenemos que x ∈ C2 σ
8 B̂Qt

j
. Pues,

d(x, xQt
j
) ≤ D0 [d(x, xQt

i
) + d(xQt

j
, xQt

i
)]

≤ D0

[

d(x, xQt
i
) +D0

(

d(xQt
j
, z) + d(z, xQt

i
)
)]

≤ D0 r(B̂Qt
i
) +D2

0 σ
3 [r(B̂Qt

j
) + r(B̂Qt

i
)]

≤ D2
0 σ

3 r(B̂Qt
j
) + 2D2

0 σ
3 r(B̂Qt

i
)

< C2 σ
8 r(B̂Qt

j
).

Veamos la segunda inclusión. Tomamos x ∈ C2 σ
8 B̂Qt

j
y z ∈ σ3 B̂Qt

i
∩ σ3 B̂Qt

j
y utili-

zando (7.16), obtenemos que x ∈ σ13C2
2 B̂Qt

i
. Pues,

d(x, xQt
i
) ≤ D0 [d(x, xQt

j
) + d(xQt

j
, xQt

i
)]

≤ D0

[

d(x, xQt
j
) +D0

(

d(xQt
j
, z) + d(z, xQt

i
)
)]

≤ (D0C2 σ
8 +D2

0 σ
3) r(B̂Qt

j
) +D2

0 σ
3 r(B̂Qt

i
)

≤
(

(D0C2 σ
8 +D2

0 σ
3)C2 σ

4 +D2
0 σ

3
)

r(B̂Qt
i
)

≤ C2
2 σ

13 r(B̂Qt
i
).

Utilizando ahora (7.17), obtenemos

µ(σ8C2 B̂Qt
j
) #Ej ≤

∑

Qt
i∈Ej

µ(σ13C2
2 B̂Qt

i
)

≤ cµ σ
13 n C3 n

2

∑

Qt
i∈Ej

µ(Qt
i)

≤ cµ σ
13 n C3 n

2 µ

(

⋃

Qt
i∈Ej

Qt
i

)

≤ cµ σ
13 n C3 n

2 µ(σ8C2 B̂Qt
j
)

y esto nos conduce a la estimación que buscábamos para #Ej .
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Lema 7.12 Dado R ∈ Dk0 para algún k0 ∈ Z. Para cada k ≥ 0 definimos los conjuntos
Jk = {Q ∈ Dk0 : Q ∩ σk B̂R 6= Ø}. Entonces, en µ-casi todo punto, se tiene que

(7.19) σk B̂R ⊂
⋃

Q∈Jk

Q ⊂
⋃

Q∈Jk

B̂Q ⊂ σk+1 B̂R.

y

(7.20) #Jk ≤ cµ σ
(k+2) nCn

2 .

También, dado 1 ≤ τ ≤ σm, para cada Q0 ∈ Jk fijo, se tiene que

(7.21) #Ik = #{Q ∈ Jk : τ 1/m B̂Q ∩ τ 1/m B̂Q0 6= Ø} ≤ cµ σ
3 n Cn

2 .

Demostración Obsérvese que (7.19) sigue del Teorema 6.1. También, se puede ver
que para cada Q ∈ Jk, σk+1 B̂R ⊂ σk+2 B̂Q. Esto implica que

µ(σk+1 B̂R) #Jk ≤
∑

Q∈Jk

µ(σk+2 B̂Q)

≤ cµ σ
(k+2) nCn

2

∑

Q∈Jk

µ(Q)

≤ cµ σ
(k+2) nCn

2 µ

(

⋃

Q∈Jk

Q

)

≤ cµ σ
(k+2) nCn

2 µ(σk+1 B̂R),

y de esta manera obtenemos (7.20).
Ahora, observamos que para cada Q ∈ Ik, tenemos Q ⊂ σ2 B̂Q0 ⊂ σ3 B̂Q. Entonces,

procediendo como antes, obtenemos (7.21):

µ(σ2 B̂Q0) #Ik ≤
∑

Q∈Ik

µ(σ3 B̂Q)

≤ cµ σ
3 nCn

2

∑

Q∈Ik

µ(Q)

≤ cµ σ
3 nCn

2 µ

(

⋃

Q∈Ik

Q

)

≤ cµ σ
3 nCn

2 µ(σ2 B̂Q0).

Demostración del Lema 7.8 Fijamos R ∈ Dk0, para algún k0 ∈ Z, k ≥ 0 y 1 ≤ τ <
σm. Aplicando el Lema 7.12 cubrimos σk B̂R con la familia {τ 1/m B̂Q}Q∈Jk

⊂ σk+2 B̂R
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con solapamiento controlado por (7.21). Utilizando ahora el Lema 7.11 separamos esta
familia en N ≤ cµ σ

3 n Cn
2 subfamilias de conjuntos disjuntos dos a dos. De todo esto,

aplicando que f verifica (7.1), que a ∈ D1(µ) en cada subfamilia y que la medida es
doblante, concluimos que

∫

σk B̂R

|f − Sτ t
B̂R
f | dµ ≤

∑

Q∈Jk

∫

τ1/m B̂Q

|f − St
τ1/m B̂Q

f | dµ

≤
∑

Q∈Jk

a(τ 1/m B̂Q)µ(τ 1/m B̂Q)

≤ ‖a‖D1 cµ σ
3 n Cn

2 a(σk+2 B̂R)µ(σk+2 B̂R)

≤ ‖a‖D1 c
2
µ σ

5 n Cn
2 a(σk+2 B̂R)µ(σk B̂R).

Observación 7.13 De esta demostración se sigue que si B̃ es cualquier bola tal que
σk B̂R ⊂ B̃, entonces

∫

σk B̂R

|f − Sτ t
B̂R
f | dµ ≤ ‖a‖D1 cµ σ

3 nCn
2 a(σ2 B̃)µ(σ2 B̃).

Esta estimación es consecuencia de que {τ 1/m B̂Q}Q∈Jk
⊂ σk+2 B̂R ⊂ σ2 B̃.

Demostración de la Proposición 7.9 Supongamos de momento que para cada
x ∈ σ B̂Qt

i
,

(7.22)
∣

∣Sτ B̂t
Qt

i

f(x) − Sτ t
B̂Q
f(x)

∣

∣ . t + ã(B̂Q).

Entonces, de la estimación anterior y (e) en el Teorema 6.2 se sigue que para cada
x ∈ Qt

i,

MG(x) ≤M(Gχ(σ B̂
Qt

i
)c)(x)+M(Gχσ B̂

Qt
i

)(x) . t+ã(B̂Q)+M
(

|f−Sτ t
B̂

Qt
i

f |χσ B̂
Qt

i

)

(x).

Veamos (7.22). En primer lugar, la regla de conmutación implica que
∣

∣Sτ t
B̂

Qt
i

f(x) − Sτ t
B̂Q
f(x)

∣

∣ ≤
∣

∣Sτ t
B̂

Qt
i

(

f − Sτ t
B̂Q
f
)

(x)
∣

∣+
∣

∣Sτ t
B̂Q

(

f − Sτ t
B̂

Qt
i

f
)

(x)
∣

∣

= I + II.

Estudiamos cada término por separado. Fijamos x ∈ σ B̂Qt
i

y elegimos ki ∈ Z tal que

(7.23) σki r(B̂Qt
i
) ≤ r(B̂Q) < σki+1 r(B̂Qt

i
).
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Utilizando (7.9), tenemos que

(7.24) ki ≥ 2 y σki B̂Qt
i
⊂ σ B̂Q.

Esto implica que
∣

∣f(y) − Sτ t
B̂Q
f(y)

∣

∣ = G(y), cuando y ∈ σki B̂Qt
i
. De este modo y

utilizando que 1 ≤ τ < σm, podemos escribir

I ≤ 1

µ
(

B(x, r(B̂Qt
i
))
)

∫

X

g

(

d(x, y)m

τ tB̂
Qt

i

)

|f(y) − Sτ t
B̂Q
f(y)| dµ(y)(7.25)

≤ 1

µ
(

B(x, r(B̂Qt
i
))
)

∫

X

g

(

d(x, y)m

τ tB̂
Qt

i

)

G(y) dµ(y)

+
1

µ
(

B(x, r(B̂Qt
i
))
)

∫

(σki B̂
Qt

i
)c

· · · dµ(y)

= I1 + I2.

Para aprovechar el decaimiento de g escribimos X como unión de anillos diádicos
{Ck(Qt

i)}k≥2. De modo que si x ∈ σ B̂Qt
i
, y ∈ Ck(Qt

i) observamos que

d(x, y)m

τ tB̂
Qt

i

≥ λk donde λk =

{

0, si k = 2,

σm (k−3), si k ≥ 3.

Por otro lado, para cada k ≥ 2, tenemos que σk B̂Qt
i
⊂ σk+1B(x, r(B̂Qt

i
)) y, utilizando

que µ es doblante, µ(σk+1B(x, r(B̂Qt
i
))) ≤ cµ σ

n (k+1) µ(B(x, r(B̂Qt
i
))). De las observa-

ciones anteriores, el decaimiento de g y el Lema 6.3, obtenemos:

I1 .
∑

k≥2

σn k g(λk)−
∫

σk B̂
Qt

i

Gdµ . t
∑

k≥2

g(λk) σn k . t.

Estudiamos I2. En primer lugar, se puede ver que Qt
i ⊂ Q, (7.23) y (7.24) implican

lo siguiente: Para cada k ≥ ki + 1 y x ∈ σ B̂Qt
i
,

(7.26) Ck(Qt
i) ⊂ σk B̂Qt

i
⊂ σk−ki+1 B̂Q ⊂ σk−1 B̂Q ⊂ σk+ki+1B

(

x, r(B̂Qt
i
)
)

.

De este modo, argumentando como en el Lema 7.8 y utilizando que a ∈ D1(µ) y µ es
doblante, obtenemos

I2 ≤
1

µ
(

B(x, r(B̂Qt
i
))
)

∑

k≥ki+1

g(λk)

∫

σk−ki+1 B̂Q

|f − Sτ t
B̂Q
f | dµ
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.
1

µ
(

B(x, r(B̂Qt
i
))
)

∑

k≥ki+1

g(λk) a(σk+1 B̂Q)µ(σk+1 B̂Q)

.
∑

k≥ki+1

σn (k+ki) g
(

σm (k−3)
)

a(σk+1 B̂Q)

.
∑

k≥3

σ2 n k g
(

σm (k−3)
)

a(σk+1 B̂Q)

. ã(B̂Q).

De las estimaciones obtenidas para I1 e I2, conseguimos:

I . t+ ã(B̂Q).

Veamos ahora que II . ã(B̂Q). Obsérvese primero que (7.26) implica que σk B̂Qt
i
⊂

σk−ki+1 B̂Q ⊂ σk−ki+2B(x, r(B̂Q)), para cada k ≥ ki + 1. Entonces, procediendo como
en el Lema 7.8 y utilizando que µ es doblante, obtenemos

II ≤ 1

µ
(

B(x, r(B̂Q))
)

∫

X

g

(

d(x, y)m

τ tB̂Q

)

∣

∣f(y) − Sτ t
B̂

Qt
i

f(y)
∣

∣dµ(y)

≤ g(0)

µ
(

B(x, r(B̂Q))
)

∫

σki+1 B̂
Qt

i

|f − Sτ t
B̂

Qt
i

f | dµ

+
1

µ
(

B(x, r(B̂Q))
)

∑

k≥ki+2

g

(λk tB̂
Qt

i

τ tB̂Q

)
∫

σk B̂
Qt

i

|f − Sτ t
B̂

Qt
i

f | dµ

. a(σ4 B̂Q) +
∑

k≥ki+2

g
(

σm (k−ki−5)
)

σn (k−ki) a(σk−ki+3 B̂Q)

.
∑

k≥2

σn k g
(

σm (k−8)
)

a(σk B̂Q) . ã(B̂Q).

7.2.3. Demostración del Teorema 7.2

Seguimos los pasos de la demostración del Teorema 7.1. Aśı, sólo detallaremos
aquellos puntos donde ambas pruebas difieran. Recordemos que w ∈ A∞(µ) implica
que existen 1 < p, s <∞ tales que w ∈ Ap(µ) ∩ RHs(µ). Por lo tanto, para cualquier
bola B y cualquier conjunto medible S ⊂ B, se tiene que

(7.27)
1

Cw

(

µ(S)

µ(B)

)p

≤ w(S)

w(B)
≤ Cw

(

µ(S)

µ(B)

)1/s′

.
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La primera desigualdad sigue de que w ∈ Ap(µ) y la segunda de que w ∈ RHs(µ) (ver
[ST]). Obsérvese que como consecuencia de (7.27), w es doblante.

Fijamos Q ∈ D y supongamos que ã(B̂Q) <∞, donde

ã(B̂Q) =
∑

k≥0

σ2 n k g
(

σm (k−9)
)

a(σk B̂Q).

Tomamos G y Ωt como en la demostración del Teorema 7.1:

G(x) =
∣

∣f(x) − Sτ t
B̂Q
f(x)

∣

∣χσ2 B̂Q
(x) y Ωt = {x ∈ X : MG(x) > t}, t > 0.

Del mismo modo que en la demostración del Teorema 7.1 (aplicando el Lema 7.8, pues
a ∈ D1 y ã(B̂Q) <∞), tenemos (7.6):

G ∈ L1(X) con ‖G‖L1(X) ≤
‖a‖D1

σn

c3µC
2 n
2

g(1)
ã(B̂Q)µ(Q);

y utilizando que M es de tipo débil (1, 1) con constante cM , tenemos (7.7):

µ(Ωt) ≤
cM
t

‖G‖L1(X) ≤
cM c3µC

2 n
2

g(1)

‖a‖D1

σn

ã(B̂Q)

t
µ(Q).

donde cM es la constante de tipo débil (1, 1) de M .

Tomamos q > 1 suficientemente grande y mostramos la siguiente versión con peso
de (7.8): dado 0 < λ < 1, para todo t > 0,

(7.28) w(Ωq t ∩Q) . λ1/s′ w(Ωt ∩Q) +

(

ã(B̂Q)

λ t

)r

w(Q).

Una vez probada esta desigualdad, la demostración sigue los pasos del Teorema 7.1.
Dividimos la prueba de (7.28) en dos casos. Si 0 < t . ã(B̂Q), la estimación es

trivial, pues

w(Ωq t ∩Q) ≤ w(Q) .

(

ã(B̂Q)

λ t

)r

w(Q).

Si t & ã(Q). Utilizando el Teorema 6.2, escribimos Ωt como unión de cubos de Whitney
{Qt

i}i en casi todo µ (pues G ∈ L1(X) y µ(Ωt) <∞, por (7.6) y (7.7)). Argumentando
como en la demostración del Teorema 7.1, obtenemos que

w(Ωq t ∩Q) ≤
∑

i:Qt
i⊂Q

w
(

{x ∈ Qt
i : M(|f − Sτ t

B̂
Qt

i

f |χσ B̂
Qt

i

)(x) > (q − C0) t}
)
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=
∑

Γ1

· · · +
∑

Γ2

· · · = I + II.

Para estimar I utilizamos (7.27), que M es de tipo débil (1, 1), µ es doblante y el
Teorema 6.2, y conseguimos que

I .
∑

Γ1

(µ
(

{x ∈ Qt
i : M(|f − Sτ t

B̂
Qt

i

f |χσ B̂
Qt

i

)(x) > (q − C0) t}
)

µ(Qt
i)

)

1/s′

w(Qt
i)

.
1

t1/s′

∑

Γ1

(

−
∫

σ B̂
Qt

i

|f − Sτ t
B̂

Qt
i

f | dµ
)1/s′

w(Qt
i)

. λ1/s′
∑

i:Qt
i⊂Q

w(Qt
i) . λ1/s′ w(Ωt ∩Q).

Para II seguimos los cálculos que hicimos en la demostración del Teorema 7.1 para
estimar II (reemplazando la medida de Lebesgue por w), utilizamos que w es doblante,
a ∈ Dr(w) ∩D1 y el Lema 7.8 y obtenemos que

II .

(

a(B̂Q)

λ t

)r

w(Q) .

(

ã(B̂Q)

λ t

)r

w(Q).

De las estimaciones obtenidas para I y II, obtenemos (7.28) y de este modo com-
pletamos la demostración.

7.2.4. Demostración del Teorema 7.5

Seguimos la demostración del Teorema 7.1 y solamente describimos los cambios
necesarios. En primer lugar, tenemos que modificar el argumento de la página 122 en
el que pasamos del caso diádico al caso general utilizando que a ∈ D1 —pues a ∈ D1

implica a(B1) . a(B2), si B1 ⊂ B2 ⊂ σ3B1—. Aqúı no tenemos esta propiedad (a
menos que supongamos que ā ∈ D1), pero podemos utilizar la siguiente observación:
si (a, ā) ∈ Dr entonces, para cada B y B̃ con B ⊂ B̃ y para cualquier familia de bolas
disjuntas dos a dos {Bi}i ⊂ B, tenemos que

∑

i

a(Bi)
r µ(Bi) . ā(B̃)r µ(B̃).(7.29)

Comenzamos como en el Paso II: fijamos una bola B. La cubrimos con cubos
diádicos en I y, utilizando que el cardinal de I está controlado por una constante
geométrica, basta obtener la estimación deseada para un cubo fijo Q ∈ I. Recordemos
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que I = {Q ∈ Dk0 : Q ∩ B 6= Ø}, con k0 ∈ Z tal que C1 σ
k0 ≤ r(B) < C1 σ

k0+1 y
#I ≤ cµ σ

3 nCn
2 .

Tomamos ã dado por

ã(B) =
∑

k≥0

σ2 n k g
(

σm (k−9)
)

ā(σk B).

Utilizando que (a, ā) satisface (7.3), podemos ver (como en la demostración del Lema
7.8) que para cada R ∈ D, 1 ≤ τ < σm y k ≥ 1:

(7.30) −
∫

σk B̂R

|f − Sτ t
B̂R
f | dµ . ā(σk+2 B̂R).

Además, cuando R = Q utilizando que σk+2 B̂Q ⊂ σk+3B ⊂ σk+5 B̂Q, µ(σk+3B) .

µ(σk B̂Q) y (7.29), podemos obtener

(7.31) −
∫

σk B̂Q

|f − Sτ t
B̂Q
f | dµ . ā(σk+3B).

Esto implica que G = |f − Sτ t
B̂Q
f
∣

∣χσ2 B̂Q
∈ L1(X) con ‖G‖L1(X) . ã(B)µ(Q). Tam-

bién se puede ver que los conjuntos de nivel t de MG, Ωt, satisfacen que µ(Ωt) .

ã(B)µ(Q)/t.

Nuestro objetivo es mostrar la siguiente desigualdad de tipo buenas-λ: dado 0 <
λ < 1, para todo t > 0,

(7.32) µ(Ωq t ∩Q) . λµ(Ωt ∩Q) +

(

ã(B)

λ t

)r

µ(Q).

Como consecuencia de esta desigualdad y del mismo modo que en la demostración
del Teorema 7.1, obtenemos que ‖MG‖Lr,∞,Q . ã(B). Lo cual a su vez implica la
estimación deseada:

‖f − StBf‖Lr,∞,B .
∑

Q∈I

‖f − StBf‖Lr,∞,Q ≤
∑

Q∈I

‖MG‖Lr,∞,Q . ã(B) #I . ã(B).

Obsérvese que (7.32) es trivial si 0 < t . ã(B). En caso contrario, procediendo como
en la demostración del Teorema 7.1 y utilizando las mismas ideas podemos obtener un
resultado análogo a la Proposición 7.9 con ã(B) en el lado derecho, el cual está escrito
en términos de ā en lugar de en función de a. De todo esto se sigue (7.11). Ahora, la
estimación para I se consigue exactamente igual que en la demostración del Teorema
7.1. Para II, aunque utilizamos las mismas ideas no aplicamos (7.30) (pues esto nos
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conduciŕıa a obtener ā antes de utilizar (7.3)). Utilizamos el Lema 7.12, y procediendo
como en el Lema 7.8, para cada Qt

i ∈ Γ2 obtenemos

λ t < −
∫

σ B̂Qt
i

|f − Sτ t
B̂

Qt
i

f | dµ .
∑

R∈J (Qt
i)

−
∫

τ1/m B̂R

|f − St
τ1/m B̂R

f | dµ(7.33)

≤
∑

R∈J (Qt
i)

a(τ 1/m B̂R),

donde J (Qt
i) = J1(Q

t
i). Esto junto con el hecho de que #J (Qt

i) ≤ C implica que

II ≤
∑

Γ2

µ(B̂Qt
i
) .

∑

i:Qt
i⊂Q

∑

R∈J (Qt
i)

(

a(τ 1/m B̂R)

λ t

)r

µ(τ 1/m B̂R).

Como en la demostración del Teorema 7.1, separamos {σ3 B̂Qt
i
}

i
en K familias

{Ek}K
k=1 de bolas disjuntas dos a dos. Para cada Qt

i, por (7.21) y el Lema 7.11, podemos
dividir la familia

I(Qt
i) = {τ 1/m B̂R : R ∈ J (Qt

i)}

en {I(Qt
i)j}

J
Qt

i
j=1 familias de subconjuntos disjuntos dos a dos. Obsérvese que JQt

i
≤

cµ σ
3 nCn

2 . Escribimos J = máx JQt
i

y I(Qt
i)j = Ø, para cada JQt

i
< j ≤ J . De este

modo, para cada Qt
i hemos dividido I(Qt

i) en J familias disjuntas dos a dos (alguna
de ellas podŕıa ser vaćıa) de modo que en cada familia las bolas son disjuntas dos a
dos. Notar que para cada 1 ≤ k ≤ K y 1 ≤ j ≤ J fijados, tenemos que {τ 1/m B̂R :
R ∈ I(Qt

i)j, con Qt
i ∈ Ek} es una familia disjunta (pues aśı lo es para cada Qt

i fijo,

τ 1/m B̂R ⊂ σ3 B̂Qt
i
) y también {σ3 B̂Qt

i
: Qt

i ∈ Ek} es una familia disjunta. Entonces,

utilizamos (7.29) y el hecho de que τ 1/m B̂R ⊂ σ3 B̂Qt
i
⊂ σ2 B̂Q ⊂ σ3B y conseguimos

la siguiente estimación para II:

II .
1

(λ t)r

K
∑

k=1

J
∑

j=1

∑

R∈I(Qt
i),

Qt
i∈Ek

(

a(τ 1/m B̂R)

λ t

)r

µ(τ 1/m B̂R)

.
J ·K
(λ t)r

ā(σ3B)r µ(σ3B) .
( ã(B)

λ t

)r

µ(Q)

De todo lo anterior, obtenemos la desigualdad de tipo buenas-λ (7.32).

7.3. Aplicaciones

En esta sección presentamos algunas aplicaciones de los resultados anteriores. Re-
cordemos que la desigualdad de Kolmogorov implica que para cualquier 0 < q < r <∞
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se tiene que

(7.34) ‖f‖Lq,B ≤
(

r

r − q

)1/q

‖f‖Lr,∞,B.

Esto significa que siempre que podamos aplicar algunos de los resultados anteriores,
podremos reemplazar Lr,∞ por Lq para cada 0 < q < r <∞. Además, como en algunos
ejemplos la condición Dr se satisface para cualquier 1 < r < ∞, automáticamente
conseguimos estimaciones de tipo fuerte en el mismo rango. Lo mismo ocurre en el
caso con pesos.

Veamos algunos ejemplos generales:

Ejemplo 7.14 (Espacios BMO y Morrey-Campanato) Este resultado es el análo-
go al Ejemplo 3.26 en espacios de tipo homogéneo, en lugar de en el espacio eucĺıdeo
Rn. Sea {St}t>0 como en la Sección 6.5, el espacio de Morrey-Campanato LS(α) con
α ≥ 0 se define del siguiente modo:

LS(α) =
{

f ∈ M : sup
B

1

µ(B)α
−
∫

B

|f − StBf | dµ <∞
}

.

Cuando α = 0, este espacio coincide con el espacio BMOS:

BMOS =
{

f ∈ M : sup
B

−
∫

B

|f − StBf | dµ <∞
}

.

Estos espacios están definidos en [DuY], [DDY] y [Tan] bajo la hipótesis adicional de
que {St}t>0 sea un semigrupo.

De este modo, si f ∈ LS(α) con α ≥ 0, para cada bola B, verifica que

−
∫

B

|f − StBf | dµ ≤ C µ(B)α.

Entonces, tomamos a(B) = µ(B)α (intencionadamente olvidamos la constante). Notar
que a es creciente (a(B) ≤ a(B′) para cada B ⊂ B′) y, por lo tanto, a ∈ Dr para
cada 1 < r < ∞. Además, a es doblante (a(σ B) ≤ Ca a(B) para cada B). Aśı, del
Teorema 7.1 y de la desigualdad de Kolmogorov se sigue la siguiente estimación para
cada 1 < r <∞ y para toda bola B:

‖f − StBf‖Lr,B . µ(B)α.

Esta estimación también se verifica en Lr(w) con w ∈ A∞(µ).
Por último señalar que en este tipo de ejemplos podemos conseguir mejor auto-

mejora en la escala de los espacios de Orlicz. En el siguiente caṕıtulo (Ejemplo 8.4)
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mostramos que podemos escribir la cuasi-norma expL en el lado izquierdo, lo que
claramente implica las estimaciones anteriores.

Por otro lado, obtenemos también resultados de automejora para funciones f ∈
BMOϕ,S(µ). Los espacios BMOϕ,S(µ) generalizan aquellos que fueron definidos por S.
Spanne [Spa] en Rn: dada una función ϕ definida en (0,∞) la cual es no-decreciente y
positiva se define el espacio BMOϕ,S(µ) del siguiente modo

BMOϕ,S(µ) =
{

f ∈ M : sup
B

1

ϕ
(

r(B)
) −
∫

B

|f − StBf | dµ <∞
}

.

Tomamos a(B) = ϕ
(

r(B)
)

que es no-decreciente, esto es, a ∈ T∞, pues ϕ es no-
decreciente. Aśı se satisface la condición Dr para todo r ≥ 1. Aplicando el Teorema
7.1 obtenemos que que cada función f ∈ BMOϕ,S satisface la siguiente estimación para
cada 1 < r <∞ y para toda bola B:

(

−
∫

B

|f − StBf |r dµ
)1/r

.
∑

k≥0

σ2 n k g(c σmk)ϕ
(

σk r(B)
)

.

Además, si ϕ es doblante (esto es, ϕ(σ t) . ϕ(t), t > 0) entonces también lo es a, y
esto junto con el decaimiento de g implica que

(

−
∫

B

|f − StBf |r dµ
)1/r

. ϕ
(

r(B)
)

.

Si en lugar del Teorema 7.1, aplicamos el Teorema 7.2, conseguimos los resultados
análogos para pesos A∞. También se puede escribir ϕ

(

µ(B)
)

en lugar de ϕ
(

r(B)
)

.

Observación 7.15 Para los siguientes ejemplos asumimos que los anillos no son vaćıos
(en general, esta condición no tiene que satisfacerse). Esto es, para cada 0 < r < R <
∞:

B(x,R) \B(x, r) 6= Ø.

Esta propiedad implica que

r(B) ≈ diam(B)

y también que si B1 ⊂ B2 entonces, r(B1) . r(B2) y en particular,

(7.35)
µ(B2)

µ(B1)
≤ cµ

(

r(B2)

r(B1)

)n

.
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En los ejemplos que escribimos a continuación, podemos reemplazar r(B) por diam(B)
(lo cual está uńıvocamente determinado). Sin embargo, mantendremos r(B) para en-
fatizar la analoǵıa con el caso eucĺıdeo.

La propiedad de que los anillos no son vaćıos también implica que (ver [Whe])
existen n̄ > 0 y c̄µ > 0 tales que

(7.36)
µ(B1)

µ(B2)
≤ c̄µ

(

r(B1)

r(B2)

)n̄

,

para toda bola B1 y B2 con B1 ⊂ B2.

Ejemplo 7.16 (Medias fraccionarias) Este resultado generaliza el Ejemplo 3.27 a
espacios de tipo homogéneo. Dados λ ≥ 1, 0 < α < n, 1 ≤ p < n/α y un peso u,
definimos:

a(B) = r(B)α

(

u(λB)

µ(B)

)1/p

.

En [FPW], los autores comprueban que a ∈ Dr para 1 < r < pn/(n − αp). Aśı,
aplicando el Teorema 7.1, si f ∈ M y, para toda bola B, verifica:

−
∫

B

|f − StBf | dµ . r(B)α

(

u(λB)

µ(B)

)1/p

.

Entonces, para cada B y cada 1 < r < pn/(n− αp), también satisface:

(

−
∫

B

|f − StBf |r dx
)1/r

.
∑

k≥0

σ2 n k g(c σmk) r(σk B)α

(

u(σk λB)

µ(σk B)

)1/p

,

Si u ∈ A∞(µ) en [FPW] se muestra que a ∈ D p n
n−α p

+ǫ para algún ǫ > 0 dependiendo

de la constante A∞(µ) del peso u. En este caso u es doblante y, por lo tanto, también
lo es a (para simplificar tomamos λ = 1). Consecuentemente, el Teorema 7.1 asegura

un control de la oscilación generalizada en L
p n

n−α p
+ǫ,∞. Esto junto con la desigualdad

de Kolmogorov, implica:

(

−
∫

B

|f − StBf |
p n

n−α p dµ

)
n−α p

p n

. r(B)α

(

u(B)

µ(B)

)1/p

.

Obsérvese que si p ≥ n/α, (6.2) implica que el funcional a es creciente. Por lo
tanto, a ∈ Dr ∩Dr(w), para cada r ≥ 1 y w ∈ A∞(µ). Aśı, el Teorema 7.1 junto con
la desigualdad de Kolmogorov proporcionan automejoras en el rango 1 ≤ r <∞ para
Lr(µ) y Lr(w) con w ∈ A∞(µ).
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Mostramos un caso particular. Sea X un operador diferencial tal que para alguna
función f ∈ M y toda bola B:

(7.37) −
∫

B

|f − StBf | dµ . r(B)α

(

1

µ(B)

∫

λ B

|Xf |p dµ
)1/p

con λ ≥ 1, 0 < α < n y 1 ≤ p < n/α. Entonces, también verifica la siguiente
automejora para cada 1 < r < pn/(n− α p) y para toda bola B:

(

−
∫

B

|f − StBf |r dµ
)1/r

.
∑

k≥0

σ2 n k g(c σmk) r(σk B)α

(

1

µ(σk B)

∫

λ σk B

|Xf |p dµ
)1/p

.

Si además, |Xf |p ∈ A∞(µ) entonces,

(

−
∫

B

|f − StBf |
p n

n−α p dµ

)
n−α p

p n

. r(B)α

(

−
∫

B

|Xf |p dµ
)

1
p

.

7.3.1. Desigualdades de tipo Poincaré reducidas

En primer lugar recordemos cuales son para nosotros las desigualdades de tipo
Poincaré reducidas en este contexto: f ∈ M tal que

(7.38) −
∫

B

|f − StBf | dµ ≤ r(B)−
∫

B

h dµ,

para toda bola B y h una función medible no-negativa. Generalmente h depende de
f (por ejemplo, en Rn uno puede tomar h = C |∇f |) aunque, podemos trabajar con
cualquier función dada h. Estas estimaciones son denominadas de tipo Poincaré por su
semejanza a la desigualdad clásica de Poincaré-(1, 1) y usamos el adjetivo reducidas en
contraposición con las estimaciones expandidas (7.52) que estudiaremos en la Sección
7.3.3.

En esta sección estudiamos los resultados de la Sección 3.3.1 en espacios de tipo
homogéneo y bajo la suposición de la Observación 7.15. Obsérvese que (7.38) es una
estimación análoga a la estudiada en la Sección 3.3.1. Sin embargo, en este contexto,
es más natural relajar (7.38) y tomar como punto de partida: f ∈ M tal que

(7.39) −
∫

B

|f − StBf | dµ ≤ r(B)

(

−
∫

B

hp dµ

)1/p

,

con 1 ≤ p <∞. Asumiendo que esta desigualdad se verifica, vamos a aplicar nuestros
resultados para obtener automejora en la integrabilidad del lado izquierdo de (7.39).
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Ejemplo 7.17 (Desigualdad de Poincaré-Sobolev) Dados 1 ≤ p < n y p∗ = n p
n−p

.

Veamos que (7.39) implica

(7.40) ‖f − StBf‖Lp∗,∞,B ≤
∑

k≥0

φ(k) r(σk B)

(

−
∫

σk B

hp dµ

)1/p

,

para toda bola B y para alguna sucesión {φ(k)}k≥0. Además, (7.40) y la desigualdad
de Kolmogorov implican que para cada 1 < r < p∗,

(7.41)

(

−
∫

B

|f − StBf |r dµ
)1/r

≤
∑

k≥0

φ(k) r(σk B)

(

−
∫

σk B

hp dµ

)1/p

,

para toda bola B y para alguna sucesión {φ(k)}k≥0.

Para mostrar (7.40) seguimos los argumentos mostrados en el Ejemplo 3.28. Primero
definimos el funcional

(7.42) a(B) = r(B)

(

−
∫

B

hp dµ

)1/p

.

Si 1 ≤ p < n, a ∈ Dp∗(µ): dada una bola B y {Bi}i una familia de bolas contenidas en
B y disjuntas dos a dos, utilizando (6.2) y el hecho de que p∗/p ≥ 1, tenemos que

∑

i

a(Bi)
p∗ µ(Bi) =

∑

i

(

µ(B)

µ(Bi)

)
p∗

p
−1(

r(Bi)

r(B)

)p∗ (∫

Bi

hp dµ

)
p∗

p r(B)p∗

µ(B)
p∗

p
−1

≤ cµ
∑

i

(
∫

Bi

hp dµ

)
p∗

p r(B)p∗

µ(B)
p∗

p
−1

≤ cµ

(

∑

i

∫

Bi

hp dµ

)
p∗

p r(B)p∗

µ(B)
p∗

p
−1

≤ cµ

(
∫

B

hp dµ

)
p∗

p r(B)p∗

µ(B)
p∗

p
−1

= cµ a(B)p∗ µ(B).

Entonces, podemos aplicar el Teorema 7.1 y aśı conseguimos (7.40).

Si p ≥ n, a ∈ Dr(µ) para cada 1 ≤ r <∞ (pues a es creciente). Por lo tanto, (7.41)
se verifica para cada 1 < r <∞. Este caso es estudiado en el siguiente caṕıtulo, donde
obtenemos una automejora de tipo exponencial.
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Ejemplo 7.18 (Desigualdad de Poincaré-Sobolev para pesos A1(µ)) Dados
w ∈ A1(µ) y 1 ≤ p < n, (7.39) implica la siguiente desigualdad de tipo Poincaré-
Sobolev con pesos para cada bola B y para alguna sucesión {φ(k)}k≥0:

(7.43) ‖f − StBf‖Lp∗,∞(w),B ≤
∑

k≥0

φ(k) r(σk B)

(

−
∫

σk B

hp dw

)1/p

.

Como consecuencia de la estimación anterior y la versión con peso de la desigualdad
de Kolmogorov, para cada 1 < r < p∗, conseguimos:

‖f − StBf‖Lr(w),B ≤
∑

k≥0

φ(k) r(σk B)

(

−
∫

σk B

hp dw

)1/p

.

Para mostrar (7.43) utilizamos el Teorema 7.2. Primero, utilizando que w ∈ A1(µ),
tenemos que (7.39) implica que

−
∫

B

|f − StBf | dµ . r(B)

(

−
∫

B

hp dw

)1/p

= a(B).

Por otro lado, dada una bola B y una familia {Bi}i ⊂ B de bolas disjuntas dos a dos.
Notar que (6.2) y w ∈ A1(µ) implican w(B)/w(Bi) .

(

r(B)/ r(Bi)
)n

. Utilizando esta
observación junto con que p∗ > p, tenemos que a ∈ Dp∗(w):

∑

i

a(Bi)
p∗ w(Bi) =

∑

i

r(Bi)
p∗ w(Bi)

1−p∗/p

(
∫

Bi

hp dw

)p∗/p

. r(B)p∗ w(B)1−p∗/p
∑

i

(
∫

Bi

hp dw

)p∗/p

≤ a(B)p∗ w(B).

Por otro lado, w ∈ A1(µ) ⊂ Ap∗(µ) y, por lo tanto, a ∈ D1 (ver la Observación 7.4).
Aśı, aplicando el Teorema 7.2, conseguimos (7.43).

Del mismo modo que en el ejemplo anterior, cuando p ≥ n, obtenemos automejora
de tipo Lr(w) en todo el rango 1 < r < ∞ (pues el funcional es creciente). En el
siguiente caṕıtulo conseguiremos mejorar este resultado, obteniendo una automejora
de tipo exponencial.

Ejemplo 7.19 (Desigualdad de Poincaré-Sobolev para pesos Ar(µ), r > 1)
La desigualdad (7.39), con 1 ≤ p < n, implica que para cada r > 1 y w ∈ Ar(µ), existe
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q > r p∗ (dependiendo de p, n, w) tal que se verifica la siguiente estimación para cada
bola B y para alguna sucesión {φ(k)}k≥0:

(7.44) ‖f − StBf‖Lq(w),B ≤
∑

k≥0

φ(k) r(σk B)

(

−
∫

σk B

hr p dw

)
1

r p

.

Para comprobar esta afirmación, primero observamos que (7.39) y w ∈ Ar(µ) im-
plican que

−
∫

B

|f − StBf | dµ . r(B)

(

−
∫

B

hr p dw

)
1

r p

= a(B).

Por otro lado, la propiedad de apertura de las clases Ar(µ) implica que w ∈ Aτ r(µ),
para algún 0 < τ < 1. Sin pérdida de generalidad, podemos elegir τ de modo que
p/n < τ < 1. Aśı, para cualquier bola B y cualquier conjunto medible E ⊂ B, tenemos

w(B)

w(E)
.

(

µ(B)

µ(E)

)τ r

.

Utilizando esta desigualdad, obtenemos que a ∈ Dq0(w), donde q0 = r n p
n− p

τ
> r p∗:

dada una bola B y una familia {Bi}i ⊂ B de bolas disjuntas dos a dos,

∑

i

a(Bi)
q0 w(Bi) =

∑

i

(

r(Bi)

r(B)

)q0
(

w(B)

w(Bi)

)

q0
r p

−1(∫

Bi

hr p dw

)

q0
r p

r(B)q0 w(B)1−
q0
r p

.
∑

i

(
∫

Bi

hr p dw

)

q0
r p

r(B)q0 w(B)1−
q0
r p

≤
(
∫

B

hr p dw

)

q0
r p

r(B)q0 w(B)1−
q0
r p

= a(B)q0 w(B).

Aśı, aplicando el Teorema 7.2 y la Observación 7.4 (pues q0 > r), conseguimos
una estimación en Lq0,∞(w), y por la desigualdad de Kolmogorov, se sigue (7.44) con
r p∗ < q < q0.

Ejemplo 7.20 (Desigualdad de Poincaré con dos pesos) Sean 1 ≤ p ≤ q ≤ r <
∞ y (w, v) un par de pesos con w ∈ Ar(µ), v ∈ Aq/p(µ) y verificando la siguiente
condición de “balance”

(7.45)
r (B1)

r (B2)

(

w(B1)

w(B2)

)1/r

.

(

v(B1)

v(B2)

)1/q

,
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para toda B1 y B2 con B1 ⊂ B2. Bajo tales condiciones, (7.39) implica

(7.46) ‖f − StBf‖Lr,∞(w),B ≤
∑

k≥0

φ(k) r(σk B)

(

−
∫

σk B

hq dv

)1/q

,

para toda bola B y para alguna sucesión {φ(k)}k≥0. Como consecuencia, por la de-
sigualdad de Kolmogorov, automáticamente se verifican estimaciones de tipo fuerte en
el rango 1 < s < r.

Para obtener (7.46), primero definimos el funcional a utilizando (7.39) y que v ∈
Aq/p(µ),

−
∫

B

|f − StBf | dµ . r(B)

(

−
∫

B

hq dv

)1/q

= a(B).

Utilizando la condición de “balance” junto con que r/q ≥ 1, vemos que a ∈ Dr(w):
dada una bola B y una familia {Bi}i ⊂ B de bolas disjuntas dos a dos,

∑

i

a(Bi)
r w(Bi)

=
∑

i

(

r(Bi)

r(B)

)r (
v(B)

v(Bi)

)
r
q
(
∫

Bi

hq dv

)
r
q

r(B)r

(

1

v(B)

)
r
q w(Bi)

w(B)
w(B)

.
∑

i

(
∫

Bi

hq dv

)
r
q

r(B)r 1

v(B)
r
q

w(B)

≤ a(B)r w(B).

Aśı, aplicando la Observación 7.4 y el Teorema 7.2, conseguimos la desigualdad deseada.

Ejemplo 7.21 (Desigualdad de Hardy generalizada) Sea 1 < p < n̄, donde n̄ es
el exponente dado en (7.36). Fijamos x0 ∈ X y definimos el peso wx0(x) = d(x, x0)−p.
Veamos que de (7.39) se sigue

(7.47) ‖f − StBf‖Lp,∞(wx0 ),B ≤
∑

k≥0

φ(k)

(

1

wx0(σ
k B)

∫

σk B

hp dµ

)1/p

,

para toda bola B y para alguna sucesión {φ(k)}k≥0. Notar que (7.47) implica que

sup
λ>0

λwx0{x ∈ B : |f(x) − StBf(x)| > λ}1/p ≤
∑

k≥0

φ̃(k)

(
∫

σk B

hp dµ

)1/p

.

Como consecuencia de la desigualdad de Kolmogorov, automáticamente obtenemos
estimaciones de tipo fuerte en el rango 1 < r < p.
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Para obtener (7.47), es fácil ver que para cada bola B = B(xB, r(B)):

(7.48) −
∫

B

d(x, x0)
α dµ(x) ≈ d(x0, xB)α, x0 6∈ 2D0B, α ∈ R,

y usando (7.36) que

(7.49) −
∫

B

d(x, x0)α dµ(x) ≈ r(B)α, x0 ∈ 2D0B, −n̄ < α ≤ 0.

De estas estimaciones se sigue que wx0 ∈ A1(µ) y r(B) (wx0(B)/µ(B))1/p . 1. En
particular, (7.39) implica

(7.50) −
∫

B

|f − StBf | dµ .

(

1

wx0(B)

∫

B

hp dµ

)1/p

= a(B) ∈ Dp(wx0) ∩D1(µ).

Aśı, el Teorema 7.2 asegura la estimación (7.47).

Ejemplo 7.22 (Desigualdad de Hardy generalizada con dos pesos) Sean 1 <
p < n̄ y 0 ≤ q ≤ p. Fijamos x0 ∈ X y definimos wx0(x) = d(x, x0)−p y w̄x0(x) =
d(x, x0)

−q. Veamos que (7.39) implica

(7.51) ‖f − StBf‖Lp,∞(w̄x0),B ≤
∑

k≥0

φ(k)

(

1

wx0(σ
k B)

∫

σk B

hp dµ

)1/p

,

para toda bola B y para alguna sucesión {φ(k)}k≥0. Como consecuencia de la versión
con peso de la desigualdad de Kolmogorov, obtenemos automáticamente estimaciones
en Lr(w̄x0) para cada 1 ≤ r < p.

Para mostrar (7.51), tomamos el funcional del ejemplo anterior:

a(B) =

(

1

wx0(B)

∫

B

hp dµ

)1/p

∈ Dp(wx0) ∩D1.

Por otro lado, utilizando (7.48) y (7.49), obtenemos que w̄x0 ∈ A1(µ) y la siguiente
condición de “balance”:

w̄x0(B1)

w̄x0(B2)

wx0(B2)

wx0(B1)
. 1, ∀B1 ⊂ B2.

La cual implica que a ∈ Dp(w̄x0). Aśı, del Teorema 7.2 se sigue que (7.51).
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7.3.2. Desigualdades de tipo pseudo-Poincaré globales redu-
cidas

Como consecuencia de nuestros resultados y argumentando como en la Sección 3.3.2,
obtenemos las siguientes desigualdades de tipo pseudo-Poincaré globales. Este tipo de
desigualdades son interesantes para obtener resultados de interpolación y desigualdades
de Gagliardo-Nirenberg (ver [SC4], [BCLS], [Led], [MM]).

Supongamos que f ∈ M y verifica (7.39) con 1 ≤ p < n. Entonces, las siguientes
desigualdades también se verifican para todo t > 0:

(1) Desigualdades de tipo pseudo-Poincaré globales:

‖f − Stf‖Lp(X) . t
1
m ‖h‖Lp(X).

(2) Desigualdades de tipo pseudo-Poincaré globales con pesos: Para cada
w ∈ Ar(µ), 1 ≤ r <∞

‖f − Stf‖Lp r(w) . t
1
m ‖h‖Lp r(w).

(3) Desigualdades de tipo pseudo-Hardy: Sean 1 < p < n̄ y wx0(x) = d(x, x0)−p

con x0 ∈ X fijo,
‖f − Stf‖Lp,∞(wx0) . ‖h‖Lp(X).

Demostración de (1) Fijamos t > 0 y tomamos k0 ∈ Z tal que

C1 σ
k0 ≤ t1/m < C1 σ

k0+1.

Escribimos, salvo conjuntos de medida nula,

X =
⋃

Q∈Dk0

Q.

Notar que para cada Q ∈ Dk0, existe τ con 1 ≤ τ < σm tal que t = τ tB̂Q
.

Del mismo modo que en el Lema 7.12, fijamos Q0 ∈ Dk0 y consideramos la familia

Jk = {Q ∈ Dk0 : σk+1 B̂Q ∩ σk+1 B̂Q0 6= Ø}.

Se puede ver que si Q ∈ Jk entonces,

Q ⊂ σk+2 B̂Q0 ⊂ σk+3 B̂Q.

Esta observación junto con el hecho de que µ es doblante implican que

#Jk ≤ cµC
n
2 σ

n (k+3).
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Por otro lado, el Ejemplo 7.17 proporciona (7.41) con r = p. Entonces, la desigual-
dad de Minkowski y el Lema 7.11 implican

‖f − Stf‖Lp(X) =

(

∑

Q∈Dk0

∫

Q

|f − Stf |p dµ
)

1
p

≤
(

∑

Q∈Dk0

∫

τ
1
m B̂Q

|f − Sτ t
B̂Q
f |p dµ

)
1
p

.

(

∑

Q∈Dk0

µ(τ
1
m B̂Q)

(

∑

k≥0

φ(k) r(σk τ
1
m B̂Q)

(

−
∫

σk τ
1
m B̂Q

hp dµ

)
1
p
)p) 1

p

≤ t
1
m

∑

k≥0

φ(k) σk (1− n̄
p
)

(

∑

Q∈Dk0

∫

σk+1 B̂Q

hp dµ

)
1
p

. t
1
m

∑

k≥0

φ(k) σk (1+ n
p
− n̄

p
)

(
∫

X

hp dµ

)
1
p

. t
1
m ‖h‖Lp(X).

Hemos utilizado que {φ(k)}k≥0 (dada en el Teorema 7.1) es una sucesión con decai-
miento rápido (debido al decaimiento de g).

Demostración de (2) En el caso con peso w ∈ Ar(µ), utilizamos el Ejemplo 7.18
para r = 1 y el Ejemplo 3.30 para r > 1. Si r ≥ 1, r p∗ > r p, y por lo tanto, podemos
escribir:

(

−
∫

B

|f − StBf |r p dw

)
1

r p

≤
∑

k≥0

φ(k) r(σk B)

(

−
∫

σk B

hr p dw

)
1

r p

.

Procediendo como antes y utilizando que la medida w dµ es doblante, obtenemos la
desigualdad deseada.

Demostración de (3) Para las desigualdades de tipo pseudo-Hardy, utilizamos
las mismas ideas con la norma de tipo débil en el lado izquierdo.

7.3.3. Desigualdades de tipo Poincaré expandidas

Dados 1 ≤ p, q < ∞, decimos que f ∈ M satisface una desigualdad de Poin-
caré Lq − Lp expandida, si verifica la siguiente estimación

(

−
∫

B

|f − StBf |q dµ
)1/q

≤
∑

k≥0

α(k) r(σk B)

(

−
∫

σk B

hp dµ

)1/p

,
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para cada bola B ⊂ X y para alguna sucesión de números no-negativos {α(k)}k≥0 y h
alguna función medible no-negativa.

En esta sección mostramos que una desigualdad de Poincaré L1 − Lp expandida
implica una desigualdad de Poincaré Lq −Lp expandida para q en el rango 1 < q < p∗.
Siendo más precisos, nuestro punto de partida es el siguiente: sea p ≥ 1 y f ∈ M tal
que

(7.52) −
∫

B

|f − StBf | dµ ≤
∑

k≥0

α(k) r(σk B)

(

−
∫

σk B

hp dµ

)1/p

,

para cada bola B ⊂ X y {α(k)}k≥0 alguna una sucesión de números no-negativos y
h una función medible no-negativa. Del mismo modo que observábamos en el caso
eucĺıdeo, pensamos que las estimaciones (7.52) son más naturales que (7.38) o (7.39),
en el sentido de que éstas tienen en cuenta los efectos de cola del semigrupo, en lugar
de estudiar sólo lo que ocurre en el término local.

En la situación clásica, reemplazando StBf por fB y tomando h = C |∇f | y α(k) =
0 para k ≥ 1, esta desigualdad no es más que la desigualdad de Poincaré-Sobolev
L1 − Lp. Observemos también que si α(k) = 0 para k ≥ 1, volvemos a (7.38) en la
sección anterior. Por otro lado, si hp es doblante y {α(k)}k≥0 decae suficientemente
rápido, entonces (7.52) nos conduce de nuevo a (7.39). También si St1 ≡ 1 en casi todo
X y para todo t > 0, y se tiene la desigualdad clásica de Poincaré-Sobolev L1 − Lp

−
∫

B

|f − fB| dµ ≤ C r(B)

(

−
∫

B

|Df |p dµ
)1/p

,

para algún operador (diferencial) D, se puede mostrar que se cumple (7.52) con h =
|Df |.

Por otro lado, como veremos en la Sección 7.3.4, bajo ciertas condiciones en la
variedad de Riemann, podemos obtener (7.52) sin ningún tipo de desigualdad de Poin-
caré-Sobolev como punto de partida. De este modo, nuestros resultados son aplicables
a situaciones donde tales estimaciones no se esperan o no son conocidas.

Comenzando con (7.52) vamos a aplicar nuestros resultados principales para ob-
tener automejora en la integrabilidad del lado izquierdo de la desigualdad de Poin-
caré-Sobolev, de modo análogo a como hicimos en la Sección 3.3.3 en el caso del es-
pacio eucĺıdeo. Por simplicidad, sólo generalizamos el Ejemplo 7.17 (el caso sin peso).
Aunque podemos utilizar las mismas ideas para estudiar el Ejemplo 7.18 y obtener
(7.43) con Lr(w) para 1 < r < p∗, en lugar de Lp∗,∞(w) (aqúı podemos mostrar que
a ∈ Dp∗−ǫ(w)); o el Ejemplo 7.19 y obtener (7.44) para algún q > n r p

n−p
(aqúı podemos

mostrar que a ∈ Dq0−ǫ(w) y esto nos permite elegir tal valor de q); o el Ejemplo 7.20
para el cual podemos mostrar (7.46) con Ls(w), 1 < s < r (en lugar de Lr,∞(w)) si
además suponemos que 1 ≤ p ≤ q < r (aqúı se puede mostrar que a ∈ Dr−ǫ(w)).
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Procedemos como en la Sección 3.3.3. Fijamos 1 ≤ p < n y definimos

(7.53) a(B) =
∑

k≥0

α(k) a0(σ
k B) con a0(B) = r(B)

(

−
∫

B

hp dµ

)1/p

.

En la siguiente proposición encontramos otro funcional ā, con una expresión similar,
de modo que (a, ā) satisfaga una condición de tipo Dq (la definición de esta condición
se encuentra en el Teorema 7.5):

Proposición 7.23 Sean 1 ≤ p < n, 1 < q < p∗ y a dado por (7.53). Existe una
sucesión de números no-negativos {ᾱ(k)}k≥0 de modo que si tomamos

ā(B) =
∑

k≥0

ᾱ(k) a0(σ
k B),

entonces (a, ā) ∈ Dq.

En la demostración de este resultado (escrita al final de esta sección) podemos ver que

ᾱ(l) =











C α(0), si k = 0,

C σ
l n̄
q̃

∑

k≥máx{l−2,1}

σk (n
p
− n̄

q̃
) α(k), si l ≥ 1 con q̃ = máx{q, p}.

Este resultado, el Teorema 7.5 y la desigualdad de Kolmogorov nos conducen al
siguiente corolario:

Corolario 7.24 Dado 1 ≤ p < n. Si f ∈ M verifica (7.52), entonces, para cada
1 < q < p∗ existe otra sucesión de números no-negativos {α̃(k)}k≥0 de modo que para
cada bola B:

(

−
∫

B

|f − StBf |q dµ
)1/q

≤
∑

k≥0

α̃(k) r(σk B)

(

−
∫

σk B

hp dµ

)1/p

,

donde α̃(k) = C

k
∑

j=0

σ2 n j g(c σmj) ᾱ(k − j), para todo k ≥ 0.

Observación 7.25 Si p ≥ n, el funcional a definido por (7.53) es creciente. Aśı, la
estimación previa se satisface para todo 1 < q <∞ (con una sucesión α̃ definida como
antes con ᾱ = α).
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Observación 7.26 Si 1 ≤ p < ∞, el Corolario 7.24 y la Observación 7.25 (ambos
particularizados a q = p), implican que f ∈ M satisface una desigualdad de tipo
Poincaré L1 −Lp expandida ((7.52) con una sucesión que decae rápidamente) si y sólo
si f ∈ M satisface una desigualdad de tipo Poincaré Lp − Lp expandida. Obsérvese
también que una desigualdad de tipo Poincaré L1 −Lp expandida implica trivialmente
una desigualdad de tipo Poincaré L1 −Lq (equivalentemente Lq −Lq) expandida, para
cada q ≥ p.

Observación 7.27 (Desigualdades de tipo pseudo-Poincaré globales) Como
consecuencia de la Observación 7.26, tomando como punto de partida (7.52) y repi-
tiendo los argumentos de la Sección 7.3.2, obtenemos desigualdades de tipo pseudo-
Poincaré globales: para todo q ≥ p y todo t > 0

‖f − Stf‖Lq(X) . t1/m ‖h‖Lq(X).

Observación 7.28 (Escala de Orlicz) También podemos considerar desigualdades
de Poincaré generalizadas en la escala p∗ (como hicimos en la Sección 3.3.4). Más
concretamente, podemos afinar el exponente q hacia p∗ y obtener una estimación en
el espacio de Marcinkiewicz asociado a ϕ(t) ≈ t1/p∗ (1 + log+ 1/t)−(1+ǫ)/p∗ , ǫ > 0.
Recordemos que ϕ es la función fundamental del espacio de Orlicz Lp∗ (logL)−(1+ǫ), y
que el espacio de Marcinkiewicz es Mϕ, el correspondiente espacio de tipo débil (como
Lq,∞ lo es para Lq).

Demostración de la Proposición 7.23 Adaptamos los argumentos de la demos-
tración de la Proposición 3.37 a nuestro contexto. Fijamos q tal que 1 < q < p∗. Sin
pérdida de generalidad, podemos asumir que p ≤ q < p∗, pues la desigualdad de Hölder
implica que las condiciones Dq son decrecientes.

Fijamos una bola B y una familia {Bi}i ⊂ B de bolas disjuntas dos a dos. La
desigualdad de Minkowski y el hecho de que q ≥ p implican que

(

∑

i

a(Bi)
q µ(Bi)

)1/q

≤
∑

k≥0

α(k)
(

∑

i

a0(σk Bi)
q µ(Bi)

)1/q

(7.54)

≤
∑

k≥0

α(k)
(

∑

i

r(σk Bi)
p µ(Bi)

p/q

µ(σk Bi)

∫

σk Bi

hp dµ
)1/p

.

Estimamos la suma interna del siguiente modo: si k = 0 utilizamos que p ≤ q < p∗,
(7.35) y que las bolas Bi ⊂ B son disjuntas dos a dos y obtenemos que

∑

i

r(Bi)
p µ(Bi)

p/q

µ(Bi)

∫

Bi

hp dµ .
r(B)p

µ(B)1−p/q

∫

B

hp dµ = µ(B)p/q a0(B)p.
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Si k ≥ 1, necesitamos el siguiente resultado que, ordenando las bolas según el tamaño
del radio, estima el solapamiento de las bolas de la familia {σk Bi}k>0:

Lema 7.29 Dados k ≥ 1, B una bola y {Bi}i una familia de bolas contenidas en B,
disjuntas dos a dos con σ−l r(B) < r(Bi) ≤ σ−l+1 r(B), para algún l ≥ 0 fijo. Se
tiene que para cada σkBi existen a lo más cµ mı́n{σn (k+4), σn l} bolas Bj de modo que
σk Bi ∩ σk Bj 6= Ø. Además, σk Bi ⊂ σk−l+2B, cuando 0 ≤ l ≤ k + 1, y σkBi ⊂ σ B,
si l ≥ k + 2.

Aśı, primero ordenamos las bolas según el tamaño de sus radios. Para cada l ≥ 1,
escribimos

El = {Bi : σ−l r(B) < r(Bi) ≤ σ−l+1 r(B)}
y de este modo:

∑

i

r(σk Bi)
p µ(Bi)

p
q

µ(σk Bi)

∫

σk Bi

hp dµ =
∞
∑

l=0

∑

Bi∈El

r(σk Bi)
p µ(Bi)

p
q

µ(σk Bi)

∫

σk Bi

hp dµ

=

k+1
∑

l=0

· · · +

∞
∑

l=k+2

· · · = Σ1 + Σ2.

Estimamos Σ1: utilizando el resultado anterior, (7.35), (7.36) y el Lema 7.11 tenemos

Σ1 =
k+1
∑

l=0

r(σk−l+2B)p µ(B)
p
q

µ(σk−l+2B)

∑

Bi∈El

(

r(σk Bi)

r(σk−l+2B)

)p(
µ(Bi)

µ(B)

)
p
q µ(σk−l+2B)

µ(σk Bi)

∫

σk Bi

hp dµ

.

k+1
∑

l=0

r(σk−l+2B)p µ(B)
p
q

µ(σk−l+2B)
σ−l n̄ p

q

∑

Bi∈El

∫

σk Bi

hp dµ

.

k+1
∑

l=0

r(σk−l+2B)p µ(B)
p
q

µ(σk−l+2B)
σ−l n̄ p

q σn k

∫

σk−l+2 B

hp dµ

= µ(B)
p
q σn k

k+1
∑

l=0

σ−l n̄ p
q a0(σk−l+2B)p

= µ(B)
p
q σk (n− n̄ p

q
)

k+2
∑

l=1

σ−l n̄ p
q a0(σ

l B)p.

Por otro lado, el Lema 7.29, (7.35), (7.36), el Lema 7.11 y el hecho de que p ≤ q < p∗

implican que

Σ2 =
r(σ B)p µ(B)

p
q

µ(σ B)

∞
∑

l=k+2

∑

Bi∈El

(

r(σk Bi)

r(σ B)

)p(
µ(Bi)

µ(σkBi)

µ(σ B)

µ(B)

)
p
q
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×
(

µ(σ B)

µ(σk Bi)

)1− p
q
∫

σk Bi

hp dµ

.
r(σ B)p µ(B)

p
q

µ(σ B)
σk p (1+ n−n̄

q
−n

p
)

∞
∑

l=k+2

σ−l (p+ n p
q
−n)

∑

Bi∈El

∫

σk Bi

hp dµ

.
r(σ B)p µ(B)

p
q

µ(σ B)
σk p (1+ n−n̄

q
)

∫

σ B

hp dµ

∞
∑

l=k+2

σ−l (p+ n p
q
−n)

. µ(B)
p
q σk (n− n̄ p

q
) a0(σ B)p.

Volviendo a (7.54) con todas las estimaciones obtenidas, concluimos que

(

∑

i

a(Bi)
q µ(Bi)

)
1
q

. α(0)µ(B)
1
q a0(B) +

∑

k≥1

α(k) (Σ1 + Σ2)
1
p

. α(0)µ(B)
1
q a0(B) +

∑

k≥1

α(k)
(

µ(B)
p
q σk (n− n̄ p

q
)

k+2
∑

l=1

σl n̄ p/q a0(σ
l B)p

)
1
p

. α(0)µ(B)
1
q a0(B) + µ(B)

1
q

∞
∑

l=1

a0(σ
l B)

(

σl n̄
q

∑

k≥máx{l−2,1}

σk (n
p
− n̄

q
) α(k)

)

= µ(B)
1
q

∞
∑

l=0

ᾱ(l) a0(σlB) =
(

ā(B)q µ(B)
)

1
q

donde ᾱ(0) = C α(0) y ᾱ(l) = σl n̄
q

∑

k≥máx{l−2,1}

σk (n
p
− n̄

q
) α(k) para l ≥ 1. Esto muestra

que (a, ā) ∈ Dq.

Observación 7.30 Obsérvese que en el argumento anterior es crucial que q < p∗,
pues, en caso contrario, la suma geométrica para los términos l ≥ k + 2 divergeŕıa.

Demostración del Lema 7.29 Fijamos k ≥ 1 y escribimos

Jk(Bi) = {Bj ∈ El : σk Bi ∩ σk Bj 6= Ø}, con Bi ∈ El , para todo i,

donde, para cada l ≥ 0,

El = {Bi : σ−l r(B) < r(Bi) ≤ σ−l+1 r(B)}.

Observamos la siguiente relación entre los radio de las bolas Bi, Bj ∈ El:

(7.55) r(Bi) ≤ σ−l+1 r(B) < σ r(Bj) ≤ σ−l+2 r(B) < σ2 r(Bi).
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Tenemos que mostrar que

#Jk(Bi) ≤ cµ mı́n{σn (k+4), σn l}.

Supongamos de momento que se verifican las siguientes afirmaciones:

(7.56)
⋃

Bj∈Jk(Bi)

Bj ⊂ σk+2Bi

y para cada Bj ∈ Jk(Bi),

(7.57) µ(Bj) ≥
1

cµ σn (k+4)
µ(σk+2Bi).

Entonces,

µ(σk+2Bi) ≥ µ
(

⋃

Bj∈Jk(Bi)

Bj

)

=
∑

Bj∈Jk(Bi)

µ(Bj) ≥
#Jk(Bi)

cµ σn (k+4)
µ(σk+2Bi),

de donde obtenemos que
#Jk(Bi) ≤ cµ σ

n (k+4).

Veamos las afirmaciones anteriores. Para mostrar (7.56) fijamos x ∈ ⋃Bj∈Jk(Bi)
Bj ,

entonces x ∈ Bj , para alguna bola Bj ∈ Jk(Bi) y tomamos z ∈ σk Bi∩σk Bj. Entonces,
como consecuencia de (7.55), tenemos que

d(x, xi) ≤ D0

[

d(x, xj) +D0

(

d(xj , z) + d(z, xi)
)]

≤ D0

[

r(Bj) +D0

(

σk r(Bj) + σk r(Bi)
)]

< D0

[

σ +D0 (σk+1 + σk)
]

r(Bi)

≤ σk+2 r(Bi).

De este modo hemos mostrado que x ∈ σk+2Bi y, como consecuencia,
⋃

Bj∈Jk(Bi)
Bj ⊂

σk+2Bi.
Para mostrar (7.57) fijamos x ∈ σk+2Bi y z ∈ σk Bi ∩ σk Bj y como consecuencia

de (7.55), tenemos que

d(x, xj) ≤ D0

[

d(x, xi) +D0

(

d(xi, z) + d(z, xj)
)]

≤ D0

[

σk+2 r(Bi) +D0

(

σk r(Bi) + σk r(Bj)
)]

< D0

[

σk+3 +D0 (σk+1 + σk)
]

r(Bj)

≤ σk+4 r(Bj),

150



7. Automejora Lp

por lo tanto, σk+2Bi ⊂ σk+4Bj . Esto junto con el hecho de que la medida es doblante
implican (7.57), pues

µ(σk+2Bi) ≤ µ(σk+4Bj) ≤ cµ σ
n (k+4) µ(Bj).

Por otro lado, como consecuencia de la propiedad de que la medida sea doblante,
tenemos que

µ(B) ≥ µ
(

⋃

i

Bi

)

≥
∑

i

µ(Bi) ≥
#{Bi}
cµ σn l

µ(B) ≥ #Jk(Bi)

cµ σn l
µ(B),

y por lo tanto, #Jk(Bi) ≤ cµ mı́n{σn (k+4), σn l}
La otra afirmación del lema es inmediata, utilizando las condiciones sobre las lon-

gitudes de los radios de las bolas de la familia. Veámoslo. Fijamos k ≥ 1 y tomamos
x ∈ σk Bi. Entonces, tenemos que

d(x, xB) ≤ D0 [d(x, xi) + d(xi, xB)] ≤ D0 [σk r(Bi) + r(B)] ≤ D0 (σk−l+1 + 1) r(B)

De este modo, si 0 ≤ l ≤ k + 1, x ∈ σk−l+2B, y si l ≥ k + 2, x ∈ σ B.

7.3.4. Desigualdades de tipo Poincaré expandidas en varieda-

des

Las desigualdades de tipo Poincaré-Sobolev son muy útiles cuando se desarrolla el
Análisis de variedades riemannianas, aún más que en el espacio eucĺıdeo, pues algunas
herramientas (tales como el Análisis de Fourier) no se pueden utilizar.

En esta sección mostramos cómo en una variedad de Riemann podemos obtener
desigualdades de tipo Poincaré expandidas del tipo (7.52) para diferentes funciones h en
el lado derecho a las cuales podemos aplicar nuestros resultados de automejora. Como
observábamos al comienzo de la Sección 7.3.3, suponiendo que St1 = 1 en µ-casi todo
punto, las desigualdades clásicas de Poincaré-Sobolev implican (7.52). Sin embargo,
existen situaciones en las cuales tales desigualdades de Poincaré no se satisfacen o no
se conocen. Referimos al lector a [ACDH] y sus referencias para un completo estudio
de este tema.

De ahora en adelante M es una variedad de Riemann completa, no-compacta y
conexa con d su distancia geodésica y la medida de volumen µ es doblante. La distancia
canónica asociada a la estructura de Riemann de M , d(x, y), puede ser definida como
la menor longitud de todos los trozos de curva C1 que unen x e y. La topoloǵıa de
(M, d) como un espacio métrico es la misma que la de M como una variedad. De este
modo, M equipada con la distancia geodésica d y la medida de volumen µ es un espacio
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de tipo homogéneo. M completa significa que (M, d) es un espacio métrico completo.
En particular, todo conjunto cerrado y acotado es compacto. El hecho de que M sea
no-compacta implica que su diámetro es infinito. De esto junto con el hecho de que
la medida tiene volumen doblante se sigue que µ(M) = ∞ (ver, por ejemplo, [Ma2]).
También la propiedad de conectividad de M implica que M satisface que sus anillos
no son vaćıos (recordemos la Observación 7.15). Por lo tanto, nos encontramos en el
marco adecuado para poder aplicar todas las aplicaciones previas.

Por otro lado, recordemos que una variedad de Riemann es una variedad diferencia-
ble real en la que cada espacio tangente se equipa con un producto interior de manera
que vaŕıe suavemente punto a punto. Aśı, una variedad de Riemann es una genera-
lización del concepto métrico, diferencial y topológico del espacio eucĺıdeo a objetos
geométricos que localmente tienen la misma estructura que el espacio eucĺıdeo pero
globalmente pueden “curvarse”. De hecho, los ejemplos más sencillos de variedades de
Riemann son precisamente superficies curvas de R3 y subconjuntos abiertos de Rn.
Además, la estructura de la geometŕıa riemanniana permite extender a subconjuntos
curvos o hipersuperficies del espacio eucĺıdeo varias nociones métricas como longitud
de una curva, ángulo entre dos curvas, área de una superficie o volumen, curvatura,
gradiente de funciones y divergencia de campos vectoriales. Esto se realiza definiendo
en cada punto el tensor métrico que permite especificar un procedimiento para medir
distancias, y por tanto definir cualquier otro concepto métrico basado en distancias y
sus variaciones. Más concretamente, una variedad de Riemann es una tripleta del tipo:
(M, {φα}, g), donde (M, {φα}) es una variedad diferenciable en la que se ha especifica-
do el conjunto de cartas locales y g es una aplicación bilineal definida positiva desde
el espacio tangente a la variedad. Es decir, verifica las siguientes condiciones:

(a) gx(u, v) = gx(v, u), ∀u, v ∈ Tx(M)

(b) gx(u, u) ≥ 0, ∀u ∈ Tx(M) y gx(u, u) ≥ 0 ⇔ u = 0,

donde Tx(M) es el espacio de vectores tangentes a M en el punto x. El espacio tangente
TM es la unión de los espacios tangentes Tx(M), con x ∈ M . T ∗

x (M) es el dual del
espacio Tx(M) y T ∗M es la unión de estos espacios. A las secciones suaves de TM se
les llaman campos vectoriales y a las secciones suaves de T ∗M se les llaman formas
(1-forma). Existe una relación natural

TM × T ∗M −→ R

(ξ, η) 7−→ η(ξ)

inducida de forma natural por el emparejamiento de Tx y T ∗
x , x ∈M . Equivalentemente,

el campo vectorial también puede ser definido a través de la derivación, es decir, ξ :
C∞(M)×C∞(M) tal que ξ(f g) = f ξ g+ g ξ f , para toda f, g ∈ C∞(M). Si f es una
función suave en M , la relación entre su derivada df la cual es una forma y ξf donde
ξ es un campo vectorial viene dado por df(ξ) = ξf .
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En cada Tx tenemos un producto escalar < ·, · >x. Si f ∈ C∞(M), su gradiente
se define como el único campo vectorial ∇f tal que para todo x ∈ M y para todo
ξ ∈ TM ,

< ∇f(x), ξ(x) >x= df(ξ)(x).

La divergencia div(ξ) de un campo vectorial ξ se define como la única función suave
en M tal que para toda f ∈ C∞

0 (M),

∫

M

f div(ξ) dµ = −
∫

M

df(ξ) dµ.

El operador de Laplace-Beltrami ∆ en M es el operador diferencial de segundo
orden definido por

∆f = −div(∇f),

para toda f ∈ C∞
0 (M). Notar que con esta definición

∫

M

f ∆g dµ =

∫

M

< ∇f,∇g > dµ,

para toda f, g ∈ C∞
0 (M).

La transformada de Riesz es el operador ∇∆−1/2 con valores en el espacio tangente
TM . Por construcción, está acotado de L2(M,µ) en L2(M ;TM, µ).

Se dice que el núcleo pt(x, y) del semigrupo del calor e−t∆ tiene cotas superiores
gaussianas si existen constantes c, C > 0 tales que para todo t > 0 y x, y ∈M , verifica:

pt(x, y) ≤ C

µ(B(x,
√
t))

e−c
d2(x,y)

t . (UE)

Es conocido que bajo la propiedad de volumen doblante, (UE) es consecuencia de la
misma desigualdad con y = x (ver [Gr2, Teo 1.1]). Notar que (UE) implica que pt(x, y)
satisface (6.6) con m = 2 (de este modo, tB = r(B)2) y g(t) = C e−c t. Aśı, podemos
aplicar nuestros resultados al semigrupo St = e−t ∆ y a la familia de operadores conmu-
tativos St = I − (I − e−t ∆)m con m ≥ 1. Si expandimos la última expresión, podemos
ver que su núcleo satisface (UE).

Bajo la condición de volumen doblante y (UE), [CouD] muestra que

∥

∥ |∇∆−1/2f |
∥

∥

Lp ≤ Cp‖f‖Lp (Rp)

se verifica para 1 < p < 2 y para toda f acotada con soporte compacto. Aqúı, | · | es
la norma en TM asociada al producto interior. Aśı, definimos

q+ = sup
{

p ∈ (1,∞) : (Rp) se verifica
}

.
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En particular, bajo la propiedad de volumen doblante y (UE), tenemos que q+ ≥ 2.
En [CouD] se muestra que q puede ser igual a 2. Si asumimos desigualdades de tipo
L2 de Poincaré entonces q+ > 2 ([AC]).

También definimos q̃+ como el supremo de aquellos p ∈ (1,∞) tales que, para todo
t > 0,

∥

∥ |∇e−t ∆f |
∥

∥

Lp ≤ C t−1/2‖f‖Lp. (Gp)

Por analiticidad del semigrupo del calor, siempre tenemos que q̃+ ≥ q+. De hecho, (Rp)
implica (Gp):

∥

∥ |∇e−t ∆f |
∥

∥

Lp ≤ Cp ‖∆1/2 e−t ∆f‖Lp ≤ C ′
p t

−1/2 ‖f‖Lp.

Como siempre tenemos (R2) entonces, esta estimación implica (G2). Bajo la propiedad
de medida de volumen doblante y las desigualdades L2 de Poincaré, q+ = q̃+, ver
[ACDH, Teorema 1.3]. No se sabe si la igualdad se satisface o no bajo la propiedad de
volumen doblante y cotas superiores gaussianas.

Proposición 7.31 Sea M una variedad de Riemann, completa, no-compacta, conexa,
verificando la propiedad de medida de volumen doblante y (UE).

(a) Dados m ≥ 1 y Sm
t = I − (I − e−t ∆)m. Cualquier función suave con soporte

compacto f satisface que

−
∫

B

|f − Sm
tB
f | dµ ≤ C

∑

k≥1

σ−k (2 m−n) r(σk B)−
∫

σk B

|∆1/2f | dµ.

(b) Dados p ∈ ((q̃+)′,∞) ∪ [2,∞) y f una función suave con soporte compacto, se
verifica

(

−
∫

B

|f − e−tB ∆f |p dµ
)1/p

≤ C
∑

k≥1

e−c σ2 k

r(σk B)

(

−
∫

σk B

|∇f |p dµ
)1/p

.

Como consecuencia de este resultado, el Corolario 7.24 y la Observación 7.25 obte-
nemos el siguiente resultado.

Corolario 7.32 Sea M una variedad de Riemann, completa, no-compacta, conexa,
con medida de volumen doblante y (UE). Dado 1 ≤ p <∞, tomamos p∗ = n p/(n−p),
cuando 1 ≤ p < n, y p∗ = ∞ en caso contrario.

(a) Sea Sm
t = I − (I − e−t ∆)m con m ≥ 1 si p ≥ n y si 1 < p < n tomamos

m >
n+ n

p
− n̄

máx{q,p}

2
con 1 < q < p∗. Entonces, cualquier función suave con

154



7. Automejora Lp

soporte compacto f verifica que

(

−
∫

B

|f − Sm
tB
f |q dµ

)1/q

≤ C
∑

k≥1

φ(k) r(σk B)

(

−
∫

σk B

|∆1/2f |p dµ
)1/p

,

donde φ(k) = σ−k (2 m−n−n/p), si 1 < p < n, y φ(k) = σ−k (2 m−n), si p ≥ n.

(b) Si p ∈ ((q̃+)′,∞) ∪ [2,∞) y 1 < q < p∗, cualquier función suave con soporte
compacto f verifica que

(

−
∫

B

|f − e−tB ∆f |q dµ
)1/q

≤ C
∑

k≥1

e−c σk

r(σk B)

(

−
∫

σk B

|∇f |p dµ
)1/p

.

Observación 7.33 Podemos conseguir estimaciones similares asumiendo desigualda-
des locales de Poincaré-Sobolev. Observamos primero que en este contexto e−t ∆1 ≡ 1.
Supongamos queM satisface la desigualdad clásica de Poincaré L1−Lp, con 1 ≤ p <∞.
Esto es, para cada bola B y cada f ∈ L1

loc(M) con |∇f | ∈ Lp
loc(M):

−
∫

B

|f − fB|dµ ≤ r(B)

(

−
∫

B

|∇f |p dµ
)1/p

.

Entonces, se tiene que

−
∫

B

|f − Stf | dµ ≤ C
∑

k≥1

e−c σk

r(σk B)

(

−
∫

σk B

|∇f |p dµ
)1/p

.

donde o bien St = e−t ∆ o bien St = I − (I − e−t ∆)m. Obsérvese que la Proposición
7.31 establece esta estimación para ciertos valores de p, y para la primera elección de
St, sin asumir ningún tipo de desigualdad de Poincaré.

Nos gustaŕıa señalar que, del mismo modo, podŕıamos demostrar estimaciones si-
milares, en la ĺınea de los Ejemplos 7.18, 7.19 y 7.20 y también desigualdades de tipo
pseudo-Poincaré globales.

Por último, terminamos esta sección mostrando algunos otros ejemplos de varieda-
des en las cuales podemos aplicar los resultados anteriores. El ejemplo más interesante,
donde nuestros resultados parecen ser nuevos, es el siguiente: consideramos dos copias
de Rn menos la bola unidad adheridas suavemente a lo largo de su ćırculo unitario,
con n ≥ 2. En [CouD] se muestra que esta variedad tiene medida de volumen doblante
y cotas superiores gaussianas. Sin embargo, no se satisface la desigualdad de Poin-
caré L2−L2. De hecho, se verifica la desigualdad de Poincaré Lp −Lp si y sólo si p > n
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(ver [HaK2] en el caso similar de un cono doble en Rn). Si n = 2, (Rp) se verifica si y
sólo si p ≤ 2 ([CouD]). Si n > 2, (Rp) se verifica si y sólo si p < n ([CCH]). En cualquier
caso, tenemos q+ = n, y por tanto q̃+ ≥ n. Aśı, podemos aplicar el Corolario 7.32 y
obtenemos (a) y (b). En particular, (b) implica desigualdades de tipo Poincaré Lp −Lp

expandidas, para todo n′ < p <∞.

Existen muchos ejemplos de variedades o subvariedades verificando la propiedad
de volumen doblante y la desigualdad clásica de Poincaré L1 − L1 . Como volumen
doblante y Poincaré L1 − L1 implican (UE), podemos aplicar la Proposición 7.31 y el
Corolario 7.32 en tales variedades. Notar que en este caso, (b) de la Proposición 7.31 y
el Corolario 7.32 no son nuevos. Pues, ya hemos mencionado que las desigualdades de
Poincaré son más fuertes que las desigualdades de Poincaré expandidas. Sin embargo,
(a) implica una nueva desigualdad de Poincaré expandida que involucra en su lado
derecho a la ráız cuadrada de las ráıces del operador de Laplace-Beltrami. Algunos
ejemplos de estas variedades que nos gustaŕıa mencionar son los siguientes:

• Las variedades completas de Riemann que son cuasi-isométricas a una variedad
de Riemann con curvatura de Ricci no-negativa (en particular, cada variedad de
Riemann con curvatura de Ricci no-negativa) tienen medida de volumen doblante
y admiten la clásica desigualdad de Poincaré L1 − L1.

• Las variedades cónicas singulares con base cerrada admiten una desigualdad clásica
de Poincaré L2 − L2 para funciones C∞ (ver [CouL]). Utilizando los métodos de
[Gr1], también se puede ver que verifican la desigualdad clásica de Poincaré L1−L1.
En general, tales variedades no necesariamente satisfacen la propiedad de volumen
doblante, pero lo hacen si asumimos que la base es compacta, por ejemplo.

• “Co-compact covering manifolds” con cociente compacto y grupo de automorfismos
de la cubierta con crecimiento polinómico con la propiedad de volumen doblante y
la clásica desigualdad L1 − L1 de Poincaré (ver [SC3]).

• Los grupos de Lie nilpotentes con crecimiento polinomial satisfacen la propiedad
de volumen doblante y la desigualdad clásica de Poincaré L1 − L1. Un ejemplo de
éstos son los grupos de Carnot.

Demostración de la Proposición 7.31 Veamos (b). Fijamos p ∈ ((q̃+)′,∞)∪ [2,∞)
y observamos que

(

−
∫

B

|f − e−tB ∆f |p dµ
)

1
p

=

(

−
∫

B

∣

∣

∣

∣

−
∫ tB

0

d

ds
e−s∆f(x) ds

∣

∣

∣

∣

p

dµ(x)

)
1
p

≤
∫ tB

0

(

−
∫

B

|e−s∆∆f(x)|p dµ(x)

)
1
p

ds.
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Fijamos 0 < s < tB y tomamos una función suave ϕ soportada en B con

‖ϕ‖Lp′(B, µ
µ(B)

) = 1.

Para simplificar la notación, escribimos:

I =
1

µ(B)

∣

∣

∣

∣

∫

M

e−s∆∆f(x)ϕ(x) dµ(x)

∣

∣

∣

∣

y Ik =

(
∫

Ck(B)

|∇e−s ∆ϕ|p′dµ
)

1
p′

, ∀k ≥ 2.

Aśı, tenemos que

I =
1

µ(B)

∣

∣

∣

∣

∫

M

e−s∆∆f(x)ϕ(x) dµ(x)

∣

∣

∣

∣

(7.58)

=
1

µ(B)

∣

∣

∣

∣

∫

M

∇f(x) · ∇e−s∆ϕ(x) dµ(x)

∣

∣

∣

∣

≤
∞
∑

k=2

µ(σk B)
1
p

µ(B)

(

−
∫

σk B

|∇f |p dµ
)

1
p
(
∫

Ck(B)

|∇e−s ∆ϕ|p′dµ
)

1
p′

.

∞
∑

k=2

σk n
p

µ(B)
1
p′

(

−
∫

σk B

|∇f |p dµ
)

1
p
(
∫

Ck(B)

|∇e−s ∆ϕ|p′dµ
)

1
p′

=
∞
∑

k=2

σk n
p

µ(B)
1
p′

(

−
∫

σk B

|∇f |p dµ
)

1
p

Ik.

Estimamos cada Ik. Para k = 2 notar que p′ ∈ (1, 2]∪ (1, q̃+) nos permite utilizar (Gp′)
(recordemos que q̃+ ≥ q+ ≥ 2 y que (G2) siempre se verifica):

I2 ≤
∥

∥|∇e−s ∆ϕ|
∥

∥

Lp′ ≤ C
1√
s
‖ϕ‖Lp′ = C

1√
s
µ(B)

1
p′ .

Para k ≥ 3, por definición de q̃+ y el argumento de [ACDH, p. 944], tenemos que

(

∫

M

|∇x ps(x, y)|p′ eγ d2(x,y)
s dµ(x)

)
1
p′ ≤ C

√
s µ(B(y,

√
s))

1
p

,

para todo s > 0 y y ∈ M , con γ > 0 dependiendo de p′. Por otro lado, como 0 < s <
tB = r(B)2, también tenemos que si y ∈ B entonces,

µ(B) ≈ µ
(

B(y, r(B))
)

≤ cµ

(r(B)√
s

)n

µ
(

B(y,
√
s)
)

.
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Utilizando estas estimaciones y la desigualdad de Minkowski estimamos Ik del siguiente
modo:

Ik =

(
∫

Ck(B)

∣

∣

∣

∣

∫

B

∇xps(x, y)ϕ(y) dµ(y)

∣

∣

∣

∣

p′

dµ(x)

)1/p′

≤ e−c σ2 k r(B)2

s

∫

B

(

∫

Ck(B)

|∇x ps(x, y)|p′ eγ d2(x,y)
s dµ(x)

)
1
p′ |ϕ(y)| dµ(y)

.
1√
s
e−c

σ2 k r(B)2

s

∫

B

1

µ(B(y,
√
s))

1
p

ϕ(y) dµ(y)

.
1√
s

(

r(B)√
s

)
n
p

e−c σ2 k r(B)2

s
1

µ(B)
1
p

∫

B

ϕ(y) dµ(y)

.
1√
s

(

r(B)√
s

)
n
p

e−c
σ2 k r(B)2

s µ(B)
1
p′ .

Entonces, volviendo a (7.58), tenemos que

I .
1√
s

(

−
∫

σ2 B

|∇f |p dµ
)

1
p

+
1√
s

∞
∑

k=3

(

σk r(B)√
s

)
n
p

e−c
σ2 k r(B)2

s

(

−
∫

σk B

|∇f |p dµ
)

1
p

.

Tomando supremo sobre todas estas funciones ϕ, obtenemos tal y como deseábamos

(

−
∫

B

|f − e−tB ∆f | dµ
)

1
p

.

(

−
∫

σ2 B

|∇f |p dµ
)

1
p
∫ tB

0

1√
s
ds

+
∞
∑

k=3

(

−
∫

σk B

|∇f |p dµ
)

1
p
∫ tB

0

1√
s

(

σk r(B)√
s

)
n
p

e−c σ2 k r(B)2

s ds

.

∞
∑

k=1

e−c σ2 k

r(σk B)

(

−
∫

σk B

|∇f |p dµ
)

1
p

.

Veamos ahora (a). Escribimos h = ∆1/2f y h =
∑∞

k=2 hk con hk = hχCk(B).

Utilizando que ∆1/2 = c
∫∞

0

√
t e−t ∆ ∆ dt

t
, obtenemos:

−
∫

B

|f − Sm
tB
f | dµ = −

∫

B

|(I − e−tB ∆)mf | dµ

= −
∫

B

∣

∣

∣

∣

(I − e−tB ∆)m−1

(

−
∫ tB

0

d

ds
e−s ∆f(x) ds

)
∣

∣

∣

∣

dµ
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≤
∫ tB

0

−
∫

B

∣

∣(I − e−tB ∆)m−1 e−s∆ ∆1/2h
∣

∣dµ ds

.

∫ tB

0

∫ ∞

0

−
∫

B

∣

∣(I − e−tB ∆)m−1 e−(s+t) ∆ ∆h
∣

∣dµ
√
t
dt

t
ds

≤
∞
∑

k=2

∫ tB

0

∫ ∞

0

−
∫

B

∣

∣(I − e−tB ∆)m−1 e−(s+t) ∆ ∆hk

∣

∣dµ
√
t
dt

t
ds.

Nótese que se tiene que t ∂tpt(x, y) también satisface (UE) (ver [Dav, Teorema 4] o
[Gr2, Corolario 3.3]) y esto implica que {e−t ∆ (t∆)}t>0 verifica todas las estimaciones
L1 − L1 off-diagonal (ver [AM1] para una discusión completa de las estimaciones off-
diagonal asociadas a semigrupos). Aśı, dados E y F conjuntos cerrados y t > 0

(7.59) ‖e−t ∆ (t∆)(f χE)‖L1(F ) ≤ C e−c
d(E,F )2

t ‖f‖L1(E).

Esto y (UE) implican que e−t ∆ (t∆) y (I − e−t ∆)m−1 están uniformemente acotados
en L1. Estos hechos nos permiten estimar el término k = 2:

∫ tB

0

∫ ∞

0

−
∫

B

∣

∣(I − e−tB ∆)m−1 e−(s+t) ∆ ∆h2

∣

∣dµ
√
t
dt

t
ds

. −
∫

σ2 B

|h| dµ
∫ tB

0

∫ ∞

0

√
t

t+ s

dt

t
ds

. r(σ2B)−
∫

σ2 B

|h| dµ.

Para k ≥ 3 separamos el dominio de integración de la variable t en dos: 0 < t < m tB y
t ≥ mtB. Primero fijamos 0 < t < m tB y 0 < s < tB y observamos que si 0 ≤ j ≤ m−1
tenemos que t+ s ≤ j tB + t+ s ≤ 2mtB y para cierta constante Cj,m:

(I − e−tB ∆)m−1 e−(s+t)∆ ∆ =
m−1
∑

j=0

Cj,m e
−(j tB+t+s)∆.

Entonces, (7.59) implica que

−
∫

B

∣

∣(I − e−tB ∆)m−1 e−(s+t) ∆ ∆hk

∣

∣dµ .
1

µ(B)

m−1
∑

j=0

1

j tB + t+ s
e
−c σ2 k r(B)2

j tB+t+s

∫

σk B

|h| dµ

. σk n e−c σ2 k 1

t+ s
−
∫

σk B

|h| dµ.

Aśı, concluimos que
∫ tB

0

∫ m tB

0

−
∫

B

∣

∣(I − e−tB ∆)m−1 e−(s+t) ∆ ∆hk

∣

∣dµ
√
t
dt

t
ds
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. e−c σ2 k

σk n −
∫

σk B

|h| dµ
∫ tB

0

∫ m tB

0

√
t

t+ s

dt

t
ds

. e−c σ2 k

r(σk B)−
∫

σk B

|h| dµ.

Ahora para cada t ≥ mtB cambiamos de variables t′ =
t

tB m
y s′ =

s

tB
y obtenemos:

∫ tB

0

∫ ∞

m tB

−
∫

B

∣

∣(I − e−tB ∆)m−1 e−(s+t) ∆ ∆hk

∣

∣dµ
√
t
dt

t
ds

. r(B)

∫ 1

0

∫ ∞

1

−
∫

B

∣

∣(I − e−tB ∆)m−1 e−t tB (m−1) ∆ e−(s+t) tB ∆ (tB ∆)hk

∣

∣dµ
√
t
dt

t
ds

. r(B)

∫ 1

0

∫ ∞

1

−
∫

B

∣

∣(e−t tB ∆ − e−(t tB+tB)∆)m−1 e−(s+t) tB ∆ ((s+ t) tB ∆)hk

∣

∣dµ
dt

t
3
2

ds.

Necesitamos el siguiente resultado:

Lema 7.34 Dados E y F conjuntos cerrados y 0 < t ≤ s, tenemos que

(7.60)
∥

∥

∥

s

t

(

e−s∆ − e−(s+t) ∆
)

(f χE)
∥

∥

∥

L1(F )
≤ C e−c d(E,F )2

s ‖f‖L1(E).

Utilizando este resultado, (7.59) y [HoM, Lemma 2.3], tenemos para cada 0 < s < 1 <
t <∞:

−
∫

B

∣

∣(e−t tB ∆ − e−(t tB+tB)∆)m−1 e−(s+t) tB ∆ ((s+ t) tB ∆)hk

∣

∣dµ

. t−(m−1) 1

µ(B)
e
−c σ2 k r(B)2

máx{t tB,(s+t) tB}

∫

σk B

|h| dµ

. t−(m−1) σk ne−c σ2 k

t −
∫

σk B

|h| dµ.

Aśı,

∫ tB

0

∫ ∞

m tB

−
∫

B

∣

∣(I − e−tB ∆)m−1 e−(s+t) ∆ ∆hk

∣

∣dµ
√
t
dt

t
ds

. r(B) σk n −
∫

σk B

|h| dµ
∫ 1

0

∫ ∞

1

t−(m−1) e−c σ2 k

t
dt

t
3
2

ds

. σ−k (2 m−n) r(σk B)−
∫

σk B

|h| dµ.
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7. Automejora Lp

Reuniendo las estimaciones, completamos la demostración:

−
∫

B

|f − Sm
tB
f | dµ .

∞
∑

k=2

∫ tB

0

∫ ∞

0

−
∫

B

∣

∣(I − e−tB ∆)m−1 e−(s+t) ∆ ∆hk

∣

∣dµ
√
t
dt

t
ds

. r(σ2B)−
∫

σ2 B

|h| dµ+
∞
∑

k=3

(

e−c σ2 k

+ σ−k (2 m−n)
)

r(σk B)−
∫

σk B

|h| dµ

.

∞
∑

k=1

σ−k (2 m−n) r(σk B)−
∫

σk B

|h| dµ.

Demostración del Lema 7.34 Argumentamos como en [HoM, p. 504] y obtenemos:

∥

∥

∥

s

t

(

e−s ∆ − e−(s+t) ∆
)

(f χE)
∥

∥

∥

L1(F )
=
∥

∥

∥
− s

t

∫ t

0

d

du
e−(s+u) ∆(f χE) du

∥

∥

∥

L1(F )

≤ s

t

∫ t

0

∥

∥e−(s+u)∆((s+ u) ∆)(f χE)
∥

∥

L1(F )

du

s + u

≤ C ‖f‖L1(E)

s

t

∫ t

0

e−
c d(E,F )2

s+u
du

s+ u

≤ C e−
c d(E,F )2

s ‖f‖L1(E),

donde hemos utilizado (7.59) y que s ≤ s+ u ≤ s+ t ≤ 2 s.
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Caṕıtulo 8

Automejora de tipo exponencial
en espacios de tipo homogéneo
de desigualdades de
Poincaré generalizadas asociadas a
aproximaciones de la identidad y a
semigrupos

El propósito de este caṕıtulo es presentar un método general que permita estu-
diar propiedades de automejora de tipo exponencial de desigualdades generalizadas de
Poincaré asociadas a aproximaciones de la identidad y a semigrupos en espacios de
tipo homogéneo. Como aplicación, mostramos la conexión entre nuestros resultados y
el teorema de John-Nirenberg para el espacio BMO asociado a aproximaciones de la
identidad y a semigrupos.

El caṕıtulo está organizado como sigue: los resultados principales se exponen en
la Sección 8.1, las demostraciones de estos resultados están en la Sección 8.2 y las
aplicaciones en la Sección 8.3.

8.1. Resultado principal

Como mencionábamos anteriormente, el objetivo de este caṕıtulo es establecer en
espacios de tipo homogéneo un resultado análogo al Teorema 4.1. En todo el caṕıtulo
σ > 4D3

0 > 1 es un parámetro fijo suficientemente grande (ver el Teorema 6.1).
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Teorema 8.1 Sean {St}t>0 como en la Sección 6.5 y a ∈ T∞. Si f ∈ M verifica

−
∫

B

|f − StBf | dµ ≤ a(B),

para toda bola B y donde tB = r(B)m. Entonces, para cada bola B, se tiene que

(8.1) ‖f − StBf‖exp L,B ≤ C
∑

k≥0

σn k g
(

c σm k
)

a(σk B).

También se satisface la siguiente versión con peso para cada w ∈ A∞(µ) y cada B:

(8.2) ‖f − StBf‖exp L(w),B ≤ C
∑

k≥0

σn k g
(

c σm k
)

a(σk B),

donde C ≥ 1 y 0 < c < 1.
Si además a es doblante, entonces podemos escribir a(B) en el lado derecho de las

estimaciones anteriores.

8.2. Demostración del Teorema 8.1

Las demostraciones de todos los resultados auxiliares se encuentran en la Sección
8.2.4. Seguimos la prueba del Teorema 4.1. Probamos (8.1) con las mismas ideas que
utilizamos para mostrar (7.2).

8.2.1. Paso I: Caso diádico

Consideramos la estructura diádica dada en el Teorema 6.1 y mostramos que para
cada 1 ≤ τ < σm y para cada Q ∈ D, se tiene que

‖f − Sτ t
B̂Q
f‖

exp L,Q
.
∑

k≥0

σn k g
(

σm (k−7)
)

a(σk B̂Q).

Presentamos el siguiente resultado auxiliar:

Lema 8.2 Bajo las hipótesis del Teorema 8.1, para cada 1 ≤ τ < σm, k ≥ 0 y R ∈ D,
tenemos que

−
∫

σk B̂R

|f − Sτ t
B̂R
f | dµ ≤ c2µC

n
2 ‖a‖T∞

σ2 n a(σ2+k B̂R).
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8. Automejora Exp

Podemos suponer que ‖a‖T∞
= 1. Pues si tomamos â(B) = supB̃⊂B a(B̃), tenemos

que a(B) ≤ â(B) ≤ ‖a‖T∞
a(B) y ‖â‖T∞

= 1. De este modo, se verifica (7.1) con a
reemplazado por â. Definimos el funcional ã : B × F −→ [0,+∞] dado por

(8.3) ã(B) =
∑

k≥0

σn k g
(

σm (k−7)
)

a(σk B).

Notar que a ∈ T∞ implica que ã ∈ T∞ con ‖ã‖T∞
= ‖a‖T∞

= 1. Fijamos Q ∈ D para

el cual ã(B̂Q) <∞.
Definimos la función:

(8.4) G(x) =
|f(x) − Sτ t

B̂Q
f(x)|

ã(B̂Q)
χσ2 B̂Q

(x).

Esta función está bien definida y, además, el Lema 8.2 y la propiedad de volumen
doblante de la medida µ implican que G ∈ L1(X) con

‖G‖L1(X) ≤
c3µC

2 n
2

g(1)
µ(Q) <∞.

Sea λ0 = cM c3µC
2 n
2 σ2 n/g(1) > 0, donde cM es la constante de tipo débil (1, 1) de

la función maximal de Hardy-Littlewood no centrada M . Consideramos el conjunto de
nivel:

(8.5) Ω = {x ∈ X : MG(x) > λ0}

con

(8.6) µ(Ω) ≤ cM
λ0

‖G‖L1(X) ≤
1

σ2 n
µ(Q).

Utilizando el Teorema 6.2 (pues Ω es abierto y Ω ( X, µ(X) = ∞) escribimos Ω =
⋃

iQi, donde {Qi}i es la familia de cubos de Whitney. Además, aquellos Qi tales que
Qi ∩Q 6= Ø verifican que Qi ( Q (pues µ(Qi) ≤ σ−2 n µ(Q)) y por lo tanto,

(8.7) r(B̂Qi
) ≤ σ−2 r(B̂Q) y σ2 B̂Qi

⊂ σ B̂Q.

Por otro lado, para cada t > 0 y R ∈ D, definimos el conjunto:

(8.8) E(R, t) =
{

x ∈ R :
∣

∣f(x) − Sτ t
B̂R
f(x)

∣

∣ > t ã(B̂R)
}

.

Fijamos t > λ0 y observamos que salvo conjuntos de medida nula:

E(Q, t) = E(Q, t) ∩
{

x ∈ Q : MG(x) > λ0

}

=
⋃

i

{

x ∈ Qi ∩Q : G(x) > t
}

.
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De ahora en adelante, sólo tendremos en cuenta aquellos cubos Qi tales que Qi∩Q 6= Ø,
y por lo tanto Qi ⊂ Q. Aśı, escribimos que en µ-casi todo punto:

E(Q, t) =
⋃

i : Qi⊂Q

{

x ∈ Qi :
∣

∣f(x) − Sτ t
B̂Q
f(x)

∣

∣ > t ã(B̂Q)
}

.

Para reemplazar Sτ t
B̂Q
f por Sτ t

B̂Qi

f , utilizamos el siguiente resultado auxiliar:

Proposición 8.3 Bajo las hipótesis del Teorema 8.1, para todo x ∈ Qi, tenemos que
∣

∣Sτ t
B̂Qi

f(x) − Sτ t
B̂Q
f(x)

∣

∣ ≤ c0 ã(B̂Q).

Fijamos t > C0 con C0 = máx{λ0, c0}. Debido a que ã(B̂Qi
) ≤ ã(B̂Q) (pues a es

creciente y se verifica (8.7)), obtenemos que

µ
(

E(Q, t)
)

≤
∑

i :Qi⊂Q

µ
({

x ∈ Qi :
∣

∣f(x) − Sτ t
B̂Qi

f(x)
∣

∣ > (t− C0) ã(B̂Qi
)
})

(8.9)

=
∑

i :Qi⊂Q

µ
(

E(Qi, t− C0)
)

.

Definimos la función ϕ : [0,+∞) → [0, 1] dada por

ϕ(t) = sup
R

µ
(

E(R, t)
)

µ(R)
.

Notar que ϕ(t) ≤ 1 para todo t ≥ 0. Esto junto con (8.9), (8.6) y σ > e nos permiten
obtener

µ
(

E(Q, t)
)

≤ ϕ(t− C0)
∑

i :Qi⊂Q

µ(Qi) ≤ ϕ(t− C0)µ(Ω) ≤ e−2 n ϕ(t− C0)µ(Q)

y aśı
ϕ(t) ≤ e−2 n ϕ(t− C0),

para todo t > C0. Iterando, tenemos

ϕ(t) ≤ e−2 n (t/C0−1),

para todo t ≥ 0. Para terminar, elegimos A > C0/(2n) y utilizando la estimación
previa, concluimos que

−
∫

Q

(

exp

( |f − Sτ t
B̂Q
f |

A ã(B̂Q)

)

− 1

)

dµ ≤
∫ ∞

0

et µ
(

E(Q,A t)
)

µ(Q)
dt

≤
∫ ∞

0

et−2 n (t A/C0−1) dt <∞,

lo cual nos conduce a la estimación deseada.
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8.2.2. Paso II: Caso general

Fijamos una bola B. Tomamos k0 ∈ Z tal que

C1 σ
k0 ≤ r(B) < C1 σ

k0+1

y definimos el conjunto
I = {Q ∈ Dk0 : Q ∩ B 6= Ø}.

En la demostración del Teorema 7.2 vimos que

#I ≤ cµC
n
2 σ

3 n,

que salvo conjuntos de medida nula

B ⊂
⋃

Q∈I

Q ⊂
⋃

Q∈I

B̂Q ⊂ σ B,

y que cada Q ∈ I verifica que
µ(B̂Q) ≈ µ(B).

Por otro lado, notar que tB = τ tQ con 1 ≤ τ < σm y a ∈ T∞ implican que para todo
k ≥ 0,

a(σk B̂Q) . a(σk+1B).

De las observaciones anteriores y el Paso I de la demostración, obtenemos que

‖f − StBf‖exp L,B .
∑

Q∈I

‖f − StBf‖exp L,Q

=
∑

Q∈I

‖f − Sτ tQf‖exp L,Q

.
∑

Q∈I

∑

k≥0

σn k g
(

σm (k−7)
)

a(σk B̂Q)

.
∑

k≥0

σn k g
(

σm (k−8)
)

a(σk B).

8.2.3. Demostración de (8.2)

Seguimos los argumentos de la demostración de (8.1) y sólo insistiremos en aquellos
puntos donde ambas demostraciones difieran. Recordemos primero que w ∈ A∞(µ)
implica que existen 1 ≤ p < ∞ y 1 < s ≤ ∞ tales que w ∈ Ap(µ) ∩ RHs(µ), y en
particular satisface (7.27).
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Tomamos ã definido en (8.3) y fijamos Q tal que ã(Q) < ∞. Tomamos también
la función G dada por (8.4) y Ω (dado por (8.5)) el conjunto de nivel de MG a nivel
λ0C

s′

w , donde Cw es la constante que aparece en (7.27). Aplicando el Teorema 6.2 y el
Lema 6.3, cubrimos Ω con la familia de cubos de Whitney {Qi}i ⊂ DQ. Consideramos
el funcional ϕ : [0,+∞) → [0, 1] dado por

ϕ(t) = sup
R

w
(

E(R, t)
)

w(R)
,

con E(R, t) definido en (8.8). Es inmediato ver que ϕ(t) ≤ 1 para todo t ≥ 0.
Sea t > C0 con C0 = máx{λ0C

s′

w , c0} y donde c0 es la constante que aparece
en la Proposición 8.3. Argumentando como en (8.9), utilizamos (7.27) y que µ(Ω) <
C−s′

w σ−2 n µ(Q), y obtenemos:

w
(

E(Q, t)
)

≤
∑

i:Qi⊂Q

w
(

E(Qi, t− C0)
)

≤ ϕ(t− C0)
∑

i:Qi⊂Q

w(Qi)

= ϕ(t− C0)w
(

⋃

i:Qi⊂Q

Qi

)

≤ Cw ϕ(t− C0)w(Q)

(

µ(
⋃

i:Qi⊂QQi)

µ(Q)

)1/s′

< σ−2 n/s′ ϕ(t− C0)w(Q)

< e−2 n/s′ ϕ(t− C0)w(Q).

Aśı, ϕ(t) < e−2 n/s′ ϕ(t − C0) para t > C0. Iterando la estimación previa, obtenemos
ϕ(t) ≤ e−2 n(t/C0−1)/s′ cuando t ≥ 0. Como en la demostración de (8.1), la estimación
resultante para el funcional ϕ nos permite completar la prueba de (8.2).

8.2.4. Demostración de los resultados auxiliares

Demostración del Lema 8.2 Fijamos k ≥ 0, 1 ≤ τ < σm y R ∈ Dk0 para algún
k0 ∈ Z. Tomamos el conjunto de cubos definido en el Lema 7.12

Jk = {Q ∈ Dk0 : Q ∩ σk B̂R 6= Ø}

y recordamos que el Lema 7.12 nos asegura que si Q ∈ Jk entonces, B̂Q ⊂ σk+1 B̂R y,
por lo tanto,

τ 1/m B̂Q ⊂ σk+2 B̂R.
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Pues si x ∈ τ 1/m B̂Q entonces, tenemos que

d(x, xR) ≤ D0 [d(x, xQ) + d(xQ, xR)]

≤ D0 [τ 1/m r(B̂Q) + σk+1 r(B̂R)]

= D0 (τ 1/m + σk+1) r(B̂R)

< σk+2 r(B̂R).

De este modo, x ∈ σk+2 B̂R, y por lo tanto, queda probada la inclusión. Consecuencia
de la inclusión anterior, (7.19) y el hecho de que a es creciente, obtenemos

∫

σk B̂R

|f − Sτ t
B̂R
f | dµ ≤

∑

Q∈Jk

∫

τ1/m B̂Q

|f − St
τ1/m B̂Q

f | dµ

≤
∑

Q∈Jk

a(τ 1/m B̂Q)µ(τ 1/m B̂Q)

≤ ‖a‖T∞
cµ C

n
2 σ

n a(σ2+k B̂R)
∑

Q∈Jk

µ(Q)

≤ ‖a‖T∞
c2µ C

n
2 σ

2 n a(σ2+k B̂R)µ(σk B̂R).

Demostración de la Proposición 8.3 Seguimos las ideas de la Proposición 4.4 y
Proposición 7.9, por lo tanto, omitiremos algunos detalles. Fijamos x ∈ Qi. La regla
de la conmutación implica que

∣

∣Sτ t
B̂Qi

f(x)−Sτ t
B̂Q
f(x)

∣

∣ ≤
∣

∣Sτ t
B̂Qi

(

f−Sτ t
B̂Q
f
)

(x)
∣

∣+
∣

∣Sτ t
B̂Q

(

f−Sτ t
B̂Qi

f
)

(x)
∣

∣ = I+II.

Estudiamos cada término por separado. Del mismo modo que en la demostración de
la Proposición 7.9, elegimos ki ∈ Z tal que

(8.10) σki r(B̂Qi
) ≤ r(B̂Q) < σki+1 r(B̂Qi

).

Recordemos que se verifica (7.24). Esto implica que si y ∈ σki B̂Qi
,
∣

∣f(y)−Sτ t
B̂Q
f(y)

∣

∣ =

G(y) ã(B̂Q). De este modo, obtenemos la siguiente estimación para I:

I ≤ 1

µ
(

B(x, τ 1/m r(B̂Qi
))
)

∫

X

g

(

d(x, y)m

τ tB̂Qi

)

∣

∣f(y) − Sτ t
B̂Q
f(y)

∣

∣ dµ(y)(8.11)

≤ ã(B̂Q)

µ
(

B(x, τ 1/m r(B̂Qi
))
)

∫

X

g

(

d(x, y)m

τ tB̂Qi

)

G(y) dµ(y)
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+
1

µ
(

B(x, τ 1/m r(B̂Qi
))
)

∫

(σki B̂Qi
)c

g

(

d(x, y)m

τ tB̂Qi

)

∣

∣f(y) − Sτ t
B̂Q
f(y)

∣

∣ dµ(y)

= I1 ã(B̂Q) + I2.

Para estimar I1 y I2, descomponemos X como unión de anillos diádicos {Ck(Qi)}k≥2.
Entonces, si x ∈ Qi y y ∈ Ck(Qi), en el caṕıtulo anterior vimos que

d(x, y)m

τ tB̂Qi

≥ λk donde λk =

{

0, si k = 2,

σm (k−3), si k ≥ 3.

Por otro lado, notar que σk B̂Qi
⊂ σk+1B(x, τ 1/m r(B̂Qi

)) y, utilizando que la medida
es doblante, tenemos que

µ
(

σk B̂Qi

)

≤ σ(k+1) n µ
(

σk+1B(x, τ 1/m r(B̂Qi
))
)

.

De las observaciones anteriores, el Lema 6.3 y el decaimiento de g, obtenemos

I1 ≤
∑

k≥2

g(λk)
µ(σk B̂Qi

)

µ
(

B(x, τ 1/m r(B̂Qi
))
) −
∫

σk B̂Qi

Gdµ . λ0.

Continuamos con I2. Primero observamos que para cada k ≥ ki + 1, el hecho de
que la medida sea doblante implica que

µ
(

σk−ki+1 B̂Q

)

µ
(

B(x, τ 1/m r(B̂Qi
))
) ≤ cµ

(

σk−ki+1 r(B̂Q)

τ 1/m r(B̂Qi
)

)n

< cµ σ
n (k+2).

Por otro lado, a ∈ T∞ implica que

a(σk−ki+3 B̂Q) ≤ a(σk+1 B̂Q).

Entonces, utilizando las observaciones previas y el Lema 8.2, escribimos:

I2 ≤
1

µ
(

B(x, τ 1/m r(B̂Qi
))
)

∑

k≥ki+1

g(λk)

∫

σk−ki+1 B̂Q

|f − Sτ t
B̂Q
f | dµ

≤
∑

k≥ki+1

g(λk)
µ
(

σk−ki+1 B̂Q

)

µ
(

B(x, τ 1/m r(B̂Qi
))
) −
∫

σk−ki+1 B̂Q

|f − Sτ t
B̂Q
f | dµ

.
∑

k≥ki+1

g(λk) σn k a(σk−ki+3 B̂Q)

.
∑

k≥ki+1

g(λk) σn k a(σk+1 B̂Q)
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.
∑

k≥3

g(λk) σn k a(σk+1 B̂Q)

.
∑

k≥2

g
(

σm (k−4)
)

σn k a(σk B̂Q) . ã(B̂Q).

Volviendo a (8.11) con todas las estimaciones obtenidas, podemos escribir que

I . ã(B̂Q).

Para II obtenemos la misma estimación. Notar que k ≥ ki+1, la medida es doblante
y a ∈ T∞ implican que

µ
(

σk B̂Qi

)

µ
(

B(x, τ 1/m r(B̂Q))
) . σn (k−ki) y a(σk+2 B̂Qi

) ≤ a(σk−ki+3 B̂Q).

Utilizando estas observaciones y el Lema 8.2, tenemos que

II ≤ g(0)

µ
(

B(x, τ 1/m r(B̂Q))
)

∫

σki+1 B̂Qi

|f − Sτ t
B̂Qi

f | dµ

+
1

µ
(

B(x, τ 1/m r(B̂Q))
)

∑

k≥ki+2

g

(

λk

tB̂Qi

tB̂Q

)
∫

σk B̂Qi

|f − Sτ t
B̂Qi

f | dµ

= g(0)
µ
(

σki+1 B̂Qi

)

µ
(

B(x, τ 1/m r(B̂Q))
) −
∫

σki+1 B̂Qi

|f − Sτ t
B̂Qi

f | dµ

+
∑

k≥ki+2

g

(

λk

tB̂Qi

tB̂Q

)

µ
(

σk B̂Qi

)

µ
(

B(x, τ 1/m r(B̂Q))
) −
∫

σk B̂Qi

|f − Sτ t
B̂Qi

f | dµ

. a(σki+3 B̂Qi
) +

∑

k≥ki+2

g
(

σm (k−ki−4)
)

σn (k−ki) a(σk+2 B̂Qi
)

. a(σki+3 B̂Qi
) +

∑

k≥ki+2

g
(

σm (k−ki−4)
)

σn (k−ki) a(σk−ki+3 B̂Q)

. a(σ4 B̂Q) +
∑

k≥5

g
(

σm (k−7)
)

σn k a(σk B̂Q) . ã(B̂Q).

8.3. Aplicaciones

Ejemplo 8.4 (Espacios BMO y Morrey-Campanato) Aplicando el Teorema 8.1
podemos conseguir mejores estimaciones que las obtenidas en el Ejemplo 7.14. Alĺı he-
mos mostrado que para cualquier α ≥ 0 fijo, a(B) = µ(B)α ∈ Dr para todo 1 ≤ r <∞
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8.3. Aplicaciones

y, utilizando el Teorema 7.1, hemos concluido que cualquier f ∈ LS(α) verifica que

‖f − StBf‖Lr,B . µ(B)α,

para cada 1 ≤ r < ∞ y para toda bola B. Ahora observamos que el funcional
a(B) = µ(B)α es creciente y doblante. Entonces, aplicando el Teorema 8.1, mejoramos
la estimación anterior. Pues tenemos que cada f ∈ LS(α) verifica

‖f − StBf‖exp L,B . µ(B)α

para toda bola B. Obsérvese que esta estimación extiende los resultados de [DuY],
[DDY] y [Tan] donde se supońıa adicionalmente que la familia {St}t>0 era un semigru-
po.

También se verifica la versión con peso de esta desigualdad. Del mismo modo que
en el Ejemplo 4.5, también podemos obtener resultados de automejora para funciones
f ∈ BMOϕ,S(µ) en este contexto (donde BMOϕ,S(µ) se define como alĺı, reemplazando
la medida de Lebesgue por µ).

Ejemplo 8.5 (Medias fraccionarias) Como hicimos anteriormente suponemos que
los anillos no son vaćıos. En este ejemplo mejoramos los resultados obtenidos en el
Ejemplo 7.16 en el rango p ≥ n/α. Como alĺı dados λ ≥ 1, 0 < α < n, un peso u, y
f ∈ M suponemos que para toda bola B se tiene

(8.12) −
∫

B

|f − StBf | dµ . r(B)α

(

u(λB)

µ(B)

)1/p

= a(B).

Notar que si p ≥ n/α, el funcional a es creciente. Esto puede obtenerse de forma sencilla
puesto que usando que µ es doblante (ver (6.2)) se tiene que si B1 ⊂ B2 entonces,

µ(B2)

µ(B1)
≤ cµ

(

r(B2)

r(B1)

)n

.

Usando esta estimación y que p ≥ n/α concluimos que a ∈ T∞:

a(B1)

a(B2)
=

(

r(B1)

r(B2)

)α(
µ(B2)

µ(B1)

)1/p(
u(λB1)

u(λB2)

)1/p

≤ c1/p
µ

(

r(B1)

r(B2)

)α−n/p

≤ C.

Podemos aplicar el Teorema 8.1 para concluir que

‖f − StBf‖exp L,B .
∑

k≥0

σ2 n k g(c σmk) r(σk B)α

(

u(σk λB)

µ(σk B)

)1/p

.
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Si además u es doblante, mejoramos la estimación anterior escribiendo r(B)α
(

u(B)
µ(B)

)1/p

en su lado derecho. Análogamente, si tomamos como punto de partida (7.37) y p ≥ n/α
entonces, a es creciente y, aplicando el Teorema 8.1, tenemos que

‖f − StBf‖exp L,B .
∑

k≥0

σ2 n k g(c σmk) r(σk B)α

(

1

µ(B)

∫

λ B

|Xf |p dµ
)1/p

.

Si además |Xf |p ∈ A∞(µ), podemos escribir r(B)α
(

−
∫

B
|Xf |p dµ

)1/p
en el lado derecho

de la desigualdad anterior.

Ejemplo 8.6 (Desigualdades de tipo Poincaré reducidas y expandidas)
Al igual que antes supondremos que los anillos no son vaćıos. Fijamos p ≥ 1 y supo-
nemos que f ∈ M satisface

(8.13) −
∫

B

|f − StBf | dµ ≤
∑

k≥0

α(k) r(σk B)

(

−
∫

σk B

hp dx

)1/p

= a(Q),

para toda bola B ⊂ X y donde es {α(k)}k≥0 una sucesión de números no-negativos
y h una función medible no-negativa. Estas estimaciones fueron denominadas en las
Secciones 3.3.3 y 3.3.1 desigualdades de Poincaré expandidas o reducidas en el caso
particular en que α(k) = 0 para todo k ≥ 1.

Ahora vamos a ver que cuando el funcional que genera las estimaciones anteriores
es creciente podemos estudiar todas estas desigualdades de forma conjunta. Para ello
escribimos

a(B) =
∑

k≥0

α(k) a0(σ
k B) con a0(B) = r(B)

(

−
∫

B

hp dµ

)1/p

.

(1) Desigualdad de tipo Poincaré-Sobolev: Del Teorema 8.1 se sigue que si f ∈
M satisface (8.13) con p ≥ n (donde n es la constante que aparece en (6.1) y
(6.2)), entonces para toda bola B

‖f − StBf‖exp L,B .
∑

k≥0

α̂(k) r(σk B)

(

−
∫

σk B

hp dµ

)1/p

donde
α̂(k) =

∑

0≤l≤k

σn l g
(

c σml
)

α(k − l), k ≥ 0.

Obsérvese que esta estimación mejora a las obtenidas en el Ejemplo 7.17 (en el
caso de desigualdades reducidas) y en el Corolario 7.24 y la Observación 7.25 (en
el caso de desigualdades expandidas).
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Para obtener la estimación deseada, basta observar que puesto que µ es doblante
(ver (6.2))y p ≥ n, si B1 ⊂ B2 entonces,

µ(B2)

µ(B1)
≤ cµ

(

r(B2)

r(B1)

)n

≤ cµ

(

r(B2)

r(B1)

)p

.

Esto implica que claramente a0 ∈ T∞ y consecuentemente a ∈ T∞. Aśı, aplicamos
el Teorema 8.1 y conseguimos la estimación deseada.

(2) Desigualdad de tipo Poincaré-Sobolev para pesos Ar(µ), r ≥ 1: En es-
te caso vamos a mejorar lo obtenido en los Ejemplos 7.18 y 7.19 (en el caso de
desigualdades reducidas) y los resultados análogos para las desigualdades expan-
didas. Si p ≥ n y w ∈ Ar(µ) para algún r ≥ 1, vamos a demostrar que si f ∈ M
satisface (8.13) entonces para toda bola B

‖f − StBf‖exp L(w),B ≤ C
∑

k≥0

α̃(k) r(σk B)

(

−
∫

σk B

hp r dw

)
1

p r

,

para {α̂(k)}k≥0 como en el ejemplo anterior.

Para demostrar esta estimación definimos los funcionales

aw(B) =
∑

k≥0

α(k) aw
0 (σk B) con aw

0 (B) = r(B)

(

−
∫

B

hp r dw

)
1

p r

.

De esta forma, usando que w ∈ Ar(µ) obtenemos que si B1 ⊂ B2

r(B1)

r(B2)

(

w(B2)

w(B1)

)
1

p r

.
r(B1)

r(B2)

(

µ(B2)

µ(B1)

)
1
p

.

(

r(B1)

r(B2)

)1−n
p

. 1,

donde hemos usado (7.27) (con r en lugar de p pues w ∈ Ar(µ)), (6.2) y que
p ≥ n. Esto nos permite probar que a0 ∈ T∞ y por tanto a ∈ T∞. Por otro lado,
como w ∈ Ar(µ) obtenemos que a0(B) . aw

0 (B) y por tanto a(B) . aw(B). Todos
estos ingredientes nos permiten aplicar el Teorema 8.1 y conseguimos la estimación
deseada.

Para concluir con las aplicaciones podemos observar que combinando el ejemplo an-
terior con la Proposición 8.3 podemos obtener las siguientes estimaciones que mejoran
lo obtenido en el Corolario 7.32:

Corolario 8.7 Sea M una variedad de Riemann, completa, no-compacta, conexa, con
medida de volumen doblante y (UE), y sea p ≥ n.
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(a) Sea Sm
t = I − (I − e−t ∆)m con m ≥ 1. Entonces, cualquier función suave con

soporte compacto f verifica que

‖f − StBf‖exp L,B ≤ C
∑

k≥1

σ−k (2 m−n) r(σk B)

(

−
∫

σk B

|∆1/2f |p dµ
)1/p

.

(b) Cualquier función suave con soporte compacto f verifica que

‖f − e−tB ∆f‖exp L,B ≤ C
∑

k≥1

e−c σk

r(σk B)

(

−
∫

σk B

|∇f |p dµ
)1/p

.
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ralized Poincaré inequalities in spaces of homogeneous type, J. Funct. Anal.
260, no. 11, 3147–3188 (2011).

[BCLS] D. Bakry, T. Coulhon, M. Ledoux y L. Saloff-Coste, Sobolev inequalities in
disguise, Indiana J. Math. 44, 1033–1074 (1995).

[BeS] C. Bennett y R. Sharpley, Interpolation of operators, Pure and Applied
Mathematics, Academic Press, Inc. 129 (1988).

[BuG] D.L. Burkholder y R.F. Gundy, Extrapolation and interpolation of quasili-
near operators on martingales, Acta Math. 124, 249–304 (1970).

[Bus] P. Buser, A note on the isoperimetric constant, Ann. Scient. Ecole Norm.
Sup. 15, 213–230 (1982).

177
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