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Resumen

El trabajo está dividido en cinco capítulos. El primer capítulo consta de una breve
introducción al tema mediante la motivación que nos llevó a hacer este trabajo y un
breve planteamiento de la solución.

El segundo capítulo contiene una explicación de las herramientas necesarias para
el desarrollo del trabajo. Entre ellas encontramos el modelo epidemiológico SIR para
derivar los parámetros epidemiológicos de una enfermedad, el Modelo Barabási-Albert
para crear grafos aleatorios que poseen una distribución de vecino libre de escala, la
difusión de un virus en un grafo para las posibles estrategias a desarrollar en el capítulo
tres, la introducción a Programación Dinámica para resolver el Problema de Decisión
en Múltiples Pasos que será la base de nuestra optimización, y por último la explicación
detallada de varias estrategias de vacunación que darán pie a nuestro estudio.

El tercer capítulo consiste en la descripción detallada de nuestro modelo utilizan-
do las herramientas descritas en el capítulo anterior. Consta del planteamiento del
problema, la descripción de los grafos utilizados, la derivación de los parámetros epi-
demiológicos, la optimización realizada mediante el uso de Programación Dinámica,
y la implementación del modelo.

En el cuarto capítulo presentamos los resultados de la aplicación de nuestro tra-
bajo mediante el análisis de gráfcas generadas a partir de simulaciones que utilizan
nuestro algoritmo de optimización y comparamos los resultados con otras tres posibles
estrategias de vacunación.

En el último capítulo presentamos las conclusiones, donde detallamos las ventajas,
las limitaciones y las posibles mejoras del modelo.

Palabras clave 
Programación Dinámica, grafos, redes sociales, SIR, difusión en grafo, optimiza-

ción, Problema de Decisión en Múltiples Pasos, vacunación, virus.
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Abstract

The work is divided into fve chapters. The frst chapter consists of a brief intro-
duction to the subject through the motivation that led us to do this work and a brief
approach to the solution.

The second chapter contains an explanation of the necessary tools for the deve-
lopment of the work. Among them we fnd the epidemiological model SIR to derive
the epidemiological parameters of a disease, the Barabási-Albert Model to create ran-
dom graphs that have a scale-free neighbor distribution, the di˙usion of a virus in a
graph for the possible strategies to be developed in the chapter three, the introduc-
tion to Dynamic Programming to solve the Multistage Decision Process Problem that
will be the basis of our optimization, and fnally the detailed explanation of various
vaccination strategies that will give rise to our study.

The third chapter consists of the detailed description of our model using the tools
described in the previous chapter. It consists of the statement of the problem, the
description of the graphs used, the derivation of the epidemiological parameters, the
optimization carried out using Dynamic Programming, and the implementation of the
model.

In the fourth chapter we present the results of the application of our work through
the analysis of graphs generated from simulations that use our optimization algorithm
and we compare the results with three other possible vaccination strategies.

In the last chapter we present the conclusions, where we detail the advantages,
limitations and possible improvements of the model.

Keywords 
Dynamic Programming, graphs, social networks, SIR, graph spreading, optimiza-

tion, Multistage Decision Process Problem, vaccination, virus.
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CAPÍTULO 1 

Introducción

Tras la llegada de la inesperada epidemia causada por la Covid-19 uno de los
problemas que se nos planteó es como distribuir las vacunas entre la población debido
a la limitación de dosis disponibles.

La estrategia que se está utilizando en la mayoría de países es realizar una vacu-
nación por edades priorizando la población más vulnerable, es decir, los mayores. Una
de las preguntas que nos surgió a raiz de esto fue si esta estrategia es la más óptima.
Con el objetivo de resolver esta duda presentamos nuestro estudio.

El problema planteado es el siguiente: poseemos una cantidad de vacunas totales,
pero o bien llega por lotes o bien nuestro sistema sanitario tan solo es capaz de vacunar
a una cierta cantidad de personas al día. Nuestro objetivo es asignar el porcentaje de
dosis que recibirán la población mayor y la población joven cada día con el objetivo
de minimizar la cantidad de victimas totales.

La solución que presentamos consiste en utilizar Programación Dinámica para
optimizar el reparto. Para ello el primer paso que realizamos consiste en dividir la
población en dos grupos: el grupo de los jóvenes y el grupo de los mayores. Esta
división se debe a que la edad es un factor fundamental a la hora de estudiar el
número de víctimas.

Para simular la expansión de la epidemia a través de la población por una parte
hemos decidido utilizar grafos, cada nodo del grafo representa un individuo de la po-
blación y cada enlace las interacciones sociales entre los individuos. Por otra parte,
otra clave para determinar la evolución de la epidemia son los parámetros epidemio-
lógicos, para derivarlos hemos utilizado el modelo SIR y los datos suministrados por
el Ministerio de Sanidad español.

En cuanto a la optimización realizada, hemos divido nuestro problema en varios
posibles escenarios determinados por el número de infectados y vacunados jóvenes y
mayores en un determinado intervalo temporal, de esta manera independientemente
de la situación en la que nos encontremos el modelo nos proporcionará un camino
óptimo para minimizar las victimas totales. Para encontrar los porcentajes diarios
óptimos que debemos asignar a cada grupo hemos utilizado Programación Dinámica
empezando por el último día y yendo hacia atrás para encontrar el camino que nos
da el número de víctimas mínimo desde el primer día hasta el último.
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CAPÍTULO 2 

Estado del arte

En este capítulo se sentarán las bases y herramientas necesarias para abarcar el
desarrollo del trabajo. La primera sección consiste en una introducción al modelo epi-
demilógico SIR. En la segunda sección nos encontramos con algunas nociones básicas
de grafos y cómo construir un grafo que sirva como base para estudiar la evolución
de una epidemia a través de sus nodos. Esta sección está fuertemente ligada con la
siguiente: el estudio de la difusión de una enfermedad en un grafo. En la cuarta sección
se encuentran las nociones básicas de Programación Dinámica que juega un papel muy
importante en problemas de optimización complejos y que es el método de optimiza-
ción que aplicaremos en este trabajo, La última parte del capítulo está centrada en la
presentación de algunas estrategias de vacunación que darán pie a nuestro estudio.

2.1. El modelo SIR 

El modelo SIR [8] es de uno de los modelos matemáticos epidemiológicos más
simples utilizado para analizar la magnitud y el comportamiento de las enfermedades
infecciosas de transmisión directa.

El modelo divide a la población en tres grupos disjuntos: la población susceptible
(S), la población infectada (I) y la población recuperada (R). Aunque no tiene en
cuenta a las víctimas, a efectos prácticos de las ecuaciones que lo describen, las victi-
mas se pueden considerar como parte del grupo de los recuperados. Para cada instante
de tiempo t, denotamos la cantidad de personas pertenecientes a cada grupo como
S(t), I(t) y R(t). De este modo, el modelo describe como los individuos transitan en-
tre los distintos grupos mediante un sistema no lineal de tres ecuaciones diferenciales
ordinarias:

(2.1)
dS 
dt 

= −βSI 

(2.2)
dI 
dt 

= βSI − αR 

(2.3)
dR 
dt 

= αI 

Donde β es el ratio de transmisión y α el ratio de recuperación.

3



4 Estado del arte 

La ecuación (2.1) expresa la variación instantánea de individuos susceptibles en
un determinado momento. Dado que el modelo SIR no considera que puedan existir
re-infecciones (una vez superada la enfermedad obtenemos anticuerpos de por vida),
el número de individuos susceptibles tan solo puede disminuir con el tiempo, a eso se
debe el signo negativo de esta ecuación. Por otra parte, el número de individuos que
dejan de ser susceptibles se debe a una única razón: se han infectado. El término βSI 
indica el número de nuevos infectados por unidad de tiempo. Suponiendo que cada
individuo infectado tenga k contactos por unidad de tiempo y k es independiente del
tamaño de la población. Entonces k S 

N de esos contactos son susceptibles. Si τ repre-
senta la fracción de esos contactos que resultan contagiados, entonces cada individuo
infectado contagia a kτ S 

N individuos. Por lo tanto, β = kτ 
N , donde τ recibe el nombre

de transmisibilidad.

La ecuación (2.2) expresa la variación instantánea de individuos infectados en un
determinado momento. Como habíamos dicho previamente, el término βSI de esta
ecuación indica el número de nuevos infectados por unidad de tiempo. Por otra parte,
un porcentaje α de los individuos que se encontraban infectados o bien se recuperarán
o bien serán victimas, por lo que pasarán al grupo de recuperados.

La ecuación (2.3) expresa la variación instantánea de individuos recuperados en un
determinado momento. Como la única manera de que un individuo llegue a esta etapa
es después de haber sido infectado, esta variación depende únicamente del número
de infectados y el ratio de recuperación. El modelo considera que una vez hayamos
superado la enfermedad, obtenemos anticuerpos de por vida, lo que implica que una
vez llegados a esta etapa, no volveremos a cambiar de grupo.

El modelo SIR considera que la población total permanece constante y cada per-
sona pertenece únicamente a uno de los tres grupos. Por lo tanto, suponiendo una
población total N , en todo momento t se cumple que:

(2.4) N = S(t) + I(t) + R(t) 

Esto reduce nuestro sistema de 3 ecuaciones diferenciales ordinarias a las dos primeras,
puesto que despejando de (2.4) podemos expresar R(t) como R(t) = N − S(t) − I(t).

No se puede calcular la solución explicita del sistema planteado. Sin embargo,
existen herramientas matemáticas que nos permiten extraer información y propiedades
cualitativas de las soluciones.

Defnición 2.1. Suponiendo que toda la población, es inicialmente susceptible ex-
cepto un individuo infectado, es decir, S(0) = N − 1, I(0) = 1, y R(0) = 0. Se defne
el número básico de reproducción, R0, como el número promedio de personas que se
infectan a partir de un individuo infectado a lo largo del periodo de duración de la
enfermedad. Matemáticamente está expresado por:

βN 
(2.5) R0 = 

α 
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Teorema 2.2. Dependiendo del valor de R0 tenemos dos casos: 

1. Si R0 < 1, entonces I(t) decrece monotamente hacia 0 cuando t →∞. Es decir, 
la enfermedad terminará desapareciendo. 

2. Si R0 > 1, entonces I(t) empezará a crecer rápidamente hasta alcanzar un má-
ximo y después decrecerá hacia 0 cuando t → ∞. Es, decir, cuanto mayor sea 
R0 más rápido se extenderá la enfermedad. 

El Teorema 2.2 nos lleva a la conclusión de que una enfermedad puede causar
una epidemia en una población totalmente susceptible si nos encontramos en el caso
R0 > 1, es decir, si βN > α.

2.1.1. Información que aporta el modelo

Para frenar la propagación de la enfermedad según el teorema 2.2 debemos reducir
el valor de β y aumentar el valor de α. Algunas de las medidas que ayudarán a frenar
la propagación de la enfermedad son:

1. Utilización de medicamentos para acortar la duración de la enfermedad con el
objetivo de aumentar α.

2. Reducir los contactos entre personas susceptibles e infectadas mediante medidas
de aislamiento con el objetivo de reducir β.

3. Reducir la transmisibilidad mediante medidas higiénicas con el objetivo de re-
ducir β.

4. Reducir la cantidad de personas susceptibles mediante el uso de vacunas con el
objetivo de reducir N y por tanto reducir también S, dado que solo las personas
no vacunadas participarán en la infección.

2.1.2. Limitaciones del modelo

El modelo SIR, al igual que otros muchos modelos matemáticos, simplifca mucho
la realidad, entre algunas de estas simplifcaciones, las más destacables son:

No tiene en cuenta las conexiones entre la población. Asume que todas las per-
sonas tienen la misma cantidad de contactos y que cualquier persona puede
encontrarse con otra de la población.

No tiene en cuenta los distintas características individuales de cada persona
(sexo, edad, otras enfermedades..) que repercuten directamente en los valores de
β y α. Por ejemplo, en el caso del Covid-19, el virus afecta de manera distinta
a la población anciana.

No tiene en cuenta las re-infecciones.

Asume una población de tamaño fjo sin tener en cuenta los posibles nacimientos
y muertes por otras causas en ese periodo de tiempo. Esto implica que no es
apto para estudiar la evolución de infecciones que duran muchos años.
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2.2. Grafos Aleatorios y redes sociales 

Una de las limitaciones del modelo SIR es no tener en cuenta las conexiones entre
las personas de la población. Este problema puede ser abordado mediante la utilización
de grafos. Para poder representar la conexión entre personas lo más real posible a
través de un grafo hay que tener en cuenta muchos factores a la hora de crearlo.
Varios científcos han abordado este problema dando una variedad de modelos. Aquí
nos centraremos en el modelo Barabási-Albert [1].

2.2.1. Defniciones básicas

Defnición 2.3. Un grafo es una estructura formada por un conjunto de objetos tam-
bién llamados nodos que se relacionan entre sí formando enlaces. Matemáticamente
un grafo G es un par ordenado G = (V, E) donde:

V = v1, ..., vn es un conjunto de elementos llamados nodos o vértices.

E ⊆ V × V es un conjunto de pares de nodos cuyos elementos son llamados
enlaces o aristas.

Defnición 2.4. Un grafo no dirigido se defne como un grafo donde si el par (v1, v2) ∈ 
V , entonces (v2, v1) ∈ V .

Defnición 2.5. El orden de un grafo se defne como número total de vértices que
posee y se expresa como |V |.

Defnición 2.6. El grado de un nodo se defne como el número de enlaces que posee
ese nodo, formalmente, sea G = (V, E), v ∈ V , entonces |v| = |Nv| = |{u : (v, u) ∈ E}|
donde Nv = {u : (v, u) ∈ E} se defne como el conjunto de vecinos del nodo v.

Defnición 2.7. Un bucle se defne como el enlace que conecta un nodo consigo
mismo, es decir, sea G = (V,E), v ∈ V , entonces (v1, v2) ∈ E es un bucle ⇐⇒ v1 = 
v2.

2.2.2. Creación del grafo: Modelo Barabási–Albert

Una vez entendidas las defniciones básicas de un grafo, se nos plantea el problema
de crear un grafo que sea capaz de representar las relaciones sociales en la población.
Representar exactamente las relaciones entre un grupo de personas es imposible. Y
siendo siempre un ejemplo específco, tampoco sería muy útil. Normalmente se pre-
fere trabajar con grafos aleatorios que representen las características estadísticas del
conjunto de relaciones sociales. El modelo Erdös–Rényi [3] fue uno de los primeros
modelos de grafo aleatorio que se propuso. Sin embargo, los grafos generados siguien-
do este modelo se alejan bastante de las redes reales puesto que no tienen en cuenta
la distribución del número de vecinos que encontramos en las redes sociales, es de-
cir, relativamente pocas personas tienen muchas conexiones y hay una “cola larga” de
personas con pocas conexiones. Estas características se tienen en cuenta en el modelo
propuesto en 1999 por Albert-László Barabási y Réka Albert [1] .
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El algoritmo de Barabási–Albert genera grafos aleatorios que poseen una distri-
bución de vecino “libre de escala” (scale-free), es decir, redes que poseen unos pocos
nodos con muchas conexiones y una cola larga de nodos con pocas conexiones. En
concreto, los autores demostraron que independientemente del sistema y las identi-
dades que forman parte del grafo, la probabilidad P (k) de que un nodo en una red
interactúe con otros k nodos decae con una power-law, siguiendo P (k) ∼ k−γ donde
γ > 1 es un exponente que determina que tan “ancha” es la cola larga de personas con
pocas conexiones y que depende específcamente de la red.

El algoritmo que sigue este modelo consiste en lo siguiente:

1. Partimos de una red aleatoria (generada por el modelo Erdös–Rényi [3] por
ejemplo) que posee un número pequeño (m0) de nodos con M0 enlaces.

2. Para cada tiempo t, añadimos un nuevo nodo n a la red, este nodo tendrá
m(≤ m0) enlaces con diferentes nodos que estaban previamente en la red. La
probabilidad P de que el nuevo nodo esté conectado con un nodo i de la red
depende del grado (número de enlaces) que el nodo i posea, es decir:

Pki
P (n → i) = 

kjj 

donde ki representa el grado del nodo i. Según esta formula, los nodos que
poseen más enlaces tienen más posibilidades de ser elegidos que aquellos que
poseen pocos enlaces.

3. Después de N pasos, el algoritmo conduce a una red aleatoria con N + m0 
nodos y mN + M0 enlaces. Esta red evoluciona a un estado libre de escala
donde la probabilidad de que un nodo tenga k enlaces sigue una power-law con
P (k) ∼ k−γ , donde γ depende del parámetro m y P (k) es independiente del
tiempo (y por lo tanto independiente del tamaño de la red) indicando que a
pesar de su continuo crecimiento la red se organiza a sí misma en un estado
estacionario libre de escala.

La diferencia entre este algoritmo y los anteriores a él recae en dos características
que poseen las redes reales y que no se habían tenido en cuenta previamente:

El crecimiento de la red: Añadiendo constantemente nuevos nodos a la red.

La conexión preferencial: Los nodos que poseen más conexiones tienen mayor
probabilidad de crear conexiones nuevas.

Ambas características son imprescindibles y teniéndolas en cuenta, las redes ge-
neradas por este algoritmo se ajustan mucho mejor a redes reales. Algunos ejemplos
son: internet, la world wide web (www), redes de citas y algunas redes sociales.
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2.3. Difusión de un virus en un grafo 

En [7] Yang Wang et al. nos presentan un modelo que nos permite extraer infor-
mación de la difusión de un virus en un grafo independientemente de la conectividad
o topología del grafo.

Asumimos una red conectada G = (N, E) donde N es el número de nodos en la
red y E es el conjunto de enlaces. Sea β la tasa de contagio con la que un nodo es
infectado por un vecino, δ la tasa de recuperación de un nodo infectado y t un instante
de tiempo fjado.

El modelo asume un tiempo discreto, durante cada intervalo de tiempo un nodo
infectado i intentará infectar a sus vecinos con probabilidad β. Al mismo tiempo i 
podría curarse con probabilidad δ. Denotamos pi,t a la probabilidad de que un nodo
i esté infectado en tiempo t.

Defnición 2.8. Defnimos Ck,t como la probabilidad de que un nodo que tiene k 
enlaces no se infecte en tiempo t comoY 

Ck,t = (1 − β ∗ pj,t−1) 
j:vecino de i 

En este modelo, un nodo i está sano en tiempo t si:

1. i estaba sano antes de t y no ha sido infectado.

2. i estaba infectado en t − 1, se curó en t y no ha sido infectado en t.

3. i estaba en tiempo t − 1 infectado pero se curó inmediatamente.

La probabilidad de que un nodo i esté sano a tiempo t se defne como:

(2.6) 1 − pi,t = (1 − pi,t−1)Ck,t + δpi,t−1Ck,t +
1 
δpi,t−1(1 − Ck,t)

2 
Donde en el último termino de la derecha asumimos que la probabilidad de que el
nodo i se cure antes de la infección de uno de sus vecinos es del 50 %.

Dada la topología de una red y los valores β y δ podemos resolver la ecuación (2.6)PNy obtener la evolución temporal de la población infectada νt = i=1 pi,t.

Utilizando este modelo [7] llegamos al Teorema 2.9.

Teorema 2.9. Cuando una epidemia desaparece, debe cumplirse que β < 1 dondeδ λi,A 
β es el ratio de infección, δ el ratio de recuperación y λi,A Es el mayor valor propio 
de la matriz de adyacencia A. 

Para los detalles acerca de la demostración consultar [7]. Este teorema nos indica
que cuanto más pequeño sea el mayor valor propio de la matriz de adyacencia más
nos acercamos al umbral en el que la epidemia terminará desapareciendo. Como con-
secuencia de este teorema, una estrategia óptima para combatir la epidemia podría
ser vacunar los nodos que posean más conexiones para reducir el mayor valor propio
de la matriz de adyacencia.
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2.4. Programación Dinámica 

En 1952, Richard Bellman presentó en [2] una técnica matemática e informática
que recibió el nombre de Programación Dinámica. Esta técnica se utiliza para resolver
problemas complejos que requieren una serie de pasos secuenciales para alcanzar el
resultado deseado. En [5] se pueden encontrar varios ejemplos de aplicaciones de esta
técnica, sin embargo, destaca especialmente en problemas de optimización.

El algoritmo que utiliza este técnica consiste en dividir el problema inicial en
subproblemas y guardar los resultados calculados en una tabla con el objetivo de poder
reutilizarlos más adelante sin tener que recalcular operaciones realizadas previamente
ahorrando así tiempo de ejecución. Es decir, se trata de mejorar el tiempo de ejecución
a cambio de ceder memoria.

2.4.1. El Problema de Decisión en Múltiples Pasos

Uno de los problemas que aborda esta técnica es el “Problema de Decisión en
Múltiples Pasos”. Matemáticamente podemos expresarlo como:

Para cada tiempo t = 0, 1, 2... elegido según nos convenga, observamos un proceso
que tiene asociado un estado u = (t, x(t)), donde x(t) es el estado del proceso a
tiempo t. En cada momento temporal debemos tomar una decisión del conjunto de
decisiones posibles D(u) asociadas al estado u. La elección de una decisión d genera
un estado nuevo a través de una transformación T tal que v = (t + 1, x̃) = T (u, d) y
que tiene asociado un costo c(u, d). Defnimos una política como una función que para
cada estado u asigna una decisión específca dentro de las posibles decisiones. Nuestro
objetivo consiste en hallar una política óptima de manera que la suma de los costos
de las sucesivas decisiones sea mínima. Si llamamos p a nuestra política tenemos que
partiendo del estado u0:

u1 = T (u0, p(u0)) 
u2 = T (u1, p(u1)) 
u3 = T (u2, p(u2)) 
un = T (un−1, p(un−1)) 

Por lo tanto nuestro problema se reduce a encontrar una política óptima, pero
¿cómo la encontramos? En 1952 Richard Bellman publicó el Principio de optimalidad
que nos permite encontrar la política óptima que buscamos y la función de costo
asociada a esa política.
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2.4.2. Principio de optimalidad

Una clase importante de problemas de optimización tiene la siguiente caracterís-
tica: una política óptima tiene la propiedad de que cualquiera que sea el estado y
las decisiones iniciales que hayamos tomado, las próximas decisiones constituyen una
política óptima con respecto al estado resultante de la primera decisión. Es decir, su-
pongamos que hemos obtenido el camino u0 → u1 → u2 → u3 → ... → un partiendo
del estado u0 y siguiendo una política óptima, entonces, u3 → ... → un es también un
camino óptimo a partir del nodo u3. Por lo tanto, las colas generadas por una política
óptima son también óptimas.

Si llamamos f a la función de costo correspondiente a la política óptima elegida,
podemos expresar el principio de optimalidad matemáticamente como:

(2.7) f(ut) = c(ut, p(ut)) + f(T (ut, p(ut))) 

El Principio de optimalidad nos permite establecer la siguiente ecuación funcional
a partir de (2.7):

(2.8) f(u) = mı́n c(u, p(u)) + f(T (u, p(u))) 
u∈D(u) 

A partir de esta ecuación podemos encontrar f y p de manera recursiva empezando
por el fnal, es decir, de atrás hacia adelante. Asignamos a f(un) = 0 y calculamos:

f(un−1) = mı́n c(un−1, p(un−1)) + f(T (un−1, p(un−1))) 
un−1∈D(un−1) 

f(un−1) = mı́n c(un−1, p(un−1)) + f(un) 
un−1∈D(un−1) 

f(un−1) = mı́n c(un−1, p(un−1)) + 0 
un−1∈D(un−1) 

0Supongamos que el estado u ∈ D(un−1) es el que minimiza (2.7), entonces,n−1 

p(un 
0
−1) = un 

f(un−2) = mı́n c(un−2, p(un−2)) + f(T (un−2, p(un−2))) 
un−2∈D(un−2) 

f(un−2) = mı́n c(un−2, p(un−2)) + f(un−1) 
un−2∈D(un−2) 

0Supongamos que el estado u ∈ D(un−2) es el que minimiza (2.7), entonces,n−2 

p(un 
0
−2) = u 0 n−1 

... 

f(u0) = mı́n c(u0, p(u0)) + f(T (u0, p(u0))) 
u0∈D(u0) 

f(u0) = mı́n c(u0, p(u0)) + f(u1) 
u0∈D(u0) 
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Supongamos que el estado u0 0 ∈ D(u0) es el que minimiza (2.7), entonces,

p(u0) = u 0 0 
1 

.

El problema de la vacunación posee las características necesarias para aplicar
Programación Dinámica; la parte de la política óptima que empieza en tiempo t es
óptima para la situación epidemiológica en tiempo t. Por esto, utilizar el algoritmo
de Programación Dinámica es viable para optimizar la política de vacunación, y es el
que usaremos en el próximo capítulo.

2.5. Estrategias de vacunación 

Todos los indicadores y los estudios epidemiológicos coinciden en que la medida
más efcaz para combatir una epidemia es la utilización de vacunas para reducir la
cantidad de personas susceptibles en la población. En el caso ideal tendríamos vacunas
para toda la población y podríamos vacunar a todos a la vez. Sin embargo, la realidad
es muy distinta, por lo general la cantidad de vacunas será menor que el total de
personas, por lo que uno de los problemas que se nos plantea es como repartir las
vacunas de manera que minimicemos el impacto de la enfermedad.

En [6] se estudia algunas estrategias de vacunación para la Covid-19 teniendo
en cuenta la existencia de un grupo vulnerable (los mayores) y la variabilidad de las
interacciones y círculos sociales. Dada la relación muy estrecha entre [6] y este trabajo,
analizamos aquí detenidamente los resultados que se consiguieron ahí.

Algunas de las herramientas utilizadas para la realización del estudio fueron:

1. La creación de grafos no dirigidos aleatorios (utilizando el modelo Barabá-
si–Albert 2.2.2), que representan la población: cada nodo representa un indi-
viduo y cada individuo puede pertenecer a la población joven (80%) o a la
población mayor (20%). Los enlaces del grafo representan las interacciones en-
tre los individuos.

2. La difusión de la enfermedad en el grafo siguiendo un modelo de evolución
estocástico en el que para cada tiempo t, los individuos de la población transitan
entre cuatro estados (susceptibles, infectados, recuperados y victimas) siguiendo:

Para cada individuo susceptible se escoge uno de sus vecinos de manera
aleatoria, si el vecino escogido está infectado, la enfermedad se transmite
con una probabilidad β a la persona susceptible.
Cada infectado se recupera con una probabilidad φ.
Cada infectado se convierte en victima con una probabilidad ρ.

Las probabilidades β, φ y ρ se obtienen a partir de los datos epidemiológicos
proporcionados por el Ministerio de Sanidad español 1 y el modelo SIR.

1Los datos epidemiológicos están derivados de los reportes diarios del Ministerio de Sanidad espa-
ñol publicado en su página web https://www.mscbs.gob.es/profesionales/saludPublica/ccayes/ 
alertasActual/nCov/home.htm 

https://www.mscbs.gob.es/profesionales/saludPublica/ccayes/alertasActual/nCov/home.htm
https://www.mscbs.gob.es/profesionales/saludPublica/ccayes/alertasActual/nCov/home.htm
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Entre los factores a tener en cuenta encontramos:

1. La cantidad de vacunas disponibles.

2. La cantidad de vacunas que asignaremos al grupo de los mayores.

3. La densidad de relaciones entre los jóvenes y mayores. Para ello se han tenido
en cuenta 4 posibles casos:

Pocas interacciones entre mayores y pocas interacciones entre jóvenes y
mayores.

Muchas interacciones entre mayores y pocas interacciones entre jóvenes y
mayores.

Pocas interacciones entre mayores y muchas interacciones entre jóvenes y
mayores.

Muchas interacciones entre mayores y muchas interacciones entre jóvenes
y mayores.

4. La manera de vacunar a los jóvenes, para ello disponemos de dos métodos:

Vacunar a los jóvenes que tienen más vecinos en general.

Vacunar a los jóvenes que tienen más contacto con la población vulnerable,
es decir los mayores.

Veamos ahora algunos de los resultados. Dividiremos los resultados bajo dos hi-
pótesis.

Caso 1: Suponiendo capacidad de vacunación infnita

En este caso tenemos una cantidad de vacunas limitadas que se aplicará a la
población susceptible antes del comienzo de la epidemia, es decir, en t = 0. En la
práctica, este modelo corresponde a casos en que se vacuna antes del comienzo de la
epidemia (p. ej. la campaña anual contra la gripe) o se vacuna en un tiempo muy
corto comparado con la evolución de la epidemia.

Las conclusiones obtenidas variando los factores previamente mencionados son:

1. Mantener la distancia social durante las primeras fases de vacunación es la clave
para obtener los mejores resultados.

2. La manera de vacunar a los jóvenes dependerá de la cantidad de vacunas dispo-
nibles y la densidad de relaciones entre los jóvenes y los mayores.

Suponiendo una cantidad de vacunas sufciente para vacunar un 5% de la
población total: La mejor estrategia sería mantener aislada a la población
más vulnerable y asignar las vacunas a los jóvenes más conectados con la
población mayor. A corto plazo una buena estrategia sería asignar todas
las vacunas a los mayores, sin embargo, a largo plazo resulta en una rápida
expansión de la epidemia.
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Suponiendo una cantidad de vacunas sufciente para vacunar un 10% de
la población total: El número de victimas en todos los casos disminuye. La
mejor estrategia sería mantener a la población más vulnerable aislada y
asignar las mayoría de las vacunas a los jóvenes que tienen más conexiones
en general. En el caso en el que no sea posible aislar correctamente a la
población más vulnerable, la mejor estrategia es asignar más vacunas a
la población mayor independientemente del modo de vacunación de los
jóvenes.

Suponiendo una cantidad de vacunas sufciente para vacunar un 20% de
la población total: El número de victimas en todos los casos disminuye. Al
tener un número de dosis más alto, la estrategia más óptima sería en todos
los casos mantener la población más vulnerable aislada. En el caso en el que
no sea posible aislar correctamente a la población más vulnerable, la mejor
estrategia es asignar más vacunas a la población mayor independientemente
del modo de vacunación de los jóvenes.

3. En todos los casos encontramos un fenómeno peculiar llamado inversión de 
riesgo: El número de victimas decrece conforme la cantidad de vacunas admi-
nistradas a los mayores aumenta. Sin embargo, si asignamos todas las vacunas a
la población más vulnerable, dejamos a la población joven, que está mucho más
conectada, totalmente expuesta, lo que conduce a una rápida expansión de la
epidemia. Es decir, si no podemos aislar a la población vulnerable correctamente
terminará causando más muertes a largo plazo. Por otra parte, si asignamos una
mayor cantidad de vacunas a los jóvenes frenará la expansión de la epidemia pero
las cantidad de víctimas totales (y sobretodo dentro de la población vulnerable)
aumenta. Esto sugiere que en el caso de tener la vacuna disponible por lotes la
mejor estrategia sería llegar a un balance entre vacunar a los jóvenes para frenar
la transmisión de la enfermedad y a los mayores para protegerlos.

Caso 2: Suponiendo capacidad de vacunación limitada

En este caso tenemos una cantidad limitada de vacunas y una capacidad diaria de
vacunación limitada, es decir, podemos vacunar a p personas en un día. Al igual que
antes uno de los factores determinantes es la cantidad de vacunas que asignaremos al
grupo más vulnerable, pero en este caso no será un valor fjo, sino que irá cambiando
cada día. Ver todas las posibilidades para cada día es una tarea inviable, por lo que
se ha utilizado un algoritmo genético [6]. Los resultados se han obtenido usando 500
generaciones de 800 genes cada una. Los resultados son los mejores genes de varias
generaciones.

En esta parte del estudio se ha fjado una cantidad de vacunas totales sufcientes
para vacunar al 20% de la población, este porcentaje de vacunas se irá administrando
a lo largo de los días, vacunando p personas cada día.

Teniendo en cuenta ambos modos de vacunación y la densidad de relaciones entre
los jóvenes y mayores obtenemos los siguientes resultados:
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1. Independientemente del método utilizado para vacunar a los jóvenes, todos los
resultados apuntan a asignar una cantidad alta de vacunas a la población mayor
en los primeros días seguida de un incremento de las vacunas asignadas a los
jóvenes conforme el número de victimas empieza a incrementar.

2. Vacunando a los jóvenes que tienen más conexiones en general: Si la población
mayor está correctamente aislada, después de vacunar a la población más vul-
nerable durante los primeros días, el foco se mueve a la población joven para
detener la expansión de la epidemia. En el caso de que la población mayor no
esté correctamente aislada la estrategia óptima consiste en alternar el foco de
vacunación entre ambas poblaciones.

3. Vacunando a los jóvenes más conectados con mayores: Si la población mayor
está correctamente aislada, los primeros días la vacunación se centra en la po-
blación más vulnerable durante un periodo de tiempo más amplio que en el caso
anterior y posteriormente cambia el foco de vacunación a la población joven
paulatinamente. En el caso de que la población mayor no esté correctamente
aislada, el foco de vacunación cambia antes a la población joven y oscila entre
ambas poblaciones.



CAPÍTULO 3 

Modelo de vacunación

En este capitulo propondremos un modelo de vacunación con el objetivo de minimi-
zar el número de víctimas causado por la epidemia. En la primera parte enunciaremos
el problema que queremos resolver. En la segunda sección presentaremos los grafos
que representarán las relaciones sociales de la población y la evolución de la epidemia
a través de sus nodos. En la tercera sección explicaremos el cálculo de los parámetros
epidemiológicos utilizados. En la sección 3.4 explicaremos la optimización realizada
utilizando Programación Dinámica. Finalmente, en la sección 3.5 detallaremos la im-
plementación realizada para obtener los resultados que se presentan en el capítulo
siguiente.

3.1. El problema 

Se nos plantea el siguiente problema: Una enfermedad infecciosa de transmisión
directa ha empezado a difundirse a través de una población en su mayoría susceptible
salvo unos pocos infectados causando una epidemia. Disponemos de una cantidad de
vacunas totales, pero o bien esta vacuna llegó en lotes de p dosis diarias, o bien nuestro
sistema sanitario tan solo es capaz de vacunar a p personas cada día. Nuestro objetivo
consiste en asignar correctamente el porcentaje de vacunas que recibirán la población
joven y mayor cada semana con el objetivo de minimizar las víctimas totales causadas
por la epidemia en T días.

Para resolver el problema planteado hemos estudiado la evolución de la enfermedad
en cuatro grafos con diferente topología y creados según el modelo Barabási–Albert
2.2.2. Al tratarse de una enfermedad infecciosa necesitamos obtener los parámetros
epidemiológicos de la misma, para ello hemos utilizado datos proporcionados por el
Ministerio de Sanidad español y el modelo SIR 2.1. Una vez sentadas las bases para re-
solver el problema, hemos utilizado Programación Dinámica para tomar las decisiones
que optimizan el problema.

15
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3.2. Grafos 

Uno de los factores más importantes a la hora de estudiar la evolución de una
epidemia es la topología de la red que forman los individuos de la población. Hemos
generado varios grafos con el objetivo de obtener resultados en función de las diferentes
posibilidades que podemos encontrarnos en la realidad.

3.2.1. Creación de grafos

Sea G = (V, E) un grafo con V = {1, .., N} y E ⊆ V × V donde cada nodo v ∈ V 
representa a un individuo de la población y cada enlace (u, v) ∈ E representa las
interacciones sociales entre individuos.

Sea N = |V |, denotamos d(u) = |{v : (u, v) ∈ E}| como el grado del nodo u.P 
kDefnimos d̄ = d(k) como el número medio de vecinos de los nodos del grafo.N 

Nuestro objetivo es poder representar las interacciones sociales de la población
lo más real posible, con este objetivo en mente hemos decidido utilizar el modelo
Barabási–Albert a la hora de crear los grafos que utilizaremos para el estudio. Hemos
visto en 2.2.2 que el algoritmo para crear el grafo requiere N pasos y en cada paso se
añade un nuevo nodo que se enlazará a otros m nodos que se encontraban previamente
en la red con preferential attachment, es decir, los nodos que poseen más enlaces tienen
más posibilidades de ser elegidos que aquellos que poseen pocos enlaces. El algoritmo
utilizado para generar el grafo se encuentra en la fgura 3.1.

(V, E) = crear_grafo(N, m) 
1. V ← {1}
2. E ← ∅ 
3. d ← [0|k = 1, . . . , t] 
4. for k = 2, . . . N do 
5. V ← V ∪{k}
6. for c = 1, . . .min(grado(V), m) do 
7. u ← prefRnd(d[1], . . . , d[k − 1]) 
8. E ← E ∪{(k, u), (u, k)}
9. d[u] ← d[u] + 1 
10. od 
11. d[k] ← c 
12. od 
13. return (V,E) 

Figura 3.1: Algoritmo que genera un grafo utilizando el modelo Barabási–Albert,
donde N representa el número de nodos totales que se desea añadir al grafo y m 
determina la conectividad del grafo. La función grado(V) devuelve el número de nodos
actuales en el grafo. La función prefRnd elige un elemento de V usando preferential 
attachment y descartando los elegidos previamente. La lista [d[1], . . . , d[k−1]] se utiliza
para calcular las probabilidades de conexión correspondientes a cada elemento.
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Una de las limitaciones que posee el modelo SIR 2.1 es no tener en cuenta las
distintas características que posee cada individuo que repercuten directamente en los
parámetros epidemiológicos. En el caso del Covid-19 uno de los factores determinantes
se encuentra en la edad de los individuos, pues la mortalidad es mayor en la población
envejecida.

A la hora de realizar nuestro estudio hemos divido a la población total en dos
grupos: el grupo vulnerable (los mayores) y el grupo de los jóvenes. Puesto que las
interacciones sociales en cada grupo varían es necesario crear dos grafos:

Un grafo que represente a los jóvenes Gy = (Vy, Ey) creado con los parámetros
¯Ny y my que generará un grafo con exponente γy y media de interacciones dy.

Un grafo que represente a los mayores Ge = (Ve, Ee) creado con los parámetros
¯Ne y me que generará un grafo con exponente γe y media de interacciones de.

El modelo completo está compuesto de ambos grafos interconectados mediante
preferential attachment, es decir, los nodos que poseen más enlaces tienen más posi-
bilidades de ser elegidos que aquellos que poseen pocos enlaces.

¯Para conectar ambos grafos primero se debe de seleccionar un número dey que re-
presenta la media de interacciones sociales con jóvenes que tiene una persona mayor.

¯Entonces, se generan Ne · dey enlaces entre ambos grafos seleccionando una persona
mayor al azar, una persona joven con preferential attachment y conectándolas. La ra-
zón por la que utilizamos preferential attachment a la hora de conectar ambos grupos
es debido a que algunas personas jóvenes (por ejemplo, trabajadores sociales, perso-
nales de limpieza, repartidores, etc.) tienen contacto con muchos mayores mientras
que la mayoría de jóvenes tienen poco contacto con los mayores. El algoritmo para la
unión de ambos grafos se encuentra en la fgura 3.2.

¯(V, E) = unir_grafos(Gy = (Vy, Ey), Ge = (Ve, Ee), dey) 
1. V ← Vy ∪ Ve 
2. E ← Ey ∪ Ee 

¯3. N ← |Ve| · dey 
4. d ← [1|n ∈ Vy] 
5. for k ← 1, . . . , N do 
6. u ← unif(Ve) 
7. v ← prefRnd(Vy, d) 
8. d[u] ← d[u] + 1 
9. d[v] ← d[v] + 1 
10. E ← E ∪ {(u,v), (v,u)} 
11. od 
12. return(V, E) 

Figura 3.2: Algoritmo que une dos grafos usando preferential attachment. Asume que
los identifcadores de los nodos de la población joven y mayor son diferentes. Asu-
me que Vy y Ve son listas ordenadas que mantienen la correspondencia entre nodos
y valores en d. La función unif(V) devuelve un elemento de V elegido al azar con
probabilidad uniforme.



18 Modelo de vacunación 

3.2.2. Grafos utilizados

Para las simulaciones realizadas que se encuentran en el capítulo 4 se han utilizado
grafos con N = 5000 nodos, el 80 % de la población es joven (Ny = 4000) y el 20 % 
mayor (Ne = 1000).

El grafo de interacciones sociales de los jóvenes es fjo y se ha generado tomando
N = 4000 y m = 20, como resultado hemos obtenido un grafo con γy = 1,77 y
d̄y = 16,9. Hemos creado un total de cuatro grafos dando distintos valores a las

¯interacciones sociales entre la población mayor de y a las interacciones sociales entre
¯jóvenes y mayores dey. Estos datos están identifcados en la tabla 3.1.

Tenemos cuatro tipos de grafo según los distintos parámetros:

Grafos del tipo A: caracterizado por tener escasas interacciones entre la pobla-
ción mayor, es decir, cada persona mayor interactúa con pocas personas mayores.

Grafos del tipo B: caracterizado por tener muchas interacciones entre la pobla-
ción mayor, es decir, cada persona mayor interactúa mucho con otras personas
mayores.

Grafos del tipo α: caracterizado por tener pocas interacciones entre la población
joven y mayor, es decir, cada persona mayor interactúa poco con la población
joven.

Grafos del tipo β: caracterizados por tener muchas interacciones entre la po-
blación joven y mayor, es decir, cada persona mayor interactúa mucho con la
probación joven.

d̄ey 
0,5 3,0 

d̄e α β 
1,0 A Aα Aβ 
7,0 B Bα Bβ 

Tabla 3.1: Parámetros y código utilizado para generar cuatro grafos variando las in-
¯teracciones sociales entre la población mayor de y a las interacciones sociales entre

¯jóvenes y mayores dey.

3.2.3. Difusión de la enfermedad en el grafo

Ahora que ya tenemos generados los grafos necesarios para nuestro estudio, pasa-
remos a explicar la evolución de la epidemia en nuestro modelo a través de los nodos
y enlaces del grafo.

Sea G = (V, E) un grafo generado como se ha descrito previamente. Sea v ∈ V 
un nodo del grafo que representa a un individuo de la población, dado un tiempo t 
el individuo puede estar en uno de los cuatro estados: susceptible (S), infectado (I),
recuperado (R) o victima (V).



�

�

3.2 Grafos 19

Las personas transitan entre los cuatro estados dependiendo de sus interacciones
sociales con otros individuos y su probabilidad de recuperación siguiendo el siguiente
diagrama donde asumimos que no hay re-infecciones en el tiempo de estudio.

(3.1)
� 

β 

S

I // R 

__

� 
ρ 

φ 

V 
� 

La única transición que depende de la interacción social entre los nodos del grafo es
S → I donde un individuo susceptible pasa a estar infectado. La probabilidad de que
ocurra esta transición depende del parámetro β y del número de vecinos infectados de
un nodo dado. El modelo asume que cada individuo interactúa uniformemente con sus
vecinos, esta es la asunción más fuerte que hacemos en nuestro modelo. En realidad,
cada nodo interactúa con algunos nodos más frecuentemente que con otros, un modelo
que puede servir como solución a este problema se encuentra en [4], donde utilizan
un grafo no dirigido cuyos enlaces tienen un peso que representa la frecuencia con
la que dos individuos interactúan. Otra posible solución sería utilizar un multi-grafo,
donde el número de enlaces entre los nodos represente la densidad de interacciones
entre ellos.

Por lo tanto, dado un nodo u en el estadot−1[u] = S en el tiempo t − 1. Cada
vecino v ∈ Nu que se encuentre en el estadot−1[v] = I infectará con probabilidad β 
al nodo u de forma que pasará al estadot[u] = I y con probabilidad 1 − β el nodo u 
permanecerá en el estadot[u] = S.

Los otros estados transitan independientemente de las interacciones entre los nodos
de acuerdo con el esquema de la tabla 3.2.

estadot−1[u] estadot[u] con probabilidad 
S I 1 − (1 − β)NI (u) 

S (1 − β)NI (u) 

R ρ 
I V φ 

I 1 − φ − ρ 
R S 

R 
� 

1 − � 

Tabla 3.2: Probabilidades de transición entre los estados S, I, R, V . La transición de
S a I depende del contacto de un nodo con sus vecinos donde NI (u) representa los
vecinos del nodo u. El resto de transiciones dependen únicamente de los parámetros
epidemiológicos.

Los nodos no vacunados son los únicos que transitan entre estados, un indicador
independiente nos indica si el nodo está vacunado o no.
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Solo los nodos susceptibles pueden ser vacunados. Cuando un nodo es vacunado
permanece en el estado R, es decir, asumimos que la vacuna es 100 % efectiva y aporta
inmediatamente desde el momento de aplicación anticuerpos de por vida.

3.3. Parámetros epidemiológicos 

Ahora que sabemos como transita un individuo entre los distintos estados queda
por determinar los parámetros epidemiológicos β, φ, ρ y �. Para ello hemos utilizado
una modifcación del modelo SIR 2.1 como una primera aproximación:

Hemos divido la población recuperada (R) del modelo original SIR, que no
consideraba victimas, en población recuperada (R) y víctimas (V).

Asumimos que población infectada está aislada para su estudio, lo que se traduce
en partir de las condiciones iniciales S(0) = 0, I(0) = N, R(0) = 0 y V (0) = 0.

Además, hemos asumido que la inmunidad tras superar la enfermedad es permanente
en el tiempo de estudio considerado en la simulación, por lo tanto �y = �e = 0.

La evolución de la población aislada está descrita por:

(3.2)
dI 

= −ρI − φI 
dt 
dR

(3.3) = ρI 
dt 
dV

(3.4) = φI 
dt 

La ecuación (3.2) se trata de una EDO de primer orden de variables separadas, por
lo tanto,

dI dI 
= −ρI − φI =⇒ = I(−ρ − φ)

dt dtZ Z 
dI dI 

= (−ρ − φ)dt =⇒ = (−ρ − φ)dt 
I I 

(−(ρ+φ)t)+Cln(I) = (−(ρ + φ)t) + C =⇒ I = e 

Teniendo en cuenta las condiciones iniciales del problema, la solución para I(t) está
dada por:

(−(ρ+φ)t)(3.5) I(t) = I0e 

donde I0 es el número inicial de infectados, en nuestro caso N .
1Una persona permanece infectada durante un tiempo medio de antes de re-ρ+φ 

cuperarse o morir. Asumiendo que tomamos los días como unidad de tiempo, y una
media de D días de duración de la enfermedad, independientemente de la edad obte-
nemos

1 1 1
(3.6) D = = = 

ρ + φ ρy + φy ρe + φe 
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y por tanto despejando de (3.6),

1
(3.7) ρy + φy = ρe + φe = 

D 

Los valores de los parámetros individuales se determinan usando la letalidad, que es
el número de víctimas dividido del número de casos. Sea Ly y Le la letalidad de la
población joven y mayor respectivamente. A partir de (3.4) y utilizando (3.5) podemos
obtener V (t) 

dV dV (−(ρ+φ)t)= φI =⇒ = φI0e =⇒ 
dt dtZ Z 

dV = φI0e(−(ρ+φ)t)dt =⇒ dV = φI0e
(−(ρ+φ)t)dt =⇒ Z Zt t 

V (t) = φI0 e(−(ρ+φ)τ )dτ =⇒ V (t) = 
φI0 −(ρ + φ)e(−(ρ+φ)τ )dτ =⇒ 

−(ρ + φ)0 0 
φI0 (−(ρ+φ)t)]t 

φI0
V (t) = [e =⇒ V (t) = [e(−(ρ+φ)t) − 1]0−(ρ + φ) −(ρ + φ) 

Por lo tanto,

φI0 (−(ρ+φ)t)](3.8) V (t) = [1 − e 
ρ + φ 

Para un tiempo t muy grande en (3.8) se cumple que

φI0(3.9) V (t) ≈ 
ρ + φ 

Por lo tanto, utilizando (3.9) podemos expresar la letalidad para la población joven y
mayor como,

φy(3.10) Ly = 
ρy + φy 

φe(3.11) Le = 
ρe + φe 

Juntando las ecuaciones (3.10), (3.11) y (3.7) obtenemos

Ly Le(3.12) φy = , φe = 
D D 

Sustituyendo (3.12) en (3.10) y (3.11) y despejando ρ obtenemos

(3.13) ρy = 
1
(1 − Ly), ρe = 

1
(1 − Le)

D D 

El valor β se deriva de su relación con el factor unitario de infección R0, cuya relación
viene dada por

β
(3.14) R0 = 

φ + ρ 
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Nótese que siguiendo el modelo SIR descrito en 2.1 β = kτ . Por lo tanto, utilizando
(3.12) y (3.13) y (3.14) podemos expresar R0,y y R0,e como

βy βy βy(3.15) R0,y = = = 
Ly 1−Ly 1φy + ρy + DD D 

βe βe βe(3.16) R0,e = = = 
Le 1−Le 1φe + ρe +D D D 

Despejando de (3.15) y (3.16) obtenemos

R0,y R0,e
βy = , βe = 

D D 

Los valores utilizados en la simulación se encuentran en la tabla 3.3.

Observable Modelo
Parámetro Valor Parámetro Valor
D 
R0,y 
R0,e 
Ly 
Le 

18 días
2.4
2.4
0.08
0.2

βy 
βe 
φy 
φe 
ρy 
ρe 

0.1333
0.1333
0.0011
0.0111
0.0544
0.044

Tabla 3.3: Valores de los parámetros utilizados en la simulación. Los parámetros ob-
servables de las dos primeras columnas están derivados de los datos epidémicos de
España durante la primera ola del Covid-19 (antes del 30 de marzo). Los paráme-
tros no observables del modelo que se encuentran en las dos últimas columnas están
derivados de los parámetros observables y son los que usaremos en nuestro modelo.

3.4. Optimización 

En este modelo partimos de un grafo que representa la población y un número
pequeño de personas infectadas, seguiremos el mismo algoritmo que [6] para estudiar
la evolución de la epidemia, pero nos centraremos únicamente en el caso en el que
disponemos de una capacidad de vacunación limitada por cada intervalo de tiempo,
por lo que optimizaremos la cantidad de vacunas asignadas a cada población (mayores
y jóvenes) en cada instante de tiempo t designado. Para ello, en lugar de utilizar un
algoritmo genético como el que se utilizó en el estudio previamente mencionado [6],
haremos uso de Programación Dinámica, dividiendo así una tarea muy compleja en
tareas más simples.

Al tratarse de un Problema de Decisión en Múltiples Pasos, basta con defnir
nuestras variables de estado y la función de costo para hallar la política óptima y el
costo asociado a esa política haciendo uso del principio de optimalidad.



3.4 Optimización 23

3.4.1. Formalización

Fijado un tiempo total T , lo dividimos en varios intervalos temporales según nos
convenga [t1, t2, ..., tT ].

Defnición 3.1. Defnimos el vector e(t) como

e(t) = (Iy(t)), Ie(t), V e(t)) 

Donde Iy(t) representa la cantidad de población joven infectada, Ie(t) la cantidad
de población mayor infectada y V e(t) la cantidad de población mayor vacunada en
tiempo t.

A primera vista, el vector e(t) no representaba todo el estado, en cuanto faltan el
número de jóvenes vacunados (V y(t)) y el número de recuperados, Re(t) y Ry(t).

El número de jóvenes vacunados no aparece en el estado debido a que no es una
variable independiente. El número total de vacunados al tiempo t, V (t), se puede
calcular dado que conocemos la cantidad de vacunas que se administran cada día. El
número V y(t) por tanto se puede calcular como

V y(t) = V (t) − V e(t) 

La situación para Re(t) y Ry(t) es diferente. En este caso, estas variables deberían
ser parte del estado, pero las eliminamos estimándolas por razones de efciencia. Si el
estado contiene e variables y cada una puede asumir L valores, el algoritmo tiene una
complejidad O(Le), por lo tanto cada nueva variable supone un aumento exponencial
de la complejidad.

Aproximamos Ry(t) (resp. Re(t)) como una función de Iy(t) (resp. Ie(t)). Consi-
deramos Ry(t) (el cálculo para Re(t) es análogo).

Si la diferencia bi+1 −bi = Δt no es muy grande y β no es muy grande, S(t) variará
poco, y lo podemos considerar constante. Por lo tanto tenemos en el modelo SIR:

(3.17)
DIy S 

= βy Iy − ρyIy − φyIy = λIy 
dt N 

con
S 

λ = βy − ρy − φy
N 

La ecuación (3.17) se trata de una EDO de primer orden de variables separadas, que
se puede resolver de la siguiente manera,

DIy 
= λIy 

dt 
DIy 

= λdt 
Iy Z Z 
DIy 

= λdt 
Iy 

ln(Iy) = λt 
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Por tanto,
Iy(t) = I0e λt 

Sustituyendo este resultado en la ecuación de recuperados,

dR 
= ρI 

dt 
dRy λt = ρyI0e 
dt Z t 

Ry(t) = ρyI0e λτ dτ 
0 
ρyI0

Ry(t) = [e λt − 1]
λ 

aproximando
e λt ∼ 1 + λΔt 

tenemos
Ry(t) ∼ ρyI0Δt 

Con esta aproximación Ry y Re son funciones de proporcionales a ρy y ρe y se pueden
eliminar del estado. Por lo tanto, a partir de e(t) podemos defnir el estado ut = 
(t, e(t)).

Defnición 3.2. Defnimos P (ut) = (p, ut+1) donde p el porcentaje de vacunas sumi-
nistradas a la población mayor en función de ut, y ut+1 es el estado al que nos llevará
administrar p vacunas a la población mayor a partir del estado ut, es decir, se trata
nuestra política puesto que ut+1 = P (ut)[1], para simplifcar notación, a esta política
la llamaremos p(ut), por lo tanto, ut+1 = P (ut)[1] = p(ut).

Defnición 3.3. Defnimos f(ut) como la cantidad de victimas en tiempo t en función
del estado ut.

Defnición 3.4. Defnimos v(ut, p(ut)) = v(ut, ut+1) como la cantidad de victimas
entre los estados ut y ut+1. Esta es nuestra función costo.

Nuestro objetivo consiste en minimizar f(u0), donde u0 = (0, e(0)) y e(0) puede
tomar los valores de cualquier escenario inicial, el cálculo se realiza para todos los
escenarios posibles, pero en nuestro estudio nos centraremos en el caso inicial donde
hay un único infectado joven, es decir, e(0) = (1, 0, 0). Para minimizar f(u0) debemos
encontrar los porcentajes P (u0)[0], ..., P (uT )[0] óptimos de vacunas que debemos su-
ministrar a la población mayor en cada intervalo temporal para reducir el número de
victimas totales.

Para el tiempo t, la función f(ut) cumple

(3.18) f(ut) = v(ut, p(ut)) + f(ut+1) 

Por lo que para minimizar f(u0) basta con encontrar p(ut) = ut+1 en función de
las vacunas asignadas a los mayores en tiempo t y las variables de estado de ut que
minimiza f(ut) en cada punto t ∈ (0, T ).
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Al ser una función recursiva que depende del valor siguiente, una manera de encon-
trar el mínimo consiste en calcular el resultado desde el fnal, es decir empezando en
t = T y terminando en t = 0. En t = T asignamos f(uT ) = 0 ∀uT , y en cada instante
t < T calculamos p(ut) óptimo en función de los distintos valores que puede tomar
e(t) y P (ut)[0]. Para ello en cada instante t dispondremos de un conjunto de posibles
políticas p(ut), escogeremos la que minimice la función f en cada paso siguiendo el
principio de optimalidad.

3.4.2. Modos de vacunación

Una vez hemos determinado el porcentaje de vacunas asignadas a cada población
para cada intervalo temporal se nos plantea el problema de elegir a quien vacunar. En
nuestro estudio las vacunas asignadas a los mayores se distribuyen uniformemente, sin
embargo, hemos elegido dos modos de vacunación para los jóvenes.

Modo popular: La vacuna se administra en orden de popularidad, es decir,
los nodos que poseen más vecinos son vacunados antes. Este modo se utiliza
con el objetivo de reducir el mayor valor propio de la matriz de adyacencia del
grafo, puesto que según el Teorema 2.9 el umbral en el que la epidemia termina
desapareciendo depende directamente de este parámetro. Vacunando a los nodos
más conectados la enfermedad se transmitirá de manera más lenta.

Modo conectado: La vacuna se administra en orden de conexión con los ma-
yores, es decir, la gente joven que interactúa más con mayores son vacunados
primero. Este modo de vacunación tiene como objetivo proteger a la población
más vulnerable frenando la transmisión de la enfermedad desde la población
joven, que está mucho más conectada, a la población mayor, que posee menos
conexiones.

3.5. Implementación 

La implementación se ha realizado íntegramente en Python, desde la creación de
los grafos hasta la optimización. La creación de grafos se ha realizado utilizando el
algoritmo descrito en la sección 3.2.

Una vez creado el grafo, a la hora de inicializarlo infectamos a una pequeña parte
de la población. Para simular el comportamiento de la epidemia hemos tomado los
días como unidad de tiempo, es decir, cada día vacunamos a una cierta cantidad de
personas y estudiamos que ocurre con cada nodo del grafo. El pseudocódigo de la
evolución se encuentra en la fgura 3.3.
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G = simular_un_dia(G) 
1. for k in G do 
2. if estado(k) == Vacunado then 
3. siguiente_estado(k, Vacunado) 
4. elif estado(k) == Susceptible then 
5. for ki in vecinos(k) do 
6. if estado(ki) == Infectado then 
7. w ← unif(0, 1) 
8. if w < β then 
9. siguiente_estado(k, Infectado) 
10. fi 
11. fi 
12. od 
13. elif estado(k) == Infectado then 
14. w ← unif(0, 1) 
15. if w < ρ then 
16. siguiente_estado(k, Recuperado) 
17. else 
18. w ← unif(0, 1) 
19. if w < φ then 
20. siguiente_estado(k, Victima) 
21 fi 
22 fi 
23 fi 
24. od 
25. return G 

Figura 3.3: Pseudocódigo que describe la evolución de la epidemia en un día. La
función siguiente_estado recibe como argumento un nodo y un estado y actualiza el
estado del nodo. La función unif elige un número al azar con probabilidad uniforme
entre los parámetros dados, en nuestro caso entre los números 0 y 1.

A la hora de vacunar a la población mayor, los individuos son elegidos al azar entre
aquellos que son susceptibles con probabilidad uniforme, mientras que la población
joven posee dos modos, la implementación de esta vacunación la hemos llevado a cabo
mediante la utilización de una lista de prioridad que será pasada como argumento a
la función de vacunación según el modo utilizado:

Modo popular: Creamos una lista de los nodos jóvenes ordenada según el
número de vecinos que poseen, los nodos que poseen más vecinos se vacunan
antes que los que poseen menos.

Modo conectado: Creamos una lista de los nodos jóvenes ordenada según
el número de vecinos mayores que poseen, los nodos que poseen más vecinos
mayores se vacunan antes que los que poseen menos.
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A la hora de elegir a que nodo vacunar se busca dentro de la lista ordenada
correspondiente los nodos susceptibles que están disponibles para ser vacunados y se
vacunan según el orden de la lista. El pseudocódigo para la vacunación se encuentra
en la fgura 3.4

G = vacunar(G, I, R, vace, vacy, lista_jovenes) 
1. vacunas_restantes ← vacunar_mayores(G, I, R, vace) 
2. extra_jovenes ← vace - vacunas_restantes 
3. vacunar_jovenes(G, I, R, vacy + extra_jovenes,lista_jovenes) 
4. return G 

Figura 3.4: Pseudocódigo que describe el proceso de vacunación. Primero se vacuna
a la población mayor, donde I es una lista de los nodos infectados, y R es una lista
de los nodos recuperados. La función vacunar_mayores vacuna a la población mayor
susceptible (es decir los nodos que no estén la lista de vacunados ni recuperados)
eligiendo nodos al azar con probabilidad uniforme, si no hay sufcientes susceptibles
disponibles, las vacunas restantes se asignan a los jóvenes. La función vacunar_jovenes
vacuna a la población joven susceptible según el orden dado por la lista_jovenes que
se obtiene según el modo de vacunación utilizado en jóvenes.

A la hora de realizar una simulación para t días, por cada día ejecutamos primero
la vacunación siguiendo el algoritmo descrito en 3.4 y posteriormente la evolución de
la epidemia siguiendo el algoritmo descrito en 3.3. El pseudocódigo de la simulación
se encuentra en 3.5.

G = simular_t_dias(T,G, V acy, V ace, lista_jovenes) 
1. for k ← 1, . . . , T do 
2. G ← vacunar(G, I,R, V acy, V ace, lista_jovenes) 
3. G ← simular_un_dia(G) 
4. od 
5. return G 

Figura 3.5: Pseudocódigo que describe el proceso de vacunación y evolución de la
epidemia en T días. V acy y V ace es la cantidad de vacunas diarias que reciben la
población joven y mayor respectivamente. lista_jovenes es el orden de vacunación
de la población joven. I es la lista de los nodos infectados, y R es la lista de los
nodos recuperados. Para cada día primero se vacuna a ambas poblaciones utilizando
la función vacunar y posteriormente se estudia la evolución de cada nodo mediante la
función simular_un_dia.
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Una vez tenemos disponible todas las herramientas necesarias para simular la
evolución de la epidemia, veamos la implementación del algoritmo de optimización
utilizado.

Partimos de una cantidad de vacunas totales V _total que serán aplicadas en T 
días divididos en intervalos de m días dando un total de N momentos temporales
a estudiar [t0, .., tN ], por lo que las vacunas diarias utilizadas tendrán un valor fjo
v_diarias = V _total/T .

Para poder realizar la optimización hemos dividido nuestro conjunto de posibles
escenarios en los distintos casos que podemos encontrarnos en cada tiempo t. El con-
junto de posibles escenarios está determinado por los valores de las variables de estado
(Iy, Ie, V y, V e), sin embargo, como aplicamos la misma cantidad de vacunas en cada
momento temporal podemos determinar V y a partir de los días transcurridos y V e,
por lo que nuestro conjunto de posibles escenarios estará determinado por (Iy, Ie, V e).
Dividimos el conjunto (Iy, Ie, V e) en (MAX_Iy, MAX_Ie, MAX_V e) intervalos
para su estudio abarcando todos los posibles valores que pueden tomar. Para de fa-
cilitar el guardado y acceso a los datos hemos creado dos funciones para indexar los
posibles valores de (Iy, Ie, V e), la primera, val2idx, asocia un valor dado a un índice, es
decir, asocia los valores de (Iy, Ie, V e) a sus correspondientes índices (iyx, iex, vex), y
la segunda, idx2val, asocia un índice (iyx, iex, vex) a un valor (Iy, Ie, V e). Los índices
(iyx, iex, vex) tomarán valores comprendidos entre 0 y MAX_Iy − 1, MAX_Ie − 1 
y MAX_V e − 1 respectivamente.

Nuestro objetivo es encontrar para cada posible valor de (Iy, Ie, V e) la cantidad de
vacunas óptima que suministrar a la población mayor y joven, por ello hemos defnido
l posibles porcentajes a probar Pp = [p0, ..., pl]. Este es nuestro conjunto de decisiones,
en cada tiempo [t0, .., tN ] debemos elegir el p que minimiza las muertes totales.

Como explicamos en la sección 3.4, empezaremos por el fnal, es decir por tN y
asignamos inicialmente a V ictimas[tN , iyx, iex, vex] = 0 ∀iyx, iex, vex, a partir de
aquí calcularemos las victimas y el porcentaje de V acunas[t, iyx, iex, vex] asignadas
a la población mayor en cada instante t ∈ [t0, .., tN ].

Se debe de tener en cuenta que en cada instante temporal se calcula la política
óptima dependiendo del costo acumulado del siguiente instante temporal, es decir,
para calcular la política óptima del instante tn se utilizan los costos del instante
tn+1 (previamente calculados puesto que empezamos por el fnal) probando todos los
posibles valores de Pp hasta encontrar el que minimiza V ictimas[tn, iyx, iex, vex]. Por
lo tanto, una vez fjado un número p de vacunas asignadas al grupo de los mayores a
partir del estado (Iy, Ie, V e) en tiempo tn, el estado siguiente tn+1 queda fjado. Para
la obtención del estado siguiente hemos utilizado la función obtener_estado_siguiente,
que nos devuelve las variables del estado (Iyn, Ien, V en) al que iremos a parar después
de que se haya simulado asignar p vacunas a los mayores. De esta forma podemos
acumular el costo total del camino desde tN hasta tn para elegir la p que minimiza el
número de víctimas a partir del instante tn, repitiendo este proceso hasta el instante
t0 obtenemos el resultado deseado.

El pseudocódigo de la optimización se encuentra en la fgura 3.6.
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[Victimas, Vacunas] = optimizacion(G, lista_jovenes) 
1. for t ← [tN − 1, .., t0] do 
2. for iyx ← [iyx0, .., iyxMAX_Iy−1] do 
3. for iex ← [iex0, .., iexMAX_Ie−1] do 
4. for vex ← [vex0, .., vexMAX_V e−1] do 
5. [Iy, Ie, Ve] ← idx2val([iyx,iex,vex]) 
8. Vy ← v_diarias · t - Ve 
9. for p ← [p0, ..., pl] do 
10. G ← simular_t_dias(dias, G, dias · p, dias · (1 − p), lista_jovenes) 
11. v ← obtener_victimas(G) 
12. [Iyn,Ien,Ven] ← obtener_estado_siguiente(G) 
13. [iyxn,iexn,vexn] ← val2idx([Iyn,Ien,Ven]) 
14. if v + Victimas[t+1,iyxn,iexn,vexn] < costo_min then 
15. costo_min ← v + Victimas[t+1,iyxn,iexn,vexn] 
16. p_min ← p 
17. fi 
18. od 
19. Victimas[t,iyx,iex,vex] ← costo_min 
20. Vacunas[t,iyx,iex,vex] ← [p_min,iynx,iexn,vexn] 
21. od 
22. od 
23. od 
24. od 
25. return [Victimas, Vacunas] 

Figura 3.6: Pseudocódigo que describe la resolución del problema planteado usando
Programación Dinámica. Donde lista_jovenes defne el modo que se está usando.

3.5.1. Almacenamiento de resultados

En cuanto al almacenamiento de los resultados consiste en dos estructuras parale-
las, que poseerán el tamaño de los posibles valores de las variables de estado e(t) para
cada instante de tiempo t. Ambas estructuras son arrays de 4 dimensiones: una para
el tiempo y tres para los posibles valores de (Iy, Ie, V e). El tamaño de cada dimen-
sión dependerá únicamente de los índices que utilicemos, es decir, MAXI y, MAXI e 
y MAXV e.

La estructura V ictimas almacena el número victimas acumulado.

La estructura V acunas almacena los porcentajes p óptimos de vacunas que asig-
namos a los mayores. Además, en V acunas almacenamos también el siguiente
estado al que iremos a parar tras asignar las vacunas a los mayores, es decir, en
V acunas se encuentra nuestra política óptima.
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Nuestro objetivo consistía en minimizar el número total de victimas hasta tiempo
N partiendo de una pequeña población infectada, por lo tanto la cantidad minimizada
de victimas se encontrará guardada la posición V ictimas[0, 0, 0, 0]. Para encontrar el
porcentaje de vacunas asignadas a los mayores en cada tiempo [t0, ..., tN ] basta con
recorrer los índices guardados en V acunas partiendo de V acunas[0, 0, 0, 0]. Nótese que
ambas estructuras poseen el camino óptimo para cualquier escenario inicial, tan solo
debemos situarnos en el índice correspondiente al estado inicial y seguir el camino que
indica V acunas. Por otra parte, gracias al principio de optimalidad, el modelo se puede
retroalimentar con datos reales y posicionarse en los índices de estado correspondiente
en todo momento para encontrar un camino óptimo a partir de ese punto sin necesidad
de hacer cálculos extra.

3.5.2. Valores utilizados en la simulación

A la hora de simular el comportamiento de la epidemia hemos utilizado los cuatro
grafos descritos en 3.2.

Por otro lado hemos fjado el porcentaje de vacunas totales a 0,2, ya que si tomamos
un porcentaje más grande terminaremos vacunando a los mayores muy rápido y no
habrá nada que optimizar.

En cuanto al tiempo total de la simulación, hemos elegido dos valores: vacunación
intensiva en 49 días y vacunación más lenta en 98 días. Los intervalos de tiempo
tomados son cada 7 días, de forma que cada semana decidiremos que porcentaje de
vacunas asignar a cada grupo de la población. Quedando así nuestros intervalos de la
siguiente manera:

98 días: [0, 7, 14, 21, 28, 35, 42, 49, 56, 63, 70, 77, 84, 91].

49 días: [0, 7, 14, 21, 28, 35, 42, 49].

Hemos elegido 11 posibles porcentajes de vacunas asignadas a los mayores a probar,
según lo descrito en 3.6 tenemos que Pp = [0, 001, 002, 003, 004, 005, 006, 007, 008, 009, 1].
Este es el valor p que debe ser optimizado para cada instante temporal t y cada posible
valor de nuestras variables de estado (Iy, Ie, V e).

Por último, hemos dividido los posibles valores de (Iy, Ie, V e) en 6 intervalos
indexados. Según lo descrito en 3.6 tenemos que MAX_Iy = 6, MAX_Ie = 6, y
MAX_V e = 6. Por lo tanto tendremos que el conjunto de valores que pueden tomar
nuestro índices son, iyx ∈ [0, 1, 2, 3, 4, 5], iex ∈ [0, 1, 2, 3, 4, 5] y vex ∈ [0, 1, 2, 3, 4, 5].
Hemos elegido estos valores debido a que si elegimos unos más pequeños perdemos
precisión, pero si elegimos unos más grandes el tiempo computacional es excesivamente
grande. Cuanto mayor sea este valor más precisión tendremos.
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Resultados

En este capitulo presentamos los resultados del estudio mediante la realización de
simulaciones. Por una parte averiguamos el camino óptimo a partir de unos pocos
nodos infectados siguiendo el algoritmo descrito en 3.4 y posteriormente calculamos
las víctimas realizando una simulación que utiliza el porcentaje de vacunas a aplicar
en cada intervalo temporal hallado previamente.

Este capítulo consta de dos secciones. La primera consiste en la presentación y
análisis de las gráfcas del reparto de vacunas asociado a cada semana y la cantidad
de victimas diarias para cada valor temporal total (49 días y 98 días), modo (popular
o co y topología. Y la segunda parte consiste en una comparación de nuestro modelo
con otras 3 estrategias: vacunar primero a los mayores, vacunar primero a los jóvenes
y asignar la mitad de dosis disponibles a cada grupo.

4.1. Resultados de la Programación Dinámica 

Veremos un total de dieciséis gráfcas. En cada topología tendremos 4 gráfcas:
Las dos primeras corresponden a 49 días de vacunación, las dos segundas a 98 días de
vacunación. Dentro de cada par de gráfcas la primera corresponde al modo popular y
la segunda al modo conectado. El código utilizado para describir la topología utilizada
para los nombres de las gráfcas se encuentra en la tabla 3.1. En todas las simulaciones
hemos empezado con 1 nodo joven infectado en tiempo 0.
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4.1.1. Topología Aα 

En este caso hay pocas interacciones con la población mayor, es decir, cada persona
mayor interactúa con pocas personas mayores y también hay pocas interacciones entre
la población mayor y la población joven. Por lo tanto estamos en el caso en el que la
población mayor está aislada del resto de individuos.

Figura 4.1: Resultados topología Aα en 49 días de simulación. La primera gráfca
corresponde al modo popular y la segunda al modo conectado. La linea azul representa
el porcentaje de vacunas asignado a la población mayor y la linea naranja las víctimas
diarias.

Figura 4.2: Resultados topología Aα en 98 días de simulación. La primera gráfca
corresponde al modo popular y la segunda al modo conectado. La linea azul representa
el porcentaje de vacunas asignado a la población mayor y la linea naranja las víctimas
diarias.

Las cuatro gráfcas empiezan con una vacunación intensiva de los mayores seguida
de una alternación del foco de vacunación por intervalos temporales. Algo a destacar
de estas gráfcas es que tienden a subir el número de vacunas asignadas a los mayores
cuando ha habido previamente una subida en la cantidad de víctimas diarias y pos-
teriormente tiende a asignar más vacunas a los jóvenes conforme decrece la cantidad
de víctimas. Las caídas abruptas de asignación de vacunas como en el caso del modo
popular en la fgura 4.2 en t = 7 son debidas a pequeños errores de nuestro algoritmo
y deben corregirse posteriormente.
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4.1.2. Topología Bα 

En este caso hay muchas interacciones entre mayores pero hay pocas interacciones
de la población mayor con la población joven.

Figura 4.3: Resultados topología Bα en 49 días de simulación. La primera gráfca
corresponde al modo popular y la segunda al modo conectado. La linea azul representa
el porcentaje de vacunas asignado a la población mayor y la linea naranja las víctimas
diarias.

Figura 4.4: Resultados topología Bα en 98 días de simulación. La primera gráfca
corresponde al modo popular y la segunda al modo conectado. La linea azul representa
el porcentaje de vacunas asignado a la población mayor y la linea naranja las víctimas
diarias.

Tres de las cuatro gráfcas empiezan con una vacunación intensiva a los mayores
y posteriormente alternan el foco de vacunación por intervalos temporales. En estas
gráfcas también se puede observar el fenómeno previamente mencionado, tienden a
subir el número de vacunas asignadas a los mayores cuando ha habido previamente
una subida en la cantidad de víctimas diarias y posteriormente tiende a asignar más
vacunas a los jóvenes conforme decrece la cantidad de víctimas. En la gráfca corres-
pondiente al modo popular en la fgura 4.4, empezar con una vacunación intensiva en
el grupo de los jóvenes ayuda a disminuir la velocidad de propagación de la enferme-
dad en el grafo de los jóvenes. Esta estrategia puede deberse a que los mayores están
relativamente aislados del grupo de los jóvenes y por lo tanto el algoritmo se puede
centrar en frenar la difusión de la enfermedad en el grafo de los jóvenes.
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4.1.3. Topología Aβ 

En este caso hay pocas interacciones entre mayores pero hay muchas interacciones
de la población mayor con la población joven.

Figura 4.5: Resultados topología Aβ en 49 días de simulación. La primera gráfca
corresponde al modo popular y la segunda al modo conectado. La linea azul representa
el porcentaje de vacunas asignado a la población mayor y la linea naranja las víctimas
diarias.

Figura 4.6: Resultados topología Aβ en 98 días de simulación. La primera gráfca
corresponde al modo popular y la segunda al modo conectado. La linea azul representa
el porcentaje de vacunas asignado a la población mayor y la linea naranja las víctimas
diarias.

Tres de las cuatro gráfcas empiezan con una vacunación intensiva a los jóvenes.
Esto puede deberse a que en este caso los jóvenes están muy conectados a los mayores y
la enfermedad se extiende más rápido en la población joven ya que poseen más vecinos,
por lo tanto la estrategia a usar en este caso consiste en una primera vacunación
intensiva a los jóvenes para frenar la expansión de la epidemia a través del grafo,
seguida de una tendencia a subir la dosis de vacunas asignadas a los mayores en el modo
popular para proteger a la población vulnerable, y alternar el foco de vacunación en el
modo conectado puesto que los nodos conectados con mayores hacen de barrera para
evitar que la enfermedad se transmita a la población mayor. Aquí también podemos
apreciar el fenómeno visto en las gráfcas anteriores, sin embargo no es tan claro como
en los casos anteriores.
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4.1.4. Topología Bβ 

En este caso hay muchas interacciones entre mayores y hay muchas interacciones
de la población mayor con la población joven.

Figura 4.7: Resultados topología Bβ en 49 días de simulación. La primera gráfca
corresponde al modo popular y la segunda al modo conectado. La linea azul representa
el porcentaje de vacunas asignado a la población mayor y la linea naranja las víctimas
diarias.

Figura 4.8: Resultados topología Bβ en 98 días de simulación. La primera gráfca
corresponde al modo popular y la segunda al modo conectado. La linea azul representa
el porcentaje de vacunas asignado a la población mayor y la linea naranja las víctimas
diarias.

Las gráfcas correspondientes al modo popular empiezan con una vacunación in-
tesiva a los jóvenes para frenar la expansión de la epidemia en la población que está
fuertemente conectada seguida de una alternancia del foco entre jóvenes y mayores.
Por otro lado en el modo conectado el foco al inicio son los mayores, esto puede deberse
a que unas pocas dosis asignadas a los nodos más conectados con los mayores frena la
transmisión de la enfermedad entre ambos grupos siendo sufciente para disminuir las
víctimas, posteriormente alterna el foco entre ambos grupos. Aquí también podemos
apreciar en menor medida el fenómeno visto en las gráfcas anteriores.
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Características generales

En la mayoría de los casos las víctimas totales en el modo conectado son inferiores
a las del modo popular. Esto nos da la pista de que la vacunación debería estar cen-
trada en estos nodos. Por otra parte, hemos podido observar que el algoritmo tiende
a aumentar las dosis asignadas a los mayores conforme suben las víctimas y cuando
empieza decrecer el número de victimas va alternando entre ambas poblaciones. Esto
puede deberse a que el modelo se centra en frenar la difusión de la enfermedad va-
cunando a la población joven, pero a la vez cambia de foco para reducir el número
de víctimas en la población mayor cuando hay un aumento signifcativo de víctimas
diarias.

Algo a destacar en el modo conectado es que en la mayoría de casos se asigna una
gran cantidad de vacunas a la población mayor y posteriormente se alterna el foco de
vacunación. Esto puede deberse a que vacunar a unos pocos nodos jóvenes conectados
con la población mayor permite que la enfermedad no se transmita entre la población
joven y mayor puesto que estos nodos actúan como barrera.

En cuanto al modo popular, por lo general tiende a iniciar con una vacunación
intensiva a los jóvenes seguida de una alternancia del foco de vacunación. Esto puede
deberse a que al no poder aislar correctamente a los mayores, la enfermedad empieza a
difundirse rápidamente en el grafo correspondiente a los jóvenes y por lo tanto vacunar
a los jóvenes que poseen más vecinos repercute en una disminución de la velocidad
propagación en la población general, y por tanto tardará más en propagarse al grafo
de los mayores. Posteriormente va alternando el foco de vacunación entre jóvenes y
mayores para disminuir el número de víctimas y evitar que la velocidad de propagación
de la enfermedad aumente.

4.2. Comparación con otras estrategias 

Con el objetivo de verifcar que tan óptimo es nuestro algoritmo hemos comparado
los resultados obtenidos con otras tres estrategias:

1. Asignar todas las dosis disponibles a los mayores, es decir, p = 1 ∀t.

2. Asignar todas las dosis disponibles a los jóvenes, es decir, p = 0 ∀t.

3. Asignar la mitad de las dosis a los mayores y la otra mitad a los jóvenes, es
decir, p = 0,5 ∀t.

Para comparar las estrategias hemos realizado 100 simulaciones para cada estrategia y
hemos hallado la media de victimas totales en cada una. Hemos hecho dos pruebas, en
una hemos empezado con 1 nodo joven infectado, y en otra con 70 infectados jóvenes
y 15 infectados mayores.

En la tabla 4.1 encontramos los resultados de las distintas estrategias aplicadas a
las diferentes topologías con ambos modos partiendo de un único infectado joven.
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p = 1 ∀t p = 0,5 ∀t p = 0 ∀t Nuestro modelo
Días Victimas de la topología Aα en modo popular
49
98

257
383

231
388

213
417

250
387

Días Victimas de la topología Aα en modo conectado
49
98

263
385

223
372

180
373

250
378

Victimas de la topología Bα en modo popular
49
98

255
411

248
427

266
453

247
431

Victimas de la topología Bα en modo conectado
49
98

258
405

255
431

247
454

253
420

Victimas de la topología Aβ en modo popular
49
98

280
421

269
429

243
437

251
433

Victimas de la topología Aβ en modo conectado
49
98

279
420

272
428

246
443

263
430

Victimas de la topología Bβ en modo popular
49
98

275
421

265
434

275
449

261
430

Victimas de la topología Bβ en modo conectado
49
98

275
421

281
437

296
459

273
430

Tabla 4.1: Comparación del número de víctimas con otros modelos partiendo de un
infectado joven.

La estrategia de vacunar primero a los mayores (p = 1 ∀t) es muy efciente a largo
plazo pero muy poco efciente a corto. Ocurre lo contrario con el caso de vacunar
primero a los jóvenes (p = 0 ∀t). Por otro lado vacunar a la mitad de la población joven
y a la mitad de la población mayor (p = 0,5 ∀t) ofrece una media de las estrategias
anteriores sin llegar a ser la más óptima en ningún caso. Nuestro modelo es uno de
los más estables tanto a corto plazo como a largo plazo y en algunas ocasiones como
en el caso de 49 días en el grafo Bα y Bβ llega a ser la estrategia más óptima.

Algo destacable que encontramos en todas las estrategias en ambos modos de
vacunación es que en general la cantidad de víctimas principalmente en la topología Aα 
pero también en la topología Bα es inferior a las otras dos topologías. Esto implica que
tomar medidas de aislamiento como el confnamiento de la población mayor al menos
durante las primeras fases de vacunación incidirán muy positivamente reduciendo el
número de víctimas totales.
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En la tabla 4.2 encontramos los resultados de las distintas estrategias aplicadas
a las diferentes topologías con ambos modos partiendo de 70 infectados jóvenes y 15 
infectados mayores. Los valores de esta tabla para nuestro modelo los hemos obtenido
incrementando el número de máximo de índices de las variables de estado a 8.

p = 1 ∀t p = 0,5 ∀t p = 0 ∀t Nuestro modelo
Días Victimas de la topología Aα en modo popular
49
98

328
407

330
412

350
434

328
408

Días Victimas de la topología Aα en modo conectado
49
98

328
402

318
407

320
421

315
402

Victimas de la topología Bα en modo popular
49
98

360
438

374
450

392
464

360
450

Victimas de la topología Bα en modo conectado
49
98

359
440

380
453

396
463

358
451

Victimas de la topología Aβ en modo popular
49
98

361
439

365
445

379
458

360
441

Victimas de la topología Aβ en modo conectado
49
98

361
439

366
442

378
454

365
445

Victimas de la topología Bβ en modo popular
49
98

360
440

373
453

395
465

368
444

Victimas de la topología Bβ en modo conectado
49
98

363
438

374
451

396
464

374
451

Tabla 4.2: Comparación del número de víctimas con otros modelos partiendo de 70 
infectados jóvenes y 15 infectados mayores.

Tanto la estrategia de vacunar primero a los mayores (p = 1 ∀t) como nuestra
estrategía toman los valores más bajos de víctimas en todos los casos. Pese a que ambas
estrategias toman valores muy similares la más óptima en la mayoría de casos es la de
vacunar primero a los mayores (p = 1 ∀t). Nótese que en esta tabla nuestro modelo
toma valores más bajos en comparación con las otras estrategias en más ocasiones que
en la tabla 4.1 gracias a que hemos tomado 8 índices en lugar de 6. Esto indica que
cuanto más índices tomemos obtendremos mejores resultados.
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Conclusiones

Como hemos podido observar, a primera vista la estrategia actual que están uti-
lizando muchos países es una de las más óptimas en la mayoría de los casos. Sin
embargo, nuestro modelo es capaz de competir con la estrategia actual incluso llegan-
do a reducir las victimas en casos específcos. El cálculo de los porcentajes óptimos se
puede ajustar mucho mejor aumentando el número máximo de índices correspondien-
tes a las variables de estado de la simulación, de esta forma los posibles escenarios
estarán divididos en intervalos más pequeños y por lo tanto será más preciso a la hora
de calcular los porcentajes. Sin embargo, esto repercute en un aumento signifcativo
del tiempo computacional, por lo que para que sea viable necesitamos disponer de un
buen hardware.

Por otro lado una estrategia común que hemos podido observar en la mayoría
gráfcas del capítulo anterior es que nuestro modelo tiende a subir la cantidad de
vacunas asignadas a los mayores cada vez que hay un aumento signifcativo del número
de víctimas y posteriormente va disminuyendo esta asignación conforme decrece este
número. Esto nos da a entender que el algoritmo busca un equilibrio entre frenar la
expansión de la enfermedad en el grafo de los jóvenes y proteger a los mayores para
disminuir la mortalidad.

5.1. Ventajas 

La ventaja principal que encontramos en nuestro modelo es la capacidad que tiene
de adaptarse a cualquier situación gracias a que calculamos todos los caminos óptimos
para cada posible situación de infectados y vacunados que podemos encontrarnos en
la realidad. Esto permite retroalimentar al modelo con los datos reales para volver
a hallar el camino óptimo en base a esos datos sin tener que realizar ningún cálculo
extra puesto que guardamos toda la información obtenida para cada posible situación
en cada instante temporal. Esto permite que nuestro modelo sea muy fexible.

39



40 Conclusiones 

5.2. Limitaciones 

La limitación principal que encontramos en el modelo es la difcultad para identif-
car los nodos correspondientes a la población joven que debemos vacunar. En nuestra
simulación las relaciones sociales de los individuos están muy simplifcadas y podemos
saber con precisión la cantidad de vecinos que tiene cada nodo en todo momento. En el
caso de usar el modo conectado, podemos vacunar a los individuos según su profesión
(p. ej.personal que trabaja en las residencias de ancianos). Sin embargo, identifcar
los individuos a vacunar en el modo popular es más complicado puesto que supondría
una invasión en la privacidad de los individuos.

Otro inconveniente se encuentra en identifcar la topología de la red. Pese a que una
de las medidas a tomar es el confnamiento de la población, y en ese caso podríamos
suponer que estamos en la topología Aα, en el resto de los casos no está tan claro ante
que topología nos encontramos.

Otra de las limitaciones que posee el modelo es el suponer que los individuos
interaccionan uniformemente con sus vecinos.

5.3. Posibles mejoras 

Una de las mejoras que se desearía hacer en el modelo consiste en ser capaces de
representar la densidad de interacciones entre los nodos, esto puede hacerse utilizando
pesos que representen la frecuencia con la que dos personas se relacionan en los enlaces
de los nodos y tenerlos en cuenta a la hora de simular al evolución de la enfermedad.

Por otro lado, sería muy interesante poder intercalar ambos modos de vacunación
en la población joven para poder mejorar la optimización de la cantidad de vacunas
asignadas en cada momento temporal teniendo la posibilidad de cambiar el foco dentro
la población joven.

Otra mejora deseable sería encontrar la cantidad óptima de índices para obtener
resultados fables sin aumentar excesivamente el tiempo de cómputo.

Por último, si se dispone de un hardware lo sufcientemente potente para poder
añadir la variable de estado de los recuperados, el algoritmo se podría ajustar aún
más a cada caso específco obteniendo así mejores resultados.
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