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Resumen

Los métodos de campo medio y más allá de campo medio se han desarrollado

ampliamente durante las últimas décadas para estudiar la estructura de los núcleos

atómicos desde el punto de vista teórico a partir de aproximaciones variacionales. La

gran mayoŕıa de las aplicaciones de estos métodos están basadas en funcionales de

la densidad no-relativistas (Skyrme, Gogny) o relativistas. Además, las funciones de

onda de campo medio empleadas en dichos cálculos están normalmente restringidas

para cumplir ciertas simetŕıas que simplifiquen el problema teórico.

El trabajo de tesis que aqúı se presenta forma parte de un proyecto ambicioso

llamado TAURUS (Theory for A Unified descRition of nUclear Structure), en el que

se desarrolla desde cero el método de la coordenada generadora (Generator Coordi-

nate Method, GCM) con funciones de onda de tipo Hartree-Fock-Bogoliubov (HFB)

proyectadas a buenos números cuánticos. Las ventajas de este nuevo desarrollo son:

1) el uso de transformaciones HFB lo más generales posibles en las que únicamen-

te se impone que éstas sean reales y no complejas; 2) la restauración simultanea

del momento angular, número de part́ıculas (protones y neutrones) y paridad; 3) la

posibilidad de estudiar núcleos pares e impares, aśı como excitaciones colectivas y

monoparticulares gracias al mecanismo de bloqueo; 4) el uso potencial de cualquier

interacción nuclear efectiva a dos cuerpos.

Gracias a este desarrollo teórico y computacional, en este trabajo se ha com-

probado la capacidad de los métodos variacionales para reproducir los resultados

provenientes de la diagonalización exacta de hamiltonianos no-triviales ampliamente

empleados en cálculos del modelo de capas. Aśı, se han utilizado las interacciones

USD y KB3G, definidos en los espacios de valencia sd y pf respectivamente, para

hacer las correspondientes comparaciones. En particular, se ha analizado en núcleos
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individuales el papel que juegan los grados de libertad colectivos, como la deforma-

ción cuadrupolar y los distintos canales de apareamiento (incluyendo como novedad

los apareamientos protón-neutrón isoescalar e isovectorial), en la descripción de los

espectros. Además, se han realizado estudios sistemáticos en los isótopos de calcio

(pares e impares) en la capa pf y de los núcleos (par-par, par-impar e impar-impar)

de la capa sd, obteniéndose resultados próximos a los exactos cuando se incorporan

la gran mayoŕıa de los grados de libertad colectivos en el método.

Por último, se ha realizado el cálculo de elementos de matriz asociados a las

desintegraciones electromagnéticas, β y ββ sin emisión de neutrinos para mostrar la

capacidad de estos métodos para reproducir transiciones.



Abstract

Mean Field and Beyond Mean Field methods have been broadly developed during

the last decades in order to study the structure of atomic nuclei from a theoretical

perspective starting from variational approximations. Most of the applications of

these methods are based in non-relativistic (Skyrme, Gogny) or relativistic density

functionals. Furthermore, mean field wave functions used in those calculations are

usually constrained to certain symmetries that simplify the theoretical problem.

This thesis work here exposed is part of an ambitious project called TAURUS

(Theory for A Unified descRition of nUclear Structure), a computational suite based

on the Generator Coordinate Method (GCM) that uses Hartree-Fock-Bogoliubov

(HFB)-like wave functions projected onto good quantum numbers. The advantages

of this new work are: 1) implementation of the most general HFB real transforma-

tions; 2) simultaneous restoration of angular momentum, particle number (protons

and neutrons) and parity; 3) capability of describing even and odd nuclei, as well

as collective and single-particle excitations thanks to the blocking mechanism; 4)

potential use of any of the two body effective nuclear interactions.

Thanks to this theoretical and computational development, the ability of varia-

tional methods to reproduce the results from the exact diagonalization of non-trivial

Hamiltonians, widely used in shell model calculations, has been tested. Then, USD

and KB3G interactions, defined within sd and pf valence spaces, were used to make

the corresponding comparisons. Particularly, the role of collective degrees of free-

dom, such as quadrupole deformations and all possible pairing channels (including

as a novelty isoscalar and isovectorial proton-neutrons channels) in the description of

energy spectra were analysed. Moreover, systematic studies in calcium isotopes (even

and odd) in the pf -shell and in sd-shell even-even, even-odd and odd-odd nuclei were
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carried out, obtaining results near to the exact ones when all of the collective degrees

of freedom are taken into account in this method.

Finally, matrix elements of electromagnetic, β and ββ without neutrino emission

decays were calculated to show the ability of these methods to reproduce these

transitions.
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A.3.2. Operador multipolar magnético . . . . . . . . . . . . . . . . . 181

B. Probabilidades de transición β 185

B.1. Definiciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Motivación del proyecto TAURUS

Casi noventa años han pasado desde el descubrimiento del neutrón [1], hecho

que –podŕıamos afirmar– marcó el origen de la f́ısica nuclear. Desde entonces, y

gracias al desarrollo teórico de la mecánica cuántica, hemos podido conocer con

mayor profundidad la estructura y propiedades del núcleo atómico.

Sin embargo, el estudio a nivel teórico de la estructura nuclear se encuentra con

grandes dificultades. En primer lugar, en comparación con otras fuerzas fundamenta-

les de la naturaleza, la interacción nuclear se conoce relativamente poco. Este hecho,

puede atribuirse –entre otros motivos– a la inaccesibilidad experimental hasta finales

la década de 1960[2] y a la propia complejidad de los modelos teóricos existentes. En

segundo lugar, el número de part́ıculas que está en juego en este tipo de sistemas

también resulta un inconveniente. Desafortunadamente, el núcleo atómico no es ni

lo suficientemente ligero como para poder resolver exactamente las ecuaciones que

rigen su dinámica, ni lo suficientemente grande como para poder aplicar mecánica

estad́ıstica. Esta dificultad en el tratamiento teórico del núcleo ha hecho que, desde

mediados del siglo XX hasta ahora, se hayan desarrollado multitud de técnicas para

poder acercarnos lo más posible a la verdadera naturaleza de lo que se conoce como

el problema de muchos cuerpos nuclear.

El desarrollo de estas herramientas teóricas no solo hace que podamos dar explica-

ción a las mediciones experimentales más conocidas –enerǵıas de ligadura, espectros
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2 Caṕıtulo 1. Introducción

de enerǵıa de excitación, emisiones de radiación EM etc.–, sino que permite explorar

fenómenos y situaciones para las que todav́ıa no hay experimentación posible, como

es el caso de las desintegraciones β doble sin neutrinos (abreviado habitualmente

0νββ). Estos problemas, además, suelen ser de importancia compartida con otros

campos de estudio, tales como la f́ısica de part́ıculas o la astrof́ısica.

A nivel teórico el problema de la estructura nuclear es dif́ıcil de abordar princi-

palmente por dos motivos: la complejidad de las interacciones nucleares y las dimen-

siones del problema, que con muy pocos cuerpos ya se hace irresoluble.

Con respecto a las interacciones, en las últimas décadas se han producido avan-

ces muy importantes para conectar la teoŕıa de la interacción fuerte –esto es, la

cromodinámica cuántica (Quantum Chromodynamics, QCD)– con las interacciones

entre los nucleones constituyentes del núcleo. En particular, a través de la teoŕıa de

campos efectiva quiral[3, 4] (Chiral Effective Field Theory, χEFT) y los métodos de

renormalización como el Similarity Renormalization Group (SRG)[5, 6], se han podi-

do producir interacciones efectivas que, además de preservar la descripción adecuada

de los experimentos de dispersión nucleón-nucleón (desfasajes) y de núcleos muy

ligeros[7], se pueden usar en cálculos de estructura nuclear[8, 9]. A los cálculos que

emplean este tipo de interacciones se les etiqueta como de primeros principios o ab

initio, aunque en –prácticamente– la totalidad de dichos cálculos se emplean aproxi-

maciones, tanto en las interacciones efectivas finales como en el método de resolución

del problema de muchos cuerpos. De hecho, el grado de acuerdo que se alcanza con

el experimento y el rango limitado de núcleos en los que se pueden aplicar hacen

que los métodos ab initio estén todav́ıa en una fase temprana de desarrollo. Por

tanto, todav́ıa se tiene que recurrir a interacciones nucleares efectivas fenomenológi-

cas (ajustadas a propiedades de núcleos no necesariamente ligeros) que proporcionen

buenas predicciones e interpretaciones teóricas de los datos experimentales.

Por otra parte, la resolución exacta de la ecuación de Schrödinger nuclear resul-

ta inabordable a partir de un número no muy grande de nucleones en el sistema.

Por tanto, se debe recurrir a modelos nucleares que simplifiquen el problema sin

perder la capacidad predictiva de la teoŕıa. En este sentido, los dos métodos más

usados para resolver el problema de muchos cuerpos nuclear son el modelo de capas

con interacción[10] (Interacting Shell Model, ISM) y los métodos de campo medio
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autoconsistente[11] (Self-Consistent Mean Field, SCMF) y sus extensiones más allá

del campo medio[12] (Beyond-Mean Field Approximations, BMFA).

En el primero de los casos, el problema se divide en un conjunto de nucleones

inerte (core) y unos nucleones de valencia que pueden ocupar estados monoparticu-

lares en un espacio de valencia restringido. El core se elige habitualmente como un

núcleo con números mágicos cercano y el espacio de valencia suele comprender un

número limitado de órbitas de oscilador armónico (con término de esṕın-órbita) por

encima de dicho core. La fuerza nuclear con la que interaccionan los nucleones de

valencia está adaptada a dicho espacio de valencia y habitualmente contiene ajus-

tes fenomenológicos (enerǵıas de part́ıcula independiente y elementos de matriz a

dos cuerpos que se modifican para reproducir ciertos valores experimentales en esa

región de núcleos). Recientemente se están empleando también interacciones efecti-

vas de tipo ab initio[13–15] aunque las más empleadas siguen teniendo una fuerte

componente fenomenológica. Una vez que el problema está definido en el espacio

de valencia, éste se resuelve exactamente diagonalizando el hamiltoniano en bases

de enormes dimensiones definidas por determinantes de Slater. La combinación de

considerar interacciones ajustadas a regiones espećıficas y de realizar una diagonali-

zación exacta hacen del modelo de capas con interacción el mejor método que existe

en la actualidad para reproducir espectros nucleares. Sin embargo, este método no

es universal ya que está limitado a núcleos que no se encuentren muy lejos de los

cierres de capas, y tiene el inconveniente de que las interacciones se deben ajustar a

los espacios de valencia usados.

Una perspectiva diferente de abordar el problema de muchos cuerpos nuclear es

la que proporciona la aproximación de campo medio y sus extensiones. En este caso

se usa el método variacional para hallar soluciones aproximadas usando espacios va-

riacionales de funciones de onda cada vez más complejas, empezando con funciones

de onda de campo medio o de tipo producto (como en el método de Hartree-Fock-

Bogoliubov, HFB), continuando con la restauración de las simetŕıas rotas a nivel de

campo medio mediante la proyección a buenos números cuánticos (momento angular,

paridad, número de protones y neutrones, etc.), y finalizando con la mezcla de con-

figuraciones mediante, por ejemplo, el método de la coordenada generadora[16, 17]

(Generator Coordinate Method, GCM).
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Esta tesis doctoral se enmarca precisamente en el desarrollo de las técnicas de

campo medio y más allá de este. Más concretamente, este trabajo forma parte del

proyecto TAURUS que persigue una descripción completa de la estructura nuclear

usando métodos variacionales con interacciones nucleares genéricas, siendo la apro-

ximación más sofisticada empleada el método del generador de coordenadas con fun-

ciones de onda proyectadas a buen número de part́ıculas, paridad y momento angular

(Projected Generator Coordinate Method, PGCM). Este método ha sido ampliamente

utilizado en cálculos de estructura nuclear en las últimas dos décadas con interaccio-

nes efectivas fenomenológicas dependientes de la densidad (Energy Density Functio-

nals, EDF) tales como Skyrme[18], Gogny[19] o lagrangianos relativistas[20, 21].

Sin embargo, estos últimos métodos no están exentos de limitaciones. Por un lado,

los códigos EDF existentes en la actualidad están muy ajustados y optimizados para

usarse con un tipo concreto de interacción y no permiten mucha flexibilidad para

cambiar dicha interacción. Además, en algunos casos se tiene dificultad para incorpo-

rar grados de libertad que supongan rupturas de simetŕıas subyacentes a las funciones

de onda de campo medio. A modo de ejemplo, la ruptura de la inversión temporal

–ya sea con el mecanismo de bloqueo[22] y/o cranking [23]– permite la descripción

adecuada de núcleos impares y de excitaciones colectivas y monoparticulares con

el mismo formalismo, y, la mezcla de protones y neutrones en las transformaciones

HFB permite el estudio del apareamiento protón-neutrón (isoescalar e isovectorial),

entre otras bondades.

De este modo, el proyecto TAURUS pretende ir más allá de las limitaciones

impuestas en dichas aplicaciones. El conjunto (suite) de códigos informáticos que lo

componen, escritos en FORTRAN 2003, son capaces de resolver el problema nuclear

de muchos cuerpos cuántico usando el método PGCM con interacciones genéricas a

dos cuerpos y con funciones de onda de tipo HFB generales (salvo la condición de que

la transformación HFB sea real). Además, emplea una base de oscilador armónico

esférico con esṕın-órbita como base de part́ıcula independiente y puede acomodar

un número arbitrario de capas de oscilador, si bien el incremento exponencial en el

tiempo de cálculo con el número de capas limita este número de manera práctica.
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1.2. Estructura de la memoria

Esta memoria de tesis está estructurada del siguiente modo: En el Caṕıtulo 2 se

exponen someramente algunos de los grandes modelos de estructura nuclear que han

ido sofisticándose desde mediados del siglo anterior, donde residen con los conceptos

de fondo que sustentan el formalismo teórico de este trabajo. Además, se hará men-

ción a las distintas interacciones nucleares que a d́ıa de hoy se utilizan, junto con las

principales técnicas para su obtención.

En el Caṕıtulo 3 se expone la teoŕıa asociada al formalismo PGCM, desde la

obtención de los estados de cuasipart́ıcula con la transformación HFB hasta la forma

en la que se realiza la mezcla de configuraciones para la obtención de la función

de ondas nuclear aproximada. Dado que existen fuentes bibliográficas al respecto,

se hará énfasis en las expresiones relevantes para la implementación numérica de

las distintas herramientas, dejando al lector –en las correspondientes referencias–

aquellos manuales de estructura nuclear que exponen minuciosamente los conceptos

involucrados.

Los Caṕıtulos 4 y 5 se dedican a la comparación de las diferentes aproximaciones

variacionales PGCM con los resultados exactos, dados por los cálculos del mode-

lo de capas. Esto supone una puesta a prueba no solo del formalismo, sino de la

fiabilidad de los códigos desarrollados a lo largo del periodo de investigación. Para

dicha comparación se emplearán las mismas interacciones realistas que se emplean

en la resolución exacta de los problemas de estructura. Además, se hará especial

énfasis en el papel de las simetŕıas consideradas en las funciones de onda, aśı como

en la relevancia de los grados de libertad (colectivos y no colectivos) habitualmente

explorados en la literatura.

El Caṕıtulo 6 se centra en las correlaciones de apareamiento y su efecto en la

descripción de las probabilidades de transición β y ββ sin neutrinos. Además, se

profundizará en el problema de la competición entre los canales de acoplamiento

protón-neutrón isovectorial e isoescalar.

Por último, el Caṕıtulo 7 servirá como cierre de la memoria de tesis, exponiendo

las principales conclusiones y algunas ĺıneas de trabajo futuras. Se deja además,

para los dos apéndices incluidos, las expresiones y desarrollos necesarios para la

implementación numérica de las transiciones electromagnéticas (Apéndice A), β y
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ββ sin neutrinos (Apéndice B).



Caṕıtulo 2

Modelos nucleares

2.1. Una breve introducción histórica

El núcleo atómico, como se ha mencionado en la introducción, es un sistema

altamente complejo en el que entran en juego multitud de factores. La presencia de

tres de las cuatro fuerzas fundamentales, el tratamiento mecano-cuántico y el número

de part́ıculas involucrado, por mencionar algunas dificultades, ha hecho que desde

hace más de un siglo los modelos teóricos hayan evolucionando, perfeccionándose y,

en algunos casos, ramificarse para poder describir los distintos fenómenos asociados

a la f́ısica nuclear.

Por un lado, la interacción nucleón-nucleón no está del todo clara. Si bien es

cierto que la teoŕıa QCD ha ayudado a entender la naturaleza de dicha interacción,

a d́ıa de hoy estamos lejos de poder describir toda la riqueza y variedad de la carta

de núcleos en términos de las part́ıculas elementales que componen los nucleones.

Por otro lado, revisando los distintos modelos nucleares que se han desarrollado

hasta la fecha, podemos ver la disparidad de propiedades que cada uno de ellos puede

describir. Desde el punto de vista macroscópico, ya en 1930 podemos encontrar los

primeros modelos nucleares[24], en los que se entend́ıa el núcleo como una gota de

agua formada formada por protones y electrones. Esta idea fue depurándose hasta lo

que conocemos hoy como el modelo de gota ĺıquida (Liquid Drop Model), el cual es

capaz de describir con cierta precisión las masas y enerǵıas de enlace de los distintos

núclidos con la célebre fórmula semiemṕırica de masas de Bethe y Weizsäcker[25].

7
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Gracias a las distintas correcciones de este último modelo, se pudo entender las

deformaciones de masa, estados rotacionales y vibracionales e incluso se pudo expli-

car en gran medida el fenómeno de la fisión nuclear[26, 27]. No obstante todas estas

propiedades del núcleo no dejan de ser macroscópicas, esto es, entendido el núcleo

como un todo colectivo, sin prestar atención a lo que ocurre con cada nucleón de

forma individual. De este modo, a medida que la experimentación en f́ısica nuclear

crećıa, se vio la necesidad de considerar el comportamiento individual de los nu-

cleones, por lo que comenzaŕıan a desarrollarse los primeros modelos de estructura

nuclear microscópicos. El primero de estos fue la aplicación de la teoŕıa del gas de

Fermi[28], originalmente elaborada para átomos multielectrónicos. Años más tarde,

a mediados de siglo XX, se asentarán las bases de los modelos en los que se enmarca

esta tesis, esto es, el modelo de capas nuclear y la aproximación de campo medio.

2.2. Modelo de capas

Con el paso del tiempo y el desarrollo de mejores técnicas experimentales, cada

vez se pońıa más de manifiesto la importancia de poder describir microscópicamente

el núcleo atómico. A finales de la década de los 40, Maria Goeppert-Mayer y en

paralelo Otto Haxel, J. Hans D. Jensen, y Hans E. Suess dan por primera vez una

explicación satisfactoria a que ciertos núcleos -en particular con 20, 50, 82 o 126

protones o neutrones- presentaran una mayor estabilidad[29–31]. Aśı, y tomando

como referencia el llenado de órbitas electrónicas en el modelo atómico, se entendió

que también protones y neutrones se organizaban en capas de tal modo que, al

cerrarse una de estas, el núcleo en cuestión era más estable que los núcleos vecinos.

A los núcleos que cerraban capas en esos números se les conoce como mágicos, y si

cierran capas en protones y neutrones, doblemente mágicos.

Fundamentalmente, el modelo de capas se basa en los siguientes principios. En

primer lugar, para construir las funciones de onda nucleares de muchos cuerpos se

toman, como punto de partida, las funciones de onda monoparticulares, teniendo en

cuenta que los nucleones interactúan únicamente con un potencial promedio de tipo

oscilador armónico junto con una fuerte interacción esṕın-órbita[10]:
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Figura 2.1: Distintas órbitas dadas por el modelo de capas nuclear. Los números
contenidos en ćırculos indican los mágicos asociado a la expresión (2.1). Extráıdo de
[32].

U(r) =
1

2
~ωr2 +D~l2 + C~l · ~s (2.1)

Aśı, la función de onda del núcleo, considerando cada uno de sus nucleones, es el

producto de estas funciones de onda individuales de los protones y neutrones que van

llenando las distintas capas asociadas a dicho potencial, es decir, un determinante

de Slater, el cual se emplea para diagonalizar el hamiltoniano de muchos cuerpos

nuclear.
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Aunque este proceso proporciona la solución exacta al problema, por desgracia,

esta es inalcanzable cuando tenemos un número elevado de part́ıculas. En efecto, la

combinatoria asociada al cálculo de los determinantes de Slater hace que el número

de estados de la base pueda llegar a ser verdaderamente grande, de modo que el

tiempo de cálculo requerido por los códigos SM se presenta como una limitación

del método. Este hecho se pone de manifiesto más expĺıcitamente en cálculos el

método denominado modelo de capas sin core (No-Core Shell Model, NCSM) debido

a su enorme coste computacional, solamente se puede usar sin aproximaciones para

núcleos muy ligeros[33].

Considerando lo anterior, es habitual definir el espacio de configuración para

distintas regiones de núcleos, delimitadas por dos núcleos doblemente mágicos. De

este modo, las interacciones efectivas utilizadas en este método están ajustadas para

describir correctamente los núcleos dentro de dichas regiones. A modo de ejemplo,

la interacción USD[34] que se emplea en este trabajo, considera un core congelado

dado por el 16O y permite la descripción de las capas 0d5/2, 1s1/2, 0d3/2 de protones y

neutrones, esto es, hasta la descripción del 40Ca, que también es doblemente mágico.

Por último, la implementación del modelo de capas con interacción solamente

puede realizarse si tenemos a nuestra disposición de herramientas de cálculo adecua-

das para diagonalizar las matrices gigantescas que aparecen de manera inherente a

este método. Existen herramientas de software desarrolladas por distintos grupos de

investigación que permiten la extracción de autovalores y autovectores de las matri-

ces hamiltonianas del modelo de capas como ANTOINE y NATHAN (colaboración

Estrasburgo-Madrid)[10, 35, 36], OXBASH[37] (desarrollado principalmente en Mi-

chigan) o BiGSTICK[38] (desarrollado en California), por poner algunos ejemplos.

Como se ha podido ver, la dependencia en la interacción y la necesidad de reducir

el coste computacional hace que este modelo no sea tampoco universal y, en algunas

condiciones, ni siquiera aplicable.

2.3. Métodos de campo medio autoconsistentes

Dada la dificultad descriptiva que presenta el método anterior, se ve necesario

realizar una serie de aproximaciones que nos permitan, aunque perdiendo precisión,
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poder tratar con sistemas de muchas part́ıculas.

La mayor simplificación del problema, conocida como la aproximación de campo

medio1, asume que cada nucleón se mueve de forma independiente, inmerso en un

potencial promedio producido por el resto de nucleones. Por tanto, las interacciones

a dos cuerpos deben ser transformadas a potenciales a un solo cuerpo, esto es,

V (1, ..., A) =
A∑

i<j=1

Vi,j ≈
A∑

i=1

Vi (2.2)

cuya expresión del potencial puede ser la del oscilador armónico, Woods-Saxon

o expresiones autoconsistentes como se emplean en Hartree-Fock o Hartree-Fock-

Bogoliubov. De este modo, asumiendo que el hamiltoniano de muchos cuerpos es

la suma de hamiltonianos a un cuerpo, y la función de onda es el determinante de

Slater en la base del oscilador armónico |nlsjm〉, la ecuación de Schrödinger tomaŕıa

la forma

{
A∑

i=1

hi

}
Ψ =

{
A∑

i=1

− ~2

2m
∆i + Vi

}
Ψ = EΨ (2.3)

lo que nos permite resolver la ecuación de autovalores trabajando en un esquema de

part́ıcula independiente.

El método SCMF, por tanto, reside en resolver la expresión anterior mediante

el principio variacional, esto es, utilizar funciones de onda prueba que dependan de

los parámetros que definen la transformación correspondiente (HF, BCS, etc.). De

este modo, podemos obtener de manera aproximada la función de onda y la enerǵıa

asociada al estado fundamental del sistema de muchos cuerpos.

El principio variacional se sustenta en lo siguiente[40]. Por un lado, la equivalencia

entre la ecuación de Schrödinger,

Ĥ |Ψ〉 = E |Ψ〉 (2.4)

y la ecuación variacional

1En realidad, los métodos de campo medio se han utilizado en más ramas de la f́ısica, como en
los sistemas multielectrónicos en f́ısica atómica o de la materia condensada[39].
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δE [|Ψ〉] = 0 (2.5)

donde

E [|Ψ〉] =
〈Ψ| Ĥ |Ψ〉
〈Ψ|Ψ〉 (2.6)

por lo que si ahora utilizamos una función de onda prueba, φ, el teorema de Ritz[16]

nos asegura que la enerǵıa del estado fundamental será siempre mayor o igual a la

enerǵıa dada por la diagonalización exacta del hamiltoniano, E0,

E [|φ〉] =
〈φ| Ĥ |φ〉
〈φ|φ〉 ≥ E0 (2.7)

donde la igualdad se cumple si la función de onda prueba coincide con la función de

onda exacta del estado fundamental.

En el caso de utilizar funciones de onda tipo producto, como los determinantes

de Slater, las herramientas anteriores nos llevan a la obtención de las ecuaciones

de Hartree-Fock. Sin embargo, este tipo de funciones de onda restringen bastante el

espacio variacional, pues no se incluyen todas las correlaciones entre los fermiones que

componen el sistema. Para aumentar el espacio variacional, se permite a la función

de onda romper algunas simetŕıas, tales como el número de part́ıculas, paridad,

invariancia bajo rotaciones, etc. lo que permite describir fenómenos tanto colectivos

como no colectivos que antes no era posible[41]:

1. En el caso de trabajar con la aproximación HFB, al pasar de una descripción

de part́ıcula independiente a estados de cuasipart́ıculas, estamos rompiendo el

número de part́ıculas, por lo que aparecerán ciertas correlaciones de aparea-

miento que antes no era posible tener en cuenta.

2. En el caso de trabajar con funciones de onda deformadas, estamos rompien-

do la simetŕıa de momento angular, por lo que podremos describir espectros

rotacionales o deformaciones.

En la actualidad se pueden encontrar diversos códigos que utilizan la aproxima-

ción HF para la obtención de superficies de enerǵıa en función de la deformación
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para poder interpretar los resultados exactos dados por el cálculo del modelo de

capas[42, 43]

Una vez se obtiene la función de onda que minimiza la enerǵıa del estado funda-

mental, se pueden incluir todav́ıa más las correlaciones con las técnicas BMFA, por

lo que el método SCMF sirve como punto de partida para cálculos más sofisticados,

como la restauración de simetŕıas y el método de la coordenada generadora, cuyos

principios y expresiones se desarrollan en el siguiente caṕıtulo.

2.4. El problema de la interacción nuclear

Los métodos anteriormente citados han sido ampliamente utilizados en cálculos

de estructura nuclear, si bien hay disparidad de resultados dada la variedad de inter-

acciones. Cabe aqúı, por tanto, hacer un breve resumen con los principales conceptos

involucrados a la hora de obtener las distintas interacciones nucleares. En la Fig. 2.2

se muestra un diagrama resumen de las principales técnicas en función de la masa

de los sistemas que se tratan de describir.

Para tratar con sistemas de pocos cuerpos (tritio, deuterón, etc.), el punto de

partida de la interacción es una forma general de los potenciales, que proviene de los

modelos de intercambio de mesones de Yukawa[44]. Actualmente existen multitud de

potenciales[45] cuyos parámetros se ajustan, entre otros, a datos de experimentos de

dispersión. Si bien, para poder reproducir adecuadamente los espectros de núcleos

muy ligeros, es habitual incluir ad-hoc términos a tres cuerpos[46, 47].

Otra posibilidad para este mismo tipo de sistemas es partir de los –ya mencionados–

métodos ab initio. Estos es, usando lagrangianos efectivos basados en la teoŕıa de

campos efectiva quiral[48], donde los grados de libertad son los nucleones que se

intercambian. A baja enerǵıa de excitación, se pueden derivar potenciales nucleares

que tienen una jerarqúıa en el número de cuerpos que intervienen. Aśı, los términos

más importantes son las interacciones a dos cuerpos, después a tres cuerpos, etc.

En este caso, las constantes de acoplamiento de la teoŕıa también se ajustan para

reproducir los datos experimentales de pocos cuerpos (desfasajes en experimentos de

dispersión nucleón-nucleón o propiedades de núcleos ligeros como el deuterón, tritón

o 3He)[49, 50].
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Interacciones 
nucleares

 
(muy ligeros)

A ≲ 4

 
(ligeros en adelante)

A > 4

NN desnuda+3N
(Urbana , AV18, …)v14

 EFTχ

Aplicadas a 
espacios de valencia

EDF
(Gogny, Skyrme, RMF)

NN desnuda+ajuste
(USD, KB3G, …)

EFT+IMSRG/DMRG/…χ

Figura 2.2: Diagrama esquemático de los principales métodos de obtención de la
interacción nuclear en función del número de nucleones involucrados.

Ahora bien, para núcleos con un mayor número de nucleones estas técnicas pre-

sentan ciertas limitaciones, siendo el coste computacional una de las principales. De

este modo, en el caso de tratar sistemas más complejos, pueden distinguirse también

dos formas de obtener la interacción nuclear.

Si las interacciones son adaptadas a los espacios de valencia del modelo de capas,

una primera posibilidad es partir de interacciones de tipo ab initio que se transforman

mediante técnicas como la de la matriz G[51]. En el proceso, sin embargo, apare-

cen componentes fenomenológicas como las enerǵıas de part́ıcula independiente y/o

constantes que escalen la intensidad de los elementos de matriz[52]. Además, para

evitar las divergencias debidas a la fuerte repulsión a cortas distancias, se emplean

técnicas de renormalización, tales como el grupo de renormalización de la matriz

densidad (Density-Matrix Renormalization Group, DMRG)[53] o el grupo de renor-

malización de similitud en el medio (In-Medium Similarity Renormalization Group,

IMSRG)[54, 55], de los más prometedores por los resultados que está obteniendo.

Este tipo de interacciones son habituales en cálculos NCSM o aquellos que utili-

zan funciones de Green con métodos Monte Carlo (Green’s Function Monte Carlo,

GFMC)[56, 57].

De partir de la propia interacción desnuda NN y considerar los datos experimen-

tales disponibles para distintos núcleos (masas y radios nucleares, entre otros) en

una misma capa, se habla entonces de interacciones efectivas realistas, válidas para
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distintos reǵımenes dentro de la carta de núcleos[58–60].

Una generalización de este último tipo de interacciones consiste en abandonar la

idea de la existencia de un hamiltoniano nuclear subyacente y proponer enerǵıas que

dependan funcionalmente de la densidad nuclear (Energy Density Functionals, EDF).

Ejemplos de interacciones efectivas fenomenológicas son las basadas en la fuerza de

Gogny (Ref. [19] y referencias incluidas), de Skyrme[11, 61] o la aproximación de

campo medio relativista[62] (Relativistic Mean Field, RMF). Aśı, la bondad de las

interacciones fenomenológicas reside en su validez para toda la carta de núcleos, sin

embargo, los parámetros a ajustar no dejan de ser una “caja negra” cuyo significado

f́ısico es dif́ıcil de interpretar.

Gracias a la versatilidad del código TAURUS, es posible utilizar, tanto interac-

ciones efectivas basadas en QCD para cálculos sin core como realistas, en el que se

tenga en cuenta la separación de la parte inerte del espacio de valencia[63]. Sin em-

bargo, las empleadas en este trabajo de tesis se enmarcan precisamente en este último

conjunto. La justificación es doble. Teniendo en cuenta los recursos computacionales

accesibles para este trabajo, es conveniente trabajar con espacios de valencia redu-

cidos para reducir notablemente el tiempo de cálculo. Además, estas interacciones

pueden ser fácilmente utilizadas en el código de modelo de capas ANTOINE, el cual

incluye un repositorio propio dentro de sus libreŕıas. Aśı, se han podido comparar los

resultados obtenidos con el esquema PGCM y la solución exacta y someter a prueba

la fiabilidad de las distintas aproximaciones variacionales.
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Caṕıtulo 3

PGCM con la suite TAURUS

3.1. Introducción

Para poder desarrollar cada uno de los pasos del esquema PGCM, en primer lugar

es necesario asentar algunas bases sobre las que se construye este formalismo.

En primer lugar, la base que genera el espacio de configuración son el conjunto

de estados de part́ıcula independiente asociados al oscilador armónico. Dichos esta-

dos, por tanto, dependen de los operadores de creación y aniquilación fermiónicos

{ĉ†a; ĉa} respectivamente, caracterizados por su número cuántico principal, na; mo-

mento angular orbital, la; esṕın, sa = 1/2; momento angular total, ja y su tercera

componente mja : isospin, ta = 1/2 y su tercera componente, mta = ±1/2. Sien-

do este último número cuántico el que determina la especie del nucleón, esto es,

protones para mta = −1/2 y neutrones para mta = +1/2, si bien esta elección es

arbitraria. De este modo, y por simplificar la notación se utilizará la abreviación

a ≡ (na, la, sa, ja,mja , ta,mta).

En esta base, el hamiltoniano de muchos cuerpos nuclear que incluye términos a

uno y dos cuerpos1 viene dado por la expresión

Ĥ =
∑

ab

tabĉ
†
bĉb +

1

4

∑

abcd

v̄abcdĉ
†
aĉ
†
bĉdĉc (3.1)

1Aunque se podŕıan incluir términos a más cuerpos, los principales y que han demostrado tener
una gran capacidad descriptiva son los aqúı incluidos.

17
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donde tab ≡ 〈a|t̂|b〉 son los elementos de matriz a un cuerpo de la enerǵıa cinética y

v̄abcd ≡ 〈ab|V̂ |cd〉 son los elementos de matriz antisimetrizados a dos cuerpos, esto

es, vabcd − vabdc. Ambos elementos de matriz (a uno y dos cuerpos), además, están

asociados tanto al espacio de valencia escogido como a la interacción empleada.

En espacios de valencia reducidos, la ecuación de muchos cuerpos de Schrödinger

puede resolverse exactamente para un número dado de protones y neutrones de

valencia. En efecto, sea Zv (Nv) el número de protones (neutrones) de valencia y

sea Ωπ(ν) =
∑

a 2ja + 1 el número total de estados de part́ıcula independiente de

protones (neutrones), si se construye la base dada por los
(

Ωπ
Zv

)
·
(

Ων
Nv

)
determinantes

de Slater, el problema de autovectores y autovectores puede resolverse mediante la

diagonalización del operador (3.1) en dicha base.

Como ya se ha mencionado, este método se hace dif́ıcil –y en algunos casos

imposible– de llevar a cabo cuando el número de configuraciones, asociado al número

de part́ıculas activas y el tamaño del espacio de valencia, es relativamente alto. De

este modo, la alternativa que se explora en este trabajo de tesis es recurrir a las

soluciones aproximadas dadas por el método variacional PGCM.

En esta aproximación, ahora la función de ondas de muchos cuerpos nuclear

vendrá dada por la combinación lineal de funciones de onda de campo medio, llama-

dos estados intŕınsecos, proyectados a buenos números cuánticos. Esto es[11, 16]:

|ΨJMNZπ
σ 〉 =

∑

qK

fJMNZπ
σ;qK P̂ J

MKP̂
N P̂ZP̂ π |φ(q)〉 (3.2)

donde {|φ(q)〉} son los mencionados estados intŕınsecos, obtenidos mediante la apli-

cación del principio variacional, P̂N(Z) es el proyector a buen número de neutrones

(protones), P̂ J
MK es el proyector a momento angular y P̂ π es el proyector a paridad.

Además, los coeficientes fJMNZπ
σ;qK se obtienen con una segunda aplicación del méto-

do variacional resolviendo la ecuación de Hill-Wheeler-Griffin (HWG). Además, un

aspecto fundamental de este formalismo es la dependencia en ciertos de grados de

libertad internos, q, que cada uno de los estados intŕınsecos de la mezcla describe en

valor medio.

Este ansatz, por tanto, desglosa de forma natural el método PGCM en tres gran-

des bloques asociados a los tres pasos necesarios para la construcción de dicha función

de ondas de muchos cuerpos:
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1. Obtención de los estados intŕınsecos. En este trabajo se asumen que son esta-

dos de cuasipart́ıculas dadas por la transformación HFB, ya que es la función

de ondas de campo medio más general que se puede construir. Partiendo de

una función de onda prueba (semilla), se variará de tal modo que minimice

el hamiltoniano y satisfaga diferentes valores medios en los distintos grados

de libertad mediante el método del gradiente y la imposición de ligaduras. La

función de ondas resultante, en principio no presentará las simetŕıas propias

del hamiltoniano, si bien es posible minimizar funciones de onda proyectadas

a buenos número cuánticos. A este último método se le conoce habitualmente

como variación después de la proyección (Variation After Projection, VAP). El

formalismo teórico asociado a estos métodos se desarrollará expĺıcitamente en

la sección 3.2.

2. Proyección a buenos números cuánticos. Una vez hallado el estado intŕınseco

deseado es necesario restaurar las simetŕıas rotas en el paso anterior. Aśı, se

deberá proyectar simultáneamente –en este trabajo– a buen número de part́ıcu-

las, momento angular y, si es necesario, a paridad. A este procedimiento se le

conoce como proyección después de la variación (Projection After Variation,

PAV). Aunque se hayan obtenidos los estados del paso anterior mediante el

método VAP, aún será necesario proyectar de nuevo para que la función de

ondas satisfaga simultáneamente todas las simetŕıas requeridas. La sección 3.3

se dedica enteramente a este formalismo y su implementación numérica.

3. Obtención de los coeficientes de la combinación lineal de la función de on-

das PGCM. Este procedimiento implica una segunda aplicación del principio

variacional, siendo los parámetros variacionales los coeficientes fJMNZπ
σ;qK de la

expresión (3.71). Para esto, es necesario resolver la ecuación HWG[16, 64, 65]

∑

q′K′

(HΓ
qKq′K′ − EΓ

σN Γ
qKq′K′)f

Γ
σ;qK = 0 (3.3)

siendo Γ ≡ JMNZπ, H el valor medio del hamiltoniano entre los estados

intŕınsecos proyectados y N el valor de la norma del propio solape, esto es
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HΓ
qKq′K′ = 〈φ(q)|ĤP J

KK′P̂
N P̂ZP̂ π|φ(q′)〉 (3.4)

N Γ
qKq′K′ = 〈φ(q)|P J

KK′P̂
N P̂ZP̂ π|φ(q′)〉 (3.5)

donde ya se han considerado las propiedades de los distintos proyectores para

simplificar las expresiones anteriores. Dado que el conjunto de estados intŕınse-

cos, en principio, no son ortogonales entre śı, el problema de autovalores y

autovectores deberá resolverse transformando dicho conjunto a una base orto-

gonal. En la sección 3.4 se desarrollan con más detalle los aspectos teóricos y

numéricos de este paso.

Una vez obtenida la función de ondas de muchos cuerpos y el espectro de enerǵıas

asociado, se podrá analizar la colectividad de los distintos grados de libertad explora-

dos e incluso hallar solapes de diferentes observables entre funciones de onda PGCM,

siendo los más habituales las probabilidades de transición EM o elementos de matriz

nucleares de las desintegraciones β o 0νββ.

3.2. Construcción de los estados intŕınsecos

3.2.1. Función de onda HFB: estructura y simetŕıas auto-

consistentes

El método HFB –generalización de la aproximación de campo medio Hartree-

Fock y de la teoŕıa BCS[66]– es un método variacional cuyo espacio variacional

está formado por las funciones de onda de tipo producto monoparticulares lo más

generales posible, es decir, por funciones de onda de campo medio. En particular,

esta función de onda se considera vaćıo de un conjunto de operadores fermiónicos,

tal que

β̂k |φ〉 = 0, ∀k = 1, ...,M (3.6)

siendo M la dimensión total del espacio de configuración y β̂ están definidos de

tal modo que son combinación lineal de los operadores de creación y destrucción
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de estados monoparticulares. Esta transformación, conocida como transformación

de Bogoliubov-Valatin[67, 68], viene dada en el formalismo de segunda cuantización

por la expresión

β̂†k =
∑

l

Ulkĉ
†
l + Vlkĉl (3.7)

donde los ı́ndices l, k van desde 1 hasta la dimensión del espacio de configuración de

nuestro sistema y los operadores ĉ†l y ĉl son los tradicionales operadores fermiónicos,

que crean y destruyen part́ıculas asociadas a un determinado estado de la base de

trabajo. En TAURUS, como ya se ha mencionado, la base es la del oscilador armónico

esférico, definida por los números cuánticos (n, l, s, j,mj, t,mt).

Además, los nuevos operadores, β̂† y su complejo conjugado β̂, llamados de crea-

ción y aniquilación de cuasipart́ıculas-, satisfacen las mismas reglas de anticonmuta-

ción que los operadores de part́ıculas, esto es,

{β̂i, β̂j} = {β̂†i , β̂†j} = 0 (3.8a)

{β̂,iβ̂†j} = δij (3.8b)

Uno de los aspectos fundamentales de la transformación (3.7) reside en la con-

secuente ruptura espontánea de la simetŕıa del número de part́ıculas. Este hecho

permite la inclusión de un mayor número de correlaciones en la función de onda

nuclear preservando la estructura de tipo producto de estados monoparticulares.

|φ〉 = |φπ〉 ⊗ |φν〉 (3.9)

Desde el punto de vista variacional, esta transformación permite explorar un

espacio mayor. En efecto, bajo ciertas condiciones (como un espacio de valencia y

número de part́ıculas reducidos) será posible encontrar la función de onda que des-

criba exactamente el estado fundamental del sistema dentro del espacio variacional

explorado. Por tanto, la estructura y simetŕıas de la función de onda HFB toman un

papel de vital importancia a la hora de encontrar los estados intŕınsecos óptimos.

Si bien este método tiene un precio. Por un lado, será necesario restaurar dichas

simetŕıas con las técnicas habituales de proyección (que se describirán más adelante);

por otro, se requiere más tiempo de cálculo para encontrar las soluciones óptimas a
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mayor generalidad en la función de onda. Aśı, si la interacción lo favorece, es habitual

imponer algunas simetŕıas autoconsistentes en la transformación HFB que simplifican

significativamente el proceso, permitiendo –aún aśı– una buena descripción de los

diferentes sistemas.

Teniendo en cuenta que la función de onda HFB se construye con la actuación

de los operadores β̂ sobre el estado vaćıo |−〉, según

|φ〉 =
∏

k

β̂k |−〉 ∀k = 1, ...,M (3.10)

entonces, sus simetŕıas vendrán dadas por las impuestas en las matrices U, V de la

transformación de Bogoliubov.

Cabe destacar algunas de ellas: En primer lugar, los elementos de matriz Uij y

Vij se fijan reales. Si bien en la literatura se pueden encontrar implementaciones con

la generalización compleja[69], dado que las enerǵıas son reales, esta limitación del

espacio variacional parece más que razonable y computacionalmente eficiente.

En segundo lugar, es habitual construir la función de onda con una estructura

de bloques separados en protones y neutrones. Para preservar esta simetŕıa, no se

permitirá la mezcla de ı́ndices en ambos mt. Aśı, las matrices de la transformación

HFB presentarán la siguiente forma:

U =

(
Uπ 0

0 Uν

)
, V =

(
Vπ 0

0 Vν

)
(3.11)

En el caso de querer permitir la mezcla de especies de nucleones, bastará con incluir

términos en los bloques no diagonales de las matrices anteriores.

En relación con la simetŕıa rotacional, también es posible la construcción de

estados intŕınsecos que satisfagan axialidad, esto es, que sean autoestado del operador

Ĵz, tal que Ĵz |φ〉 = k |φ〉 con k = 0. Además, como caso particular, se podrá también

imponer la simetŕıa esférica. En el caso de no considerar estas simetŕıas el estado

será generalmente triaxial.

Por último, también se puede considerar la simetŕıa bajo reflexiones espaciales.

Esto tomará especial relevancia en los cálculos que incluyan mezcla de capas con

diferente paridad (dada por el número cuántico orbital, l)
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Cabe mencionar que, aunque se impongan las simetŕıas anteriores en la función de

onda prueba, el estado HFB obtenido puede que no las presente, dada la dependencia

en el proceso de minimización aśı como en la inclusión de ligaduras que se expone

en el siguiente apartado.

La construcción de las matrices anteriores también toma un papel crucial a la

hora de poder describir estados con diferente paridad de número de protones o

neutrones[70, 71], asociados a los sistemas par-par, par-impar o impar-impar. Aunque

existen métodos que permiten describir de forma aproximada el estado fundamental

y conjunto de estados excitados de los núcleos de masa impar, tales como la adi-

ción perturbativa de nucleones (perturbative nucleon addition)[72] o la aproximación

de igual llenado (equal filling approximation)[73], estos no permiten la construcción

expĺıcita de la función de onda nuclear. En este trabajo, no obstante, se puede alterar

la estructura de la transformación HFB para que satisfaga la paridad del número de

part́ıculas adecuada.

En efecto, dado que un núcleo con número impar de protones o neutrones se

obtiene según la expresión

|φe−o〉 = β̂+
1 |φe−e〉 (3.12)

donde e − e indica que la función de onda describe un sistema par-par (even-even)

y e− o par-impar (even-odd).

Aśı, este nuevo estado será el vaćıo del conjunto de operadores (β̃1,β̃2,β̃3...) siendo

β̃1 el operador que crea el estado de cuasipart́ıcula y el resto, los operadores β̂2,β̂3...

asociados a un vaćıo con todos los niveles llenos apareados[16].

La forma en la que se obtiene el conjunto de operadores β̃ será reemplazar el

operador β̂1, con el correspondiente β̂+
1 , lo que se traduce en reemplazar la columna

asociada de la matriz U por la correspondiente de V . A este procedimiento se le

conoce como bloqueo (blocking) pues, en realidad, solo estamos evitando que haya

acoplamiento de pares kk̄ (siendo k̄ el estado reverso en el tiempo de k) imponiendo

que un estado se encuentre totalmente ocupado, mientras que el otro esté totalmente

desocupado.

Siguiendo con esta estrategia, si queremos describir un núcleo impar-impar, será

necesario bloquear dos niveles, de protones y neutrones, simultáneamente. Esto es

equivalente a decir que dicho estado será una excitación de dos cuasipart́ıculas del
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tipo |φo−o〉 = β+
1 β

+
2 |φe−e〉. Y aqúı es donde surge una de las principales dificultades

del método. En efecto, para que el estado realmente describa este tipo de sistemas

deberá presentar el número paridad global positivo.

La forma en la que se abordan este tipo de problemas y las diferencias entre las

principales semillas se expondrán en el caṕıtulo posterior, dedicado a los tres posibles

casos par-par, par-impar e impar-impar. Además, se analizará también el efecto de

la inclusión de la mezcla pn en dichas funciones de onda bloqueadas.

3.2.2. Imposición de ligaduras

Como ya se ha mencionado, la propia aproximación de cuasipart́ıcula rompe la

simetŕıa del número de part́ıculas, por lo que la función de onda HFB, en general, no

será autoestado de los operadores N̂ y Ẑ, o en general N̂τ . Aśı, es habitual imponer

que dicho estado satisfaga, al menos en valor promedio, el número de part́ıculas

correspondiente al núcleo objetivo, esto es

N0,τ = 〈φ|N̂τ |φ〉 (3.13)

siendo N0,τ el número de protones o neutrones que se desea describir. Esta misma

estrategia se puede generalizar para cualquier operador Ôi de tal modo que la función

de onda HFB esté restringida al conjunto de ligaduras (constraints) que se desee.

Entre otras ligaduras se encuentran los operadores de deformaciones de masa

cuadrupolares Q̂λµ con λ = 1, 2, 3, 4, las amplitudes de apareamiento pp, nn, pn(con

acoplamiento a isoesṕın T = 0, 1), y los operadores de momento angular Ĵx, Ĵy y Ĵz.

Las expresiones de los primeros operadores vienen dados por:

Q̂λµ = rλYλµ(θ, ϕ) (3.14)

donde Yλµ(θ, ϕ) son los armónicos esféricos de grado λ y orden µ. Aśı, se pueden ex-
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plorar las deformaciones cuadrupolares (λ = 2) imponiendo las siguientes ligaduras:

q20 = 〈φ|Q̂20|φ〉 (3.15)

q21 = 〈φ|Q̂21 − |Q̂2−1|φ〉 (3.16)

q22 = 〈φ|Q̂22 + Q̂2−2|φ〉 (3.17)

si bien es habitual explorar dicho grado de libertad en términos de los parámetros

de deformación[16, 74] (β2,γ), definidos por

q20 = Cβ2 cos γ, (3.18)

q22 =
√

2Cβ2 sin γ, (3.19)

donde C =
3r2

0A
5/3

8π
, r0 = 1,2 fm y A es el número másico total, que incluye los

nucleones del core inerte y del espacio de valencia. En este caso, se suele imponer

además la condición q21 = 0.

Las correlaciones de apareamiento también se pueden explorar a nivel HFB res-

tringiendo a los valores esperados deseados de los operadores que acoplan pares de

part́ıculas a momento angular Jp e isoesṕın Tp
2. Esto es[75, 76],

[
P̂ †
]JpTp
MJpMTp

=
∑

α

[
P̂ †α

]JpTp
MJpMTp

=
1√
2

∑

α

√
2ja + 1

[
c†αc
†
α

]JpTp
MJpMTp

(3.20)

donde α el conjunto de números cuánticos asociados a la órbita (nα, lα, jα, sα, tα) y

los operadores de creación de pares acoplados a Jp, Tp vienen dados por la expresión:

[
c†αc
†
β

]JpTp
MJpMTp

=

√
1− δαβ(−1)Jp+Tp

1 + δαβ

∑

mjamjb
mtamtb

c†ac
†
b〈jamjajbmjb |JpMJp〉〈12mta

1
2
mtb |TpMTp〉

(3.21)

Aśı, definidos dichos operadores, las amplitudes asociadas a los distintos canales

2Para evitar cierta confusión con el esṕın e isoesṕın nuclear total, se añade el sub́ındice p para
referirnos a los pares de nucleones.
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de apareamiento, aqúı denotados por δ
JpTp
MJpMTp

, vienen dadas por:

δ01
01 =

1

2
〈φ|
[
P̂
]01

01
+
[
P̂ †
]01

01
|φ〉 (3.22a)

δ01
0−1 =

1

2
〈φ|
[
P̂
]01

0−1
+
[
P̂ †
]01

0−1
|φ〉 (3.22b)

δ01
00 =

1

2
〈φ|
[
P̂
]01

00
+
[
P̂ †
]01

00
|φ〉 (3.22c)

δ10
00 =

1

2
〈φ|
[
P̂
]10

00
+
[
P̂ †
]10

00
|φ〉 (3.22d)

δ10
±10 =

1

2
〈φ|
[
P̂
]10

±10
+
[
P̂ †
]10

±10
|φ〉 (3.22e)

Por último, también es posible fijar ligaduras en los valores medios del operador

momento angular. Si bien se restringen las coordenadas cartesianas x, y, z las dos

primeras se reescriben en términos de los operadores escalera del siguiente modo:

Ĵx =
1

2

(
Ĵ+ + Ĵ−

)
(3.23a)

Ĵy =
i

2

(
Ĵ− − Ĵ+

)
(3.23b)

manteniendo la tercera componente Ĵz con la definición habitual. Aśı, una de las apli-

caciones inmediatas consiste en explorar distintas frecuencias de rotación variando

la ligadura en el operador Ĵx, de tal modo que

ω = 〈φ|Ĵx|φ〉 (3.24)

método que se conoce como cranking [77, 78] y que permite aumentar el espacio

variacional rompiendo la simetŕıa del reverso temporal.

La forma en la que se consigue que las funciones de onda HFB satisfagan dichos

valores medios es modificando el funcional a minimizar. En efecto, el hamiltoniano

de la forma (3.1) ahora incluirá un conjunto de términos asociados a las ligaduras

impuestas. Aśı, teniendo en cuenta las ligaduras en N,Z y otros posibles operadores

Ôi tendremos
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Ĥ −→ Ĥ ′ = Ĥ − λZẐ − λNN̂ −
∑

i

λiÔi (3.25)

donde los factores λ son los diferentes multiplicadores de Lagrange asociados a las

ligaduras.

Este método, además, tiene una doble finalidad. Por un lado, nos permitirá ex-

plorar las superficies de enerǵıa en las diferentes direcciones dadas por las ligaduras

impuestas. Por otro, la función de onda PGCM –(3.71)– será combinación lineal de

dichos estados (una vez proyectados a buenos números cuánticos) lo que permite la

inclusión de más correlaciones dadas por las fluctuaciones en los distintos operadores.

3.2.3. Ecuaciones variacionales HFB y PNVAP

Una vez definida la función de onda HFB, ahora será necesario que minimice el

funcional correspondiente, ya sea el hamiltoniano de muchos cuerpos nuclear habitual

o aquel que incluye las respectivas ligaduras. En el caso sin ligaduras, será

E [|φ〉] =
〈φ|Ĥ|φ〉
〈φ|φ〉 (3.26)

Dicho de otro modo, partiendo del principio variacional, se buscará el conjunto de

operadores (β̂†, β̂) y, por tanto, las matrices (U, V ) óptimas que presenten la menor

enerǵıa asociada a dicho hamiltoniano, esto es,

δ

(
〈φ|Ĥ|φ〉
〈φ|φ〉

)
= 0 (3.27)

Debido a la condición de unitariedad de la matriz W , las matrices (U, V ) no son

parámetros variacionales independientes, con lo que para minimizar la enerǵıa de

HFB conviene parametrizar el espacio variacional de otra manera. El teorema de

Thouless[79] permite dicha parametrización del espacio de funciones de onda prueba

de tipo HFB, expresando cualquier vaćıo de cuasipart́ıculas en términos de otro,

siempre y cuando estos no sean ortogonales:
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|φ′〉 = 〈φ|φ′〉 exp

(
1

2

∑

k<k′

Zkk′β†kβ
†
k′

)
|φ〉 (3.28)

donde Z es la matriz antisimétrica de Thouless, dada por[16]

Z =
(
V U−1

)∗
(3.29)

por lo que la ecuación (3.27) se reescribiŕıa tal que

(
∂E(Z)

∂Z

)

Z=0

δZ = 0 (3.30)

Aśı, la derivación expĺıcita de la enerǵıa respecto de los parámetros variacionales

∂

∂Zll′



〈φ| exp

(
1
2

∑
kk′ Z∗kk′βkβk′

)
Ĥ exp

(
1
2

∑
kk′ Zkk′β

†
kβ
†
k′

)
|φ〉

〈φ| exp
(

1
2

∑
kk′ Z∗kk′βkβk′

)
exp

(
1
2

∑
kk′ Zkk′β

†
kβ
†
k′

)
|φ〉


 (3.31)

al utilizar la expresión del hamiltoniano nuclear en la base de cuasipart́ıculas[16], se

puede demostrar que nos conduce a la expresión siguiente:

H20
kk′ =

〈φ|β̂k′ β̂kĤ|φ〉
〈φ|φ〉 = 0 (3.32)

que indica que el gradiente de la enerǵıa es nulo en la solución del problema varia-

cional con funciones de onda de tipo HFB. Por último, en el caso de tener ligaduras

en los distintos operadores, la expresión anterior quedaŕıa

H20 − λZZ20 − λNN20 − λi
∑

i

O20
i = 0 (3.33)

donde se darán las expresiones correspondientes a los términos 20 de los distintos

operadores junto con la expresión de la enerǵıa HFB en el siguiente apartado.
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Enerǵıa HFB

Con todo lo anterior, queda definido el criterio que deben satisfacer las funciones

de onda prueba HFB para que minimicen la enerǵıa. Ahora, por tanto, definimos

la enerǵıa de HFB aśı como algunas de las cantidades necesarias para su obtención.

Teniendo en cuenta que la enerǵıa será el valor medio del hamiltoniano,

EHFB =
〈φ|Ĥ|φ〉
〈φ|φ〉 (3.34)

entonces,

EHFB =
∑

l1l2

tl1l2
〈φ| ĉ†l1 ĉl2 |φ〉
〈φ|φ〉 +

1

4

∑

l1l2l3l4

v̄l1l2l3l4
〈φ| ĉ†l1 ĉ

†
l2
ĉl4 ĉl3 |φ〉

〈φ|φ〉 (3.35)

y, dado que la función de onda prueba es vaćıo de los operadores de cuasipart́ıculas,

se puede llegar –gracias al teorema de Wick– a las siguientes contracciones

ρij = 〈φ|ĉ†j ĉi|φ〉 =
(
V ∗V T

)
ij

(3.36)

κij = 〈φ|ĉj ĉi|φ〉 =
(
V ∗UT

)
ij

(3.37)

que se conocen como matriz de densidad y tensor de apareamiento respectivamente.

Aśı, utilizando las contracciones anteriores, la enerǵıa obtenida con la función de

onda prueba vendŕıa dada por

EHFB = Tr

[
tρ+

1

2
(Γρ−∆κ∗)

]
(3.38)

donde

Γl1l3 =
∑

l2l4

v̄l1l2l3l4ρl4l2 (3.39)

∆l1l2 =
1

2

∑

l3l4

v̄l1l2l3l4κl3l4 (3.40)

son los campos de Hartree-Fock y apareamiento respectivamente. Aśı, en la última

expresión se definen las enerǵıas de HF y de aparamiento como
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EHF =
1

2
Tr (Γρ) (3.41)

Epair = −1

2
Tr (∆κ∗) (3.42)

donde la última cantidad representa la cantidad de correlaciones de apareamiento

que presenta la función de onda HFB. De este modo, según los ı́ndices de los campos

involucrados, tenemos

E
pp(nn)
pair = −1

2
Tr
(

∆ap(n)bp(n)
κ∗ap(n)bp(n)

)
(3.43)

Epn
pair = −1

2
Tr
(

∆apbnκ
∗
apbn + ∆anbpκ

∗
anbp

)
(3.44)

donde las correlaciones pn surgirán solamente en el caso de que la transformación

HFB permita la mezcla de estados de protones y neutrones.

La enerǵıa total HFB será la mı́nima cuando el gradiente, dado por la expresión

(3.32), sea nulo. Si se emplea nuevamente el teorema de Wick para las contracciones

correspondientes, se puede llegar a[16]

H20 = (U †hV ∗)− (V †hTU∗) + (U †∆U∗)− (V †∆∗V ∗) (3.45)

siendo h = t+ Γ. El resultado anterior, además, se puede generalizar para cualquier

operador, que en el caso de ser a un solo cuerpo, la expresión del término O20 vendrá

dada por

O20 = (U †OV ∗)− (V †OTU∗) (3.46)

donde Oab = 〈a|Ô|b〉. Estas expresiones serán de crucial importancia para determinar

la dirección de la minimización en el método del gradiente, expuesto en el apartado

posterior.
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Enerǵıa PNVAP

Si bien el formalismo anterior permite obtener estados de cuasipart́ıculas que

satisfaćıan la condición de mı́nima enerǵıa, estos, dada la transformación HFB, no

satisfacen la simetŕıa del número de part́ıculas. Aśı, una segunda forma de gene-

rar estados intŕınsecos es proyectar a buen número de part́ıculas previamente a la

variación, método conocido como PNVAP (Particle Number Variation After Projec-

tion)3. Dado que los estados HFB no son autoestados de los operadores de número

de part́ıculas, ahora, en el proceso de minimización se trabajará con funciones de

onda proyectadas a N,Z, esto es,

|φ〉 → P̂N P̂Z |φ〉 = |φNZ〉 (3.47)

donde los proyectores son de la forma

P̂N =
1

2π

∫ 2π

0

eiϕN (N̂−N)dϕN (3.48a)

P̂Z =
1

2π

∫ 2π

0

eiϕZ(Ẑ−Z)dϕZ (3.48b)

que, habitualmente, se discretizan en el ángulo gauge para poder resolver la in-

tegral numéricamente. A este procedimiento se le conoce como discretización de

Fomenko[83] y permite la siguiente reformulación

P̂N
L =

1

L

L∑

l=1

eiϕl(N̂−N) (3.49)

y de igual modo para el número de protones, siendo ϕl = πl
L

. Las particularidades

de los métodos de restauración de simetŕıas se tratarán con mayor extensión en el

apartado siguiente.

Aśı, la variación tomará las funciones de onda proyectadas como espacio varia-

3Aunque esta técnica no se limita solo a la proyección a buen número de part́ıculas. En la
literatura pueden encontrarse otras proyecciones, como a buen momento angular (AMVAP)[80] o
incluyendo también isoesṕın[81] y número másico[82]. Sin embargo, cualquiera de los dos casos
anteriores requiere de un coste computacional mayor y está más allá del enfoque de este trabajo.
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cional, esto es, |φNZ〉 en cada paso del gradiente. En este caso, la expresión de la

enerǵıa proyectada viene dada por

ENZ =
〈φ| ĤP̂ZP̂N |φ〉
〈φ| P̂ZP̂N |φ〉

(3.50)

donde se ha tenido en cuenta que [Ĥ, P̂ ] = 0 y que P̂ 2 = P̂ . Entonces, teniendo en

cuenta la definición de los proyectores en su forma cuantizada, ahora el cálculo de la

enerǵıa vendrá dado por

ENZ =
∑

lN ,lZ

〈φ|eiϕlN (N̂−N)eiϕlZ (Ẑ−Z)|φ〉
∑

lN ,lZ
〈φ|eiϕlN (N̂−N)eiϕlZ (Ẑ−Z)|φ〉

〈φ|ĤeiϕlN N̂eiϕlZ Ẑ |φ〉
〈φ|eiϕlN N̂eiϕlZ Ẑ |φ〉

(3.51)

que habitualmente se separan los términos del solape del hamiltoniano (cociente

derecho) y el solape de la norma (cociente izquierdo). En ambas cantidades, por

tanto, es necesario hallar el solape entre dos vaćıos de cuasipart́ıculas diferentes, esto

es, |φ〉 y |φ̃〉 = eiϕlN N̂eiϕlZ Ẑ |φ〉.

Dado que en la sección posterior se muestra la obtención del solape de la nor-

ma incluyendo las proyecciones a momento angular y paridad, indicaremos aqúı el

método para hallar el solape del hamiltoniano.

El primer lugar, aplicando de nuevo el teorema de Thouless, podemos hallar la

relación entre los dos vaćıos de cuasipart́ıculas. Esto es,

|φ̃〉 = 〈φ|φ̃〉 exp

(
1

2

∑

k<k′

Akk′β
†
kβ
†
k′

)
|φ〉 (3.52)

donde la relación entre las matrices (U, V ) y la matriz de Thouless A se pueden obte-

ner gracias a las propiedades de simetŕıa de los operadores de creación y aniquilación

de part́ıculas. En efecto, si N̂τ denota el operador número de protones o neutrones,
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entonces

e−iϕN̂τ ĉ†ke
iϕN̂τ = eiϕĉ†k (3.53a)

e−iϕN̂τ ĉke
iϕN̂τ = e−iϕĉk (3.53b)

para el caso en el que el ı́ndice k esté asociado al estado con el mismo isoesṕın

que el operador N̂τ . Aśı, las matrices (U, V ) en función de ~ϕ = (ϕlN , ϕlZ ) se puede

demostrar que toman la siguiente forma:

U(~ϕ) = U †RU + V R∗V (3.54a)

V (~ϕ) = V TRU + UTR∗V (3.54b)

siendo

R =

(
eiϕlZ I 0

0 eiϕlN I

)
(3.55)

esto es, separando la parte de protones y neutrones. Por tanto, la matriz de Thouless

de la transformación (3.52) es

A(~ϕ) =
(
V (~ϕ)U−1(~ϕ)

)∗
(3.56)

Con esto, la aplicación del teorema de Wick generalizado[84] nos conduce a las

nuevas definiciones de la matriz densidad y el tensor de apareamiento, en términos

de las nuevas matrices de transformación HFB[40]:

ρij(~ϕ) =
〈φ|ĉ†j ĉi|φ̃〉
〈φ|φ̃〉

= (V̄ (~ϕ)V T )ij (3.57a)

κ10
ij (~ϕ) =

〈φ|ĉj ĉi|φ̃〉
〈φ|φ̃〉

= (V̄ (~ϕ)UT )ij (3.57b)

κ01
ij (~ϕ) =

〈φ|ĉ†i ĉ†j|φ̃〉
〈φ|φ̃〉

= −(Ū(~ϕ)V T )ij (3.57c)



34 Caṕıtulo 3. PGCM con la suite TAURUS

donde

Ū(~ϕ) = U∗ + V A(~ϕ) (3.58a)

V̄ (~ϕ) = V ∗ + UA(~ϕ) (3.58b)

Aśı, para el solape del hamiltoniano, de modo similar al caso HFB, tendŕıamos

la siguiente expresión

〈φ|ĤeiϕlN N̂eiϕlZ Ẑ |φ〉 = Tr

[
tρ(~ϕ) +

1

2

(
Γ(~ϕ)ρ(~ϕ)−∆10(~ϕ)κ01(~ϕ)

)]
(3.59)

donde se han tenido en cuenta que los campos de HF y apareamiento ahora toman

una forma ligeramente diferente:

Γl1l3(~ϕ) =
∑

l2l4

v̄l1l2l3l4ρl4l2(~ϕ) (3.60)

∆10
l1l2

(~ϕ) =
1

2

∑

l3l4

v̄l1l2l3l4κ
10
l3l4

(~ϕ) (3.61)

∆01
l1l2

(~ϕ) =
1

2

∑

l3l4

v̄l3l4l1l2κ
01
l3l4

(~ϕ) (3.62)

Siguiendo la estructura del caso HFB, para obtener el estado que minimiza la

enerǵıa proyectada a buen número de part́ıculas, se deberá cumplir la condición

dada por la expresión (3.63), esto es,

δENZ = δ

(
〈φ| ĤP̂ZP̂N |φ〉
〈φ| P̂ZP̂N |φ〉

)
= 0 (3.63)

o bien, de modo más general, se tendrá en cuenta el funcional que incluye las distintas

ligaduras, esto es

δ

(
〈φ| ĤPZPN |φ〉
〈φ|PZPN |φ〉 −

∑

i

λi 〈φ| Ôi |φ〉
)

= 0 (3.64)
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donde se pone de manifiesto que las ligaduras se imponen sobre las funciones de onda

sin proyectar a buen número de part́ıculas. Teniendo en cuenta que la variación de

la enerǵıa proyectada, EP , es de la forma[85]

δEP =
1

2

∑

kk′

∂EP

∂A∗kk′
δA∗kk′ +

∂EP

∂Akk′
δAkk′ (3.65)

se puede demostrar que conduce a la siguiente dirección de minimización

H20 =
〈φ| βk′βk(Ĥ − ENZ)P̂ZP̂N |φ〉

〈φ| P̂ZP̂N |φ〉
(3.66)

que, teniendo en cuenta la dependencia en los ángulos de protones y neutrones,

debido a la proyección y utilizando el teorema de Wick generalizado, el solape anterior

tomaŕıa la forma[40]

H20(~ϕ) =A(~ϕ)

[
Tr

(
tρ(~ϕ) +

1

2

(
Γ(~ϕ)ρ(~ϕ)−∆10(~ϕ)κ01(~ϕ)

))
− ENZ

]
+

(
Ū(~ϕ)[t+ Γ(~ϕ)]V̄ (~ϕ)

)
−
(
V̄ T (~ϕ)[t+ Γ(~ϕ)]Ū(~ϕ)

)
+
(
ŪT (~ϕ)∆10(~ϕ)Ū(~ϕ)

)

−
(
V̄ T (~ϕ)∆01(~ϕ)V̄ (~ϕ)

)

(3.67)

3.2.4. El método del gradiente

Teniendo en cuenta el resultado anterior, la obtención de la función de onda

óptima puede ser calculada mediante cualquier procedimiento de minimización. Si

bien el más habitual, y el que se encuentra implementado en el código TAURUS, es el

método del gradiente[86], en la literatura pueden encontrarse otros más sofisticados,

entre los más conocidos se encuentra el método del gradiente conjugado[87].

El método iterativo que se emplea en este trabajo es el siguiente:

1. El cálculo comienza con una función de onda prueba |φ0〉 –también conocida

como semilla– caracterizada por los coeficientes de matrices de transformación

HFB (U0, V0), los cuales preservan unitariedad y pueden satisfacer cualquiera

de las simetŕıas mencionadas anteriormente.
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2. Se calcula el gradiente de la enerǵıa y se escoge la dirección en la que se hace

la minimización, esto es,

Z0 = −ηH20(|φ〉) (3.68)

siendo η el paso del gradiente, Cuanto menor sea este valor, menor será la va-

riación de la función de onda respecto de la anterior. Dicho paso puede fijarse

a un valor constante durante todo el proceso, o ir variando con precondiciona-

dores [86] o mediante descensos tipo bola pesada (heavy-ball)[88]. En el caso

de restringir el cálculo con ciertas ligaduras se cambiará el término H20 por la

expresión (3.33). Del mismo modo, cuando se considere el espacio de funciones

de onda proyectadas, se utilizará H20.4

3. Se propone una nueva función dada por el teorema de Thouless, |φ1〉, tal que

|φ1〉 = 〈φ0|φ1〉 exp

(∑

k<k′

Z0
kk′β

†
k(|φ0〉)β†k′(|φ0〉)

)
|φ0〉 (3.69)

4. Con la función de onda anterior, se obtiene la nueva dirección de minimización

y se comprueba que

H20(|φ1〉)H20∗(|φ1〉) ≤ δ (3.70)

siendo δ un valor cercano a cero. En caso contrario, se vuelve al paso 2 con

la nueva dirección de minimización. Al igual que en el paso 2, el cálculo con

ligaduras deberá tener en cuenta en conjunto de términos 20 de los respectivos

operadores.

3.3. Proyección de estados intŕınsecos a buenos

números cuánticos

Una vez hallado el estado, o conjunto de estados en los que se exploran determi-

nados grados de libertad internos, el segundo paso para la construcción de la función

de onda nuclear PGCM es restaurar el conjunto de simetŕıas rotas.

4Por simplicidad, en el resto de pasos del método del gradiente se considera la cantidad H20.
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Como ya se ha mencionado, los estados obtenidos en el apartado anterior, en

general, no son autoestados de los operadores de simetŕıa que el hamiltoniano de

muchos cuerpos nuclear exacto debe satisfacer. Por tanto, si queremos tener una

mejor descripción del estado fundamental y del conjunto de estados excitados, debe-

remos restaurar las simetŕıas que se hayan roto en las funciones de onda intŕınseca

halladas con HFB o PNVAP. Dicha restauración se realiza mediante técnicas de

proyección a buenos números cuánticos.

Aunque la proyección, como se ha mencionado anteriormente, puede realizarse

antes o después de la variación, este apartado se centra en el cálculo PAV, esto es,

después de la variación. Donde la función de función de onda proyectada será:

|ΦJMKNZπ〉 = P̂ J
MKP̂

N P̂ZP̂ π |φ〉 (3.71)

donde se han incluido los proyectores asociados a las simetŕıas que se pueden restau-

rar en TAURUS, esto es, número de part́ıculas (P̂N,Z), momento angular (P J
MK) y

paridad (P̂ π).

3.3.1. Proyección simultánea a buen número de part́ıculas,

momento angular y paridad

La transformación de Bogoliubov y las correlaciones de apareamiento propias de

los estados obtenidos en el primer paso del PGCM hacen que las funciones de onda

no sean autoestados de los operadores N̂ , Ẑ. Aśı, emplearemos los operadores (3.48)

sobre el estado intŕınseco HFB o PNVAP. Además, es habitual trabajar con estados

que ya no presentan la simetŕıa esférica, o incluso explorar capas que presentan

estados del oscilador con distinta paridad, por lo que también será necesario restaurar

estas dos últimas simetŕıas.

Aśı, para hallar el valor esperado de cualquier operador, Ô –ya sea hamiltoniano,

números de ocupación, momento angular, etc.– entre dos estados proyectados a N ,

Z y J , bastará con calcular

〈ONZ;JMK′K〉 =
〈φ|P̂N†P̂Z†P̂ J†

MK′P̂
π†ÔP̂ πP̂ J

MKP̂
ZP̂N |φ〉

〈φ|P̂N†P̂Z†P̂ J†
MK′P̂

π†P̂ πP̂ J
MKP̂

ZP̂N |φ〉
(3.72)
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donde, para simplificar, podemos utilizar algunas propiedades de los operadores que

aparecen en la expresión anterior. Aśı, en primer lugar, para los proyectores a buen

número de part́ıculas tenemos que se cumple que

(P̂Nτ )† = P̂Nτ (3.73a)

(P̂Nτ )2 = P̂Nτ (3.73b)
[
P̂Z , P̂N

]
= 0 (3.73c)

P̂ JM −→ P̂ J
MK =

2J + 1

16π2

∫
DJ∗MK(Ω)R̂(Ω)dΩ (3.74)

Por otro lado, el proyector a buen momento angular viene dado por

P̂ J
MK =

2J + 1

16π2

∫

Ω

DJ∗MK(Ω)R̂(Ω)dΩ (3.75)

siendo D la matriz D de Wigner, cuyos elementos vienen dados por los elementos de

matriz del operador de rotaciones en la base esférica,

DJMK(Ω) = 〈JM |R̂(Ω)|JK〉 = e−iMαdJMK(β)eiKγ (3.76)

donde d es la matriz reducida de Wigner, cuyos valores se pueden encontrar tabulados

y R̂(Ω) es el operador de rotaciones SO(3) que satisface[89]

R̂(Ω) = e−iαĴze−iβĴye−iγĴz (3.77)

R̂(Ω) |JM〉 =
∑

M ′

DJM ′M(Ω) |JM ′〉 (3.78)

R̂(Ω) =
∑

ij

Rij(Ω)c†icj (3.79)

donde M se refiere a la tercera componente de J sobre el eje OZ, en el sistema de

referencia de laboratorio y K se refiere a la proyección sobre el eje de simetŕıa en el

sistema de referencia fijado en el cuerpo. Además, la integración en los tres ángulos

de Euler viene dada por
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∫

Ω

dΩ =

∫ 2π

0

dα

∫ π

0

dβ sin β

∫ 4π

0

dγ (3.80)

Aśı, el proyector anterior satisface también las siguientes propiedades:

(P̂ J
MK)† = P̂ J

KM (3.81a)

P̂ J1
M1K1

P̂ J2
M2K2

= δJ1J2δK1M2P̂
J1
M1K2

(3.81b)
[
P̂ J
MK , P̂

Nτ
]

= 0 (3.81c)

Por último, tenemos que considerar el proyector a paridad, dado por

P̂ π =
1

2

(
I + πΠ̂

)
(3.82)

que se define según su actuación sobre los estados de oscilador armónico de la base.

Esto es, siendo un estado arbitrario α, entonces,

Π̂ |α〉 = (−1)lα |α〉 (3.83)

siendo, además, π = +1 para los estados de paridad positiva y π = −1 para los de

paridad negativa. Dicho proyector satisface

(P̂ π)† = P̂ π (3.84a)

(P̂ π)2 = P̂ π (3.84b)
[
P̂ π, P̂Nτ

]
= 0 (3.84c)

[
P̂ π, P̂ J

MK

]
= 0 (3.84d)

Aśı, con todo lo anterior, tras un poco de álgebra, la expresión (3.72) nos queda

como

〈ONZ;J〉 =
〈φ|ÔP̂ J

KK′P̂
πP̂ZP̂N |φ〉

〈φ|P̂ J
KK′P̂

πP̂ZP̂N |φ〉
(3.85)
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3.3.2. Obtención del solape de la norma

De la expresión (3.85) vemos que surgen dos cantidades relevantes para la obten-

ción de cualquier valor medio entre estados proyectados: el solape del hamiltoniano

(numerador) y el solape de la norma (denonimador).

Dado que el último de estos dos aparece en el cálculo de cualquier valor medio

(Ĵ2, N̂ , Ẑ, Ĥ, etc.), se ve necesario desarrollar expĺıcitamente cómo se obtiene tanto

anaĺıtica como numéricamente. La estrategia a seguir es similar al caso PNVAP,

esto es, hallar el solape entre dos estados tal que uno de ellos está rotado en un

cierto ángulo gauge (de protones y neutrones), espacialmente (dado por los ángulo

de Euler), y transformado bajo el operador de paridad.

Para mayor generalidad, consideraremos que ambos estados presentan ligaduras

en ciertos operadores con diferentes valores medios, de tal modo que dependen de

los grados de libertad denotados por q y q′. Aśı, abreviando la notación Γ ≡ JπNZ,

definimos el solape de la norma entre estados proyectados como

N ΓKK′(q, q′) = 〈ΦΓK(q)|ΦΓK′(q′)〉 = 〈φ(q)|P̂ J
KK′P̂

πP̂ZP̂N |φ(q′)〉 (3.86)

donde se han utilizado las propiedades de simetŕıa del proyector a momento angular.

Aśı, teniendo en cuenta las definiciones correspondientes, el solape anterior quedaŕıa:

N ΓKK′(q, q′) =
2J + 1

32π2

1

LZLN

LZ∑

lZ=1

LN∑

lN=1

e−iϕlNNe−iϕlZZ
∫ 2π

0

eiαKdα·

·
∫ 4π

0

eiγK
′
∫ π

0

dβ sin βdJ∗KK′(β) 〈φ(q)|R̂(α, β, γ)eiϕlN N̂eiϕlZ Ẑ
(
I + πΠ̂

)
|φ(q′)〉

(3.87)

y, dado que estamos considerando también la proyección paridad, el solape que apa-

rece en la expresión habrá que desarrollarlo como sigue

n(Ω, ~ϕ, π, q, q′) = 〈φ(q)|R̂(α, β, γ)eiϕlN N̂eiϕlZ Ẑ
(
I + πΠ̂

)
|φ(q′)〉 =

〈φ(q)|R̂(α, β, γ)eiϕlN N̂eiϕlZ Ẑ |φ(q′)〉+ π 〈φ(q)|R̂(α, β, γ)eiϕlN N̂eiϕlZ ẐΠ̂|φ(q′)〉
(3.88)
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por lo que tendremos que evaluar los dos solapes anteriores. Aśı, por simplicidad, nos

centramos en el segundo de ellos (que incluye todos los términos posibles). Llamando

matriz de rotaciones generalizada al contenido del segundo solape,

R̂(Ω, ~ϕ, π) = R̂(α, β, γ)eiϕlN N̂eiϕlZ ẐΠ̂ (3.89)

que no es más que la generalización del solape que nos encontrábamos en el caso

PNVAP, incluyendo ahora el resto de operadores5. Dicho operador debe cumplir las

mismas propiedades de anticonmutación fermiónicas, unitariedad y que no mezcle

operadores de creación y destrucción[90]

R̂{c†i , cj}R̂† = δij (3.90a)

R̂R̂† = R̂†R̂ = I (3.90b)

R̂

(
c

c†

)
R̂† =

(
R† 0

0 RT

)(
c

c†

)
(3.90c)

Entonces, el solape a calcular será 〈φ(q)|R̂(Ω, ~ϕ, π)|φ(q′)〉. Si bien existen métodos

tales como el de Onishi[91], en este trabajo se emplea el método del pfaffiano[92]

el cual evita el problema de la ambigüedad del signo de solape. En particular, la

implementación numérica del cálculo del solape sigue la forma desarrollada por B.

Avez y M. Bender[93].

Denotando los estados final e inicial con los sub́ındices a y b, se puede definir la

matriz M en función de la matriz de Thouless –asociada a los estados final (|φa(q)〉)
e inicial (|φ̃b(q′)〉 = R̂ |φb(q′)〉)– transformada a la base canónica, Aa/b =

(
Va/bU

−1
a/b

)∗
,

y la matriz de la transformación unitaria asociada a las diferentes proyecciones, R,

según la expresión

M =

(
Ab −R−1

(R−1)T −A∗a

)
(3.91)

donde los elementos de matriz de las diferentes proyecciones en la base esférica vienen

5En el caso PNVAP, solo se tendŕıan en cuenta los términos gauge de la proyección a número
de part́ıculas, dado que los operadores R̂(Ω) y Π̂ se sustituiŕıan por Î.
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dados por

(R)ab = e
iϕlN δmtb1/2e

iϕlZ δmtb−1/2eimjaαdjamjamjb
(β)eiγmjb (−1)lb (3.92)

entonces, el solape vendrá dado por la expresión siguiente[93] :

n(Ω, ~ϕ, π, q, q′) = (−1)n(n+1)/2(−1)ra(ra+1)/2(−1)
∑
k n+ika+

∑
k ikbdet(R)pf(M) (3.93)

donde ya se tiene en cuenta la posible inclusión de estados totalmente ocupados

(desocupados). En efecto, en dicho caso, será necesario eliminar las filas y columnas

asociadas en la matriz M y tener en cuenta el conjunto de fases anteriores. Aśı, en la

expresión (3.93) n indica el número de estados en la base de part́ıcula independiente,

ra el número de estados completamente ocupados e ika/b indica el ı́ndice de dichos

estados.

3.3.3. Obtención del solape del hamiltoniano

Similar al solape anterior, el término asociado al hamiltoniano, dado por

HΓKK′ = 〈ΦΓK(q)|Ĥ|ΦΓK′(q′)〉 = 〈φ(q)|ĤP̂ J
KK′P̂

πP̂ZP̂N |φ(q′)〉 (3.94)

que, desarrollando en los operadores de las distintas proyecciones, queda de la forma

HΓKK′ =
2J + 1

32π2

1

LZLN

LZ∑

lZ=1

LN∑

lN=1

eiϕlNNeiϕlZZ
∫ 2π

0

eiαKdα·

·
∫ 4π

0

eiγK
′
∫ π

0

dβ sin βdJ∗KK′(β) 〈φ(q)|ĤR̂(α, β, γ)eiϕlN N̂eiϕlZ Ẑ
(
I + πΠ̂

)
|φ(q′)〉

(3.95)

por lo que tendremos que evaluar el solape que aparece al final de la expresión

anterior. Para ello, utilizaremos el teorema de Wick generalizado de nuevo. Dado el

hamiltoniano de muchos cuerpos nuclear, calcularemos por separado los términos de

enerǵıa cinética e interacción a dos cuerpos.
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En primer lugar, para el término de enerǵıa cinética tendremos

∑

l1l2

tl1l2 〈φ(q)|c†l1cl2R̂(α, β, γ)eiϕlN N̂eiϕlZ Ẑ
(
I + πΠ̂

)
|φ(q′)〉 (3.96)

por lo que si reescribimos de tal modo que podemos utilizar las contracciones habi-

tuales mediante el teorema de Wick, entonces

ekin(Ω, ~ϕ, π, q, q′) =
∑

l1l2

tl1l2
〈φ(q)|c†l1cl2R̂(Ω, ~ϕ, π)|φ(q′)〉
〈φ(q)|R̂(Ω, ~ϕ, π)|φ(q′)〉

· 〈φ(q)|R̂(Ω, ~ϕ, π)|φ(q′)〉

(3.97)

de donde vemos que estas expresiones serán válidas, si y solo si el solape entre los

estados final e inicial es distinto de cero. Dado que ahora se necesitan evaluar un

mayor número de contracciones, explicitamos la transformación que relaciona ambos

vaćıos, T̂q→q′ junto con el operador de rotaciones generalizado,

T̂ |φ(q)〉 = R̂T̂q→q′ |φ(q)〉 = R̂ |φ(q′)〉 = |φ̃(q′)〉 (3.98)

por tanto, se debe cumplir

(
β(q)

β†(q)

)
=

(
T11 T12

T21 T22

)(
β̃(q′)

β̃†(q′)

)
(3.99)

De este modo, utilizando la transformación de Bogoliubov y la relación entre los

vaćıos dada por (3.98), la expresión (3.99) quedaŕıa

(
T11 T12

T21 T22

)
=

(
U †(q) V †(q)

V T (q) UT (q)

)(
R 0

0 R∗

)(
U(q′) V ∗(q′)

V (q′) U∗(q′)

)
(3.100)

Con todo esto, se puede llegar a que las contracciones de los operadores de cua-
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sipart́ıcula vienen dadas por[41, 94],

〈φ(q)|βl(q)βl′(q)R̂|φ(q′)〉
〈φ(q)|R̂|φ(q′)〉

= −(T12T
−1
22 )ll′ (3.101)

〈φ(q)|β̃†l (q)β̃†l′(q)R̂|φ(q′)〉
〈φ(q)|R|φ(q′)〉 = −(T−1

22 T21)ll′ (3.102)

〈φ(q)|R̂β†l (q)β†l′(q)|φ(q′)〉
〈φ(q)|R̂|φ(q′)〉

= −(T−1
22 T21)ll′ (3.103)

〈φ(q)|βl(q)β̃†l′(q)R̂|φ(q′)〉
〈φ(q)|R|φ(q′)〉 = (T T22)−1

ll′ (3.104)

que, junto con las relaciones entre los operadores de part́ıculas y cuasipart́ıcula

cl =
∑

k

Ũlk(q
′)β̃k(q

′) + Ṽ ∗lk(q
′)β̃†k(q

′) (3.105)

c†l =
∑

k

Ũ∗lk(q
′)β̃†k(q

′) + Ṽlk(q
′)β̃k(q

′) (3.106)

las contracciones de los operadores de creación y destrucción serán

ρ10
ll′ (Ω, ~ϕ, π, q, q

′) =
〈φ(q)|c†l′clR̂|φ(q′)〉
〈φ(q)|R̂|φ(q′)〉

= (RV ∗(q′)T−1
22 V

T (q))ll′ (3.107)

κ10
ll′ (Ω, ~ϕ, π, q, q

′) =
〈φ(q)|cl′clR̂|φ(q′)〉
〈φ(q)|R̂|φ(q′)〉

= (RV ∗(q′)T−1
22 U

T (q))ll′ (3.108)

κ01
ll′ (Ω, ~ϕ, π, q, q

′) =
〈φ(q)|c†l c†l′R̂|φ(q′)〉
〈φ(q)|R̂|φ(q′)〉

= (RU∗(q′)T−1
22 V

T (q))ll′ (3.109)

Por tanto, la expresión del solape para la enerǵıa cinética proyectada vendrá dada

por

ekin(Ω, ~ϕ, π, q, q′) = Tr
[
tρ10(Ω, ~ϕ, π, q, q′)

]
n(Ω, ~ϕ, π, q, q′) (3.110)

siendo n(Ω, ~ϕ, π, q, q′) el solape de la norma que aparece como multiplicando en la

expresión (3.97) y cuya obtención numérica viene dada por (3.93).

Vayamos ahora con el término de interacción a dos cuerpos. Tenemos que calcular
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el siguiente solape:

eint(Ω, ~ϕ, π, q, q
′) =

1

4

∑

l1l2l3l4

v̄l1l2l3l4
〈φ(q)|c†l1c

†
l2
cl4cl3R̂(Ω, ~ϕ, π)|φ(q′)〉

〈φ(q)|R̂(Ω, ~ϕ, π)|φ(q′)〉
·〈φ(q)|R̂(Ω, ~ϕ, π)|φ(q′)〉

(3.111)

por lo que utilizando las contracciones definidas anteriormente e introduciendo los

campos de Hartree-Fock y de apareamiento dados por

Γ10
ll′ (Ω, ~ϕ, π, q, q

′) =
∑

mm′

v̄lml′m′ρ
10
m′m(Ω, ~ϕ, π, q, q′) (3.112)

∆10
ll′ (Ω, ~ϕ, π, q, q

′) =
∑

mm′

v̄ll′mm′κ
10
mm′(Ω, ~ϕ, π, q, q

′) (3.113)

con un poco de álgebra se puede llegar a que

eint(Ω, ~ϕ, π, q, q
′) =

1

2
Tr
[
Γ10(Ω, ~ϕ, π, q, q′)ρ10(Ω, ~ϕ, π, q, q′)−∆10(Ω, ~ϕ, π, q, q′)κ01(Ω, ~ϕ, π, q, q′)

]
n(Ω, ~ϕ, π, q, q′)

(3.114)

De este modo, se ve fácilmente que si R(0, 0, 0, 0) y q = q′, las expresiones coinci-

den con las soluciones HFB. Por último y para dar una expresión que englobe todo

lo anterior, la enerǵıa proyectada a buen número de part́ıculas, paridad y momento

angular vendrá dada, por tanto, por

EΓKK′(q, q′) =
HΓKK′(q, q′)

N ΓKK′(q, q′)
(3.115)

3.3.4. Aspectos numéricos de la proyección

Habitualmente, la obtención de enerǵıas proyectadas requiere un coste compu-

tacional alto, dadas las integrales en 5 dimensiones (dos ángulos gauge y tres ángulos

de Euler) que aparecen en las expresiones de los apartados anteriores. Dichas inte-

grales son resueltas numéricamente mediante dos formas: discretización de Fomenko

para los ángulos gauge y α, γ de la proyección a momento angular angular o mediante

el método Gauss-Legendre[95] para el ángulo β. Aśı, es conveniente tener en cuenta



46 Caṕıtulo 3. PGCM con la suite TAURUS

las posibles simetŕıas de las funciones de onda intŕınsecas para reducir al máximo los

intervalos de integración.

A modo de ejemplo, consideramos dos reducciones posibles en dos de los casos

más habituales en cálculos de proyección. En primer lugar, se puede demostrar que

el intervalo de integración en γ –que originalmente era [0, 4π]– se reduciŕıa a [0, 2π],

lo que transformaŕıa el proyector del siguiente modo[96]:

P̂ J
MK =

2J + 1

8π2

∫ 2π

0

dα

∫ π

0

dβ sin β

∫ 2π

0

dγDJ∗MK(α, β, γ)R̂(α, β, γ) (3.116)

y, dado que en ningún caso mezclaremos estados con distinto tipo de momento an-

gular6, esta reducción estará presente en las expresiones que se muestren a partir de

ahora y que involucren esta proyección. Aśı, dado que estamos reduciendo el intervalo

a la mitad, será posible reducir también en la misma proporción (aproximadamente)

los puntos de integración en γ.

Otra caso habitual, es la proyección de estados que preservan axialidad. Aqúı, la

única posibilidad para que el solape del hamiltoniano y de la norma no se anulen es

que K = 0. Esto implica que la integral sobre los ángulos de Euler, se pueda modificar

para evitar integrales que no son necesarias. En efecto, sea |φ1〉 una función de ondas

que preserva axialidad, entonces,

〈φ1|P̂ J
00|φ1〉 =

2J + 1

8π2

∫ π

0

sin βdJ∗00 (β) 〈φ1|R̂(Ω)|φ1〉 dβ (3.117)

Aśı, en el caso de trabajar con el solape de dos estados, de los cuales uno de ellos,

|φ1〉, es axial y el otro, 〈φ2|, triaxial, por analoǵıa, el solape vendrá dado por

〈φ2|P̂ J
K0|φ1〉 =

2J + 1

8π2

∫ 2π

0

eiKαdα

∫ π

0

sin βdJ∗K0(β) 〈φ2|R̂(Ω)|φ1〉 dβ (3.118)

o bien que ahora el estado axial sea el bra, por lo que

〈φ1|P̂ J
0K′ |φ2〉 =

2J + 1

8π2

∫ 2π

0

eiK
′γdγ

∫ π

0

sin βdJ∗0K′(β) 〈φ2|R̂(Ω)|φ1〉 dβ (3.119)

6A veces denotados como autoestados de la signatura al cuadrado, esto es, Π̂J = (R̂2
i ), siendo

i = x, y, z.
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Este tipo de reducciones pueden darse también en los ángulos gauge de protones y

neutrones[71] –siempre y cuando la función de onda intŕınseca sea de HF en alguno

de los canales de isoesṕın- por lo que el cálculo puede reducirse notablemente en

comparación con la integración completa.

Otro punto fundamental para la evaluación de este coste es el número de puntos

de integración. En efecto, dado que la integración es numérica, es necesario fijar un

determinado número de puntos que abarquen de la forma más eficiente el conjunto

de intervalos asociados a las distintas variables. Aśı, un elevado número de puntos,

producirá –en general y si no hay problemas con la aplicación del teorema de Wick–

buenos resultados con gran exactitud numérica, pero requerirá demasiado tiempo de

cálculo.
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Figura 3.1: Tiempo de cálculo para distinto número de puntos de integración en los
ángulos de Euler para un estado triaxial con Z = 4, N = 8 en el espacio de valencia
asociado a las interacciones USD, KB3G y PFSDG. Para el cálculo se ha utilizado
un Intel Xeon E5-2650L v3 @ 1.80 GHz. El tiempo de cálculo dependerá de las
especificaciones técnicas del procesador que se use.

Asi, un modo eficiente de proceder, es buscar un valor mı́nimo para la discreti-

zación y que, sin embargo, preserve la buena convergencia de los resultados. Como

criterio de convergencia, por tanto, se suele observar el valor medio de algunos ope-

radores –habitualmente 〈Ĵ2〉 o el número de part́ıculas– para discernir si se necesitan

más o menos puntos de integración.
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Esto último adquiere relevancia cuando se quiere realizar el cálculo PGCM com-

pleto, esto es, generar una malla de NGCM funciones de ondas que explore distintos

grados de libertad y, por tanto, se requiere de N2
GCM cálculos de solapes proyectados.

En la Fig. 3.1 se muestra, a modo de ejemplo, cómo vaŕıa el coste computacional en

función de los puntos integración y el espacio de valencia escogidos para el caso de

un estado triaxial con 4 protones y 8 neutrones, donde se ha tomado es mismo valor

para los tres valores Nα, Nβ y Nγ y 9 puntos de Fomenko para protones y neutrones.

Se puede ver que a medida que la interacción incluye un mayor número de capas,

el tiempo requerido para la proyección es mayor. Por ejemplo, para 20 puntos de

integración en los tres ángulos de Euler, el cálculo con la interacción USD requiere

453 s (7.5 min), mientras que para la KB3G se necesitan 1242 s (20.7 min). Aún aśı,

el tiempo de cálculo dependerá de las especificaciones técnicas del procesador en el

que se ejecute el código.

En el cuadro 3.1 se muestran algunos valores medios entre un estado intŕınseco

proyectado que satisface distintos JMK. Aśı, se puede observar que bastaŕıa con 18

puntos de integración para poder afirmar que el estado proyectado ya es autoestado

del operador J2.

Nα,β,γ 〈000|J2|000〉 〈200|J2|200〉 〈20± 2|J2|20± 2〉 〈400|J2|400〉
5 0.04093 5.74227 6.55563 15.63803
10 0.00000 6.12510 6.21895 20.00096
14 0.00000 6.00000 6.00009 20.00000
18 0.00000 6.00000 6.00000 20.00000
22 0.00000 6.00000 6.00000 20.00000

Cuadro 3.1: Algunos valores medios de J2 tras el cálculo PNAMP en función de los
puntos de integración para un estado triaxial de 26Ne.

En este trabajo se tendrá en cuenta un número de puntos de integración suficiente

para garantizar que los valores esperados proyectados de los operadores más habi-

tuales, tales como número de part́ıculas y momento angular, difieran de los valores

nominales en menos de 10−5.



3.4. Ansatz GCM 49

3.4. Ansatz GCM

3.4.1. Conceptos fundamentales

Una vez obtenidos nuestros estados intŕınsecos con las simetŕıas restauradas, aún

nos podemos acercar más a la solución exacta considerando la combinación lineal de

varios estados que presentan distintos valores para unos ciertos parámetros colecti-

vos. Aśı, los parámetros –conocidos como coordenadas generadoras– más habituales

y que también se emplean en este trabajo son deformaciones, β2, γ y amplitudes de

apareamiento, δ, cuyas definiciones se han expuesto en apartados anteriores. Si lla-

mamos al conjunto de coordenadas ~q = (β2, γ, δnn, ...), entonces, la función de ondas

GCM se relaciona con los estados intŕınsecos según la expresión (3.2), esto es,

|ΨJMNZπ
σ 〉 =

∑

qK

fJMNZπ
σ;qK P̂ J

MKP̂
N P̂ZP̂ π |φ(q)〉 (3.120)

Como ya se ha mencionado, el último de los pasos del formalismo PGCM consiste

en obtener los pesos de cada estado intŕınseco, esto es, fNZJMπ
σ;qK mediante la resolución

de la ecuación de Hill-Wheeler-Griffin discretizada (3.3) que depende expĺıcitamente

de la matriz de solapes de la norma y del hamiltoniano. Aśı, es fácil ver que la

ecuación HWG consiste en un problema de autovalores y autovectores. Sin embargo,

los estados no son ortogonales y puede que no sean linealmente independientes,

por lo que es necesario –en primer lugar– construirnos una base ortogonal. Aunque

esto se puede lograr mediante el procedimiento de Gram-Schmidt, lo habitual es

diagonalizar primero los solapes de la norma para construir una nueva base, llamada

base natural[16, 74, 97–99]

∑

q′K′

N Γ
qKq′K′u

Γ
λ;q′K′ = nΓ

λu
Γ
λ;q′K′ (3.121)

por lo que los estados ortogonales serán de la forma

|ΛΓ
λ〉 =

∑

q′K′

uΓ
λ;q′K′√
nΓ
λ

P J
MKP̂

N P̂ZP̂ π |φ(q)〉 (3.122)

donde se impone un umbral en el mı́nimo valor numérico de los autovalores a incluir
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nΓ
λ, del orden o inferior a nΓ

λ > 10−10. Aśı, si se añaden autovalores más pequeños

puede entenderse como la inclusión de dependencia lineal en la base natural que

produce inestabilidades numéricas, por lo que se suele vigilar que la convergencia de

la enerǵıa del estado Jπσ presente una estabilidad a modo de plateau. En definitiva,

los estados GCM serán ahora combinación lineal de los estados de la base,

|ΨΓ
σ〉 =

∑

λ

GΓ
σ;λ |ΛΓ

λ〉 (3.123)

por lo que la ecuación HWG queda finalmente

∑

λ′

〈ΛΓ
λ|Ĥ|ΛΓ

λ〉GΓ
σ;λ = EΓ

σG
Γ
σ;λ (3.124)

donde EΓ
σ nos daŕıa el espectro de enerǵıas y GΓ

σ;λ se utilizan para evaluar las fun-

ciones de onda colectivas, lo que permite conocer la relevancia de cada punto de la

malla en el estado Jπσ y, además, para obtener valores medios de operadores entre

estados GCM. Aśı, los pesos de cada punto de la malla de estados intŕınsecos pueden

evaluarse según la expresión [16, 19]

|F Γ
σ (q)|2 = |

∑

Kλ

GΓ
σ;λu

Γ
λ;qK |2 (3.125)

que referiremos habitualmente como funciones de onda colectivas (collective wave

functions, c.w.f.).

Una vez definida la base natural de estados dada la expresión (3.126), podemos

obtener el valor medio de cualquier operador simplemente calculando[97]

〈ΨΓ
σ|Ô|ΨΓ′

σ′〉 =
∑

λλ′

∑

qKq′K′

(
GΓ
σ;λ

uΓ
λ;qK√
nΓ
λ

)∗
〈ΦΓ(q)|Ô|ΦΓ′(q′)〉

(
GΓ
σ′;λ′

uΓ′
λ′;q′K′√
nΓ′
λ′

)
(3.126)

siendo |ΦΓ〉 el estado proyectado al conjunto de números cuánticos Γ. Según el ope-

rador que estemos tratando, nos interesará conocer el valor medio entre estados con

el mismo Γ y σ, como en el caso del radio cuadrático medio –lo que permite una

comparación directa entre teoŕıa y experimento– o las transiciones EM entre dis-

tintos estados rotacionales, que requiere estados con distinto Jf y Ji. En el caso de
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querer describir otros tipos de transiciones, también podrán hallarse los elementos de

matriz reducidos – indispensables para las transiciones β o ββ sin neutrinos– gracias

al Teorema de Wigner-Eckart.

3.4.2. Algunos observables de interés

A la hora de evaluar la bondad de la aproximación PGCM se suele analizar el

valor medio de algunos observables que indiquen que la convergencia del método es

la adecuada. A continuación se presentan los más habituales.

Números de protones y neutrones

Teniendo en cuenta la definición de los operadores de protones (neutrones) en

segunda cuantización:

N̂π(ν) =
∑

ab

(
N̂π(ν)

)
ab
ĉ†aĉb (3.127)

cuyos elementos de matriz en la base del oscilador son, sencillamente

(
N̂π(ν)

)
ab

= δmta,π(ν)mtbπ(ν)
(3.128)

Aśı, con el formalismo expuesto anteriormente, se puede llegar a la expresión del

valor esperado entre estados proyectados:

〈ΦΓ(q)|N̂π(ν)|ΦΓ′(q′)〉 =
2J + 1

16π2

1

LZLN

LZ∑

lZ=1

LN∑

lN=1

eiϕlNNeiϕlZZ
∫ 2π

0

eiαKdα·

·
∫ 2π

0

eiγK
′
∫ π

0

dβ sin βdJ∗KK′(β)Tr
[
Nπ(ν)ρ

10(Ω, ~ϕ, π, q, q′)
]
n(Ω, ~ϕ, π, q, q′)

(3.129)

que, solo es válido en el caso de estar evaluando el valor medio entre dos estados

–final e inicial– que presenten el mismo número de protones y neutrones, junto con

el resto de número cuánticos, esto es, Γ = Γ′.
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Números de ocupación

Indican cuántas part́ıculas están ocupando una capa determinada. Para una capa

α, el operador número de ocupación se define como

n̂α =
∑

ab

(n̂α)abĉ
†
aĉb (3.130)

donde los ı́ndices a, b barren los 2j+1 estados de cada capa del hamiltoniano escogido.

Los elementos de matriz N̂ab en la base de nuestro espacio de configuración serán

simplemente

(n̂α)ab = δnanbδlalbδmlamlbδmjamjbδmtamtb (3.131)

por lo que la obtención del valor esperado entre estados proyectados y estados GCM

es de fácil implementación, pues el operador no es más que la matriz identidad. La

utilidad de este observable reside, dentro del marco PGCM, en poder valorar cómo

afectan los distintos grados de libertad a la ocupación y desocupación de las distintas

capas.

El valor esperado entres estados proyectados se obtendrá de modo similar al

número de part́ıculas, por lo que se omite la expresión correspondiente. Nótese que

también debe cumplirse la condición Γ = Γ′.

Momento angular total

Otro valor medio que permite analizar la fiabilidad de los resultados PGCM es

evaluar si las funciones de onda de muchos cuerpos obtenida al proyectar a buen mo-

mento angular son verdaderamente autovectores de Ĵ2. En este caso, será necesario

evaluar el solape del operador

Ĵ2 = Ĵ2
x + Ĵ2

y + Ĵ2
z (3.132)

que, denotando de forma genérica con el sub́ındice i = x, y, z, en segunda cuantiza-

ción vendrán dados por

Ĵ2
i =

∑

abcd

(Ji)ab(Ji)cdĉ
†
aĉbĉ

†
cĉd (3.133)

Aśı, el solape en este caso, se puede demostrar que adquiere la siguiente forma
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〈ΦΓ(q)|Ĵ2
i |ΦΓ′(q′)〉 =

2J + 1

16π2

1

LZLN

LZ∑

lZ=1

LN∑

lN=1

eiϕlNNeiϕlZZ
∫ 2π

0

eiαKdα·

·
∫ 2π

0

eiγK
′
∫ π

0

dβ sin βdJ∗KK′(β)n(Ω, ~ϕ, π, q, q′)J (Ω, ~ϕ, π, q, q′)

(3.134)

siendo

J (Ω, ~ϕ, π, q, q′) =
∑

i

(
Tr
[
(Ji)ρ

10(Ω, ~ϕ, π, q, q′)
])2

+

Tr[(Ji)
2ρ10(Ω, ~ϕ, π, q, q′)− (Jiρ

10(Ω, ~ϕ, π, q, q′))2 + (JTi κ
10†(Ω, ~ϕ, π, q, q′)Jiκ

10(Ω, ~ϕ, π, q, q′))]

(3.135)

donde, para que el observable tenga sentido, Γ = Γ′. Además, los elementos de matriz

de los operadores x e y se obtienen –como se mencionó en la sección anterior– según

la actuación de los operadores escalera. Los elementos de matriz de dichos operadores

en la base del oscilador vienen dados por

(J+)ab =
√
jb(jb + 1)−mjb(mjb + 1)δnanbδlalbδmlamlbδmjamjb+1δmtamtb (3.136a)

(J−)ab =
√
jb(jb + 1)−mjb(mjb − 1)δnanbδlalbδmlamlbδmjamjb−1δmtamtb (3.136b)

Transiciones electromagnéticas

Las probabilidades de transición reducidas vienen dadas por las expresiones[16]

B(Eλ, Jiσi → Jfσf ) =
1

2Ji + 1
| 〈ΨΓf

σf ||Q̂λ||ΨΓi
σi
〉 |2 (3.137)

B(Mλ, Jiσi → Jfσf ) =
1

2Ji + 1
| 〈ΨΓf

σf ||M̂λ||ΨΓi
σi
〉 |2 (3.138)

donde Q̂λµ y M̂λµ son los operadores multipolar eléctrico y magnético respecti-

vamente, definidos en el apéndice A. Además, utilizando el teorema de Wigner-

Eckart[100, 101], podemos relacionar el elemento de matriz reducido de las expresio-
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nes anteriores con el valor esperado entre funciones de onda GCM, esto es,

B(Eλ, Jiσi → Jfσf ) =
1

〈JiMiλµ|JfMf〉
〈ΨΓf

σf |Q̂λµ|ΨΓi
σi
〉2 (3.139)

B(Mλ, Jiσi → Jfσf ) =
1

〈JiMiλµ|JfMf〉
〈ΨΓf

σf |M̂λµ|ΨΓi
σi
〉2 (3.140)

siendo 〈JMλµ|JM〉 el coeficiente de Clebsh-Gordan correspondiente. Los valores

esperados que aparecen en la expresión implican el cálculo del solape entre los estados

proyectados a distintos momentos angulares. Dichos desarrollos se muestran en el

apéndice A.

Además, estos operadores también nos permiten hallar los valores esperados de los

momentos cuadrupolares eléctricos y dipolares magnéticos, simplemente imponiendo

J = Jf = Ji y utilizando

Qsp(J) =

√
16π

5

(
J 2 J

−J 0 J

)
〈ΨJ

σ ||Q̂20||ΨJ
σ〉 (3.141)

µ(J) =

√
4π

3

(
J 1 J

−J 0 J

)
〈ΨJ

σ ||M̂10||ΨJ
σ〉 (3.142)

que dependen expĺıcitamente del śımbolo 3-j correspondiente. La importancia de

estas magnitudes reside en que son de naturaleza espectroscópica y, por tanto, nos

permiten comparar los valores teóricos con los obtenidos experimentalmente.

Transiciones β permitidas

Si obviamos el proceso de captura electrónica, se distinguen dos tipos de desinte-

graciones β[102]. Si en el proceso se emite un electrón, se dice que la desintegración

es β−

A
ZXN →A

Z+1 XN−1 + e− + ν̄e (3.143)

mientras que si se emite un positrón, se dice que una desintegración β+

A
ZXN →A

Z−1 XN+1 + e+νe (3.144)

En una transición permitida el sistema electrón-neutrino tiene un momento an-
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gular orbital 0 y, dado que ambas part́ıculas tienen esṕın 1/2, el esṕın total podrá

acoplarse a 0 ó 1. En el primero de los casos se dice que la transición es de Fermi,

en cuyo caso, el momento angular total del núcleo no vaŕıa, esto es, ∆J = 0. En

el caso de tener los espines acoplados a S = 1, se dice que la transición es de tipo

Gamow-Teller, y el momento angular podrá variar también en una unidad, esto es

∆J = 0,±17. En cualquier caso, la paridad del sistema no vaŕıa.

De igual modo que en las transiciones EM, se pueden definir las probabilidades

de transición reducidas, las cuales son necesarias para el cálculo de tiempos de vida

media, periodos de semidesintegración y demás propiedades, t́ıpicas del estudio de

la radiactividad. Llamando a las probabilidades de desintegración BF , BGT y a los

elementos de matriz reducidos MF ,MGT , entonces[32, 102]

BF (Jiσi → Jfσf ) = δJiJf g
2
V

|MF |2
2Ji + 1

(3.145)

BGT (Jiσi → Jfσf ) = g2
A

|MGT |2
2Ji + 1

(3.146)

siendo las constantes de acoplo vector y axial-vector gV = 1 y gA ≈ −1.251. De este

modo, para el cálculo los elementos de matriz reducidos, es necesario hallar el valor

esperado de los operadores de las transiciones de Fermi y Gamow-Teller[103], que en

nuestro caso será entre estados GCM. Esto es,

MF ≡ 〈ΨJ
σf
||M̂F±||ΨJ

σi
〉 (3.147)

MGT ≡ 〈ΨJf
σf ||M̂GT±||ΨJi

σi
〉 (3.148)

donde el sub́ındice ± se refiere a ambas desintegraciones β± y la etiqueta de momento

angular sirve para denotar que en la transición de Fermi se debe cumplir que Jf = Ji.

Sin embargo, uno de los aspectos fundamentales de la obtención de estas cantidades

es que las funciones de onda PGCM final e inicial se refieren a dos núcleos distintos.

En el apéndice B se muestra la obtención anaĺıtica de los solapes teniendo en cuenta

la diferencia en el número de part́ıculas de ambos estados.

7Excepto para 0+ −→ 0+ que es siempre tipo Fermi.
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La importancia de estas dos últimas cantidades reside en la conexión con el expe-

rimento. En efecto, los periodos de semidesitengración se pueden obtener mediante

la expresión[102],

t1/2 =
κ

f0 (BF +BGT )
(3.149)

siendo κ = 6147 s y f0 es una constante asociada al espacio de fases que contiene la

cinemática de los leptones involucrados en la desintegraciones.

Aśı, habitualmente se suelen clasificar las desintegraciones[104–106] según el valor

log ft = log
(
f0t1/2

)
(3.150)

por lo que se podrá comparar el resultado aproximado PGCM con los datos experi-

mentales de vidas medias.

Transiciones 0νββ

Al igual que en caso de la desintegración β, la obtención de los tiempos de semi-

desintegración de este proceso –más allá del modelo estándar– implica el cálculo de

los elementos de matriz nucleares de esta desintegración[107]:

[
T 0νββ

1/2

]−1

= G01|M0ν
tot|2

(〈mββ〉
me

)2

(3.151)

donde G01 es el factor del espacio de fases asociado a la cinemática de los leptones

involucrados[108], me la masa del electrón, 〈mββ〉 la masa efectiva de los neutrinos de

Majorana[109] y |M0ν
tot| es el valor medio del mencionado elemento de matriz nuclear

total, cuyo operador viene dado por

M̂0ν
tot = −

(
gV
gA

)2

M̂0ν
F + M̂0ν

GT + M̂0ν
T (3.152)

donde aparecen los operadores a dos cuerpos de Fermi, Gamow-Teller y tensorial

respectivamente y (gV /gA) ≈ 1.252 es la proporción entre las constante de acoplo

vector y axial-vector asociadas a la interacción electrodébil. Además, el signo del

término tensorial, suele variar según los autores[110, 111], si bien podemos ignorar

este hecho, dado que la contribución de éste es pequeña en comparación con el de
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Fermi y Gamow-Teller.

Si se tiene en cuenta el estado asociado al núcleo intermedio en la desintegración

a través de la relación de cierre Ek− (Ei+Ef )/2→ 〈E〉[112], donde 〈E〉 ≈ 2,5 MeV,

los elementos de matriz asociados a los distintos términos pueden ser calculados

teniendo en cuenta simplemente el estado inicial (“abuelo”) y final (“nieto”). Aśı,

los tres términos vienen dados por[113]:

M0ν
F = 〈f |

∑

kl

τ̂−k τ̂
−
l HF |i〉 (3.153)

M0ν
GT = 〈f |

∑

kl

τ̂−k τ̂
−
l σ̂kσ̂lHGT |i〉 (3.154)

M0ν
T = 〈f |

∑

kl

τ̂−k τ̂
−
l [3σ̂j · r̂klσ̂i · r̂kl − σ̂kσ̂l]HT |i〉 (3.155)

donde los estados final e inicial difieren en ±2 nucleones (bien en protones o bien en

neutrones) y Hα con α = F,GT, T es la parte radial del potencial de intercambio de

neutrinos ligeros, tal que

Hα =
2R

πg2
A

∫ ∞

0

qdq
j0/2(qrkl)hα(q)

q + 〈E〉 (3.156)

donde R = r0A
1/3 es el radio nuclear, j0 y j2 son las funciones de Bessel para los

elementos de matriz de Fermi o Gamow-Teller y para el término tensorial, respec-

tivamente, y hα son funciones dependientes del momento de los neutrinos (q) y la

masa de los piones (mπ), entre otros.

3.5. Un ejemplo de aplicación

Para ilustrar las técnicas expuestas a lo largo de este caṕıtulo, a continuación

se muestra la aplicación del formalismo PGCM en un caso no trivial dentro del

espacio de valencia dado por la capa sd. El núcleo escogido es el isótopo 26Ne, que

presenta 2 protones y 8 neutrones activos la interacción empleada es la USD[34]. Si

bien en caṕıtulos posteriores se analizará el efecto de romper diferentes simetŕıas en

las funciones de onda intŕınsecas, por simplicidad utilizaremos semillas axiales que
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preservan la estructura de tipo producto de protones y neutrones de forma separada.

3.5.1. Obtención de los estados intŕınsecos

En ausencia de ligaduras en los parámetros de deformación, el método HFB

encuentra dos vaćıos de cuasipart́ıcula que satisfacen la condición de mı́nimo local.

El primero de estos, situado en β2 = −0.068 (deformación oblada), con una enerǵıa

total de -76.64 MeV, mientras que el segundo se encuentra en β2 = 0.14 (deformación

prolada) con -77.11 MeV, siendo este último el mı́nimo global.

En el caso de minimizar el funcional PNVAP, la situación vuelve a repetirse. Si

bien la posición de ambos mı́nimos vaŕıa ligeramente respecto del cálculo HFB, ahora

los mı́nimos oblado y prolado presentan unas enerǵıas totales de -78.04 y -78.60 MeV,

respectivamente.

Aśı, para visualizar las superficies de enerǵıa total en función de la deformación,

impondremos ligaduras en los parámetros (β2, γ), fijando el último de los dos a 0

y 180◦ para explorar las deformaciones proladas y obladas, respectivamente. En la

Fig. 3.2 se muestran las enerǵıas total y de apareamiento pp y nn para los estados

intŕınsecos que satisfacen distintas deformaciones axiales obtenidos con HFB y PN-

VAP. Cabe destacar que, dado el reducido tamaño del espacio de valencia, no es

posible deformar el sistema todo lo que se desee. Aśı, a partir de ciertos valores en

β2, el cálculo no es capaz de converger. En este caso de estudio, donde el valor de

paso se ha fijado a 0.1, se ha encontrado que los estados obtenidos con la minimi-

zación HFB no exceden deformaciones mayores a β2 = 0.18 en los extremos prolado

y oblado, mientras que con el método PNVAP, el extremo prolado llega hasta 0.20,

manteniéndose el mismo valor de 0.18 en la zona de deformaciones negativas.

En cuanto a las enerǵıas totales, vemos en primer lugar que el método PNVAP

produce una curva de menor enerǵıa en casi todo el intervalo de β2, siendo inferiores

las diferencias en los extremos. Además, con esta minimización se ha alcanzado un

mayor grado de deformación prolada en comparación con el caso HFB. En cualquier

caso, ambos métodos describen el mismo comportamiento cualitativo. Fenomenoloǵıa

similar puede encontrarse también en las enerǵıas de apareamiento, donde vemos que

8Las deformaciones obtenidas se refieren al conjunto de nucleones considerados en el espacio de
valencia, por lo que no deben tratarse como la deformación total del núcleo de estudio.
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Figura 3.2: Enerǵıa (a) total y de apareamiento (b) protón-protón y (c) neutrón-
neutrón en función del parámetro deformación axial β2 obtenidas con las minimiza-
ciones HFB y PNVAP para el núcleo 26Ne (Z = 2 y N = 8 en el espacio de valencia)
con la interacción USD.

la proyección a buen número de part́ıculas incluye una mayor cantidad de correlacio-

nes en casi todos los estados. Cabe destacar, sin embargo, que en el extremo prolado

la enerǵıa de apareamiento pp es ligeramente inferior (en valor absoluto).
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3.5.2. Proyección a buen momento angular y número de

part́ıculas

Una vez obtenida la malla de funciones de onda intŕınsecas, evaluamos el efecto

de restaurar las simetŕıas de momento angular y número de part́ıculas. Dado que se

preserva la simetŕıa axial, la integración sobre los ángulos de Euler puede hallarse

con la reducción dada por la expresión (3.117), lo que reduce considerablemente el

tiempo de cálculo en comparación con el caso generalmente triaxial. Los puntos de

integración, al igual que en el resto de este trabajo, se han escogido de tal modo que

se ha asegurado la convergencia del número de part́ıculas y del momento angular

total. Además, los estados intŕınsecos satisfacen buena paridad por lo que se obvia

la proyección a esta simetŕıa.
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Figura 3.3: Curvas de enerǵıa total en función de β2 utilizando estados intŕınsecos
axiales obtenidos con (a) HFB y (b) PNVAP antes y después de proyectar a buen
número de part́ıculas y J = 0 para el núcleo 26Ne (Z = 2 y N = 8 en el espacio de
valencia) con la interacción USD.
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En los paneles (a) y (b) de la Fig. 3.3 se muestran las curvas de enerǵıa total

proyectada a J = 0 en función del parámetro de deformación cuadrupolar β2 para los

estados obtenidos con HFB y PNVAP, respectivamente. Además, se han incluido las

superficies de enerǵıa HFB y PNVAP para poder comparar el efecto de la proyección

en ambos casos.

En ambos casos, se observa que la proyección a buen número de part́ıculas y

J = 0 remarca la existencia de dos mı́nimos locales en las zonas oblada y prolada,

en comparación con las curvas obtenidas con los método HFB y PNVAP. Dichos

mı́nimos, además, se encuentran ligeramente desplazados hacia los extremos de β2,

siendo el mı́nimo oblado el que sufre una mayor variación. En efecto, a modo de

ejemplo, en el caso PNVAP, el mı́nimo pasa de ser el estado con β2 = −0.6 a aquel

que cumple β2 = −0.13. Además, vemos que para todos los puntos de la malla,

la proyección permite una ganancia significativa de enerǵıa en comparación con el

puro HFB/PNVAP. A modo de ejemplo, el mı́nimo prolado PNVAP, situado a -78.60

MeV, una vez proyectado al momento angular del estado fundamental, presenta un

valor de -80.21 MeV. En el caso de considerar la curva HFB, esta ganancia es algo

superior, dado que la proyección a buen número de part́ıculas se está considerando

ahora por primera vez.

Sin embargo, en la región con valores de β2 cercanos a 0 vemos que la curva

PNVAP presenta el mismo valor (o muy cercano) que la enerǵıa proyectada. La

justificación es doble: dado que se han minimizado funciones de onda que satisfacen

buen número de part́ıculas, la proyección a N,Z ya está incluida y no supone ninguna

ganancia de enerǵıa. Además, la proyección a J = 0 del estado esférico tampoco

produce efecto alguno, pues el estado intŕınseco ya satisfaćıa la simetŕıa rotacional.

En el caso de los estados alrededor de este punto, la proyección supone una leve

disminución del orden de pocos keV. En el caso HFB, por tanto, las diferencias de

enerǵıa en el estado esférico deben atribuirse únicamente a la ruptura de la simetŕıa

del número de part́ıculas y su posterior restauración.

Dado que las funciones de onda preservan la simetŕıa axial, solo podremos des-

cribir estados con momento angular par con K = 0. Analizamos ahora, por tanto, la

descripción de los siguientes estados excitados de menor enerǵıa mediante la proyec-

ción a J = 2, 4. En la Fig. 3.4 se muestran las curvas de enerǵıa total con J = 0, 2, 4
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Figura 3.4: Curvas de enerǵıa total proyectadas a buen número de part́ıculas y J =
0, 2, 4 utilizando estados intŕınsecos axiales obtenidos con (a) HFB y (b) PNVAP;
(c) distribución de la norma proyectada a J = 0, 2, 4 entre estados PNVAP para el
núcleo 26Ne (Z = 2 y N = 8 en el espacio de valencia) con la interacción USD.

para el conjunto de estados HFB en el panel (a), y PNVAP en el panel (b). Además,

en el panel (c) se incluye el solape de la norma entre estados proyectados para el

último de los dos casos anteriores (los resultados con estados HFB son prácticamente

idénticos), esto es,
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N J(β2) = 〈φ(β2)|P̂ J
00|φ(β2)〉 (3.157)

Como era de esperar, vemos que los estados de la malla con β2 = 0 no presentan

componente en otros valores de momento angular distinto de 0. Esto se observa en

el panel (c) donde los pesos para los estados J = 2, 4 son nulos en la región cer-

cana a la simetŕıa esférica, por lo que el teorema de Wick no puede aplicarse en

dichos puntos. En cuanto a las curvas de enerǵıa correspondientes, vemos que el caso

PNVAP presenta mayor suavidad frente a las que toman estados intŕınsecos HFB.

Además, para J = 2 ambos casos describen cualitativamente el mismo comporta-

miento, presentando de nuevo dos mı́nimos en los mismos puntos la curva con J = 0.

Sin embargo, la principal diferencia la encontramos en la curva J = 4 al usar el

método PNVAP, donde –ver panel (b) de la Fig. 3.4– el mı́nimo oblado desaparece

y se observa únicamente un mı́nimo prolado bien definido.

3.5.3. Mezcla de configuraciones. Resolución de la ecuación

de HWG y propiedades EM

Gracias a la restauración de la simetŕıa rotacional y del número de part́ıculas se

han incluido un mayor número de correlaciones, si bien la degeneración obtenida en

las curvas de enerǵıa total indican que la mezcla de configuraciones puede ayudar a

reducir todav́ıa más la enerǵıa del estado fundamental y del resto de estados exci-

tados. Para el caso HFB se han incluido 37 funciones de onda intŕınsecas, mientras

que para PNVAP la malla se compone de 35 estados.

En la Fig. 3.5 se muestra el valor de la enerǵıa PGCM, fruto de resolver la

ecuación de HWG para los estados Jπσ = 0+
1 , 2

+
1 , 4

+
1 según se incluyen un mayor

número de autovalores en la base natural para los dos tipos de mallas de estados

(HFB/PNVAP). En primer lugar, se observa que la malla de estados PNVAP pre-

senta un mayor número de autoestados en la base natural, λ, por encima del umbral,

fijado a 10−10. En ambos casos se observa un comportamiento de plateau bien defi-

nido, si bien es posible que la inclusión de autovalores de menor valor introduzcan

ruido numérico. En cuanto al número de autoestados ortogonales obtenidos, no se

observa gran diferencia entre el conjunto de estados intŕınsecos HFB y PNVAP. En
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Figura 3.5: Enerǵıa PGCM en función del número de autovalores en la base natural
para los estados Jπσ = 0+

1 , 2
+
1 , 4

+
1 con estados intŕınsecos obtenidos con (a) HFB y

(b) PNVAP para el núcleo de 26Ne.

efecto, el grado de independencia lineal entre los estados intŕınsecos dependerá de

otros factores, tales como el tamaño del espacio de valencia, los grados de libertad

explorados o la discretización de estos.

Con lo anterior, el estado fundamental 0+
1 obtenido con el primer conjunto de es-

tados HFB ha sido de -80.46 MeV, mientras que para el conjunto PNVAP de -80.81

MeV. A modo de resumen, en el Cuadro 3.2 se muestran las enerǵıas mı́nimas obteni-

das con puro HFB/PNVAP, con proyección a buenos números cuánticos y realizando

la mezcla de configuraciones, aśı como la diferencia respecto de la enerǵıa dada por

el cálculo de modelo de capas. Como se ha podido ver, la mejor aproximación a la

enerǵıa obtenida con la diagonalización completa del hamiltoniano (-81.63 MeV) ha

sido la mezcla de configuraciones utilizando una malla de funciones de onda intŕınse-

cas obtenidas con PNVAP, estando la solución variacional 820 keV por encima de la

exacta.

Para los siguientes estados excitados de menor enerǵıa, el comportamiento encon-

trado es similar al del estado fundamental. Aśı, las enerǵıas PGCM que toman esta-

dos obtenidos con PNVAP se encuentran siempre por debajo de las HFB. Además,

si se representan las enerǵıas de excitación –E(Jπσ ) − E(0+
1 )– obtenidas con ambos

métodos junto con las enerǵıas obtenidas con la diagonalización exacta, vemos que

los tres estados con σ = 1 se describen de modo similar. Sin embargo, para σ = 2,

se observa un claro empobrecimiento, obteniendo enerǵıas de excitación superiores
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HFB PNVAP ∆E (HFB) ∆E (PNVAP)

Emin
HFB/PNVAP -77.11 -78.60 4.52 3.03

Emin
PNAMP -79.54 -80.21 2.09 1.42
EPGCM -80.46 -80.81 1.17 0.82

Cuadro 3.2: Resumen de los valores mı́nimos de la enerǵıa del estado fundamental
del 26Ne (expresados en MeV) obtenidos con los métodos HFB/PNVAP, PNAMP y
PGCM al considerar las dos minimizaciones HFB y PNVAP para la obtención de
los estados intŕınsecos. Las dos columnas de la derecha representan la desviación
respecto del valor exacto de la enerǵıa (expresada en MeV), ∆E = E − EISM.

en más de 2 MeV en el peor de los casos (ver resultados con J = 2 en la Fig. 3.6).

Este hecho, por tanto, indica que la función de onda nuclear PGCM obtenida no

incluye las correlaciones adecuadas, por lo que se tendrán que explorar otros grados

de libertad para mejorar la calidad de la descripción.
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Figura 3.6: Enerǵıas de excitación PGCM con estados intŕınsecos HFB (puntos
negros) y PNVAP (cuadrados azules) e ISM (diamantes rojos) para los estados
Jσ = 0, 2, 4 con σ = 1, 2 para el núcleo de 26Ne. El origen de enerǵıas viene da-
do por la enerǵıa del estado fundamental ISM.

En cuanto a la colectividad de la función de onda nuclear, en la Fig. 3.7 se han

representado los pesos –ver expresión (3.125)– en función del parámetro de deforma-

ción β2, para los estados Jπσ = 0+
1 , 0

+
2 , 2

+
1 , 4

+
1 . Dado que no hay gran diferencia entre
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los dos esquemas variacionales, se muestran solo los resultados del mejor de estos

(estados intŕınsecos PNVA). Para el estado fundamental se observa que, práctica-

mente, todos los estados intŕınsecos considerados en la mezcla contribuyen de modo

similar, mientras que para el resto de estados excitados surgen picos relevantes en

los estados que presentan un alto grado de deformación axial. Además, mientras

que para el primer estado excitado con J = 2 se observa una gran suavidad a lo

largo de toda la curva, en el estado 0+
2 surgen picos en las deformaciones extremas

oblada y prolada, por lo que se deduce que la fluctuación de formas en estos estados

toma un papel relevante en la descripción de estos estados. Este comportamiento,

además, es habitual encontrarlo cuando se trabaja en espacios de valencia reducidos.

Recientemente se ha demostrado que en hamiltonianos exactamente resolubles de

dimensiones pequeñas también aparece esta estructura de picos abruptos[114].
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Figura 3.7: Pesos de la función de onda colectiva PGCM con estados PNVAP,
|F (β2)|2, para los estados de menor enerǵıa (a) 0+

1 , (b) 0+
2 , (c) 2+

1 y 4+
1 del núcleo

26Ne.

Por último, para comprobar la calidad descriptiva del método PGCM se han cal-

culado las probabilidades de transición E2 y los momentos eléctricos espectroscópi-

cos asociados a los estados anteriores. Los resultados pueden verse en el Cuadro 3.3,

junto los obtenidos con la diagonalización exacta. Para la adecuada comparación,
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además, se han considerado las cargas efectivas 1.5 y 0.5 para protones y neutrones,

respectivamente. A rasgos generales, vemos que la aproximación axial PGCM des-

cribe considerablemente bien las propiedades electromagnéticas del 26Ne cuando se

consideran los estados de más baja enerǵıa. En cuanto a los momentos de los estados

con J = 2 no solo hay concordancia en el signo9 si no en el orden de magnitud de

dicha cantidad. Del mismo modo, encontramos que las probabilidades de transición

B(E2) también presentan un acuerdo notablemente bueno respecto del valor exacto,

si bien las propiedades asociadas al estado 2+
2 presentan diferencias mayores.

Jπiσi → Jπfσf Q(Jπiσi) B(E2; Jπiσi → Jπfσf )

2+
1 → 0+

1 -14.30 | -11.87 54.72 | 51.18
2+

1 → 0+
2 6.45 | 3.11

2+
2 → 2+

1 -7.11 | -2.82 1.83 | 7.49
2+

2 → 0+
1 2.17 | 0.57

2+
2 → 0+

2 17.90 | 6.26

Cuadro 3.3: Probabilidades de transición cuadrupolares eléctricas, B(E2), en e2fm4

y momentos, Q(Jπ) en efm2 calculados con la aproximación PGCM con estados
intŕınsecos axiales obtenidos con PNVAP (izquierda) y con la diagonalización exacta
(derecha) para el 26Ne.

9Momentos cuadrupolares eléctricos espectroscópicos negativos indican que dichos estados pre-
sentan una deformación prolada. Hecho que ya se pod́ıa vislumbrar con los pesos de las distintas
funciones de onda colectivas.
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Caṕıtulo 4

Comparación de resultados PGCM

y SM I: cálculos sistemáticos en la

capa sd

A lo largo de este caṕıtulo se analiza sistemáticamente la capacidad del metódo

PGCM de reproducir la estructura de los diferentes núcleos que pueden ser descri-

tos en el espacio de valencia restringido a las capas 0d5/2, 1s1/2 y 0d3/2, abreviado

habitualmente como capa sd. Dado que la interacción escogida es la USD[34], los re-

sultados obtenidos mediante esta aproximación variacional pueden compararse direc-

tamente con la diagonalización exacta del hamiltoniano de muchos cuerpos nuclear,

calculados en este trabajo con el código ANTOINE[10, 35, 36].

Aśı, en aras de la completitud, nos fijaremos en la bondad de las aproximaciones

a nivel de campo medio, esto es, funciones de onda HFB; más allá de campo medio,

utilizando funciones de onda obtenidas con PNVAP que satisfacen buen número de

part́ıculas y el esquema PGCM completo incluyendo la mezcla de estados intŕınsecos

proyectados a buen momento angular y número de part́ıculas.

También nos detendremos en el papel que juegan las distintas simetŕıas de los

estados intŕınsecos, aśı como en la exploración de los grados de libertad más habi-

tuales –esto es, deformaciones cuadrupolares y apareamiento– a la hora de describir

los espectros de enerǵıa de los diferentes núcleos dentro de esta capa. Como princi-

pales novedades que se aportan, cabe destacar la inclusión de estados que mezclan

69
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protones y neutrones aśı como el empleo de las correlaciones de apareamiento protón-

neutrón con T = 0, 1 como coordenadas generadoras del método PGCM. Esto, como

se verá a lo largo del caṕıtulo, permitirá la descripción de núcleos de masa par-

impar (o impar-par si la interacción preserva la simetŕıa de isoesṕın) e impar-impar,

siendo estos últimos poco habituales en los cálculos de estructura nuclear con este

formalismo.

4.1. Cálculos sin ligaduras

Analizamos en primer lugar los mı́nimos absolutos HFB y PNVAP obtenidos

con diferentes semillas. Considerando que todas satisfacen una transformación de

HFB real, se distinguen tres vaćıos de cuasipart́ıcula distintos según las simetŕıas

impuestas:

1. axial pn-no: semillas axialmente simétricas sin mezcla de protones y neutrones.

2. general pn-no: semillas que no preservan la simetŕıa axial pero mantienen la

estructura de bloques separados en protones y neutrones.

3. general pn-yes: semillas que no preservan la simetŕıa axial y mezclan estados

de protones y neutrones.

lo que implica que la estructura de las matrices (U, V ) de la transformación (3.7) se

restringe en mayor o menor medida. Además, como ejemplos ilustrativos estudiamos

las soluciones obtenidas en tres núcleos distintos: 24Ne como ejemplo de caso par-par,
25Ne como caso par-impar y 24Na como caso impar-impar.

4.1.1. Caso par-par: 24Ne

Dado que el método que se emplea para resolver las ecuaciones HFB y PNVAP

–esto es, el gradiente– es una técnica de optimización a primer orden, el algoritmo no

necesariamente debe finalizar en el mı́nimo absoluto. En efecto, en el caso de existir

más de un mı́nimo local, la elección de la semilla inicial del cálculo y la superficie de

enerǵıa a explorar toman un papel determinante.
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Aśı, una forma de evitar este problema y asegurar que se alcanza el mı́nimo global

de la superficie, es repetir el cálculo varias veces utilizando semillas que mantengan la

estructura de las matrices (U, V ) comentada anteriormente pero que presenten coefi-

cientes aleatorios. En las Fig. 4.1 y 4.2 se muestran los resultados obtenidos al ejecu-

tar el código 650 veces para las ecuaciones HFB y PNVAP respectivamente. Además,

el eje X se ha ordenado de tal manera que aparezcan las enerǵıas HFB/PNVAP más

bajas primero, por lo que no se corresponde necesariamente al orden de ejecución del

cálculo. Junto con la enerǵıa total HFB/PNVAP se muestran los valores esperados

de los operadores de apareamiento y deformaciones de masa cuadrupolares que nos

permiten entender mejor los resultados. Si bien es habitual, como ya se ha mencio-

nado en el caṕıtulo anterior, fijar el valor de q21 a cero, se ha permitido que este

vaŕıe acorde al proceso de minimización, por lo que también se muestran sus valores

esperados obtenidos.

En el caso HFB, al comparar los paneles superiores, observamos que el mı́ni-

mo absoluto no depende de la elección de la estructura (simetŕıas autoconsistentes

impuestas) de la semilla. En efecto, la semilla axial y las otras dos generalmente

triaxiales conducen al mismo mı́nimo en la enerǵıa variacional obtenida. De hecho,

estas soluciones no contienen apareamiento tanto pn (protón-neutrón) en cualquiera

de los canales Tp = 0, 1 como pp (protón-protón) incluso cuando el espacio variacio-

nal permite la inclusión de estas correlaciones. Aśı, solo encontramos correlaciones

asociadas a la formación de pares nn (neutrón-neutrón) distintas de cero.

Cabe destacar, sin embargo, que al emplear semillas axialmente simétricas el

cálculo converge en dos mı́nimos diferentes, asociados a las deformaciones prolada

(q20 > 0) y oblada (q20 < 0). En cualquier caso, debido a esta simetŕıa los valores

esperados q2µ con µ = 1, 2 son nulos para ambos.

En contraste con lo anterior, al utilizar semillas generalmente triaxiales (indepen-

dientemente de la mezcla pn) observamos una mayor eficacia a la hora de alcanzar el

mı́nimo global. Esta eficacia, sin embargo, es a costa de encontrarnos un comporta-

miento oscilante en el conjunto de valores esperados de la deformación cuadrupolar,

q2µ. Aún con esto, dichas oscilaciones solo manifiestan que la enerǵıa total no de-

pende de la orientación del núcleo respecto del sistema de referencia. En efecto, en

los paneles (e) y (i) encontramos que el cálculo finaliza sistemáticamente en el mis-
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5

FIG. 1. (color online) Total HFB energy (first row), isoscalar
(second row) and isovector (third row) pairing amplitudes,
and quadrupole moments (fourth row) obtained in 650 solu-
tions of the unconstrained HFB equations with (a)-(d) ran-
dom axial pn-no seeds, (e)-(h) random general pn-no seeds
and (i)-(l) random general pn-yes seeds. The nucleus consid-
ered is 24Ne (Z = 2 and N = 6 in the valence space) and was
calculated using the USD interaction.

of having pairing correlations in the wave functions by
decomposing them in terms of eigenstates of the pro-
ton and neutron number operators. This decomposi-
tion is obtained by computing the particle number pro-
jected norm overlap, h�|P̂Z P̂N |�i, for all possible values
of (Z,N) [28]. Furthermore, there exist the sum ruleP

ZN h�|P̂Z P̂N |�i = 1 due to the normalization of the
intrinsic wave function. In Fig. 3, we show such distri-
butions. In all cases, the maximum of the distribution
is obtained at the values of the targeted nucleus 24Ne
[(Z0, N0) = (2, 6) in the valence space]. The rest of the
distribution depends on the functional that is minimized.
For this nucleus we see that the HFB results [Fig. 3(a)-
(c)] are independent of the type of seed used in the cal-
culation. Due to the absence of pp-pairing correlations,
only eigenstates with Z = 2 are present in these cases. In
addition, eigenstates with 6±2 and 6±4 neutrons are also
found but with significantly smaller weights. Concerning
the VAPNP results [Fig. 3(d)-(f)], we see a wider distri-
butions of components, which can be related to the fact
that both pp- and nn-pairing correlations are present.
The distributions obtained with the seeds that do not
mix protons and neutrons are the same because the ab-
solute minimum is axially symmetric. Moreover, since
there are no pn-pairing correlations in this case, only
eigenstates with (Z = even, N = even) are obtained.
The weights decrease almost like a binomial distribution

FIG. 2. (color online) Same as Fig. 1 but for the VAPNP
method.

around the maximum value at (Z,N) = (2, 6), which can
be justified theoretically [32] and was also recently ex-
emplified in Ref. [28]. More interestingly, the presence of
pn-pairing correlations in the VAPNP solution obtained
from the seed general pn-yes [Fig. 3(f)] produce a distri-
bution where both (Z = even, N = even) and (Z = odd,
N = odd) eigenstates are found. Although the contri-
butions of the latter are slightly smaller than the one of
the e-e neighbors, they are not negligible. As we will see
in subsequent sections, this fact opens the possibility of
studying odd-odd nuclei without blocking two quasipar-
ticles explicitly.

2. 25Ne (e-o) case

As mentioned in Sec. II, even-odd and odd-even nu-
clei must be described by intrinsic wave functions that
have an odd number parity. Hence, this case introduces
another factor apart from the choice of the energy func-
tional and seed wave function, i.e., the selection of the
initial blocked state. We first discuss the influence of the
initial blocked state on the final HFB/VAPNP energies
for the di↵erent seeds. These initial states are defined
as |�0,ai = �†

0,a|�0i, where |�0i is an even-even seed

of the same type as those used for 24Ne (axial and gen-

eral pn-no, general pn-yes), and �†
0,a is a quasiparticle

creation operator [33–35]. For 25Ne in the sd-shell, we
have 12 possible choices for the initial neutron blocked
state. In addition, when starting from an axially sym-
metric |�0i, the even-odd wave function can be charac-
terized by its angular-momentum component along the

Figura 4.1: Enerǵıa HFB total (primera fila), amplitudes de apareamiento isoesca-
lar (segunda fila), isovectorial (tercera fila) y momentos cuadrupolares (cuarta fila)
obtenidas en 650 soluciones al cálculo HFB sin ligaduras con semillas (a)-(d) axial
pn-no, (e)-(h) general pn-no y (i)-(l) general pn-yes para el núcleo 24Ne (Z = 2 y
N = 6 en el espacio de valencia) con la interacción USD.

mo mı́nimo de enerǵıa HFB, a pesar de la variedad de resultados mostrados en los

paneles (h) y (l).

En cuanto a los resultados PNVAP, en primer lugar destaca que la minimización

sin mezcla pn produce de nuevo los mismos resultados en la enerǵıa con la misma

cantidad de correlaciones de apareamiento. Sin embargo, al contrario que en el caso

HFB, aqúı surgen las correlaciones pp y nn ya que minimizar funciones de onda

proyectadas a buen número de part́ıculas es una mejor aproximación variacional.

Además, esto evita el colapso espurio de las correlaciones de apareamiento que su-
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cede a nivel HFB[12, 16, 115]Esto, por tanto, también se refleja en la enerǵıa total

obtenida, que se encuentra 1.4 MeV aproximadamente por debajo de los mı́nimos

encontrados en el caso anterior. 5

FIG. 1. (color online) Total HFB energy (first row), isoscalar
(second row) and isovector (third row) pairing amplitudes,
and quadrupole moments (fourth row) obtained in 650 solu-
tions of the unconstrained HFB equations with (a)-(d) ran-
dom axial pn-no seeds, (e)-(h) random general pn-no seeds
and (i)-(l) random general pn-yes seeds. The nucleus consid-
ered is 24Ne (Z = 2 and N = 6 in the valence space) and was
calculated using the USD interaction.

of having pairing correlations in the wave functions by
decomposing them in terms of eigenstates of the pro-
ton and neutron number operators. This decomposi-
tion is obtained by computing the particle number pro-
jected norm overlap, h�|P̂Z P̂N |�i, for all possible values
of (Z,N) [28]. Furthermore, there exist the sum ruleP

ZN h�|P̂Z P̂N |�i = 1 due to the normalization of the
intrinsic wave function. In Fig. 3, we show such distri-
butions. In all cases, the maximum of the distribution
is obtained at the values of the targeted nucleus 24Ne
[(Z0, N0) = (2, 6) in the valence space]. The rest of the
distribution depends on the functional that is minimized.
For this nucleus we see that the HFB results [Fig. 3(a)-
(c)] are independent of the type of seed used in the cal-
culation. Due to the absence of pp-pairing correlations,
only eigenstates with Z = 2 are present in these cases. In
addition, eigenstates with 6±2 and 6±4 neutrons are also
found but with significantly smaller weights. Concerning
the VAPNP results [Fig. 3(d)-(f)], we see a wider distri-
butions of components, which can be related to the fact
that both pp- and nn-pairing correlations are present.
The distributions obtained with the seeds that do not
mix protons and neutrons are the same because the ab-
solute minimum is axially symmetric. Moreover, since
there are no pn-pairing correlations in this case, only
eigenstates with (Z = even, N = even) are obtained.
The weights decrease almost like a binomial distribution

FIG. 2. (color online) Same as Fig. 1 but for the VAPNP
method.

around the maximum value at (Z,N) = (2, 6), which can
be justified theoretically [32] and was also recently ex-
emplified in Ref. [28]. More interestingly, the presence of
pn-pairing correlations in the VAPNP solution obtained
from the seed general pn-yes [Fig. 3(f)] produce a distri-
bution where both (Z = even, N = even) and (Z = odd,
N = odd) eigenstates are found. Although the contri-
butions of the latter are slightly smaller than the one of
the e-e neighbors, they are not negligible. As we will see
in subsequent sections, this fact opens the possibility of
studying odd-odd nuclei without blocking two quasipar-
ticles explicitly.

2. 25Ne (e-o) case

As mentioned in Sec. II, even-odd and odd-even nu-
clei must be described by intrinsic wave functions that
have an odd number parity. Hence, this case introduces
another factor apart from the choice of the energy func-
tional and seed wave function, i.e., the selection of the
initial blocked state. We first discuss the influence of the
initial blocked state on the final HFB/VAPNP energies
for the di↵erent seeds. These initial states are defined
as |�0,ai = �†

0,a|�0i, where |�0i is an even-even seed

of the same type as those used for 24Ne (axial and gen-

eral pn-no, general pn-yes), and �†
0,a is a quasiparticle

creation operator [33–35]. For 25Ne in the sd-shell, we
have 12 possible choices for the initial neutron blocked
state. In addition, when starting from an axially sym-
metric |�0i, the even-odd wave function can be charac-
terized by its angular-momentum component along the

Figura 4.2: Igual que la Fig. 4.1 pero con el método PNVAP.

Cuando se utilizan semillas axiales surgen de nuevo dos mı́nimos locales asociados

a las deformaciones prolada y oblada, siendo el mı́nimo global el segundo. Dicho

estado, además, es el que se obtiene sistemáticamente con las semillas generales sin

mezcla pn, si bien encontramos de nuevo que los parámetros cuadrupolares vaŕıan

debido a la orientación arbitraria de la función de onda.

Las principales diferencias con respecto al cálculo HFB se observan cuando se

considera la semilla que rompe la estructura de bloques separados de protones y

neutrones. En primer lugar, se obtienen los estados con menor enerǵıa de todo el
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conjunto de cálculos. En efecto, mientras que en el método HFB no se introdućıa un

mayor número de correlaciones –a pesar de que el espacio variacional lo permit́ıa– en

el caso PNVAP el mı́nimo global se sitúa ahora a 0.5 MeV aproximadamente del ob-

tenido con la semilla axial. En segundo lugar, en este último caso aparecen un mayor

número de correlaciones de apareamiento, debidas tanto a los canales isovectoriales

pp, nn como al pn isoescalar. Además, encontramos dos mı́nimos adicionales –ver

panel (i) de la Fig. 4.2– muy cercanos al absoluto. Por último, tanto los parámetros

de deformación, q2µ como el apareamiento isoescalar, δ10
MJp0 cambian –nuevamente–

debido a la orientación arbitraria de los estados, manteniendo la misma enerǵıa total.

Analizamos ahora en más detalle el efecto de incluir las correlaciones de aparea-

miento descomponiendo las funciones de onda en los autoestados de los operadores

de número de protones y neutrones. Para ello, se ha calculado el solape de la norma

entre estados proyectados a buen número de part́ıculas, esto es, 〈φ|P̂ZP̂N |φ〉 para

todos los posibles valores de Z,N [116]. Teniendo en cuenta que debe cumplirse

∑

Z,N

〈φ|P̂ZP̂N |φ〉 = 1 (4.1)

debido a la normalización de los estados intŕınsecos, entonces podemos obtener la

distribución en autovalores que se muestra en la Fig. 4.3. Aśı, se observa que en todos

los casos –tanto HFB como PNVAP para todos los tipos de semillas– los máximos

de la distribución se dan para el núcleo objetivo, esto es, el 24Ne, cuyo número de

part́ıculas en el espacio de valencia es Z0 = 2 y N0 = 6. Por el contrario, el resto de

la distribución depende del funcional que se esté minimizando.

Para este núcleo, se observa que los resultados HFB –paneles (a)-(c) de la Fig. 4.3–

son independientes del tipo de semilla utilizada. Además, debido a la ausencia de las

correlaciones de apareamiento pp, solo aparecen autoestados con Z = 2. En cuanto a

la distribución en el número de neutrones, sin embargo, se observan autoestados con

6±2 y 6±4 part́ıculas, si bien la distribución en dichos puntos presenta unos picos

significativamente menores. Este último hecho no es más que una manifestación de

la existencia de una cierta cantidad de apareamiento nn que contiene la función de

onda intŕınseca, rompiéndose aśı la simetŕıa del número de neutrones. Otro aspecto

que es interesante destacar es que dichos autoestados, además, corresponden a los

isótopos par-par vecinos al núcleo objetivo, por lo que vemos que en todos los puntos
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de la distribución tenemos la misma paridad del número de part́ıculas. 6

FIG. 3. (color online) Distribution in eigenstates of the proton
and neutron number operators of the intrinsic wave functions
(h�|P̂Z P̂N |�i) obtained from minimizing HFB/VAPNP en-
ergy functionals with di↵erent seed wave functions: (a) HFB
axial pn-no, (b) HFB general pn-no, (c) HFB general pn-
yes, (d) VAPNP axial pn-no, (e) VAPNP general pn-no, and,
(f) VAPNP general pn-yes. The nucleus considered is 24Ne
(Z = 2 and N = 6 in the valence space) and was calculated
using the USD Hamiltonian.

FIG. 4. (color online) (a) HFB and (b) VAPNP energies cal-
culated with axial pn-no (red bullets), general pn-no (blue
squares) and general pn-yes (black diamonds) seeds as a func-
tion of the label of the initial blocked neutron level in the
sd-shell (from left to right: 0d3/2, 0d5/2, 1s1/2 orbits). The

nucleus considered is 25Ne (Z = 2 and N = 7 in the valence
space) and was calculated using the USD Hamiltonian.

z axis, i.e., Ĵz|�ai = Ka|�ai. As in the e-e case (see
Figs. 1 and 2), we performed a series of HFB/VAPNP
calculations (650 runs) with di↵erent seeds for the 12
possibilities of the initial blocked state. The results (not
shown) are similar to those obtained for 24Ne and we will
not discuss them further. Taking only the absolute min-
ima in each case, we represent in Fig. 4 those energies as
a function of the initial blocked state. Here, we notice
that the VAPNP energy is below the HFB energy when
considering the same type of seed. We also see that the
solution based on general pn-yes seeds is below the solu-
tion based on general pn-no seeds, the latter being itself

FIG. 5. (color online) Same as Fig. 3 but for the 25Ne nucleus
(Z = 2 and N = 7 in the valence space).

below the energy obtained with the more restricted ax-
ial pn-no seeds. This is because of the extra pn-pairing
correlations included in the wave functions thanks to the
fact that pn-mixing are allowed in the Bogoliubov trans-
formations. More interestingly, we observe that only in
the axial case there is a strong dependence of the energy
on the initial blocked state. In such cases, not only the
initial but also the final states have a good Ka quantum
number and we find the same energies for the same ini-
tial |Ka|-value. In fact, for this particular nucleus, the
lowest energy within the axial approximation is found at
|Ka| = 1/2, which is the expected total angular momen-
tum for the ground state of 25Ne in the naive shell model
picture. Therefore, using general seeds simplifies the cal-
culations because we do not have to worry (in most of
the cases) about the choice of the initial blocked level.
We now analyze the decomposition of the

HFB/VAPNP unconstrained solutions in terms of
eigenstates of the particle number operators. In Fig. 5,
we show the results obtained for the di↵erent seeds. In
general, only eigenstates with N + Z = odd contribute
to the intrinsic wave function because the number parity
in this case is odd. Moreover, the largest contribution
corresponds to the targeted nucleus 25Ne (Z0 = 2 and
N0 = 7 in the valence space). In the the decomposition
of the HFB solutions based on seeds without pn-mixing
[Fig. 5(a)-(b)] we find only eigenstates with N = 7
since the blocking of a neutron state results in vanishing
neutron pairing correlations at the mean-field level.
We also see small components with Z = Z0 ± 2. By
contrast, if the pn-mixing is allowed, the HFB solution
acquires a small isoscalar pairing correlation, but no
isovector one. This internal configuration produces the
distribution shown in [Fig. 5(c)]. Similarly to the results
shown in 24Ne, richer structures are obtained when
using the VAPNP method because pairing correlations
are better explored. Using seeds without pn-mixing,
the wave functions are distributed among Z = Z0 ± 2m
and N = N0 ± 2n eigenstates, m and n being integers.
Additionally, the inclusion of pn-mixing in the seed wave
function leads to a solution with pp-, nn- and pn- (both

Figura 4.3: Distribución en autoestados de los operadores de número de protones
y neutrones de las funciones de onda intŕınsecas obtenidas con HFB/PNVAP con
diferentes semillas: (a) HFB axial pn-no; (b) HFB general pn-no; (c) HFB general
pn-yes; (d) PNVAP axial pn-no; (e) PNVAP general pn-no y (f) PNVAP general
pn-yes. El núcleo considerado es el 24Ne (Z = 2 y N = 6 en el espacio de valencia)
con la interacción USD.

En relación a los resultados PNVAP sin mezcla pn –paneles (d)-(e) de la Fig. 4.3–,

se puede observar una distribución más amplia en componentes, que se atribuye al

hecho de tener presente correlaciones de apareamiento tanto nn como pp. Además,

dado que el mı́nimo absoluto es axialmente simétrico, las distribuciones obtenidas

con las semillas que no mezclan protones y neutrones son las mismas.

Vemos que en los casos en los que no hay mezcla pn, la distribución sigue pre-

sentando los núcleos vecinos con la misma paridad de número, ahora con diferente

N y Z. Además, se sigue observando que el máximo se da en el sistema objetivo, de-

creciendo de modo similar a una distribución binomial, hecho que se puede justificar

teóricamente[117].

Sin embargo, la diferencia más interesante surge cuando se permite la mezcla.

En efecto, la presencia de correlaciones de apareamiento pn en las soluciones PN-
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VAP produce una distribución donde podemos encontrar tanto vecinos par-par como

impar-impar, ya que la paridad del número global es la misma en ambos casos. Si

bien las contribuciones de estos últimos son ligeramente inferiores, sus pesos no son

despreciables.

Este hecho, por tanto, nos permite la posibilidad de estudiar los núcleos impar-

impar sin la necesidad de bloquear expĺıcitamente dos estados de cuasipart́ıculas.

4.1.2. Caso par-impar: 25Ne

En el caso de querer describir sistemas de masa impar, esto es, núcleos par-impar

o impar-par necesitamos funciones de onda intŕınsecas que presenten una paridad

del número de part́ıculas impar[16]. Por tanto, este caso introduce un factor añadido

a la elección del funcional a minimizar y el tipo de semilla, esto es, el estado inicial

a bloquear.

En primer lugar, discutimos la influencia de bloquear diferentes estados en las

enerǵıas HFB/PNVAP para diferentes semillas. Aśı, los estados iniciales del cálculo

serán

|φ0,a〉 = β̂†0,a |φ0〉 (4.2)

donde |φ0〉 son semillas par-par del mismo tipo que las utilizadas para describir el
24Ne y β̂†0,a es el operador de creación de cuasipart́ıculas en el espacio de valencia. Aśı,

para el 25Ne en el espacio de valencia de la capa sd tendremos 12 posibles estados

de neutrones a bloquear. Además, cuando se comienza con una semilla axialmente

simétrica, la función de onda par-impar puede ser caracterizada por su componente

de momento angular sobre el eje z, esto es, Ĵz |φa〉 = Ka |φa〉, tomando Ka los valores

mostrados en el Cuadro 4.1.

Al igual que en el caso par-par, se han realizado 650 cálculos HFB/PNVAP con

diferentes semillas para las 12 posibilidades de bloqueo. Los resultados no presentan

diferencia alguna con los de las Fig. 4.1 y 4.2, por lo que no se muestran ni se analizan

con mayor detalle. No obstante, tomando únicamente el mı́nimo absoluto en cada

caso, en la Fig. 4.4 se han representado las enerǵıas en función del estado inicial

bloqueado.

Aqúı cabe destacar que, para un mismo tipo de semilla, la enerǵıa PNVAP se
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FIG. 3. (color online) Distribution in eigenstates of the proton
and neutron number operators of the intrinsic wave functions
(h�|P̂Z P̂N |�i) obtained from minimizing HFB/VAPNP en-
ergy functionals with di↵erent seed wave functions: (a) HFB
axial pn-no, (b) HFB general pn-no, (c) HFB general pn-
yes, (d) VAPNP axial pn-no, (e) VAPNP general pn-no, and,
(f) VAPNP general pn-yes. The nucleus considered is 24Ne
(Z = 2 and N = 6 in the valence space) and was calculated
using the USD Hamiltonian.

FIG. 4. (color online) (a) HFB and (b) VAPNP energies cal-
culated with axial pn-no (red bullets), general pn-no (blue
squares) and general pn-yes (black diamonds) seeds as a func-
tion of the label of the initial blocked neutron level in the
sd-shell (from left to right: 0d3/2, 0d5/2, 1s1/2 orbits). The

nucleus considered is 25Ne (Z = 2 and N = 7 in the valence
space) and was calculated using the USD Hamiltonian.

z axis, i.e., Ĵz|�ai = Ka|�ai. As in the e-e case (see
Figs. 1 and 2), we performed a series of HFB/VAPNP
calculations (650 runs) with di↵erent seeds for the 12
possibilities of the initial blocked state. The results (not
shown) are similar to those obtained for 24Ne and we will
not discuss them further. Taking only the absolute min-
ima in each case, we represent in Fig. 4 those energies as
a function of the initial blocked state. Here, we notice
that the VAPNP energy is below the HFB energy when
considering the same type of seed. We also see that the
solution based on general pn-yes seeds is below the solu-
tion based on general pn-no seeds, the latter being itself

FIG. 5. (color online) Same as Fig. 3 but for the 25Ne nucleus
(Z = 2 and N = 7 in the valence space).

below the energy obtained with the more restricted ax-
ial pn-no seeds. This is because of the extra pn-pairing
correlations included in the wave functions thanks to the
fact that pn-mixing are allowed in the Bogoliubov trans-
formations. More interestingly, we observe that only in
the axial case there is a strong dependence of the energy
on the initial blocked state. In such cases, not only the
initial but also the final states have a good Ka quantum
number and we find the same energies for the same ini-
tial |Ka|-value. In fact, for this particular nucleus, the
lowest energy within the axial approximation is found at
|Ka| = 1/2, which is the expected total angular momen-
tum for the ground state of 25Ne in the naive shell model
picture. Therefore, using general seeds simplifies the cal-
culations because we do not have to worry (in most of
the cases) about the choice of the initial blocked level.

We now analyze the decomposition of the
HFB/VAPNP unconstrained solutions in terms of
eigenstates of the particle number operators. In Fig. 5,
we show the results obtained for the di↵erent seeds. In
general, only eigenstates with N + Z = odd contribute
to the intrinsic wave function because the number parity
in this case is odd. Moreover, the largest contribution
corresponds to the targeted nucleus 25Ne (Z0 = 2 and
N0 = 7 in the valence space). In the the decomposition
of the HFB solutions based on seeds without pn-mixing
[Fig. 5(a)-(b)] we find only eigenstates with N = 7
since the blocking of a neutron state results in vanishing
neutron pairing correlations at the mean-field level.
We also see small components with Z = Z0 ± 2. By
contrast, if the pn-mixing is allowed, the HFB solution
acquires a small isoscalar pairing correlation, but no
isovector one. This internal configuration produces the
distribution shown in [Fig. 5(c)]. Similarly to the results
shown in 24Ne, richer structures are obtained when
using the VAPNP method because pairing correlations
are better explored. Using seeds without pn-mixing,
the wave functions are distributed among Z = Z0 ± 2m
and N = N0 ± 2n eigenstates, m and n being integers.
Additionally, the inclusion of pn-mixing in the seed wave
function leads to a solution with pp-, nn- and pn- (both

Figura 4.4: Enerǵıas (a) HFB y (b) PNVAP calculadas con las semillas axial pn-no
(puntos rojos), general pn-no (cuadrados azules) y general pn-yes (diamantes negros)
en función de la etiqueta del nivel de neutrones inicial bloqueado en la capa sd (de
izquierda a derecha: órbitas 0d3/2, 0d5/2 y 1s1/2). El núcleo considerado es el 25Ne
(Z = 2 y N = 7 en el espacio de valencia) con la interacción USD.

encuentra por debajo de la obtenida con HFB. También se observa que la solución

basada en semillas generales con mezcla pn está por debajo de las que preservan la

estructura de bloques separados. Esto se atribuye a las correlaciones de apareamiento

pn adicionales que se incluyen en la función de onda gracias a la mezcla pn en la

transformación de Bogoliubov.

Este último tipo de semillas produce soluciones que se encuentran por debajo de

las que se obtienen con las axialmente simétricas. Además, las soluciones con semillas

generales sin mezcla pn están por debajo de las soluciones con semillas axiales. En

este último caso, podemos observar una fuerte dependencia de la enerǵıa con el nivel

inicial bloqueado. En estos casos, tanto el estado inicial como el final (después de

la minimización) satisfacen buen número Ka y, además, encontramos que la enerǵıa

resultante es la misma para el mismo valor |Ka| del estado bloqueado. Aśı, para

este núcleo en concreto, la enerǵıa más baja –dentro de la aproximación axial– se
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no de estado na la ja mja mta Ka

1 (13) 0 2 3/2 3/2 -1/2 (1/2) +3/2
2 (14) 1/2 +1/2
3 (15) -1/2 −1/2
4 (16) -3/2 −3/2

5 (17) 5/2 5/2 +5/2
6 (18) 3/2 +3/2
7 (19) 1/2 +1/2
8 (20) -1/2 −1/2
9 (21) -3/2 −3/2
10 (22) -5/2 +5/2

11 (23) 1 0 1/2 1/2 +1/2
12 (24) -1/2 −1/2

Cuadro 4.1: Estados del oscilador que componen la capa sd con sus respectivos
números cuánticos y etiqueta de bloqueo en núcleos par-impar con simetŕıa axial.

encuentra para |Ka| = 1/2, el cual es precisamente el valor del momento angular total

del estado fundamental del 25Ne en una descripción sencilla de modelo de capas. Esta

dependencia, como se puede comprobar en cualquiera de los paneles de la Fig. 4.4,

desaparece cuando no se preserva la simetŕıa axial. Por tanto, usar semillas generales

–independientemente de que se permita o no la mezcla pn– simplifica en gran medida

la descripción de los sistemas impares ya que (en la mayoŕıa de los casos) no nos

tendremos que preocupar por la elección inicial del estado a bloquear.

Analizamos ahora la descomposición en autoestados de Ẑ y N̂ para las soluciones

de mı́nima enerǵıa de los cálculos anteriores. En la Fig. 4.5 se muestran los resultados

obtenidos para las diferentes semillas.

En general, vemos que solamente contribuyen a la distribución en la función de

onda intŕınseca los autoestados con Z+N impar. Esto, como ya se ha mencionado, se

debe a que solo se permiten estados con la misma paridad del número de part́ıculas,

que en este caso debe ser impar.

Además, como era de esperar, la mayor contribución corresponde a la del núcleo

objetivo, esto es, en nuestro espacio de valencia, el autoestado con Z0 = 2 y N0 = 7.

En cuanto a las soluciones HFB, vemos que las semillas que no permiten la mezcla

pn producen una distribución en la que solo encontramos autoestados con N = 7.
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FIG. 3. (color online) Distribution in eigenstates of the proton
and neutron number operators of the intrinsic wave functions
(h�|P̂Z P̂N |�i) obtained from minimizing HFB/VAPNP en-
ergy functionals with di↵erent seed wave functions: (a) HFB
axial pn-no, (b) HFB general pn-no, (c) HFB general pn-
yes, (d) VAPNP axial pn-no, (e) VAPNP general pn-no, and,
(f) VAPNP general pn-yes. The nucleus considered is 24Ne
(Z = 2 and N = 6 in the valence space) and was calculated
using the USD Hamiltonian.

FIG. 4. (color online) (a) HFB and (b) VAPNP energies cal-
culated with axial pn-no (red bullets), general pn-no (blue
squares) and general pn-yes (black diamonds) seeds as a func-
tion of the label of the initial blocked neutron level in the
sd-shell (from left to right: 0d3/2, 0d5/2, 1s1/2 orbits). The

nucleus considered is 25Ne (Z = 2 and N = 7 in the valence
space) and was calculated using the USD Hamiltonian.

z axis, i.e., Ĵz|�ai = Ka|�ai. As in the e-e case (see
Figs. 1 and 2), we performed a series of HFB/VAPNP
calculations (650 runs) with di↵erent seeds for the 12
possibilities of the initial blocked state. The results (not
shown) are similar to those obtained for 24Ne and we will
not discuss them further. Taking only the absolute min-
ima in each case, we represent in Fig. 4 those energies as
a function of the initial blocked state. Here, we notice
that the VAPNP energy is below the HFB energy when
considering the same type of seed. We also see that the
solution based on general pn-yes seeds is below the solu-
tion based on general pn-no seeds, the latter being itself

FIG. 5. (color online) Same as Fig. 3 but for the 25Ne nucleus
(Z = 2 and N = 7 in the valence space).

below the energy obtained with the more restricted ax-
ial pn-no seeds. This is because of the extra pn-pairing
correlations included in the wave functions thanks to the
fact that pn-mixing are allowed in the Bogoliubov trans-
formations. More interestingly, we observe that only in
the axial case there is a strong dependence of the energy
on the initial blocked state. In such cases, not only the
initial but also the final states have a good Ka quantum
number and we find the same energies for the same ini-
tial |Ka|-value. In fact, for this particular nucleus, the
lowest energy within the axial approximation is found at
|Ka| = 1/2, which is the expected total angular momen-
tum for the ground state of 25Ne in the naive shell model
picture. Therefore, using general seeds simplifies the cal-
culations because we do not have to worry (in most of
the cases) about the choice of the initial blocked level.
We now analyze the decomposition of the

HFB/VAPNP unconstrained solutions in terms of
eigenstates of the particle number operators. In Fig. 5,
we show the results obtained for the di↵erent seeds. In
general, only eigenstates with N + Z = odd contribute
to the intrinsic wave function because the number parity
in this case is odd. Moreover, the largest contribution
corresponds to the targeted nucleus 25Ne (Z0 = 2 and
N0 = 7 in the valence space). In the the decomposition
of the HFB solutions based on seeds without pn-mixing
[Fig. 5(a)-(b)] we find only eigenstates with N = 7
since the blocking of a neutron state results in vanishing
neutron pairing correlations at the mean-field level.
We also see small components with Z = Z0 ± 2. By
contrast, if the pn-mixing is allowed, the HFB solution
acquires a small isoscalar pairing correlation, but no
isovector one. This internal configuration produces the
distribution shown in [Fig. 5(c)]. Similarly to the results
shown in 24Ne, richer structures are obtained when
using the VAPNP method because pairing correlations
are better explored. Using seeds without pn-mixing,
the wave functions are distributed among Z = Z0 ± 2m
and N = N0 ± 2n eigenstates, m and n being integers.
Additionally, the inclusion of pn-mixing in the seed wave
function leads to a solution with pp-, nn- and pn- (both

Figura 4.5: Igual que la Fig. 4.3 pero para el núcleo 25Ne (Z = 2 y N = 7 en el
espacio de valencia).

Esto se debe a que el bloqueo de un estado de neutrones hace que las correlaciones

de apareamiento de neutrones sean prácticamente nulas a nivel de campo medio.

También se pueden ver componentes de menor pesos en núcleos con Z = Z0 ± 2.

Sin embargo, si se permite la mezcla pn, las soluciones HFB adquieren una cierta

cantidad de correlaciones de apareamiento isoescalares, mientras que en los canales

isovectoriales – en cualquiera de los casos MTp = 0,±1– no hay correlaciones de este

tipo. Esto hecho se traduce en la aparición de dos pequeñas contribuciones en los

núcleos con número de part́ıculas impar con Z = Z0 ± 1 y N = N0 ± 1.

De modo similar al 24Ne, cuando utilizamos el método PNVAP encontramos

distribuciones más ricas, pues podemos explorar mejor las correlaciones de aparea-

miento. Aśı, empleando semillas sin mezcla pn, las funciones de onda se distribuyen

en núcleos con Z = Z0±2m y Z = Z0±2n, siendo m y n números enteros. Además,

la inclusión de la mezcla pn en la función de onda nos lleva a soluciones en las que

se dan correlaciones de apareamiento pp, nn y pn (tanto isoescalar como isovecto-

rial) al mismo tiempo. Esto puede verse en el panel (f) de la Fig. 4.5, donde la

descomposición ahora presenta una gran variedad de núcleos –tanto par-impar como



80 Caṕıtulo 4. Comparación de resultados PGCM y SM I

impar-par– alrededor del núcleo de 25Ne, cuyos pesos decrecen según nos alejamos

de las componentes Z0 y N0.

4.1.3. Caso impar-impar: 24Na

Por último, nos centramos en los sistemas que tienen un número impar tanto de

protones como de neutrones. Al igual que en los dos ejemplos anteriores, realizamos

los cálculos HFB/PNVAP con diferentes semillas y todas las posibles estructuras de

bloqueo. Esto último se puede hacer gracias a la reducida dimensión del espacio de

valencia. En efecto, tenemos 12 estados de protones y 12 de neutrones, por lo que

tenemos 144 posibilidades.

De este modo, el primer paso necesario es bloquear uno de los estados de cuasi-

part́ıcula de protones y otro de neutrones para obtener formalmente una función de

onda intŕınseca de dos cuasipart́ıculas, esto es,

|φ0,apbn〉 = β̂†0,ap β̂
†
0,bn
|φ0〉 (4.3)

por lo que presenta una paridad del número global par. Sin embargo, si la parte

de protones y neutrones se mantienen separadas, el estado presentaŕıa un número

paridad impar en ambos bloques por separado. Más aún, generalizando los resultados

del caso impar, si la función de onda semilla es axialmente simétrica, uno podrá

etiquetar la estructura de bloqueo con el valor Kab = Kap +Kbn . Por supuesto, para

un mismo valor Kab existen diversos modos de realizar el bloqueo. Por ejemplo, para

K = 3 algunas posibilidades seŕıan 1/2p + 5/2n, 5/2p + 1/2n o bien 3/2p + 3/2n
1

Como en los casos previos, se ha ejecutado una serie de cálculos (300 veces) para

cada combinación de funcional (HFB/PNVAP), semilla y ahora bloqueo de estados,

para determinar con mayor rigor el mı́nimo absoluto. De nuevo, los resultados no

añaden ninguna novedad a los mostrados en las Fig. 4.1 y 4.2, por lo que se omite

el análisis.

En la Fig. 4.6 se muestran las enerǵıas del mı́nimo absoluto encontrado HFB y

1Esta multiplicidad se extiende también a los propios valores de K de protones o neutrones. En
efecto, del mismo modo que en el caso anterior, podemos encontrar la misma etiqueta en diferentes
capas. Por ejemplo, para Kap = 1/2 podemos bloquear el estado correspondiente a la capa 0d5/2,
0d3/2 y 1s1/2. Sin embargo, mientras que en el caso par-impar el funcional a minimizar converge
en los mismos mı́nimos, se deberá ir con cautela a la hora de tratar con los sistemas impar-impar.
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PNVAP en función de las combinaciones de bloqueo para cada tipo de semilla. En

aras de la simplicidad, en la etiqueta del eje x se han englobado las 144 posibilidades

como si se preservara la simetŕıa axial en todos los casos. Esto implica que la etiqueta

i correspondeŕıa al mismo (ap; bn) de las columnas bloqueadas en las matrices (U, V )

que produciŕıa, en el caso axial, el estado con Kab.
7

Tp = 0 and 1) pairing correlations at the same time. This
is nicely reflected in Fig. 5(f) where the wave function
can be decomposed into a large variety of e-o and o-e
nuclei around 25Ne, with their weights decreasing as one
moves away from the physical components Z0 and N0.

3. 24Na (o-o) case

Finally, we describe the calculations of the most in-
volved case for HFB-based theories, i.e., the case of a
nucleus with an odd number of both protons and neu-
trons. As in the two previous sections, we perform
HFB/VAPNP calculations with di↵erent seeds and all
possible blocking structures. The latter can be done be-
cause of the small dimensionality of the sd-shell (12 ⇥
12 = 144 possibilities). Hence, the first step is the block-
ing of one proton and one neutron quasiparticle to ob-
tain a formally two-quasiparticle intrinsic wave function,

|�0,apbni = �†
0,ap

�†
0,bn

|�0i, with a global even number

parity. If protons and neutrons are kept separate, the
state has an odd number parity for protons and neu-
trons separately. Moreover, if one starts from an axi-
ally symmetric |�0i, one can label the blocking structure
by its initial Kab = Kap + Kbn value. Of course, the
same value of Kab can be obtained in several ways, e.g.,
K = +3 = 1/2p + 5/2n = 5/2p + 1/2n = 3/2p + 3/2n.
As in the previous e-e and e-o cases, we performed a se-
ries of calculations with random seeds (300 runs) for each
combination of: a) HFB/VAPNP, b) type of seed, and, c)
blocking structure, to determine better the absolute min-
imum for each set. Similar results to those discussed for
the e-e case have been obtained (not shown). We show
in Fig. 6(a)-(b) the HFB and VAPNP minimum energies
as a function of the di↵erent blocking combinations and
for di↵erent structures of the seed wave functions. For
the sake of simplicity in the labelling of the x-axis, we
have grouped the 144 possibilities as if the axial symme-
try were preserved. That means that the label i corre-
sponds to the same (ap; bn) initial blocking columns in
the (U, V ) matrices that produce, in the axial case, an
state with Kab.
The general observations discussed above for the e-e

and e-o cases also hold in the o-o case, i.e., VAPNP ener-
gies are lower than HFB energies, the general seeds with
pn-mixing provide the lowest energies whereas the axi-
ally symmetric ones provide the highest energies. More-
over, the results are once again independent of the choice
of the blocking structure in the case of general seeds
whereas they strongly dependent on the value of the ini-
tial Kab in the axial case. More precisely, in the lat-
ter case the results are symmetric with respect to ±Kab

and, similarly to the e-o case, they only depend upon the
Kab = Kap

+Kbn combination. Finally, it is also inter-
esting to note that the lowest energy obtained with axial
blocked seeds is found at |K| = 4 which is precisely the
total angular momentum of the exact (and experimental)
ground state for 24Na.

FIG. 6. (color online) (a) HFB and (b) VAPNP energies cal-
culated with axial pn-no (red bullets), general pn-no (blue
squares) and general pn-yes (black diamonds) seeds as a func-
tion of the label of the initial blocking levels (protons and neu-
trons) in the sd-shell. The nucleus considered is 24Na (Z = 3
and N = 5 in the valence space) and was calculated with the
USD Hamiltonian.

For the sake of completeness, we represent in Fig. 7
the distribution in terms of eigenstates of the N̂ and Ẑ
operators for the di↵erent minima discussed above. The
main di↵erences with the previous analyses are observed
in the HFB method. First of all, seeds without pn-mixing
are not able to spontaneously break the particle-number
invariance and produce solutions without any kind of
pairing correlations. More interestingly, the HFB solu-
tion obtained with general pn-yes seeds is in fact a fake
odd-odd vacuum. Indeed, it does not contain any eigen-
states with an odd number of protons or neutrons but the
largest contributions correspond to even-even nuclei with
Z = Z0 ± 1 and N = N0 ± 1 (with (Z0, N0) = (3, 5) for
24Na). It is important to remark that only the nucleon
number parity is enforced by the Bogoliubov transfor-
mations in this case. Therefore, the HFB minimization
produces a wave function with global even number par-
ity and fully paired (without fully occupied single-particle
states). In this sense, the HFB method with general seeds
and with pn-mixing is useless to describe o-o nuclei. Ad-
ditional constraints on the pairing content of the intrinsic
states imposed during the minimization procedure could
help to bypass this problem.

Fortunately, the VAPNP method is able to describe
o-o nuclei both without and with pn-mixing. In the first
case, odd number parity both for protons and neutrons
separately are safely defined. Here, pp and nn corre-
lations are present [see Figs. 7(d)-(e)] and, apart from
the largest contribution at (Z0, N0), we also see some
components in (Z0 ± 2, N0 ± 2). Finally, we obtain pair-
ing correlations of all kind (isoscalar and isovector) when
considering the most general transformation. As in the
e-o case, this is reflected in the appearance of all possible
types of eigenstates in the intrinsic wave function around
the maximum at (Z0, N0).

(a) (b)

Figura 4.6: Enerǵıas (a) HFB y (b) PNVAP calculadas con las semillas axial pn-no
(puntos rojos), general pn-no (cuadrados azules) y general pn-yes (diamantes negros)
en función de la etiqueta del bloqueo (de protones y neutrones) en la capa sd. El
núcleo considerado es el 24Na (Z = 3 y N = 5 en el espacio de valencia) con la
interacción USD.

Las observaciones generales discutidas en el 24Ne y 25Ne también se mantienen

en este caso, esto es, las enerǵıas PNVAP presentan valores inferiores a las HFB y

las semillas generales con mezcla pn producen las enerǵıas más bajas mientras que

las axialmente simétricas las más altas. Además, en el caso de semillas generales, los

resultados son independientes de la estructura de niveles bloqueados, mientras que

en las semillas axialmente simétricas aparece de nuevo una fuerte dependencia en el

Kab resultante. En este último caso también se observa que la enerǵıa es la misma

para el par de valores ±Kab.

Por último, también es interesante notar que la menor enerǵıa encontrada con
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las semillas axiales corresponde a |K| = 4, que es precisamente el valor del momento

angular total –tanto exacto como experimental– del estado fundamental del núcleo

de 24Na.

Para completar este análisis, se presentan en la Fig. 4.7 las diferentes distribu-

ciones en autoestados de N̂ y Ẑ para los diferentes mı́nimos globales encontrados

en función del funcional y el tipo de semilla. Aqúı, las principales diferencias con

respecto a los análisis previos se encuentran en el caso de minimizar el funcional

HFB.

En primer lugar, las semillas sin mezcla pn no son capaces de romper espontánea-

mente el número de part́ıculas, por lo que se obtienen soluciones sin ninguna correla-

ción de apareamiento. Esto, por tanto, se traduce en un único pico en la distribución

en el núcleo objetivo, esto es, con Z0 = 3 y N0 = 7. Más interesante aún, las

soluciones HFB obtenidas en el caso de permitir la mezcla son en realidad falsos

vaćıos impar-impar. Esto puede observarse en el panel (c), donde no se encuentran

autoestados con número impar de protones y neutrones, mientras que las mayores

contribuciones se dan en los núcleos par-par con Z = Z0 ± 1 y N = N0 ± 1. 8

FIG. 7. (color online) Same as Fig. 3 but for the 24Na (Z = 3
and N = 5 in the valence space).

4. Systematic calculations of the ground-state energies

We extend the unconstrained calculations performed
for 24Ne, 25Ne and 24Na to all even-even, even-odd (or
odd-even) and odd-odd nuclei in the sd-shell. Unless in-
dicated otherwise, the energies will be always substracted
by the exact ground state energies obtained from the full
diagonalization of the problem, i.e. we will discuss the
energy di↵erences

�E = Eapprox � Eexact. (16)

These energy di↵erences are displayed for the various iso-
topic chains in the sd-shell on Fig. 8 (even-even and even-
odd nuclei) and Fig. 9 (odd-odd nuclei) for the general
pn-no and pn-yes seeds and for both HFB and VAPNP
minimizations. For odd-odd nuclei, we cannot compute
the nuclei within the HFB approach with pn-mixing be-
cause minimizing the energy without forcing the number
parity for protons and neutrons to be odd separately pro-
duces fake odd-odd quasiparticle vacua that are in reality
made of particle-number eigenstates with an even num-
ber of particles for both proton and neutron species [see
Fig. 7(c)].
As a general comment on this global calculation, we

always obtain positive energy di↵erences. This is not
surprising because these approximations miss some cor-
relations contained in the exact eigenstates and because
the VAPNP is strictly variational with respect to the
space of many-body states with the correct number of
particles. In fact, we observe that the VAPNP method
always provides a closer solution to the exact value than
the HFB approximation if we use the same kind of trial
wave function. The largest di↵erences with the exact
solution are found in mid-shell nuclei where the e↵ects
of additional symmetry restorations (e.g., angular mo-
mentum) and configuration mixing become more impor-
tant, as it will be illustrated later on. Furthermore, we
observe an even-odd staggering superimposed to such a
global trend, with the even-odd isotopes being closer to
the exact solutions than their even-even neighbors (see
Fig. 8).

FIG. 8. (color online) Energy di↵erence with respect to
the exact solution for unconstrained HFB (red symbols) and
VAPNP (black symbols) calculations and for PGCM calcula-
tions using (�2, �) as generating coordinates (blue symbols)
for even-even and even-odd nuclei in the sd-shell and the USD
interaction. Two di↵erent choices of Bogoliubov transforma-
tions are used: general pn-no (boxes and circles) and general
pn-yes (bullets and filled boxes).

Comparing now the solutions with and without includ-
ing the pn-mixing in the variational space, we see a di↵er-
ent behavior between the HFB and VAPNP approaches.
Looking first at the HFB case, the di↵erences between
those solutions are very small in the even-odd isotopes
and even non-existent in the even-even isotopes. If we
analyze closely the pairing energies of the even-odd nu-
clei in the HFB approximation, we observe that in our
results all the general pn-no solutions have Enn

pair = 0

(except for 19,21O) and Epp
pair = 0 (except for 25,27Ne,

21,31Mg, 23,25Si, 25S and 27,29,37Ar). By contrast, all the
general pn-yes solutions have Epn

pair 6= 0 (except for the
O chain whose solutions are obviously the same as the
general pn-no ones, and 23Ne, 29Mg and 27�31Si), and

E
pp/nn
pair = 0, showing that the nn/pp- and pn-pairing

phases are not mixed in the unconstrained self-consistent
mean-field solutions [36]. The situation is more extreme

Figura 4.7: Igual que la Fig. 4.3 pero para el núcleo 24Na (Z = 3 y N = 5 en el
espacio de valencia).

Esto se debe a que la transformación de Bogoliubov solo preserva la paridad del
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número de nucleones, esto es, (−1)Z+N . Por tanto, la minimización HFB produce

funciones de onda con una paridad global par y con estados apareados (sin estados

monoparticulares totalmente ocupados y sus conjugados vaćıos). En este sentido, el

método HFB con la semilla que presenta la mezcla pn es inútil para describir sistemas

impar-impar. Aśı, un posible modo de evitar este problema seŕıa imponer ligaduras

en el contenido de apareamiento de los estados intŕınsecos durante el proceso de

minimización.

Afortunadamente, el método PNVAP śı es capaz de obtener estados que describen

este tipo de núcleos, con y sin mezcla pn. Como puede verse en los paneles (d) y

(e) de la Fig. 4.7, las semillas que no consideran dicha mezcla caen en estados con

una paridad impar en protones y neutrones de forma separada. Aśı, en los estados

intŕınsecos obtenidos encontramos correlaciones de apareamiento pp y nn y, junto

con el pico de la distribución en (Z0, N0) encontramos algunas componentes en (Z0±
2, N0±2). Por último, con la semilla general con mezcla pn encontramos correlaciones

en los canales isovectorial e isoescalar. De modo similar al caso par-impar, este último

hecho se refleja en el panel (f), donde surgen autoestados tanto par-par como impar-

impar en la función de onda intŕınseca alrededor del máximo en el núcleo objetivo.

4.1.4. Cálculos sistemáticos de las enerǵıas de estados fun-

damentales

Extendemos ahora los cálculos sin ligaduras llevado a cabo en los núcleos 24Ne,
25Ne y 24Na a todos los posibles núcleos par-par, par-impar (o impar-par, dado que

la interacción es invariante bajo isoesṕın, por lo que los núcleos espejo presentan los

mismos resultados) e impar-impar en la capa sd.

Salvo que se diga lo contrario, las enerǵıas mostradas serán siempre referidas a

la exacta, obtenida a partir de la diagonalización completa del problema. Dicho de

otro modo, se discutirán las diferencias en la enerǵıa, dadas por

∆E = Eapprox − Eexact (4.4)

Aśı, se muestran estas diferencias para los diferentes isótopos en la capa sd tanto

en la Fig. 4.8 (núcleos par-par y par-impar) como en 4.9 (núcleos impar-impar),
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donde se han empleado funciones de onda generales con y sin mezcla pn con los

métodos HFB y PNVAP. En el caso de los núcleos impar-impar no se ha incluido el

cálculo HFB con mezcla pn por el motivo mencionado en el apartado anterior, esto

es, los estados intŕınsecos obtenidos son falsos vaćıos impar-impar que solamente

presentan autoestados de Ẑ y N̂ con número de part́ıculas par en ambas especies de

nucleones.

A grandes rasgos, en ambos cálculos observamos que esta diferencia presenta

siempre valores positivos, esto es, la enerǵıa variacional se encuentra siempre por

encima de la exacta. Este hecho era de esperar dado que estas aproximaciones no in-

cluyen todas las correlaciones contenidas en los autoestados exactos del hamiltoniano

nuclear. De hecho, se observa que el funcional PNVAP siempre produce resultados

más cercanos al exacto que el HFB en el caso de comparar el mismo tipo de semillas.

Además, las mayores diferencias con respecto de la diagonalización completa las

encontramos en los núcleos de mitad de capa. Esto es, cuando el número de protones

o neutrones produce un llenado intermedio en los orbitales del espacio de valencia

escogido, en nuestro caso Z(N) ≈ 6. En dichos casos, los efectos de restaurar más

simetŕıas o realizar la mezcla de configuraciones (cálculo PGCM completo) tomará

especial relevancia en comparación con los núcleos que se encuentran en los extremos

de la capa.

Es interesante destacar también el comportamiento general de dientes de sierra

(staggering) que encontramos en todas las cadenas (salvo en el caso de los ox́ıgenos)

compuestas de isótopos par-par y par-impar, donde los casos con N impar presentan

enerǵıas variacionales más cercanas a la exacta que sus núcleos vecinos par-par (ver

Fig. 4.8).

Comparando ahora las soluciones con y sin mezcla pn en el espacio variacio-

nal, vemos un comportamiento diferente entre las aproximaciones HFB y PNVAP.

En primer lugar, para el caso HFB, las diferencias entre ambas soluciones son muy

pequeñas en los isótopos par-impar. Si se analizan de cerca las enerǵıas de aparea-

miento, podemos encontrar que las soluciones con semillas generales pn-no tienen

Enn
pair = 0 (salvo para los núcleos 19,21O) y Epp

pair = 0 (salvo para los casos 25,27Ne,
21,31Mg, 23,25Si, 25S y 27,29,31Ar). Por el contrario, todas las soluciones pn-yes pre-

sentan Epn
pair 6= 0 (salvo para la cadena del O y los isótopos 23Ne, 29Mg, 27−31Si), y
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FIG. 7. (color online) Same as Fig. 3 but for the 24Na (Z = 3
and N = 5 in the valence space).

4. Systematic calculations of the ground-state energies

We extend the unconstrained calculations performed
for 24Ne, 25Ne and 24Na to all even-even, even-odd and
odd-odd nuclei in the sd-shell. Because of the isospin in-
variance of the interaction, mirror nuclei give the same
results and they are not, in general, computed. Unless in-
dicated otherwise, the energies will be always substracted
by the exact ground state energies obtained from the full
diagonalization of the problem, i.e. we will discuss the
energy di↵erences

�E = Eapprox � Eexact. (16)

These energy di↵erences are displayed for the various iso-
topic chains in the sd-shell on Fig. 8 (even-even and even-
odd nuclei) and Fig. 9 (odd-odd nuclei) for the general
pn-no and pn-yes seeds and for both HFB and VAPNP
minimizations. For odd-odd nuclei, we cannot compute
the nuclei within the HFB approach with pn-mixing be-
cause minimizing the energy without forcing the number
parity for protons and neutrons to be odd separately pro-
duces fake odd-odd quasiparticle vacua that are in reality
made of particle-number eigenstates with an even num-
ber of particles for both proton and neutron species [see
Fig. 7(c)]. As a general comment on this global calcula-
tion, we always obtain positive energy di↵erences. This is
not surprising because these approximations miss some
correlations contained in the exact eigenstates and be-
cause the VAPNP is strictly variational with respect to
the space of many-body states with the correct number
of particles. In fact, we observe that the VAPNP method
always provides a closer solution to the exact value than
the HFB approximation if we use the same kind of trial
wave function. The largest di↵erences with the exact
solution are found in mid-shell nuclei where the e↵ects
of additional symmetry restorations (e.g., angular mo-
mentum) and configuration mixing become more impor-
tant, as it will be illustrated later on. Furthermore, we
observe an even-odd staggering superimposed to such a
global trend, with the even-odd isotopes being closer to

FIG. 8. (color online) Energy di↵erence with respect to
the exact solution for unconstrained HFB (red symbols) and
VAPNP (black symbols) calculations for even-even and even-
odd nuclei in the sd-shell and the USD interaction. Two dif-
ferent choices of Bogoliubov transformations are used: gen-
eral pn-no (boxes and bullets) and general pn-yes (circles and
filled boxes).

the exact solutions than their even-even neighbors (see
Fig. 8).

Comparing now the solutions with and without includ-
ing the pn-mixing in the variational space, we see a di↵er-
ent behavior between the HFB and VAPNP approaches.
Looking first at the HFB case, the di↵erences between
those solutions are very small in the even-odd isotopes
and even non-existent in the even-even isotopes. If we
analyze closely the pairing energies of the even-odd nu-
clei in the HFB approximation, we observe that in our
results all the general pn-no solutions have Enn

pair = 0

(except for 19,21O) and Epp
pair = 0 (except for 25,27Ne,

21,31Mg, 23,25Si, 25S and 27,29,37Ar). By contrast, all the
general pn-yes solutions have Epn

pair 6= 0 (except for the
O chain whose solutions are obviously the same as the
general pn-no ones, and 23Ne, 29Mg and 27�31Si), and

E
pp/nn
pair = 0, showing that the nn/pp- and pn-pairing

Figura 4.8: Diferencia de enerǵıa con respecto de la solución exacta para los cálculos
sin ligaduras HFB (color rojo) y PNVAP (color negro) para los núcleos par-par y
par-impar de la capa sd y la interacción USD. Se han usado las semillas general
pn-no (cajas y puntos) y pn-yes (ćırculos y cuadrados rellenos).

E
pp/nn
pair = 0, mostrando que las fases de apareamiento pp/nn y pn no se mezclan en

las soluciones de campo medio cuando no se imponen ligaduras[118]. Esta situación

es más extrema aún en el caso de los isótopos par-par donde las soluciones para las

semillas generales pn-no y pn-yes son las mismas, dado que tenemos Epn
pair = 0 en
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todos los casos. De hecho, en los casos N = Z las soluciones colapsan en estados de

tipo HF en los que no hay apareamiento de ningún tipo.

En segundo lugar, analizando los resultados PNVAP podemos extraer diferentes

conclusiones. Aqúı, se observa una diferencia clara según se permita o no la mezcla

entre estados de protones y neutrones. En concreto, la semilla general pn-yes siem-

pre produce las enerǵıas con la menor valor, salvo en los casos en los que no haya

protones o neutrones en el espacio de valencia. Además, debe destacarse que los es-

tados intŕınsecos obtenidos con PNVAP, dado que se minimiza la enerǵıa proyectada

buen número de part́ıculas, presentan siempre correlaciones de apareamiento. Más

interesante aún, la función de onda intŕınseca pn-yes contiene al mismo tiempo apa-

reamiento pp, nn y pn, independientemente del tipo de núcleo (par-par, par-impar o

impar-impar). Este resultado, por tanto, muestra la superioridad de la aproximación

PNVAP para incluir correlaciones más complejas, por lo que los estados intŕınse-

cos obtenidos podrán usarse –como se verá a continuación– para construir mejores

aproximaciones a los autoestados del hamiltoniano nuclear.

A la luz de todo lo anterior, podemos ver que las aproximaciones HFB y PN-

VAP son capaces de describir en gran medida las enerǵıas del estado fundamental

del conjunto de núcleos estudiados, siendo el método PNVAP el que mejores resul-

tados reporta, permitiendo incluso describir sistemas impar-impar dentro del mismo

formalismo, independientemente de permitir o no la mezcla pn.

4.2. Cálculos con ligaduras

En la sección anterior se ha analizado la capacidad de los métodos HFB y PN-

VAP de obtener funciones de onda que se aproximen a los verdaderos autoestados

del hamiltoniano de muchos cuerpos nuclear en función de las simetŕıas impuestas

en la semilla del cálculo y del tipo de núcleo. Sin embargo, las enerǵıas de estado

fundamental obtenidas muestran que todav́ıa existen correlaciones que no se están

teniendo en cuenta y, en los casos más complejos (núcleos a mitad de capa) no son

en absoluto despreciables.

De este modo, a lo largo de esta sección se mostrará que la mayoŕıa de estas co-

rrelaciones podrán ser incluidas restaurando la simetŕıa de la invariancia rotacional y
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phases are not mixed in the unconstrained self-consistent
mean-field solutions [36]. The situation is more extreme
in the even-even isotopes where the general pn-no and
and pn-yes solutions are the same because Epn

pair = 0 is
obtained for all nuclei. In particular, in the HFB approx-
imation all N = Z nuclei collapse to HF solutions with
no pairing of any kind.
The analysis of VAPNP results leads to di↵erent con-

clusions. Here, a clear di↵erence is observed depending if
one allows or not the possibility for protons and neutrons
to mix among each others. In particular, the trial wave
functions pn-yes always give the solution with the lowest
energy, except in those cases where there is no proton or
neutron in the valence space. It has to be noted that the
VAPNP method, which minimizes the particle-number
projected energy, always produced paired solutions, i.e.,
with Epair 6= 0. More remarkably, the pn-yes wave func-
tions always contain at the same time non-vanishing pp-,
nn- and np�pairing correlations and that for all nuclei
(whether e-e, e-o or o-o systems). This result clearly
shows the superiority of the VAPNP approximation that
is able to capture more complicated correlations and,
therefore, can be used to build better approximations
to the eigenstates of the nuclear Hamiltonian.

B. Constrained calculations

1. Preliminary study of 24Ne

We have analyzed in Sec. III A the ability of the plain
HFB and VAPNP methods, which are based on a single
intrinsic wave function, to approximate the exact solu-
tions. It is clear from the global calculations shown in
Figs. 8-9 that non-negligible correlations are still miss-
ing. As we will show, most of those correlations can
be accounted for by simultaneously restoring the rota-
tional invariance and mixing di↵erent quasiparticle states
within the PGCM formalism discussed in Sec. II. More-
over, this framework permits the calculation of excited
states and electromagnetic properties (transition proba-
bilities and moments).
One of the critical aspects of the method is the selec-

tion of the generator coordinates and the natural choices
dictated by the nuclear interaction are the quadrupole
and pairing degrees of freedom [37]. As an example,
we analyze the HFB/VAPNP energy as a function of
the quadrupole deformation parameters, (�2, �), and the
VAPNP energy as a function of the quadrupole and

pairing parameters, (�2, �
JpTp

MJpMTp
), for the nucleus 24Ne.

These total energy surfaces (TES) are obtained by solv-
ing the HFB/VAPNP equations with constraints (see
Sec. II).
We observe in Fig. 10 that the minima of the TES are

found at axial prolate deformations in this isotope both
for HFB and VAPNP solutions and the surfaces are softer
along the � degree of freedom than in the �2 direction.

FIG. 9. (color online) Same as Fig. 8 but for odd-odd isotopes.
The HFB results only contains general pn-no seeds.

We also note that the increase of pairing correlations,
from HFB to VAPNP pn-no and VAPNP pn-yes, tends
to decrease the deformation. Consistently with the un-
constrained results, the VAPNP pn-yes method provides
the solution with the lowest energy.

Concerning the dependence of the energy on both
quadrupole and pairing, we represent in Fig. 11 the
TES calculated with the VAPNP method exploring ex-
plicitly the isoscalar (Jp = 1, Tp = 0) and isovector
(Jp = 0, Tp = 0) pairing degrees of freedom. We point
out that increasing the value of � in a given channel pro-
duces an increase of the corresponding pairing energy,

e.g., �
Jp=0;Tp=1
MJp=0;MTp=�1 measures the amount of pp-pairing

energy in the intrinsic wave function [7, 38]. We obtain
in all cases two minima (prolate and oblate) in the TES,
the prolate minimum being the absolute one. This is con-
sistent with the triaxial TES discussed above where the
oblate minimum is the point with the lowest energy at
� = 60� in Fig. 10. The TES along the pairing content,
both isoscalar and isovector, are rather soft in the � di-
rection around the minima. Additionally, these minima

Figura 4.9: Igual que la Fig. 4.8 pero para los isótopos impar-impar. Para el caso
HFB solo se han usado semillas generales pn-no.

considerando la mezcla de diferentes estados de cuasipart́ıcula, gracias al formalismo

PGCM. Gracias a esta herramienta, además, se podrán obtener aproximaciones al

espectro de enerǵıas excitadas y a diversas propiedades electromagnéticas.
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4.2.1. Estudio preliminar del 24Ne

Unos de los aspectos cŕıticos del método PGCM es la selección de las coordena-

das generadoras. Aśı, teniendo en cuenta la naturaleza de la interacción nuclear, las

opciones más habituales son las deformaciones cuadrupolares y el apareamiento[119].

Como ejemplo, analizamos la enerǵıa HFB/PNVAP en función de los parámetros de

deformación cuadrupolares (β2, γ) y la enerǵıa PNVAP en función de las deformacio-

nes axiales y los parámetros de apareamiento (β2, δ
JpTp
MJpMTp

) para el núcleo de 24Ne.

Estas superficies de enerǵıa total (TES) se han obtenido mediante la resolución de

las ecuaciones HFB y PNVAP imponiendo ligaduras en los parámetros anteriores.

Aśı, de la Fig. 4.10 extraemos que los mı́nimos de enerǵıa se dan para deforma-

ciones axiales proladas, tanto en el caso HFB como PNVAP y que las superficies son

más suaves a lo largo del grado de libertad γ que en la dirección de β2.

También encontramos que incrementar las correlaciones de apareamiento –debido

a pasar del caso HFB a PNVAP e incluir correlaciones pn– se traduce en una cierta

tendencia a disminuir la deformación. Además, consistentemente con la sección an-

terior, vemos que el cálculo PNVAP con mezcla pn produce la superficie con menor

enerǵıa.

En cuanto a la dependencia de la enerǵıa con la deformación y el apareamien-

to, se ha representado en la Fig. 4.11 la TES con el método PNVAP explorando

expĺıcitamente los grados de libertad de apareamiento isoescalar (Jp = 1, Tp = 0) e

isovectorial (Jp = 0, Tp = 1). Cabe remarcar que aumentar el valor de δ en un canal

determinado se traduce en aumentar la enerǵıa de apareamiento correspondiente. Por

ejemplo, δ
Jp=0Tp=1
MJp=0MTp=−1 mide la cantidad de apareamiento pp contenida en la función

de onda intŕınseca HFB o PNVAP.

En dichas superficies se han encontrado, en todos los casos, dos mı́nimos asociados

a las deformaciones prolada y oblada, siendo la primera de estas la correspondiente

al mı́nimo absoluto. Esto es consistente con la TES triaxial discutida previamente,

donde el mı́nimo oblado corresponde al estado de menor enerǵıa para γ = 60◦ que

puede encontrarse en la Fig. 4.10.

Las superficies en función del contenido de apareamiento, tanto isovectorial co-

mo isoescalar, son razonablemente suaves en la dirección de δ alrededor de ambos

mı́nimos axiales. Además, los mı́nimos encontrados ahora se encuentran en regio-
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FIG. 10. (color online) Total energy surfaces as a function
of the triaxial deformations (�2, �) calculated for 24Ne within
the following approaches: (a) HFB pn-no, (b) VAPNP pn-
no; and, (c) VAPNP pn-yes. Contour lines are separated
by intervals of 0.25 MeV and the scale of the color code is
di↵erent for each plot.

are found at values with � 6= 0, showing the ability of
the VAPNP method to include any kind of pairing in the
intrinsic wave function.

The softness of the TES shown in Fig. 10 and Fig. 11
suggests that the configuration mixing may play an im-
portant role in the final results. Therefore, the next step
is the calculation of the spectrum of the nucleus 24Ne
within the PGCM framework using the di↵erent sets of
intrinsic wave functions that define the TES discussed
above. The results are represented in Fig. 12 where we
observe a general good agreement between the variational
approaches and the exact results. Ground state ener-
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FIG. 11. (color online) VAPNP total energy surfaces for
24Ne as a function of the quadrupole deformation, �2, and:

(a) isoscalar pairing, �
Jp=1;Tp=0

MJp=0;MTp=0; (b) isovector pn-pairing,

�
Jp=0;Tp=1

MJp=0;MTp=0; (c) nn-pairing, �
Jp=0;Tp=1

MJp=0;MTp=+1; and, (d) pp-

pairing, �
Jp=0;Tp=1

MJp=0;MTp=�1. Contour lines are separated by in-

tervals of 0.25 MeV and the scale of the color code is the same
in all the plots.

gies are 1% above the exact energy at most and the
best approximations correspond to the PGCM calcula-
tions that explore both deformation and pairing explic-
itly with intrinsic wave functions generated through a
VAPNP minimization. We see in Fig. 12(a) that the in-
clusion of intrinsic states with pn-mixing compresses the
spectrum compared to the two other approaches where
the intrinsic states are direct product of separate protons’
and neutrons’ wave functions (HFB and VAPNP pn-no).
Nevertheless, we notice that the configuration mixing of
HFB states produces good results despite the larger dif-
ferences found in unconstrained calculations. Concerning
the PGCM with deformation and pairing, we observe in
Fig. 12(b) rather similar results for most of the ener-
gies, specially if we compare the results with pn-pairing
(�MTp=0) and the results with pp/nn-pairing (�MTp=±1)
among themselves. These similarities are also observed
in the evaluation of the electric quadrupole transition
probabilities and moments shown in Table III B 1. We
have used the standard e↵ective charges, i.e., 1.5 and
0.5 for protons and neutrons, respectively. The PGCM
approaches are in a very good agreement with the ex-
act values. For example, all of them are able to repro-
duce the large [small] B(E2, 2+1 ! 0+1 ) [B(E2, 2+2 ! 0+1 )]
value, and the sign and magnitudes of the spectroscopic
quadrupole moments. Here, the states with a negative
spectroscopic moment would be dominated by the pro-

Figura 4.10: Superficies de enerǵıa total en función de las deformaciones triaxiales
(β2, γ) del 24Ne con las aproximaciones (a) HFB pn-no, (b) PNVAP pn-no y (c)
PNVAP pn-yes. Las curvas de nivel están separadas en intervalos de 0.25 MeV y la
escala de color es diferente en cada representación.
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nes con δ 6= 0, mostrando la capacidad del método PNVAP de incluir todo tipo de

aparaeamientos en la función de onda intŕınseca.
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FIG. 10. (color online) Total energy surfaces as a function
of the triaxial deformations (�2, �) calculated for 24Ne within
the following approaches: (a) HFB pn-no, (b) VAPNP pn-
no; and, (c) VAPNP pn-yes. Contour lines are separated
by intervals of 0.25 MeV and the scale of the color code is
di↵erent for each plot.

are found at values with � 6= 0, showing the ability of
the VAPNP method to include any kind of pairing in the
intrinsic wave function.

The softness of the TES shown in Fig. 10 and Fig. 11
suggests that the configuration mixing may play an im-
portant role in the final results. Therefore, the next step
is the calculation of the spectrum of the nucleus 24Ne
within the PGCM framework using the di↵erent sets of
intrinsic wave functions that define the TES discussed
above. The results are represented in Fig. 12 where we
observe a general good agreement between the variational
approaches and the exact results. Ground state ener-
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gies are 1% above the exact energy at most and the
best approximations correspond to the PGCM calcula-
tions that explore both deformation and pairing explic-
itly with intrinsic wave functions generated through a
VAPNP minimization. We see in Fig. 12(a) that the in-
clusion of intrinsic states with pn-mixing compresses the
spectrum compared to the two other approaches where
the intrinsic states are direct product of separate protons’
and neutrons’ wave functions (HFB and VAPNP pn-no).
Nevertheless, we notice that the configuration mixing of
HFB states produces good results despite the larger dif-
ferences found in unconstrained calculations. Concerning
the PGCM with deformation and pairing, we observe in
Fig. 12(b) rather similar results for most of the ener-
gies, specially if we compare the results with pn-pairing
(�MTp=0) and the results with pp/nn-pairing (�MTp=±1)
among themselves. These similarities are also observed
in the evaluation of the electric quadrupole transition
probabilities and moments shown in Table III B 1. We
have used the standard e↵ective charges, i.e., 1.5 and
0.5 for protons and neutrons, respectively. The PGCM
approaches are in a very good agreement with the ex-
act values. For example, all of them are able to repro-
duce the large [small] B(E2, 2+1 ! 0+1 ) [B(E2, 2+2 ! 0+1 )]
value, and the sign and magnitudes of the spectroscopic
quadrupole moments. Here, the states with a negative
spectroscopic moment would be dominated by the pro-

Figura 4.11: Superficies de enerǵıa total PNVAP para el 24Ne en función de la defor-
mación cuadrupolar β2 y apareamiento (a) isoescalar, δ

Jp=1Tp=0
MJp=0MTp=0, (b) pn isovecto-

rial, δ
Jp=0Tp=1
MJp=0MTp=0, (c) nn δ

Jp=0Tp=1
MJp=0MTp=+1 y (d) pp, δ

Jp=0Tp=1
MJp=0MTp=−1. Las curvas de nivel

están separadas en intervalos de 0.25 MeV y la escala de colores es la misma en todos
los paneles.

La suavidad en los dos tipos de superficies mostradas sugiere, por tanto, que la

mezcla de las distintas configuraciones puede tomar un papel importante a la hora de

obtener la función de onda del 24Ne. De este modo, el siguiente paso es la evaluación

del espectro de enerǵıas de nuestro núcleo prueba dentro del marco PGCM con los

distintos tipos de funciones de onda utilizados hasta el momento. Los resultados se

representan en la Fig. 4.12, donde se observa, a grandes rasgos, un buen acuerdo

entre las distintas aproximaciones variacionales y el espectro de enerǵıas exacto.
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late configurations shown in the TES above.

FIG. 12. (color online) PGCM and exact energies of the
yrast states for 24Ne calculated with the USD interaction.
(a) PGCM exploring triaxial (�2, �) deformations; and, (b)

PGCM exploring deformation and pairing (�2, �
JpTp

MJpMTp
) de-

grees of freedom.

2. Systematic PGCM calculations

The results shown above for 24Ne suggest that any
PGCM used to compute the spectrum of this nucleus
gives a very good agreement with the full diagonaliza-
tion of the Hamiltonian. Of course, the degrees of free-
dom are very limited in this valence space and we expect
larger di↵erences between the di↵erent PGCM approx-
imations in larger valence spaces or in no-core calcula-
tions. Nevertheless, we want to analyze the performance
of the method in a more global calculation. Therefore, we
compute the energies and electromagnetic properties of
the whole sd-shell with three PGCM methods whose in-
trinsic wave functions are obtained either with the HFB

or the VAPNP approach using (�2, �) as the generat-
ing coordinates (PGCM(�2,�)

). Since we are particularly

interested in the role played by pn-mixing, these meth-
ods di↵er in the inclusion or not of the pn-mixing in
the intrinsic states. Hence, HFB-PGCM and VAPNP-
PGCM pn-no calculations do not include pn-mixing while
VAPNP-PGCM pn-yes method includes such intrinsic-
symmetry breaking.

We analyze first the ground state energies obtained
after solving the corresponding HWG equations. The
results are shown in Figs. 13-14. We observe a signifi-
cant gain in correlation energy with respect to the uncon-
strained results due to the angular-momentum projection
and configuration mixing (see Figs. 8-9). Although it is
not shown in the plots, the angular momentum of the
exact ground state wave functions are reproduced in all
even-odd and odd-odd nuclei except for 34Cl for VAPNP-
PGCM approaches. In this particular case, the exact 0+1
ground state is almost degenerated with the 3+1 excited
state whereas in the variational approaches, the latter is
found to be the ground state and the 0+1 state is poorly
reproduced including only quadrupole collective coordi-
nates. We will come back to that below. On the other
hand, the HFB-PGCM implementation is not able to re-
produce the correct angular momentum of the ground
state of 26F (26Cl), 28Na (28K), 32Al (32K), 34Cl and 34P
(34K) odd-odd isotopes. Nevertheless, the results repre-
sented in Fig. 14 are evaluated using the states with the
same angular momentum of the exact ground state even
though they could not correspond to the lowest energy
obtained with variational approaches.

We see in Figs. 8-9 that the PGCM approach with the
states that minimize the HFB energy is generally worse
than the PGCM with VAPNP approaches. Moreover, the
VAPNP-PGCM method with pn-mixing is always closer
to the exact solution than the VAPNP-PGCM without
pn-mixing. In the former case, the deviations with re-
spect to the exact g.s. energies are, in general, less than
1 MeV. Similarly to the unconstrained results, these dis-
crepancies are larger for mid-shell nuclei and the degree of

Approx. 2+1 ! 0+1 2+2 ! 0+1 2+1 2+2 4+1
(�2, �)HFB pn�no 53.3 1.0 -5.4 +6.5 -17.2

(�2, �)VAPNP pn�no 54.1 2.1 -3.8 +4.8 -16.8

(�2, �)VAPNP pn�yes 54.9 2.3 -4.2 +5.1 -16.6

(�2, �
01
00) 53.7 2.4 -3.7 +2.4 -15.3

(�2, �
10
00) 53.4 1.9 -4.1 +3.6 -14.5

(�2, �
10
�10) 52.9 1.4 -3.8 +5.3 -15.4

(�2, �
10
+10) 54.5 2.0 -5.1 +4.0 -15.5

Exact 52.3 0.6 -3.6 +5.5 -15.4

TABLE I. Electric quadrupole transition probabilities (B(E2)
in e2 fm4) and moments (Q(J⇡) in e fm2) calculated with
di↵erent PGCM approximations and with full diagonalization
for 24Ne.
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Figura 4.12: Enerǵıas PGCM y exacta de los estados yrast del 24Ne calculados con
la interacción USD. (a) PGCM explorando el plano (β2, γ) con HFB y PNVAP y (b)

PGCM explorando (β2, δ
JpTp
MJpMTp

) con PNVAP.

Las enerǵıas del estado fundamental obtenidas con cualquiera de los cálculos

PGCM están en torno al 1 % por encima de la exacta, siendo las mejores aproxima-

ciones las que exploran conjuntamente deformaciones y apareamiento expĺıcitamente

con funciones de onda obtenidas con la minimización PNVAP.

En el panel (a) de la Fig. 4.12 se puede ver que la inclusión de estados con mezcla

pn comprime el espectro en comparación con las otras dos aproximaciones, donde

se preserva la estructura de bloques separados en ambas especies de nucleones. En

cualquier caso, apreciamos que la mezcla de configuraciones con estados HFB produce

también buenos resultados a pesar de las notables diferencias que se observaban en

los cálculos sin ligaduras.

En cuanto al cálculo PGCM que explora deformaciones y apareamientos, en el

panel (b) se observan resultados similares para el conjunto de enerǵıas, especial-

mente si comparamos entre śı los resultados con apareamiento pn isoescalar (δ10
00) e

isovectorial (δ01
00) o apareamiento pp (δ01

0−1) y nn (δ01
0+1).

Estas similitudes también las encontramos en la evaluación de las probabilida-

des de transición y momentos cuadrupolares eléctricos, resumidos en el Cuadro 4.2.

Para dicho cálculo se han tomado las cargas efectivas de 1.5 y 0.5 para protones y
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neutrones respectivamente. Aśı, vemos de nuevo un buen acuerdo en las diferentes

aproximaciones con el valor exacto. Si bien se observa una cierta sobreestimación

en la mayoŕıa de resultados, todas las aproximaciones reproducen el elevado (ba-

jo) valor de B(E2, 2+
1 → 0+

1 ) [B(E2, 2+
2 → 0+

1 )], aśı como el signo y el orden de

magnitud de los momentos cuadrupolares espectroscópicos. Además, los momentos

negativos se deben principalmente a configuraciones con deformación prolada, como

las mostradas en las superficies de las Fig. 4.10 y 4.11.

Aprox. 2+
1 → 0+

1 2+
2 → 0+

1 2+
1 2+

2 4+
1

(β2, γ)HFB pn−no 53.3 1.0 -5.4 +6.5 -17.2
(β2, γ)VAPNP pn−no 54.1 2.1 -3.8 +4.8 -16.8
(β2, γ)VAPNP pn−yes 54.9 2.3 -4.2 +5.1 -16.6

(β2, δ
01
00) 53.7 2.4 -3.7 +2.4 -15.3

(β2, δ
10
00) 53.4 1.9 -4.1 +3.6 -14.5

(β2, δ
01
0−1) 52.9 1.4 -3.8 +5.3 -15.4

(β2, δ
01
0+1) 54.5 2.0 -5.1 +4.0 -15.5

Exacto 52.3 0.6 -3.6 +5.5 -15.4

Cuadro 4.2: Probabilidades de transición cuadrupolares eléctricas, B(E2), en e2fm4

y momentos, Q(Jπ) en efm2 calculados con las diferentes aproximaciones PGCM y
con la diagonalización exacta para el 24Ne.

4.2.2. Cálculos sistemáticos PGCM

Los resultados obtenidos para el 24Ne en el apartado anterior sugieren que cual-

quiera de las aproximaciones PGCM empleadas para la obtención de espectros, al

menos en dicho núcleo, están en gran acuerdo con la diagonalización completa del

sistema. Por supuesto, los grados de libertad incluidos en la mezcla de configuracio-

nes están bastante limitados por el tamaño del espacio de valencia, por lo que cabe

esperar peores resultados en capas de mayor tamaño o en cálculos no-core.

Aún considerando esto, analizamos ahora la calidad del método PGCM de forma

más global. Se han calculado las enerǵıas y propiedades electromagnéticas de toda la

capa sd con tres esquemas PGCM distintos, donde las funciones de onda intŕınsecas

se han obtenido con la minimización HFB o PNVAP, utilizando como coordenadas

generadoras los parámetros de deformación habituales (PGCM(β2,γ)).
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Dado que estamos especialmente interesados en el papel que desempeña la mezcla

pn, los tres métodos difieren en la inclusión de dicha mezcla en los estados intŕınse-

cos. Aśı, las aproximaciones HFB-PGCM y PNVAP-PGCM pn-no preservarán la

estructura de tipo producto de protones y neutrones, mientras que PNVAP-PGCM

pn-yes permite la ruptura de dicha simetŕıa.

En primer lugar, analizamos la enerǵıa de los estados fundamentales obtenidos

resolviendo la ecuación de HWG para cada núcleo. En la Fig. 4.13 se muestran los

núcleos par-par y par-impar, mientras que en la Fig. 4.14 los impar-impar.

Si comparamos estos resultados con los cálculos sin ligaduras (Fig. 4.8 y 4.9), ob-

servamos una ganancia en enerǵıas de correlación debido a la proyección a momento

angular y la mezcla de configuraciones. Aunque no se muestra en las gráficas, el

momento angular de los estados fundamentales exactos se reproducen perfectamente

en los casos par-impar e impar-impar, a excepción del 34Cl en las aproximaciones

PNVAP-PGCM. En este caso, en particular, el estado exacto 0+
1 está casi degenera-

do con el estado excitado 3+
1 , mientras que en las aproximaciones variacionales que

exploran deformaciones es precisamente este último el de más baja enerǵıa, estando

el 0+
1 pobremente reproducido.

Por otro lado, las implementaciones HFB-PGCM no son capaces de reproducir co-

rrectamente dichos valores en los estados fundamentales de los isótopos impar-impar
26F (26Cl), 28Na (28K), 32Al (32K), 34Cl y 34P (34K). Aśı, los resultados mostrados en

la Fig. 4.14 se han obtenido usando los estados con el mismo momento angular que

los análogos exactos, a pesar de que no correspondan con el valor de mı́nima enerǵıa

obtenida dentro del esquema variacional.

En cualquier caso, vemos que las aproximaciones PGCM con estados que mini-

mizan con HFB son generalmente peores que los que han utilizado PNVAP para la

obtención de los estados intŕınsecos. Es más, la aproximación PNVAP-PGCM con

semillas generales pn-yes siempre está más cerca del valor exacto que en el caso

PNVAP-PGCM con semillas sin esta mezcla. En el primero de los casos, las des-

viaciones con respecto de la enerǵıa exacta del estado fundamental son, en general,

menores a 1 MeV. Aśı, de modo similar a los cálculos sin ligaduras, estas discrepan-

cias son mayores para los núcleos a mitad de capa y el grado de acuerdo es similar

en todos los tipos de núcleos.
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FIG. 13. (color online) Energy di↵erence with respect to the
exact solution PGCM calculations using (�2, �) as generating
coordinates for even-even and even-odd nuclei in the sd-shell
and the USD interaction. Three di↵erent sets of Bogoliubov
states are used: general pn-no seeds (black circles) and general
pn-yes seeds (black filled boxes) with VAPNP minimization,
and general pn-yes seeds (red bullets) with HFB minimiza-
tion.

agreement with the exact values is similar for even-even,
even-odd and odd-odd isotopes. We also see that even-
odd staggering are more suppressed by performing the
configuration mixing, except for the S isotopes within the
HFB-PGCM implementation. The di↵erences between
the PGCM calculations are smaller than those found in
the unconstrained calculations, although, in certain nu-
clei, such di↵erences could be rather large (e.g., 32,34S).
But they indicate that including both the VAPNP corre-
lations and the pn-mixing in the intrinsic states can help
to better reproduce the ground-state energies. Addition-
ally, it is interesting to note that both VAPNP-PGCM
approaches perform similarly well regarding the descrip-
tion of the ground state energies of the N = Z nuclei.
However, the HFB-PGCM method shows good results
for 20Ne and 24Mg but large di↵erences for 28Si, 32S and
36Ar. The origin of these deviations is the presence (ab-

FIG. 14. (color online)Same as Fig. 13 but for odd-odd iso-
topes. The HFB result only contains general pn-no seeds.
The magenta crosses show the result for VAPNP-PGCM re-
sults includingMTp = 0 pairing degrees of freedom apart from

(�2, �) (see text for details).

sence) of pn-pairing in the set of intrinsic wave functions
for 20Ne and 24Mg (28Si, 32S and 36Ar).

A more global and quantitative way of evaluating the
ability of the present PGCM methods to reproduce the
exact ground state energies is to compute the root-mean-
square deviation (RMSD) between the approximate and
exact ground-state energies. Such a quantity is displayed
in the third column of Table II, separately for e-e, e-o
and o-o nuclei and for the HFB-PGCM and VAPNP-
PGCM (pn-yes and pn-no) calculations. In particular,
we see that the best approach is VAPNP-PGCM with
pn-mixing, then the VAPNP-PGCM without pn-mixing,
and, finally the HFB-PGCM. The largest RMSD ob-
tained for the di↵erent approaches are 637, 945 and 1375
keV, respectively, that indicates a very good approxima-
tion to the exact results, specially for the VAPNP-PGCM
pn-yes case. Additionally, the deviations in the ground
state energies are similar for e-e, e-o and o-o nuclei for
the VAPNP-PGCM approaches and the performance of

Figura 4.13: Diferencia en la enerǵıa del estado fundamental PGCM con respecto la
exacta usando (β2, γ) como coordenadas generadoras para los núcleos par-par y par-
impar en la capa sd con la interacción USD. Se han utilizado tres tipos de estados
HFB: general pn-no (ćırculos negros), general pn-yes (cuadrados rellenos negros)
ambos con PNVAP y general pn-yes con HFB (puntos rojos).

Se puede percibir, además, que el comportamiento de staggering par-impar se

atenúa significativamente, a excepción de la cadena isotópica del S en el caso HFB-

PGCM. Las diferencias entre los diferentes esquemas PGCM son más pequeñas que
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approaches perform similarly well regarding the descrip-
tion of the ground state energies of the N = Z nuclei.
However, the HFB-PGCM method shows good results
for 20Ne and 24Mg but large di↵erences for 28Si, 32S and
36Ar. The origin of these deviations is the presence (ab-

FIG. 14. (color online)Same as Fig. 13 but for odd-odd iso-
topes. The HFB result only contains general pn-no seeds.
The magenta crosses show the result for VAPNP-PGCM re-
sults includingMTp = 0 pairing degrees of freedom apart from

(�2, �) (see text for details).

sence) of pn-pairing in the set of intrinsic wave functions
for 20Ne and 24Mg (28Si, 32S and 36Ar).

A more global and quantitative way of evaluating the
ability of the present PGCM methods to reproduce the
exact ground state energies is to compute the root-mean-
square deviation (RMSD) between the approximate and
exact ground-state energies. Such a quantity is displayed
in the third column of Table II, separately for e-e, e-o
and o-o nuclei and for the HFB-PGCM and VAPNP-
PGCM (pn-yes and pn-no) calculations. In particular,
we see that the best approach is VAPNP-PGCM with
pn-mixing, then the VAPNP-PGCM without pn-mixing,
and, finally the HFB-PGCM. The largest RMSD ob-
tained for the di↵erent approaches are 637, 945 and 1375
keV, respectively, that indicates a very good approxima-
tion to the exact results, specially for the VAPNP-PGCM
pn-yes case. Additionally, the deviations in the ground
state energies are similar for e-e, e-o and o-o nuclei for
the VAPNP-PGCM approaches and the performance of

Figura 4.14: Igual que la Fig. 4.13 pero para los isótopos impar-impar. Los resul-
tados HFB solo incluyen semillas generales pn-no. Las cruces magenta muestran
los resultados PNVAP-PGCM incluyendo el apareamiento con MTp = 0 junto con
(β2, γ).

las que se encontraron en los cálculos previos, aunque en determinados núcleos dichas

diferencias pueden ser notablemente altas, como es el caso de los isótopos 32S y 34S.

Aún con esto, cuando comparamos los resultados HFB sin ligaduras con la aproxi-
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mación HFB-PGCM, la ganancia de enerǵıa es de aproximadamente 3 y 2.5 MeV,

respectivamente. Este hecho, no obstante, indica que la inclusión de las correlaciones

PNVAP junto con la mezcla pn puede ayudar a reproducir mejor la enerǵıa de los

estados fundamentales.

También es interesante notar que ambas aproximaciones PNVAP-PGCM produ-

cen resultados igualmente buenos en lo que se refiere a los estados fundamentales de

los núcleos con N = Z. Sin embargo, el método HFB-PGCM describe en mejor me-

dida los núcleos de 20Ne y 24Mg, obteniendo en el resto –28Si, 32S y 36Ar–diferencias

mucho mayores. El origen de estas diferencias puede atribuirse a la presencia de la

mezcla pn en el conjunto de estados intŕınsecos HFB para los isótopos de 20Ne y
24Mg.

Un modo más cuantitativo de evaluar la bondad de los métodos PGCM para

reproducir las enerǵıas de los estados fundamentales es calcular la ráız del error

cuadrático medio (Root-Mean-Square-Deviation, RMSD) entre las aproximaciones y

el valor exacto. Dicha cantidad se muestra en la tercera columna del Cuadro 4.3, de

modo separado para el conjunto de núcleos par-par, par-impar e impar-impar con

cada una de las aproximaciones HFB-PGCM y PNVAP-PGCM (con y sin mezcla

pn).

En particular, vemos que la mejor aproximación, como era de esperar, es el es-

quema PNVAP-PGCM con mezcla pn, la segunda mejor, el análogo pn-no y en

último lugar, HFB-PGCM. Los mayores errores que se han encontrado en las di-

ferentes aproximaciones han sido de 637, 945 y 1375 keV, respectivamente, lo que

denota el buen acuerdo que hay con los resultados exactos, especialmente en el caso

PNVAP-PGCM con semillas pn-yes. Además, las desviaciones en las enerǵıas de los

estados fundamentales son similares en los tres tipos de núcleos para esta aproxima-

ción, mientras que la calidad de los resultados HFB-PGCM son peores en los núcleos

par-par en comparación con los otros dos tipos, mostrando que las correlaciones de

apareamiento no se tratan adecuadamente dentro de este esquema variacional.

Estudiamos ahora la capacidad del nuestro método para reproducir las enerǵıas

de excitación. En las Fig. 4.15, 4.16, 4.17 se muestran los resultados para los núcleos

par-par, par-impar e impar-impar, respectivamente.

En relación con los isótopos par-par, se observa una gran capacidad descriptiva
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Núcleo aprox. PGCM g.s. 0+
2 2+

1 4+
1

e− e HFB 1.375 1.912 (0.645) 1.176 (0.251) 1.379 (0.315)
pn−no 0.853 1.366 (0.631) 0.759 (0.148) 0.831 (0.294)
pn−yes 0.628 1.277 (0.746) 0.537 (0.137) 0.610 (0.178)

Núcleo aprox. PGCM g.s. 1st exc. 2nd exc. 3rd exc.
e− o HFB 0.979 0.951 (0.231) 0.826 (0.234) 0.865 (0.580)

pn−no 0.793 0.751 (0.144) 0.690 (0.191) 0.716 (0.211)
pn−yes 0.564 0.571 (0.106) 0.604 (0.123) 0.565 (0.128)

o− o HFB 1.139 1.156 (0.542) 1.260 (0.487) 1.067 (0.446)
pn−no 0.945 1.123 (0.744) 1.237 (0.718) 1.074 (0.729)
pn−yes 0.637 0.805 (0.508) 1.114 (0.752) 1.005 (0.748)

Cuadro 4.3: Valores RMSD (expresados en MeV) de las distintas aproximaciones
variacionales PGCM (HFB y PNVAP con y sin mezcla pn) con respecto de los re-
sultados exactos para los núcleos par-par (e − e), par-impar (e − o) e impar-impar
(o− o). Para los estados excitados, los números de la izquierda y derecha indican la
desviación con respecto los valores de la enerǵıa absoluta y de excitación, respecti-
vamente.

para los estados excitados 2+
1 y 4+

1 en todos los casos. Este acuerdo, sin embargo, es

ligeramente peor para el estado 0+
2 , aunque el comportamiento cualitativo de esta

cantidad se describe adecuadamente. Si bien, existen algunos núcleos en el que las

diferencias son notablemente mayores, como es el caso del 28Mg, 28S, 30Si y 30S. En

dichos casos, la exploración expĺıcita de todos los posibles canales de apareamiento

y/o la inclusión expĺıcita de excitaciones de cuasipart́ıcula en el conjunto de funciones

de onda podŕıa ser necesaria[120–122].

En las tres últimas columnas del Cuadro 4.3 se muestra el RMSD del total de

enerǵıas de excitación de los estados 0+
2 , 2+

1 y 4+
1 . A grandes rasgos, vemos que el

esquema PNVAP-PGCM con estados que permiten la mezcla pn se acercan más a

los valores exactos que los otros dos métodos, tanto para el estado fundamental como

para dichos estados excitados. La única excepción encontrada ha sido las enerǵıas

de los estados 0+
2 , cuya descripción es ligeramente peor, debido a que la inclusión de

las correlaciones pn reducen en mayor medida las enerǵıas del estado fundamental.

Desde un punto de vista más general, también podemos observar que las enerǵıas

de excitación (valores relativos, referidos al estado fundamental de cada isótopo,

mostrados entre paréntesis) se reproducen mejor en comparación con el valor total,
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dado que presentan RMSD más pequeños.

También observamos un gran acuerdo en los resultados para los isótopos par-

impar (Fig. 4.16). En este caso, se han mostrado las enerǵıas de excitación de los

tres estados más bajos obtenidas con la diagonalización exacta. Cabe destacar que

el valor del momento angular de estos estados obtenidos con PGCM se corresponde

en todo momento con el del cálculo del modelo de capas. Como puede verse en el

Cuadro 4.3, el RMSD para la enerǵıa asoluta y de excitación de los tres primeros

estados son ligeramente más pequeños cuando se tiene en cuenta la mezcla pn, hecho,

por tanto, consistente con los resultados par-par. Además, el RMSD de estas enerǵıas

de excitación es del orden de 100 keV, por lo que el error es notablemente pequeño.

Las principales diferencias, sin embargo, aparecen en el caso de los isótopos impar-

impar. En relación con la descripción de los momentos angulares del estado funda-

mental y primer estado excitado, vemos que el método PNVAP-PGCM es superior

al HFB-PGCM. En efecto, como se ha mencionado previamente, el cálculo PNVAP-

PGCM es capaz de reproducir el momento angular del estado de menor enerǵıa en

todos los núcleos a excepción del 34Cl, mientras que usando HFB-PGCM se han

encontrado diferencias en el 26F (26Cl), 28Na (28K), 32Al (32K), 34Cl y el 34P (34K).

Además, también observamos discrepancias para el primer estado excitado del 26F

(26Cl), 28Na (28K), 26Al y 34Cl en todas las aproximaciones variacionales, del 28Na

(28Cl) para el caso PNVAP-PGCM sin mezcla pn y HFB-PGCM y, finalmente, en el
30Na (30K) en los resultados HFB-PGCM.

En la mayoŕıa de los casos, los estados con los mismos números cuánticos que el

primer estado excitado exacto aparecen my cerca del obtenido con las aproximaciones

variacionales. Sin embargo, hay algunas excepciones, como el caso de los 0+
1 en los

núcleos N = Z que son estados isobáricos análogos2 a los estados con MT = 0

del triplete T = 1. Los métodos variacionales implementados implementados en

TAURUS, sin embargo, no son capaces de reproducir correctamente dichos estados.

A modo de ejemplo, baste con mencionar el estado fundamental del 34Cl o el primer

estado excitado del 26Al y el segundo del 30P (que no se muestra).

Con el objetivo de mejorar la descripción PGCM de estos estados, se ha realizados

cálculos en los que el conjunto de funciones de onda intŕınsecas presentan diferentes

2Estados con el mismo Jπ y T dentro de una cadena isobárica.
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valores en (β2, γ) y
(
δ
Jp=0Tp=1
MJp=0MTp=0

, δ
Jp=1Tp=0
MJp=0MTp=0

)
. Los resultados obtenidos para estos

isótopos se pueden ver en la Fig. 4.17, donde se observan mayores desviaciones en

las anteriores aproximaciones, esto es, 22Na, 26Al, 34Cl, 28Na y 28Cl.

Mientras que el efecto sobre los distintos estados fundamentales –mostrados en

la Fig. 4.14– no es significativo (a excepción del 34Cl, donde la ganancia es de 0.6

MeV aproximadamente), en la descripción de los primeros estados excitados śı que

se perciben diferencian notables. En efecto, ahora los isótopos 22Na, 28Na y 28Cl

presentan resultados muy cercanos a la enerǵıa exacta. En estos casos, el estado

fundamental y primer excitado son (3+
1 , 1

+
1 ) para el primer isótopo y (2+

1 , 1
+
1 ) para

los otros dos. Aqúı, los estados isobáricos análogos no están involucrados.

Para el resto de núcleos N = Z, se observa una mejora significativa de las enerǵıas

de excitación PGCM, pero los resultados siguen están considerablemente lejos de

la enerǵıa exacta, por lo que deberán añadirse más correlaciones en la función de

onda nuclear. Estas correlaciones podŕıan ser incluidas explorando expĺıcitamente

las excitaciones de cuasipart́ıcula. Sin embargo, dado que estos estados 0+ presentan

T = 1 y la interacción USD preserva isoesṕın, es muy probable que la proyección

a este último número cuántico mejore notablemente la descripción de los estados

análogos isobáricos.

En cuanto al efecto de permitir la mezcla pn, analizando los valores RMSD de

las enerǵıas absolutas y de excitación para los tres primeros estados en los núcleos

impar-impar, vemos que la aproximación PGCM sin mezcla pn es de nuevo peor que

la que incluye estas correlaciones.

Por último, centramos la atención en la descripción de las propiedades electro-

magnéticas, tomando como ejemplo la cadena isotópica del Ne. En la Fig. 4.18 se

muestra la probabilidad de transición B(E2, 2+
1 → 0+

1 ) y B(M1, 3+
1 → 2+

1 ) para los

isótopos pares y B(E2, J+
1st exc → J+

g.s.) y µ(J+
g.s.) para los impares, donde g.s. denota

estado fundamental (ground state), y 1st exc primer estado excitado. Estas cantida-

des se han calculado con las cargas efectivas habituales (1.5 y 0.5 para protones y

neutrones, respectivamente) y el factor g del nucleón desnudo (ver Apéndice A).

De modo similar a las enerǵıas discutidas, el acuerdo entre los resultados PGCM

y exacto es bastante bueno, especialmente en los isótopos impares. De hecho, no se

encuentran grandes diferencias entre los resultados que permiten o no la mezcla pn, a
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Nuclei mixing g.s. 0+2 2+1 4+1
e� e HFB 1.375 1.912 (0.645) 1.176 (0.251) 1.379 (0.315)

pn�no 0.853 1.366 (0.631) 0.759 (0.148) 0.831 (0.294)

pn�yes 0.628 1.277 (0.746) 0.537 (0.137) 0.610 (0.178)

Nuclei mixing g.s. 1st exc. 2nd exc. 3rd exc.

e� o HFB 0.979 0.951 (0.231) 0.826 (0.234) 0.865 (0.580)

pn�no 0.793 0.751 (0.144) 0.690 (0.191) 0.716 (0.211)

pn�yes 0.564 0.571 (0.106) 0.604 (0.123) 0.565 (0.128)

o� o HFB 1.139 1.156 (0.542) 1.260 (0.487) 1.067 (0.446)

pn�no 0.945 1.123 (0.744) 1.237 (0.718) 1.074 (0.729)

pn�yes 0.637 0.805 (0.508) 1.114 (0.752) 1.005 (0.748)

TABLE II. Root-mean-square energy deviation (in MeV) of
the PGCM variational approaches (HFB, and VAPNP with
and without pn-mixing) with respect to the exact results for
even-even, even-odd and odd-odd nuclei. For the excited
states, the left and right numbers indicate the deviation with
respect to the values of the absolute energy and the excitation
energy, respectively.

FIG. 17. (color online) Excitation energies for the first excited
states in odd-odd isotopes in the sd-shell nuclei calculated ex-
actly (black diamonds) and using PGCM with HFB-PGCM
(green pentagons) and VAPNP-PGCM with pn-mixing (red
dots) and without pn-mixing (blue squares) techniques. The
angular momenta used as g.s. and 1st excited states are those
of the exact calculation even though they could not corre-
spond to the g.s. and 1st excited states obtained with the
variational approaches. Empty symbols represent a wrong as-
signment of the exact g.s. angular momentum. The magenta
crosses show the result for PGCM results including MTp = 0

pairing degrees of freedom apart from (�2, �) (see text for
details)

tion of the 3+ state. The trends of the exact results are
well reproduced although the PGCM values are system-
atically larger [smaller] for the B(E2) [B(M1)]. These
discrepancies could be reduced by describing better the
excited state through the inclusion of additional degrees
of freedom on top of the triaxial deformations (�2, �)
(e.g., cranking [28, 42]).

FIG. 18. (color online) Electromagnetic properties calcu-
lated with HFB-PGCM (green pentagons), VAPNP-PGCM
with (red bullets) and without (blue squares) pn-mixing,
and the exact values (black diamonds) for selected states
in Ne isotopes: (a) B(E2, 2+1 ! 0+1 )) in even-even iso-
topes; (b) B(E2, J+

1st exc. ! J+
g.s.)) in even-odd isotopes; (c)

B(M1, 3+1 ! 2+1 )) in even-even isotopes; (d) magnetic dipole
moment for the ground state in even-odd isotopes.

IV. SUMMARY

In this article, we evaluated the merits of several varia-
tional methods by systematically comparing their results
to the exact ones across the sd-shell valence space. In
particular, we studied not only even-even isotopes but
also even-odd and odd-odd nuclei, the latter two being
often neglected in variational approximations based on
the use of Bogoliubov vacua. For this study, we consid-
ered the well-known USD nuclear interaction [27] that
has the double advantage of being highly non-trivial and
reproducing well experimental data. The advanced vari-
ational calculations were performed with the solver TAU-
RUS [24] whereas the exact results were obtained by us-
ing the shell model code ANTOINE [25].
To better understand the role of the various correla-

tions at play in nuclear systems, we considered a diverse
set of variational methods ranging from the plain HFB
approach to the better VAPNP scheme to several variants
of the more elaborate PGCM that includes beyond-mean-
fields correlations through the restoration of the broken

Figura 4.17: Enerǵıas del primer estado excitado de los núcleos impar-impar en la
capa sd calculados exactamente (diamantes negros), usando HFB-PGCM (pentágo-
nos verdes) y PNVAP-PGCM con mezcla pn (puntos rojos) y sin mezcla (cuadrados
azules). El momento angular usado como estado fundamental y primer estado excita-
do son aquellos obtenidos con la diagonalización exacta. Los śımbolos vaćıos indican
aquellos casos en los que no coindice el momento angular exacto con el obtenido va-
riacionalmente. Las cruces magenta muestran los resultados PGCM incluyendo como
coordenada generadora el apareamiento con MTp = 0 junto con (β2, γ).

excepción de la probabilidad B(M1), donde la primera aproximación PNVAP-PGCM

es mejor. Además, se observa que el cálculo HFB-PGCM no es capaz de producir

buenos resultados debido a la pobre descripción de los estados 3+
1 . En cualquier caso,

el comportamiento cualitativo de los resultados exactos se describe correctamente a

pesar de que los valores PGCM sean sistemáticamente mayores menores para la
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Nuclei mixing g.s. 0+2 2+1 4+1
e� e HFB 1.375 1.912 (0.645) 1.176 (0.251) 1.379 (0.315)

pn�no 0.853 1.366 (0.631) 0.759 (0.148) 0.831 (0.294)

pn�yes 0.628 1.277 (0.746) 0.537 (0.137) 0.610 (0.178)

Nuclei mixing g.s. 1st exc. 2nd exc. 3rd exc.

e� o HFB 0.979 0.951 (0.231) 0.826 (0.234) 0.865 (0.580)

pn�no 0.793 0.751 (0.144) 0.690 (0.191) 0.716 (0.211)

pn�yes 0.564 0.571 (0.106) 0.604 (0.123) 0.565 (0.128)

o� o HFB 1.139 1.156 (0.542) 1.260 (0.487) 1.067 (0.446)

pn�no 0.945 1.123 (0.744) 1.237 (0.718) 1.074 (0.729)

pn�yes 0.637 0.805 (0.508) 1.114 (0.752) 1.005 (0.748)

TABLE II. Root-mean-square energy deviation (in MeV) of
the PGCM variational approaches (HFB, and VAPNP with
and without pn-mixing) with respect to the exact results for
even-even, even-odd and odd-odd nuclei. For the excited
states, the left and right numbers indicate the deviation with
respect to the values of the absolute energy and the excitation
energy, respectively.

FIG. 17. (color online) Excitation energies for the first excited
states in odd-odd isotopes in the sd-shell nuclei calculated ex-
actly (black diamonds) and using PGCM with HFB-PGCM
(green pentagons) and VAPNP-PGCM with pn-mixing (red
dots) and without pn-mixing (blue squares) techniques. The
angular momenta used as g.s. and 1st excited states are those
of the exact calculation even though they could not corre-
spond to the g.s. and 1st excited states obtained with the
variational approaches. Empty symbols represent a wrong as-
signment of the exact g.s. angular momentum. The magenta
crosses show the result for PGCM results including MTp = 0

pairing degrees of freedom apart from (�2, �) (see text for
details)

tion of the 3+ state. The trends of the exact results are
well reproduced although the PGCM values are system-
atically larger [smaller] for the B(E2) [B(M1)]. These
discrepancies could be reduced by describing better the
excited state through the inclusion of additional degrees
of freedom on top of the triaxial deformations (�2, �)
(e.g., cranking [28, 42]).

FIG. 18. (color online) Electromagnetic properties calcu-
lated with HFB-PGCM (green pentagons), VAPNP-PGCM
with (red bullets) and without (blue squares) pn-mixing,
and the exact values (black diamonds) for selected states
in Ne isotopes: (a) B(E2, 2+1 ! 0+1 )) in even-even iso-
topes; (b) B(E2, J+

1st exc. ! J+
g.s.)) in even-odd isotopes; (c)

B(M1, 3+1 ! 2+1 )) in even-even isotopes; (d) magnetic dipole
moment for the ground state in even-odd isotopes.

IV. SUMMARY

In this article, we evaluated the merits of several varia-
tional methods by systematically comparing their results
to the exact ones across the sd-shell valence space. In
particular, we studied not only even-even isotopes but
also even-odd and odd-odd nuclei, the latter two being
often neglected in variational approximations based on
the use of Bogoliubov vacua. For this study, we consid-
ered the well-known USD nuclear interaction [27] that
has the double advantage of being highly non-trivial and
reproducing well experimental data. The advanced vari-
ational calculations were performed with the solver TAU-
RUS [24] whereas the exact results were obtained by us-
ing the shell model code ANTOINE [25].
To better understand the role of the various correla-

tions at play in nuclear systems, we considered a diverse
set of variational methods ranging from the plain HFB
approach to the better VAPNP scheme to several variants
of the more elaborate PGCM that includes beyond-mean-
fields correlations through the restoration of the broken

Figura 4.18: Propiedades electromagnéticas calculadas con HFB-PGCM (pentágonos
verdes), PNVAP-PGCM con (puntos rojos) y sin mezcla pn (cuadrados azules) para
algunos estados en los isótopos de Ne: (a) B(E2, 2+

1 → 0+
1 ) para los casos par-par; (b)

B(E2, J+
1st exc → J+

g.s.) para los casos par-impar; (c) B(M1, 3+
1 → 2+

1 ) para los par-
par; (d) momento dipolar magnético, µ para el estado fundamental de los isótopos
par-impar.

B(E2) [B(M1)]. Estas discrepancias podŕıan ser reducidas si se consigue describir

mejor los estados excitados involucrados a través de la inclusión de un mayor número

de grados de libertad.

4.3. Resumen

Para sintetizar lo expuesto anteriormente, se ha evaluado la capacidad de distin-

tas aproximaciones variacionales, posibles gracias al código TAURUS, comparando

sistemáticamente los resultados obtenidos con los análogos exactos, dados por AN-
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TOINE, en todos los posibles núcleos de la capa sd con la interacción USD. En efecto,

se han tenido en cuenta los núcleos par-par, par-impar e incluso impar-impar, siendo

estos dos últimos habitualmente poco tratados dentro las aproximaciones basadas en

los vaćıos de cuasipart́ıculas de Bogoliubov.

Además, para entender mejor el papel de las distintas correlaciones en juego

en los sistemas nucleares, se han considerado distintos métodos variacionales, desde

la aproximación de campo medio HFB, mejorando la descripción con PNVAP e

incluyendo correlaciones más allá de campo medio con el cálculo PGCM completo,

gracias a la proyección a buenos números cuánticos y mezcla de configuraciones.

Para cada caso, también se han considerado distintas funciones de onda prueba,

diferenciadas por las simetŕıas intŕınsecas autoconsistentes. En particular, se han

comparado los vaćıos que surgen de las minimizaciones HFB y PNVAP que incluyen

o no la mezcla de estados monoparticulares de protones y neutrones.

Para determinar el papel que desempeña dicha mezcla, se han tomado las corre-

laciones de apareamiento pn como coordenada generadora en los canales isovectorial

e isoescalar, que habitualmente no se tienen en cuenta en los cálculos del generador.

Por último, es necesario destacar que los vaćıos con distinta paridad del número,

tanto par como impar, se han tratado con el mismo formalismo, esto es, con la

resolución de las ecuaciones HFB y PNVAP.

De lo anterior, podemos extraer algunas conclusiones:

1. Además de ser variacionalmente mejores, los vaćıos generales de Bogoliubov

que rompen todo tipo de simetŕıas presentan la gran ventaja de converger

con mayor frecuencia en los mı́nimos absolutos. Esto, por tanto, simplifica

enormemente el trabajo para la obtención de los diversos estados intŕınsecos

HFB/PNVAP.

2. Los vaćıos de Bogoliubov con mezcla pn pueden ser utilizados para describir

sistemas impar-impar con la aproximación PNVAP, sin necesidad de incluir

expĺıcitamente excitaciones de dos cuasipart́ıculas. Sin embargo, los cálculos

HFB en estos núcleos producen falsos estados impar-impar, conteniendo úni-

camente autoestados par-par de los operadores de número de protones y neu-

trones.
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3. El esquema PNVAP es capaz de tratar las correlaciones de apareamiento de

un modo más riguroso, sin tener que incluir ligaduras adicionales en el proceso

de minimización. En efecto, este método evita el colapso de las correlaciones

de apareamiento, a menudo encontradas en cálculos HFB, donde la interacción

de apareamiento es pequeña, como es el caso de cierres de capa o sistemas

impares. También, cuando se permite la mezcla pn el método PNVAP es capaz

de incluir simultáneamente correlaciones de apareamiento isovectoriales (pp,

nn y pn e isoescalares (pn) en los estados intŕınsecos. En el caso de los cálculos

HFB (sin incluir ligaduras), sin embargo, los estados obtenidos solo presentan

un único tipo de correlaciones a la vez.

4. Los métodos variacionales que se basan en la minimización PNVAP y que

exploran el espacio de los vaćıos de cuasipart́ıcula con mezcla pn producen

los mejores resultados para el estado fundamental y las enerǵıas de excita-

ción, aśı como para las propiedades electromagnéticas. En concreto, la mejor

aproximación variacional encontrada ha sido el cálculo PGCM que explora los

parámetros de deformación como coordenadas colectivas y estado intŕınsecos

con correlaciones de apareamiento pn. Sin embargo, se ha observado que el efec-

to de incluir dichas correlaciones es menos relevante en el cálculo PGCM en

comparación con el cálculo puro PNVAP basado en un solo estado intŕınseco.

5. El esquema PGCM es capaz de reproducir sorprendentemente bien los resulta-

dos exactos incluso en los sistemas a mitad de capa donde el espacio de Hilbert

presenta una dimensión mayor. Este buen acuerdo se observa para los estados

fundamentales y excitados, además de las propiedades electromagnéticas, es-

pecialmente cuando se emplea PNVAP con estados que presentan la mezcla

pn. Aún con esto, existen discrepancias para algunas enerǵıas, transiciones y

núcleos con N = Z impar-impar. En estos últimos, se ha observado la pobre

descripción de los 0+
1 de los estados isobáricos análogos. Utilizando los distin-

tos canales de apareamiento como coordenadas generadoras, no obstante, se

observa una mejoŕıa en los resultados.
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Caṕıtulo 5

Comparación de resultados PGCM

II: Cadena isotópica del Ca en la

capa pf

En el caṕıtulo anterior se exploró la capacidad del método PGCM para describir

–si bien a grandes rasgos– la estructura nuclear de distintos tipos de sistemas en

un espacio de valencia reducido. Se vio que, en general, los estados fundamentales,

los estados excitados de más baja enerǵıa, aśı como algunos observables de natu-

raleza espectroscópica se describen en mejor medida según se consideran esquemas

variacionales más sofisticados y funciones de onda que rompen un mayor número de

simetŕıas.

Por tanto, una vez justificado el método PGCM, tomamos ahora un espacio de

valencia de mayor tamaño que permite la inclusión de un mayor número de part́ıcu-

las. En particular, se ha considerado la cadena isotópica del Ca que puede ser descrita

en la capa pf , utilizando la interacción KB3G[59] para la comparación directa entre

los resultados variacionales y los resultados obtenidos con la diagonalización exacta.

Además, se hará un análisis más exhaustivo de la estructura de los distintos isóto-

pos utilizando diferentes esquemas variacionales que exploren un mayor número de

grados de libertad, en particular, tomarán especial importancia las correlaciones de

apareamiento nn. Dado que en estos núcleos no hay protones de valencia, se espera

que una buena aproximación PGCM no requiera un excesivo número de funciones de

107
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onda intŕınsecas, pues la función de onda exacta ahora presentará un menor número

de correlaciones.

5.1. Descripción de la estructura del 48Ca

Al igual que en las cadenas de la capa sd, se ha obtenido un conjunto de estados

intŕınsecos con ligaduras en (β2, γ) y resolviendo las ecuaciones HFB/PNVAP, lo que

nos permite construir la función de ondas GCM una vez se han proyectado a buenos

números cuánticos.

5.1.1. Superficies de enerǵıa y correlaciones de apareamien-

to nn

La enerǵıa total en función de los dos grados de libertad anteriores se puede ver

en la Fig. 5.1. En el panel superior, se representan las superficies HFB –panel (a))

y PNVAP (panel (b)–. Como era de esperar, dado que es un núcleo doblemente

mágico, el mı́nimo absoluto se sitúa en la configuración esférica y la enerǵıa asciende

rápidamente con β2. Además, en ambos casos, se puede ver que este comportamiento

es prácticamente independiente del valor de γ. Cabe destacar que las enerǵıas obteni-

das con PNVAP presentan una distribución ligeramente más suave en comparación

con la HFB. Se ha observado en el cálculo HFB que el apareamiento desaparece

en el estado esférico, reduciéndose el problema a una minimización de tipo HF. Sin

embargo, al minimizar funciones de onda proyectadas a buen número de part́ıculas,

estas correlaciones no desaparecen lo que genera en torno a 750 keV de enerǵıa.

Sin embargo, las principales diferencias surgen cuando se restauran las simetŕıas

de número de part́ıculas y momento angular (J = 0). En el caso de la aproximación

PNVAP+PNAMP (panel (d)), se obtiene un intervalo β2 ∈ [0.0, 0.1] donde la super-

ficie es plana, independientemente del valor de γ. Esto implica que la ganancia en

enerǵıa es pequeña en comparación con el mı́nimo esférico obtenido previamente.

Por otro lado, con la aproximación HFB+PNAMP –panel (c)–, aunque también

se observa ese efecto de allanamiento de la superficie, el mı́nimo absoluto se encuentra

en regiones de mayor deformación prolada. Aśı, la ganancia en enerǵıa es mayor (en

torno a 740 keV) debido a la proyección a buen número de part́ıculas, la cual no se
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Figura 5.1: Superficies de enerǵıa total en función de los grados de libertad cuadru-
polares (β2, γ) calculadas usando las aproximaciones: (a) HFB, (b) PNVAP. y sus
respectivas proyecciones a buen momento angular (J = 0) y de part́ıculas, esto es,
(c) HFB+PNAMP y (d) PNVAP+PNAMP. Las superficies están normalizadas a sus
respectivos mı́nimos. (a) -6.446 MeV, (b) -7.195 MeV, (c) -6.896 MeV y (d) -7.209
MeV.

ha tenido en cuenta en el cálculo HFB. Aun aśı, dicha ganancia sigue estando a unos

300 keV por encima de la obtenida con el cálculo PNVAP+PNAMP.

Nos centramos ahora en el papel de las correlaciones de apareamiento nn. Para

visualizar mejor la influencia de este grado de libertad se representa en la Fig. 5.2

los resultados del cálculo PNVAP con ligaduras en la deformación cuadrupolar axial

(β2, γ = 0, 180◦) y el contenido de apareamiento isovectorial δnn. También se ha

representado la enerǵıa de apareamiento intŕınseco –sin proyección– nn, dado por

Epair = −1
2
Tr(∆κ∗). Esta última cantidad se ha obtenido utilizando el tensor de

apareamiento definido entre estados sin proyectar, esto es, κab = 〈φ|cbca|φ〉.
Se demuestra aśı que la enerǵıa de apareamiento aumenta según aumenta el

valor de δnn y, más interesante aún, que dicha enerǵıa es independiente del grado

de deformación axial. Este comportamiento ya se hab́ıa observado anteriormente en
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Figura 5.2: Superficies de enerǵıa total en función de los grados de libertad cuadru-
polares (β2, γ) calculadas usando las aproximaciones: (a) HFB, (b) PNVAP. y sus
respectivas proyecciones a buen momento angular (J = 0) y de part́ıculas, esto es,
(c) HFB+PNAMP y (d) PNVAP+PNAMP. Las superficies están normalizadas a sus
respectivos mı́nimos. (a) -6.446 MeV, (b) -7.195 MeV, (c) -6.896 MeV y (d) -7.209
MeV.

isótopos más ligeros de la capa sd y en cálculos con la interacción de Gogny[123]. En

cuanto a la enerǵıa total –paneles (b) y (c)–, se aprecia un comportamiento similar al

de la superficie (β2, γ) cuando se compara el cálculo PNVAP con la proyección a J =

0, donde el mı́nimo global se desplaza a regiones más deformadas. Sin embargo esta

superficie presenta una mayor suavidad en la dirección del apareamiento. Además,

la proyección a momento angular aplana aún más la superficie, apareciendo una

región de mı́nima enerǵıa para un alto contenido de apareamiento en el entorno de

β2 ∈ [−0.1, 0.1]

La diferencia de enerǵıas, no obstante, entre los mı́nimos de ambas superficies

es bastante pequeña (aproximadamente 26 keV). Este comportamiento, junto con

la degeneración encontrada en la superficie (β2, γ) proyectada sugiere que estos tres

grados de libertad deben ser tenido en cuenta simultáneamente en el cálculo GCM.

5.1.2. Espectro de enerǵıas y probabilidades de transición

Una vez obtenidos los estados intŕınsecos, se ha procedido al cálculo PGCM

completo, con tres esquemas distintos:

1. PGCM1: Se han usado como coordenadas colectivas los parámetros de deforma-

ción (β2, γ). Los estados intŕınsecos se han obtenido resolviendo las ecuaciones

HFB.
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2. PGCM2: Se han usado como coordenadas colectivas los parámetros de deforma-

ción (β2, γ). Los estados intŕınsecos se han obtenido resolviendo las ecuaciones

PNVAP.

3. PGCM3: Se han usado como coordenadas colectivas los parámetros de defor-

mación (β2, γ) y la amplitud de correlaciones neutrón-neutrón, δnn. Los estados

intŕınsecos se han obtenido resolviendo las ecuaciones PNVAP.

En la Fig. 5.3 se han representado los autovalores de más baja enerǵıa para los

estados con J = 0, 2, 3, 4, 6 obtenidos con los tres generadores anteriores junto con

la solución dada por el cálculo del modelo de capas.

Se puede apreciar una leve mejora de los resultados cuando se pasa de utilizar

estados HFB a PNVAP, esto es, del cálculo PGCM1 al PGM2. Además, la exploración

expĺıcita de las correlaciones de apareamiento isovectoriales en el canal nn hace que

los resultados se acerquen aún más a los autovalores exactos. De hecho, la diferencia

en el estado fundamental entre éste último esquema PGCM y el cálculo ISM es de

aproximadamente 119 keV.

En cuanto a la reproducción de la estructura de estados excitados con mayor

momento angular, vemos que estas aproximaciones no son tan buenas. En particular,

se observa que el estado 3+ es bastante sensible a la elección del generador escogido.

En efecto, la inclusión del grado de libertad δnn hace que este autovalor disminuya

en torno a 2 MeV.

Complementariamente, también se han calculado las transiciones y momentos

cuadrupolares más relevantes asociados a las bandas anteriores. Los resultados, mos-

trados en el Cuadro 5.1, muestran una leve sobreestimación de los resultados exactos

en la mayoŕıa de casos. El cálculo PGCM3 es, como era de esperar, el que más se

acerca a los valores ISM, siendo éstos los más bajos de las tres aproximaciones va-

riacionales. No obstante, el mayor salto en los valores aproximados se observa –en la

mayoŕıa de casos– cuando las correlaciones de apareamiento se describen con mayor

grado de fidelidad, esto es, cuando se emplean estados PNVAP en lugar de HFB.
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Figura 5.3: Espectro de enerǵıas para el 48Ca calculado con exactamente y con el
método PGCM con las diferentes mallas de estados.

5.1.3. Funciones de onda colectivas y números de ocupación

Se analizan ahora dos últimos aspectos de la función de ondas nuclear obtenida

con el marco PGCM, esto es, la colectividad y números de ocupación de part́ıcula

independiente en las diferentes órbitas esféricas.

En la Fig. 5.4 se han representado las funciones de onda colectivas para los es-

tados de menor enerǵıa Jπ = 0+, 2+ y 4+ en la aproximación PGCM2. De modo

similar a los cálculos previos, vemos que el estado fundamental presenta una super-

ficie prácticamente plana en todo el plano de coordenadas colectivas de deformación

cuadrupolares, si bien el estado esférico es el que presenta un mayor peso, en torno

a un 2.5 %. Estos resultados son consistentes con la degeneración encontrada en la

superficie de enerǵıa total proyectada a J = 0.

En cuanto a la función de ondas del estado 2+
1 , también se aprecia un cierto grado

de suavidad, encontrando aqúı claramente una mezcla de estados con deformación

oblada y triaxial con γ = 20◦ en el ĺımite de la coordenada β2.
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PGCM1 PGCM2 PGCM3 ISM

B(E2 : 2+
1 → 0+

1 ) 12.7 12.7 12.7 11.5
B(E2 : 2+

1 → 0+
2 ) 0.8 0.9 1.0 1.0

B(E2 : 2+
2 → 0+

1 ) 0.0 0.0 0.0 0.0
B(E2 : 2+

2 → 0+
2 ) 30.4 24.5 23.0 21.6

B(E2 : 4+
1 → 2+

1 ) 5.6 5.7 2.5 2.0
Q(2+

1 ) +5.0 +4.8 +4.4 +4.1
Q(2+

2 ) -11.4 -9.8 -9.3 -8.6
Q(4+

1 ) +10.8 +9.1 +8.3 +7.5

Cuadro 5.1: Probabilidades de transicón reducidas B(E2) y momentos cuadrupola-
res eléctricos espectroscópicos, Q, calculados con los diferentes métodos usando las
cargas efectivas 1.5 y 0.5 para protones y neutrones, respectivamente. Las unidades
para las transiciones son e2fm4 y para los momentos efm2.
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Figura 5.4: Funciones de onda colectivas |F Γ
σ (β2, γ)|2 para los estados más bajos

0+, 2+ y 4+ del 48Ca en la aproximación PGCM2.

Para el resto de estados de mayor enerǵıa, la colectividad de la función de onda

está también localizada en los ĺımites del plano, presentando además unos picos

pronunciados en unos pocos puntos de la malla de estados intŕınsecos. Esto implica
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que solamente esos pocos estados son los que contribuyen a construir la función de

ondas que describe estos estados excitados.

También cabe destacar la predominancia de la deformación prolada en los estados

con σ = 21.

En cuanto a los estados 4+
1 y 4+

2 , la función de ondas está prácticamente localizada

en regiones alta deformación con γ = 60◦, 40◦, respectivamente.

Es importante recalcar que las configuraciones proladas y obladas aqúı encon-

tradas son plenamente consistentes con los valores de los momentos cuadrupolares

espectroscópicos mostrados en el apartado anterior. Por ejemplo, el estado 2+
2 que es

predominantemente prolado, presenta un valor Q(2+
2 ) negativo.

Conclusiones similares podemos extraer de la colectividad obtenida con el esque-

ma PGCM3. Para simplificar este análisis, se han considerado los puntos del plano

(β2, δnn) para estados con simetŕıa axial, esto es, fijando γ = 0◦, 60◦. En efecto, la

superficie asociada al estado fundamental es casi plana en la región β2 ∈ [−0.1, 0.1],

con una ligera dependencia en la coordenada δnn. Además, los estados 0+
2 y 2+

2 pre-

sentan dos marcados picos en el ĺımite de la zona prolada, lo que indica la mezcla

de estados con escasa y alta correlación de apareamiento nn. Esta misma topoloǵıa

puede observarse en la función de onda colectiva del estado 2+
1 , ahora en el ĺımite

oblado, lo que es consistente con el resultados obtenidos en el cálculo PGCM2.

Es interesante notar que esta funciones de onda colectivas difieren en gran medida

con las obtenidas habitualmente en cálculos EDF, donde, en general, las distribu-

ciones encontradas son mucho más suaves en los contornos de las superficies[11, 19,

124, 125]. Una posible explicación es que en éste último tipo de cálculos se tiene

acceso a muchas más órbitas de part́ıcula independiente que pueden evolucionar con

los grados de libertad colectivos.

Aśı, la mayor diferencia en la colectividad de estos estados surge al comparar el

estado 4+
1 . En efecto, A la luz de estos últimos resultados, se ve la mezcla de dos

estados que no aparećıa en el cálculo en β2, γ. El primero de ellos, en la región oblada

con un elevado contenido en apareamiento nn; el segundo de ellos marcadamente

prolado con un contenido notablemente inferior en pares nn. Teniendo en cuenta

que en el esquema PGCM2 no se ha podido describir dicha configuración, se puede

1También se ha encontrado este comportamiento en el estado 4+
3 , si bien por simplificar este

estudio no se ha incluido.
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Figura 5.5: Funciones de onda colectivas |F Γ
σ (β2, δnn)|2 para los estados más bajos

0+, 2+ y 4+ del 48Ca en la aproximación PGCM3.

entender ahora la diferencia apreciada en la Fig. 5.3 cuando se comparan las bandas

4+
1 obtenidas en los generadores PGCM1,2 con el PGCM3.

Por último, para conocer mejor el contenido de las funciones de onda correlacio-

nadas, se han calculado las ocupaciones de neutrones en las distintas órbitas con un

j determinado. Además, se han comparado con las ocupaciones dadas por el cálculo

ISM. Los resultados se muestran en el Cuadro 5.2.

Si bien los resultados entre las diferentes aproximaciones variacionales difieren

poco, las ocupaciones que más se acercan a las exactas son las asociadas al cálculo

PGCM3. De hecho, se aprecia que éste es capaz de reproducir con gran fidelidad la

estructura de part́ıcula-hueco del estado fundamental y el resto de estados excitados

mostrados. En efecto, el estado de más baja enerǵıa muestra una configuración tal

que la capa f7/2 está prácticamente cerrada. Por otro lado, vemos que los estados

0+
2 y 2+

2 son excitaciones de dos part́ıculas y dos huecos (2p-2h). en las órbitas

f7/2 − p3/2, mientras que los estados 2+
1 y 4+

1 muestran una estructura de solamente

una part́ıcula y un hueco en las mismas capas. Por último, el estado 4+
2 exhibe una

estructura también de una part́ıcula y un hueco, pero ahora en las capas f7/2− f5/2.

Relacionando lo anterior con el espectro de bajas enerǵıas, vemos que aquellos
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Jπσ orbit PGCM1 PGCM2 PGCM3 ISM

0+
1 f7/2 7.84 7.81 7.81 7.80

p3/2 0.10 0.08 0.08 0.07
f5/2 0.04 0.09 0.09 0.11
p1/2 0.02 0.02 0.02 0.02

0+
2 f7/2 5.89 5.84 5.84 5.82

p3/2 1.44 1.64 1.75 1.80
f5/2 0.15 0.18 0.15 0.17
p1/2 0.52 0.34 0.26 0.21

2+
1 f7/2 6.80 6.77 6.77 6.77

p3/2 1.07 1.07 1.05 1.08
f5/2 0.09 0.12 0.14 0.11
p1/2 0.04 0.04 0.04 0.04

2+
2 f7/2 5.86 5.85 5.87 5.85

p3/2 1.44 1.63 1.71 1.78
f5/2 0.15 0.14 0.12 0.13
p1/2 0.55 0.38 0.30 0.24

4+
1 f7/2 6.66 6.59 6.83 6.83

p3/2 1.15 1.12 1.06 1.03
f5/2 0.13 0.23 0.08 0.11
p1/2 0.06 0.06 0.03 0.03

4+
2 f7/2 6.63 6.60 6.79 6.82

p3/2 0.43 0.37 0.17 0.09
f5/2 0.11 0.15 0.10 0.11
p1/2 0.83 0.88 0.94 0.98

Cuadro 5.2: Números de ocupación calculados para los dos estados de menor enerǵıa
con 0+, 2+ y 4+ del 48Ca con ISM y los diferentes esquemas PGCM.

estados que más difieren en sus ocupaciones son, precisamente, los que sufren una

mayor ganancia energética. Baste recalcar el caso del 0+
2 , donde las ocupaciones en

la capa p3/2 y p1/2 vaŕıan hasta en 0.3 part́ıculas si se comparan las aproximaciones

PGCM1 y PGCM3.

Por tanto, las excitaciones encontradas en este núcleo, dada nuestra elección de

la base, muestran claramente un origen de part́ıcula independiente. Además, como

consecuencia inmediata, vemos que los grados de libertad escogidos –esto es, defor-

maciones y apareamiento nn– son capaces de describir la f́ısica de este sistema. De

hecho, estos resultados, junto con la topoloǵıa de las funciones de onda, parecen
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indicar que en este espacio de valencia (aún pequeño) estas variables son buenas

herramientas para generar estados intŕınsecos altamente correlacionados, por lo que,

una vez más, el concepto de colectividad sigue siendo dif́ıcil de clarificar.

5.2. Generalización a toda la cadena isotópica del

Ca

Centramos ahora la atención en los resultados obtenidos en la cadena de isótopos

del Ca que pueden ser descritos en la capa pf . Al igual que el apartado y caṕıtulo

anteriores, vamos a comparar distintas aproximaciones PGCM con la solución dada

por la diagonalización exacta del hamiltoniano de muchos cuerpos:

1. Mı́nimo HFB tomando una semilla completamente arbitratria.

2. Mı́nimo PNVAP tomando una semilla completamente arbitratria.

3. PGCM1: Se han usado como coordenadas colectivas los parámetros de deforma-

ción (β2, γ). Los estados intŕınsecos se han obtenido resolviendo las ecuaciones

HFB.

4. PGCM2: Se han usado como coordenadas colectivas los parámetros de deforma-

ción (β2, γ). Los estados intŕınsecos se han obtenido resolviendo las ecuaciones

PNVAP.

5. PGCM3: Se han usado como coordenadas colectivas los parámetros de defor-

mación (β2, γ) y la amplitud de correlaciones neutrón-neutrón, δnn. Los estados

intŕınsecos se han obtenido resolviendo las ecuaciones PNVAP.

5.2.1. Estados fundamentales y espectros de bajas enerǵıas

En la Fig. 5.6 se muestran los estados fundamentales de los núcleos par-par y par-

impar calculados exactamente y con los distintos esquemas variacionales. Podemos

ver en primer lugar que los resultados son prácticamente indistinguibles en la escala

que refleja la enerǵıa absoluta de los estados fundamentales. De este modo, para
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visualizar mejor la exactitud de los diferentes métodos, se ha representado en el

panel (b) la diferencia de enerǵıa entre el valor exacto y el valor aproximado.
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Figura 5.6: (a) Enerǵıa de los distintos estados fundamentales y (b) diferencias entre
los valores aproximados y exactos calculados para la cadena de isótopos 42−60Ca con
diferentes aproximaciones variacionales. Los resultados ISM se han representado con
una ĺınea negra discontinua.

Aqúı se puede observar mayor concordancia con el valor exacto en los ĺımites del

espacio de valencia en comparación con la región intermedia. Este comportamien-

to, también observado en el caṕıtulo anterior, puede entenderse en términos de la

dimensión de la matriz del hamiltoniano, dado que es mayor precisamente en esta

zona intermedia de la capa. Esto, por tanto, implica que habrá configuraciones que

no podrán ser obtenidas explorando los grados de libertad estudiados aqúı.

Como era de esperar, la peor aproximación viene dada por el simple cálculo del

mı́nimo HFB, donde se observa un leve comportamiento de zig-zag en los núcleos

impares. La menor diferencia se observa en el 42Ca, con un valor de 0.24 MeV, mien-

tras que la mayor se observa en el 52Ca, con 1.76 MeV. Además, el comportamiento

de zig-zag –o staggering– se amplifica en los resultados obtenidos con el cálculo

PGCM1, el cual emplea precisamente funciones de onda intŕınsecas de tipo HFB pa-

ra construir los estados GCM. En este caso, se describen mejor los núcleos pares que

sus vecinos de masa impar, salvo en los casos extremos, esto es 42−45,56−58Ca, donde



5.2. Generalización a toda la cadena isotópica del Ca 119

los resultados aproximados están muy cerca de la enerǵıa exacta. Con este método,

la mayor diferencia disminuye hasta el valor de 1.01 MeV, encontrada en el 51Ca.

En el caso de utilizar estados generados con el cálculo PNVAP (PNVAP y los

esquemas PGCM2 y PGCM3), las diferencias no solo son menores, si no más suaves

a lo largo de toda la cadena. En efecto, la aproximación PNVAP permite un trato

más riguroso de las correlaciones de apareamiento, lo que se traduce en menores

diferencias entre la descripción de núcleos pares e impares. Esto puede observarse en

la reducción del zig-zag mencionado anteriormente.

Además, ahora vemos que la aproximación HFB es más pobre cuando las correla-

ciones de apareamiento son más débiles. Este es el caso de los núcleos impares, como

consecuencia del bloqueo de niveles[72, 126, 127].

Por último, vemos que el esquema que mejor reproduce la cadena es el PGCM3,

donde ahora la mayor diferencia se da en el 51Ca, con aproximadamente 0.24 MeV, lo

que demuestra la gran capacidad de estas aproximaciones variacionales para acercarse

al valor exacto de los estados fundamentales en espacios de valencia más grandes.

Analizamos ahora la capacidad de describir el espectro de bajas enerǵıas. Para

ello, al igual que en el caṕıtulo anterior se han calculado las enerǵıas de excitación de

los estados más bajos con el modelo de capas y el método PGCM. Los resultados se

muestran en las figuras 5.7 y 5.8 para los isótopos pares e impares respectivamente.

Se puede afirmar que, en el cómputo global el grado de aproximación es de nuevo

bueno, siendo capaz de reproducir, no solo la distribución de estados si no su valor

numérico. Tanto es aśı, que en los ĺımites de la capa, el método variacional alcanza la

solución ISM incluso en los esquemas PGCM1 y PGCM2. La concordancia numérica,

no obstante, se reduce en la región intermedia, aunque los resultados mejoran con

la inclusión de las fluctuaciones en el apareamiento nn con el cálculo PGCM3. En

efecto, prueba expĺıcita de ello es la sorprendente buena descripción del espectro de

los isótopos impares.

Aśı, el efecto de la inclusión de las mencionadas fluctuaciones puede estudiarse

comparando las aproximaciones basadas en estados HFB con las que emplean es-

tados PNVAP. En primer lugar, para los núcleos pares, la aproximación PGCM1

produce sistemáticamente mayores enerǵıas de excitación, las cuales se ven atenua-

das cuando se analizan los resultados PGCM2 y PGCM3. En segundo lugar, para
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los núcleos impares, la aproximación PGCM2 produce también en toda la cadena

enerǵıas más altas, las cuales son reducidas cuando se explora simultáneamente la

amplitud de apareamiento δnn. De hecho, esta última aproximación nos genera un

espectro prácticamente igual al exacto en estos isótopos.
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Figura 5.7: Enerǵıas de excitación en función del momento angular calculado con
ISM y los diferentes esquemas PGCM para los isótopos pares del Ca.

Para los isótopos de masa par, se muestra en la Fig 5.9 las enerǵıas de excitación
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más bajas con J par para los distintos núcleos. De nuevo, se puede observar una

buena reproducción de los resultados exactos. En concreto, estas aproximaciones son

capaces de reproducir los principales efectos colectivos de dicha cadena. A modo de

ejemplo encontramos los mismos picos de enerǵıa en N = 28 yN = 32 en los estados

2+
1,2 asociados al cierre de las capas f7/2 y p3/2; el rapid́ısimo descenso del estado 0+

2

para N = 34 observable en las tres aproximaciones o la distribución de enerǵıa con

forma de campana para los estados 4+
1 .

Por el contrario, se puede ver que los esquemas PGCM1 y PGCM2 no describen

correctamente los estados con 0+
2 y 4+

1 en el entorno del 48Ca. Estas discrepancias

son corregidas parcialmente con la inclusión de las fluctuaciones de apareamiento

del esquema PGCM3. Una vez más, esto es un indicador de que con los grados de

libertad escogidos, no podemos acceder a las diferentes configuraciones de part́ıcula

independiente necesarias para poder describir correctamente estos estados. Teniendo

en cuenta la ausencia de protones de valencia, una mejor descripción de esta cadena

pasaŕıa por incluir como grado de libertad la frecuencia rotacional o las excitaciones

expĺıcitas de varias cuasipart́ıculas. A pesar de esto, la última de las aproximaciones

está en buen acuerdo con la descripción exacta general de los estados excitados

analizados.

5.2.2. Números de ocupación y dimensión del Hamiltoniano

Como información complementaria a los espectros de enerǵıas, analizamos los

números de ocupación obtenidos con el último cálculo PGCM. En concreto, se han

calculado para los núcleos de masa par y se han comparado con los obtenidos con

el modelo de capas para los dos primeros estados excitados 0+ y 2+. De la Fig.

5.10 se observa que las diferencias para ambos estados a lo largo de toda la cadena

(par) son prácticamente despreciables. Sin embargo, se aprecian leves diferencias para

los estados con σ = 2 en la región de isótopos intermedia, esto es, 46−52Ca. Estas

diferencias, por tanto, son consecuentes con la descripción de los espectros mostrada

en el apartado anterior. Aún aśı, estas variaciones. son de aproximadamente 0.1

part́ıculas en prácticamente todos los casos.

De este modo, vemos la capacidad de este método para describir la estructura de

part́ıcula independiente de las funciones de onda nucleares explorando las coordena-
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1
2
3
4
5
6

E e
xc

 (M
eV

) Exact

PGCM1

PGCM2

PGCM3

(a) 21       +

 

 

(b) 02       +

24 28 32 36
Number of neutrons

1
2
3
4
5
6
7

E e
xc

 (M
eV

)

(c) 41       +

24 28 32 36
Number of Neutrons

 

(d) 22       +

Figura 5.9: Enerǵıas de excitación para los isótopos pares del Ca calculados con el
método ISM y los diferentes esquemas PGCM.

das escogidas.

Estos últimos resultados sugieren que, para los valores de J estudiados, los auto-

estados de menor enerǵıa del subespacio-J de Hilbert de muchos cuerpos se pueden

describir en muy buena aproximación por la mezcla variacional de unos pocos estados

correlacionados. La función de ondas obtenida con el método PGCM no es más que

una superposición de estados de cuasipart́ıcula proyectados que describen de forma

óptima el estado fundamental, lo que es equivalente a diagonalizar el Hamiltoniano

en el subespacio generado por los estados proyectados {P J
MKP

NPZP π |φ(q)〉 ∀qK}.
Sin embargo, el conjunto de estados proyectados presentan un cierto grado de de-

pendencia lineal, lo que hace que la dimensión del subespacio sea más pequeño. En

el Cuadro 5.3 se compara la dimensión exacta de la diagonaliación usando determi-
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Figura 5.10: Diferencia entre los números de ocupación calculados con ISM y el
esquema PGCM3. El eje horizontal representa el j de las cuatro posibles capas de
neutrones la capa pf .

nantes de Slater con la dimensión de la base natural obtenida con el cálculo GCM

para todos los isótopos de la cadena del Ca (la dimensión es simétrica para el mismo

número de part́ıculas que de huecos).

Por simplicidad, solo se muestran los resultados obtenidos con el esquema que

presenta mejores resultados globalmente, esto es, el PGCM3. El número de estados

intŕınsecos |φ(β2, γ, δnn)〉 está en torno a NGCM = 120 − 150 para los isótopos a

mitad de espacio de valencia. Dado que se realiza la mezcla en el número cuántico

K, el número real de estados mezclados viene dado, para cada momento angular, J ,

por NGCM × (2J+1). Aśı, se observa una gran reducción en dicho número cuando se

extraen los estados de la base natural, debido como era de esperar por la redundancia

que produce la dependencia lineal entre los distintos estados proyectados.

Sin embargo, es importante destacar que en los extremos de la capa 42|58Ca y
45|57Ca, las dimensiones de la base natural son igual –o prácticamente igual– que las

de las bases construidas con los determinantes de Slater. Por tanto, en dichos casos,
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J 42Ca 44Ca 46Ca 48Ca 50Ca 52Ca 54Ca 56Ca 58Ca
0 4 | 4 28 | 13 137 | 15 347 | 15 468 | 21 347 | 23 137 | 23 28 | 17 4 | 4
2 8 | 8 94 | 29 512 | 35 1390 | 39 1935 | 46 1390 | 50 512 | 50 94 | 38 8 | 8
4 6 | 6 99 | 38 615 | 44 1755 | 57 2468 | 69 1755 | 71 615 | 71 99 | 30 6 | 6
6 2 | 2 59 | 28 462 | 34 1426 | 56 2051 | 60 1426 | 54 462 | 54 59 | 19 2 | 2

J 43Ca 45Ca 47Ca 49Ca 51Ca 53Ca 55Ca 57Ca
1/2 12 | 10 107 | 31 415 | 34 790 | 36 790 | 34 415 | 27 107 | 31 12 | 12
3/2 25 | 19 198 | 43 764 | 54 1484 | 41 1484 | 47 764 | 76 198 | 63 25 | 23
5/2 28 | 21 253 | 50 1005 | 96 1965 | 94 1965 | 87 1005 | 87 253 | 59 28 | 26
7/2 27 | 22 271 | 47 1121 | 48 2215 | 105 2215 | 114 1121 | 125 271 | 92 27 | 27
9/2 23 | 22 252 | 85 1091 | 95 2214 | 147 2214 | 133 1091 | 139 252 | 112 23 | 23
11/2 16 | 16 211 | 68 974 | 89 2017 | 136 2017 | 122 974 | 142 211 | 99 16 | 16
13/2 8 | 8 153 | 65 783 | 131 1669 | 115 1669 | 95 783 | 111 153 | 75 8 | 8
15/2 5 | 5 105 | 58 577 | 111 1284 | 91 1284 | 73 577 | 80 105 | 52 5 | 5

Cuadro 5.3: Dimensión de las matrices del Hamiltoniano en el cálculo ISM (valores de
la izquierda) y PGCM3 (valores de la derecha) para los núcleos pares (fila superior)
e impares (fila inferior) de la cadena isotópica del Ca en la capa pf .

los cálculos ISM y PGCM son equivalentes.

También es necesario notar que, para los isótopos a mitad de capa, aunque el

número de estados de muchos cuerpos en la base natural es dos órdenes de magnitud

inferior a la base del modelo de capas, los resultados recopilados en esta sección

siguen siendo verdaderamente buenos. Esto, como ya se ha comentado en caṕıtulos

anteriores, es un indicio de que para construir una buena función de ondas que

describa la estructura del núcleo, parece que es más relevante encontrar los grados

de libertad que den la información f́ısica adecuada que el número de estados que

podamos utilizar.
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Caṕıtulo 6

Correlaciones de apareamiento

como coordenada generadora

6.1. Introducción

El fenómeno de apareamiento entre nucleones en el medio nuclear es bien co-

nocido desde hace tiempo y multitud de evidencias experimentales sustentan su

existencia[16]. Además, debido a la parte de corto alcance (atractiva) de la interac-

ción nucleón-nucleón, es de esperar que las part́ıculas tiendan a acoplarse a un estado

de momento angular nulo, L = 0, ya que el solape espacial de las funciones de onda

de ambos nucleones es máxima cuando estos presentan el mismo |ml|.
Si bien lo anterior es cierto, dada la antisimetŕıa de la función de onda de dos

nucleones y los números cuánticos de esṕın e isoesṕın, es posible que el acoplamiento

pueda darse en diferentes canales. El apareamiento pp o nn solo puede darse cuando

sus espines son antiparalelos, de tal modo que se obtienen pares del tipo Tp = 1, Jp =

0, donde la tercera componente de isoesṕın total indicaŕıa si es un par pp (MTp = −1)

o nn (MTp = +1). Este canal de apareamiento es el más relevante en los casos N > Z

y es el que es capaz de dar una explicación satisfactoria a hechos experimentales tales

como que todos los estados fundamentales de los núcleos par-par son 0+ o que las

enerǵıas de separación de un solo neutrón son menores (en valor absoluto) en núcleos

par-impar que en los par-par, entre otros[128].

Sin embargo, cuando los niveles de Fermi de protones y neutrones son cercanos
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entre śı, esto es N ≈ Z, se espera que los pares pn adquieran un mayor peso en el

sistema. Estos pares pueden darse en cualquiera de los canales MTp = 0 isoescalar

o isovectorial, por lo que surge de forma natural preguntarse cuál de ellos es más es

más favorable y bajo qué condiciones. Y aqúı es dónde comienza la controversia.

En el art́ıculo de revisión de 2014 de Frauendorf y Macchiavelli[129] se exponen,

tanto a nivel teórico como experimental, una gran cantidad de trabajos presentes en

la literatura en los que se explora la competición entre los dos tipos de correlaciones.

Dos de las conclusiones que estos dos autores resumen en el último caṕıtulo de la

publicación son las siguientes:

1. Para los casos N = Z el apareamiento isovectorial alcanza la misma magnitud

que los canales pp y nn. Esta conclusión reside, entre otras evidencias, en la

aparición de bandas isorotacionales de tipo T (T + 1) o de vibraciones Tp =

1, Jp = 0 en los núcleos pares cercanos a los doblemente mágicos 40Ca y 56Ni.

2. No se encuentran evidencias para la existencia y relevancia del modo colectivo

Tp = 0. No obstante, se entiende que este canal no es más que una excitación

de dos cuasipart́ıculas asociado al vaćıo de pares isovectoriales. Esta idea está

apoyada en que, entre otros motivos, los estados 1+ de los núcleos impar-impar

con N = Z se suelen encontrar con una enerǵıa de excitación en torno a 0.5

– 1 MeV, o bien que las transiciones Gamow-Teller no se ven potenciadas en

núcleos N = Z.

Por tanto, todo parece apuntar a que lo habitual, en el medio nuclear, sea la

formación de pares pp, nn y, a cierta igualdad de número de protones y neutrones,

que surjan los pares pn Tp = 1, Jp = 0. En cuanto al canal de apareamiento isoescalar,

en la actualidad existen algunas discrepancias, dado que existen situaciones en las

que este grado de libertad parece ser relevante.

En primer lugar, encontramos el problema de la enerǵıa de Wigner. Es bien

conocido el término dependiente del isoesṕın en la fórmula semiemṕırica de masas,

el cual es necesario para poder describir correctamente los picos de enerǵıa en los

núcleos N = Z en las cadenas isobáricas. Sin embargo, su origen no está del todo

claro, por lo que un candidato a poder explicar este término es el apareamiento pn.

Este es el comienzo de uno de los múltiples estudios que intentaron responder a
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esta cuestión[130]. En dicho art́ıculo, se extraen los hamiltonianos de apareamiento

isoescalar e isovectorial de la interacción KB3 para poder estudiar cómo contribuye

cada uno al estado fundamental de las cadenas isobáricas A = 46, 48, 50. Podemos

ver en la Fig. 6.1 una menor influencia del término isoescalar, no solo en el estado

fundamental, sino en el resto de estados excitados. Aún aśı, se puede ver que la

contribución del apareamiento T = 0 es considerable en los casos N ≈ Z.

Si bien el art́ıculo concluye que no se puede atribuir el origen de la enerǵıa de

Wigner a estos canales de apareamiento, los resultados mostrados en la figura anterior

son alentadores para creer que estas correlaciones son más relevantes de lo que se

espera.

Otro escenario que deja la puerta abierta al apareamiento isoescalar es la desinte-

gración β doble sin neutrinos. Debido a la interacción de apareamiento –como ya se

ha mencionado– la enerǵıa de ligadura de los núcleos par-par de una cadena isobárica

presentan una parábola más profunda que los impar-impar y, por tanto, puede darse

que la desintegración desde un núcleo par-par hacia el siguiente par-par más estable

no pueda darse a través del impar-impar intermedio, pues puede estar energética-

mente prohibido (ver Fig. 6.2 para el caso de la cadena A = 76). De este modo,

es posible que la desintegración β se produzca simultáneamente para dos nucleones.

Aśı, está teorizado que esta desintegración doble puede presentarse en dos modos

distintos: una en la que se emiten dos neutrinos y otra en la que no hay emisión de

estos. La primera se ha detectado experimentalmente, mientras que la segunda no se

ha medido a d́ıa de hoy. De ser probada su existencia, tendŕıamos que entender los

neutrinos como part́ıculas de Majorana[131], por lo que podŕıan aniquilarse entre śı.

Esta desintegración también es de gran interés en el campo de la f́ısica de part́ıcu-

las. En efecto, teniendo en cuenta la expresión (3.151), el desarrollo teórico y expe-

rimental permitirá afinar el valor de la masa de los neutrinos según se mejore el

valor del periodo de semidesintegración, esperable del orden de 1027 años[113, 133].

Además, será necesaria la obtención del elemento de matriz nuclear, por lo que los

cálculos de estructura nuclear también se ven necesarios para poder abordar correc-

tamente el problema de la jerarqúıa de masas del neutrino[134]. Hasta la fecha, el

elemento de matriz nuclear ha sido estudiado con diferentes aproximaciones, como el

ISM[135–139], QRPA[140–142] o GCM[110, 143–147], dando resultados que difieren
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of P10, although important, is smaller than that of
P01 and goes smoothly to zero as the number of

Žvalence protons goes to zero notice that our descrip-
tion is fully symmetric under the exchange of pro-

.tons and neutrons . The only little surprise is that
moving from Ts1 to Ts0, not only the contribu-
tion of P01 decreases, but also the contribution of
P10, although to a lesser extent. This may explain
why the ground state of 46 V has Ts1 instead of the
expected Ts0. It goes like this; the monopole part
of KB3 will put the centroid of the Ts0 states
lower than the centroid of the Ts1 states by about
1.3 MeV; on the other hand, the total pairing contri-
bution to Ts1 is larger by nearly 2 MeV than the

Ž .contribution to Ts0 see Fig. 1 , therefore it is
finally the Ts1 state that becomes the ground state
of the odd-odd T s0 member of the multiplet.z
Notice that the inversion depends on the balance
between the isovector monopole term and both pair-
ings. As the isovector monopole has a smooth depen-
dence with mass, while the isovector pairing depends
linearly with the degeneracy of the orbit being filled,
we expect the inversion to take place when high j
orbits are dominant. When low j orbits are the
relevant ones, the isoscalar pairing contribution to
the Ts0 state can be enhanced due to the small
spin-orbit splitting, what helps producing Ts0
ground states. This is borne out by the experiments;
when the 1 f orbit is being filled the Ts1 states7r2
are ground states, in 58Cu the 2 p orbit is domi-3r2
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nant and restores a Ts0 ground state, in 62Ga the
influence of the 1 f orbit shifts again to a Ts15r2
ground state. From there on the 1g orbit starts to9r2
play an important role and Ts1 ground states occur
in all cases. Actually the Ts0–Ts1 splitting could
give a hint on the ordering of the single particle
orbits in places where no other information is avail-
able.

In Fig. 2 the same quantities are plotted for
As48. The behaviour of the P10 contribution is
very smooth and we do not find any breaking of
slope at Ts0. The P01 points stagger as usual. In
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FIG. 7. (color online) Same as Fig. 3 but for the 24Na (Z = 3
and N = 5 in the valence space).

4. Systematic calculations of the ground-state energies

We extend the unconstrained calculations performed
for 24Ne, 25Ne and 24Na to all even-even, even-odd and
odd-odd nuclei in the sd-shell. Because of the isospin in-
variance of the interaction, mirror nuclei give the same
results and they are not, in general, computed. Unless in-
dicated otherwise, the energies will be always substracted
by the exact ground state energies obtained from the full
diagonalization of the problem, i.e. we will discuss the
energy di↵erences
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These energy di↵erences are displayed for the various iso-
topic chains in the sd-shell on Fig. 8 (even-even and even-
odd nuclei) and Fig. 9 (odd-odd nuclei) for the general
pn-no and pn-yes seeds and for both HFB and VAPNP
minimizations. For odd-odd nuclei, we cannot compute
the nuclei within the HFB approach with pn-mixing be-
cause minimizing the energy without forcing the number
parity for protons and neutrons to be odd separately pro-
duces fake odd-odd quasiparticle vacua that are in reality
made of particle-number eigenstates with an even num-
ber of particles for both proton and neutron species [see
Fig. 7(c)]. As a general comment on this global calcula-
tion, we always obtain positive energy di↵erences. This is
not surprising because these approximations miss some
correlations contained in the exact eigenstates and be-
cause the VAPNP is strictly variational with respect to
the space of many-body states with the correct number
of particles. In fact, we observe that the VAPNP method
always provides a closer solution to the exact value than
the HFB approximation if we use the same kind of trial
wave function. The largest di↵erences with the exact
solution are found in mid-shell nuclei where the e↵ects
of additional symmetry restorations (e.g., angular mo-
mentum) and configuration mixing become more impor-
tant, as it will be illustrated later on. Furthermore, we
observe an even-odd staggering superimposed to such a
global trend, with the even-odd isotopes being closer to
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ing the pn-mixing in the variational space, we see a di↵er-
ent behavior between the HFB and VAPNP approaches.
Looking first at the HFB case, the di↵erences between
those solutions are very small in the even-odd isotopes
and even non-existent in the even-even isotopes. If we
analyze closely the pairing energies of the even-odd nu-
clei in the HFB approximation, we observe that in our
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Figura 6.1: Diferencia de enerǵıas entre el hamiltoniano completo KB3 y los ha-
miltonianos de apareamiento isoescalar (P10) e isovectorial (P01) para las cadenas
(a)A = 46, (b)A = 48 y (c)A = 50. La figura está adaptada de la referencia [130].
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Figura 6.2: Parábola de masas de núcleos par-par e impar-impar de la cadena isobári-
ca A = 76. Las ĺıneas verdes indican las transiciones β. La ĺınea rosa indica la
desintegración ββ. Extráıdo de [132].

entre śı en un factor de hasta tres.

En relación con estos últimos resultados, se ha observado que, al utilizar un hamil-

toniano de la forma (6.1), la inclusión de las correlaciones de apeamiento isoescalar

disminuye significativamente el elemento de matriz de Gamow-Teller[148], si bien

este análisis solo se ha centrado en la transición 76Ge→76Se y en este canal única-

mente. Resultados no tan llamativos se han encontrado cuando se emplean métodos

ab initio, donde la formación de pares isoescalares solo hace variar el elemento de

matriz nuclear en un 17 %[149].

De este modo, para entender estas diferencias encontradas en las distintas aproxi-

maciones se ve necesario explorar cuáles son los grados de libertad relevantes, tanto

colectivos como no colectivos. En el art́ıculo de Menéndez et al.[144] se procedió del

siguiente modo: tomando como referencia los resultados obtenidos con la interacción

realista efectiva KB3G[150], se construyó un hamiltoniano de tipo



132 Caṕıtulo 6. Correlaciones de apareamiento como coordenada generadora

Hcoll = HM + gT=1

1∑

n=−1

S†nSn + gT=0

1∑

m=−1

P †mPm + gph

1∑

m,n=−1

: F †mnFmn :

+ χ

2∑

µ=−2

: Q†µQµ : (6.1)

que corresponden a los términos de la interacción monopolar, apareamiento isovec-

torial e isoescalar, acoplamiento esṕın-isoesṕın y cuadrupolo-cuadrupolo respectiva-

mente. Aśı, para que la comparación fuera lo más fidedigna posible, se ajustaron las

diferentes constantes para ajustarse a distintos resultados obtenidos con la interac-

ción efectiva. Una vez realizado el ajsute, se fueron eliminando diferentes términos

del hamiltoniano colectivo fijando a cero las constantes de cada término, lo que per-

mitió analizar la dependencia del elemento de matriz nuclear en las diferentes partes

asociadas a los grados de libertad colectivos y no colectivos. En la Fig. 6.3 se puede

observar que la eliminación del término isoescalar hace que los elementos de matriz

de la desintegración aumenten en un factor superior a dos.

Con todo lo anterior, en este caṕıtulo se explorarán los distintos canales δ
JpTp
MJpMTp

considerándolos coordenadas generadoras del método PGCM, con el objetivo de

analizar más exhaustivamente el papel de las diferentes correlaciones de apareamiento

en la descripción de la estructura y desintegraciones β, tanto simple como doble sin

neutrinos. Además, se hará cierto énfasis en la distinción entre las correlaciones de

apareamiento isoescalar e isovectorial.

6.2. Exploración expĺıcita de las correlaciones de

apareamiento

En los caṕıtulos anteriores se ha podido comprobar que los vaćıos de cuasipart́ıcu-

la que mezclan estados de protones y neutrones son una mejor aproximación varia-

cional frente a aquellos que preservan la estructura de bloques separada. Además,

una de las grandes ventajas de este tipo de funciones de onda resid́ıa en la capaci-

dad de describir núcleos de cualquier tipo, esto es, par-par, par-impar (impar-par)
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FIG. 2. Gamow-Teller part of the 0νββ decay matrix elements
MGT

0ν , for the decay of Ca isotopes into Ti as a function of the neutron
numberNparent in the parent nucleus. Results are shown for the KB3G
interaction (black circles, solid line), the full collective interaction
Hcoll (red circles, dashed line), Hcoll with the quadrupole-quadrupole
term removed (purple squares, dotted line), Hcoll with the isoscalar
pairing term removed (blue squares, short-dashed line), andHcoll with
both the isoscalar-pairing and spin-isospin pieces removed (orange
squares, dot-dashed line).

15%–20%. That result is consistent with those of previous
studies [9,34–36] that note a small matrix element when the
parent and daughter have different quadrupole properties.

Perhaps themost striking feature of Fig. 2 is the suppression
of the matrix elements by isoscalar pairing. Removing that
term from the Hamiltonian increases the matrix elements by
more than a factor of two (closer to three in many isotopes),
or between 1 and 2 units. When, in addition, the spin-isospin
term is removed, the matrix elements grow even further. As
Fig. 3 shows, the large effect of isoscalar pairing is common to
the matrix elements of all the Ca, Ti, and Cr isotopes we study,
from those with N ∼ Z to very neutron-rich nuclei. For the
matrix elements of the most isospin-asymmetric nuclei ( 58Ca
and 60Ca) the effect of isoscalar pairing is somewhat milder
but still important. The sensitivity to isoscalar (proton-neutron)
pairing is familiar from QRPA [37,38] and GCM studies [14]
and makes it clear that a good description of proton-neutron
correlations is crucial to obtain accurate 0νββ decay nuclear
matrix elements.

The significance of isoscalar pairing is not quite as straight-
forward as it first appears, however. The matrix elements
vary just about 10% when only the spin-isospin interaction
is omitted from Hcoll. As Fig. 2 shows, when the spin-isospin
term is included in the separable collective Hamiltonian, the
impact of omitting isoscalar pairing, though still significant, is
smaller than with the spin-isospin term excluded. This result
suggests that the missing isoscalar-pairing correlations can
to some extent be compensated for, or captured, by other
collective interactions. In that sense, we can consider the
dramatic changes in the matrix elements shown in Figs. 2

FIG. 3. Gamow-Teller part of the 0νββ decay matrix elements,
MGT

0ν , for the decay of Ti isotopes into Cr (top panel), and Cr isotopes
into Fe (bottom), as a function of the neutron number Nparent of the
parent nucleus. Results are shown for the KB3G interaction (black,
solid line), the collective interactionHcoll (red, dashed line), andHcoll

without the isoscalar pairing term (blue, short-dashed line).

and 3 to be an upper bound for the effects of isoscalar
pairing. Pieces of the nuclear Hamiltonian, both collective
and noncollective, that are not included in Hcoll might soften
the impact of omitting isoscalar-pairing, in the same way that
the spin-isospin interaction does.

The impact of isoscalar pairing correlations in 0νββ decay
is undeniable. One way to understand it is through spin-
isospin SU(4) symmetry. The GT operator, if we neglect the
neutrino potential, is invariant under SU(4) transformations,
implying that only states belonging to the same irreducible
representations (irreps) of SU(4) can be connected by the
operator; the matrix elements between states in different irreps
vanish. Furthermore, in the absence of spin-orbit splitting in
the HM piece, the collective Hamiltonian Hcoll is invariant
under SU(4) if the isovector and isoscalar pairing terms have
the same strength, gT=1 = gT=0. The situation resembles
that associated with the ββ decay Fermi operator, which
because of isospin symmetry has vanishing matrix elements
between states belonging to different isospin-SU(2) irreps, i.e.,
having different total isospin [39]. In 0νββ decay the neutrino
potential breaks the SU(2) invariance of the operator and the
matrix elements,MF

0ν , do not vanish, but they are nevertheless
suppressed [6,8,10,17].

In pf -shell nuclei the spin-orbit splitting is sizable, and
nuclear states are in general a combination of several different
SU(4) irreps [40]. However, since gT=0 is only slightly larger
than gT=1, and the spin-isospin interaction, which conserves
the SU(4) symmetry, effectively increases the energy separa-
tion among SU(4) irreps, the fraction of irreps shared between
the parent and daughter nuclei is small. This fact is illustrated in
the top part of Fig. 4, which shows the percentage of the ground
state in each Ti isotope (daughter nucleus) belonging in irreps

014305-4

Figura 6.3: Elementos de matriz de Gamow-Teller de la desintegración 0νββ en
función del número de neutrones del núcleo inicial eliminando distintos términos del
hamiltoniano colectivo y comparando con la interacción completa KB3G. Extráıdo
de [144].

o impar-impar. Junto con lo anterior, los cálculos en la cadena isotópica del Ca han

mostrado que incluir las correlaciones de apareamiento (nn en ese caso) como coor-

denada generadora en el esquema PGCM nos permit́ıan aproximarnos más aún a la

función de onda de muchos cuerpos exacta.

Sin embargo, a la luz del breve estudio sobre el 24Ne, vimos que tomar cualquiera

de las amplitudes de apareamiento en el generador produćıa resultados muy similares

entre śı (ver Fig. 4.12). En efecto, como ya se ha mencionado, la bondad del método

variacional en espacios de valencia de tamaño reducido estaŕıa altamente relacio-

nada con la obtención del mayor número posible de estados intŕınsecos linealmente

independientes, independientemente de los grados de libertad que se exploren.

Aún con esto, el análisis de las funciones de onda colectivas, muestra que lo

anterior no es del todo cierto. Baste considerar el caso del 48Ca (ver Fig. 5.4) como

ejemplo: mientras que el estado fundamental presentaba una superficie muy plana

en el plano (β2, γ), los picos abruptos encontrados en el resto de estados excitados,
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indicaŕıan que hay ciertas configuraciones que no podŕıan ser descritas sin haber

explorado expĺıcitamente esos grados de libertad.

6.2.1. Formación de pares pn en las capas sd y pf

Centrando la atención en las correlaciones de apareamiento protón-neutrón, una

primera forma de conocer la posible relevancia en la descripción de la estructura

nuclear seŕıa evaluar la enerǵıa de apareamiento pn, dada por

Epn
pair = −1

2
Tr
(

∆apbnκ
∗
apbn + ∆anbpκ

∗
anbp

)
(6.2)

en los estados intŕınsecos que describen los diferentes núcleos en un determinado

espacio de valencia. Para ello, se han calculado todos los posibles núcleos en el

espacio de valencia dado por la capa sd, con la interacción USD, y la pf , con la

interacción KB3G con el método PNVAP sin ligaduras. Esto permite una mayor

inclusión de correlaciones de apareamiento y, en el caso de sistemas con número

impar de part́ıculas (bien protones, neutrones o ambos), evita la dependencia en la

estructura inicial de bloqueo.

De la Fig. 6.4, como se podŕıa haber esperado, vemos que aquellos núcleos que

presentan una mayor enerǵıa de apareamiento pn son precisamente los que se en-

cuentran cercanos a los casos N = Z. Fuera de esta ĺınea, dado que la interacción

preserva isoesṕın, se observa una clara simetŕıa bajo el intercambio entre N y Z.

Además, aunque en la capa pf se observan muchos más núcleos con enerǵıas de

apareamiento cercanas a los 2 MeV (en valor absoluto), en la capa sd también en-

contramos resultados similares precisamente en los núcleos que tienen abiertas las

dos capas de mayor degeneración, esto es, la subcapa 0d5/2 y 0d3/2. Estos resultados

también se aplican a núcleos impares, como es el caso del 21Ne (Zv = 2, Nv = 3) o del
23Mg (Zv = 4, Nv = 3). Aśı, vemos que este tipo de correlaciones no solo dependeŕıa

del número de protones y neutrones, sino también del tamaño de las capas abiertas

asociadas a los distintos núcleos.

Dado que la enerǵıa de apareamiento pn no indica el canal de acoplamiento

JT de los pares formados en los distintos núcleos, para conocer la relevancia de las

correlaciones protón-neutrón isovectorial e isoescalar se han analizado las amplitudes
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Figura 6.4: Enerǵıa de apareamiento pn (en valor absoluto) de los estados intŕınsecos
PNVAP para los núcleos par-par, par-impar, impar-par e impar-impar en la capa (a)
sd y (b) pf obtenidos con las interacciones USD y KB3G, respectivamente.

de apareamiento δ01
00 y δ10

00, respectivamente a lo largo de toda la capa sd y pf . Los

resultados se muestran en la Fig. 6.5.

En primer lugar, vemos que las amplitudes de apareamiento máximas se encuen-

tran en el entorno cercano a N = Z, teniendo en la capa pf valores algo más del

doble que en la capa sd. Aśı, mientras que las enerǵıas de apareamiento tomaban

resultados similares en ambos espacios de valencia, las amplitudes de apareamiento

δ aumentan según se introduce un mayor número de part́ıculas activas en el sistema.

En segundo lugar, en la capa de mayor tamaño, los pares isoescalares tienen un com-

portamiento ligeramente distinto, encontrando mayor diversidad de resultados: para

los casos N ≈ Z, se han encontrado valores cercanos al máximo (en torno a 2), y tam-

bién aparecen vaćıos de cuasipart́ıcula sin pares acoplados en este canal, la mayoŕıa

sistemas impar-impar, o en la diagonal N = Z, a excepción de N = Z = 4, 16. Aún

con esto, en ambas capas se encuentran estados intŕınsecos con pares isoescalares en

prácticamente toda la región de estudio.

A la luz de estos resultados, vemos que la contribución de los pares isovectoria-

les a las correlaciones de apareamiento es notablemente superior en núcleos con un

número similar de protones y neutrones, si bien el canal isoescalar no puede conside-
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Figura 6.5: Amplitudes de apareamiento δ01
00 (columna izquierda) y δ10

00 (columna de-
recha) de los estados intŕınsecos PNVAP para los núcleos par-par, par-impar, impar-
par e impar-impar en la capa (a)-(b) sd y (c)-(d) pf obtenidos con las interacciones
USD y KB3G, respectivamente.

rarse despreciable en la gran mayoŕıa de casos. Por último, mientras que la formación

de pares pp o nn se conoce que es atenuada por el bloqueo en el caso de los núcleos

par-impar (impar-par)[151, 152], en el caso de los pares pn no se ha encontrado ese

comportamiento. En efecto, las enerǵıas de apareamiento pn son similares indepen-

dientemente de la paridad del número de part́ıculas, si bien la principal diferencia se

ha encontrado en la amplitud de apareamiento isoescalar en la capa pf , donde los
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núcleos par-par presentan un menor contenido de este tipo de pares.

6.2.2. Variación expĺıcita del apareamiento mediante ligadu-

ras

Con el objetivo de analizar el efecto que produce en los estados intŕınseco la

formación de pares de part́ıculas, en este apartado se explorará expĺıcitamente cada

una de las correlaciones de apareamiento mediante la imposición de ligaduras en cada

una de las amplitudes δ
JpTp
MJpMTp

asociadas a los diferentes canales de acoplamiento1.

Además, para poder controlar mejor la inclusión de estas correlaciones se utilizará

la minimización HFB y se ha fijado el parámetro de deformación β2 a cero2. Como

núcleo de prueba se ha escogido el 30Mg, que presenta las dos subcapas de mayor

tamaño abiertas tanto en protones como en neutrones, esto es, Zv = 4 y Nv = 10.

Aunque en caṕıtulos anteriores ya se ha demostrado que aumentar la amplitud

δ implicaba incrementar las correlaciones de apareamiento asociadas (ver Fig. 5.2

para el caso de las correlaciones nn), aqúı se expondrán otros aspectos que se han

considerado relevantes para entender la bondad de estos grados de libertad al to-

marlos como coordenadas generadoras del cálculo PGCM completo. Esto es, cómo

afecta el contenido de pares de un tipo a la enerǵıa total, al conjunto de enerǵıas de

apareamiento y a la configuración monoparticular de la función de onda intŕınseca.

Para simplificar la notación, hablaremos de δpp en el caso MTp = −1; δnn para

MTp = 1; δ1
pn para el canal isovectorial con MTp = 0 y δ0

pn para el isoescalar con

MJp = 0.

Canales isovectoriales pp y nn

Comenzando con el apareamiento isovectorial pp y nn, se han utilizado funciones

de onda semilla que no permiten la mezcla pn y únicamente se imponen ligaduras

1Por simplicidad, se obvian los canales Jp = 1;MJp = ±1 dado que –como se ha podido
comprobar– están estrechando relacionados con la orientación del sistema de referencia (ver Fig.
4.2), por lo que se han fijado a cero estos operadores.

2Como se ha podido comprobar en cálculos previos, variar la deformación cuadrupolar implica
impĺıcitamente variar el contenido de pares. Aśı, fijando los parámetros de deformación a un cierto
valor, podemos atribuir el cambio en las correlaciones de apareamiento únicamente a la variación
en δ.
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en los operadores δpp o δnn, dejando libre el canal que no se constriñe. Los resultados

para la enerǵıa total y de apareamiento se muestran en la Fig. 6.6.

En primer lugar, destacamos el intervalo posible de valores δpp/nn en los que el

cálculo HFB converge. En efecto, teniendo en cuenta que estamos tratando con cuatro

protones y diez neutrones de valencia, llama la atención que las amplitudes máximas

en ambos canales tomen valores tan cercanos entre śı (2.75 para protones y 2.22 para

neutrones). Además, el rango de valores permitido para neutrones es ligeramente

inferior, lo que confirma nuevamente que las correlaciones de apareamiento no solo

dependen del número de part́ıculas si no de la degeneración de las subcapas abiertas

donde interactúan.

En segundo lugar, vemos que la variación en cualquiera de los canales δ no afecta

significativamente al resto. Por un lado, la estructura de bloques separados en proto-

nes y neutrones se preserva en todo momento; por otro, las enerǵıas de apareamiento

nn (pp) presentan variaciones muy leves al variar δpp (δnn). En ambos casos, además,

la enerǵıa de apareamiento asociada al canal que vaŕıa aumenta (en valor absoluto)

con un comportamiento cualitativo similar. Si bien, en el panel (a) vemos que para

δpp = 0, el estado intŕınseco aún presenta cierta enerǵıa de apareamiento pp. Este

hecho, de nuevo, puede atribuirse a presentar la subcapa de mayor tamaño (0d5/2)

abierta.

Por último, vemos que las enerǵıas totales también vaŕıan suavemente al aumen-

tar el contenido de pares pp y nn, alcanzando el mismo valor mı́nimo en ambas

curvas para un valor de -125.47 MeV aproximadamente. Además, para ese estado,

las enerǵıas de apareamiento toman (en ambos cálculos) los valores Epp
pair = −3.15

MeV y Enn
pair = −2.26 MeV, resultados que se obtienen autoconsistentemente cuando

se realiza el cálculo con la única ligadura β2 = 0.

Si se analizan los número de ocupación de las diferentes subcapas que componen

nuestro espacio de valencia, dado por la capa sd, podemos conocer cómo afecta el

incremento el incremento del número de pares isovectoriales en la configuración de

las funciones de onda intŕınsecas. En la Fig. 6.7 se muestran las distintas ocupaciones

de las subcapas de protones y neutrones en función de las amplitudes δpp y δnn. Dado

que solo se vaŕıa las correlaciones de apareamiento en una única especie de nucleones,

vemos que los números de ocupación solo cambian en las subcapas del propio tipo
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Figura 6.6: Enerǵıa HFB (paneles superiores) y de apareamiento (paneles inferiores)
en función de las amplitudes de apareamiento (a)-(b) δpp y (c)-(d) δnn para el 30Mg
con la interacción USD.

de part́ıculas. Aśı, a modo de ejemplo, al aumentar δpp, vemos que en todo momento

tenemos seis neutrones en la subcapa 0d5/2, y (casi) dos neutrones tanto en la 1s1/2

como en la 0d3/2.

Además, en ambos casos, vemos que las ocupaciones se mantienen prácticamente

constantes hasta alcanzar un cierto valor en δ (1.75 en protones y 1.25 en neutrones,

aproximadamente), momento a partir del cuál cambia la distribución de los nucleo-

nes. Por ejemplo, se puede observar en el panel (a) que, para un alto contenido de

correlaciones de apareamiento pp, se promocionan dos protones de la subcapa 0d5/2

a la 1s1/2 y 0d3/2, cada uno. Por tanto, la inclusión de un mayor grado de aparea-

miento puede entenderse –paradójicamente– como un modo alternativo de romper

pares de part́ıculas sin necesidad de trabajar en el formalismo de antigüedad (senio-
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rity)[75, 153].
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Figura 6.7: Ocupaciones de las subcapas 0d5/2, 1s1/2 y 0d3/2 de protones (paneles
superiores) y neutrones (paneles inferiores) en función de las amplitudes de aparea-
miento (a)-(b) δpp y (c)-(d) δnn para el 30Mg con la interacción USD.

Canales pn isovectorial e isoescalar

Para la exploración de estas correlaciones de apareamiento, se ha tomado como

semilla igualmente una función de onda con estructura de bloques separados en

protones y neutrones3, y se ha dejado que las enerǵıas de apareamiento pp y nn vaŕıen

libremente. Además, para poder distinguir bien entre ambos canales, al variar uno

de estos, el otro se ha fijado a cero mediante una ligadura. Los resultados obtenidos

se pueden ver en la Fig. 6.8.

En primer lugar, en ambos casos –isovectorial e isoescalar– encontramos dos ra-

mas soluciones diferentes, según el cálculo converge en estados con y sin apareamiento

pp/nn. Referido a las soluciones con todos los canales activos, según se incrementa la

3En cuanto los operadores δpn se fijan distintos de cero, esta estructura se rompe. Esta forma de
obtención de estados intŕınsecos, sin embargo, no es posible con el cálculo PNVAP, donde surgen
problemas numéricos debidos a la proyección.
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Figura 6.8: Enerǵıa HFB (paneles superiores) y de apareamiento para las ramas con
Epp/nn 6= 0 (paneles intermedios) y Epp/nn = 0 (paneles inferiores) en función de las
amplitudes de apareamiento (a)-(c)δ1

pn y (d)-(f) δ0
pn para el 30Mg con la interacción

USD.

formación de pares pn, en los paneles (b) y (e) podemos observar como las enerǵıas

de aparamiento pp y nn decrecen (en valor absoluto) suavemente. Para el caso iso-
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vectorial se ha encontrado una transición abrupta entre ambas ramas4 en torno a

δ1
pn ≈ 1,74, que también se percibe claramente en la curva de enerǵıa HFB total. En

cuanto a las soluciones sin apareamiento pp/nn, cabe destacar que las correlaciones

pn están presentes en todo momento (ver paneles (c) y (f)), presentando incluso -2.5

MeV para el estado con δ0,1
pn = 0.

El segundo aspecto que debe mencionarse se refiere al comportamiento cualita-

tivo de la curva de enerǵıa pn. En cualquiera de las dos posibles ramas, observamos

que para un valor elevado de δ, esta enerǵıa alcanza un mı́nimo, produciéndose un

descenso más o menos notorio. Aśı, es interesante notar el caso isoescalar: si bien

coexisten todos los apareamientos, para el mı́nimo en Epn
pair, las correlaciones Epp/nn

son escasas, por lo que las dos ramas de soluciones se encuentran prácticamente

degeneradas. A partir de dicho punto, además, en el panel (e) encontramos una con-

siderable disminución (en valor absoluto) en la enerǵıa de apareamiento pn. Este

fenómeno, junto con la presencia de apareamiento en puntos con δ = 0 debe atri-

buirse al modo en el que se impone la ligadura en la deformación. En efecto, si bien

los estados intŕınsecos satisfacen 〈Q̂20〉, la deformación cuadrupolar en protones y

neutrones pueden ser no nulas –cumpliendo 〈Q̂20,p〉 + 〈Q̂20,n〉 = 0– por lo que las

correlaciones de apareamiento no serán las propias del estado totalmente esférico.

Por último, las curvas de enerǵıa total, también difieren en comparación con la

exploración de los canales previos. En general, según se añaden correlaciones pn en

cualquiera de los dos canales, la enerǵıa total se aleja del mı́nimo autoconsistente.

Aún con esto, se percibe un leve mı́nimo en el panel (d) para el caso sin apareamiento

pp/nn en torno a δ0
pn ≈ 0,5, aunque este se halle por encima de la otra rama de

soluciones.

Si se realiza la proyección a buen número de part́ıculas sobre los estados intŕınse-

cos HFB, los resultados anteriores son aún más curiosos. En la Fig. 6.9 se han repre-

sentado las curvas de enerǵıa total anteriores, para las dos posibles ramas tanto en el

4Esta exclusión de soluciones, junto a la diferencia de enerǵıas totales en ambas, puede expli-
carse si se entiende el campo de apareamiento ∆ como un vector en el espacio de isoesṕın en la
representación esférica[154]. Si para los casos N = Z se puede demostrar que las soluciones con
∆apbp = ∆anbn = 0 y ∆apbn = 0 están degeneradas, en un caso general como este surgen dos
soluciones diferentes. Este fenómeno desaparece en el caso de utilizar la minimización PNVAP (re-
sultados no mostrados), donde coexisten las tres componentes del campo de apareamiento en todo
momento.
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canal isovectorial como isoescalar, junto con la curva de enerǵıa proyectada a buen

N y Z (PNPAV). En ambos canales observamos la misma fenomenoloǵıa: cuando los

estados intŕınsecos no presentan apareamiento pp/nn, la proyección produce solucio-

nes de mayor enerǵıa. Este hecho, por tanto, implica que el tratamiento de los pares

pn a nivel HFB no es el adecuado, por lo que será necesario (aunque está fuera de

los objetivos de esta tesis) incluir otras técnicas como la restauración de la simetŕıa

de isoesṕın.

Aún con esto, mientras que en la curva en δ1
pn los mı́nimos corresponden a δ1

pn = 0,

al explorar el canal isoescalar, observamos en el panel 6.9 (c) que la enerǵıa proyec-

tada alcanza su mı́nimo valor en torno a δ0
pn =0.5.
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Figura 6.9: Enerǵıa HFB y PNPAV (ver texto) para las ramas con Epp/nn 6= 0
(paneles superiores) y Epp/nn = 0 (paneles inferiores) en función de las amplitudes
de apareamiento (a)-(b)δ1

pn y (c)-(d) δ0
pn para el 30Mg con la interacción USD.
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Por último, en términos de los números de ocupación, se observa que el aumento

en las correlaciones de apareamiento pn, independientemente del canal que se explore,

produce una variación conjunta en el llenado de las órbitas de protones y neutrones.

En la Fig. 6.10 se puede observar un comportamiento similar al caso anterior, donde

se promociona un neutrón a la subcapa 0d3/2. En cualquier caso, vemos de nuevo que

la exploración de estos grados de libertad permite la ruptura de pares de part́ıculas,

o –dicho de otro modo– la obtención de otras configuraciones part́ıcula-hueco.
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Figura 6.10: Ocupaciones de las subcapas 0d5/2, 1s1/2 y 0d3/2 de protones (paneles
superiores) y neutrones (paneles inferiores) en función de las amplitudes de aparea-
miento (a)-(b) δ1

pn y (c)-(d) δ0
nn para el 30Mg con la interacción USD.

6.3. Probabilidades de transición Gamow-Teller con

el método PGCM

Una de las aplicaciones inmediatas de la inclusión de correlaciones pn reside en

poder hallar el solape entre funciones de onda par-impar y par-impar, dado que la

paridad global del número es la misma en los estados final e inicial. Aśı, en el caso de



6.3. Probabilidades de transición Gamow-Teller con el método PGCM 145

preservar la estructura de bloques separados, la paridad del número será distinta en

protones y neutrones, por lo que el solape anterior seŕıa nulo y el teorema de Wick

generalizado no seŕıa aplicable.

Dado que los cálculos PGCM con interacciones fenomenológicas, como las de

Gogny o Skyrme, no incluyen la mezclan pn, este tipo de transiciones no se evalúan

habitualmente. En el caso de interacciones ajustadas a espacios de valencia, recien-

temente se han obtenido probabilidades de transición β con este formalismo, si bien

no se han considerado todas las correlaciones de apareamiento como coordenadas

generadoras, ni se analiza el efecto que cada una de éstas produce sobre dichos

valores[103]. En este apartado, a modo de ejemplo, se obtendrán las probabilidades

de transición Gamow-Teller de la desintegración 31Al −→ 31Si5 con distintos esque-

mas variacionales que exploran los grados de libertad de deformación cuadrupolar y

apareamiento[156].

Para los dos núcleos involucrados, se han obtenido v́ıa PNVAP cinco conjuntos

de estados en los que se exploran los siguientes grados de libertad: deformaciones

cuadrupolares y amplitudes de apareamiento pp, nn, pn con Tp = 0, 1. Además, en el

caso de explorar una de las amplitudes de apareamiento, se han impuesto ligaduras

en el resto de los δ
JpTp
MJpMTp

, cuyos valores son los asociados al mı́nimo local del cálculo

sin restricciones (ver Cuadro 6.1).

Núcleo δ01
0−1 δ01

0+1 δ01
00 δ10

00 δ10
±10

31Al 1.10 1.33 0.00 0.06 0.10
31Si 1.56 0.95 0.72 0.00 0.00

Cuadro 6.1: Parámetros de apareamiento δ
JpTp
MJpMTp

–dados por las definiciones (3.22)–

autoconsistentes del estado de mı́nima enerǵıa para el 31Al y 31Si en el cálculo PNVAP
sin ligaduras con la interacción USD.

En la Fig. 6.11 se muestra el espectro de bajas enerǵıas del 31Al explorando en

los canales de apareamiento anteriores, junto con la mezcla de todas las amplitudes

de apareamiento y explorando deformaciones cuadrupolares.

Se observa que, en general, cualquiera de las coordenadas describe razonablemente

5Pare este caso, se conoce que el mecanismo de la desintegración es puramente de tipo Gamow-
Teller[155], por lo que se omite el cálculo de las probabilidades de transición de tipo Fermi.
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Figura 6.11: Espectro de bajas enerǵıas de paridad positiva hasta J = 7/2 y σ =
2 del isótopo 31Al obtenidos con el método PGCM y las diferentes coordenadas
generadoras. Se incluye el cálculo ISM (última columna). En ambos casos se ha
tomado la interacción USD y las enerǵıas están normalizadas a la enerǵıa del estado
fundamental exacta.

bien los estados yrast, mientras que para σ = 2, en comparación con el espectro

exacto, las enerǵıas se encuentran demasiado alejadas de los estados anteriores. Aśı,

el generador que mejor describe la estructura del Al es el que incluye la mezcla

de estados con diferentes amplitudes de apareamiento, cuyo estado fundamental y

resto de estados excitados presentan una enerǵıa más cercana a la exacta. En dicho

cálculo, aunque obtenemos un estados fundamental a menos de 200 keV del exacto,

seguimos presentando un espectro notablemente estirado. Con esto, vemos que los
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primeros estados excitados que se necesitan para describir la transición GT pueden

ser descritos correctamente con cualquiera de los métodos, si bien se espera que la

mezcla de los diferentes δ produzca una mejor descripción de esta desintegración.
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Figura 6.12: Espectro de bajas enerǵıas de paridad positiva hasta J = 7/2 y σ = 2
del isótopo 31Si obtenidos con el método PGCM y las diferentes coordenadas genera-
doras. Se incluye el cálculo ISM (última columna). En ambos casos se ha tomado la
interacción USD y las enerǵıas están normalizadas a la enerǵıa del estado fundamen-
tal exacta. Se muestran solamente los estados con enerǵıas de excitación inferiores a
8 MeV.

En el caso del isótopo de Si, sin embargo, vemos que la mayoŕıa de aproximaciones

no son tan buenas como en el caso anterior. En la Fig. 6.12 se puede observar que

cualquiera de los canales de apareamiento genera espectros demasiado estirados en

comparación con el exacto.
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También encontramos una gran dificultad a la hora de describir los estados con

J = 1/2. En efecto, baste con notar la enerǵıa de excitación de la banda 1/22 en

la malla δ1
pn, donde surge una diferencia de 15 MeV aproximadamente respecto de

su homólogo exacto. Dicho estado empeora aún más en la malla en δ0
pn, donde se

encuentra por encima de los 20 MeV respecto del fundamental, por lo que ni siquiera

se muestra en la representación. En cuanto a las bandas 3/22 y 5/22 nos encontramos

que se encuentran por encima de la 7/21 y sus posiciones vaŕıan según el esquema

variacional.

Incluyendo todos los canales, el estado fundamental ahora se sitúa a 1 MeV

aproximadamente del valor exacto. Aún aśı, la descripción cualitativa del conjunto de

estados sigue siendo notablemente distinta. Este hecho, por tanto, sugiere que en las

mallas de estados escogidas estamos excluyendo grados de libertad internos cruciales

para poder describir este isótopo. En efecto, la última aproximación variacional, que

explora el plano de deformaciones cuadrupolares, produce unos resultados mucho

más parecidos a los exactos. Por ejemplo, en este último cálculo encontramos que los

estados 1/21 y 7/21 recuperan su posición como primer y quinto estado excitado y la

separación entre las bandas es mucho menor en comparación con las aproximaciones

anteriores.

Una vez halladas las funciones de onda PGCM, en el Cuadro 6.2 se muestran los

valores para la probabilidad de transición B(GT ) entre diferentes bandas de enerǵıa

según los distintos esquemas variacionales.

En primer lugar, destacamos que la transición entre estados fundamentales pre-

senta un grado de exactitud muy bueno independientemente de la aproximación.

Aún aśı, las mallas de puntos que mejor describen esta probabilidad es la β2, γ, con

un error relativo del 3 % aproximadamente. La peor aproximación la encontramos

en la malla en δnn con un error relativo del 41.6 %. Si bien puede parecer una gran

diferencia, en defensa de estas aproximaciones cabe destacar que todas presentan el

mismo orden de magnitud y resultados más que aceptables teniendo en cuenta los

valores habituales que se obtienen en este espacio de valencia[157, 158].

En segundo lugar, vemos que las transiciones al resto de estados excitados del
31Si no presentan la misma exactitud. Como ejemplo, baste tomar la desintegración

al estado 3/22, donde los resultados vaŕıan desde 10−4 (para las mallas en δnn) hasta
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Jfσf δpp δnn δ1
pn δ0

pn mezcla δ’s β2, γ ISM

3/21 0.194 0.122 0.226 0.160 0.169 0.202 0.209
3/22 0.086 0.000 0.003 0.192 0.213 0.463 0.404
5/21 0.200 0.1691 0.150 0.190 0.110 0.129 0.089
5/22 0.047 0.016 0.050 0.003 0.010 0.007 0.006
7/21 0.000 0.001 0.001 0.000 0.001 0.002 0.006
7/22 0.223 0.039 0.016 0.065 0.001 0.017 0.022

Cuadro 6.2: Probabilidades de transición GT entre el 31Al (5/21) y el 31Si(Jfσf ) con
los distintos generadores de coordenadas y el resultado exacto ISM, ambos con la
interacción USD.

0,46 (para las mallas en β2, γ), en la mejor de las aproximaciones. Esto era esperable

teniendo en cuenta los espectros obtenidos para el isótopo de Si. Dado que la orde-

nación de las distintas bandas para este último isótopo difieren considerablemente

entre un esquema y otro, es lógico pensar que los elementos de matriz GT también

tengan este mismo comportamiento.

Como conclusión de este estudio pionero sobre transiciones β con el método

PGCM, vemos que es necesario que los núcleos final e inicial estén razonablemente

bien descritos en el conjunto de los estados involucrados para que este tipo de desin-

tegraciones pueden también describirse con el mismo grado de exactitud. Además,

no se ha encontrado una relación notoria entre alguno de los canales de apareamiento

y este observable, por lo que no podemos inferir si alguno de estos grados de libertad

tiene mayor relevancia que otro. En efecto, una vez más, el tamaño de esta capa es el

principal obstáculo en la descripción y análisis de las correlaciones de apareamiento.

6.4. Elementos de matriz nucleares de la desinte-

gración 0νββ con el método PGCM

Empleando la interacción efectiva KB3G analizaremos el efecto que produce cada

una de las coordenadas generadoras ya habituales en el cálculo del elemento de matriz

nuclear de esta desintegración. Además, se analizará por separado los términos de

Fermi, Gamow-Teller y tensorial. En primer lugar, centraremos la atención en el

caso 48Ca→48Ti, uno de los candidatos experimentales a esta desintegración[159], en
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segundo, se generalizará el estudio a otras transiciones entre los mismos elementos

con distinto número másico, ACa→ATi, que pueden ser estudiadas en la capa pf ,

analizando de forma sistemática el papel de los distintos grados de libertad.

6.4.1. Análisis de la desintegración del 48Ca al 48Ti

Antes de comenzar el estudio con las correlaciones de apareamiento en los diferen-

tes canales, es conveniente comprobar que el método empleado es capaz de producir

resultados similares obtenidos en la bibliograf́ıa citada. En concreto, se ha tomado

como referencia los resultados obtenidos con el método IMSRG+GCM de Yao et

al.[149], mostrados en la Fig. 6.13.

(0.5,0.5) to (0.1,0.9) changes the ground-state energy by a
mere 100–200 keV, excited-state energies by 5% or less,
and the BðE2Þ by only 1%.
We turn next to the 0νββ NME, which we compute with

the usual form for the nuclear current operator [9]. We
neglect newly discovered corrections to the decay operator in
chiral EFT [52,53] andmany-body currents [54,55]. Figure 3
displays NME contributions from components with different
values of the generator coordinates. These contributions are
multiplied by the weight functions F in Eq. (2) of both the
initial and final states, and then integrated to get the complete
NME. Figures 3(a) and 3(b) show that the contributions
hardly depend on the initial deformation βI , as long as that
quantity is between −0.2 and 0.2, but vary strongly with the
final deformation βF. The significant average deformation of
48Ti means that the NME will be suppressed. This result
echoes the findings of DFT calculations, which show strong
quenching of NMEs between initial and final states with
different shapes [56,57]. Figures 3(c) and 3(d) illustrate how
the NME is affected by isoscalar pairing, which was shown
to be significant in valence-space GCM calculations with
empirical interactions [43,58]. The ground state of 48Ti is
dominated by configurations with βF ≈ 0.2, and at those
values the isoscalar pairing is significantly smaller than at
βF ¼ 0. Thus, its overall effect on the NME is mild, as panel
(d) demonstrates. (Isoscalar pairing in 48Ca is negligible.)
For this reason and because GCM calculations with

energy density functionals find cancellations between
isoscalar and isovector pairing fluctuations [61], we present
results without the isoscalar-pairing amplitude as a gen-
erator coordinate. Table I lists the full NMEs of both nuclei

with several interactions. The results in the largest model
spaces are relatively close to one another, ranging from
0.64 to 0.75. All results are summarized in Fig. 4. We find a
noticeable but weak correlation between the NME and the
BðE2∶ 2þ1 → 0þ1 Þ value in 48Ti, especially in our largest
model space. The weakness may reflect the relative
insensitivity of the NME to the correlations at large nucleon
separations that strongly affect BðE2Þ’s. To extrapolate our
results to even larger model spaces, we perform a Bayesian
fit of the parameters in the exponential formula [30]
M0νðeMaxÞ ¼ M0νð∞Þ þ a expð−beMaxÞ. For the interac-
tion EM1.8/20 with ℏω ¼ 16 MeV, we obtain an extrapo-
lated NME of M0νð∞Þ ¼ 0.57, with an extrapolation
uncertainty range of ðþ0.08;−0.1Þ; with ℏω ¼ 12 MeV
we get 0.66 with a range of ðþ0.03;−0.10Þ. With the
constraint that the extrapolated values for both oscillator
frequencies be equal, we obtain M0νð∞Þ ¼ 0.61 with an
extrapolation uncertainty range of ðþ0.04;−0.05Þ. For
EM2.0/2.0, the oscillation with emax prevents a similar
analysis. Our results carry additional uncertainties that will
be investigated further by improving the IMSRG truncation
and including isoscalar and isovector proton-neutron pair-
ing generator coordinates, as discussed above.
All central values for our NMEs are near or below the

predictions of phenomenological models [57,62–64]. Only
a very recent shell-model study [65] with perturbatively
derived effective interactions and operators yields an even
smaller NME of 0.3. The small size of our NMEs seems to
result from the interplay of valence-space and beyond
valence-space correlations that our no-core approach is able
to capture.
Finally, we note a significant renormalization of the

NME by the IMSRG flow. With the unevolved 0νββ
operator, the NME for EM1.8/2.0 at ℏω ¼ 16 MeV and
emax ¼ 8 is 0.31 instead of 0.78. A more detailed analysis

(a)

(c) (d)

(b)

FIG. 3. (a) Contributions to the NME jM0νj in the ðβI ; βFÞ plane
(see text). Neighboring contour lines here and in (c) are separated
by 0.50. (b) The NME jM0νj as a function of the quadrupole
deformation parameter βF in 48Ti. (c) Contributions to jM0νj in
the ðβF;ϕFÞ plane. (d) The NME jM0νj as a function of the
proton-neutron pairing amplitude ϕF in 48Ti.

FIG. 4. The NME M0ν versus the BðE2∶ 2þ1 → 0þ1 Þ value in
48Ti from IMSRGþ GCM calculation, with different inter-
actions, oscillator frequencies, and cutoffs. The vertical shaded
areas indicate the experimental BðE2∶ 2þ1 → 0þ1 Þ values for 48Ti
from Refs. [59,60]. The horizontal area represents the results
(0.61þ0.04

−0.05 ) of extrapolation.

PHYSICAL REVIEW LETTERS 124, 232501 (2020)

232501-4

Figura 6.13: Elementos de matriz nuclear total, M0ν (a) en función del parámetro
β del Ca –βI– y del Ti –βF– y (b) en función de βF para βI=0.00, siendo β =
(4π/3r0A

5/3)
√
q2

20 + 2q2
22. Extráıdo de [149].

Efecto de la deformación axial y mezcla pn

Se ha construido una malla de estados intŕınsecos axiales con ligaduras en el

parámetro de deformación β2, tanto en el núcleo inicial como en el final resolviendo

las ecuaciones variacionales con el método PNVAP. Además, dado que la mezcla

protón-neutrón juega un papel importante en el estudio de esta desintegración, se

analiza también el efecto de permitirla o no. Para el primero de los casos, se ha

empleado la semilla axial que no mezcla protones y neutrones, mientras que para

el segundo se ha utilizado la semilla más general, rompiendo aśı la simetŕıa axial y
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permitiendo la mezcla. Además, dichas funciones de onda presentaban pares pn con

Tp = 0 o Tp = 1 de forma excluyente, esto es, sin darse a la vez en ningún estado del

Ti. Aśı, para simplificar el análisis se ha separado el cálculo con mezcla de nucleones

en dos: uno en el que solo hay pares pn isoescalares, fijando δ1
pn = 0 como ligadura

y otro en el que solo hay de tipo isovectorial, fijando δ0
pn = 0. en ningún caso la

amplitud de apareamiento MJ = ±1 se ha observado distinta de cero.

Aśı, en la Fig. 6.14 se muestran los resultados obtenidos para los elementos de

matriz de Fermi, Gamow-Teller, tensorial y total cuando no se permite la mezcla pn

((a) → (d)), cuando solo hay pares con Tp = 0 ((e) → (h)), y con Tp = 1 ((i) → (l)).

Cada punto de la superficie se ha normalizado dividiendo entre la ráız del producto

de la normas de los estados final e inicial, esto es,

M0ν
k =

〈ψZv=2,Nv=6;J=0|M̂0ν
k |ψZv=0,Nv=8;J=0〉

〈ψZv=2,Nv=6;J=0|ψZv=2,Nv=6;J=0〉1/2 〈ψZv=0,Nv=8;J=0|ψZv=0,Nv=8;J=0〉1/2
(6.3)

siendo k = F,GT, T y |ψZvNvJ=0〉 = PZvPNvP 0
00 |φ(β2)〉, es decir, el estado intŕınseco

obtenido con PNVAP proyectado al número de part́ıculas correspondiente y momento

angular J = 0. Además, el elemento de matriz total vendrá dado por la expresión

(3.152).

Aunque la distribución de los elementos de matriz nucleares es similar al cálculo

ab initio, vemos que la deformación máxima permitida en nuestros resultados es no-

tablemente menor. Esto se debe, por un lado, a una ligera diferencia en la definición

del parámetro β2 implementada en TAURUS, por otro y principalmente, a la inclu-

sión de un menor número de capas en el espacio de valencia, dado por la interacción

KB3G.

En el caso de no incluir la mezcla pn se observa una simetŕıa clara entre la región

oblada y prolada para el 48Ca, con curvas de nivel muy suaves en función de β2i,

alcanzando los valores máximos para el estado esférico del 48Ti, β2f = 0. Además,

del mismo modo que en los resultados ab initio, el elemento de matriz nuclear total

presenta dos pequeñas regiones M0ν
tot ≈ 3 para β2i ≈ −0.07, 0.086, siendo esta última

6Aunque las superficies con estados que no incluyen la mezcla alcanzan valores hasta β2f =
−0.12, para una comparación sencilla con el resto de paneles se ha fijado el mismo intervalo (menor)
en esta variable.
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Figura 6.14: Elementos de matriz de M0ν
F (en valor absoluto), M0ν

GT , M0ν
T y M0ν

tot en
función del parámetro β2 del 48Ca (β2i) y del 48Ti (β2f ) sin incluir la mezcla pn
(fila superior), incluyendo pares pn isoescalares (fila intermedia) e isovectoriales (fila
inferior). Las zonas sombreadas representan las regiones exploradas por las funciones
de onda colectivas.

última algo más ancha que la primera. Esto esta en perfecto acuerdo con la Fig.

6.13, donde los máximos se centran en los puntos βI ≈ −0.15, 0.15, siendo el máximo

prolado ligeramente más ancho y ambos con un valor algo superior a 5.

Centrándonos ahora en la influencia de las correlaciones pn, vemos que la inclusión

de pares con Tp = 0 disminuye el valor de M0ν
tot considerablemente en las regiones

en las que los estados instŕınsecos presentan una mayor amplitud en dicho canal.

En efecto, mientras que en las regiones de mayor deformación –tanto para el Ca

como para el Ti– la inclusión de estas correlaciones parece no variar demasiado el
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elemento de matriz, en los puntos cercanos al esférico el efecto es más que apreciable.

Por ejemplo, el elemento de matriz que conecta los estados esféricos final e inicial

presenta un valor de 1.61, mientras que en el cálculo que mantiene la estructura de

bloques separados en protones y neutrones se alcanza el valor de 2.50.

En el caso de permitir la formación de pares pn isovectoriales, vemos que el

efecto es precisamente contrario al anterior –ver panel (l)– potenciando el elemento

de matriz total en, prácticamente, toda la región mostrada. Aśı, ahora el valor que

obtenemos al calcular el valor medio con los estados esféricos es de 3.80 aproxima-

damente. De nuevo, este hecho se puede explicar en términos de la amplitud de las

correlaciones en este canal. En la Fig. 6.15 vemos que el canal isovectorial presenta

una mayor amplitud en todo el intervalo en β2f , incluso en los extremos prolado y

oblado.
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Figura 6.15: Amplitudes de los canales de apareamiento pn isoescalar e isovectorial
para los estados intŕınsecos del 48Ti (a) con δ1

pn = 0 y (b) con δ0
pn = 0 en función del

parámetro de deformación β2.

Analizando los diferentes elementos de matriz, vemos también que el canal iso-

escalar tiene un mayor impacto en el de Gamow-Teller. En efecto, si se comparan

los paneles (f) y (j) de la Fig. 6.14, vemos que la inclusión de estos pares reduce

hasta 3 unidades el M0ν
GT con respecto al cálculo sin pares pn, mientras que los pares

isovectoriales disminuyen levemente esta cantidad en las regiones cercanas a β2i = 0.

En cuanto al M0ν
F , cabe decir que presenta valores negativos en toda la región,

y en los tres casos analizados por lo que se han representado sus valores absolutos.

Se observa que la influencia del canal isoescalar es pequeña, siendo más relevante la

disminución en la región cercana al estado esférico del Ti. Aśı, las mayores diferencias
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con el caso sin la mezcla pn son de 0.5 aproximadamente. Sin embargo, en el caso

de tener el canal pn isovectorial distinto de cero, este elemento de matriz disminuye

de forma considerable en toda la región mostrada, siendo más llamativo la zona con

β2f = 0, donde dicho elemento de matriz se reduce en hasta dos unidades.

Por último, en cuanto a la parte tensorial, percibimos una leve disminución cuan-

do existen pares pn con Tp = 1, si bien, dado el orden de magnitud, el efecto sobre

el elemento de matriz nuclear total es despreciable.

A modo de resumen de todo lo anterior, si se toma como referencia el cálculo sin

mezcla pn, se observa que la inclusión de este apareamiento reduce tanto la parte

GT como la de F en ambos casos (Tp = 0, 1). Sin embargo al incluir solo pares

isovectoriales, la reducción de M0ν
F es considerable, mientras que M0ν

GT no vaŕıa en

exceso, lo que produce un efecto neto de aumento en el elemento de matriz total.

En cuanto a la inclusión de pares isoescalares, el elemento de matriz de Femi no se

reduce tanto, con lo que el resultado global supone una disminución del elemento de

matriz total.

El resultado final debe tener en cuenta la mezcla de configuraciones dentro del

marco PGCM, esto es, 〈ΨΓf
f (β2f )|M̂0ν

k |ΨΓi
i (β2i)〉. Aśı, los valores medios entre los

estados final e inicial 0+
1 quedan resumidos en el Cuadro 6.3.

M0ν
F M0ν

GT M0ν
T M0ν

tot E0+(48Ti) [MeV] E0+(48Ca) [MeV]

PGCM1 -0.44 1.71 0.055 1.33 -22.61
PGCM2 -0.61 1.30 0.056 0.75 -22.97 -7.31
PGCM3 -0.52 1.82 0.052 1.34 -22.89

Cuadro 6.3: Elementos de matriz nucleares de la transición 0νββ del 48Ca al 48Ti
explorando β2 sin mezlca pn (PGCM1), con correlaciones pn isoescalares (PGCM2)
e isovectoriales (PGCM3), junto con las enerǵıas del estado fundamental del Ti y Ca
obtenidas con los distintos esquemas variacionales.

A primera vista sorprende que el M0ν
F sea más elevado (en valor absoluto) en

los casos que se permite la mezcla pn. Sin embargo, para los términos de GT y

T, los resultados son más acordes con las superficies mostradas. Este hecho está

estrechamente ligado a las regiones del plano que explora la función de onda colectiva,

representadas en la Fig. 6,14, lo que contrarresta dichos cambios y hacen que los

resultados PGCM sean más parecidos en los tres casos analizados. No obstante, se
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observa que la inclusión de pares pn isoescalares reduce el elemento de matriz, de

acuerdo con los resultados de las referencias [144, 149]. Estas diferencias, como se

puede ver en el Cuadro 6.3, no se reflejan en la descripción del estado fundamental

del 48Ti, por lo que el elemento de matriz nuclear total es más sensible a los detalles

de la función de la onda.

Efecto de las correlaciones de apareamiento

Pasamos ahora a analizar el papel de cada uno de los canales de apareamiento

cuando se exploran expĺıcitamente estos grados de libertad en el 48Ti. Para reducir

lo máximo posible el efecto de variar las deformaciones cuadrupolares se ha impuesto

como ligaduras los valores β2 autoconsistentes para el 48Ca y el 48Ti, esto es β2i = 0

y β2f = −0.063. También se han impuesto ligaduras en las distintas amplitudes de

apareamiento en los valores asociados al mı́nimo del núcleo final, esto es, δpp,f =

1.228, δpp,f = 1.925 y δ0
pn,f = δ1

pn,f = 0. Además, el núcleo inicial en el estado esférico

no presenta enerǵıa de apareamiento en ningún canal. De este modo, podremos a

primer orden la evolución de los distintos elementos de matriz de la transición 0νββ

a la variación del apareamiento del 48Ti en el canal que se explora expĺıcitamente en

cada cálculo. Para garantizar lo anterior, y teniendo en cuenta que la convergencia

del gradiente es tediosa al variar estas amplitudes cuando se emplean funciones de

onda proyectadas a buen número de part́ıculas, se han resuelto las ecuaciones HFB7.

Los resultados obtenidos se muestran en la Fig. 6.16, de donde podemos extraer

algunas observaciones. En cuanto al elemento de matriz de Fermi, aumentar δpp/nn

hace que aumente suavemente, observándose una ligera disminución para valores

extremos de apareamiento. En el caso de explorar δ1
pn, sin embargo, este se redu-

ce –cambiando incluso de signo– sufriendo una variación abrupta para amplitudes

elevadas. Por último, con la amplitud δ0
pn se observa casi constante, disminuyendo

suavemente hasta anularse.

Por otro lado, el elemento de matriz de Gamow-Teller presenta un comportamien-

to cualitativo similar al de Fermi, salvo por el signo cambiado. Además, al explorar

la formación de pares isovectoriales, este no vaŕıa prácticamente en toda la región

7Aunque no se muestran por simplicidad, se puede comprobar que las curvas M(δ) empleando
el método PNVAP presentan la misma estructura, si bien el rango de valores admitidos para los
distintos δ es mucho menor en comparación con HFB.
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explorada. En el caso de considerar los pares isoescalares, vemos que M0ν
GT disminuye

ligeramente.

En cuanto al elemento de matriz tensorial, aunque en todo momento tenemos

valores notablemente más pequeños, vemos en general una marcada disminución

respecto del extremo δ = 0 (a excepción del canal nn que pude considerarse casi

constante). Con todo lo anterior, el elemento de matriz total sigue prácticamente

la misma fenomenoloǵıa que el término de Gamow-Teller, esto es, crece con δpp, es

prácticamente constante en δnn y decrece con δ0
pn. Además, en el caso de explorar

δ1
pn, el comportamiento cualitativo sigue la misma tendencia que la curva de M0ν

F ,

sufriendo un marcado aumento y descenso.

De este modo, vemos que el elemento de matriz M0ν
tot no solo se reduce explorando

las correlaciones de apareamiento con Tp = 0, si no que para valores extremos del

canal Tp = 1,MTp = 0 también se puede observa esta misma reducción.

Teniendo en cuenta que el isótopo de 48Ca presenta apareamiento nulo en la

aproximación HFB, es conveniente explorar la evolución de los distintos elementos

de matriz según se introduce un mayor grado de correlaciones en este estado. Aśı, se

ha construido una malla de estados intŕınsecos HFB que vaŕıan en δnn,i cuyos valores

están comprendidos en el intervalo [0.00, 4.00], de tal modo que evaluaremos el valor

medio entre estados proyectados para cada punto (δi; δf ). Los resultados se muestran

en la Fig. 6.17.

El término de Fermi alcanza los mayores valores (en valor absoluto) en el extremo

de ambas amplitudes de apareamiento pp y nn. En el caso de explorar δ1
pn,f , tam-

bién se observa este mismo hecho, sin embargo, aparece una región δ1
pn,f ∈ [1.6; 2.6]

donde MF cambia de signo, contribuyendo a aumentar el elemento de matriz nuclear

total. En estos tres casos, se observa una escasa dependencia en la amplitud δnn,i

hasta que la amplitud de apareamiento del Ti –cualquiera de las tres en los pane-

les (a), (b) y (c)– presenta un valor considerablemente alto. Este hecho se extrae

de la poca verticalidad de las curvas de nivel mostradas. Sin embargo, la inclusión

de correlaciones del canal isoescalar –panel (d)– presenta un comportamiento bien

distinto. En este caso, para pequeñas amplitudes de apareamiento nn del 48Ca, este

elemento de matriz tiende hacia valores más cercanos a cero, aunque la variación

es menor en comparación con los canales anteriores. Aún aśı, cuando se incremen-
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Figura 6.17: Elementos de matriz MF , MGT , MT y M0ν entre estados HFB en función
de δnn del Ca y (a)-(d) δpp, (e)-(h) δnn, (i)-(l) δ1

pn y (m)-(p) δ0
pn del Ti. La escala de

colores del panel (d) se ha fijado entre -1 y -0.5 para poder visualizar mejor las curvas
de nivel.

tan las correlaciones nn del 48Ca, este comportamiento se atenúa, siendo apreciables

las variaciones para amplitudes δ0
pn,f cada vez mayores. En efecto, para δnn,i ≈ 4,

el término de Fermi se mantiene en torno a -0.95 independientemente de grado de

apareamiento isoescalar del estado final.
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Por otro lado, el término de Gamow-Teller presenta un comportamiento similar

al de Fermi en los casos en los que se explora el apareamiento pp y nn –paneles (e) y

(f)– en el estado final. En ambos casos además, hay una dependencia, prácticamente

lineal entre el apareamiento de ambos estados y el elemento de matriz, obteniendo

valores superiores según se avanza en ambas amplitudes. Sin embargo, se observa

que la inclusión de los dos tipos de apareamiento produce resultados notablemente

superiores. Además, resulta sorprendente –como ya anticipaba el panel (j) de la Fig.

6.16– que este elemento de matriz es prácticamente independiente de las correlacio-

nes pn con T = 1 (ver panel (g)). En cuanto al canal isoescalar, como también se

anticipaba, un mayor valor en δ0
pn,f se traduce en una suave disminución en el término

GT. Sin embargo, este efecto queda atenuado cuando el núcleo inicial presenta una

enerǵıa de apareamiento notablamente alta.

Siguiendo con el elemento de matriz tensorial, se observa que es el que presenta

mayor simetŕıa en las superficies, pasando de valores en torno a MT ≈ 0.15 para

estados con poco apareamiento en el par de canales final e inicial hasta reducirse

casi a cero en el extremo del plano. Este comportamiento, sin embargo, cambia en

el caso de explorar δnn,f , donde surge una amplia región δnn,f > δnn,i con valores

próximos al máximo encontrado en todos los casos, esto es, 0.15. Esto se debe a que

aumentar la amplitud nn en el Ca tiende a disminuir el valor de MT , mientras que

en el Ti, produce el efecto contrario, aunque de modo más tenue.

Por último, el elemento de matriz nuclear total, presenta un comportamiento si-

milar en los paneles (m), (n) y (o), viéndose potenciado en los extremos altamente

correlacionados de las tres superficies. Además, se confirma de nuevo que la forma-

ción de pares isoescalares reduce notablemente su valor. En efecto, en el panel (p)

encontramos una amplia región –en la que hay escaso apareamiento nn en el Ca–

donde M0ν se reduce hasta (prácticamente) ser nulo para δ0
pn,f ≈ 3. En el caso de

incrementar el apareamiento de los estados iniciales, este descenso también es más

que perceptible, de tal modo que, el máximo valor se encuentra sobre el eje horizontal

en el punto δnn,i ≈ 4, siendo ligeramente superior a 2.

Con todo lo expuesto, teniendo en cuenta la suavidad de las superficies que nos

hemos encontrado, parece más que razonable realizar la mezcla de estados PGCM

utilizando como coordenadas generadoras los grados de libertad estudiados. Aśı,



160 Caṕıtulo 6. Correlaciones de apareamiento como coordenada generadora

utilizando la misma estrategia que con el parámetro de deformación β2, los valores

medios de los elementos de matriz entre funciones de onda colectivas final e inicial

quedan resumidos en el Cuadro 6.4.

PGCM(δf ) MF MGT MT M0ν E0+(48Ti) [MeV] E0+(48Ca) [MeV]

δpp -0.46 1.88 0.061 1.49 -21.59
δnn -0.48 2.05 0.087 1.66 -21.63 -7.20
δ1
pn -0.08 2.52 0.091 2.53 -21.32
δ0
pn -0.56 1.10 0.091 0.62 -21.68

Cuadro 6.4: Valores medios GCM de los elementos de matriz nucleares de la
transición 0νββ del 48Ca al 48Ti explorando las distintas amplitudes de apareamiento
δf del Ti, junto con las enerǵıas del estado fundamental del Ti y Ca obtenidas con
los distintos esquemas variacionales.

A modo de conclusión, una vez más encontramos el mismo comportamiento pa-

ra las distintas correlaciones de apareamiento exploradas. En efecto, por un lado,

tomando como coordenadas las amplitudes de apareamiento pp y nn obtenemos re-

sultados similares a los obtenidos explorando en deformaciones axiales sin incluir la

mezcla pn. Este hecho era esperable dado que la propia variación en el parámetro β2

implica impĺıcitamente variar el contenidos de pares de este tipo, tanto en el 48Ca

como en el 48Ti8.

Por otro lado, vemos que la mezcla de estados con distinto pn isovectorial aumenta

considerablemente el elemento de matriz M0ν , debido a la reducción en el término

de Fermi y aumento simultáneo de Gamow-Teller. Este hecho nos lleva a pensar que

es necesario un tratamiento más riguroso en las funciones de onda proyectadas. En

efecto, dada la estructura de este operador, es conocido que el solape entre funciones

de onda que satisfacen buen isoesṕın reducen su valor medio[160, 161], por lo que

será necesario en un futuro considerar la proyección a este número cuántico.

Por último, se ha encontrado que el esquema variacional con los pares isoescalares

presenta el elemento de matriz total más bajo de todos, viéndose reducido en más de

un factor 2 respecto del resto de resultados. Este hecho resulta más interesante aún

8Según nos alejamos del estado esférico, las correlaciones de apareamiento disminuyen suave-
mente hasta desaparecer, cayendo en estados de tipo determinante de Slater para deformaciones
extremas. Este hecho, no obstante, es más habitual cuando resuelven las ecuaciones HFB.
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teniendo en cuenta que las enerǵıas del estado fundamental del 48Ti se describen de

modo similar cuando se explora cualquiera de los dos canales de apareamiento pn,

mostrando de nuevo que los elementos de matriz nucleares son más sensibles a las

caracteŕısticas de las funciones de onda que la enerǵıa.

6.4.2. Generalización a desintegraciones ACa→ ATi

El objetivo ahora es emplear el esquema completo PGCM en los grados de liber-

tad de apareamiento anteriores para un mayor número de transiciones partiendo de

distintos isótopos de Ca, de modo similar a la referencia [144]. En nuestro caso se

emplea la interacción efectiva KB3G, aunque la forma en la que se incluyen correla-

ciones es mediante la exploración expĺıcita de las amplitudes de apareamiento δ. En

comparación con el apartado anterior, ahora dichos estados se obtendrán minimi-

zando la enerǵıa proyectada a buen número de part́ıculas. Si bien las superficies de

enerǵıa no son tan suaves y las enerǵıas de apareamiento presentan ciertas disconti-

nuidades, dado que se realizará la mezcla completa de estados, podemos despreciar

estos efectos. Para este análisis se han empleado los siguientes cálculos PGCM:

1. sph: Solo se incluyen los estados esféricos del Ca y Ti. Esta aproximación seŕıa

análoga a los cálculos SM en los que no se rompen pares de part́ıculas (seniority

0).

2. PGCM1: Se obtienen funciones de onda colectivas cuya coordenada generadora

es el parámetro de deformación axial β2. No se imponen ligaduras a los canales

pp y nn y, dado que no se permite la mezcla de protones y neutrones, tampoco

a los canales pn.

3. PGCM2: Se obtienen funciones de onda colectivas explorando expĺıcitamente

(δ1
pn, β2) en los estados intŕınsecos del Ti. No se han impuesto ligaduras en los

canales pp y nn, por lo que la amplitud en estos canales, de nuevo vaŕıa.

4. PGCM3: Similar al esquema anterior, salvo que ahora se explora (δ0
pn, β2) en

el caso del Ti.

Además, en los dos últimos generadores, la función de ondas colectiva del Ca se

ha generado con una malla de estados intŕınsecos con ligaduras en diferentes valores
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medios en deformaciones axiales y apareamiento nn, para que sea descrito de la forma

más exacta posible. En cuanto a los grados de libertad de apareamiento pp y nn del

Ti, la exploración en deformaciones ya vaŕıa el contenido de este tipo de pares, por

lo que se omite el cálculo PGCM explorando este tipo de correlaciones. También es

posible que surja triaxialidad en estos cálculos, aunque el grado de libertad γ no se

explora expĺıcitamente. Los resultados, para los distintos elementos de matriz M0ν
F

y M0ν
GT , se muestran en la Fig. 6.18.
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Figura 6.18: Elementos de matriz −M0ν
F y M0ν

GT para las desintegraciones Ca → Ti
con distinto A empleando diferentes esquemas variacionales junto con el resultado
ISM seniority 0 (paneles superiores) y completo (paneles inferiores) con la interac-
ción KB3G.
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De modo similar a la comparación de los resultados exactos con los obtenidos con

la interacción de Gogny usando los métodos PGCM1 y PGCM2[145], en los paneles

(a) y (b) se muestran los resultados obtenidos con las funciones de onda esféricas

junto con los resultados del modelo de capas en los que no se rompen pares de

part́ıculas, mientras que en los paneles (c) y (d) se muestran los resultados PGCM

junto con los del modelo de capas completo.

En cuanto a la primera comparación, vemos que la aproximación variacional

esférica describe en muy buen acuerdo, tanto cualitativo como cuantitativo, la varia-

ción de los elementos de matriz de Fermi y Gamow-Teller calculados con la diago-

nalización exacta usando una base de determinantes de Slater sin ruptura de pares.

En efecto, como se pudo ver en las Fig. 6.7 y 6.10, la exploración expĺıcita de las

amplitudes de apareamiento permite la descripción de configuraciones con ruptura

de pares, por lo que al tomar un único estado intŕınseco esférico, las correlaciones

asociadas a esta ruptura no están presentes.

Al sofisticar más la aproximación variacional explorando β2 (PGCM1), se observa

una gran reducción en los elementos de matriz en comparación con el cálculo esférico,

reduciendo dichas cantidades en un orden de magnitud para el término de Fermi y

hasta en un factor 3 en el de Gamow-Teller para el caso A = 56. En efecto, la mezcla

entre estados de diferentes deformaciones se esperaba que redujera la probabilidad

de transición, además, la función de onda colectiva de los isótopos de Ti, permite

incluir correlaciones debidas a la fluctuación de formas[162]. En cuanto a los esquemas

PGCM2 y PGCM3, se observa que describen en mayor grado los elementos de matriz

de Fermi y Gamow-Teller, respectivamente: mientras que la inclusión de pares pn

isovectoriales produce resultados muy cercanos al M0ν
F exacto, los pares isoescalares

describen mejor el M0ν
GT . Este hecho, por tanto, nos lleva a la necesidad de construir

un último conjunto de estados intŕınsecos que explore simultáneamente ambos grados

de libertad.

Para cerciorarnos de que lo expuesto hasta ahora es fruto de la propia naturaleza

de las correlaciones incluidas, se analiza la bondad de las diferentes aproximacio-

nes variacionales tomando como criterio la descripción de los estados 0+
1 de ambos

núcleos. Aśı, en la Fig. 6.19 se muestra la diferencia entre la enerǵıa PGCM y SM

para cada isótopo de Ca y Ti, teniendo en cuenta la diagonalización con funciones
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de onda sin ruptura de pares y la completa.
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Figura 6.19: Diferencia de enerǵıas del estado fundamental respecto del cálculo exacto
(columna izquierda) para el Ca y Ti. En el caso del Ca, PGCM2,3 indica el generador
en β2, δnn. La referencia en la escala es la enerǵıa exacta obtenida con la diagona-
lización con estados sin ruptura de pares (paneles superiores) y completa (paneles
inferiores).

En lo referido al esquema con seniority 0, los resultados variacionales son consi-

derablemente buenos en la mayoŕıa de casos en esta cadena. Si bien, para los núcleos

a mitad de capa, la diferencia de enerǵıas es de aproximadamente 300 keV, casos

donde tienen lugar las mayores diferencias en los elementos de matriz de Fermi y

Gamow-Teller.

En cuanto a la comparación con la diagonalización completa para el Ca, cuan-
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do se explora conjuntamente deformaciones y apareamiento nn, la diferencia con la

enerǵıa exacta no llega a alcanzar los 200 keV. En el caso del Ti, cuando se incluyen

las correlaciones pn en ambos canales vemos que la ganancia es ligeramente superior

para los isótopos más ligeros. Sin embargo, comparando estos dos últimos cálculos,

la diferencia entre ellos es del orden de decenas de keV. De este modo vemos que la

inclusión y exploración de las correlaciones de apareamiento pn influyen significativa-

mente en la obtención del elemento de matriz nuclear total, independientemente de la

capacidad de estas coordenadas de describir la estructura de los núcleos involucrados.
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Figura 6.20: Diferencia de enerǵıas del estado fundamental respecto del cálculo exacto
(columna izquierda) para el Ca y Ti. En el caso del Ca, PGCM2,3 indica el generador
en β2, δnn. La referencia en la escala es la enerǵıa exacta obtenida con la diagona-
lización con estados sin ruptura de pares (paneles superiores) y completa (paneles
inferiores).

Dados los resultados mostrados 6.18, y viendo la necesidad de incluir conjun-

tamente los dos tipos de pares pn, se ha calculado un último generador donde la

función de onda colectiva de los Ti es mezcla de todos los estados intŕınsecos de

los esquemas anteriores. Aśı, en la Fig. 6.20 se muestran los elementos de matriz

de Fermi, Gamow-Teller variacionales con este último cálculo PGCM, junto con los

valores exactos. En relación con el término de Fermi, vemos que para los núcleos a

mitad de capa, las diferencias son ligeramente superiores al esquema PGCM2. Esto,

en efecto, es debido a la inclusión de las correlaciones de apareamiento isoescala-

res. En segundo lugar, cabe destacar que, pese a las diferencias encontradas en los
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elementos de matriz de Fermi y Gamow-Teller, el elemento de matriz nuclear total

presenta menores desviaciones. Este hecho, sin embargo, no debe considerarse como

un logro del método, ya que se atribuye a la sobreestimación en el término de Fermi,

que disminuye el elemento de matriz total.

En cuanto a las enerǵıas del estado fundamental, los resultados con este último

esquema se encuentran por debajo de cualquiera de los cálculos anteriores, si bien la

ganancia es pequeña, por lo que no se muestran. En cualquier caso, se ha visto que las

correlaciones de apareamiento pueden considerarse buenas coordenadas generadoras

del método PGCM, de tal modo que, con un conjunto pequeño de funciones de

onda –entre 20 y 30 estados– se pueden describir tanto los estados fundamentales

como los elementos de matriz nucleares de la desintegración 0νββ. Ademas, para una

mejor descripción de estas transiciones, deben considerarse simultáneamente todos

los posibles canales de apareamiento. No obstante, se espera que para núcleos más

pesados, con mayor número de nucleones de valencia, sea necesario la sofisticación

de la malla de estados intŕınsecos, incluyendo –entre otros– la exploración expĺıcita

del plano de deformaciones (β2, γ).



Caṕıtulo 7

Conclusiones y perspectivas de

trabajo futuro

Aunque los métodos de campo medio y más allá de este han sido puestos a prueba

en –a d́ıa de hoy– innumerables ocasiones, este trabajo de investigación ha presentado

una serie de novedades que se pueden resumir del siguiente modo.

Por un lado, dada la diversidad de técnicas y, por tanto, de códigos de estructura

nuclear basados en la teoŕıa expuesta en el Caṕıtulo 3, se véıa conveniente crear

una suite que englobara las principales técnicas exploradas. Aśı, el reciente código

publicado, TAURUS vap no es más que el punto de partida para métodos más so-

fisticados como el PGCM. Este código, entre otras ventajas, podŕıa destacarse por

tres aspectos.

En primer lugar, está escrito en Fortran 2003, un lenguaje de programación con

estándares modernos lo que permite una revisión e implementación de rutinas más

eficientes en el futuro de modo sencillo y más claro. Además, el uso de compiladores

como ifort permite un mayor rendimiento gracias a las libreŕıas de álgebra lineal

BLAS y LAPACK. En segundo lugar, tal y como está escrito, se pueden gran variedad

interacciones, tales como las interacciones efectivas propias de cálculos de modelo de

capas o las obtenidas con métodos ab initio en los que no se introduce el concepto

de core inerte. Por último, y en tercer lugar, dada la relevancia de las simetŕıas

autoconsistentes de las semillas del cálculo HFB/PNVAP, resulta novedoso un código

en el que se permita elegir entre gran variedad de funciones de onda iniciales. Si bien

167
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en este trabajo solo se han utilizado unos pocos, la versión publicada del código

permite elegir entre hasta nueve tipos diferentes, según se quiera (o no) preservar

simetŕıas tales como la rotacional, número de part́ıcuas, paridad, etc.

Otra novedad importante surge precisamente de la bondad de este código. Como

se ha podido ver, nos encontramos por primera vez una misma herramienta compu-

tacional que permite tratar con la misma efectividad núcleos tanto par-par, como

par-impar e impar-impar. Esto es, además, gracias a las semillas que permiten la mez-

cla pn conjuntamente con el método del bloqueo. La bondad de estas aproximaciones

y la relevancia de los distintos grados de libertad, empleados como coordenadas gene-

radoras, han quedado más que justificadas a lo largo de los Caṕıtulos 4, 5 y 6 donde

se han espectros de bajas enerǵıas, observables de naturaleza espectrocópica (BE2,

BM1, etc.) e incluso elementos de matriz nucleares de procesos más complicados,

como las desintregraciones β y β doble sin neutrinos.

Dicho esto, y a la luz de la colección de resultados mostrados en el desarrollo de

los caṕıtulos anteriores, cabe destacar tres conclusiones generales:

1. En el Caṕıtulo 4 se presentaba el método PGCM y se aplicaba a tres casos que

serv́ıan como ejemplos de núcleos de masa par-par, par-impar e impar-impar.

De lo expuesto en dicho caṕıtulo vemos que cualquiera de los tres ejemplos

puede ser descrito con el mismo grado de exactitud (en nuestro caso, desvia-

ción respecto de la solución exacta SM). En el caso de los sistemas par-impar

e impar-impar, se ve muy conveniente la ruptura de la simetŕıa axial para que

el estado intŕınseco HFB/PNVAP sea independiente del nivel bloqueado (o ni-

veles, en el último de los casos). En el caso de preservar la simetŕıa axial, es

conveniente incluir diversas funciones de onda bloqueadas en distintos niveles

para poder aproximarnos a los distintos estados excitados. Esto además, per-

mite con unos pocos estados, describir los espectros de bajas enerǵıas grosso

modo. Sin embargo, la deformación triaxial en la mayoŕıa de los casos toma un

papel casi principal, por lo que no se incluyen suficientes correlaciones. Para el

caso impar-impar, se ha visto de crucial importancia la mezcla pn para que la

paridad global del sistema sea la correcta, sin embargo, el colapso en el ĺımite

de apareamiento cero en el cálculo HFB dificulta drásticamente el problema.

2. En cuanto a los grados de libertad habituales, se ha puesto a prueba cada una
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de ellas, realizando una comparativa con la solución exacta dada por el cálculo

del modelo de capas. En el caso de explorar las amplitudes de apareamiento δ se

ha visto que son una verdadera manera de variar en contenido en correlaciones

de apareamiento de las funciones de onda de muchos cuerpos. Aśı, gracias al

método PGCM, se ha podido analizar cómo de relevantes son cada uno de los

canales de apareamiento. Se ha visto que en núcleos muy ligeros, una somera

malla de puntos con diferentes deformaciones bastaba para incluso alcanzar

las enerǵıas exactas, sin embargo, para núcleos a mitad de capa y con masas

algo mayores, la inclusión de todos los canales posibles permit́ıa una ganancia

de enerǵıa significativa. Aún con esto, el tamaño de los espacios de valencia

tratados era un factor determinante. En efecto, para espacios relativamente

pequeños –tales como el de la interacción USD o KB3G, que solo incluyen tres

o cuatro órbitas respectivamente– resultó ser más efectivo buscar un mayor

grado de independencia lineal entre los estados intŕınsecos proyectados que dar

con los grados de libertad relevantes.

3. Centrándonos en las correlaciones de aparemiento protón-neutrón, no se ha

visto una predilección clara de un canal u otro en los distintos casos estudiados

en términos de espectros de enerǵıa o transiciones β . Aśı, en los casos N ≈ Z

no se ha encontrado que el canal isoescalar tenga un papel más relevante que

el isovectorial, si bien, como ya se ha dicho, esto puede deberse al efecto del

tamaño de los espacios de valencia empleados. Las únicas diferencias remarca-

bles han sido encontradas en el cálculo de los elementos de matriz nucleares de

la transición 0νββ a lo largo de las distintas transiciones Ca → Ti expuestas,

donde se ha visto que las correlaciones isoescalares disminuyen claramente la

probabilidad de esta transición. En cualquier caso, estos canales son de gran

importancia para describir convenientemente cualquier núcleo.

Por último, a lo largo de este periodo de investigación se han abierto varios

campos de mejora y ĺıneas de investigación que podrán tratarse en un futuro próximo.

En cuanto a la mejora del código TAURUS, se podŕıan destacar los siguientes puntos:

1. Inclusión de la mezcla de muchas cuasipart́ıculas para la resolución de las

ecuaciones PGCM, lo que permitiŕıa una mejora en las descripciones de esta-
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dos excitados. Se espera, además, que esto tenga un impacto considerable en

núcleos impares o impar-impar. Esto, además, permitiŕıa una comparativa más

completa de los elementos de matriz nucleares en transiciones β y 0νββ.

2. Implementación de la dispersión del hamiltoniano, esto es ∆E =

√
〈Ĥ2〉 − 〈Ĥ〉2,

lo que permitiŕıa conocer, de antemano, lo alejado que nos encontramos de

la solución exacta con los estados intŕınsecos obtenidos v́ıa HFB/PNVAP y

PGCM.

3. Implementación de la ligadura de ortogonalidad cuando se bloquean más de un

nivel del espacio de configuración. Esto, como ya se ha expuesto anteriormente,

será de vital importancia para la descripción a nivel HFB de los núcleos impar-

impar.

4. Implementación de amplitudes de apareamiento isoescalares con J > 1. Dado

el extraño comportamiento que se ha observado al explorar δ0
pn, es posible que

en el medio nuclear se puedan formar pares acoplados a un momento angular

mayor (impar, dada la antisimetŕıa de la función de ondas de dos cuerpos).

5. Implementación de la proyección a momento angular previa a la variación. Si

bien es conocido que el coste computacional es mucho mayor en comparación

con la simple proyección a buen número de part́ıculas, la paralelización del

programa –v́ıa MPI u openMP– aligeraŕıa el tiempo de cálculo.

6. Unificación, depuración y publicación del código TAURUS pav, esto es, el en-

cargado de la proyección después de la variación. A lo largo de estos años, el

programa original se ha ido modificando para permitir el cálculo de los elemen-

tos de matriz de las desintegraciones β, 0νββ, números de ocupación y otros

valores medios entre estados proyectados, lo que ha derivado en varios códigos

similares. Actualmente se está englobando todas estas variantes en un único

programa, simplificando y adaptando el lenguaje al estándar de 2008. Junto

a esto, también se ve conveniente la implementación de la proyección a buen

isoesṕın.

7. Unificación, depuración y publicación de los códigos que resuelven la ecuación

HWG, junto con el cálculo de valores medios de operadores entre funciones de
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onda PGCM. De igual modo que en el código PAV, a d́ıa de hoy hay una gran

diversificación en estos dos programas.

Una vez refinados los distintos códigos, también se pueden destacar las ĺıneas de

investigación, que surgen precisamente de los problemas encontrados en el desarrollo

de esta memoria de tesis.

1. Mejora de la descripción de los estados con J entero e impar. Como se ha

podido ver, con las herramientas empleadas en este trabajo la descripción de

estos estados era mucho más pobre en comparación con sus análogos pares. Aśı,

es conveniente explorar las correlaciones que surgen fruto de variar la frecuencia

de la rotación a través de la ligadura ω 〈Ĵx〉. Esto es, en definitiva, un análisis

exhaustivo del método de cranking.

2. Tratamiento correcto de las soluciones espurias fruto del movimiento del centro

de masas. Dado que este trabajo no se ha trabajo con espacios de valencia que

mezclen paridad, no se ha podido mostrar esta problemática. Sin embargo, al

trabajar con interacciones que incluyan un mayor número de capas, es habitual

encontrarnos estados 1− cuyas enerǵıas se encuentran muy cerca del estado

fundamental. Dicho estado, se atribuye a la ruptura y no restauración de la

simetŕıa traslacional del hamiltoniano[163, 164]. La correcta descripción de los

espectros rotacional pasa, por tanto, por la eliminación de dichos estados. A

d́ıa de hoy, TAURUS puede dar solución a este problema.

3. Descripción de problemas asociados a la simetŕıa de isoesṕın, tales que el es-

tudio de bandas isorotacionales y estados isobáricos análogos, esto es, estados

con un mismo T y Jπ dentro una cadena isobárica. Se espera que estos últimos

tengan un impacto en el conocimiento de esta simetŕıa y la misma interacción

entre nucleones. Aunque hay multitud de art́ıculos que abordan el problema

desde un punto de vista experimental y teórico[165–167], hay poco escrito con

métodos más allá de campo medio. Evidentemente, es necesario el desarro-

llo de un código eficiente que permita la proyección a los distintos números

cuánticos sin un excesivo coste computacional. En este marco también se in-

cluye un análisis más exhaustivo en los elementos de matriz nucleares de las

desintegraciones β doble sin neutrinos.
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4. En cuanto a la ecuación de HWG, se ve necesario una profundización en los cri-

terios de convergencia y un análisis de la ortogonalidad de los estados intŕınse-

cos. Como se ha podido ver, en espacios de valencia reducidos, basta con incluir

un número suficiente de estados linealmente independientes para que la des-

cripción variacional sea aceptable. Sin embargo, es posible que se pueda reducir

el número de autoestados del hamiltoniano en la base natural sin perder (dema-

siada) exactitud, lo que se traduce en la construcción de una malla de estados

más pequeña. Aunque esto pueda ser realmente un problema matemático y no

f́ısico, tendrá un gran impacto en el tiempo de cálculo y en la búsqueda de los

grados de libertad más relevantes para los sistemas de muchos cuerpos, por

tanto, no solo en la estructura nuclear.

Como puede verse, las herramientas y métodos expuestos en este trabajo, per-

mitirán profundizar en problemas que, a d́ıa de hoy, siguen abiertos (solo se han

mencionado unos pocos). Por tanto, este trabajo no ha tenido pretensión alguna de

ser un final, sino todo lo contrario. TAURUS es el comienzo de una nueva época para

las aproximaciones MF y BMF.



Apéndice A

Probabilidades de transición

electromagnéticas

A.1. Definiciones

Las probabilidades de transición EM vienen dadas por[16]:

B(Eλ, Ji → Jf ) =
1

2Ji + 1
| 〈Jf ||Q̂λ||Ji〉 |2 (A.1)

B(Mλ, Ji → Jf ) =
1

2Ji + 1
| 〈Jf ||M̂λ||Ji〉 |2 (A.2)

donde no estamos considerando las distintas bandas σ, pues vamos a desarrollar

las expresiones para estados proyectados a buen momento angular. Para hallar los

elementos de matriz reducidos emplearemos el teorema de Wigner-Eckart con los

solapes de dichos operadores, cuyas expresiones son:

Q̂λµ = rλYλµ (A.3)

M̂λµ =

(
gs~S +

2

λ+ 1
gl~L

)
~∇rλYλµ (A.4)
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siendo gl el factor g orbital– y gs el factor giromagnético g de esṕın– cuyos valores

son[102]:

gl,π = 1, gs,π = 5.586 (A.5a)

gl,ν = 0, gs,ν = −3.826 (A.5b)

Además, el operador multipolar magnético se deja en función del magnetón nuclear

µN y el multipolar eléctrico en función de la carga eléctrica del electrón en valor

absoluto. En el último de estos dos, a la hora de obtener los valores medios entre

funciones de onda PGCM se tomarán las cargas efectivas eπ = 1.5 y eν = 1.0 para

protones y neutrones respectivamente.

Como se ve en las expresiones anteriores, nos encontramos con operadores tenso-

riales de rango λ bajo rotaciones, por lo que a la hora de hallar los solapes, tendremos

que tener en cuenta cómo se transforman bajo esta operación. Sin embargo, para la

parte de la proyección a buen número de part́ıculas, estos operadores se comportan

como escalares. Si denotamos por Ôλµ al operador genérico que engloba a ambos, se

cumplen las siguientes propiedades:

R̂(Ω)ÔλµR̂
†(Ω) =

∑

µ′

Dλµ′µ(Ω)Ôλµ′ (A.6)

Además, bajo la transformación de paridad se satisface

Π̂Q̂λµΠ̂† = (−1)λQ̂λµ (A.7a)

Π̂M̂λµΠ̂† = (−1)λ+1M̂λµ (A.7b)
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A.2. Cálculo expĺıcito del solape entre estados pro-

yectados

Empecemos con el operador multipolar eléctrico. El solape entre estados proyec-

tados a paridad, momento angular y número de part́ıculas vendrá dado por

QJ1J2π1π2,NZ
λµ (q, q′) =

∑

K1K2

aJ1∗
K1

(q)aJ2
K2

(q′) 〈φ(q)|P̂ π1P̂ J1
K1M1

Q̂λµP̂
J2
M2K2

P̂ π2P̂N P̂Z |φ(q′)〉

(A.8)

por lo que, para poder emplear el formalismo habitual, tendremos que desplazar el

proyector P̂ J1
K1M1

hacia la derecha. Teniendo en cuenta que

P̂ J1
K1M1

Q̂λµ =
2J1 + 1

8π2

∫

Ω

DJ1∗
K1M1

(Ω)R̂(Ω)Q̂λµdΩ (A.9)

podemos introducir R̂†R̂ por la derecha y emplear la propiedad (A.6), tal que

P̂ J1
K1M1

Q̂λµ =
2J1 + 1

8π2

∫

Ω

∑

µ′

DJ1∗
K1M1

Dλµ′µ(Ω)Q̂λµ′dΩ (A.10)

aśı, podemos utilizar las dos siguientes propiedades de las matrices de Wigner

Dλµ′µ(Ω) = (−1)µ−µ
′Dλ∗−µ′−µ(Ω) (A.11)

DJ1
K1M1

(Ω)Dλµ′µ(Ω) =
∑

JMK

〈J1K1λ− µ′|JM〉 〈J1M1λ− µ|JK〉DJMK(Ω) (A.12)

donde J = |J1 − λ|, ..., J1 + λ, M = K1 − µ′, ..., K1 + µ′ y K = M1 − µ, ...,M1 + µ.

Además, teniendo en cuenta las siguiente propiedades de los coeficientes Clebsch-

Gordan,

〈abcd|ef〉 = (−1)a+c−e 〈cdab|ef〉 (A.13)

〈abcd|ef〉 = (−1)a−b
√

2e+ 1

2c+ 1
〈efa− b|cd〉 (A.14)
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entonces, se puede llegar a que

P̂ J1
K1M1

Q̂λµ =
∑

JMKµ′

〈JMλµ′|J1K1〉 〈JKλµ|J1M1〉 Q̂λµ′P
J
MK (A.15)

por tanto, utilizando ahora la propiedad (3.81b), entonces, la expresión (A.8) queda

QJ1J2π1π2,NZ
λµ (q, q′) =

∑

K1K2

aJ1∗
K1

(q)aJ2
K2

(q′)·

·
∑

Mµ′

〈J2Mλµ′|J1K1〉 〈J2M2λµ|J1M1〉 〈φ(q)|P̂ π1Q̂λµ′P̂
J2
MK2

P̂ π2P̂N P̂Z |φ(q′)〉
(A.16)

Ahora, utilizando la definición (3.82) y teniendo en cuenta que ambos estados

pueden estar proyectados a distinta paridad, operando se puede llegar a

〈φ(q)|P̂ π1Q̂λµ′P̂
J2
MK2

P̂ π2P̂N P̂Z |φ(q′)〉 =
1

4
(1 + π1π2(−1)λ) 〈φ(q)|Q̂λµ′P̂

J2
MK2

P̂N P̂Z |φ(q′)〉

+
1

4
(π2 + π1(−1)λ) 〈φ(q)|Q̂λµ′P̂

J2
MK2

Π̂P̂N P̂Z |φ(q′)〉
(A.17)

donde se ha utilizado que Π̂2 = I. Aśı, se ve que las transiciones E2, E4,... –λ par–

solo están permitidas cuando las paridades final e inicial (π1 y π2) son iguales, y de

no ser aśı, los solapes anteriores se anulan; mientras que para las probabilidades de

transición E1, E3,..., las paridades final e inicial deben ser distintas.

Por último, el teorema de Wigner-Eckart nos permite obtener los elementos de

matriz reducidos de dichos operadores entre estados proyectados

〈J1||Q̂λ||J2〉 =

√
2J1 + 1

〈J2M2λµ|J1M1〉
〈J1M1|Q̂λµ|J2M2〉 (A.18)

por lo que llegamos a la expresión final que consta de los elementos necesarios para

el cálculo ya presentados en apartados anteriores. Cambiando la notación levemente,
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para indicar los estados final e inicial con sus respectivos números cuánticos

〈ΦΓf ||Q̂λ||ΦΓi〉 =

√
2Jf + 1

4

∑

KfKiMµ′

a
Jf∗
Kf

(q)aJi∗Ki (q′) 〈JiMλµ′|JfKf〉 ·
[
α 〈φ(q)|Q̂λP̂

Ji
MKi

P̂N P̂Z |φ(q′)〉+ β 〈φ(q)|Q̂λµ′P̂
Ji
MKi

Π̂P̂N P̂Z |φ(q′)〉
] (A.19)

siendo α = (1 + πfπi(−1)λ) y β = (πi + πf (−1)λ). Los dos solapes anteriores se

obtienen del modo desarrollado en el Apéndice ??.

Para el operador multipolar magnético, teniendo en cuenta los resultados ante-

riores, se llega a que

〈ΦΓf ||M̂λ||ΦΓi〉 =

√
2Jf + 1

4

∑

KfKiMµ′

a
Jf∗
Kf

(q)aJi∗Ki (q′) 〈JiMλµ′|JfKf〉 ·
[
α′ 〈φ(q)|M̂λµ′P̂

Ji
MKi

P̂N P̂Z |φ(q′)〉+ β′ 〈φ(q)|M̂λµ′P̂
Ji
MKi

Π̂P̂N P̂Z |φ(q′)〉
] (A.20)

siendo ahora α′ = (1 + πfπi(−1)λ+1) y β′ = (πi + πf (−1)λ+1), lo que impone la

restricción de igualdad de paridades para las transiciones magnéticas impares, M1,

M3,... y su desigualdad para las pares, M2, M4, etc.

Los solapes entre estados final e inicial que aparecen en las expresiones anteriores

pueden ser calculados con la misma estrategia expuesta en el apéndice anterior. En

efecto, dado que estamos trabajando con operador a un solo cuerpo, entonces,

〈φ(q)|Ôλµ′P̂
Ji
MKi

P̂N P̂Z |φ(q′)〉 =
2Ji + 1

8π2

1

LZLN

LZ∑

lZ=1

LN∑

lN=1

eiϕlNNeiϕlZZ
∫ 2π

0

eiαKdα·

·
∫ 2π

0

eiγK
′
∫ π

0

dβ sin βdJi∗MK′i
(β)Tr

[
(Ôλµ)ρ10

]
n (Ω, ϕlN , ϕlZ , q, q

′)

(A.21)

donde (Ôλµ) se refiere a los elementos de matriz, calculados en la siguiente sección.

Además, incluyendo el operador de paridad,
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〈φ(q)|Ôλµ′P̂
Ji
MKi

Π̂P̂N P̂Z |φ(q′)〉 =
2Ji + 1

8π2

1

LZLN

LZ∑

lZ=1

LN∑

lN=1

eiϕlNNeiϕlZZ
∫ 2π

0

eiαKdα·

·
∫ 2π

0

eiγK
′
∫ π

0

dβ sin βdJi∗MK′i
(β)Tr

[
(Ôλµ)ρ10

]
n (Ω, π, ϕlN , ϕlZ , q, q

′)

(A.22)

cuya diferencia reside en la construcción de la matriz densidad ρ10 y del solape de la

norma.

A.3. Elementos de matriz de los operadores mul-

tipolares

En la evaluación de los solapes anteriores es necesario considerar los operadores

multipolares eléctricos y magnéticos en su expresión en segunda cuantización. De

este modo, reescribiendo las expresiones (A.3) y (A.4) tenemos:

Q̂λµ =
∑

ab

(Q̂λµ)abc
†
acb (A.23)

M̂λµ =
∑

ab

(M̂λµ)abc
†
acb (A.24)

y, si se denotan ambos operadores indistintamente como Ôλµ, se necesitan por tanto

los elementos de matriz

(Ôλµ)ab ≡ 〈a|Ôλµ|b〉 (A.25)

siendo a y b estados del oscilador armónico tridimensional en la base acoplada, esto

es, |nljmjmt〉1.

1Se omite el número cuántico de isoesṕın para no cargar en exceso las expresiones en esta sección.
No obstante, se tendrá en cuenta la delta de Kronecker en mt asociada al solape de los estados final
e inicial.
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A.3.1. Operador multipolar eléctrico

Si bien en la literatura se pueden encontrar directamente los elementos de ma-

triz reducidos en la base acoplada[102, 168–170], se desarrollan aqúı las expresiones

implementadas en la suite TAURUS.

Teniendo en cuenta la definición dada por (A.3), en primer lugar desacoplamos

la base del oscilador

〈nalajamja|Q̂λµ|nblbjbmjb〉 =
∑

mlamlb
msamsb

〈nalamla
1
2
msa|Q̂λµ|nblbmlb

1
2
msb〉 ·

C
jamja

lmla
1
2
msa

C
jbmjb

lmlb
1
2
msb

(A.26)

donde C representa el coeficiente Clebsch-Gordan con el acoplamiento de los momen-

tos angulares correspondientes2. Además, considerando que los estados final e inicial

son estados del oscilador con dependencia en el esṕın es isoespin, y que el operador

multipolar eléctrico no afecta a dicha parte de la función de ondas, la condición de

ortogonalidad nos lleva a que el elemento de matriz anterior quede según la expresión

siguiente:

〈nalamla
1
2
msa|Q̂λµ|nblbmlb

1
2
msb〉 = 〈nalamla|Q̂λµ|nblbmlb〉 δmtamtbδmsamsb (A.27)

por lo que nos centramos que surge en el solape de la expresión (A.28). Considerando

la parte radial y la angular de ambos estados y la definición del operador, entonces,

〈nalamla|Q̂λµ|nblbmlb〉 =

∫ ∞

0

Rnalar
λRnblbdr

∫

Ω

Y ∗lamlaYλµYlbmlbdΩ (A.28)

En primer lugar, la parte angular puede ser resuelta mediante la integral de

2Si bien en el resto de esta memoria se utiliza una notación diferente, se ve conveniente utilizar
una forma un poco más compacta.
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Gaunt[171]

∫

Ω

Y ∗lamlaYλµYlbmlbdΩ = (−1)mla

√
(2la + 1)(2λ+ 1)(2lb + 1)

4π

(
la λ lb

0 0 0

)(
la λ lb

−mla µ mlb

)

(A.29)

donde se ha utilizado la propiedad

Y ∗lamla = (−1)mlaYla−mla (A.30)

y teniendo en cuenta las propiedades de simetŕıa los śımbolos 3–j y su relación con

los coeficientes de Clebsch-Gordan[89], nos queda

∫

Ω

Y ∗lamlaYλµYlbmlbdΩ =

√
(2λ+ 1)(2lb + 1)

4π(2la + 1)
C la0
λ0lb0

C lamla
λµlbmlb

(A.31)

En cuanto a la parte radial, pueden considerarse varias fuentes para el cálculo

numérico de dicha parte. En el caso de la suite TAURUS, se han programado las

expresiones glosadas en el caṕıtulo 6 de la referencia [102], por lo que aqúı bastará

con dejar indicada dicha dependencia como 〈a|rλ|b〉. Aśı, los elementos de matriz del

operador multipolar eléctrico toman la siguiente expresión:

(Q̂λµ)ab = 〈a|rλ|b〉
√

(2λ+ 1)(2lb + 1)

4π(2la + 1)
·

·
∑

mlamlb
msamsb

C la0
λ0lb0

C lamla
λµlbmlb

C
jamja

lmla
1
2
msa

C
jbmjb

lmlb
1
2
msb

δmtamtbδmsamsb

(A.32)

y en el caso de trabajar con el operador cuadrupolar eléctrico, entonces simplemente

(Q̂2µ)ab = 〈a|r2|b〉
√

5(2lb + 1)

4π(2la + 1)
·

·
∑

mlamlb
msamsb

C la0
20lb0

C lamla
2µlbmlb

C
jamja

lmla
1
2
msa

C
jbmjb

lmlb
1
2
msb

δmtamtbδmsamsb

(A.33)
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A.3.2. Operador multipolar magnético

Dada la definición (A.4), en primer lugar vamos a considerar el gradiente de la

función radial y angular. Teniendo en cuenta que

~∇[rλYλµ] =
√
λ(λ+ 1)rλ−1

∑

mΛσ

Cλµ
ΛmΛ1σYΛmΛ

(A.34)

donde Λ = λ − 1 y −|λ − 1| ≤ mΛ ≤ |λ − 1|. Aśı, los elementos de matriz de este

operador vendrán dados por:

〈a|M̂λµ|b〉 =
√
λ(λ+ 1)

∑

mΛσ

Cλµ
ΛmΛ1σ

[
gs 〈a|~Srλ−1YΛmΛ

|b〉+
2

λ+ 1
gl 〈a|~Lrλ−1YΛmΛ

|b〉
]

(A.35)

Por tanto, por simplicidad vamos a calcular de forma separada los elementos

de matriz asociados a los operadores de esṕın y de momento angular orbital. En

cualquier caso se consideran ambos operadores en la base esférica.

Para el primero de los dos anteriores, desacoplando la base y teniendo en cuenta

la parte de isoesṕın, tenemos

〈a|~Srλ−1YΛmΛ
|b〉 =

∑

mlamlb
msamsb

C
jamja

lmla
1
2
msa

C
jbmjb

lmlb
1
2
msb
〈nalamla

1
2
msa|~Srλ−1YΛmΛ

|nblbmlb
1
2
msb〉 δmtamtb (A.36)

Aśı, teniendo en cuenta la separación de variables radial, angular y de esṕın,

entonces:

〈nalamla
1
2
msa|~Srλ−1YΛmΛ

|nblbmlb
1
2
msb〉 = 〈a|rλ−1|b〉

∫

Ω

Y ∗lamlaYΛmΛ
YlbmlbdΩχ†msa

~Sχmsb

(A.37)

donde se ha tenido en cuenta la integral radial de modo similar al apartado anterior

y la dependencia en la parte de esṕın 1/2 con las funciones χms . Siguiendo la misma

estrategia, la integral de Gaunt en función de los respectivos Clebsh-Gordan, tras
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operar queda como

〈nalamla
1
2
msa|~Srλ−1YΛmΛ

|nblbmlb
1
2
msb〉 = 〈a|rλ−1|b〉

√
(2λ− 1)(2lb + 1)

4π(2la + 1)
·

· C la0
Λ0lb0

C lamla
ΛmΛlbmlb

χ†msa
~Sχmsb

(A.38)

donde se ha tenido en cuenta la definición previa de Λ. Por último, los elementos de

matriz de las componentes esféricas del operador de esṕın –~S = Ŝµ con µ = ±1, 0–

entre las funciones de esṕın 1/2 vienen dados por

χ†msaŜµχmsb =

√
3

4
C

1
2
msb

1
2
msa1µ

(A.39)

De este modo, los elementos de matriz con el operador de esṕın quedan como

〈nalamla
1
2
msa|~Srλ−1YΛmΛ

|nblbmlb
1
2
msb〉 = 〈a|rλ−1|b〉

√
3

4

√
(2λ− 1)(2lb + 1)

4π(2la + 1)
·

· C la0
Λ0lb0

C lamla
ΛmΛlbmlb

C
1
2
msb

1
2
msa1µ

(A.40)

Continuamos ahora con la parte de momento angular orbital. Dado que dicho

operador no afecta a la parte de esṕın e isoesṕın, la condición de ortogonalidad nos

lleva, junto con el desacoplo correspondiente, a la siguiente expresión:

〈a|~Lrλ−1YΛmΛ
|b〉 =

∑

mlamlb
msamsb

C
jamja

lmla
1
2
msa

C
jbmjb

lmlb
1
2
msb
〈nalamla|~Lrλ−1YΛmΛ

|nblbmlb〉 δmtamtbδmsamsb (A.41)

por lo que el solape anterior toma la misma forma que en los casos anteriores. Ahora

bien, dado que tenemos el operador ~L actuando sobre el armónico esférico YΛmΛ
,

tenemos que considerar que en la base esférica
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L̂µYΛmΛ
=
√

Λ(Λ + 1)CΛmΛ+µ
ΛmΛ1µ YΛ,mΛ+µ =

√
λ(λ− 1)CΛmΛ+µ

ΛmΛ1µ YΛ,mΛ+µ (A.42)

por lo que

〈nalamla|~Lrλ−1YΛmΛ
|nblbmlb〉 =

〈a|rλ−1|b〉CΛmΛ+µ
ΛmΛ1µ

√
λ(λ− 1)(2λ− 1)(2lb + 1)

4π(2la + 1)
C la0
lb0Λ0C

lamla
lbmlbΛmΛ+µ

(A.43)

Por tanto, juntando todas las expresiones previamente calculadas y simplificando

un poco, llegamos a la siguiente expresión general:

(M̂λµ)ab =

√
λ(λ+ 1)(2λ− 1)(2lb + 1)

4π(2la + 1)

∑

mΛσ
mlamlb
msamsb

Cλµ
ΛmΛ1σC

jamja

lmla
1
2
msa

C
jbmjb

lmlb
1
2
msb

δmtamtb ·

· 〈a|rλ−1|b〉C la0
Λ0lb0

[
gs

√
3

4
C lamla

ΛmΛlbmlb
C

1
2
msb

1
2
msa1µ

+ gl
2
√
λ(λ− 1)

λ+ 1
CΛmΛ+µ

ΛmΛ1µ C
lamla
ΛmΛ+µlbmlb

δmsamsb

]

(A.44)

Si bien lo anterior presenta carácter general, aplicable a cualquier orden del multi-

polo, es conveniente desarrollar los elementos de matriz asociados al dipolo magnéti-

co.

En este caso, el gradiente de la parte radial y angular, ahora tomará el siguiente

valor:

~∇rY1µ =
√

3
∑

σ

C1µ
001σY00 =

√
3

4π
(A.45)

y, continuando con la misma estrategia, puede llegarse a los siguientes elementos de

matriz:
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(M̂1µ)ab =

√
3

4π

∑

mlamlb
msamsb

C
jamja

lmla
1
2
msa

C
jbmjb

lmlb
1
2
msb

δnanbδmtamtbδlalb ·

·
[

3

4
gsC

1
2
msa

1
2
msb1µ

+ gl
√
lb(lb + 1)C

lmlb+µ
lbmlb1µ

δmsamsbδmlamlb+µ

] (A.46)



Apéndice B

Probabilidades de transición β

B.1. Definiciones

Se definen los operadores de Fermi y de Gamow-Teller asociados a las transiciones

β± como

M̂F± =
∑

i

τ̂i± (B.1)

y

M̂GT± =
∑

i

σ̂iτ̂i± (B.2)

que, escritos en segunda cuantización, cabe diferenciar qué tipo de desintegración se

está considerando. En el caso de la transición de Fermi, considerando el operador de

isoesṕın,

M̂F+ =
∑

ab

(Î)abc†ancbp (B.3)

M̂F− =
∑

ab

(Î)abc†apcbn (B.4)

y para la de Gamow-Teller, dado que es un operador vectorial, podemos trabajar en

la base esférica, por lo que

185
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M̂1µ
GT+

=
∑

ab

(σ̂µ)abc
†
ancbp (B.5)

M̂1µ
GT− =

∑

ab

(σ̂µ)abc
†
apcbn (B.6)

donde los operadores σµ –matrices de Pauli– se relacionan con el operador de esṕın

según

σ̂µ = 2Ŝµ (B.7)

como siempre, en el sistema de unidades tal que ~ = 1.

B.2. Cálculo expĺıcito del solape entre estados pro-

yectados

Dado que queremos hallar los elementos de matriz reducidos de estas transiciones,

de igual modo que en el apéndice A, será necesario el cálculo del solape entre estados

proyectados. Por simplicidad de desarrollo, consideramos inicialmente el operador de

Gamow-Teller. Aśı, los resultados para la transición de Fermi serán una simplificación

de los resultados obtenidos considerando que el operador es escalar bajo rotaciones.

MJ1J2πN1N2Z1Z2
GT± (q, q′) =

∑

K1K2

aJ1∗
K1

(q)aJ2
K2

(q′) 〈φ(q)|P̂Z1P̂N1P̂ πP̂ J1
K1M1

M̂1µ
GT±P̂

J2
M2K2

P̂ πP̂N2P̂Z2 |φ(q′)〉 (B.8)

donde cabe destacar que los estados final e inicial presentarán un número distinto de

protones y neutrones dada la naturaleza de la transición. Además, por simplicidad

consideramos que ambos estados presentarán la misma paridad, dado que son las

transiciones con mayor probabilidad.

Teniendo en cuenta como se transforma nuestro operador bajo rotaciones (cálculo

desarrollado en el apéndice anterior), se puede demostrar que
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P J1
K1M1

M̂1µ
GT± =

∑

JMKµ′

〈JM1µ′|J1K1〉 〈JK1µ|J1M1〉 M̂1µ
GT±P

J
MK (B.9)

por lo que, junto con la propiedad (3.81b), entonces el solape queda tal que

MJ1J2πN1N2Z1Z2
GT± (q, q′) =

∑

K1K2Mµ′

〈J2M1µ′|J1K1〉 〈J2M21µ|J1M1〉 ·

· aJ1∗
K1

(q)aJ2
K2

(q′) 〈φ(q)|P̂Z1P̂N1M̂1µ
GT±P̂

J2
MK2

P̂ πP̂N2P̂Z2 |φ(q′)〉
(B.10)

donde, además, se ha considerado que el proyector a paridad conmuta con el resto

de operadores y satisface idempotencia.

Si bien la estrategia anterior era ya conocida por el desarrollo del solape de

los operadores multipolares, para considerar los proyectores a número de part́ıculas

es necesario tener en cuenta las propiedades de conmutación entre los operadores

de creación y aniquilación fermiónicos. Como ejemplo ilustrativo, consideramos el

operador M̂1µ
GT− , asociado a la desintegración β−. Dada la definición (B.6), entonces,

P̂Z1M̂1µ
GT− =

∑

ab

(M̂1µ
GT−)abP̂

Z1c†apcbn (B.11)

por lo que utilizando la definición del proyector correspondiente, dada por (3.48b),

podemos reescribir lo anterior como

P̂Z1M̂1µ
GT− =

∑

ab

(M̂1µ
GT−)ab

1

2π

∫ 2π

0

dϕZe
−iϕZZ1eiϕZ Ẑc†apcbn (B.12)

ahora bien, si reescribimos el operador exponencial en serie de potencias, teniendo

en cuenta que Ẑ es idempotente, entonces

P̂Z1M̂1µ
GT− =

∑

ab

(M̂1µ
GT−)ab

1

2π

∫ 2π

0

dϕZe
−iϕZZ1

∞∑

n=0

(iϕZ)n

n!
Ẑc†apcbn (B.13)

que, reescribiendo el operador de número de protones en segunda cuantización nos
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quedaŕıa como

P̂Z1M̂1µ
GT− =

∑

ab

(M̂1µ
GT−)ab

1

2π

∫ 2π

0

dϕZe
−iϕZZ1

∞∑

n=0

(iϕZ)n

n!

∑

α

c†αpcαpc
†
apcbn (B.14)

Centrándonos en la última parte de la expresión, podemos utilizar las propiedades

de conmutación de los operadores fermiónicos. Aśı, dicha parte se puede reescribir

como ∑

α

c†αpcαpc
†
ap = c†ap(1 +

∑

α

c†αpcαp) = c†ap(1 + Ẑ) (B.15)

por lo que la expresión (B.12) ahora queda

P̂Z1M̂1µ
GT− =

∑

ab

(M̂1µ
GT−)abc

†
ap

1

2π

∫ 2π

0

dϕZe
−iϕZZ1eiϕZ(Ẑ+1)cbn =

∑

ab

(M̂1µ
GT−)abc

†
ap

1

2π

∫ 2π

0

dϕZe
−iϕZ(Z1−1)eiϕZ Ẑcbn = P̂Z1M̂1µ

GT− =
∑

ab

(M̂1µ
GT−)abc

†
apP̂

Z1−1cbn

(B.16)

Por último, dado que el último operador de destrucción actúa sobre estados de

neutrones, debe conmutar con el proyector a Z1, por tanto,

P̂Z1M̂1µ
GT− = M̂1µ

GT−P̂
Z1−1 (B.17)

y utilizando las propiedades del proyector a Z2, entonces

M̂1µ
GT−P̂

Z1−1P̂Z2 = M̂1µ
GT−δZ1−1Z2P̂

Z2 (B.18)

Con esta misma estrategia de trabajo, es fácil demostrar la generalización utili-

zando el proyector a número de neutrones y con ambos operadores de Gamow-Teller

asociados a las desintegraciones β±,

P̂Z1M̂1µ
GT±P̂

Z2 = M̂1µ
GT±P̂

Z2δZ1±1Z2 (B.19)

P̂N1M̂1µ
GT±P̂

N2 = M̂1µ
GT±P̂

N2δN1∓1N2 (B.20)
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aśı, el solape entre estados proyectados vendrán dados por la expresión siguiente:

MJ1J2πN1N2Z1Z2
GT± (q, q′) =

∑

K1K2Mµ′

〈J2M1µ′|J1K1〉 〈J2M21µ|J1M1〉 ·

· aJ1∗
K1

(q)aJ2
K2

(q′) 〈φ(q)|M̂1µ
GT±P̂

J2
MK2

P̂ πP̂N2P̂Z2 |φ(q′)〉 δZ1±1Z2δN1∓1N2

(B.21)

por lo que el elemento de matriz reducido, desarrollando la proyección a paridad y

cambiando la notación por los estados inicial y final, queda del siguiente modo:

〈ΦΓf (q)||M̂GT±||ΦΓi(q′)〉 =

√
2Jf + 1

2

∑

KfKiMµ′

〈JiM1µ′|JfKf〉 aJf∗Kf
(q)aJiKi(q

′)·

· δNf∓1NiδZf±1Zi

[
〈φ(q)|M̂1µ

GT±P̂
Ji
MKi

P̂NiP̂Zi |φ(q′)〉+ π 〈φ(q)|M̂1µ
GT±P̂

Ji
MKi

P̂NiP̂ZiΠ̂|φ(q′)〉
]

(B.22)

donde Γ indica el conjunto de número cuánticos J, πN,Z.

En el caso del solape del operador de Fermi, basta con tomar el resultado anterior

e imponer que es un operador escalar, esto es, un tensor de orden 0. Por tanto,

〈ΦΓf (q)||M̂F±||ΦΓi(q′)〉 =

√
2Jf + 1

2

∑

KfKi

a
Jf∗
Kf

(q)aJiKi(q
′)·

· δNf∓1NiδZf±1Zi

[
〈φ(q)|M̂1µ

F±P̂
Ji
KfKi

P̂NiP̂Zi |φ(q′)〉+ π 〈φ(q)|M̂1µ
F±P̂

Ji
KfKi

P̂NiP̂ZiΠ̂|φ(q′)〉
]

(B.23)

pues

〈JiM00|JfKf〉 = δJiJf δMKf (B.24)

En cuanto a estos últimos solapes, pueden ser calculados de modo similar a las

expresiones (A.21) y (A.22), por lo que se han omitido sus expresiones.
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B.3. Elementos de matriz de los operadores de

Gamow-Teller y Fermi

Para el operador de Gamow-Teller, teniendo en cuenta la relación entre las ma-

trices de Pauli y el operador de esṕın dado por (B.7), entonces es fácil ver que

(M̂GT )ab ≡〈nalajamja|M̂1µ
GT±|nblbjbmjb〉 =

2
∑

mlamlb
msamsb

〈nalamla
1
2
msa|Ŝµ|nblbmlb

1
2
msb〉Cjamja

lmla
1
2
msa

C
jbmjb

lmlb
1
2
msb

(B.25)

donde, una vez más, se ha desacoplado la base del oscilador. Aśı, utilizando la ex-

presión (A.39), nos queda

(M̂GT )ab =
√

3
∑

mlamlb
msamsb

C
jamja

lmla
1
2
msa

C
jbmjb

lmlb
1
2
msb

C
1
2
msb

1
2
msa1µ

δnanbδlalbδmlamlb (B.26)

Por último, para el operador de Fermi,

(M̂F )ab =
∑

mlamlb
msamsb

〈nalamla
1
2
msa|I|nblbmlb

1
2
msb〉Cjamja

lmla
1
2
msa

C
jbmjb

lmlb
1
2
msb (B.27)

lo que nos lleva a

(M̂F )ab =
∑

mlamlb
msamsb

C
jamja

lmla
1
2
msa

C
jbmjb

lmlb
1
2
msb

δnanbδlalbδmlamlbδmsamsb (B.28)
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1 →

0+
1 ) para los casos par-par; (b) B(E2, J+

1st exc → J+
g.s.) para los casos

par-impar; (c) B(M1, 3+
1 → 2+

1 ) para los par-par; (d) momento dipolar
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solamente los estados con enerǵıas de excitación inferiores a 8 MeV. . 147

6.13. Elementos de matriz nuclear total, M0ν (a) en función del parámetro
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Índice de figuras 199
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con 0+, 2+ y 4+ del 48Ca con ISM y los diferentes esquemas PGCM. . 116

5.3. Dimensión de las matrices del Hamiltoniano en el cálculo ISM (valores

de la izquierda) y PGCM3 (valores de la derecha) para los núcleos
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6.1. Parámetros de apareamiento δ
JpTp
MJpMTp

–dados por las definiciones (3.22)–

autoconsistentes del estado de mı́nima enerǵıa para el 31Al y 31Si en
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cuerpos, Master’s thesis, Universidad Autónoma de Madrid, 2004.
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[64] J. J. Griffin and J. A. Wheeler, Phys. Rev. 108, 311 (1957).

[65] D. L. Hill and J. A. Wheeler, Phys. Rev. 89, 1102 (1953).

[66] J. Bardeen, L. N. Cooper, and J. R. Schrieffer, Phys. Rev. 108, 1175 (1957).

[67] J. Valatin, Nuovo Cim. 7, 843 (1958).

[68] N. N. Bogoljubov, V. V. Tolmachov, and D. V. Širkov, Fortschritte der Physik

6, 605 (1958).



Bibliograf́ıa 209

[69] E. Bender, K. Schmid, and A. Faessler, Nuclear Physics A 596, 1 (1996).

[70] B. Banerjee, P. Ring, and H. Mang, Nucl. Phys. A 221, 564 (1974).

[71] B. Bally, Description of odd-mass nuclei by multi-reference energy density

functional methods, Theses, Université de Bordeaux, 2014.
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Rev. C 71, 044313 (2005).

[81] A. Romero, J. Dobaczewski, and A. Pastore, Physics Letters B 795, 177 (2019).

[82] Z.-C. Gao, M. Horoi, and Y. S. Chen, Phys. Rev. C 92, 064310 (2015).

[83] V. Fomenko, J. Phys. (G.B) A 3 (1970).

[84] K. Hara and S. Iwasaki, Nuclear Physics A 332, 61 (1979).

[85] M. Anguiano, J. Egido, and L. Robledo, Nuclear Physics A 696, 467 (2001).

[86] L. M. Robledo and G. F. Bertsch, Phys. Rev. C 84, 014312 (2011).



210 Bibliograf́ıa

[87] J. Egido, J. Lessing, V. Martin, and L. Robledo, Nuclear Physics A 594, 70

(1995).

[88] W. Ryssens, M. Bender, and P. Heenen, The European Physical Journal A 55

(2019).

[89] D. A. Varshalovich, A. N. Moskalev, and V. K. Khersonskii, Quantum Theory

of Angular Momentum, World Scientific, Singapore, 1988.

[90] M. B. Vázquez, Description of odd-mass nuclei in Beyond Mean Field approa-

ches with the Gogny density functional, PhD thesis, Universidad Autónoma de

Madrid, 2017.

[91] N. Onishi and S. Yoshida, Nuclear Physics 80, 367 (1966).

[92] G. F. Bertsch and L. M. Robledo, Phys. Rev. Lett. 108, 042505 (2012).

[93] B. Avez and M. Bender, Phys. Rev. C 85, 034325 (2012).

[94] R. Balian and E. Brézin, Il Nuovo Cimento B (1965-1970) 64, 37 (1969).

[95] M. Jensen, Computational Physics, CreateSpace Independent Publishing Plat-

form, 2015.

[96] B. Bally and M. Bender, Phys. Rev. C 103, 024315 (2021).
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[113] J. D. Vergados, H. Ejiri, and F. Šimkovic, Reports on Progress in Physics 75,

106301 (2012).
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[124] T. Nikšić, D. Vretenar, and P. Ring, Progress in Particle and Nuclear Physics

66, 519 (2011).

[125] J. L. Egido, Physica Scripta 91, 073003 (2016).

[126] X. Wu, Z. H. Zhang, J. Y. Zeng, and Y. A. Lei, Phys. Rev. C 83, 034323

(2011).

[127] J. L. Egido and M. Borrajo, EPJ Web Conf. 178, 02002 (2018).

[128] A. V. Afanasjev, Isoscalar and Isovector Neutron-Proton Pairing, pages 138–

153, World Scientific, 2013.

[129] S. Frauendorf and A. Macchiavelli, Progress in Particle and Nuclear Physics

78, 24 (2014).

[130] A. Poves and G. Martinez-Pinedo, Physics Letters B 430, 203 (1998).

[131] E. Majorana and L. Maiani, A symmetric theory of electrons and positrons,

pages 201–233, Springer Berlin Heidelberg, Berlin, Heidelberg, 2006.

[132] A. Giuliani and A. Poves, Advances in High Energy Physics 2012 (2012).

[133] M. Agostini et al., Science 365, 1445 (2019).



Bibliograf́ıa 213

[134] J. Engel and J. Menéndez, Reports on Progress in Physics 80, 046301 (2017).

[135] M. Horoi and A. Neacsu, Phys. Rev. C 93, 024308 (2016).

[136] J. Menéndez, A. Poves, E. Caurier, and F. Nowacki, Nuclear Physics A 818,

139 (2009).

[137] Y. Iwata et al., Phys. Rev. Lett. 116, 112502 (2016).

[138] L. Coraggio, A. Gargano, N. Itaco, R. Mancino, and F. Nowacki, Phys. Rev.

C 101, 044315 (2020).

[139] E. Caurier, J. Menéndez, F. Nowacki, and A. Poves, Phys. Rev. Lett. 100,

052503 (2008).
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