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Por supuesto, yo no estaŕıa aqúı de no ser por mi familia y, en especial, por mis 
t́ıas Susi y Silvi, mis abuelos Mila y Paco, mis padres y mi hermana. Gracias por 
animarme siempre a perseguir mis sueños y por darme alas para hacerlo. Aqúı incluyo 
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tesis. Gracias, Marta, por haberme acompañado todos estos años y por haber estado 
siempre ah́ı cuando te he necesitado. Sois el eje de mi vida y doy gracias por teneros. 

No quiero olvidarme de mencionar a Ana Gutiérrez, mi profesora de f́ısica en 
el instituto. Sin ti, probablemente nunca habŕıa contemplado la posibilidad de 
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Resumen 

La gravedad cuántica de lazos es un candidato sólido para cuantizar la relatividad 

general que es compatible con la independencia de fondo caracteŕıstica de la teoŕıa 

einsteiniana. Si bien el programa de cuantización aún no ha sido completado para 

escenarios generales, las técnicas empleadas en su construcción se han aplicado con 

éxito a la cuantización de sistemas con un alto número de simetŕıas. Estos sistemas, 

entre los que se incluyen modelos cosmológicos y de agujero negro, resultan ser 

también los más prometedores desde el punto de vista de la potencial obtención 

de predicciones relacionadas con la naturaleza cuántica de la gravedad, tanto porque 

describen regiones en las que la curvatura puede ser grande, incluso con presencia de 

singularidades clásicas, como porque su simplicidad permite un tratamiento detallado. 

El campo nacido del estudio de este tipo de sistemas mediante el uso de técnicas 

inspiradas en la gravedad cuántica de lazos recibe el nombre de cosmoloǵıa cuántica 
de lazos. 

En los ultimos´ años, ha habido un resurgir del interés por investigar las fuentes de 

ambigüedad que afectan al programa de cuantización. En particular, se ha prestado 

especial atención al procedimiento de regularización de la ligadura hamiltoniana en 

cosmoloǵıas homogéneas. El enfoque tradicional adoptado en dicho procedimiento 

ha consistido en explotar las simetŕıas de los sistemas estudiados para reescribir la 

parte lorentziana de la ligadura hamiltoniana en términos de la eucĺıdea, de tal forma 

que solo ha sido necesario regularizar esta última. Este modo de proceder contrasta 

considerablemente con el que se sigue en la teoŕıa completa, donde cada parte de la 

ligadura hamiltoniana requiere una regularización independiente. Dado que no existe 

garant́ıa de que la cosmoloǵıa cuántica de lazos capture la dinámica cosmológica de la 

gravedad cuántica de lazos, parece razonable examinar propuestas de regularización 

alternativas más cercanas al procedimiento seguido en la teoŕıa completa para analizar 

cuán robustas son las predicciones obtenidas hasta el momento. A este respecto, 

merece una mención especial la regularización modifcada propuesta por Dapor y 

Liegener, que conduce a un formalismo de la cosmoloǵıa cuántica de lazos con una 

imagen f́ısica de la evolución del Universo Primordial cualitativamente distinta de 
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la estándar en esta disciplina: la singularidad inicial clásica se elude mediante un 

mecanismo de rebote cuántico asimétrico, que une una era de Sitter con una constante 

cosmológica emergente de orden planckiano y una rama cosmológica estándar en 

expansión. 

En lo referente a la descripción de espaciotiempos de agujero negro, un modelo 

propuesto recientemente para la descripción efectiva de agujeros sin rotación ni carga 

ha atráıdo una atención considerable por parte de la comunidad. Dicho modelo 

efectivo destaca frente a otros enfoques debido a que no presenta ciertas caracteŕısticas 

patológicas de las que adolećıan investigaciones previas. En gran parte, las propieda-

des atractivas del modelo se deben a una elección muy concreta de los parámetros 

que regulan la introducción de efectos cuánticos en el sistema. En lugar de tomarlos 

como meras constantes o como funciones arbitrarias, Ashtekar, Olmedo y Singh —los 

autores del nuevo modelo— optaron por defnir estos parámetros de tal modo que 

fuesen constantes solo a lo largo de las trayectorias dinámicas. La f́ısica resultante de 

dicho procedimiento es tal que la singularidad central clásica se ve reemplazada por 

una hipersuperfcie regular que media la transición entre una región atrapada y una 

anti-atrapada. 

En esta tesis, examinaremos primero en detalle la nueva propuesta de regulariza-

ción para modelos cosmológicos con el fn de discutir la robustez de las predicciones 

f́ısicas de la cosmoloǵıa cuántica de lazos en lo que se refere a esta ambigüedad. 

Nuestros objetivos principales son la generalización de dicho procedimiento al estudio 

de sistemas cosmológicos más complejos que los contemplados en la literatura y el 

análisis de las teoŕıas cuánticas que resultan de adoptar este esquema de regulariza-

ción, haciendo énfasis en las diferencias y similitudes encontradas con respecto a 

la cosmoloǵıa cuántica de lazos estándar. Para ello, empezaremos examinando la 

cuantización de sistemas cosmológicos homogéneos e isótropos, adoptando la nueva 

propuesta para la regularización de la ligadura escalar y empleando una de las dos 

prescripciones de orden de factores predominantes en el campo (a saber, la denomina-

da prescripción MMO, por las siglas de sus autores: Mart́ın-Benito, Mena Marugán 

y Olmedo). Tras comprobar que las buenas propiedades que caracterizan dicha 

prescripción siguen presentes cuando se regulariza la ligadura hamiltoniana según el 

nuevo esquema, nos centraremos en el estudio de los sistemas cosmológicos anisótropos 

de Bianchi tipo I empleando la misma prescripción. En dicho contexto, si bien la forma 

funcional del operador de ligadura es considerablemente complicada, encontramos que 

las reglas de superselección se ven modifcadas con respecto a las obtenidas siguiendo 

el procedimiento estándar. Esto es fruto de que la acción de la ligadura hamiltoniana 

involucra un mayor número de grados de libertad. 
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Empleando el estudio de los sistemas homogéneos mencionados previamente como 

punto de partida, abordaremos la construcción de un marco teórico para el tratamien-

to de perturbaciones en torno a cosmoloǵıas homogéneas e isótropas con secciones 

espaciales compactas y con un contenido material proporcionado por un campo escalar 

mı́nimamente acoplado a la geometŕıa. Para ello, utilizaremos el formalismo de la 

cosmoloǵıa cuántica h́ıbrida, que fue diseñado ya para admitir cualquier representa-

ción de la geometŕıa homogénea. En esta tesis, consideraremos la representación 

polimérica resultante de adoptar el procedimiento alternativo de regularización y 

llevaremos a cabo una cuantización expĺıcita del sistema completo (comprendido por el 

fondo homogéneo y por pertubaciones tanto de la métrica como del campo material). 

Introduciremos dos propuestas de defnición distintas para ciertos operadores geomé-

tricos relevantes en la representación de las contribuciones perturbativas a la ligadura 

hamiltoniana. Centrándonos en una cierta clase de soluciones y con un número 

controlado de hipótesis, deduciremos una ligadura maestra que gobierna la dinámica 

de las perturbaciones y estudiaremos la contrapartida clásica de las ecuaciones que 

rigen dicha dinámica. Finalmente, llevaremos a cabo un análisis detallado de las masas 

efectivas (dependientes del fondo) que intervienen en las ecuaciones de propagación de 

las perturbaciones escalares y tensoriales, masas que incorporan correcciones cuánti-

cas, entre las que se incluyen las resultantes de adoptar un esquema de regularización 

alternativo. Más concretamente, estudiaremos sus propiedades de positividad en los 

reǵımenes de interés f́ısico desde el punto de vista de la fjación de condiciones iniciales 

para la dinámica perturbativa: el instante del rebote y la era de Sitter emergente. En 

este análisis, además de las masas de las dos propuestas mencionadas anteriormente 

en la cuantización h́ıbrida, incluiremos también las masas resultantes de otro de los 

enfoques existentes para el tratamiento de perturbaciones dentro del marco de la 

cosmoloǵıa cuántica de lazos: el denominado enfoque de la métrica vestida. Esto nos 

permitirá extender el estudio comparativo que se hab́ıa realizado previamente en el 

contexto de la regularización estándar. Como se observaba ya en dicho estudio en el 

rebote, concluimos que, tanto en el instante del rebote como ahora también en la era de 

Sitter, las masas del formalismo h́ıbrido (y, en particular, las resultantes de una de las 

propuestas de defnición de ciertos operadores en la teoŕıa cuántica) exhiben mejores 

propiedades en los escenarios de interés en lo que se refere a la fenomenoloǵıa del 

fondo cósmico de microondas. Este comportamiento respalda la adopción del enfoque 

h́ıbrido frente a otros enfoques existentes, también en el contexto de la regularización 

alternativa. Dicho esto, cabe enfatizar que el esquema de regularización alternativo śı 
deja una huella en las masas dependientes del fondo estudiadas, que son fundamentales 

para la obtención ´ osmico de microondas.ultima de los espectros de potencia del fondo c´ 
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Además de estas cuestiones referentes a sistemas cosmológicos, en esta tesis tam-

bién investigaremos las bases teóricas del nuevo modelo efectivo para la descripción 

polimérica de agujeros negros de Schwarzschild. En particular, mostraremos cómo 

reconciliar el modelo con un tratamiento hamiltoniano consistente en el que el papel de 

parámetros cuánticos viene desempeñado por constantes del movimiento. Este estudio 

es necesario porque los autores del nuevo modelo efectivo tratan los parámetros como 

si fuesen meros números constantes en la deducción de las ecuaciones dinámicas, lo que 

oscurece la relación entre el hamiltoniano efectivo propuesto y la dinámica estudiada. 

Para sustentar el modelo en un tratamiento hamiltoniano canónico riguroso, explo-

raremos dos caminos disintos. 

En primer lugar, propondremos una defnición de los parámetros más general que 

las consideradas hasta el momento en la literatura, haciendo uso de dos funciones del 

espacio de fases que se conservan dinámicamente y que aparecen de forma natural en 

el modelo. A partir de dichas defniciones y teniendo en cuenta que los parámetros 

aśı defnidos no conmutan con las variables canónicas, obtendremos las ecuaciones 

dinámicas mediante un cálculo hamiltoniano estándar. Estas ecuaciones resultan 

más complicadas que las consideradas por los autores del modelo original. De hecho, 

diferen de estas ´ on de dos factores adicionales que son funcionesultimas en la aparici´ 

del espacio de fases. Reabsorbiendo dichos factores mediante dos redefniciones tem-

porales apropiadas, es posible alcanzar un formalismo de dos tiempos cuyas ecuaciones 

del movimiento son idénticas en forma a las del modelo original. Dos de nuestros 

objetivos a este respecto son, por un lado, analizar la viabilidad de este formalismo 

de dos tiempos (examinando las posibles fuentes de obstrucción que podŕıan impedir 

la reexpresión local de la m´ erminos de un unicoetrica espaciotemporal efectiva en t´ ´ 

tiempo en todos los puntos del interior del agujero), y, por otro lado, estudiar en 

qué medida se puede lograr reconciliar este formalismo con el modelo original en 

algún régimen. Las conclusiones alcanzadas muestran que la libertad existente en el 

formalismo de dos tiempos es sufciente para garantizar una geometŕıa efectiva bien 

defnida para agujeros negros muy masivos en la que no se alcanza punto singular 

alguno a lo largo de la evolución. Además, es posible reconciliar parcialmente la f́ısica 

de este formalismo de dos tiempos con la del modelo original en la región que abarca 

desde el horizonte hasta una vecindad de la superfcie de transición, donde ambos 

tiempos coinciden aproximadamente debido a la pequeñez de los efectos cuánticos. 

En segundo lugar, consideraremos también la posibilidad de encontrar un forma-

lismo hamiltoniano bien puesto que conduzca exactamente a las ecuaciones del movi-

miento empleadas en las investigaciones originales (y no a unas complicadas por la 

aparición de dos factores de cambio de tiempo dependientes del espacio de fases, como 
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en el enfoque discutido anteriormente). Para tal fn, examinaremos cuidadosamente 

un argumento que involucra la extensión del espacio de fases del modelo en la relati-

vidad general mediante la inclusión de los parámetros cuánticos como variables canó-

nicas adicionales (que están sujetas a dos ligaduras que dictan su dependencia en el 

resto del espacio de fases). Más concretamente, tras estudiar la reducción de este 

espacio extendido mediante las ligaduras en los parámetros cuánticos, prestaremos 

una atención especial a determinar cuál es la relación entre el espacio de fases aśı 

alcanzado y el de partida en la relatividad general. A diferencia de lo afrmado 

en la literatura, dichos espacios de fases resultan no ser equivalentes, ya que las 

variables de tŕıada y de conexión que codifcan los grados de libertad gravitatorios 

en la cosmoloǵıa cuántica de lazos no satisfacen un álgebra canónica en el espacio 

de fases reducido. Esta modifcación de la estructura simpléctica, que hab́ıa pasado 

desapercibida hasta ahora, es clave para obtener las ecuaciones dinámicas del modelo 

siguiendo un cálculo hamiltoniano consistente, lo que arroja luz sobre una de las 

controversias que hab́ıa rodeado al modelo desde su propuesta. Tras asentar el modelo 

en una base teórica frme, es sin duda conveniente realizar un estudio del espacio de 

soluciones de las ecuaciones dinámicas como paso previo a la cuantización del modelo. 

Un estudio tal faltaba en la literatura ya que, en los trabajos originales, los autores 

llevaron a cabo una fjación excesivamente restrictiva de las constantes de integración 

que aparecen en la resolución de las ecuaciones del movimiento. Para remediar esta 

cuestión, resolveremos las ecuaciones que gobiernan la dinámica del modelo con la 

elección más general posible de constantes de integración (aportando argumentos 

para limitar f́ısicamente sus valores admisibles) y estudiaremos qué efecto tiene una 

elección tal en las propiedades de la geometŕıa resultante. 

Con la comprensión del espacio de soluciones que proporciona este análisis, abor-

daremos la cuantización del modelo usando como punto de partida el formalismo 

basado en el espacio de fases extendido, donde las variables de tŕıada y de conexión 

satisfacen su ´ on dealgebra relativista. Para ello, proporcionaremos una representaci´ 

esta álgebra sobre un espacio de Hilbert (con ingredientes poliméricos) y promovere-

mos las tres ligaduras del sistema (la hamiltoniana y las dos que dictan la forma de los 

parámetros) a operadores. Esto puede hacerse introduciendo un número notablemente 

pequeño de operadores geométricos, lo que conduce a una cinemática cuántica con 

las buenas propiedades que caracterizan la prescripción de orden de factores que se 

emplea a lo largo de toda esta tesis. Asumiendo ciertos comportamientos espectrales 

razonables para los operadores que integran los operadores de ligadura, discutiremos 

formalmente la expresión de los estados f́ısicos de la teoŕıa. Estos estados resultan 

estar caracterizados completamente por funciones de ondas de la masa del agujero 
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negro con soporte en un conjunto espectral muy espećıfco, cuya forma viene dictada 

por las propiedades de los operadores geométricos. Además, comentaremos qué 

condiciones han de darse para que los estados f́ısicos discutidos puedan describir 

agujeros negros muy masivos, que son de gran interés astrof́ısico. Esto constituye el 

primer paso en un programa ambicioso para extraer predicciones f́ısicas robustas de 

la teoŕıa de lazos referentes a las ondas gravitacionales que se emiten en eventos de 

colisión de agujeros negros sin rotación. 
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Abstract 

Loop quantum gravity is a solid candidate for the quantization of general relativity 

that is compatible with the background independence characteristic of the Einsteinian 

theory. Although the quantization program has not yet been completed for general 

scenarios, the techniques employed in its construction have been successfully applied 

to the quantization of systems with a large number of symmetries. These systems, 

which include cosmological and black hole models, are also the most promising ones 

from the perspective of potentially obtaining predictions related to the quantum 

nature of gravity, both because they describe regions in which the curvature can 

be large (which can even include classical singularities) and because their simplicity 

allows for a detailed treatment. The feld born from the study of this type of systems 

using techniques inspired by loop quantum gravity receives the name of loop quantum 
cosmology. 

In recent years, there has been a resurgence of interest in investigating sources 

of ambiguity that afect the quantization program. In particular, special attention 

has been paid to the regularization of the Hamiltonian constraint in homogeneous 

cosmologies. The traditional approach adopted in this procedure consists in exploit-

ing the symmetries of the studied systems to rewrite the Lorentzian part of the 

Hamiltonian constraint in terms of the Euclidean one, in such a way that it is only 

necessary to regularize the latter. This course of action is in sharp contrast with the 

one followed in the complete theory, where each part of the Hamiltonian constraint 

requires an independent regularization. Since it is not guaranteed that loop quan-

tum cosmology captures the cosmological dynamics of loop quantum gravity, it seems 

reasonable to examine alternative regularization proposals that actually lie closer to 

the procedure followed in the full theory to test the robustness of the predictions 

obtained in the feld so far. In this respect, the modifed regularization proposed 

by Dapor and Liegener is worthy of a special mention. It leads to a formalism of 

loop quantum cosmology with a physical picture of the evolution of the Very Early 

Universe that is qualitatively diferent from the standard one in this discipline: the 

classical initial singularity is circumvented by an asymmetric quantum bounce that 
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links a de Sitter era, with an emergent cosmological constant of Planckian order, and 

an expanding, standard cosmological branch. 

As regards the description of black hole spacetimes, a recently proposed model 

for the efective description of Schwarzschild black holes has attracted considerable 

attention from the community. This efective model stands out from other approaches 

because it is free of certain pathological features from which previous works suffer. 

To a large extent, the appealing properties of the model are due to a very specifc 

choice of the parameters that regulate the introduction of quantum efects in the sys-

tem. Instead of taking them as mere constants or as arbitrary functions, Ashtekar, 

Olmedo, and Singh —the authors of the model— chose to defne these parameters in 

such a way that they are constant only along the dynamical trajectories. The physics 

resulting from this procedure is such that the classical central singularity is replaced 

with a regular hypersurface that mediates the transition between a trapped region 

and an anti-trapped one. 

In this thesis, we will frst examine in detail the new regularization proposal for 

cosmological models in order to discuss the robustness of the physical predictions 

of loop quantum cosmology with respect to this ambiguity. Our main objectives 

are the generalization of such a procedure to the study of cosmological systems that 

are more involved than those considered in the literature and the analysis of the 

quantum theories that result from adopting this regularization scheme, emphasizing 

the diferences and similarities with respect to standard loop quantum cosmology. To 

this end, we will begin by examining the quantization of homogeneous and isotropic 

cosmologies, adopting the new proposal for the regularization of the scalar constraint 

and employing one of the two prevailing factor ordering prescriptions in the feld 

(the so-called MMO prescription, named after the initials of its authors: Mart́ın-

Benito, Mena Marugán, and Olmedo). After verifying that the good properties that 

characterize this prescription are still present when the Hamiltonian constraint is 

regularized according to the new scheme, we will focus our attention on the study of 

anisotropic Bianchi type I cosmologies using the same prescription. In this context, 

although the functional form of the constraint operator is fairly complicated, we fnd 

that the superselection rules are modifed with respect to those obtained following 

the standard procedure. This is due to the fact that the action of the Hamiltonian 

constraint involves a larger number of degrees of freedom. 

Taking the study of the aforementioned homogeneous systems as the starting 

point, we will then approach the construction of a theoretical framework for the 

treatment of perturbations around homogeneous and isotropic cosmologies with com-

pact spatial sections and with a matter content provided by a minimally-coupled 
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scalar feld. For this purpose, we will make use of the hybrid quantum cosmology 

formalism, which was already designed to admit any representation of the homoge-

neous geometry. In this thesis, we will employ the polymeric representation resulting 

from the alternative regularization procedure and carry out an explicit quantization of 

the complete system (comprised of the homogeneous background and of perturbations 

of both the metric and the matter feld). We will introduce two diferent proposals for 

the defnition of certain geometric operators that are relevant for the representation of 

the perturbative contributions to the Hamiltonian constraint. Focusing on a certain 

class of solutions and with a controlled number of hypotheses, we will deduce a master 

constraint for the perturbations and study the classical counterpart of the equations 

governing their dynamics. Finally, we will carry out a detailed analysis of the efective 

background-dependent masses involved in the propagation equations of the scalar and 

tensor perturbations, masses that incorporate quantum corrections, including those 

sourced by the adoption of an alternative regularization scheme. More specifcally, 

we will study their positivity properties in the regimes of physical interest from the 

point of view of setting initial conditions for the perturbative dynamics: the instant 

of the bounce and the emergent de Sitter era. In this analysis, in addition to the 

masses of the two proposals within the hybrid formalism that we mentioned above, 

we will also include the masses resulting from another of the existing approaches to 

the treatment of perturbations within the framework of loop quantum cosmology: 

the so-called dressed metric approach. This will allow us to extend the compara-

tive study previously performed in the context of the standard regularization. As 

already observed in that study at the bounce, we conclude that, both at the instant 

of the bounce and now in the de Sitter era as well, the masses of the hybrid for-

malism (and, in particular, those resulting from one of the proposed defnitions of 

certain operators in the quantum theory) exhibit much better properties in the scena-

rios of interest, as far as the phenomenology of the cosmic microwave background is 

concerned. This behavior supports the adoption of the hybrid approach over other 

existing ones, also in the context of the alternative regularization. That said, it should 

be emphasized that the alternative regularization scheme does leave a footprint on 

the studied background-dependent masses, which are fundamental for the ultimate 

derivation of the power spectra for the cosmic microwave background. 

In addition to these questions concerning cosmological systems, in this thesis we 

will also investigate the theoretical basis of the new efective model for the polymeric 

description of Schwarzschild black holes. In particular, we will show how to reconcile 

the model with a consistent Hamiltonian treatment in which the role of quantum 

parameters is played by constants of motion. This study is necessary because the 

xvii 



authors of the new efective model treat the parameters as if they were mere constant 

numbers in the derivation of the dynamical equations, which obscures the relation 

between the proposed efective Hamiltonian and the studied dynamics. In order to 

provide the model with support within a rigorous canonical Hamiltonian treatment, 

we will explore two distinct paths. 

First, we will propose a defnition of the parameters that is more general than 

those considered in the literature so far, making use of two dynamically conserved 

phase space functions that appear naturally in the model. From these defnitions 

and taking into account that the parameters thus defned do not commute with the 

canonical variables, we will obtain the dynamical equations by means of a standard 

Hamiltonian calculation. These equations are more involved than those considered 

by the authors of the original model. In fact, they difer from those in the appear-

ance of two additional factors which are functions of the phase space. By reabsorbing 

these factors through two suitable time redefnitions, it is possible to attain a two-

time formalism, the equations of motion of which are identical in form to those of 

the original model. Two of our objectives in this respect are, on the one hand, to 

analyze the viability of this two-time formalism (by examining the possible sources 

of obstructions that could prevent the local reexpression of the efective spacetime 

metric in terms of a single time at every point of the interior of the hole), and, on 

the other hand, to study to what extent it is possible to reconcile this formalism with 

the original model in some regime. The drawn conclusions show that the freedom 

that exists in the two-time formalism is sufcient to guarantee a well-defned efective 

geometry for very massive black holes, in which no singular point is reached along 

the evolution. Moreover, it is possible to partially reconcile the physics of this two-

time formalism with that of the original model in the region from the horizon up to 

a neighborhood of the transition surface, where both times coincide approximately 

owing to the smallness of the quantum efects. 

Second, we will also consider the possibility of fnding a well-posed Hamiltoni-

an formalism that leads exactly to the equations of motion employed in the original 

investigations (and not others complicated by the appearance of two phase space-

dependent factors that suggest the introduction of time redefnitions, as in the ap-

proach discussed above). To that end, we will carefully examine an argument involv-

ing the extension of the phase space of the model in general relativity by including 

the quantum parameters as additional canonical variables, which are subject to two 

constraints that dictate their dependence on the rest of the phase space. More 

specifcally, after studying the reduction of this extended space by means of the 

constraints on the quantum parameters, we will pay special attention to determining 
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the relation between the phase space thus attained and the starting one in general 

relativity. Contrary to what had been claimed in the literature, such phase spaces 

turn out not to be equivalent, since the triad and connection variables encoding the 

gravitational degrees of freedom in loop quantum cosmology do not satisfy a canonical 

algebra in the reduced phase space. This modifcation of the symplectic structure, 

which had gone unnoticed until now, is key to obtain the dynamical equations of 

the model following a consistent Hamiltonian calculation. This sheds light on one 

of the controversies that had surrounded the model since its proposal. After setting 

the model on frm theoretical foundations, it is undoubtedly convenient to carry 

out a study of the space of solutions of the dynamical equations as a prior step 

to the quantization of the model. Such a study was absent in the literature since, 

in the original works, the authors carried out an excessively restrictive choice of the 

integration constants appearing in the solution of the equations of motion. To remedy 

this issue, we will solve the equations governing the dynamics of the model with the 

most general choice of integration constants (providing arguments to physically limit 

their admissible values) and study what efects such a choice has on the properties of 

the resulting geometry. 

With the understanding of the space of solutions provided by this analysis, we will 

approach the quantization of the model using the extended formalism, where the triad 

and connection variables satisfy their relativistic algebra, as a starting point. To this 

end, we will provide a representation of this algebra on a Hilbert space (with polymeric 

ingredients) and promote the three constraints of the system (the Hamiltonian one 

and the two that dictate the form of the parameters) to operators. This can be 

done by introducing a remarkably small number of geometric operators, leading to 

a quantum kinematics that displays the nice properties that characterize the factor 

ordering prescription employed throughout this thesis. Assuming certain reasonable 

spectral behaviors for the operators that integrate the constraints, we will formally 

discuss the expression of the physical states of the theory. These states turn out to be 

completely characterized by wave functions of the black hole mass with support on a 

very specifc spectral set, the structure of which is dictated by the properties of the 

geometric operators. In addition, we will discuss what conditions must be met for the 

discussed physical states to be ft to describe very massive black holes, which are of 

great astrophysical interest. This constitutes the frst step in an ambitious program 

to extract robust physical predictions from the loop quantum theory concerning the 

gravitational waves emitted in non-rotating black hole mergers. 
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Caṕıtulo 1 

Introducción 

1 Contexto y motivación 

La f́ısica teórica moderna se asienta sobre dos pilares fundamentales cuyo desarrollo 
en el siglo XX sacudió nuestro entendimiento del Universo: la relatividad general [1, 2] 
y la mecánica cuántica [3, 4]. Por un lado, la relatividad general proporciona una 
descripción covariante (es decir, independiente de la elección de sistema de referencia) 
de la que ha sido clásicamente interpretada como la interacción gravitatoria, en este 
marco teórico entendida como el resultado de la geometŕıa espaciotemporal curva. En 
efecto, esta teoŕıa no solo describe cómo la geometŕıa del espaciotiempo dicta cómo 
ha de moverse la materia sino que, al mismo tiempo, detalla también cómo la materia 
altera la geometŕıa del espaciotiempo, deformándolo. Por otro lado, la mecánica 
cuántica es el paradigma que gobierna la f́ısica del mundo microscópico, donde las 
leyes f́ısicas clásicas dejan de ser de aplicación. En lugar de estar basada en la noción 
de trayectorias espaciotemporales, la mecánica cuántica proporciona una descripción 
de la naturaleza donde los observables f́ısicos poseen una distribución estad́ıstica. En 
el marco de esta teoŕıa, esta distribución de probabilidad de los observables f́ısicos 
viene determinada por el estado cuántico del sistema, cuya evolución temporal es 
generada por la ecuación de Schrödinger. 

Las predicciones f́ısicas derivadas tanto de la relatividad general como de la mecáni-
ca cuántica han sido comprobadas experimentalmente, con gran precisión para ciertos 
rangos de escala en sus respectivos dominios de aplicación. Asimismo, la combinación 
parcial de ambos formalismos cuando los sistemas f́ısicos son descritos por campos 
cuánticos relativistas (denominada teoŕıa cuántica de campos) ha conducido a nume-
rosas predicciones en reǵımenes de enerǵıa muy variados que también han sido verif-
cadas experimentalmente con una precisión notable. Estos campos pueden describir, 
e.g., excitaciones materiales cuánticas (o part́ıculas) que se propagan en un espacio-
tiempo plano de fondo. De hecho, la teoŕıa cuántica de campos es el núcleo del 
modelo estándar de las part́ıculas elementales, que representa uno de los mayores 
hitos de la historia de la ciencia. Además de su éxito en la descripción de campos 
que se propagan en geometŕıas planas, existe también una generalización de la teoŕıa 
cuántica de campos al caso en el que el fondo viene dado por un espaciotiempo 
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clásico curvo [5, 6]. Aunque el formalismo resultante ha conducido a un número de 
predicciones teóricas (como la radiación de Hawking [7], el efecto Unruh [8, 9] y la 
producción de part́ıculas en fondos no estacionarios [10, 11]), aún no se ha encontrado 
evidencia experimental que las respalde. Cabe mencionar que esta generalización 
no es en absoluto inmediata e, incluso en el caso de campos con ecuaciones de 
evolución lineales, conduce a la aparición de una serie de ambigüedades que estaban 
ausentes en la teoŕıa cuántica en espaciotiempos planos. La más notable de ellas está 
relacionada con la selección de una representación cuántica del álgebra de las variables 
canónicas básicas que describen clásicamente el campo. En la mecánica cuántica, 
debido al número fnito de grados de libertad, el teorema de Stone-von Neumann 
[12] asegura que la representación del algebra´ de Weyl, que captura las reglas de 
conmutación can´ es unica (salvo equivalencia unitaria), siempre que se denonicas, ´ 
ciertas condiciones razonables de continuidad. Esto implica que dos representaciones 
distintas del álgebra son unitariamente equivalentes, lo cual resulta en predicciones 
f́ısicas robustas, independientes de la elección de representación. El hecho de que los 
campos proporcionen una descripción de un número infnito de grados de libertad 
conlleva inmediatamente que el teorema de Stone-von Neumann mencionado con 
anterioridad no se aplica en el caso de la teoŕıa cuántica de campos. En el contexto de 
la cuantización de Fock estándar, esto explica que no haya una elección preferente de 
operadores de creación y destrucción, sino que hay un número infnito de elecciones 
posibles inequivalentes entre śı. A su vez, esto signifca que la defnición del vaćıo de la 
teoŕ  on) no es ´ıa (i.e., el estado aniquilado por todos los operadores de destrucci´ unico: 
en general, hay un número infnito de vaćıos a priori igualmente válidos. No obstante, 
esta ambigüedad se puede reducir e incluso eliminar en cierto tipo de espaciotiempos 
mediante la aplicación de criterios f́ısicos, como el requierimiento de que la teoŕıa 
cuántica deba estar adaptada a la geometŕıa de fondo mediante la incorporación de 
sus simetŕıas. En el espaciotiempo de Minkowski, que desempeña el papel de fondo fjo 
en las teoŕıas de campos que subyacen al modelo estándar de part́ıculas elementales, 
existe un vaćıo preferencial (o, equivalentemente, una noción privilegiada de part́ıcula) 
invariante bajo transformaciones del grupo de Poincaré (i.e., el grupo de isometŕıas 
del espaciotiempo de Minkowski). Criterios f́ısicos similares se pueden emplear para 
seleccionar cuantizaciones preferidas cuando el fondo admite un cierto número de 
isometŕıas, en los que la imposición de que la teoŕıa cuántica respete las simetŕıas de 
la teoŕ  asica esencialmente selecciona un ´ ´ıa cl´ unico vacıo posible. 

Sin embargo, una elección tal no puede llevarse a cabo cuando se consideran campos 
cuánticos que se propagan en espaciotiempos más generales (como, por ejemplo, en 
ausencia de estacionariedad). Muchos procesos de interés f́ısico entran dentro de esta 
categoŕıa, desde el colapso gravitacional de una estrella hasta la evolución cosmológica 
del Universo mismo. En efecto, estos escenarios f́ısicos carecen de simetŕıas temporales 
continuas y, como consecuencia, la teoŕıa cuántica no se puede restringir empleando 
los medios comentados en el párrafo anterior. Las consecuencias de esta falta de 
estacionariedad son aún mayores si uno se da cuenta de que las representaciones 
cuánticas de las relaciones de (anti)conmutación clásicas no tienen por qué ser equiva-
lentes entre śı en instantes de tiempo diferentes. Por lo tanto, la interpretación 
probabiĺıstica estándar podŕıa no ser respetada y la robustez teórica de todas las 
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predicciones basadas en la evolución cuántica de los estados podŕıa verse comprome-
tida. Un extenso n´ ´ ecada parecenumero de trabajos llevados a cabo en la ultima d´ 
apuntar a que ambos problemas —la no unicidad de la cuantización y la no unitariedad 
de la evolución— están ı́ntimamente relacionados. De hecho, se ha mostrado que, 
para campos escalares libres y campos fermiónicos en una variedad de escenarios 
cosmológicos, requerir la unitariedad de la dinámica cuántica garantiza la unicidad 
de la representación de Fock de las relaciones de (anti)conmutación clásicas, siempre y 
cuando las simetŕıas de las ecuaciones de campo clásicas se impongan también a nivel 
cuántico. Por esta razón, se ha propuesto que implementar la dinámica de Heisenberg 
cuántica por un operador unitario es un posible criterio para la selecci´ unicaon de una ´ 
clase de equivalencia de cuantizaciones (véanse las Refs. [13–18]). 

Si bien la relatividad general y la teoŕıa cuántica de campos resultan exitosas 
individualmente en la descripción de una amplia variedad de fenómenos, es importante 
enfatizar que ambas teoŕıas parecen estar en tensión la una con la otra. En efecto, 
parece extraño considerar materia de naturaleza cuántica viviendo en una geometŕıa 
clásica, dado que las ecuaciones de Einstein de la relatividad general declaran que la 
presencia de materia modifca las propiedades del espaciotiempo. Por consiguiente, 
aparecen problemas conceptuales serios cuando se intenta entender el efecto de campos 
materiales cuánticos sobre un espaciotiempo clásico de fondo, especialmente si dichos 
campos materiales presentan fuctuaciones cuánticas importantes. Parece razonable 
creer que, si existen escenarios f́ısicos en los que es válido considerar campos cuánticos 
propagándose en un espaciotiempo clásico (como sugieren las evidencias experimenta-
les), puede que existan otros reǵımenes donde las naturalezas cuánticas tanto de la 
materia como del espaciotiempo de fondo desempeñen un papel relevante en una 
descripción satisfactoria de la f́ısica del sistema. Las ecuaciones de Einstein clásicas 
habŕıan de entenderse como un cierto ĺımite de la teoŕıa completa de gravedad 
cuántica que gobernaŕıa la f́ısica en dichos reǵımenes. Además, conocer la teoŕıa 
completa permitiŕıa aliviar las tensiones que aparecen al intentar acomodar la teoŕıa 
cuántica de campos a reǵımenes intermedios para la geometŕıa entre el puramente 
clásico y el puramente cuántico. Aparte de esta motivación fundamental basada en 
la consistencia entre los dos pilares fundamentales de la f́ısica teórica moderna, otras 
razones llevan a la comunidad cient́ıfca a buscar una teoŕıa de gravedad cuántica. Por 
ejemplo, la relatividad general predice la existencia de singularidades espaciotempo-
rales, donde algunos observables f́ısicos divergen y la teoŕıa se derrumba, perdiendo su 
capacidad predictiva [1]. En efecto, algunas de estas singularidades resultan aparecer 
en escenarios de interés f́ısico, tales como la formación de agujeros negros al fnal 
de la vida de estrellas masivas o como el origen del Universo. Por este motivo, 
existe una esperanza colectiva de que la introducción de efectos cuánticos resuelva 
las singularidades de la teoŕıa clásica, haciendo posible la extracción de predicciones 
f́ısicas robustas en las proximidades de estos reǵımenes extremos. 

En los ´ nos, ha habido numerosas tentativas de formular unaultimos cincuenta a˜ 
teoŕıa cuántica de la gravedad [19–21]. Entre ellas, la gravedad cuántica de lazos 
es un intento formalmente sólido de cuantizar la gravedad siguiendo los preceptos 
teóricos de la relatividad general [22–26]. La gravedad cuántica de lazos no es sino 
una cuantización no perturbativa de la relatividad en 3+1 dimensiones independiente 
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de estructuras de fondo que, a diferencia de otros enfoques canónicos previos a 
la construcción de una teoŕıa de gravedad cuántica (como, por ejemplo, la teoŕıa 
de Wheeler-de Witt [27]), se sirve de técnicas desarrolladas en el contexto de las 
teoŕıas gauge de Yang-Mills. En su formulación canónica, las variables básicas son 
las holonomı́as de la conexión de Ashtekar-Barbero a lo largo de lazos (en inglés, 
loops) y los fujos de la tŕıada densitizada a través de superfcies. Una caracteŕıstica 
fundamental del programa de cuantización de la gravedad cuántica de lazos es que 
emplea una representación cuántica del álgebra de variables clásicas que no es unita-
riamente equivalente a la representación de Fock de las teóricas cuánticas de campos 
ordinarias pero que śı es compatible con la independencia de estructuras de fondo 
caracteŕıstica de la relatividad general. Además, dicho programa de cuantización 
pretende respetar la covariancia general de la teoŕıa clásica a nivel cuántico. Para 
ello, las ligaduras que generan difeomorfsmos espaciotemporales (considerados las 
simetŕıas fundamentales de la teoŕıa) son impuestas a nivel cuántico siguiendo el 
formalismo de Dirac para la cuantización de sistemas ligados [28]. La relatividad 
general clásica resulta ser un sistema completamente ligado, lo cual quiere decir que 
el hamiltoniano total asociado (quizá salvo términos de contorno) está compuesto 
puramente por la integración de una combinación lineal de ligaduras: tres ligaduras de 
difeomorfsmos espaciales y la ligadura escalar o hamiltoniana (que genera reparame-
trizaciones temporales una vez impuestas las ligaduras de difeomorfsmos espaciales). 
Además de estas cuatro ligaduras, la ligadura de Gauss, que codifca la información 
acerca de una simetŕıa SU(2) introducida en la reformulación triádica de la relatividad 
general en la que está basada la teoŕıa, también desempeña un papel importante. En 
resumen, en la gravedad cuántica de lazos, los grados de libertad en vaćıo vienen 
descritos por pares de variables canónicas dadas por las componentes de la tŕıada 
densitizada y de la conexión gauge. Sus respectivos fujos a través de superfcies y 
holonomı́as a lo largo de lazos forman un algebra´ bajo corchetes de Poisson de la que 
se busca una representación cuántica en un espacio de Hilbert. Este espacio recibe el 
nombre de el espacio de Hilbert cinématico, y los operadores cuánticos que representan 
las ligaduras se imponen en él, requiriendo que aniquilen los estados f́ısicos. 

Los fundamentos de la gravedad cuántica de lazos han sido objeto de un examen 
exhaustivo durante las ultimas´ décadas. A pesar de que el programa de cuantización 
no se haya completado aún en escenarios generales, śı que se ha podido aplicar con 
éxito a sistemas con un gran número de simetŕıas, entre los que están incluidos los 
sistemas que describen algunos de los escenarios f́ısicos más prometedores desde el 
punto de vista de extraer evidencias de la naturaleza cuántica de la gravedad en el 
futuro: la cosmoloǵıa temprana y los agujeros negros. Estos sistemas, que serán el 
objeto de estudio central de esta tesis, han sido estudiados en gran detalle (además 
de, en algunos casos, perturbaciones entorno a ellos), lo cual ha llevado a la gravedad 
cuántica de lazos a estar más cerca de ser capaz de hacer predicciones f́ısicas sólidas 
que puedan ser falsadas observacionalmente [29–37]. 

En particular, las técnicas de la gravedad cuántica de lazos han logrado una 
cuantización completa y consistente de una variedad de sistemas cosmológicos. Esta 
conjunción de la gravedad cuántica de lazos y de la cosmoloǵıa ha dado lugar al 
nacimiento de un nuevo campo de investigación denominado cosmoloǵıa cuántica de 
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lazos [38–41] que ha experimentado una rápida evoluci´ ´ nos. Enon en los ultimos a˜ 
efecto, existe una gran cantidad de estudios en escenarios variados. Véanse, por 
ejemplo, las Refs. [42–48] para una ilustración de los trabajos llevados a cabo 
en modelos homogéneos e isótropos como los espaciotiempos de tipo Friedmann-
Lemâıtre-Robertson-Walker. Para trabajos relativos a cosmoloǵıas anisótropas de 
Bianchi, consúltense las Refs. [49–55]. Análisis similares también han sido llevados a 
cabo dentro del marco de ciertos tipos de cosmoloǵıas inhomogéneas, como es el caso 
de los espaciotiempos de Gowdy, tratados en las Refs. [56–59]. Finalmente, se ha 
investigado la inclusión de inhomogeneidades perturbativas en torno a espaciotiempos 
homogéneos e isótropos [60–70]. 

Unos de los resultados más destacados del campo de la cosmoloǵıa cuántica de lazos 
es el hecho de que se evite la singularidad inicial del Big Bang. En efecto, si se visualiza 
la evolución cosmológica en orden inverso (de tal manera que el Universo se va 
haciendo cada vez más compacto y más denso a medida que el tiempo retrocede), esta 
teoŕıa sugiere que, en lugar de colapsar indefnidamente, el Universo experimentaŕıa 
un rebote cuántico regular cuando la densidad de enerǵıa es comparable a la densidad 
de Planck. Además, la curvatura espaciotemporal decrece rápidamente antes y des-
pués del rebote, por lo que solo hay que alejarse del rebote unos pocos tiempos de 
Planck para que la relatividad general sea apta para describir la dinámica cosmológica 
con un alto grado de precisión. Por esta razón, se dice a menudo que el rebote 
cuántico hace las veces de nexo entre dos universos clásicos (uno anterior al rebote, en 
contracción, y otro posterior, en expansión). Es más, estados semiclásicos a volúmenes 
grandes resultan permanecer picados a lo largo de toda la evolución cosmológica 
(incluso a través de la región del rebote [71]). La dinámica de sus picos queda bien 
aproximada por una dinámica efectiva1 [44], por lo que a menudo se habla de un rebote 
determinista. La desaparición de la singularidad clásica como resultado de los efectos 
de geometŕıa cuántica se ha encontrado no solo en cosmoloǵıas homogéneas generales 
(tanto isótropas como anisótropas [39, 72–75]), sino que también se ha confrmado en 
ciertos escenarios inhomogéneos [76]. De hecho, una variedad de resultados apunta a 
la posibilidad de que todas las singularidades fuertes sean evitables en el contexto de 
la cosmoloǵıa cuántica de lazos (o, al menos, en sistemas muy simétricos [77]). 

La regularización y la representación cuántica de la ligadura hamiltoniana en la 
gravedad cuántica de lazos sigue siendo hoy un problema abierto. Thiemann introdujo 
varias estrategias para este fn dentro del marco de la teoŕıa completa, que seŕıan más 
tarde heredadas por la cosmoloǵıa cuántica de lazos [78]. No obstante, es bien sabido 
que el proceso de regularización involucra una serie de ambigüedades [79–81], que 
originalmente fueron resueltas apelando a criterios f́ısicos aparentemente naturales. 
Sin embargo, una nueva tendencia ha ganado adeptos recientemente: en lugar de 
eliminar opciones alternativas mediante argumentos f́ısicos, aquellas que conducen a 
escenarios f́ısicos viables son examinadas con atención, con el objetivo de comparar las 
predicciones que se derivan de ellas. Este ejercicio de comparación es especialmente 
interesante cuando se trata de alternativas más cercanas a la gravedad cuántica de 

1En esta tesis, se emplea el término “efectivo” para caracterizar una descripción, modelo u objeto 
matemático inherentemente clásico pero que incorpora correcciones de origen cuántico. 

5 



lazos, en el sentido de que siguen más felmente la estrategia de regularización de 
la teoŕıa completa. Estos casos han despertado la curiosidad de una parte de la 
comunidad en los ´ nos, resultando en un an´ amicaultimos a˜ alisis extensivo de la din´ 
cosmológica y de la resolución de la singularidad en estas alternativas modifcadas, 
con el objetivo de buscar diferencias cualitativas y/o cuantitativas con respecto a los 
resultados estándar de cosmoloǵıa cuántica de lazos. 

Cabe esperar la existencia de alternativas más cercanas a la gravedad cuántica de 
lazos porque el procedimiento de regularización en la teoŕıa completa y el que se ha 
venido empleando tradicionalmente en cosmoloǵıa presentan diferencias fundamen-
tales. Dichas diferencias residen principalmente en el tratamiento de las dos partes 
que componen la ligadura hamiltoniana gravitacional en la relatividad general: las 
llamadas parte eucĺıdea y parte lorentziana. En la gravedad cuántica de lazos, cada 
una de estas partes requiere una estrategia de cuantización distinta. El procedimiento 
de regularización empleado habitualmente en la cosmoloǵıa cuántica de lazos, sin 
embargo, se basa en el hecho de que las partes eucĺıdea y lorentziana son proporciona-
les la una a la otra cuando las secciones espaciales del espaciotiempo cosmológico 
bajo consideración son homogéneas y planas. Por este motivo, la ligadura hamilto-
niana ha sido predominantemente considerada proporcional únicamente a la parte 
eucĺıdea para su posterior cuantización. Dado que, a d́ıa de hoy, no se comprende 
aún cómo se relacionan de forma precisa la cosmoloǵıa cuántica de lazos y el sector 
cosmológico de la gravedad cuántica de lazos (véanse, por ejemplo, las Refs. [82–86]), 
no está asegurado que la dinámica cosmológica que resulta del enfoque estándar a la 
cosmoloǵıa cuántica de lazos capture la dinámica cosmológica de la teoŕıa completa, 
ni siquiera a orden dominante. Por consiguiente, parece razonable analizar enfoques 
alternativos que siguen más de cerca el procedimiento de regularización adoptado en 
la gravedad cuántica de lazos con el fn de arrojar luz sobre si también se alcanza 
una resolución de las singularidades clásicas mediante un rebote cuántico en la teoŕıa 
completa. 

Yang, Ding y Ma abordaron este asunto por primera vez en la Ref. [87], donde 
construyeron un hamiltoniano para la cosmoloǵıa cuántica de lazos empleando una 
propuesta de regularización similar a la empleada en la teoŕıa completa. Mientras que 
la ligadura hamiltoniana estándar conduce a una ecuación en diferencias fnitas de 
segundo orden, este hamiltoniano alternativo introduce una ecuación de orden cuatro 
debido a la cuantización separada de las partes eucĺıdea y lorentziana. Además, los 
autores concluyeron que la ligadura hamiltoniana modifcada lleva a un mecanismo 
de rebote con las caracteŕısticas estándar comentadas anteriormente: no se notaron 
diferencias cualitativas. 

En un trabajo más reciente [88], Dapor y Liegener consideraron un esquema de 
regularización dentro del marco de la gravedad cuántica de lazos que deja invariante el 
grafo sobre el que actúa [89]. Calculando el valor esperado de la ligadura hamiltoniana 
resultante en cierto tipo de estados coherentes que representa espaciotiempos homogé-
neos e isótropos, recuperaron un hamiltoniano efectivo idéntico (a orden dominante en 
una expansión semiclásica) al obtenido previamente en la Ref. [87]. Esta estrategia de 
regularización (que fue originalmente concebida en el contexto de la teoŕıa completa) 
fue aplicada sin modifcación en el contexto de la cosmoloǵıa cuántica de lazos en 
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un trabajo posterior [90], resultando una vez más en el hamiltoniano efectivo que se 
hab́ıa deducido en investigaciones previas [87, 88]. Aunque un estudio de la dinámica 
cuántica reveló que la singularidad inicial también se evitaba en el formalismo derivado 
de la nueva ligadura hamiltoniana, el mecanismo de rebote resultó sufrir modifcacio-
nes cualitativas: si bien segúıa habiendo un universo clásico, se comprobó por primera 
vez la aparición de una época de Sitter emergente con una constante cosmológica 
planckiana. A diferencia de lo concluido en la Ref. [87], el rebote modifcado resulta 
ser ahora asimétrico: une una solución de Sitter en contracción con un universo clásico 
en expansión o vice versa. En una publicación posterior [91], donde se presentó todo 
el análisis detallado que subyace a la Ref. [90], los autores llenaron parcialmente 
un vaćıo que exist́ıa en la literatura en lo que se refere al análisis espectral del 
operador hamiltoniano modifcado. En particular, mostraron que admite una familia 
de extensiones autoadjuntas, aunque la demostración requiere de una elección de un 
sector de superselección particular. 

Además, Li, Singh y Wang estudiaron de manera sistemática la dinámica cosmo-
lógica efectiva que resulta de este hamiltoniano alternativo [92], al que a menudo nos 
referiremos simplemente como hamiltoniano efectivo. Usando técnicas tanto anaĺıticas 
como numéricas, consideraron campos escalares con y sin masa como contenido 
material de una cosmoloǵıa homogénea e isótropa con secciones espaciales planas. 
Los autores notaron que, mientras que un único conjunto de ecuaciones de Hamilton 
es sufciente para calcular toda la evolución cosmológica, se necesitan dos conjuntos 
diferentes de ecuaciones de Friedmann-Raychaudhuri para el mismo fn: ambas des-
cripciones resultan no estar relacionadas por una correspondencia uno a uno. Esto 
resuelve la tensión existente entre trabajos previos en lo que se refere a la naturaleza 
simétrica o asim´ En efecto, si se considera un unico conjunto deetrica del rebote. ´ 
ecuaciones de Friedmann-Raychaudhuri, el rebote parece simétrico, conclusión que 
se demuestra f́ısicamente inconsistente, apoyando lo sugerido por las Refs. [88, 90]. 
El interés principal de este modelo alternativo es, entonces, que la asimetŕıa del 
rebote que reemplaza la singularidad cosmológica inicial puede tener consecuencias 
fenomenológicas que divergen de las que se desprenden del formalismo estándar de 
la cosmoloǵıa cuántica de lazos. En un art́ıculo posterior [93], los mismos autores 
ampliaron su análisis, considerando también otro hamiltoniano alternativo. Com-
pletaron el estudio y la comparación de estos modelos concluyendo que, para varios 
potenciales infacionarios, ambos modelos alternativos presentan una era infacionaria 
no singular. Finalmente, en la Ref. [94], los autores establecieron una serie de 
caracteŕısticas dinámicas que parecen ser compartidas por los tres modelos (incluyen-
do el estándar) que hab́ıan discutido en sus trabajos anteriores. Además, calcularon la 
probabilidad de que el Universo presente una época de infación, reportando probabi-
lidades altas en los tres escenarios. Otro estudio de la dinámica efectiva del modelo 
resultante de la propuesta de regularización de Dapor y Liegener fue llevado a cabo 
en la Ref. [95]. 

También se han hecho esfuerzos por extraer predicciones f́ısicas relativas a observa-
bles en cosmoloǵıa que son sensibles a esta ambigüedad en la cuantización. A este 
respecto, Agullo empleó la ligadura hamiltoniana modifcada para obtener el espectro 
de potencias escalar y lo comparó con el que hab́ıa sido calculado previamente en el 
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contexto del enfoque estándar a la cosmoloǵıa cuántica de lazos [96]. Otros aspectos 
de los formalismos alternativos han sido explorados en publicaciones posteriores. Por 
ejemplo, Liegener y Singh han argumentado que el rebote tiene que ser asimétrico 
empleando por primera vez un tratamiento invariante de gauge de la resolución de la 
singularidad [97]. En este sentido, los rebotes simétricos obtenidos en el enfoque usual 
a la cosmoloǵıa cuántica de lazos podŕıan ser un artefacto de la fjación de gauge en 
los fujos de las tŕıadas densitizadas. Por otro lado, Yang, Zhang y Ma han propuesto 
un procedimiento para obtener otra modifcación más de la ligadura hamiltoniana 
[98]. Dicho procedimiento está basado en una regularización de las partes eucĺıdea 
y lorentziana de la ligadura escalar que involucra su reescritura en términos de la 
acción de Chern-Simons en las secciones espaciales. El modelo resultante (que parece 
exhibir un ĺımite clásico correcto) es no singular, ya que el Big Bang es reemplazado 
por un rebote cuántico que también es asimétrico. 

Habiendo resumido el contexto en el que se enmarcan los estudios cosmológicos 
llevados a cabo en esta tesis, es interesante discutir cuál es la situación referente al 
otro escenario f́ısico donde se espera que los efectos de la naturaleza cuántica de la 
gravedad sean relevantes: los agujeros negros. Dado su gran interés f́ısico, este tipo 
de sistemas también ha sido estudiado extensivamente en los campos de la gravedad 
y cosmoloǵıa cuánticas de lazos. Desde los trabajos pioneros de Modesto (véanse, 
e.g., las Refs. [99–101]), ha habido multitud de trabajos en los que se ha intentado 
incorporar correcciones cuánticas de lazos en la descripción de espaciotiempos de 
agujero negro (véanse, entre otras, las Refs. [102–136]). 

Hace unos cuatro años, Ashtekar, Olmedo y Singh propusieron en las Refs. [137– 
139] un nuevo modelo efectivo para describir agujeros negros sin rotación ni carga 
dentro del marco de la cosmoloǵıa cuántica de lazos, al que se denomina en ocasiones 
“modelo AOS” por las siglas de los apellidos de sus autores. Estos trabajos destacan 
frente a investigaciones previas por varios motivos, incluyendo que se afrma que 
sus predicciones f́ısicas ni dependen de estructuras fduciales ni presentan efectos 
cuánticos locales importantes en regiones de baja curvatura (problemas que exhib́ıan 
t́ıpicamente los estudios que exist́ıan previamente en la literatura). Mediante la 
inclusión de efectos derivados de la naturaleza cuántica de la geometŕıa (regulada por 
dos parámetros del polimerización2), la singularidad central clásica resulta desapare-
cer. En efecto, en este modelo efectivo, la singularidad se ve reemplazada por una 
hipersuperfcie regular que media la transición entre una región atrapada y una anti-
atrapada emergente, limitada por lo que ha sido interpretado como un horizonte de 
agujero blanco. Como resultado de la inclusión de correcciones cuánticas de lazos, la 
geometŕıa interior efectiva resultante es suave y los invariantes de curvatura admiten 
cotas superiores fnitas independientes de la masa del agujero negro bajo consideración 
[137, 138]. Los autores del modelo completaron su investigación llevando a cabo 

2Aqúı, el término “polimerización” se refere al nombre “cuantización polimérica”, que se emplea 
habitualmente en el contexto de la cuantización de modelos reducidos por simetŕıa mediante técnicas 
inspiradas en la gravedad cuántica de lazos. La motivación que justifca esta terminoloǵıa viene de 
la naturaleza unidimensional de las excitaciones del campo gravitacional en la gravedad cuántica de 
lazos, que están contenidas en las aristas de grafos, conduciendo a esta visión “polimérica” de la 
geometŕıa espaciotemporal. 
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una extensión del formalismo a la región exterior. La geometŕıa exterior efectiva 
derivada de esta extensión puede ser unida suavemente con la geometŕıa interior 
descrita anteriormente tanto en el horizonte (del agujero) negro como en el (del) 
blanco, resultando en una extensión efectiva de la totalidad del espaciotiempo de 
Kruskal. 

Una de las caracteŕısticas principales del modelo AOS, que está ́ıntimamente rela-
cionada con las buenas propiedades que presenta, es el modo en el que se seleccionan 
los parámetros de polimerización que capturan las correcciones de origen cuántico. 
Para solucionar algunas de las limitaciones presentes en trabajos previos, los autores 
del modelo propusieron identifcar los parámetros de polimerización con observables 
de Dirac (en otras palabras, con funciones del espacio de fases constantes a lo largo 
de cualquier trayectoria dinámica dada pero no constantes en todo el espacio de 
fases en śı) defnidos mediante ciertas condiciones de área mı́nima en la superfcie de 
transición. Sin embargo, en lo que parece una contradicción con la flosof́ıa propuesta, 
los parámetros son tratados como meros números constantes en la derivación hamilto-
niana de las ecuaciones dinámicas. Solo una vez obtenidas dichas ecuaciones, los 
parámetros se identifcan con funciones de la masa ADM del agujero negro, que 
es el valor sobre soluciones coincidente de dos observables de Dirac que aparecen 
en el formalismo. Esta aparente inconsistencia, que oscurece la relación entre el 
hamiltoniano efectivo considerado y las ecuaciones del movimiento estudiadas en las 
Refs. [137–139], ya fue notada en la Ref. [140]. Para construir un formalismo canónico 
consistente en el que los parámetros sean tratados como constantes dinámicas genui-
nas, los autores de dicha investigación propusieron explotar la simplicidad de la 
estructura de la ligadura hamiltoniana efectiva del sistema. Con una cierta elección 
de función lapso, dicha ligadura viene dada por la diferencia de dos observables 
de Dirac cuyos valores sobre soluciones son idénticos entre śı e iguales a la masa 
ADM del agujero. Basándose en esta observación, propusieron defnir cada uno 
de los parámetros de polimerización como una función de uno de estos observables 
de Dirac. Una elección tal no solo permite tener en cuenta su naturaleza como 
funciones del espacio de fases en el cómputo de las ecuaciones dinámicas, sino que 
también conduce a la propuesta de las Refs. [137, 138] una vez se evalúan sobre 
soluciones (en el sentido de que los parámetros vienen dados por funciones de la 
masa sobre la superfcie de ligadura). Los autores de la Ref. [140] mostraron que 
las ecuaciones del movimiento resultantes se ven modifcadas con respecto a las 
consideradas originalmente en las Refs. [137, 138] por la aparición de dos factores 
multiplicativos adicionales dependientes del espacio de fases. Sin embargo, dada 
la forma en la que intervienen estos factores, propusieron reabsorberlos mediante 
redefniciones temporales apropiadas, dando lugar a ecuaciones de forma idéntica a 
las originales pero escritas en dos tiempos distintos, que se pueden resolver anaĺıtica-
mente. Se concluyó que los resultados del formalismo aśı construido coinciden con los 
del modelo AOS en la región cercana al horizonte negro (ya que ambos tiempos son 
similares en dicha región). Sin embargo, debido a la complejidad introducida por las 
redefniciones temporales, es en general posible que aparezcan puntos singulares a lo 
largo de las trayectorias dinámicas. 

Además de esta aparente ausencia de una motivación hamiltoniana consistente de 
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las ecuaciones dinámicas del modelo, la descripción efectiva introducida en las Refs. 
[137, 138] ha recibido otras cŕıticas. Por un lado, en las Refs. [141–143], se han 
presentado argumentos que pueden cuestionar la covariancia del modelo. Por otro 
lado, en la Ref. [144], se ha hecho notar que la geometŕıa exterior efectiva a la que 
conduce el modelo resulta no ser asintóticamente plana en el sentido usual pero śı en 
un sentido elemental. En efecto, si bien la geometŕıa espaciotemporal efectiva tiende 
a una métrica plana en el infnito espacial a un ritmo sufciente, las derivadas de las 
componentes métricas no cumplen los requerimientos necesarios para la noción usual 
de planitud asintótica (véase también la Ref. [139] para una visión complementaria 
de esta cuestión). A pesar de estas cŕıticas, las propiedades atractivas del modelo 
(en especial, a lo que se refere a la resolución de la singularidad central clásica) han 
atráıdo una atención considerable por parte de la comunidad cient́ıfca, de lo que ha 
surgido un estimable número de trabajos [145–147] en los que se profundiza en el 
análisis de las predicciones f́ısicas del modelo de las Refs. [137, 138]. Entre otras 
cuestiones, se ha estudiado la geometŕıa cercana al horizonte negro, las propiedades 
termodinámicas y las distintas nociones de masa asociadas a la geometŕıa efectiva 
[139], la sombra proyectada por el agujero efectivo [145] y los modos quasinormales 
de perturbaciones en torno a la geometŕıa efectiva que defne el modelo [146], en los 
que se observa una ruptura de isoespectralidad [147]. 

Una vez resumido el contexto en el que se enmarca la investigación cuyos resultados 
recoge esta tesis —tanto en el frente de la cosmoloǵıa (donde se ha experimentado 
un resurgimiento en el interés por determinar la robustez de las predicciones f́ısicas 
de la cosmoloǵıa cuántica de lazos mediante el estudio de la ambigüedad existente en 
la regularización de la ligadura escalar) como en el frente de los agujeros negros 
(donde se ha propuesto recientemente un modelo para la descripción efectiva de 
agujeros cuánticos de lazos con ciertas propiedades atractivas)—, nos encontramos 
en la posición idónea para introducir los objetivos principales de la tesis. Esta tarea 
se lleva a cabo en la siguiente sección. 

2 Objetivos y estructura de la tesis 
Dado que los dos escenarios f́ısicos más prometedores desde el punto de vista de la 
detección de efectos de gravedad cuántica son el Universo Primordial y los agujeros 
negros, esta tesis aborda su estudio en dos partes estrechamente relacionadas entre 
śı, ya que son el fruto de la aplicación de las mismas técnicas a dos contextos f́ısicos 
distintos. En la primera de ellas, nos centraremos en el ´ ogico, mientras ambito cosmol´ 
que en la segunda pasaremos a considerar espaciotiempos que describen agujeros 
negros. 

El objetivo principal en lo que se refere a la cosmoloǵıa es sentar las bases teóricas 
necesarias para ampliar nuestro conocimiento acerca de cómo se ven afectados los 
observables f́ısicos por la ambigüedad que existe en la regularización del hamiltoniano 
en la cosmoloǵıa cuántica de lazos, comprobando con ello hasta qué punto son robustas 
las predicciones que se han hecho hasta la fecha. Para ello, empezaremos considerando 
los espaciotiempos cosmológicos más sencillos (homogéneos e isótropos) e iremos 
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incrementando progresivamente el grado de complejidad de los sistemas bajo conside-
ración, empezando por la inclusión de anisotroṕıas y culminando con la introducción 
de inhomogeneidades de forma perturbativa. En todo este proceso, generalizaremos 
trabajos existentes en la literatura adaptando los formalismos que hab́ıan sido desa-
rrollados previamente en el contexto de la cosmoloǵıa cuántica de lazos estándar para 
implementar la nueva propuesta de regularización, enfatizando las similitudes y las 
diferencias con respecto a los resultados anteriores. Más concretamente, cabe destacar 
los siguientes objetivos espećıfcos: 

C1. Construir un nuevo formalismo de la cosmoloǵıa cuántica de lazos basado en el 
modelo cosmológico homogéneo e isótropo resultante de la nueva propuesta de 
regularización, adoptando para su cuantización una prescripción de simetriza-
ción que presenta propiedades atractivas en el formalismo estándar. 

C2. Comprobar si la teoŕıa cuántica resultante sigue exhibiendo las propiedades 
atractivas por las que dicha prescripción de simetrización destaca frente a otras 
propuestas en la formulación estándar de la cosmoloǵıa cuántica de lazos. 

C3. Generalizar el nuevo procedimiento de regularización al caso de las cosmoloǵıas 
anisótropas de Bianchi tipo I y estudiar las propiedades de la teoŕıa resultante 
de su cuantización con el orden de factores de la prescripción comentada. 

C4. Estudiar cómo la ausencia de isotroṕıa afecta a las propiedades fundamentales 
de la teoŕıa cuántica y en qué sentido el nuevo formalismo cuántico de cosmoloǵı-
as homogéneas e isótropas se puede entender como un ĺımite isótropo de la 
misma. 

C5. Construir un marco teórico para el tratamiento de perturbaciones cosmológicas 
siguiendo las ideas de la cosmoloǵıa cuántica de lazos h́ıbrida, adoptando la 
nueva propuesta de regularización para la cuantización del sector homogéneo 
de la geometŕıa. 

C6. Determinar bajo qué condiciones se puede derivar un régimen efectivo y exami-
nar cómo las propiedades de la ligadura maestra que gobierna la dinámica 
efectiva de las perturbaciones se ven alteradas por la nueva propuesta de regula-
rización. 

C7. Analizar las consecuencias de adoptar un esquema de regularización alternativo 
en las propiedades de las masas efectivas dependientes del tiempo que aparecen 
en las ecuaciones dinámicas efectivas de las perturbaciones cosmológicas escala-
res y tensoriales. 

C8. Comparar las propiedades de positividad de las masas efectivas derivadas del 
formalismo h́ıbrido con las que se obtendŕıan del formalismo de la métrica 
vestida, adoptando en ambos casos el esquema de regularización alternativo. 

Por otro lado, el propósito fundamental en lo que concierne al estudio de agujeros 
negros es abordar algunas de las cuestiones que han sido objeto de cŕıtica en lo 
referente a su nueva descripción efectiva dentro del marco de la cosmoloǵıa cuántica 
de lazos y proceder a su posterior cuantización. En particular, buscamos entender 
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con precisión cómo construir una descripción hamiltoniana consistente cuando el 
propio hamiltoniano determina los parámetros de polimerización en la teoŕıa efectiva. 
Para ello, consideraremos dos situaciones, que resultan de partir de espacios de fases 
distintos y que conducen a ecuaciones dinámicas y predicciones f́ısicas diferentes. Tras 
estudiar con cuidado la relación que existe entre ambos espacios de fases, argumenta-
remos que uno de ellos parece más conveniente para servir de punto de partida en el 
proceso de cuantización. Tras un estudio del espacio de fases de la teoŕıa efectiva, 
procederemos a su cuantización y a la discusión de la expresión formal de los estados 
f́ısicos asociados a agujeros negros con masas mucho mayores que la de Planck, que 
son de especial interés desde el punto de vista observacional. Se pueden distinguir los 
siguientes objetivos espećıfcos: 

A1. Proponer una nueva forma de defnir los parámetros cuánticos que sea compati-
ble con el requisito de que sean observables de Dirac, buscando reconciliar 
algunos de los resultados del modelo original con un tratamiento hamiltoniano 
estándar. 

A2. Decidir si el nuevo formalismo propuesto encuentra obstrucciones o si, en cam-
bio, conduce con éxito a una métrica bien defnida en toda la región espacio-
temporal considerada. 

A3. Determinar cómo cambian las propiedades termodinámicas del modelo efectivo 
si se considera una elección menos restrictiva de constantes de integración en la 
resolución de las ecuaciones dinámicas. 

A4. Estudiar la totalidad del espacio de soluciones del modelo efectivo para abrir el 
camino al programa de cuantización de la cosmoloǵıa cuántica de lazos. 

A5. Llevar a cabo la cuantización del modelo efectivo empleando las técnicas usuales 
de la cosmoloǵıa cuántica de lazos, justifcando previamente cuál ha de ser el 
espacio de fases clásico de partida. 

A6. Deducir la expresión formal de los estados f́ısicos asumiendo propiedades espec-
trales razonables para los operadores involucrados en la representación cuántica 
de la ligadura hamiltoniana y enteder qué condiciones han de darse para que 
existan estados f́ısicos que describan agujeros negros muy masivos. 

Dada la relación entre los objetivos de la tesis y su estructura, concluimos esta 
sección detallando cómo están organizados los contenidos en lo que sigue. Cabe 
mencionar que, tras un caṕıtulo preliminar, el cuerpo de esta tesis incluye dos partes 
estrechamente relacionadas entre śı: la primera relacionada con el estudio de sistemas 
cosmológicos y la segunda, con la investigación de espaciotiempos de agujero negro. 

• Preliminares. En el Caṕıtulo 2, dividido en cinco secciones, repasamos algunos 
de los conceptos fundamentales que subyacen al contenido de la tesis, aśı como los 
ingredientes básicos de los trabajos de mayor importancia que la anteceden. 

– Conceptos elementales de la gravedad cuántica de lazos. El objetivo principal 
de esta sección es motivar la elección de variables fundamentales en la gravedad 
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cuántica de lazos, elección que es de una importancia central en toda la tesis. 
Adicionalmente, incluimos un comentario muy breve acerca del proceso de cuan-
tización y de algunas de las propiedades f́ısicas más relevantes de la teoŕıa 
cuántica resultante. 

– Cosmoloǵıa cuántica de lazos homogénea: el caso anisótropo de Bianchi I. En 
esta sección, presentamos la cinemática cuántica de cosmoloǵıas de Bianchi I y 
exponemos el procedimiento estándar que se ha seguido en la cosmoloǵıa cuántica 
de lazos homogénea para regularizar la ligadura hamiltoniana. 

– Cosmoloǵıa cuántica de lazos homogénea: el caso isótropo. Partiendo de los 
resultados presentados en la sección anterior y tomando el ĺımite isótropo, en 
esta sección resumimos la cinemática cuántica de la cosmoloǵıa cuántica de lazos 
homogénea e isótropa y escribimos la ligadura escalar asociada a este tipo de 
sistemas, regularizándola de acuerdo al procedimiento estándar. 

– Cosmoloǵıa cuántica de lazos h́ıbrida: perturbaciones cosmológicas. En esta 
sección, introducimos el formalismo de la cosmoloǵıa cuántica h́ıbrida para el 
tratamiento de perturbaciones cosmológicas en torno a un cierto tipo de cosmolo-
ǵıa homogénea e isótropa. En particular, hacemos especial ́enfasis en la construc-
ción de una descripción canónica clásica del sistema mediante variables invarian-
tes de gauge. 

– Agujeros negros cuánticos de lazos: el modelo efectivo de Ashtekar, Olmedo y 
Singh. Introducimos los ingredientes básicos del modelo AOS, principalmente 
en su aplicación a la región interior de un agujero negro de Schwarzschild pero 
incluyendo al fnal también un comentario acerca de la extensión del formalismo 
a la región exterior. 

• I. Cosmoloǵıa. En cuatro caṕıtulos (Caṕıtulos 3-6) investigamos el tratamiento de 
sistemas cosmológicos cada vez más complejos en el marco de la cosmoloǵıa cuántica 
de lazos, estudiando el impacto de la adopción de un esquema de regularización 
alternativo. 

– Regularización alternativa en cosmoloǵıas homogéneas e isótropas: la prescrip-
ción MMO. En este caṕıtulo, abordamos los objetivos espećıfcos C1 y C2. 

– Regularización alternativa en cosmoloǵıas de Bianchi I. En este caṕıtulo, abor-
damos los objetivos espećıfcos C3 y C4. 

– Regularización alternativa en el formalismo h́ıbrido. En este caṕıtulo, abordamos 
los objetivos espećıfcos C5 y C6. 

– Efectos de la regularización alternativa en las masas efectivas de perturbaciones 
cosmológicas. En este caṕıtulo, abordamos los objetivos espećıfcos C7 y C8. 

• II. Agujeros negros. En los Caṕıtulos 7-9 buscamos una descripción consistente 
de la región interior de agujeros negros sin rotación ni carga que esté basada en 
un formalismo canónico en el que los parámetros de polimerización se traten como 
constantes del movimiento genuinas y que siente las bases sobre las cuales se pueda 
implementar el programa de cuantización de la cosmoloǵıa cuántica de lazos. 
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– Modelo efectivo de dos tiempos para agujeros negros estáticos. En este caṕıtulo, 
abordamos los objetivos espećıfcos A1 y A2. 

– Estudio del espacio de soluciones del modelo original. En este caṕıtulo, aborda-
mos los objetivos espećıfcos A3 y A4. 

– Formalismo hamiltoniano y cuantización polimérica. En este caṕıtulo, aborda-
mos los objetivos espećıfcos A5 y A6. 

• Conclusiones. En ellas, resumimos los resultados principales de esta tesis. 

• Publicaciones. En este apartado, detallamos la información de las publicaciones 
a las que ha dado lugar la investigación cuyos resultados se presentan en esta tesis. 

• Apéndices. En esta parte de la tesis, que contiene un total de tres apéndices 
(Apéndices A-C), recogemos todos aquellos cálculos cuya presentación en el cuerpo 
principal de la tesis interrumpiŕıa la fuidez de la discusión y empañaŕıa la transpa-
rencia de los argumentos presentados. 
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Notación 
En lo que sigue, salvo que se indique expĺıcitamente lo contrario, se empleará el 
convenio de suma de Einstein. En otras palabras, siempre que aparezcan un sub́ındice 
y un supeŕındice repetidos en una misma expresión, se sobreentenderá una suma sobre 
todos los valores posibles que pueden tomar dichos ı́ndices. Por un lado, los ı́ndices 
espaciotemporales, que toman valores en el conjunto {0, 1, 2, 3}, serán denotados 
por letras de la mitad del alfabeto griego (µ, ν, ρ...). Por otro lado, las letras del 
comienzo del alfabeto latino (a, b, c...) se corresponderán con ı́ndices espaciales y, 
por consiguiente, adoptarán valores pertenecientes al conjunto {1, 2, 3}. Finalmente, 
los ı́ndices internos asociados a la simetŕıa SU(2) de la formulación triádica, que 
también toman valores en el conjunto {1, 2, 3}, serán denotados por letras del medio 
del alfabeto latino (i, j, k...). 

Dado un cierto tensor Tµ1...µn , la simetrización y antisimetrización completas de un 
cierto subconjunto de sus ́ındices vendrán indicadas, respectivamente, por paréntesis 
y corchetes (con ĺıneas verticales separando los ı́ndices afectados de los no afectados 
cuando sea oportuno). A modo de ejemplo, T(µ1µ2)...µn y T[µ1µ2]µ3...µn denotarán, 
respectivamente, la simetrización y antisimetrización de los dos primeros ́ındices: 

1 1 
T(µ1µ2)...µn = (Tµ1µ2...µn + Tµ2µ1...µn ) , T[µ1µ2]...µn = (Tµ1µ2...µn − Tµ2µ1...µn ) . 2 2 

Nótese que, de acuerdo con el convenio seguido en esta tesis, los factores combinatorios 
apropiados están incluidos en estas defniciones. 

La delta de Kronecker y el śımbolo completamente antisimétrico de Levi-Civita 
serán denotados, respectivamente, por δµν y ϵµνρ, defnidos como 

δµν = 

  1 si µ = ν 
, 

0 si µ ̸= ν 

ϵ[µνρ] = ϵµνρ, ϵ123 = 1. 

Para concluir, a lo largo de esta tesis, se considerarán unidades naturales en las 
que tanto la velocidad de la luz en vaćıo c como la constante reducida de Planck 
ℏ son iguales a la unidad. Además, se adoptará como convenio que las métricas 
espaciotemporales tienen signaturas mayormente compuestas por signos positivos: 
(−, +, +, +). 

15 



Caṕıtulo 2 

Preliminares 

En este caṕıtulo repasamos los elementos más importantes sobre los que se asienta el 
trabajo presentado en esta tesis. En primer lugar, hacemos un resumen muy breve de 
los conceptos básicos de la gravedad cuántica de lazos a modo de contextualización 
(véase la Sec. 1), entrando más en detalle en el caso de su aplicación a sistemas 
cosmológicos. Para motivar el tratamiento de ciertos signos en el contexto de las 
cosmoloǵıas homogéneas e isótropas, empezamos considerando el enfoque estándar 
a la descripción de cosmoloǵıas anisótropas de Bianchi I en la Sec. 2 y estudiamos 
posteriormente su ĺımite isótropo en la Sec. 3. Una vez repasados los ingredientes 
básicos de dichos modelos cosmológicos, discutimos el tratamiento estándar de pertur-
baciones primordiales con el formalismo h́  ease la Sec. 4). En ultimo lugar,ıbrido (v´ ´ 
en la Sec. 5 resumimos las bases del nuevo modelo efectivo para la descripción de 
agujeros negros dentro del marco de la cosmoloǵıa cuántica de lazos propuesto por 
Ashtekar, Olmedo y Singh. 

1 Conceptos elementales de la gravedad cuántica 
de lazos 

La gravedad cuántica de lazos (LQG3) es una cuantización de la relatividad general en 
3+1 dimensiones que se caracteriza por ser no perturbativa y por ser independiente de 
estructuras de fondo [22, 23]. En su formulación canónica, se parte de una descripción 
hamiltoniana de la relatividad general, basada a su vez en una elección muy particular 
de variables fundamentales. En lo que sigue, ilustramos el proceso que conduce desde 
las variables que capturan los grados de libertad gravitacionales en la formulación 
habitual de la relatividad general hasta la elección fnal de variables canónicas que 
abre el camino al programa de cuantización de la LQG. No obstante, no ponemos 
tanto énfasis en la descripción del proceso de cuantización como tal, que se revisará 
en detalle en el caso de sistemas con un gran número de simetŕıas (como es el caso 
de los espaciotiempos cosmológicos y los de agujero negro), que suponen el núcleo de 
esta tesis. 

3De ahora en adelante, para referirnos de manera compacta a las distintas teoŕıas y modelos, 
emplearemos las siglas derivadas de sus nombres en inglés. 
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En la relatividad general, la información sobre un sistema gravitacional dado 
está contenida en su métrica espaciotemporal. Para su reformulación canónica, es 
necesario restringir nuestra atención a espaciotiempos globalmente hiperbólicos, que 
admiten una noción global de tiempo y se caracterizan por la existencia de una 
hipersuperfcie de Cauchy que determina causalmente el espaciotiempo en su totali-
dad. Dada esta hipersuperfcie, toda la información relevante para la determinación 
de las soluciones clásicas está contenida en la métrica espacial inducida en ella y en la 
curvatura extŕınseca correspondiente, en cuya expresión en términos de funciones 
métricas intervienen la función lapso y el vector desplazamiento. Reescribiendo 
la acción de Hilbert-Einstein usando estas nuevas variables y llevando a cabo una 
transformación de Legendre, se puede obtener el hamiltoniano de la relatividad gene-
ral, que resulta venir dado simplemente por la integración de una combinación lineal 
de cuatro ligaduras (salvo posibles contribuciones de contorno), donde la función lapso 
y el vector desplazamiento hacen las veces de multiplicadores de Lagrange. Estas 
ligaduras, que reciben los nombres de ligadura escalar o hamiltoniana y ligaduras de 
momentos o difeomorfsmos espaciales, son un refejo de la simetŕıa bajo difeomorfs-
mos espaciotemporales que caracteriza a la relatividad general. En efecto, es sencillo 
ver que las ligaduras de momentos generan difeomorfsmos espaciales, mientras que 
la ligadura escalar genera reparametrizaciones temporales módulo difeomorfsmos 
espaciales. De esta forma, esta descomposición del espaciotiempo (que usualmen-
te recibe el nombre de 3+1 o ADM [148, 149] —por las siglas de los apellidos de 
los autores que originalmente la desarrollaron: Arnowitt, Deser y Misner) conduce 
a un punto en el que los grados de libertad gravitacionales están contenidos en un 
par canónico de funciones métricas construidas a partir de la métrica espacial y la 
curvatura extŕınseca, que están sujetas a una serie de ligaduras. Dado el hecho de 
que, desde este punto de vista canónico, la relatividad general no es sino un sistema 
completamente ligado, el programa de cuantización de la LQG sigue las ideas de Dirac 
[28], como comentaremos más adelante. 

A continuación, podemos adoptar un formalismo triádico, que permite, entre otras, 
el acoplamiento de campos fermiónicos a la teoŕıa. Es más, con la introducción de 
una tŕıada y su co-tŕıada inversa asociada4 se puede alcanzar un nuevo par canónico 
constituido por la tŕıada densitizada y la curvatura extŕınseca en su versión triádica. 
Si bien sus corchetes de Poisson son proporcionales a la identidad, presentan una 
divergencia de contacto en forma de delta de Dirac tridimensional cuando ambos 
objetos están evaluados en el mismo punto espacial. Antes de seguir adelante, cabe 
mencionar que, dada una etrica espacial, la elecci´ de co-tŕıada no es unica.m´ on ´ 
En efecto, dada una cierta co-tŕıada que permita recuperar la métrica espacial, 
cualquier otra relacionada con esta a través de una rotación interna proporciona 
una descripción igual de válida. Por consiguiente, como resultado de emplear un 
formalismo triádico, aparece una redundancia en la descripción de los grados de 
libertad gravitacionales que queda refejada en la aparición de una nueva simetŕıa 

4La introducción de estas estructuras adicionales se puede interpretar como la asignación de un 
sistema de referencia localmente inercial (compuesto por tres ejes coordenados dados por las tres 
componentes de la tŕıada) a cada punto de la sección espacial considerada, soldando el espacio 
cotangente con un espacio plano de forma local. 
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local SO(3), que dota al espaciotiempo de una estructura de fbrado principal SU(2) 
(que es el doble recubridor universal del grupo de rotaciones tridimensionales y que, 
debido a sus buenas propiedades, se suele considerar en su lugar). Como resultado del 
agrandamiento del conjunto de simetŕıas de la teoŕıa, aparece una nueva ligadura en 
el hamiltoniano del sistema que genera transformaciones SU(2): la llamada ligadura 
de Gauss. 

El siguiente paso en el programa de la LQG pasa por defnir las llamadas variables 
de Ashtekar-Barbero [24, 25], cuya defnición simplifca enormemente la forma funcio-
nal de las ligaduras. La idea clave es sustituir la curvatura extŕınseca triádica por una 
conexión de su(2). Es importante notar que, a través de una condición de metricidad, 
la tŕ  ´ on su(2) (llamada conexiónıada densitizada defne de manera unica una conexi´ 
de esṕın). Dado que se quiere que la conexión de su(2) que reemplace a la curvatura 
extŕınseca triádica conserve la información dinámica que esta contiene, parece natural 
buscar la manera de integrar la curvatura extŕınseca triádica en la propia conexión 
su(2). Como consecuencia de sus propiedades de transformación, es inmediato ver 
que el resultado de sumarle a la conexión de esṕın un término proporcional a la 
curvatura extŕınseca triádica es otra conexión de su(2). Precisamente aśı se defne la 
conexión de Ashtekar-Barbero, donde el número real distinto de cero que multiplica 
a la curvatura extŕınseca triádica recibe el nombre de parámetro de Immirzi [150] y 
es un parámetro libre de la teoŕıa5 . De su defnición, es obvio que los corchetes de 
Poisson de la conexión de Ashtekar-Barbero con la tŕıada densitizada siguen siendo 
proporcionales a la identidad. Por tanto, se puede tomar el conjunto canónico formado 
por la tŕıada densitizada y la conexión su(2) recién introducida, las denominadas 
variables de Ashtekar-Barbero, para describir el sistema sin pérdida de información 
relevante alguna. Cabe insistir en que estas variables están vinculadas por un total 
de siete ligaduras: la ligadura escalar, las tres ligaduras de difeomorfsmos espaciales 
y las tres componentes en SU(2) de la ligadura de Gauss. 

Como comentamos anteriormente, la descripción triádica de los grados de libertad 
gravitacionales es matemáticamente redundante, como queda de manifesto por la 
aparición de una nueva simetŕıa gauge SU(2). El ultimo´ paso en la defnición de las 
variables fundamentales de la LQG consiste en seleccionar variables que contengan 
unicamente´ información invariante de gauge, ya que es la ´ ´unica con signifcado fısico 
genuino. Como es bien sabido, una conexión proporciona una cierta noción de 
transporte paralelo. En el caso estudiado, la conexión de esṕın da lugar a un transpor-
te paralelo entre las distintas fbras gauge que queda uńıvocamente determinado 
salvo por la libertad de realizar rotaciones tridimensionales —o transformaciones 
de SU(2)— en los extremos. Si se cierra el camino, esta libertad adicional queda 
suprimida y la información codifcada en el objeto resultante es invariante de gauge. 
De este modo, parece natural reemplazar la conexión de Ashtekar-Barbero por sus 
holonomı́as a lo largo de caminos cerrados o lazos, hecho que da a la teoŕıa su 
nombre. En el proceso de defnir las holonomı́as, no solo se eliminan los grados de 
libertad de gauge sin necesidad de recurrir a una cierta estructura de fondo, sino que 

5Tradicionalmente, su valor se ha fjado de tal manera que se recupere asintóticamente la ley de 
Bekenstein-Hawking en el cómputo de la entroṕıa de un agujero negro (véase, e.g., la Ref. [151]). 
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también se suaviza la conexión a lo largo de una dimensión, aliviando parcialmente 
las divergencias de contacto que aparecen por las reglas de conmutación canónicas de 
las variables de Ashtekar-Barbero. Dado que estas divergencias aparecen en forma 
de deltas de Dirac tridimensionales, resulta natural preguntarse si es posible suavizar 
además la tŕıada densitizada a lo largo de las restantes dos dimensiones sin necesidad 
de pagar el precio de introducir una estructura de fondo. En efecto, dadas una 
superfcie y una función test de SU(2), las propiedades de transformación de la tŕıada 
densitizada garantizan que es posible defnir su fujo a través de dicha superfcie sin 
necesidad de introducir estructuras de fondo. Aśı, se tiene que las holonomı́as de la 
conexión de Ashtekar-Barbero y los fujos de la trıada densitizada forman un ´´ algebra 
bajo corchetes de Poisson en la que se rebajan las divergencias distribucionales de las 
reglas de conmutación canónicas para las variables de Ashtekar-Barbero. El programa 
de cuantización de la teoŕıa tal y como está formulada se traduce, por tanto, en la 
búsqueda de una representaci´ antica del ´ ´on cu´ algebra de holonomıas y fujos en forma 
de operadores que actúen sobre un cierto espacio de Hilbert cinemático. 

Uno de los resultados más robustos de la LQG es el conocido como teorema LOST 
(denominado aśı por las siglas de sus autores: Lewandoski, Okolow, Sahlmann y 
Thiemann). Este teorema asegura la unicidad (módulo equivalencia unitaria) de la 
representación ćıclica del álgebra de holonomı́as (es decir, construida a partir de la 
acción de las mismas sobre un estado) cuyo vaćıo es invariante bajo difeomorfsmos 
espaciales y que soporta una representación de los fujos [152]. En la LQG, el álgebra 
de confguración se identifca con el ´ ´ on (esalgebra de funciones cilındricas de la conexi´ 
decir, funciones complejas que dependen de la conexión a través de sus holonomı́as a 
lo largo de un número fnito de aristas). En virtud de las propiedades de la compleción 
de esta álgebra de funciones con la norma del supremo, la teoŕıa de Gel’fand garantiza 
que el álgebra resulta ser isomorfa a la de funciones continuas sobre un cierto espacio 
compacto denominado espectro [153]. Empleando este lenguaje, el teorema LOST 
dicta que el espacio de Hilbert cinemático único de la LQG que admite una representa-
ción no solo de las holonomı́as, sino también de los fujos, es aquel dado por el espacio 
de funciones de cuadrado integrable sobre el espectro con la medida de Ashtekar-
Lewandowski, que es invariante bajo difeomorfsmos [153]. Cabe mencionar que una 
de las caracteŕısticas más importantes de la representación cuya unicidad garantiza 
el teorema LOST es que no es continua [22]. Esto implica inmediatamente que no 
es posible obtener una representación cuántica de la conexión, lo cual introduce una 
no localidad en la teoŕıa, por lo que será necesario expresar los observables f́ısicos 
en términos de holonomı́as en lugar de conexiones para obtener su representación 
cuántica. Otra consecuencia notable de la discontinuidad comentada es que no 
existe una generalización válida del teorema de Stone-von Neumann y, por tanto, 
la representación de la LQG no es unitariamente equivalente a las representaciones 
empleadas en la teoŕıa cuántica de campos ordinaria. 

En conclusión, la elección de variables canónicas fundamentales (motivada por 
la independencia de estructuras de fondo) y la identifcación de la invariancia bajo 
difeomorfsmos espaciales como simetŕıa fundamental de la teoŕıa seleccionan una 
´ anticas para las holono-unica familia unitariamente equivalente de representaciones cu´ 
mı́as y los fujos que son discontinuas respecto a las primeras y que, por consiguiente, 
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no son unitariamente equivalentes a la representación estándar de la teoŕıa cuántica 
de campos. Para una descripción más detallada del escenario f́ısico al que conduce la 
LQG, véanse la Ref. [22] y las referencias alĺı incluidas. Śı que cabe mencionar que, 
como consecuencia natural del tratamiento inherentemente geométrico adoptado, las 
cantidades geométricas se ven cuantizadas, en el sentido de que los operadores que las 
representan poseen espectros discretos. Un caso notable es el del operador de ́area, que 
posee un autovalor no nulo m´ ´ Este valor ınimo que recibe el nombre de gap de area. 
desempeña un papel de gran importancia en la implementación de la denominada 
dinámica mejorada en contextos cosmológicos, como discutiremos en las secciones 
siguientes. 

Finalicemos esta sección con un breve comentario acerca de la imposición de las 
ligaduras a nivel cuántico. Siguiendo las ideas de Dirac para el tratamiento de sistemas 
ligados [28], la estrategia general es la siguiente. Si un sistema está constreñido por un 
cierto número de ligaduras, estas ligaduras se sustituyen por combinaciones lineales 
de śı mismas de tal modo que se logre que tantas de ellas como sea posible formen un 
conjunto de primera clase (es decir, un conjunto de ligaduras que conmuten entre śı 
bajo corchetes de Poisson). El conjunto restante de las ligaduras de segunda clase (es 
decir, aquellas cuyas combinaciones lineales no pueden hacerse conmutar con las de 
primera clase) se imponen clásicamente para reducir el número de grados de libertad 
de la teoŕıa mediante la introducción de condiciones de fjación del gauge apropiadas 
y estables bajo la evolución temporal. Una vez solo quedan las de primera clase, se 
procede a la cuantización, representando el álgebra de variables canónicas sobre el 
espacio de Hilbert cinemático. Finalmente, las ligaduras de primera clase se imponen 
a nivel cuántico, representándolas mediante operadores que actúan en ese espacio 
de Hilbert e identifcando aquellos estados (generalizados) a los que aniquilan como 
los estados f́ısicos de la teoŕıa. En el caso de la LQG, las ligaduras de momentos y 
la de Gauss se han impuesto cuánticamente con éxito gracias a su simplicidad. Sin 
embargo, la imposición de la ligadura escalar sigue siendo un problema abierto a d́ıa 
de hoy. Esto supone una obstrucción a la compleción del programa de cuantización de 
la LQG. No obstante, dicha obstrucción puede ser salvada en el contexto de escenarios 
f́ısicos que presentan un gran número de simetŕıas, como lo son la cosmoloǵıa y los 
agujeros negros. Estos sistemas serán el centro de atención en lo que resta de esta 
tesis. 

2 Cosmoloǵıa cuántica de lazos homogénea: el caso 
anisótropo de Bianchi tipo I 

En esta sección, repasamos los ingredientes esenciales del enfoque estándar para la 
cuantización polimérica de los espaciotiempos de Bianchi tipo I [154]. Si bien el orden 
seguido en el cuerpo principal de esta tesis es en orden creciente de complejidad (es 
decir, empezando por cosmoloǵıas homogéneas e isótropas, seguidas de espaciotiempos 
de Bianchi I y culminando en la discusión del tratamiento de perturbaciones cosmoló-
gicas), los preliminares se presentan en otro orden, más conveniente de cara a introdu-
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cir ciertos conceptos de manera más natural. 

Las cosmoloǵıas de Bianchi I han sido estudiadas en detalle en el contexto de la 
cosmoloǵıa cuántica de lazos (LQC). Para más detalles acerca de los distintos enfoques 
a su cuantización polimérica, consúltense los trabajos originales, entre los cuales cabe 
destacar las Refs. [49, 52–55]. Estos sistemas cosmológicos se caracterizan por su 
homogeneidad y anisotroṕıa, exhibiendo secciones espaciales planas. En este sentido, 
se pueden entender como la generalización anisótropa inmediata de las cosmoloǵıas 
de Friedmann-Lemâıtre-Robertson-Walker (FLRW) planas. A pesar de que esta 
afrmación es cierta clásicamente, su veracidad a nivel cuántico depende cŕıticamente 
de la prescripción de cuantización empleada para representar la ligadura hamiltonia-
na, como discutiremos más adelante. De hecho, uno de los motivos principales por los 
que el tratamiento de las cosmoloǵıas de Bianchi I se presenta en primer lugar es que 
su estudio permite motivar la elección de una prescripción de simetrización“natural” 
en el contexto de la LQC homogénea e isótropa. 

Siguiendo la flosof́ıa de la LQG, describimos el sistema usando variables de Ash-
tekar-Barbero [49, 52, 54]. Usualmente, la defnición de estas variables en la LQC 
homogénea requiere la introducción de una tŕıada fducial y de una celda fducial 
fnita, que hace las veces de regulador infrarrojo, permitiendo evitar la aparición de 
divergencias en la integración de cantidades homogéneas sobre secciones espaciales no 
compactas. No obstante, si se toma un gauge diagonal y se hace una cierta elección de 
variables de Ashtekar-Barbero, las cantidades f́ısicas resultan ser independientes de 
estas elecciones, como se mostró en la Ref. [53]. Por consiguiente, seleccionamos por 
simplicidad una tŕıada fducial eucĺıdea y nos centramos en el estudio del caso en el 
que las secciones espaciales tienen la topoloǵıa compacta del tres-toro T 3 . Con estas 
consideraciones, es natural fjar la celda fducial como la totalidad de la sección tres-
toroidal con lados de longitud coordenada 2π. Teniendo esto en cuenta, se alcanzan 
las siguientes expresiones para la conexión de Ashtekar-Barbero Ai

a y para la tŕıada 
densitizada Ei

a: 

ic pi
Ai δi Ea δa 

a = a, i = i , (2.1)
2π 4π2 

donde las componentes de la conexión ci y de la tŕıada densitizada pi son constantes 
en las secciones espaciales (pero no bajo evolución temporal) y codifcan toda la 
información relevante acera de los grados de libertad gravitacionales del sistema. 
Los corchetes de Poisson no triviales de las variables canónicas adoptan la siguiente 
expresión en términos de ci y pi: 

{c i , pj } = 8πGγδj
i , (2.2) 

donde G es la constante de gravitación universal de Newton y γ es el parámetro de 
Immirzi [150]. Es importante notar que, dado que hemos elegido un gauge diagonal, 
los ı́ndices internos SU(2) y los espaciales pueden ser identifcados (recuérdense los 
convenios introducidos al respecto en la sección Notación). Aśı lo hacemos de aqúı 
en adelante por conveniencia. 
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Empleando coordenadas angulares {xi} = {θ, σ, δ} (donde xi ∈ S1), se puede 
escribir la métrica espaciotemporal como 

V 2 X (dxi)2 
ds2 = −N2dt2 + , (2.3)

4π2 p2 
ii=θ,σ,δ 

donde N es la función lapso asociada a una elección de variable temporal t y p
V = |pθpσpδ| (2.4) 

es el volumen f́ısico del Universo. Nótese que, en la Ec. (2.3), usamos la notaciónP 
estándar de sumatorio . Esto es debido a que, en el contexto de las cosmoloǵıas 
de Bianchi, no emplearemos el convenio de suma de Einstein en lo referente a ́ındices 
SU(2), ya que a menudo aparecen repetidamente en una misma expresión y podŕıa 
generar confusión. 

En la LQC homogénea, se caracteriza el espacio de confguración empleando las 
holonomı́as de la conexión de Ashtekar-Barbero a lo largo de aristas rectas. En el 
caso de Bianchi I, estas aristas se orientan a lo largo de las direcciones fduciales 
(etiquetadas por i = θ, σ, δ) y tienen longitudes 2πµi ∈ R, respectivamente. En estos 
términos, se obtienen las siguientes expresiones para las holonomı́as fundamentales: 

hµi µic
iτi 

i (c i) = e , (2.5) 

donde τi = −iσi/2 (σi son las matrices de Pauli) son los generadores de la representa-
ción fundamental de SU(2) y que, como tales, verifcan las relaciones de conmutación 
[τi, τj ] = ϵij

kτk. El ´ on viene dada entonces por sumasalgebra de confguraci´ de 
productos de los elementos de matriz de las representaciones irreducibles de las 
holonom´ Es bien sabido [40, 153] que esta algebra es el ´ıas. ´ algebra de funciones 
quasi-periódicas de las variables de conexión ci . Un álgebra tal es generada por los 
elementos de matriz de las holonomı́as Y Y 

iµic
i/2Nµi (c 

i) = e . (2.6) 
i i 

En la expresión anterior, el producto debe ser tomado sobre las tres direcciones 
espaciales fduciales (i = θ, σ, δ) y µi ∈ R son números reales arbitrarios. La 
descripción del espacio de fases se completa con los fujos de la tŕıada densitizada 
a través de rectángulos fduciales formados por las aristas de las holonomı́as. El 
´ angulo formado por dos aristas orientadas a lo largo de dos direccionesarea del rect´ 
fduciales distintas j y k (ambas ortogonales a la dirección i) resulta ser proporcional 
a pi. En efecto, el fujo asociado a una superfcie rectangular de estas caracteŕısticas 
viene dado por 

pi
E(Si) = Si, (2.7)

4π2 

donde Si es el área fducial de la superfcie rectangular. 
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En el proceso de cuantización, las exponenciales que proporcionan los elementos 
de matriz de las holonomı́as fundamentales son representadas por estados |µi⟩. En 
términos de estos estados se pueden defnir los análogos de las funciones ciĺındricas 
de la LQG (véase la Sec. 1) como [58] 

CylBI
S = span {|µθ, µσ, µδ⟩} , (2.8) 

donde span{·} indica la envoltura lineal de los estados entre corchetes y los estados 
|µθ, µσ, µδ⟩ = |µθ⟩ ⊗ |µσ⟩ ⊗ |µδ⟩ vienen dados por el producto tensorial de los estados 
correspondientes a cada una de las tres direcciones fduciales. Por tanto, el espacio 

= ⊗iHkinde Hilbert cinemático asociado a una cosmoloǵıa de Bianchi I, Hkin , vieneBI i 
dado por la compleción de CylBI

S con respecto al producto interno discreto defnido 
por ⟨µi|µ ′ ⟩ = δµi,µ en cada dirección espacial.′ i i 

Claramente, los estados |µθ, µσ, µδ⟩ recién introducidos proporcionan una base de 
dicho espacio de Hilbert. La acción de los operadores fundamentales en estos estados 
es sencilla. Por un lado, son autoestados de los operadores p̂i que, como hemos 
mencionado, están relacionados con los fujos de la tŕıada densitizada a través de 
superfcies rectangulares ortogonales a la dirección fducial i. Por otro lado, los 
operadores N̂ 

µi , que representan los elementos de matriz de las holonomı́as fundamen-
tales a lo largo de aristas orientadas en la dirección fducial i, producen desplazamien-
tos en las etiquetas de los estados. En efecto, tenemos que 

ˆ ′ 
′ p̂i |µi⟩ = 4πγl2 |µi⟩ = |µi + µi⟩ , (2.9)Plµi |µi⟩ , Nµi 

√ 
donde lPl = G es la longitud de Planck en unidades naturales (véase el apartado 
Notación). Por supuesto, la acción de estos operadores sobre estados asociados 
a las direcciones espaciales ortogonales a i es trivial. En este sentido, a menudo 
emplearemos N̂ 

i para referirnos de manera compacta a N̂ 
i ⊗ Ij ⊗ Ik, omitiendo las 

acciones triviales por brevedad. 
En la LQG, el espectro del operador de ´ ´ area nula noarea es discreto y el lımite de ´ 

se puede alcanzar [22]: existe un gap de ´ unmente identifcado conarea ∆, que es com´ 
la cantidad 

√ 
∆ = 4 3πγl2 (2.10)Pl. 

Se ha argumentando extensivamente que este hecho debeŕıa ser implementado de 
alguna manera en el formalismo de la LQC. Usualmente, la existencia del gap de área 
se importa en la LQC en forma de una longitud coordenada mı́nima de las aristas de 
las holonomı́as. Aunque existen distintas prescripciones en el campo para la inclusión 
de esta longitud mı́nima, la más extendida es la llamada prescripción de dinámica 
mejorada (también conocida como esquema µ̄) [44]. Esta propuesta plantea fjar una 
longitud mı́nima para cada dirección espacial mediante el requerimiento de que las 
aristas de los circuitos de holonomı́a formen rectángulos de un área f́ısica igual al gap 
de área de la LQG [49] 

µ̄ j µ̄ k|pi| = ∆, (2.11) 
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con i ̸= j ≠ k. Escribiendo expresiones similares para rectángulos contenidos en el 
resto de planos coordenados fduciales, se obtiene de forma trivial que s 

|pi|
µ̄ i = ∆. (2.12)

|pj pk| 

El hecho de que la longitud coordenada mı́nima dependa de las variables de tŕıada 
asociadas a las tres direcciones espaciales implica que el desplazamiento producido 

ˆpor los operadores Nµ̄i al actuar sobre un estado de la base del espacio de Hilbert 
cinemático depende del estado sobre el que actúan. Sin embargo, es posible reescribir 
los operadores de holonomı́a de tal forma que su acción se simplifque considerable-
mente. Usualmente, dicha reexpresión se lleva a cabo mediante la introducción de un 
parámetro af́ın λi por dirección fducial, que viene dado por p

|pi|
λi = sgn(pi) √ , (2.13) 

(4πγl2 ∆)1/3 
Pl 

donde sgn(·) denota la función signo. La cantidad iµ̄ ic
i , que aparece en el exponente 

de las holonomı́as a lo largo de aristas de longitud coordenada mı́nima, se puede 
interpretar como el operador diferencial 8πγGµ̄ i∂pi , como seŕıa usual en la represen-
tación de momentos. Es fácil demostrar que un operador tal se puede reescribir como 
[49, 54] 

1 
8πγGµ̄ i∂pi = ∂λi , (2.14)

|λj λk| 

donde las tres direcciones que aparecen en la expresión anterior son distintas. Enton-
ces, parece natural reetiquetar los estados |µθ, µσ, µδ⟩ de la base del espacio de Hilbert 
cinemático empleando los parámetros λi, |λθ, λσ, λδ⟩. Con este reetiquetado, la acción 
de los operadores de holonomı́a fundamentales sobre los estados de la base se defne 
como [58] � 

1N̂±µ̄θ |λθ, λσ, λδ⟩ = λθ ± , λσ, λδ , (2.15)
2|λσλδ| 

junto con dos expresiones análogas para la acción de los operadores N̂ ±µ̄σ y N̂ ±µ̄ δ . 
Estos estados también son autoestados de los operadores de tŕıada p̂i, como pone de 
manifesto su acción sobre ellos: 

√ 
p̂i |λθ, λσ, λδ⟩ = (4πGγ ∆)2/3sgn(λi)|λi|2 |λθ, λσ, λδ⟩ . (2.16) 

Adicionalmente, también es interesante discutir la acción del operador de volumen p\f́ısico V̂ = |pθpσpδ|. Dado que está defnido por un producto de potencias de los 
operadores de tŕıada, es obvio que los elementos de la base ortonormal introducida 
previamente son autoestados del volumen. De manera trivial, 

√ 
V̂ |λθ, λσ, λδ⟩ = 4πGγ ∆|λθλσλδ| |λθ, λσ, λδ⟩ . (2.17) 
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En analoǵıa con el caso isótropo, se puede defnir el parámetro adimensional v, 
proporcional al volumen f́ısico del Universo [véase la siguiente sección y, más concreta-
mente, la Ec. (2.36) y el párrafo que la sucede]. El análogo anisótropo (que desig-
naremos empleando la misma letra para evitar introducir notación innecesaria) se 
puede defnir entonces como v = 2λθλσλδ en la base que hemos venido considerando. 

Se puede reescribir la acción de los operadores fundamentales en una representación 
alternativa sustituyendo λθ (o cualquier otra λi) por el parámetro v recién introducido. 
En la representación v —en contraposición a la representación λ de las Ecs. (2.15) y 
(2.16)—, dicha acción adopta la forma 

N̂ ±µ̄ θ |v, λσ, λδ⟩ = |v ± sgn(λσλδ), λσ, λδ⟩ , (2.18)� 
v ± sgn(vλσ)N̂ ±µ̄σ |v, λσ, λδ⟩ = v ± sgn(vλσ), λσ, λδ , (2.19) 

v� �√ v 2v 
p̂θ |v, λσ, λδ⟩ = (4πGγ ∆)2/3 sgn |v, λσ, λδ⟩ , (2.20)

4λ2 
√ 

λσλδ σλ
2 
δ 

p̂σ |v, λσ, λδ⟩ = (4πGγ ∆)2/3sgn (λσ) λ2 |v, λσ, λδ⟩ . (2.21)σ 

La acción de los operadores asociados a la dirección espacial δ es completamente 
análoga a la de los correspondientes a la dirección σ, por lo que la omitimos por 
brevedad. En esta tesis, emplearemos indistintamente ambas representaciones, de-
pendiendo de cuál sea más conveniente para presentar los resultados. 

Llegado este punto de la discusión en el que la descripción del espacio de Hilbert 
cinemático del sistema queda completada, resumimos los pasos que se han dado para 
facilitar la comparación con el procedimiento general seguido en la LQG. 

1. Hemos comenzado describiendo los grados de libertad gravitacionales mediante 
una conexión gauge y una tŕıada densitizada. En el proceso de su defnición, 
hemos introducido una celda fducial adaptada a la elección de topoloǵıa tres-
toroidal para las secciones espaciales y hemos fjado el gauge de tal manera que las 
variables resultantes sean diagonales. Cabe recordar que esta forma de proceder 
viene motivada por el hecho de que se ha demostrado que los resultados f́ısicos son 
independientes de ella. 

2. Hemos defnido las holonomı́as de la conexión a lo largo de aristas de una cierta 
longitud coordenada y los fujos de la tŕıada densitizada a través de superfcies 
rectangulares. 

3. Hemos identifcado el ´ on (que viene dada por las sumas dealgebra de confguraci´ 
productos de elementos de matriz de las holonomı́as) con el algebra´ de funciones 
quasi-periódicas de las variables de conexión ci . 

4. Hemos representado cada exponencial por un estado ket, defniendo subsecuente-
mente el análogo del espacio de funciones ciĺındricas como la envoltura lineal de 
dichos estados. Hemos construido el espacio de Hilbert cinemático como la comple-
ción del espacio de funciones ciĺındricas con respecto a un producto interno discreto 
en cada dirección espacial. 
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5. Hemos representado las variables canónicas clásicas (es decir, los elementos de 
matriz de las holonomı́as y las variables de tŕıada pi) mediante operadores en el 
espacio de Hilbert cinemático y hemos obtenido su acción sobre la base compuesta 
por los estados introducidos anteriormente. 

6. Finalmente, hemos argumentado que, dado que existe un gap de área en la LQG, 
debeŕıa existir una longitud coordenada mı́nima en la LQC. Hemos introducido 
dicha longitud mı́nima siguiendo las ideas de la prescripción de dinámica mejorada, 
alcanzando aśı unos operadores de holonomı́a cuya acción es dependiente del estado 
sobre el que actúan, lo que complica sustancialmente la descripción. Por esta 
razón, hemos llevado a cabo un reetiquetado de los estados de la base del espacio 
de Hilbert cinemático para simplifcar la acción de estos operadores fundamentales. 

El siguiente paso en el programa de cuantización es la representación de la ligadura 
hamiltoniana, ya que es la ´ on de sistemasunica ligadura no trivial en la descripci´ 
cosmológicos homogéneos y planos (una vez seleccionado un gauge diagonal). Ade-
más, en un paso previo a su promoción a operador cuántico sobre el espacio de Hilbert 
cinemático de la teoŕıa, la ligadura clásica ha de regularizarse para ser reescrita en 
términos de las holonomı́as, que son las variables clásicas que tienen un análogo 
cuántico bien defnido, y no la conexión (véase el fnal de la Sec. 1). En esta sección 
nos centramos exclusivamente en describir el proceso de regularización que ha sido 
empleado tradicionalmente en el contexto de la LQC homogénea y plana, ya que la 
cuantización de la ligadura regularizada será examinada en detalle en el cuerpo de 
esta tesis (en el Caṕıtulo 4, en el caso de las cosmoloǵıas de Bianchi I). Durante toda 
la tesis nos referiremos a esta propuesta de regularización como la estándar, en el 
sentido de que es la que ha sido usada predominantemente desde los oŕıgenes de la 
LQC. No obstante, este proceso presenta diferencias fundamentales con respecto al 
que se emplea en la teoŕıa completa de la LQG. 

En la formulación de la relatividad general en términos de conexiones y tŕıadas, la 
parte gravitacional de la ligadura hamiltoniana Hgr está compuesta por dos piezas: 
la parte eucĺıdea HE y la parte lorentziana HL. La razón tras esta nomenclatura es 
sencilla: en gravedad eucĺıdea, solo la primera parte aparece, por lo que la segunda 
está ́ıntimamente relacionada a la naturaleza lorentziana de la teoŕıa de la gravitación 
de Einstein. 

Expĺıcitamente, Hgr(N) = N(HE + HL), con Z 
1 X 

ϵijHE = d3 x e −1 
kEi

aEj
bF kab , (2.22)

16πG 
i,j,k Z X1 + γ2 
−1d3 EaEbKi KjHL = − x e (2.23)i j [a b]. 8πG 

i,j 

En las expresiones anteriores, e = 
p

|det(E)| = 
√ 
h (donde h es el determinante de la 

métrica espacial), Fab
k es el tensor de curvatura de la conexión de Ashtekar-Barbero 

y Ka
i es la curvatura extŕınseca triádica. Recordemos que la conexión de Ashtekar-

Barbero es la suma de la conexión de esṕın Γa
i y la curvatura extŕınseca triádica Ka

i 
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(multiplicada por el parámetro de Immirzi γ). Por lo tanto, clásicamente, tenemos 
de manera trivial que γK i = Ai − Γi .a a a 

Cuando las secciones espaciales son planas, la conexión de esṕın resulta anularse 
idénticamente y, por tanto, la conexión de Ashtekar-Barbero es proporcional a la 
curvatura extŕınseca triádica. Además, en cosmoloǵıas homogéneas, la curvatura 
extŕınseca no vaŕıa de un punto de una sección espacial dada a otro, lo cual implica 
que las derivadas parciales de la conexión de Ashtekar-Barbero que aparecen en el 
término abeliano de la defnición del tensor de curvatura asociado se anulan. Por 
tanto, en el caso de las cosmoloǵıas homogéneas y espacialmente planas, el tensor de 
curvatura de la conexión de Ashtekar-Barbero se puede escribir simplemente comoP 
F kab = γ2 

l,m ϵ
k
lmK[ 

l
a Kb

m 
] . Como resultado, es evidente que la parte lorentziana HL 

es clásicamente proporcional a la parte eucĺıdea HE en el tipo de sistemas que estamos 
considerando. Por consiguiente, cuando se pretende describir un sistema cosmológico 
homogéneo con secciones espaciales planas, la contribución gravitatoria a la ligadura 
hamiltoniana se puede escribir en términos ´ como sigue:unicamente de HE 

N 
Hgr(N) = − HE . (2.24)

γ2 

Debido a este hecho, el método de regularización más comúnmente empleado en la 
LQC consiste en regularizar la parte eucĺıdea y, empleando la identidad mostrada 
sobre estas ĺıneas, regularizar aśı la totalidad de la ligadura escalar en el vaćıo. A 
continuación, resumimos brevemente el resultado de aplicar este procedimiento de 
regularización estándar a las cosmoloǵıas de Bianchi I. 

En primer lugar, para poder escribir la parte eucĺıdea de la ligadura hamiltoniana 
en términos de holonomı́as, es necesario lidiar con el tensor de curvatura Fab

k . Para 
ello, se emplean habitualmente las llamadas identidades de Thiemann, que fueron 
desarrolladas originalmente dentro del marco de la LQG [78]. Dichas identidades 
clásicas fueron después heredadas por la LQC junto con el resto de las técnicas 
inspiradas en la LQG. En el caso del modelo diagonal considerado, la siguiente 
identidad se cumple clásicamente: ! 

µX h ¯ − δjk (BI)F i □jk 
ab = −2 tr τ i δa

j δb
k , (2.25)

4π2µ̄ j µ̄ k
j,k 

µ µ̄j hµ̄ k µ̄j )−1(hµ̄ k )−1donde i ̸= j ≠ k. Además, h ¯ = hj k (hj k denota la holonomı́a a□jk 

lo largo de un circuito rectangular cuyas aristas (de longitudes coordenadas 2πµ̄ j y 
2πµ̄ k) están orientadas a lo largo de las direcciones fduciales j y k, respectivamente. 

Empleando las propiedades de las matrices de Pauli, es trivial darse cuenta de que 
la holonomı́a de la conexión a lo largo de una arista de longitud fducial 2πµ̄ i ∈ R 
paralela a la dirección espacial i viene dada por la siguiente expresión: X∞ ∞X 

hµ̄i 2nσ2n 2m+1σ2m+1 
i = exp(µ̄ic iτi) = (−1)n x̄ i i − i (−1)m x̄ i i 

n=0 m=0 

= cos x̄ iI − i sin x̄ iσi, (2.26) 
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donde x̄ i = µ̄ ic
i/2. Un cálculo sencillo conduce por tanto al siguiente resultado para 

el tensor de curvatura: 

(BI)F i 
1 sin 2x̄a sin 2x̄b i = ϵab 4π2 ab µ̄ a µ̄ b� � 
1 sin 2x̄a sin

2 x̄ b sin2 x̄ a sin 2x̄b
δi δi+ a − b . (2.27)

2π2 µ̄ a µ̄ b µ̄ a µ̄ b 

Dadas sus propiedades de simetŕ  ´ erminos de esta expresión seıa, los dos ultimos t´ 
anulan idénticamente al introducirlos en la expresión de la parte eucĺıdea de la 
contribución gravitacional a la ligadura escalar (2.22). Por consiguiente, teniendo 
en cuenta la homogeneidad de las secciones espaciales, obtenemos X i X j1 1 sin µ̄ ic sin µ̄ j c 

HBI 
E = pi pj , (2.28)

16πG V µ̄ i µ̄ ji j≠ i 

donde hemos usado que el determinante de la tŕıada densitizada es e = V/(2π)3 . En 
conclusión, cuando se emplea el procedimiento estándar para regularizar la ligadura 
hamiltoniana en vaćıo, el hamiltoniano resultante se puede escribir como X i X jN 1 sin µ̄ ic sin µ̄ j c 

HBI 
gr (N) = − pi pj , (2.29)

16πGγ2 V µ̄ i µ̄ ji j≠ i 

donde, recordemos, µ̄ i = 
p

∆|pi|/
p

|pj pk| para i ̸= j ̸= k. La expresión anterior solo 
depende de las variables de tŕıada pi y de funciones trigonométricas de las variables 
de conexión, que esencialmente son los elementos de matriz de las holonomı́as a lo 
largo de aristas de longitud coordenada mı́nima. Por ende, la ligadura escalar está 
preparada para ser cuantizada de acuerdo con alguna prescripción para su posterior 
implementación en el espacio de Hilbert cinemático de la teoŕıa. Dicho procedimien-
to será discutido conjuntamente con la regularización y cuantización de la parte 
lorentziana de la ligadura hamiltoniana más tarde en esta tesis (véase el Caṕıtulo 
4). 

3 Cosmoloǵıa cuántica de lazos homogénea: el caso 
isótropo 

En esta sección, discutimos brevemente los ingredientes básicos del tratamiento de 
espaciotiempos homogéneos e isótropos de tipo FLRW [154], que han sido investigados 
en multitud de trabajos dentro del marco de la LQC estándar. En particular, nos 
centramos en describir el espacio de Hilbert cinemático de la teoŕıa y la regulariza-
ción estándar de la ligadura hamiltoniana, por lo que guardamos una estructura 
muy similar a la de la Sec. 2. Además, como comentamos en dicha sección, las 
cosmoloǵıas de FLRW pueden entenderse como el ĺımite isótropo de las de Bianchi I, 
por lo que su discusión previa posibilita una presentación mucho más compacta en la 
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presente sección. Para más detalles acerca de la cuantización polimérica del modelo, 
consúltense, e.g., las Refs. [43–45]. 

En el caso isótropo de las cosmoloǵıas de FLRW, las tres direcciones espaciales son 
idénticas. Por lo tanto, las variables de Ashtekar-Barbero se reducen a 

c p
Ai δi Ea δa = , = (2.30)a a i i ,2π 4π2 

siendo sus corchetes de Poisson no triviales 

8πGγ {c, p} = . (2.31)
3 

Nótese la presencia de un factor 1/3 extra con respecto a los corchetes análogos en 
la sección anterior, originado por la identifcación de los tres pares de variables de 
tŕıada y de conexión asociados a direcciones espaciales distintas en el caso de las 
cosmoloǵıas de Bianchi I. Estas expresiones son válidas con una fjación apropiada 
de métrica fducial eucĺıdea y tŕıada fducial diagonal, de tal modo que la libertad 
de fjación de gauge queda eliminada y la ligadura hamiltoniana es de nuevo la única 
ligadura no trivial a la que está sometida el sistema. Como en el caso de Bianchi I, es 
bien sabido que el modelo cosmológico resultante de estas elecciones es independiente 
de ellas [43, 44]. 

Introduzcamos a continuación las holonomı́as a lo largo de aristas de longitud 
coordenada 2πµ y los fujos de las tŕıadas densitizadas a través de cuadrados coordena-
dos formados por estas aristas. El ´ on es el de funciones quasi-algebra de confguraci´ 
periódicas de la variable de conexión c, que es generada por los elementos de matriz 
de las holonomı́as 

iµc/2Nµ(c) = e . (2.32) 

Al igual que en el caso discutido anteriormente, estas exponenciales quedan represen-
tadas en forma de estados |µ⟩ en el proceso de cuantización. La envoltura lineal de 
estos estados defne el análogo del espacio de funciones ciĺındricas de la variable de 
conexión CylS = span{|µ⟩} y su compleción con respecto al producto interno discreto 
⟨µ|µ ′ ⟩ = δµµ ′ resulta en el espacio de Hilbert cinemático asociado a cosmoloǵıas de 
FLRW, Hkin . Los operadores fundamentales presentan una acción sencilla sobre los 
estados |µ⟩ de la base del espacio de Hilbert. En efecto, dichos estados son autoestados 
del operador p̂ y sus etiquetas se ven desplazadas por la acción de N̂ 

µ: 

4πγl2 
p̂ |µ⟩ = Pl µ |µ⟩ , (2.33)

3 

N̂ 
µ ′ |µ⟩ = |µ + µ ′ ⟩ . (2.34) 

Para determinar la longitud fducial mı́nima µ̄ de las aristas a lo largo de las cuales 
se defnen las holonomı́as, se emplea de nuevo la prescripción de la dinámica mejorada, 
exigiendo que dichas aristas formen cuadrados coordenados de un área f́ısica igual al 
gap de área ∆ de la LQG. De este requerimiento se deduce trivialmente que s 

∆ 
µ̄ = . 

|p| 
(2.35) 

30 



 

Es inmediato darse cuenta de que este resultado reproduce el obtenido en el caso 
anisótropo cuando se identifcan las tres direcciones espaciales y sus variables de tŕıada 
asociadas. El hecho de que la longitud fducial mı́nima establecida por la prescripción 
de dinámica mejorada dependa de la variable de tŕıada implica que la acción de 
los operadores fundamentales de holonomı́a será dependiente del estado sobre el que 
actúan. Una vez más, es conveniente simplifcar dicha acción mediante la introducción 
de un parámetro af́ın v para reetiquetar los estados de la base del espacio de Hilbert 
cinemático. Requerir que los operadores de holonomı́a produzcan desplazamientos de 
una unidad en la nueva etiqueta es equivalente a imponer que el operador diferencial 
asociado al exponente de los elementos de matriz de las holonomı́as fundamentales 
sea simplemente ∂v [44], de donde se sigue que 

√ 
v = (2πlPl

2 γ ∆)−1sgn(p)|p|3/2 . (2.36) 

Dada esta expresión, v tiene una interpretación f́ısica clara: se trata de un parámetro 
adimensional proporcional al volumen f́ısico del Universo, cuya expresión clásica es 
V = |p|3/2 . Por consiguiente, |v| proporciona el volumen del Universo en unidades del √ 
volumen de Planck lPl

3 , salvo por un factor (16 3π3γ3)−1/2 . Finalmente, reetiquetando 
los estados |µ⟩ empleando el parámetro recién introducido se llega a las siguientes 
acciones para los operadores fundamentales: 

√ 
ˆp̂ |v⟩ = (2πγl2 ∆)2/3sgn(v)|v|2/3 |v⟩ , Nµ̄ |v⟩ = |v + 1⟩ . (2.37)Pl 

Con esto, queda completada una descripción elemental del espacio de Hilbert 
cinemático de la LQC homogénea e isótropa. El siguiente paso en el programa de 
cuantización es la representación e imposición de la ligadura escalar. No obstante, 
como ya hemos comentado en varias ocasiones, es necesario implementar previamente 
un procedimiento de regularización para reexpresar la ligadura clásica en términos 
de las holonomı́as de la conexión, que son las variables fundamentales que tienen un 
análogo cuántico bien defnido. Para ello, tendŕıamos que llevar a cabo un proceso 
completamente análogo al presentado en la sección anterior, que consta de los siguien-
tes pasos: 

1. Empleamos una identidad de Thiemann [78] apropiada para expresar el tensor de 
curvatura de la conexión de Ashtekar-Barbero en términos de holonomı́as. Esto 
involucra t́ıpicamente el cálculo de la holonomı́a a lo largo de un circuito cerrado, 
que en el caso isótropo es un cuadrado coordenado. En efecto, ! 

µX h ¯ − δjk □jk Fab
i = −2 tr 

µ2 τ i δa
j δb

k , (2.38)
4π2 ̄  

j,k 

expresión que es enteramente análoga a la empleada en el caso anisótropo. 

2. Obtenemos la parte eucĺıdea de la ligadura hamiltoniana introduciendo el resulta-
do del cálculo anterior en la Ec. (2.22). Para ello, hacemos uso de la expresión del 
determinante de la tŕıada densitizada y del hecho de que las secciones espaciales 
son homogéneas, con un volumen fducial (2π)3 . 
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3. Finalmente, insertamos la expresión de la parte eucĺıdea en la Ec. (2.24) para 
obtener la ligadura hamiltoniana regularizada de acuerdo con el procedimiento 
estándar. 

No obstante, dada la relación que existe entre las cosmoloǵıas de Bianchi I y las 
de FLRW planas, es sufciente con establecer que pi = p, ci = c y µ̄ i = µ̄ para 
todo i ∈ {θ, σ, δ} en la Ec. (2.28). Teniendo en cuenta que los seis términos de dicha 
expresión coinciden en este ĺımite isótropo (lo cual resulta en la aparición de un factor 
6 global), obtenemos que � �� � 

HE = 
3 

8πGV 
sin(µ̄c)

sgn(p)|p|
µ̄ 

sin(µ̄c)
sgn(p)|p|

µ̄ 
. (2.39) 

Finalmente, la ligadura escalar regularizada de acuerdo con el procedimiento estándar 
resulta venir dada por � �� � 

3N 1 sin(µ̄c) sin(µ̄c)
Hgr = − sgn(p)|p| sgn(p)|p| . (2.40)

8πGγ2 V µ̄ µ̄ 

Aunque aparece una función signo al cuadrado, mantenemos expĺıcitamente esta 
estructura para facilitar la representación cuántica de la ligadura de acuerdo con 
la prescripción MMO —denominada aśı por las siglas de los apellidos de sus autores, 
Mart́ın-Benito, Mena Marugán y Olmedo [45]—, que se inspira en el caso anisótropo 
(donde las funciones signo actúan sobre dos variables de tŕıada asociadas a direcciones 
espaciales distintas) para motivar una elección natural de orden de factores en el caso 
de las cosmoloǵıas homogéneas e isótropas. Dicha promoción a operador cuántico 
será discutida en detalle en el Caṕıtulo 3 de esta tesis, donde abordaremos también 
la cuantización separada de la parte lorentziana que, hasta ahora, se ha reescrito en 
términos de la eucĺıdea explotando las simetŕıas de las secciones espaciales. 

4 Cosmoloǵıa cuántica de lazos h́ıbrida: perturba-
ciones cosmológicas 

En esta sección, repasamos las ideas más relevantes que subyacen al tratamiento 
de perturbaciones cosmológicas en el formalismo de la LQC h́ıbrida [31, 60–64, 66], 
que es una de las propuestas predominantes junto con el formalismo de la métrica 
vestida [67–70] (para más información acerca de otras propuestas existentes, véanse, 
e.g., las Refs. [155–157]). La propuesta h́ıbrida fue originalmente aplicada para 
la cuantización de modelos cosmológicos de Gowdy [56–59] y después adaptada al 
tratamiento de un escenario de mayor interés f́ısico: la perturbación de espaciotiempos 
homogéneos e is´ En esta secci´ ´ asotropos. on, nos centramos en este ultimo caso, m´ 
general. Para una discusión más detallada, pueden consultarse los trabajos originales 
y el art́ıculo de revisión [158], en los que está basado el resumen presentado a 
continuación. 

Dado que el Universo infacionario [159–164] se suele describir como una cosmoloǵıa 
de FLRW que hace las veces de fondo sobre el cual se propagan las perturbaciones, 
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la idea original fue tratar el fondo homogéneo e isótropo empleando las técnicas de 
la LQC y cuantizar las perturbaciones siguiendo el procedimiento usual de la teoŕıa 
cuántica de campos. Esta combinación de una cuantización polimérica y de una de 
Fock para sectores distintos del sistema en un enfoque h́ıbrido es la caracteŕıstica 
fundamental de la propuesta. Su validez está motivada por el hecho de que cabe 
esperar que, entre los reǵımenes puramente clásico y puramente cuántico (para cuya 
descripción seŕıa necesaria una teoŕıa completa de gravedad cuántica), exista un 
régimen en el que la naturaleza cuántica de la geometŕıa afecte principalmente a la 
dinámica del fondo homogéneo, siendo una buena aproximación emplear representa-
ciones de Fock apropiadas para la descripción del resto de grados de libertad del 
sistema. 

El primer paso consiste en construir una descripción canónica del sistema formado 
por la cosmoloǵıa homogénea e isótropa (por simplicidad, con secciones espaciales 
compactas con topoloǵıa tres-toroidal) y sus perturbaciones empleando un conjunto 
de variables invariantes de gauge (es decir, invariantes bajo difeomorfsmos perturbati-
vos), para aśı poder distinguir los grados de libertad perturbativos genuinos de 
aquellos que son meros artefactos gauge [63, 165–170]. Adicionalmente, consideramos 
un contenido material dado por un campo escalar homogéneo φ sujeto a un cierto 
potencial W (φ), que también es perturbado. En ausencia de perturbaciones, el 
sector homogéneo se encuentra restringido por la ligadura hamiltoniana homogénea 
H|0, que contiene una parte puramente gravitacional y una contribución material. 
Una vez introducidas perturbaciones tanto de la métrica como del infatón φ, se 
pueden distinguir componentes escalares, vectoriales y tensoriales de acuerdo con sus 
propiedades de transformación bajo las simetŕıas de las secciones espaciales (en el 
ĺımite no compacto). Dado que el laplaciano espacial correspondiente a la métrica 
fducial eucĺıdea respeta las simetŕıas de las secciones espaciales, es posible descompo-
ner las distintas componentes perturbativas en los modos propios (de Fourier) de 
dicho operador diferencial, etiquetados por vectores de onda n⃗ ∈ Z3 − {0} (cuya 
primera componente no nula ha de ser positiva) y por su paridad bajo traslaciones 
periódicas, ϵ ∈ {−, +}. Las perturbaciones escalares quedan entonces descritas por 
los coefcientes de Fourier asociados al campo escalar, a las partes con y sin traza de 
la métrica espacial, al lapso y a la parte escalar del vector desplazamiento. De manera 
similar, las perturbaciones tensoriales quedan descritas por los coefcientes de Fourier 
generalizados que aparecen en una descomposición de la parte tensorial de la métrica 
espacial en autotensores del laplaciano. Estos, además de un vector de onda n⃗ y una 
paridad ϵ, tienen una etiqueta adicional relacionada con la polarización, ϵ̃  ∈ {+, ×}. 
Con la elección de contenido material considerada, las perturbaciones vectoriales no 
codifcan grados de libertad f́ısico, por lo que centramos la discusión en las escalares 
y tensoriales de aqúı en adelante. 

Insertando las expansiones descritas en el párrafo anterior en la acción de Hilbert-
Einstein con un campo escalar mı́nimamente acoplado y truncando el resultado a 
orden cuadrático en los coefcientes perturbativos (que resulta ser el primer orden no 
trivial), se puede obtener una formulación hamiltoniana del sistema. Examinando 
el hamiltoniano resultante, es fácil darse cuenta de que los coefcientes de Fourier 
(debidamente redefnidos por factores multiplicativos) aparecen de dos formas distin-
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tas: o bien aparecen como multiplicadores de Lagrange asociados a ligaduras, o bien 
forman un conjunto canónico con las variables del sector homogéneo y con momentos 
canónicamente conjugados a todos ellos. La conclusión que se alcanza es que, al orden 
de truncamiento perturbativo considerado, el sistema formado por una cosmoloǵıa 
homogénea e isótropa con un campo escalar mı́nimamente acoplado y sus perturba-
ciones es un sistema completamente ligado que admite una estructura simpléctica 
canónica [63]. Las ligaduras a las que está sujeto son de dos tipos. Por un lado, 
están las ligaduras perturbativas, lineales en los coefcientes perturbativos, cuyos 
multiplicadores de Lagrange asociados son los coefcientes de Fourier (redefnidos) 
correspondientes a las perturbaciones del lapso y del vector desplazamiento. Por otro 
lado, se encuentra el modo cero de la ligadura escalar (cuyo multiplicador de Lagrange 
es el modo cero de la función lapso), compuesto por la ligadura escalar homogénea y 
dos contribuciones cuadráticas en las perturbaciones escalares y tensoriales, respecti-
vamente. En efecto, el hamiltoniano se puede escribir de la siguiente manera:  XX XX 

n,ϵ n,ϵ,˜H⃗ T H⃗+ ϵ n,ϵ n,ϵH̃ ⃗  H̃ ⃗  
|1 + kn⃗,ϵ 1H = N0 H|0 + (2.41)+ gn⃗,ϵ ,|2 |2 

n⃗,ϵ n⃗,ϵ,ϵ̃  n⃗,ϵ n⃗,ϵ 

donde N0, gn⃗,ϵ y kn⃗,ϵ son los multiplicadores de Lagrange asociados al modo cero de 
n,ϵ n,ϵla ligadura escalar y a las dos ligaduras perturbativas lineales H̃ ⃗  y H̃ ⃗  , respectiva-|1 1 

mente. Además, H|0 es la ligadura escalar correspondiente a una cosmoloǵıa de FLRW 
n,ϵ T H n⃗,ϵ,ϵ̃  con un campo escalar mı́nimamente acoplado y H⃗ y son las contribuciones |2 |2 

cuadráticas en las perturbaciones escalares y tensoriales. 
Las variables empleadas para describir los grados de libertad perturbativos en el 

sector escalar (es decir, los coefcientes de Fourier restantes que no desempeñan el 
papel de multiplicadores de Lagrange) tienen la desventaja de que no conmutan con 
las ligaduras perturbativas lineales, incluso cuando el fondo homogéneo se considera 
fjo. Por tanto, no son invariantes bajo difeomorfsmos perturbativos. Para solventar 
posibles problemas derivados en la identifcación del fondo, en el formalismo h́ıbrido 
se busca emplear variables invariantes de gauge a la hora de describir los grados 
de libertad perturbativos. A continuación, repasamos brevemente el procedimiento 
seguido en la LQC h́ıbrida para defnir unas variables tales. 

En primer lugar, cabe enfatizar que las variables asociadas al sector perturbativo 
tensorial (que serán designadas6 por d̃  ⃗

n,ϵ,ϵ̃  y πd̃  ⃗  
) ya son invariantes de gauge en 

n,ϵ,ϵ̃  

el sentido de los potenciales de Bardeen [165]. En el sector escalar, sin embargo, es 
necesaria una redefnición de las variables, como ya hemos comentado en el párrafo 
anterior. Para esta redefnición, consideramos fjo el fondo homogéneo, ignorando 
momentáneamente su dinámica. Mediante una combinación lineal apropiada de los 
tres coefcientes de Fourier dinámicos asociados a las perturbaciones escalares, se 

6La notación empleada contiene una tilde que tiene su origen en el hecho de que, desde su 
defnición, las variables perturbativas tensoriales experimentan una serie de transformaciones para 
asegurar que la dinámica cuántica asociada sea implementable mediante un operador unitario. Lo 
mismo ocurre en el sector de las perturbaciones escalares (salvo por un reescalado adicional en 
las variables tensoriales que no tiene lugar en las variables escalares). Nótese el comentario entre 
paréntesis bajo la Ec. (2.43). 
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pueden defnir las denominadas variables de Mukhanov-Sasaki vn⃗,ϵ, que son invariantes 
de gauge. Dado que conmutan con las ligaduras perturbativas lineales por defnición 
de invariante de gauge, es posible alcanzar un sistema completo de variables compati-
bles e invariantes considerando el fondo homogéneo fjo si se abelianiza el álgebra de 

n,ϵ n,ϵH̆ ⃗  H̆ ⃗las ligaduras perturbativas lineales y se toman las ligaduras resultantes, y ,|1 1 
como variables. Esto se puede llevar a cabo al orden de truncación considerado 
reemplazando una de las ligaduras lineales de forma apropiada y redefniendo el 
modo cero de la función lapso. Defniendo entonces momentos apropiados para cada 
variable, se puede establecer una transformación canónica para las perturbaciones 
escalares que, en particular, conduce a un conjunto completo de variables canónicas 
en el sector invariante de gauge [63]. Tras la anterior transformación canónica, las 
variables de confguración V n⃗,ϵ (con l = 1, 2, 3) para las perturbaciones escalaresql 

pueden identifcarse como las variables de Mukhanov-Sasaki vn⃗,ϵ y los momentos 
asociados a las ligaduras perturbativas lineales abelianizadas: n o 

{V n⃗,ϵ n,ϵ n,ϵ 
ql 

} = vn⃗,ϵ, C| 
⃗ 
1 , C

⃗ 
1 . (2.42) 

n,ϵPor otro lado, las correspondientes variables de momento Vp
⃗ 
l 

(con l = 1, 2, 3) vienen 
dadas por el momento asociado a las variables de Mukhanov-Sasaki πvn⃗,ϵ (en cuya 
defnición clásica se requiere que la dinámica cuántica sea implementable por un 
operador unitario para fjar una libertad existente [63]) y las ligaduras perturbativas 
lineales abelianizadas7: n o 

n,ϵ n,ϵ n,ϵH⃗ ˘{V ⃗ } = πv⃗ , ˘ , H⃗ . (2.43)pl n,ϵ |1 1 

El cambio de variables para el sector escalar que acabamos de describir tiene la 
propiedad notable de que puede ser completado descongelando la dinámica del fondo, 
dando lugar a una transformación canónica para el sistema completo. Para ello, basta 
con sustituir las variables perturbativas de partida en el término de Legendre de la 
acción como funciones de las nuevas. Incluyendo en ese término de Legendre los 
modos cero del fondo, la sustitución comentada permite identifcar nuevas variables 
para dichos modos cero tales que se preserve la forma canónica global, salvo términos 
de orden superior en el esquema de truncamiento considerado. Las variables de 
confguración y de momento que se obtienen de este procedimiento para el fondo 
resultan diferir de las originales en correcciones que son cuadráticas en las variables 
perturbativas de partida [63, 171, 172]. 

El ´ onico cl´ es reexpresar elultimo paso para completar el formalismo can´ asico 
modo cero de la ligadura escalar en las nuevas variables canónicas para el sistema, 
respetando la truncación a orden cuadrático considerada. El hecho de que los nuevos 
modos cero diferan de los originales en términos cuadráticos en las perturbaciones 
facilita en gran medida esta reexpresión. La ligadura hamiltoniana fnal resulta tener 

7La consideración de las ligaduras perturbativas como variables de momento y no de confguración 
facilita su imposición posterior a nivel cuántico. 
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la misma forma general que la original (2.41): 

XX XX 
ϵH = N̆0 

 n⃗,ϵ T n⃗,ϵ,˜H̆ n⃗,ϵ n⃗,ϵ˘ ˜k⃗ HH|0 + H̆ + ğn⃗,ϵ H̆ . (2.44)+ + n,ϵ 1|2 |2 |1 
n⃗,ϵ n⃗,ϵ,ϵ̃  n⃗,ϵ n⃗,ϵ 

˘No obstante, N0 contiene correcciones cuadráticas con respecto al modeo cero de 
˘la función lapso de partida y ğn⃗,ϵ y kn⃗,ϵ diferen de sus contrapartidas originales en 

términos lineales en las perturbaciones. Adicionalmente, H|0 ha de entenderse como 
función de las nuevas variables del fondo homogéneo en lugar de de las de partida. 

H̆ ⃗n,ϵ T H̆ ⃗n,ϵ,ϵ̃Como resultado de dicho reemplazo, y también reciben correcciones|2 |2 

H̆ ⃗n,ϵ H n⃗,ϵ˘cuadráticas. Finalmente, conviene recordar que y son las ligaduras lineales|1 1 
abelianizadas. 

Llegado este punto, el sistema clásico está preparado para proceder a su cuanti-
zación siguiendo la propuesta h́ıbrida, escogiendo representaciones espećıfcas para 
los sectores homogéneo e inhomogéneo e imponiendo la ligadura hamiltoniana a 
nivel cuántico en el producto tensorial de los espacios de representación asociados 
a cada uno de los sectores. Para evitar solapamientos entre los Preliminares y el 
resto de la tesis en la medida de lo posible, expondremos el procedimiento seguido 
para la cuantización del sistema completo en el Caṕıtulo 5, donde consideraremos 
una representación del sector homogéneo en la que se incorpora la propuesta de 
regularización alternativa de Dapor y Liegener. 

5 Agujeros negros cuánticos de lazos: el modelo 
efectivo de Ashtekar, Olmedo y Singh 

En esta sección, introducimos los ingredientes básicos del modelo efectivo propuesto 
por Ashtekar, Olmedo y Singh (AOS) para la descripción de agujeros negros dentro 
del marco de la LQC (para más detalles, consúltense los trabajos originales [137–139]). 
Si bien, a diferencia de los sistemas discutidos en secciones anteriores, este modelo no 
es de naturaleza cosmológica, se basa en la aplicación de técnicas inspiradas por la 
LQG que son enteramente análogas a aquellas empleadas en contextos cosmológicos. 

El sistema f́ısico bajo consideración es un agujero negro de Schwarzschild (es 
decir, sin rotación ni carga), en el que, clásicamente, se distinguen dos regiones 
separadas: una región interior singular (correspondiente a valores de la coordenada 
r de Schwarzschild menores que el radio de Schwarzschild del agujero) y una región 
exterior asintóticamente plana (correspondiente a valores mayores que el radio de 
Schwarzschild). La primera de estas regiones presenta una caracteŕıstica que no 
exhibe la región exterior y que supone una diferencia fundamental entre ambas de 
cara a formular una descripción hamiltoniana estándar del sistema en términos de 
un espacio de fases de dimensión fnita. En efecto, solo la región interior admite una 
foliación en hipersuperfcies espaciales homogéneas. Esto garantiza que los grados de 
libertad gravitacionales pueden ser capturados en un número fnito de pares canónicos, 
como es el caso de las cosmoloǵıas de FLRW y de Bianchi I. De hecho, con una 
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elección apropiada de variables [103], la región interior es clásicamente isométrica a 
una cosmoloǵıa de Kantowski-Sachs [173–175] (para más detalles, véanse el Caṕıtulo 
9 y el Apéndice C). En lo que sigue, repasamos principalmente las ideas elementales 
concernientes a una descripción efectiva de la región interior, siguiendo las Refs. [137– 
139]. Al fnal de la sección, incluimos un breve comentario acerca de la extensión 
del formalismo a la región exterior y de algunas de las propiedades f́ısicas de dicha 
extensión. 

Como comentamos anteriormente, la región interior del espaciotiempo de Schwarz-
schild puede ser foliada por hipersuperfcies de Cauchy homogéneas, con topoloǵıa 
R × S2 e invariantes, por tanto, bajo el grupo R × SO(3). Se puede demostrar [138] 
que la dinámica del sistema admite una descripción en términos de las variables de 
Ashtekar-Barbero defnidas de la siguiente manera: 

c 
Ai

aτidx
a = τ3dx + b τ2dθ − b τ1sinθdϕ + τ3 cos θdϕ, (2.45)

Lo 
pb pb

Ei
aτ i∂a = pcτ3 sin θ∂x + 

Lo 
τ2 sin θ∂θ − 

Lo 
τ1∂ϕ, (2.46) 

donde Lo es la longitud fducial introducida para evitar divergencias derivadas de la 
naturaleza no compacta de las secciones espaciales en la dirección radial x (por tanto, 
los observables f́ısicos deberán tener un ĺımite bien defnido cuando Lo → ∞), que 
queda restringida a tomar valores en el intervalo I = [0, Lo]. Adicionalmente, θ y ϕ 
son coordenadas en la 2-esfera. Dicho esto, es inmediato ver que toda la información 
dinámica relevante está contenida en cuatro variables canónicas constantes en cada 
sección espacial (pero no bajo evolución temporal). En efecto, se distinguen dos 
variables de conexión, b y c, y sus dos variables de tŕıada canónicamente conjugadas, 
pb y pc. El par canónico (b, pb) codifca los grados de libertad asociados a la dirección 
radial de las secciones espaciales, mientras que los grados de libertad asociados a las 
direcciones angulares se encuentra contenida en el par (c, pc)8 . Por consiguiente, el 
espacio de fases asociado al sistema es de dimensión cuatro. Los corchetes de Poisson 
no triviales de las variables canónicas resultan ser los siguientes: 

{b, pb} = Gγ, {c, pc} = 2Gγ. (2.47) 

En términos de estas variables, el elemento de ĺınea espaciotemporal ds2 se puede 
escribir como 

2p
ds2 = −N(τ)2dτ 2 + b dx2 + |pc|dΩ2 , (2.48)

L2|pc|o 

donde N(τ) denota la función lapso asociada a una cierta elección de variable temporal 
τ y dΩ2 = dθ2 + sin2 θdϕ2 es la métrica de la 2-esfera unidad. 

Dado que la libertad de gauge queda fjada en el proceso de defnición de las 
variables de Ashtekar-Barbero [138] y las secciones espaciales son homogéneas, la 
unica ligadura´ no trivial a la que están sometidas las variables canónicas es la ligadura 

8Atendiendo a esta diferencia, de aqúı en adelante nos referiremos a menudo a los sectores “radial” 
y “angular” del espacio de fases. 
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escalar o hamiltoniana. En la Ref. [138], se asume que el resultado de regularizar 
la ligadura siguiendo procedimientos similares a los descritos en el contexto de la 
cosmoloǵıa9 es el que sigue. Con una elección de función lapso 

γδbsgn(pc)
p

|pc|
N = (2.49)

sin δbb 

asociada a una variable temporal t, el producto del hamiltoniano efectivo Hef y la 
función lapso viene dado por [137, 138] � � 

Lo pb sin δbb γ2δ2 pc sin δcc 
NHef = (Ob − Oc), Ob = − 1 + b , Oc = , (2.50)

G 2γLoδb sin2 δbb γLoδc 

donde nos referiremos a Ob y Oc como los hamiltonianos parciales radial y angular, 
respectivamente. En la expresión anterior, δb y δc son los parámetros de polimerización 
que regulan la introducción de efectos cuánticos en el sistema, recuperándose el 
hamiltoniano clásico en el ĺımite en el que ambos se anulan. Comparando con los 
espaciotiempos cosmológicos discutidos anteriormente, estos parámetros desempeñan 
un papel similar al de las longitudes fduciales mı́nimas de las aristas de los circuitos de 
holonomı́a (véase el Apéndice C para una discusión precisa sobre su relación). Antes 
de pasar a discutir cómo se fjan dichos parámetros de polimerización, nótese que 
cada uno de los hamiltonianos parciales, Ob y Oc, solo son funciones de las variables 
canónicas de uno de los sectores del espacio de fases y de uno de los parámetros de 
polimerización. Por tanto, si los parámetros de polimerización no introducen una 
dependencia cruzada en dichos sectores, Ob y Oc resultan generar la dinámica en los 
sectores radial y angular, respectivamente. Este es el motivo por la cual emplearemos 
la nomenclatura de hamiltonianos parciales a pesar de que esta interpretación solo 
sea válida para un subconjunto de las posibles defniciones de dichos parámetros. 

Llegados a este punto, es necesario seleccionar una prescripción para fjar los 
parámetros δb y δc. Como en el caso de la cosmoloǵıa, existen distintas propuestas que 
se han explorado en la literatura (véase la Ref. [138] para un estudio comparativo). El 
modelo AOS se distingue de trabajos relacionados que lo preceden, entre otras cosas, 
por la manera en la que se seleccionan estos parámetros. La idea es, a grandes rasgos, 
fjar los parámetros de polimerización de tal forma que sean observables de Dirac o, lo 
que es lo mismo, constantes del movimiento. En otras palabras, no son constantes en 
todo el espacio de fases pero tampoco son funciones arbitrarias del espacio de fases: 
son funciones que se mantienen constantes a lo largo de una trayectoria dinámica 
dada pero que pueden variar y vaŕıan de una trayectoria dinámica a otra. Además, 
los parámetros de polimerización han de anularse en el ĺımite en el que el gap de 
área ∆ se hace cero, de acuerdo con su interpretación f́ısica. El primero de estos 
requisitos (es decir, el relacionado con que se mantengan constantes a lo largo de las 
trayectorias dinamicas) no es trivial, ya que equivale a pedir que los parámetros de 
polimerización conmuten bajo corchetes de Poisson con la ligadura escalar efectiva 

9En este caso, las secciones espaciales no son planas y, por tanto, la conexión de esṕın no se anula 
idénticamente, lo cual complica ligeramente el cálculo para obtener el hamiltoniano efectivo. Véase 
el Apéndice C para detalles expĺıcitos acerca del procedimiento de regularización. 
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(que es el generador de la evolución temporal en el sistema en cuestión), la cual 
depende a su vez de estos parámetros. Una parte considerable de esta tesis tiene 
que ver, directa o indirectamente, con entender cómo defnir unos parámetros de este 
modo y cómo obtener mediante un tratamiento hamiltoniano bien fundamentado 
las ecuaciones dinámicas que gobiernan la evolución temporal del sistema. En la 
Ref. [138], los autores proceden asumiendo que una defnición que satisface ambas 
condiciones es posible y, posteriormente, justifcan la validez de esta asunción. En 
esta sección, seguimos una estructura similar. 

De acuerdo con el análisis de las Refs. [137, 138], las ecuaciones efectivas a las que 
están sujetas las variables de conexión y de tŕıada que describen la dinámica de la 
región interior de un agujero negro son las siguientes: 

sin δcc 
c ′ = −2 , (2.51)

δc 

pc 
′ = 2pc cos δcc, (2.52)� � 

1 sin δbb γ2δb
b ′ = − + , (2.53)

2 δb sin δbb� � 
γ2δ2 

′ 1 b p = pb cos δbb 1 − , (2.54)b 2 sin2 δbb 

donde el śımbolo ′ denota la derivada con respecto a la variable temporal t asociada a 
la elección de función lapso recogida en la Ec. (2.49). Las ecuaciones anteriores han 
sido obtenidas tomando el corchete de Poisson de la variable canónica en cuestión con 
NHef dado en la Ec. (2.50), tratando los parámetros de polimerización como meras 
constantes numéricas. Este tratamiento que, aparentemente, es contradictorio con la 
afrmación de que δb y δc se defnen como observables de Dirac (con una naturaleza 
como funciones del espacio de fases que en general no es trivial) es justifcado con 
ayuda de un argumento que involucra una expansión y posterior reducción del espacio 
de fases (este argumento se analiza cŕıticamente en el Caṕıtulo 9). Las soluciones a 
estas ecuaciones dinámicas se pueden obtener independientemente para los sectores 
radial y angular, que están desacoplados dinámicamente. Siguiendo el convenio según 
el cual c ≥ 0, pc > 0, b ≥ 0 y pb < 0, las soluciones efectivas se pueden escribir de la 
siguiente manera: 

δcc(t) γLoδc 
tan = e −2t , (2.55)

2 8m� � 
γ2L2δ2 

2 2t o c −2t pc(t) = 4m e + e , (2.56)
264m� � 

cos δbb(t) = bo tanh 
1 
bot + tanh−1 b−1 , (2.57)

2 o 

2δb pc(t) sin δcc(t) sin δbb(t) 
pb(t) = − , (2.58)

δc γ2δb 
2 + sin2 δbb(t) 

donde la expresión de la variable de tŕıada radial pb se obtiene de las demás haciendo 
uso del hecho de que la ligadura escalar ha de anularse sobre soluciones. Adicional-
mente, m es el valor conservado común de los hamiltonianos parciales Ob y Oc, que 
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está relacionado con la masa ADM del agujero bajo consideración [139], y la constante p
bo se defne como bo = 1 + γ2δb 

2 . Los valores de las constantes de integración se 
fjan requiriendo que el ĺımite clásico δb, δc → 0 de estas expresiones coincida con las 
soluciones clásicas y que el horizonte negro, correspondiente a b(tBH) = 0 = pb(t

BH), 
se localice en t = tBH = 0. 

A partir de las soluciones efectivas (2.55)-(2.58), se pueden analizar algunas de las 
propiedades de la región interior (correspondiente a valores negativos de la variable 
temporal t), como la estructura causal y el comportamiento de los invariantes de 
curvatura. De especial interés es el estudio del análogo de la singularidad central que 
aparece en la teoŕıa clásica, correspondiente en el lenguaje de tŕıadas y conexiones a 
la región del espacio de fases donde las variables de tŕıada se anulan y las variables 
de conexión divergen [véase la métrica espaciotemporal (2.48)]. El espaciotiempo 
interior efectivo resulta no presentar singularidad alguna: para cualquier trayectoria 
dinámica, no existe ningún punto en el que estas condiciones se cumplan. De hecho, 
la variable de tŕıada angular nunca se anula, ya que está acotada inferiormente por 
un valor positivo. Su unico mınimo local, que es de especial importancia desde el´ ´ 
punto de vista f́ısico, se alcanza para un valor de la variable temporal dado por � � 

1 8m 
tT = − ln , (2.59)

2 γLoδc 

que tiende a menos infnito en el ĺımite clásico, valor para el que se alcanza la 
singularidad en la teoŕıa clásica. Por tanto, en este sentido, se dice que la hipersuper-
fcie regular T reemplaza a la singularidad clásica en la teoŕıa efectiva [137, 138]. Esta 
hipersuperfcie, llamada superfcie de transición, tiene un signifcado f́ısico muy intere-
sante, como revela un estudio de la estructura causal del modelo. En efecto, parece 
servir de 3-superfcie frontera entre una región atrapada hacia su pasado (semejante 
al interior de un agujero negro clásico pero no singular) y una anti-atrapada hacia su 
futuro (semejante a un agujero blanco clásico pero, de nuevo, no singular) [137, 138]. 
Por este motivo, se suele decir de manera poco precisa que la introducción de efectos 
cuánticos cura la singularidad central clásica, que se ve reemplazada por una 3-
superfcie que media la transición entre el interior de un agujero negro y el de un 
agujero blanco. Dado que el espaciotiempo clásico queda extendido al aparecer una 
región anti-atrapada más allá del análogo regular de la singularidad clásica, parece 
natural preguntarse si existe un horizonte blanco que sirva de frontera futura a la 
región interior, igual que el horizonte negro en t = 0 hace las veces de frontera 
pasada. La respuesta resulta ser afrmativa, ya que las variables radiales se anulan 
para un cierto valor tWH = −4bo 

−1 tanh−1 bo 
−1 . Además de estas propiedades, las 

soluciones efectivas presentan otras, como el hecho de que los invariantes de curvatura 
están acotados superiormente por supremos universales (independientes del valor de 
la masa del agujero considerado), la concentración de los efectos cuánticos locales en 
una vecindad de la superfcie de transición y la ausencia de amplifcación de la masa 
[138]. 

Llegados a este punto y antes de pasar a comentar la extensión del modelo a la 
región exterior, resumamos de forma muy breve el argumento seguido por los autores 
para defnir los parámetros cuánticos (para más detalles, véanse la Sec. IV.A y los 
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Apéndices A y B de la Ref. [138]). En primer lugar, se requiere que, en la superfcie de 
transición, las ´ ´areas fısicas encerradas por dos plaquetas rectangulares infnitesimales 
(una contenida en el plano θ = π/2 de la celda fducial y la otra, en una 2-esfera 
cualquiera con un valor de x constante) sean iguales al gap de área. En este contexto, 
los parámetros δb y δc están relacionados con las longitudes fduciales de las aristas 
paralelas a las direcciones angulares y radial. Esto permite encontrar dos ecuaciones 
que involucran a los parámetros de polimerización y que dependen de una cierta 
combinación de las soluciones dinámicas evaluadas en la superfcie de transición (en 
las que aparecen, a su vez, los parámetros). Al menos formalmente, debeŕıa ser posible 
resolver este sistema de ecuaciones y obtener expresiones para los parámetros δb y δc 
en términos, esencialmente, de la masa m (además de las constantes fundamentales 
que intervienen en la teoŕıa). En la práctica, los autores solo logran determinar los 
parámetros en el ĺımite de masas grandes (para más detalles, acúdase al Apéndice B 
de la Ref. [138]), donde obtienen que 

√ !1/3 � �1/3
∆ 1 γ∆2 

δb = √ , δc = . (2.60)
4π22πγ2m 2Lo m 

Estas expresiones cumplen trivialmente la condición de que los parámetros se anulen 
en el ĺ  ´ No obstante, tal y como estánımite en el que el gap de area desaparece. 
escritos, los parámetros son simplemente funciones de una constante numérica m que 
coincide con el valor sobre soluciones de dos constantes de movimiento del modelo. 
Para justifcar la compatibilidad del tratamiento de estos parámetros como constantes 
ordinarias con la afrmación de que se fjan como observables de Dirac, los autores 
de la Ref. [138] presentan un argumento en el Apéndice A de dicha referencia que 
estudiaremos en detalle en el Caṕıtulo 9 de esta tesis. 

Finalmente, mencionemos cómo se extiende el modelo efectivo presentado en esta 
sección a la región exterior, que no puede ser foliada por hipersuperfcies de Cauchy 
homogéneas. La observación clave que permite dicha extensión es que la región 
exterior del espaciotiempo de Schwarzschild śı que admite una foliación en hipersu-
perfcies homogéneas temporales (más concretamente, aquellas defnidas por un valor 
constante de la coordenada r de Schwarzschild). Esto posibilita formular una descrip-
ción hamiltoniana con un espacio de fases de dimensión fnita pero fundamental-
mente no estándar, en el sentido de que el hamiltoniano seŕıa el generador de una 
“evolución radial” en lugar de la evolución temporal habitual. En cada hipersuperfcie 
temporal, los grados de libertad gravitacionales se pueden capturar en variables de 
tipo Ashtekar-Barbero con la particularidad de que el grupo gauge asociado es SU(1,1) 
en lugar de SU(2). Un análisis cuidadoso [138] permite darse cuenta de que las 
expresiones correspondientes a la región exterior se pueden alcanzar a partir de sus 
análogos interiores mediante los reemplazos 

b → ib̃, pb → ip̃b, c → c,̃ pc → p̃c, (2.61) 

donde (b̃, p̃b) y (c̃, p̃c) son los pares canónicos que describen la dinámica exterior e i es 
la unidad imaginaria. Nótese que la aparición de la unidad imaginaria multiplicando 
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a las variables radiales interiores está relacionada con el hecho de que, al atravesar el 
horizonte, la coordenada radial se vuelve temporal y vice versa. Con este esquema de 
correspondencias, se pueden obtener los corchetes de Poisson canónicos, la expresión 
de la ligadura hamiltoniana efectiva ÑH̃ 

ef = Lo(Õ 
b −Õ 

c)/G, las ecuaciones dinámicas 
efectivas y sus soluciones. Además, se demuestra que las métricas efectivas interior 
y exterior se pueden unir de tal forma que la geometŕıa a través del horizonte sea 
al menos dos veces derivable con derivada continua. Dado que una solución exterior 
como la que se describe se puede unir a la geometŕıa interior tanto en el horizonte 
negro como en el blanco (con una fjación apropiada de las constantes de integración), 
el modelo efectivo resulta en una extensión del espaciotiempo de Kruskal tal que la 
geometŕıa es regular en todos sus puntos, con las caracteŕısticas que hemos venido 
enumerando y sobre las que se puede leer en más detalle en las Refs. [137–139]. Para 
terminar, cabe mencionar que en la Ref. [139] también se discuten los efectos de la 
introducción de efectos cuánticos tanto en la temperatura de Hawking como en el 
comportamiento asintótico en el infnito espacial (véase la Ref. [144] para una visión 
complementaria respecto a este último punto). 
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Parte I 

Cosmoloǵıa 
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Caṕıtulo 3 

Regularización alternativa en 
cosmoloǵıas homogéneas e 
isótropas: la prescripción MMO 

En este caṕıtulo construimos un nuevo formalismo de la LQC basado en la ligadura 
hamiltoniana que resulta de la prescripción de regularización propuesta por Dapor 
y Liegener, adoptando para su implementación cuántica, en lugar de la prescripción 
presentada en la Ref. [44], aquella propuesta por Mart́ın-Benito, Mena Marugán 
y Olmedo en la Ref. [45], que recibe el nombre MMO por las siglas de sus tres 
autores. La prescripción MMO se caracteriza por incorporar en la LQC homogénea e 
isótropa una simetrización que está inspirada por la consideración de cosmoloǵıas de 
Bianchi I y que involucra un tratamiento especial de los signos de las componentes 
de la tŕıada. En el contexto de la LQC estándar, esta simetrización conduce a una 
teoŕıa cuántica con caracteŕısticas atractivas. En primer lugar, el análogo cuántico 
de la singularidad clásica se desacopla a nivel cinemático sin necesidad de imponer 
condiciones adicionales. Asimismo, la teoŕıa resultante exhibe sectores de superselec-
ción que son signifcativamente más simples que aquellos que resultan de adoptar 
otras prescripciones. Gracias a ello, es posible obtener una expresión cerrada para 
las autofunciones generalizadas del operador hamiltoniano en la LQC estándar, cuya 
expresión resulta ser notablemente efciente desde el punto de vista computacional, 
permitiendo construir las autofunciones más rápidamente y de manera más precisa. 
Todas estas caracteŕısticas son consideradas puntos fuertes de la prescripción MMO. 
Teniendo en cuenta este contexto, parece interesante verifcar si dichas caracteŕısticas 
persisten cuando la prescripción MMO se adopta para la implementación cuántica 
del hamiltoniano modifcado, en lugar de para la del estándar. Este es precisamente 
el objetivo de este caṕıtulo, que recoge los resultados publicados por primera vez en 
la Ref. [176]. 

El resto de este caṕıtulo está estructurado como sigue. En la Sec. 1, procedemos 
a la regularización de la parte lorentziana asociada a cosmoloǵıas de Bianchi I, 
expresándola en términos de holonomı́as. Basándonos en este cálculo, identifcamos 
una cierta estructura de signos en cada uno de los términos del hamiltoniano modifca-
do, introduciendo en concordancia una propuesta de simetrización natural. Entonces, 
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consideramos la situación ĺımite de un régimen isótropo para obtener la versión 
regularizada de la parte lorentziana de la ligadura hamiltoniana de espaciotiempos 
de FLRW, respetando la estructura de signos identifcada previamente. En la Sec. 
2, discutimos detalladamente la promoción del hamiltoniano alternativo a operador 
sobre el espacio de Hilbert cinemático del sistema siguiendo la prescripción MMO. A 
continuación, calculamos la acción del operador resultante en la base de autoestados 
del volumen. En la Sec. 3 determinamos los sectores de superselección preservados 
por esta acción. Finalmente, en la Sec. 4 consideramos autoestados generalizados 
del operador hamiltoniano alternativo y discutimos su degeneración, obteniendo una 
expresión cerrada que permite reconstruir cualquier autofunción a partir de su valor en 
dos autovalores del volumen. Concluimos con un resumen de los resultados principales 
del caṕıtulo en la Sec. 5. 

1 La ligadura hamiltoniana completa 
En esta sección, discutimos la regularización de la parte lorentziana de la ligadura 
hamiltoniana (2.23). Tal regularización nos permitirá construir la ligadura hamil-
toniana gravitacional completa, combinando la expresión resultante con la parte 
eucĺıdea introducida en el Caṕıtulo 1 (véase, concretamente, la Sec. 3 de dicho caṕı-
tulo). Para ello, empezamos discutiendo la regularización de la parte lorentziana del 
hamiltoniano asociado a una cosmoloǵıa de Bianchi I, obteniendo posteriormente el 
resultado análogo en cosmoloǵıas de FLRW tomando el ĺımite isótropo que resulta de 
identifcar todas las direcciones espaciales. La ventaja de este procedimiento frente 
al cálculo directo en el caso isótropo es que, de esta manera, resulta más natural 
introducir una prescripción de cuantización que respete la relación clásica entre los 
dos sistemas cosmológicos mencionados. La ligadura regularizada asociada al caso 
isótropo será cuantizada de acuerdo con la prescripción MMO en la Sec. 2. 

1.1 La parte lorentziana en cosmoloǵıas de Bianchi I 
La regularización de la parte lorentziana (2.23) empleada para defnir la ligadura 
hamiltoniana modifcada está basada en la identidad clásica [79] 

1 
Ki = {Ai , {HE , V }}, (3.1)a 8πGγ3 a 

que permite reescribir la curvatura extŕınseca triádica Ka
i en términos de los elementos 

de holonomı́a sin explotar las simetŕıas del sistema bajo consideración, a diferencia del 
método empleado en el esquema de regularización estándar. Esta expresión involucra 
el cálculo del corchete de Poisson de la parte eucĺıdea de la ligadura HE con el 
volumen V . Tomando las expresiones correspondientes a las cosmoloǵıas de Bianchi 
I introducidas en los Preliminares [véanse las Ecs. (2.4) y (2.28)], se obtiene s X ∂HBI X X 

{HBI pj pk γ sin x̄ i 
E , V } = 4πGγ sgn(pi) 

E = pi cos x̄ j , (3.2) 
pi ∂ci 2 µ̄ ii i j≠ i 
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con x̄ i = µ̄ ic
i e i ̸= j ≠ k. Con estas ecuaciones, es inmediato alcanzar la siguiente 

expresión regularizada para la curvatura extŕınseca triádica correspondiente a cosmo-
loǵıas de Bianchi I: !X1 sin x̄ i(BI)Ki 

a = cos x̄ j δa
i . (3.3)

4πγ µ̄ i 
j ̸=i 

En el caso de estas cosmoloǵıas de Bianchi I, la parte lorentziana del hamiltoniano 
(2.23) puede ser escrita como X1 + γ2 π 

HBI (BI)Ki (BI)Kj= − (3.4)L 2G V 
pipj [i j]. 

i,j 

Introduciendo en esta fórmula la expresión regularizada de (BI)Ka
i , resulta que la parte 

lorentziana viene dada por 

HBI 1 1 + γ2 1 X sin 2x̄i X sin 2x̄j X X 
= − pi pj cos 2x̄k cos 2x̄l. (3.5)L 64πG γ2 V µ̄ i µ̄ ji j≠ i k ̸=i l ̸=j 

Por ultimo,´ combinando el resultado anterior con la parte eucĺıdea regularizada (2.28), 
se llega a la siguiente expresión para la ligadura hamiltoniana gravitacional completa, 
regularizada de acuerdo con el esquema de Dapor y Liegener: X i X jN sin µ̄ ic sin µ̄ j c 

HBI 
gr (N) = pi pj

16πGV µ̄ i µ̄ ji j≠ i !X X1 + γ2 
k l× 1 − cos µ̄ kc cos µ̄ lc . (3.6)

4γ2 
k≠ i l ̸=j 

Cabe enfatizar que la ligadura hamiltoniana presenta una estructura de signos de la 
forma " #X X X 

(N ) (N)
sgn(pi)F (|p|, c) sgn(pj )F (|p|, c) , (3.7)i j 

N=1,2 i j≠ i 

donde, para cada valor del ́ındice i y de la etiqueta N = 1, 2, las funciones Fi 
(N )

(|p|, c) 
solo dependen de las tres variables de conexión cl y de la norma de las variables de 
tŕıada pl (con l = θ, σ, δ), pero no de los signos de pl. Dado que los signos de las 
variables de tŕıada no conmutan en general con las variables de conexión, el proceso 
de cuantización deberá incorporar una cierta prescripción para ordenar los productos 
de estas variables. En lo que sigue, consideraremos una prescripción de orden de 
factores simétrica, que será adoptada también en el caso de los modelos cosmológicos 
de FLRW10 (que son vistos como un caso especial en el que todas las direcciones 

10Si no se considerase esta motivación proveniente del análisis del caso anisótropo, uno estaŕıa 
tentado de reorganizar los términos de tal modo que se obtuviesen factores cuadráticos en los signos, 
que seŕıan iguales a la unidad en el caso isótropo. Tal elección conduce a una teoŕıa cuántica [43, 44] 
con propiedades que no son tan atractivas como las de la resultante de la prescripción MMO. 
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espaciales presentan un comportamiento idéntico). Esta elección de simetrización y 
su conservación en el contexto de las cosmoloǵıas de FLRW es el núcleo principal de 
la prescripción MMO. 

1.2 La parte lorentziana en espaciotiempos de FLRW 
Tomando ci = c, pi = p y µ̄ i = µ̄ para todas las direcciones espaciales i (del mismo 
modo que en la Sec. 3 de los Preliminares), se obtiene el siguiente resultado para la 
ligadura hamiltoniana completa en cosmoloǵıas de FLRW: � �� � 

3N sin µc¯ sin µc¯ 
Hgr(N) = sgn(p)|p| sgn(p)|p|

8πGV µ̄ µ̄ � � 
1 + γ2 

× 1 − (2 cos µc¯ ) (2 cos µc¯ ) , (3.8)
4γ2 

donde se ha mantenido expĺıcitamente la estructura de signos presente en el caso 
anisótropo, de acuerdo con el ´ arrafo de la secci´ on seultimo p´ on anterior. Esta expresi´ 
puede reescribir como una diferencia de cuadrados de forma trivial, lo que resulta en �� �� � 

3N sin µc¯ sin µc¯ 
Hgr = sgn(p)|p| sgn(p)|p|

8πGV µ̄ µ̄ � �� �� 
1 + γ2 sin 2µ̄c sin 2µ̄c− sgn(p)|p| sgn(p)|p| , (3.9)
γ2 2µ̄ 2µ̄ 

donde, recordemos, µ̄ = 
p

∆/|p|. Cabe notar que, para valores pequeños de µ̄, 
este hamiltoniano coincide a primer orden con el obtenido siguiendo la propuesta de 
regularización de la LQC estándar. En efecto, si µc¯ ≪ 1, � �� � 

3N sin µc¯ sin µc¯ 
Hgr ≈ − sgn(p)|p| sgn(p)|p| . (3.10)

8πGγ2V µ̄ µ̄ 

Además, como cabe esperar, en el lımite cl´ ¯ ´´ asico µ → 0 (en el que el gap de area se 
anula), se recupera la ligadura hamiltoniana asociada a cosmoloǵıas homogéneas e 
isótropas en la relatividad general, p3N 

Hgr = − c 2 |p|. (3.11)
8πGγ2 

Por consiguiente, parece razonable esperar recuperar las caracteŕısticas y resultados 
de la cosmoloǵıa estándar y de la LQC efectiva en el ĺımite de longitudes coordenadas 
mı́nimas pequeñas. 

Aunque estas observaciones parezcan sugerir que la inclusión de la parte lorentziana 
se puede entender como una corrección de orden superior al formalismo estándar que 
no introduce cambio cualitativo alguno, esta conclusión no es del todo correcta. En 
efecto, en la Sec. 2 mostraremos que el número de autosoluciones de la ligadura 
modifcada parece doblar el de las del hamiltoniano estándar de la LQC. 
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2 La ligadura hamiltoniana cuántica 
En la teoŕıa cuántica, la ligadura hamiltoniana gravitacional (3.8) ha de ser represen-
tada por un operador sobre el espacio de Hilbert cinemático del sistema, descrito 
en la Sec. 3 de los Preliminares. En esta sección, llevamos a cabo el proceso de 
cuantización de la ligadura hamiltoniana completa de acuerdo con la prescripción 
MMO, cuyos elementos esenciales resumimos a continuación. Una vez obtenido el 
operador correspondiente, calculamos su acción sobre la base de autoestados del 
volumen. 

2.1 La prescripción de cuantización MMO 
En la prescripción MMO, se explota la ambigüedad en la selección de orden de factores 
que surge en la representación cuántica de las ligaduras (que, en general, contienen 
productos de cantidades que no conmutan clásicamente bajo corchetes de Poisson) 
para elegir una prescripción simétrica que desacople ya a nivel cinemático el análogo 
cuántico de la singularidad (i.e. el autoestado del volumen asociado al autovalor 
nulo, |v = 0⟩). Esto permite, a efectos prácticos, retirar este autovalor del espectro 
del operador que representa el inverso del volumen. Como ya hemos comentado 
anteriormente, esta prescripción de simetrización está inspirada en el análisis previo 
de las cosmoloǵıas de Bianchi I dentro del marco de la LQC [54, 55], donde la 
orientación de la tŕıada densitizada (o, más concretamente, los signos de sus distintas 
componentes) desempeña un papel de gran relevancia. Dado que, en ausencia de 
isotroṕıa, existen tres direcciones espaciales inequivalentes, el producto de dos de 
estos signos no es necesariamente igual a la unidad. Por consiguiente, si se desea 
conservar a nivel cuántico la relación clásica existente entre las cosmoloǵıas de FLRW 
y de Bianchi I, esta cuestión debe ser tenida en cuenta también en la representación 
cuántica de la ligadura escalar asociada a cosmoloǵıas isótropas. De otro modo, la 
teoŕıa cuántica asociada a sistemas cosmológicos de Bianchi I no podŕıa entenderse 
como la generalización anisótropa inmediata de la teoŕıa cuántica correspondiente a 
espaciotiempos de FLRW. 

De forma condensada, la prescripción MMO se basa en dos reglas principales para 
resolver la ambigüedad en el orden de factores adoptado en la teoŕıa cuántica: p\i) Al cuantizar, los productos de potencias de |cp| y 1/ |p| (que son defnidos positivos 

una vez se ha desacoplado el autoestado de volumen cero) con holonomı́as y signos 
de la variable de tŕıada se ordenan, en primer lugar, adoptando una simetrización 
algebraica de los operadores clásicamente relacionados con |p|. 

ii) Los términos restantes que involucran el signo de la variable de tŕıada y los elemen-
tos de matriz de las holonomı́as fundamentales se simetrizan de la siguiente manera: h i1 

sin nµc¯ sgn(p) −→ \µc \ sgn(p) \µc (3.12)sin n¯ sgn(p) + \ sin n¯ ,
2 

donde n es un número entero y � � 
\ ˆsin nµc¯ =

1 N2nµ̄ − N̂ −2nµ̄ . (3.13)
2i 
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Comencemos introduciendo la notación " #−1/2 p h1 [ [1ˆ ( ˆ − ˆ ) \Ωnµ̄ = √ p |p| Nnµ̄ N−nµ̄ sgn(p)
4i ∆ |p| " #−1/2ip [[ 1 

+ \ Nn¯ − N̂ −nµ̄) |p| p , (3.14)sgn(p) ( ˆ 
µ |p| 

para cualquier etiqueta entera n. De acuerdo con las reglas de simetrización de la 
prescripción MMO introducidas anteriormente y teniendo en cuenta que µ̄ = 

p
∆/|p|, 

es inmediato ver que 

sin µc¯ |p| sgn(p) −→ Ω̂ 
2µ̄. (3.15) 

µ̄ 

Por consiguiente, la parte eucĺıdea de la ligadura hamiltoniana viene representada 
por el operador " #1/2 " #1/2b b3 1 1ˆ Ω̂2HE = . (3.16)2µ̄8πG V V 

En la expresión anterior, " #3b [1 1 
= p (3.17)

V |p| 

es el operador inverso de volumen, donde11 � � 
1 3 [ [ [\p[ 

= √ sgn(p)
p

|p| N̂ −µ̄ 
p

|p|N̂ 
µ̄ − N̂ 

µ̄ 
p

|p|N̂ −µ̄ (3.18)
|p| 4πGγ ∆ 

[es autoadjunto y 
p

|p| se defne a partir de la acción del operador p̂ sobre la base de 
autoestados del volumen (2.37) en el sentido del teorema espectral [4, 12]. 

Como se puede ver comparando directamente los dos términos de la Ec. (3.9), la 
parte lorentziana tiene una estructura muy similar a la de la contribución eucĺıdea. En 
efecto, salvo factores multiplicativos irrelevantes, la primera se puede obtener a partir 
de la segunda mediante el reemplazo µ̄ → 2µ̄. Por lo tanto, ambas contribuciones 
serán representadas por operadores cuánticos simétricos que presentan la misma 
estructura. De hecho, es inmediato darse cuenta de que la parte lorentziana de la 
ligadura escalar se puede representar mediante el operador " #1/2 " #1/2b b3 1 + γ2 1 1ˆ Ω̂2HL = − 4µ̄ . (3.19)

8πG 4γ2 V V 

11Esta defnición se basa en una identidad de Thiemann clásica que permite reexpresar 1/
p
|p| en 

términos de los corchetes de Poisson de ciertas holonomı́as con 
p

|p|. Para más detalles, véase, e.g., 
la Ref. [40]. 
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En conclusión, el operador hamiltoniano regularizado de acuerdo con la propuesta 
de Dapor y Liegener y cuantizado adoptando la prescripción MMO resulta venir dado 
por " b #1/2 � �" b #1/2 

3N 1 1 + γ2 1 
Ĥ 

gr(N) = Ω̂2
2µ̄ − Ω̂2

4µ̄ . (3.20)
8πG V 4γ2 V 

2.2 Acción sobre la base de autoestados del volumen 
Dado que, con la prescripción de simetrización adoptada, aparecen potencias del 
operador inverso de volumen tanto a la izquierda como a la derecha del operador de 
ligadura [véase la Ec. (3.20)], este operador —o, más precisamente, una potencia 

\del operador 1/
p

|p|, en términos del cual se defne a su vez el operador inverso de 
volumen (3.17)— es el primero y el último en actuar sobre un cierto estado cuando 

[se calcula la acción del operador hamiltoniano sobre él. De las defniciones de 
p

|p| y 

N̂ 
µ̄, se obtiene la siguiente acción: 

1 3 p[ 
|v⟩ = √ |v|1/3 |v + 1|1/3 − |v − 1|1/3 |v⟩ . (3.21)

|p| 2(2πGγ ∆)1/3 

Se observa inmediatamente que el operador inverso de volumen aniquila al estado de 
volumen nulo |v = 0⟩. Además, los elementos de la base de autoestados del volumen 
resultan ser autoestados de este operador, por lo que su acción deja invariante el 
complemento ortogonal del estado singular |v = 0⟩, H̃kin . El hecho de que la ligadura 
hamiltoniana contenga potencias del operador inverso de volumen a su izquierda y 

H̃kina su derecha implica que la restricción del operador de ligadura a está bien 
defnida. Como resultado, el estado singular se ve desacoplado y podemos restringir 
nuestra atención a su complemento ortogonal12 para estudiar las soluciones no triviales 
a la dinámica cuántica. En este sentido, el análogo cuántico de la singularidad 
clásica queda eliminado del espacio de Hilbert del sistema, por lo que se soluciona la 
singularidad a nivel cinemático13 . 

Una vez se ha eliminado el kernel del operador inverso de volumen, es posible 
introducir un operador hamiltoniano densitizado [45], que denominaremos Ĥ  

gr. Dado 
que, en general, los estados f́ısicos (i.e., aquellos aniquilados por el operador de 
ligadura) no son normalizables en el espacio de Hilbert cinemático, parece natural 
considerar un espacio más grande. En particular, siguiendo la Ref. [45], tomamos el 

dual algebraico de g on uno a uno entre unCylS, donde es posible establecer una relaci´ 

estado ⟨ϕ| aniquilado por el adjunto de Hgr y el estado ⟨ϕ ′ | = ⟨ϕ| [ dˆ 1/V ]1/2 aniquilado 
por el adjunto de la versión densitizada del operador de ligadura (véase el comentario 

H̃kin12Nótese que CylS ̸no es sino el resultado de completar g = span{|v⟩ , v = 0} con respecto a la 
norma discreta. 

13 Esta afrmación es precisa siempre y cuando se asuma que no se ve alterada por la inclusión de 
una contribución material a la ligadura escalar. 

51 



���� ���� ���� ���� ���� ����

en el pie de página 13) � � 
3N 1 + γ2 

Ω̂2 Ω̂2Ĥ  
gr(N) = 2µ̄ − 4µ̄ . (3.22)

8πG 4γ2 

De aqúı en adelante, cada vez que mencionemos la ligadura hamiltoniana del sistema, 
nos referiremos siempre a esta versión densitizada. 

De acuerdo con la expresión anterior, el cómputo de la acción del operador de 
ligadura sobre los autoestados del volumen equivale al cálculo de la acción de los 
operadores Ω̂2 

nµ̄ util defnir las funcionespara n = 2, 4. Para ello, es ´   0 si v = 0, 
g(v) = 1/3 1/3 −1/2 (3.23) 1 + 

1 − 1 − 
1 

si v ̸= 0, 
v v 

s
(n) 

= sgn(v) + sgn(v ± n), (3.24)± 

πGγ (n) (n)
f (v) = g(v)s (v)g(v ± n). (3.25)± ±3 

En términos de estas funciones, la acción de Ω̂ 
nµ̄ en la base de autoestados del volumen 

H̃kinde se puede escribir de la siguiente forma compacta: h i 
(n) (n)

Ω̂nµ̄ |v⟩ = −i f (v) |v + n⟩ − f (v) |v − n⟩ . (3.26)+ − 

La acción de Ω̂2 
nµ̄ viene dada, entonces, por �h i2 h i2 

� 
(n) (n) (n) (n)

Ω̂2 
nµ̄ |v⟩ = − f+ (v)f+ (v + n) |v + 2n⟩ + f+ (v) + f− (v) |v⟩ 

(n) (n)− f (v)f (v − n) |v − 2n⟩ . (3.27)− − 

En particular, cabe destacar lo siguiente. Por un lado, la acción de la parte eucĺıdea 
del operador de ligadura sobre un cierto autoestado del volumen, o bien deja invariante 
la etiqueta de dicho estado, o bien produce desplazamientos de más o menos cuatro 
unidades en ella. La conclusión en lo referente a la contribución lorentziana es la 
misma, reemplazando los saltos de cuatro unidades en valor absoluto por desplaza-
mientos de más o menos ocho unidades. Dado el carácter discreto de la representación 
del volumen, la acción del operador de ligadura hamiltoniana sobre un cierto estado 
|v⟩ conduce entonces a una ecuación en diferencias fnitas que involucra un total de 
cinco estados, a saber, |v − 8⟩, |v − 4⟩, |v⟩, |v + 4⟩ y |v + 8⟩. 

3 Sectores de superselección 
En la LQC isótropa estándar con las prescripciones de la Ref. [44], la ligadura escalar 
gravitacional deja invariante el espacio de Hilbert con soporte en redes discretas 
de paso cuatro. Además, estas redes resultan ser sectores de superselección ya 
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que las acciones de la ligadura hamiltoniana total, que incluye un término material 
(t́ıpicamente el asociado a un campo escalar), y de los observables f́ısicos relevantes las 
dejan invariantes también [42–44, 177–179]. En cambio, los sectores de superselección 
que resultan de adoptar la prescripción MMO son aún más sencillos: gracias a la 
elección especial de orden de factores en la simetrización de la ligadura, las semirredes 
positiva y negativa se desacoplan bajo la acción del operador hamiltoniano [45]. Como 
consecuencia, los sectores de superselección derivados vienen dados por los espacios 
de Hilbert con soporte en semirredes de paso cuatro, en lugar de redes completas. 
Esta simplicidad adicional de los sectores de superselección a los que conduce la 
prescripción MMO se considera ventajosa con respecto a otras prescripciones de 
cuantización. En esta sección, analizamos si esta propiedad sigue presente incluso 
cuando la contribución lorentziana se trata independientemente en el proceso de 
regularización de la ligadura escalar. 

Ya que el operador que representa cuánticamente la contribución lorentziana a 
la ligadura escalar posee la misma estructura que su contrapartida eucĺıdea salvo 
por que produce desplazamientos el doble de grandes, su introducción claramente no 
afecta al hecho de que los espacios de Hilbert con soporte en redes de paso cuatro son 
conservados. Por tanto, como mı́nimo, los sectores de superselección resultantes de 
adoptar la propuesta de regularización de Dapor y Liegener no serán más complicados 
que los obtenidos en la LQC isótropa estándar con las prescripciones de la Ref. [44]. 
En realidad, es fácil ver que resultan ser más simples una vez más, debido a las 

(n) (n)
siguientes propiedades excepcionales de los coefcientes f (v)f (v ± n). Dada la± ± 

defnición de f
(n) 
± (v) [véase la Ec. (3.25)], es fácil convencerse de que poseen las 

caracteŕısticas 

(n) (n)
f (v)f (v + n) = 0 ∀ v ∈ [−2n, 0), (3.28)+ + 
(n) (n)
f (v)f (v − n) = 0 ∀ v ∈ (0, 2n]. (3.29)− − 

Estas identidades garantizan que las redes se separan en realidad en dos semirredes 
invariantes bajo la acción del operador de ligadura escalar (3.22): los autoestados 
asociados a autovalores positivos y aquellos correspondientes a autovalores negativos 
nunca se relacionan por la acción de la ligadura completa. Por consiguiente, los 
sectores de superselección, como en el caso de la LQC estándar con la prescripción 
MMO, resultan venir dados por los espacios de Hilbert con soporte en las semirredes 
correspondientes a autovalores, o bien positivos, o bien negativos. De manera más 
precisa, los sectores de superselección H± 

ε son la compleción de Cauchy con respecto 
a la norma discreta de Cyl± 

ε = 
de paso cuatro defnidas como 

span{|v⟩ , v ∈ L± 
ε }, donde L± 

ε denota las semirredes 

L± 
ε = {v = ±(ε + 4n), ε ∈ (0, 4], n ∈ N}. (3.30) 

El hecho de que estos espacios de Hilbert tengan soporte en estas semirredes es una 
consecuencia inmediata de las propiedades (3.28) y (3.29), que a su vez derivan de la 
combinación notable de signos dictada por el esquema de simetrización empleado en 
la representación de la ligadura hamiltoniana completa. Por tanto, podemos concluir 
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que el tratamiento especial de la orientación de la tŕıada densitizada, que es una 
caracteŕıstica fundamental de la prescripción MMO inspirada en la consideración de 
cosmoloǵ  otropas, conduce en ´ on de unos sectores ıas anis´ ultima instancia a la obtenci´ 
de superselección más sencillos incluso que los obtenidos en la LQC estándar con 
otras prescripciones de orden de factores, como la de la Ref. [44]. Esto es, una vez 
más, prueba de la potencia del esquema de simetrización adoptado y de la ventaja 
que supone frente a la consideración de otras alternativas. 

4 Autofunciones generalizadas 
En el enfoque estándar de la LQC, se ha encontrado que la ligadura hamiltoniana 
cuántica generalmente admite extensiones autoadjuntas con un espectro continuo no 
vaćıo [45, 178]. En el contexto del esquema de regularización alternativo, los autores 
de la Ref. [91] mostraron que la ligadura hamiltoniana (3.22) admite una familia de 
extensiones autoadjuntas. Asumiendo que también posee un espectro continuo no 
vaćıo, nos centramos en dicha parte de su espectro y, en esta sección, estudiamos sus 
autofunciones generalizadas. Empleamos la siguiente notación para los autoestados 
generalizados: 

⟩ε 
λ

X 
= e ε 

λ µ

� ̂
Ω2 −2¯

ε 
λ

ε 
λµ 

� 
1 + γ2 

Ω̂2 ⟩ , (3.31)4¯|e (v) |v⟩ , |e ⟩ = λ |e 
4γ2 

donde eελ(v) es, por tanto, la autofunción generalizada asociada al autovalor genera-
lizado 3Nλ/8πG de la ligadura escalar cuántica. En la expresión anterior, la suma 

ε 

εha de llevarse a cabo sobre v ∈ L± 

ejemplo, el sector de superselección H+ 
para un cierto valor fjo de ε. Consideremos, por 

correspondiente a la semirred L+ 
ε . 

Calculando el producto interno de ⟨v| con ambos lados de la segunda igualdad en 
la ecuación anterior, t́ıpicamente se obtiene una expresión que relaciona los valores 
de la autofunción generalizada en cinco puntos de la semirred. Notablemente, si se 
considera el punto más cercano al origen (i.e., v = ε), la relación en cuestión involucra 
solo el valor de la autofunción en tres puntos de la semirred: ε, ε +4 y ε +8. La razón 
detrás de esta peculiaridad es que los coefcientes que acompañan a las contribuciones 
de los otros dos puntos que debeŕıan a priori intervenir (ε − 4 y ε − 8), que pertenecen 
a la semirred negativa, resultan anularse idénticamente, como ya discutimos en la 
sección anterior. Por tanto, fjando la autofunción generalizada en los dos primeros 
puntos de la semirred bajo consideración, eελ(ε) y eελ(ε + 4), su valor en el tercer 

ε
λ⟩ sea un autoestado punto queda inmediatamente fjado por el requisito de que |e 

generalizado del operador de ligadura hamiltoniana. Si trasladamos este argumento 
al siguiente punto en la semirred (v = ε + 4), la relación resultante de proyectar la 
acción de la ligadura sobre |v⟩ pasa a involucrar el valor de la autofunción generalizada 
en cuatro puntos de la semirred (ya que ahora solo una de las contribuciones se 
anula), de los cuales tres ya están determinados, por lo cual el cuarto queda fjado 
también. Este argumento se puede repetir recursivamente ad infnitum, alcanzando 
la conclusión de que la totalidad de la autofunción generalizada queda fjada una 
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vez se fje su valor en los dos primeros puntos de la semirred asociada al sector de 
superselección considerado14 . 

Llegados a este punto, cabe enfatizar que el resultado discutido en el párrafo 
anterior representa una diferencia fundamental con respecto al que se obtiene en 
el contexto del procedimiento de regularización estándar. En efecto, cuando solo 
se considera la parte eucĺıdea de la ligadura escalar, las autofunciones generalizadas 
resultan contener únicamente un dato libre, correspondiente a su valor para el autova-
lor del volumen más pequeño del sector de superselección en cuestión, que puede ser 
absorbido salvo por una fase mediante una renormalización generalizada apropiada de 
la autofunción [45]. En el caso que nos ocupa, sin embargo, el número de datos libres 
resulta ser dos, como indica el argumento que acabamos de presentar. Esto nos hace 
concluir que parece haberse doblado el número de soluciones al considerar la parte 
lorentziana en la regularización de la ligadura hamiltoniana. Por este motivo, uno 
diŕıa que esta contribución no puede ser entendida como una mera corrección de orden 
superior: una nueva clase de autosoluciones de la ligadura cuántica parece emerger 
formalmente como resultado de la adopción del esquema alternativo de regularización 
en la LQC homogénea e isótropa15 . Cabe mencionar que los autores de la Ref. [91] 
mostraron que el operador hamiltoniano alternativo no es autoadjunto pero admite 
una familia uniparamétrica de extensiones autoadjuntas, cada una de ellas con un 
espectro no degenerado. Este resultado proporciona otra perspectiva desde la que 
interpretar el nuevo dato aparentemente libre en nuestro análisis: permite “cubrir” 
las posibilidades correspondientes a las diferentes extensiones halladas en la Ref. [91]. 

Para completar esta sección, estudiemos si se puede derivar una expresión cerrada 
que permita calcular cualquier autofunción generalizada dada (cuya existencia asumi-
mos aqúı) en un punto cualquiera de la semirred en términos de su valor en los dos 
primeros puntos. Como cabŕıa esperar, la respuesta resulta ser afrmativa, conserván-
dose otra de las principales caracteŕısticas atractivas de la prescripción MMO. Para 
escribir la expresión resultante de manera algo más compacta, conviene introducir las 
defniciones que siguen: �h i2 h i2 

� 
(2) (2) h i2 h i2 

λ − f (v) f (v) (4) (4) 
4γ2 + + − f+ (v) + f− (v) 

F 0 
λ (v) = + , (3.32)

(4) (4) (4) (4)1 + γ2 
f (v + 8)f (v + 4) f (v + 8)f (v + 4) − − − − 

(2) (2)
4γ2 f (v ± 4)f (v ± 2)

F ±4(v) =    , (3.33)
(4) (4)1 + γ2 
f (v + 8)f (v + 4) − − 

(4) (4)
f (v − 8)f (v − 4)

F −8(v) = − + + . (3.34)
(4) (4)
f (v + 8)f (v + 4) − − 

Estas expresiones se corresponden con los coefcientes de las autofunciones en los 

14Este argumento aplica con modifcaciones mı́nimas al caso de los sectores de superselección con 
soporte en las semirredes negativas. 

15Este fenómeno está relacionado con la aparición de una era de Sitter emergente con curvatura 
constante de orden planckiano en el régimen efectivo del modelo de Dapor y Liegener, [90, 92, 93, 
95, 96]. 
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puntos v, v ± 4 y v − 8, respectivamente, en la relación que las vincula una vez se ha 
normalizado a la unidad el coefciente que acompaña a eελ(v + 8). 

Empleando las funciones (3.32)-(3.34) recién defnidas, el valor de una función 
generalizada en un cierto punto dado (de volumen fnito) de la semirred L+ 

ε se puede 
escribir como 

Y   XX Y 
ε eλ(ε + 4n) = F +4[ε + 4(rm − 1)] Fλ 

0[ε + 4s] 
m=0,1 O(m→n) {rm} {s} YY  F −4[ε + 4(t + 1)] F −8[ε + 4(u + 2)] e ε 

λ(ε + 4m). (3.35)× 
{t} {u} 

En esta expresión, O(p → q) denota el conjunto de caminos que contienen saltos de 
una, dos, tres o cuatro unidades y que conectan dos puntos, p y q, en una semirred 
de paso unidad. Estos caminos están compuestos por puntos intermedios entre p y 
q. Entonces, llamemos {r}, {s}, {t} y {u} a aquellos subconjuntos de estos puntos 
intermedios que, en el camino considerado, están seguidos por un salto de una, dos, 
tres o cuatro unidades, respectivamente. Adicionalmente, cabe enfatizar la diferencia 
que existe entre el conjunto de puntos intermedios seguidos por un salto de una 
unidad en caminos que empiezan en 0 (i.e., {r0}) del mismo conjunto en el caso de 
caminos que empiezan en 1 (i.e., {r1}). Si 0 pudiera pertenecer al conjunto {r0}, 
existiŕıa un término que vinculaŕıa los puntos ε y ε + 4 que no aparece en el cálculo 
directo. Si ese fuera el caso, uno concluiŕıa que eελ(ε) y eελ(ε + 4) no son cantidades 
independientes, reduciendo el número de datos libres de nuevo a uno. Teniendo esta 
peculiaridad en mente, la expresión presentada anteriormente permite calcular las 
autofunciones generalizadas asociadas a un cierto autovalor de la ligadura escalar 
cuántica en cualquier punto de una cierta semirred mediante la determinación de 
todos los caminos que conectan los enteros 0 y 1 con el entero correspondiente al 
punto en cuestión. 

El hecho de que podamos calcular las autofunciones generalizadas gravitacionales 
de manera exacta es una caracteŕıstica especialmente atractiva de la prescripción 
MMO que ya estaba presente en el marco de la LQC estándar y que, como vemos, 
persiste con el tratamiento separado de la contribución lorentziana en la regularización 
del hamiltoniano gravitacional. En la Ref. [44], donde se emplea la otra propuesta 
predominante para resolver la ambigüedad de orden de factores, estas autofunciones 
son obtenidas iterativamente y calculadas empleando métodos numéricos16 . 

5 Conclusión 
En este caṕıtulo, hemos construido expĺıcitamente un formalismo cuántico para la 
descripción de cosmoloǵıas de FLRW basado en el esquema de regularización de la 

16Nótese que, en este trabajo, se regulariza la ligadura escalar de manera estándar, por lo que 
los resultados de adoptar la prescripción MMO presentados en esta tesis son más potentes, incluso 
cuando la ligadura escalar es notablemente más complicada. 
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ligadura escalar propuesto por Dapor y Liegener [88, 90]. Para ello, hemos empezado 
considerando una cosmoloǵıa de Bianchi I, donde la simetrización natural que carac-
teriza la prescripción MMO queda especialmente patente. En este contexto, hemos 
llevado a cabo la regularización de la contribución lorentziana a la ligadura hamiltonia-
na gravitacional empleando una identidad clásica de Thiemann que permite expresar 
la curvatura extŕınseca triádica en términos de las holonomı́as de la conexión sin 
necesidad de hacer uso de las simetŕıas del sistema considerado. Combinando la 
contribución resultante con la parte eucĺıdea regularizada de manera estándar, hemos 
obtenido la ligadura hamiltoniana completa, en la cual hemos identifcado una estruc-
tura de signos que aparece como resultado de que los signos de distintas componen-
tes de la tŕıada densitizada no tienen por qué ser iguales en ausencia de isotroṕıa. 
Preservando esta estructura, hemos tomado el ĺımite isótropo para obtener la ligadura 
completa regularizada en el contexto de cosmoloǵıas de FLRW, que son el objeto de 
estudio principal de este caṕıtulo. 

A continuación, hemos representado cuánticamente la ligadura hamiltoniana isótro-
pa completa de acuerdo con las reglas de la prescripción MMO. Como resultado de la 
simetrización algebraica de las potencias del operador de tŕıada que es caracteŕıstica 
de la prescripción MMO, el estado singular de volumen nulo se ve desacoplado del 
resto del espacio de Hilbert cinemático del sistema. Dado que estamos interesados en 
soluciones no triviales a la dinámica, hemos restringido el análisis a su complemento 
ortogonal a través de una densitización del operador de ligadura. La acción de 
la versión densitizada del hamiltoniano completo sobre la base de autoestados del 
volumen se traduce en una ecuación en diferencias fnitas de orden cuatro (en lugar 
de una de orden dos, como ocurre en el formalismo estándar en el que la ligadura se 
escribe ´ erminos de su parte euclıdea), que vincula un total de cincounicamente en t´ ´ 
estados de volúmenes v, v ± 4 y v ± 8. Por consiguiente, la acción del hamiltoniano 
modifcado (que incluye una contribución eucĺıdea y una lorentziana) deja invariantes 
subespacios de Hilbert con soporte en redes discretas de paso cuatro. Sin embargo, 
gracias a las propiedades de la prescripción MMO (y, en particular, a la simetrización 
del signo de la tŕıada y de los elementos de holonomı́a que la caracteriza), la acción 
del operador estudiado no relaciona estados cuyos parámetros de volumen asociados 
tienen signo distinto: los sectores de superselección de la teoŕıa cuántica resultan venir 
dados por espacios de Hilbert con soporte en semirredes discretas de paso cuatro en 
lugar de redes completas. 

El hecho de que haya un valor del volumen con valor absoluto mı́nimo distinto 
de cero en cada una de estas semirredes implica que formalmente se puede escribir 
una relación entre los valores de la autofunción generalizada en los tres primeros 
puntos actuando con el operador hamiltoniano sobre el estado correspondiente al 
primero de estos puntos (las dos contribuciones restantes, que llevaŕıan a estados 
con volúmenes negativos, desaparecen gracias al tratamiento del signo de la tŕıada 
densitizada caracteŕıstico de la prescripción MMO). Esto tiene consecuencias inme-
diatas en el cálculo de las autofunciones generalizadas del operador hamiltoniano 
completo. En efecto, es fácil convencerse de que, si se fjan los valores de la autofunción 
generalizada asociada a un cierto autovalor en los dos primeros puntos, su valor en el 
tercero está inmediatamente determinado por la relación mencionada anteriormente. 
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Además, si se escribe una expresión similar partiendo de la acción del operador 
hamiltoniano en el segundo punto de la semirred, el valor de la autofunción genera-
lizada en el cuarto punto quedaŕıa inmediatamente fjado también. Repitiendo este 
argumento un número infnito de veces, desplazando el punto de actuación del hamil-
toniano a lo largo de la semirred, se llega a la conclusión de que la totalidad de 
la autofunción generalizada queda determinada cuando se fja su valor en los dos 
primeros puntos: existen dos datos libres en el cómputo de las autofunciones de la 
ligadura escalar cuántica. Esta conclusión contrasta con la alcanzada en el contexto 
del enfoque estándar, en el que solo existe un dato libre. Por tanto, la consideración y 
subsecuente regularización del término lorentziano se traduce en una posible duplica-
ción del número de grados de libertad, indicando que dicha contribución no puede 
ser considerada meramente como una corrección de orden superior al formalismo 
estándar de la LQC homogénea e isótropa. Hemos comentado que la aparición de 
este dato adicional, que es (aparentemente) libre, está estrechamente relacionada 
con el hecho de que el operador hamiltoniano admite una familia uniparamétrica 
de extensiones autoadjuntas con espectros no degenerados [91], por lo que dicho 
dato podŕıa entenderse en cierto modo como el parámetro que permite “recorrer” 
esa familia de extensiones. Por último, hemos mostrado que es posible obtener una 
expresión cerrada para el cálculo de las autofunciones generalizadas que solo depende 
de sus valores en los dos primeros puntos de la semirred asociada al sector de superse-
lección bajo consideración. Cabe enfatizar que esto solo es posible gracias al hecho de 
que los espacios de Hilbert invariantes bajo la acción del operador de ligadura tienen 
soporte en semirredes discretas y no en redes completas, lo cual es una consecuencia 
inmediata de la prescripción de orden de factores adoptada. 

En conclusión, los resultados del análisis recogido en este caṕıtulo confrman que 
la prescripción MMO conduce a una teoŕıa cuántica con propiedades atractivas, no 
solo con la regularización estándar en la LQC, sino también con un procedimiento de 
regularización en el que se trata de forma independiente la contribución lorentziana 
a la ligadura hamiltoniana. 

58 



Caṕıtulo 4 

Regularización alternativa en 
cosmoloǵıas de Bianchi I 

En este caṕıtulo, generalizamos el formalismo desarrollado en el caṕıtulo anterior al 
caso de las cosmoloǵıas anisótropas de Bianchi I. En otras palabras, regularizamos la 
ligadura hamiltoniana gravitacional sin apelar a consideraciones de simetŕıa siguiendo 
el esquema propuesto por Dapor y Liegener [90, 91] y procedemos a su representación 
polimérica adoptando la prescripción MMO, haciendo énfasis en determinar si las 
buenas propiedades de esta prescripción siguen presentes en el modelo considerado 
incluso cuando el procedimiento de regularización seguido no es el estándar. 

El resto de este caṕıtulo, en el que se recogen los resultados presentados original-
mente en la Ref. [180], está organizado como sigue. Dado que la descripción del 
espacio de Hilbert cinemático de la teoŕıa y la regularización de las contribuciones 
eucĺıdea y lorentziana ya han sido presentadas en esta tesis (véanse la Sec. 2 de los 
Preliminares y la Sec. 1.1 del Caṕıtulo 3), procedemos directamente a la representa-
ción cuántica de la ligadura hamiltoniana completa. En la Sec. 1, comenzamos 
repasando la promoción de la parte eucĺıdea a operador cuántico, discutiendo su acción 
sobre los elementos de una base del espacio de Hilbert y estudiando la estructura de los 
sectores de superselección que defne. En la Sec. 2, llevamos a cabo un procedimiento 
idéntico con la contribución lorentziana, destacando las similitudes y diferencias con 
respecto al caso eucĺıdeo estándar. También investigamos cómo se alteran los sectores 
de superselección al introducir la parte lorentziana (véase la Sec. 2.1). En la Sec. 3, 
discutimos la relación existente entre los resultados de la sección anterior y las reglas 
de superselección del caso isótropo presentadas en el caṕıtulo anterior. Finalmente, 
los resultados principales del caṕıtulo están resumidos en la Sec. 4, donde se incluye 
también un comentario acerca de la implementación de la dinámica mejorada en el 
modelo. Además, el Apéndice A incorpora una explicación de los distintos convenios 
adoptados en la LQC isótropa y anisótropa, e incluye una reformulación el formalismo 
del Caṕıtulo 3 de tal modo que sea inmediatamente comparable con el de este caṕıtulo. 
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1 Cuantización de la contribución eucĺıdea 
La representación polimérica de la contribución eucĺıdea a la ligadura escalar gravita-
cional ya ha sido abordada en un cierto número de trabajos, empleando esquemas 
variados para la implementación de la dinámica mejorada y con distintas prescripcio-
nes de orden de factores [49, 52–55]. En esta sección, repasamos los ingredientes 
básicos de la cuantización planteada en la Ref. [54], donde se emplea la prescripción 
MMO. El lector puede consultar dicho art́ıculo para un análisis más detallado. 

Siguiendo las reglas introducidas en la sección anterior, llevamos a cabo una simetri-p\zación algebraica de las potencias de |cp| y 1/ |p| y simetrizamos los términos que 
involucran el signo de las variables de tŕıada y las holonomı́as de la manera siguiente: h i 

\ \sgn(pi) sin µ̄ ic i −→ F̂ 
i = 

1 
sgn(pi), sin µ̄ ici , (4.1)

2 + 

donde [· , ·]+ es el anticonmutador de operadores y � �1\i − ˆ . (4.2)sin µ̄ ic = N̂ 
2µ̄i N−2µ̄i2i 

El resultado de aplicar estas reglas a la contribución eucĺıdea a la ligadura escalar 
asociada a una cosmoloǵıa de Bianchi I [véase la Ec. (2.28)] es un operador sobre el 
espacio de Hilbert cinemático Hkin de la formaBI " #1/2 !" #1/2b X b 

Ĥ BI 1 (i) 1 
E = Ĥ  

E , (4.3)
V V 

i=θ,σ,δ 

donde 

Ĥ  
E 
(i) 

=
1 

Vb 1/2 
� 
F̂ 
j V̂ F̂ 

k + F̂ 
kV̂ F̂ 

j 

� 
Vb 1/2 , (4.4)

16πG∆ 

con i ̸= j ≠ k. En vista de la defnición anterior, cabe pararse a hacer un breve 
comentario acerca del orden de factores empleado. En primer lugar, es importante 

ˆnotar que los operadores Fi y el operador de volumen no conmutan clásicamente 
bajo corchetes de Poisson, por lo que es necesario seleccionar una prescripción para 
representar sus productos cuánticamente. En la Ref. [54], cuya presentación se 
sigue de cerca en esta sección, se decidió tomar la propuesta de la Ref. [49] para 
facilitar la comparación de resultados17 . La simetrización extra que aparece en la 
ecuación anterior es consecuencia del hecho de que F̂ 

j y F̂ 
k tampoco conmutan entre 

śı, propiedad que resulta de la propuesta de implementación de la dinámica mejorada 

17El número espećıfco de potencias del volumen que aparece en la Ec. (4.4) es el resultado 
de la representación cuántica considerada para 1/µ̄ i. La contrapartida isótropa del operador que se 
obtiene con estos convenios resulta diferir ligeramente en el orden de factores con respecto al operador 
convencional en la LQC homogénea e isótropa. Esto complica en cierta medida la interpretación de 
la relación entre las teoŕıas cuánticas isótropa y anisótropa. Véase el Apéndice A para un comentario 
en mayor profundidad acerca de la diferencia mencionada y de sus consecuencias. 
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considerada18 (véase la defnición de las longitudes fduciales mı́nimas en la Sec. 2 de 
los Preliminares). 

El operador inverso de volumen d se defne de la forma usual (es decir, partiendo 1/V 
de una identidad de Thiemann clásica), como en el caṕıtulo anterior. El operador que 
se obtiene resulta aniquilar cualquier estado que pertenezca al kernel de cualquiera 
de los operadores de tŕıada p̂i, que corresponden a autoestados del volumen de 
autovalor nulo (en otras palabras, son los análogos cuánticos de las singularidades 
clásicas). Por consiguiente, gracias a la simetrización algebraica caracteŕıstica de la 
prescripción MMO, el operador que representa cuánticamente la contribución eucĺıdea 
aniquila los estados de volumen cero y deja invariante su complemento ortogonal, 
de manera equivalente a la situación encontrada en escenarios isótropos. Dicho 

H̃kincomplemento ortogonal, que llamaremos BI , no es sino la compleción de Cauchy 

de g = span {|v, λσ, λδ⟩ : v ̸ con respecto al producto interno discreto enCylS = 0}
cada dirección espacial. Las propiedades mencionadas anteriormente aseguran que es 
posible densitizar el operador hamiltoniano eucĺıdeo (4.3), eliminando en el proceso 
los estados singulares, que quedan completamente desacoplados ya a nivel cinématico. 
Formalmente, dicha 

∗ 
densitización requiere establecer una relación biyectiva entre los 

∗ g ˆ gestados ⟨ϕ̃| ∈ Cyl aniquilados por el adjunto de HBI y los estados ⟨ϕ| ∈ CylS E SP 
Ĥ BI (i)

aniquilados por el adjunto de su versión densitizada = Ĥ  . En lo que sigue, E i E 
nos centramos exclusivamente en el estudio de esta versión densitizada y nos referimos 
siempre a ella, incluso si omitimos la denominación “densitizada” por brevedad. 

Dado que la ligadura escalar presenta una forma funcional muy compleja, no 
existen estudios en la literatura donde se determinen sus propiedades espectrales. 
No obstante, se ha mostrado que su acción superselecciona espacios de Hilbert, por 
lo que, en la práctica, se puede restringir la discusión presente a cualquiera de ellos. 
En la siguiente subsección describiremos dichos sectores de superselección , ya que los 
argumentos empleados en este caso servirán para ilustrar el razonamiento usado en 
el caso más complejo del tratamiento de la contribución lorentziana en la Sec. 2. 

1.1 Sectores de superselección 

Las reglas de superselección que dictan la estructura de los sectores invariantes bajo 
la acción del operador de ligadura densitizada se pueden deducir sin gran difcultad 
a partir de la acción de los operadores F̂ 

i en la base de autoestados del volumen. En 
la representación v (véase la Sec. 2 de los Preliminares para más detalles acerca de 

18A modo de ejemplo, con la propuesta de la Ref. [52], la longitud fducial mı́nima asociada a cada 
dirección espacial solo depende de la variable de tŕıada correspondiente, por lo que esta simetrización 
extra seŕıa innecesaria una vez ordenadas las potencias del operador de volumen de forma apropiada 
[57]. 
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cómo se defnen las representaciones λ y v), 

i
F̂θ |v, λσ, λδ⟩ = − sgn(λσλδ)

4X 
× l[sgn(v) + sgn(v + 2l sgn(λσλδ))] |v + 2l sgn(λσλδ), λσ, λδ⟩ , (4.5) 

l=±1 

i
F̂σ |v, λσ, λδ⟩ = − sgn(λσ)

4 �X v + 2l sgn(vλσ)× l[1 + sgn(|v| + 2l sgn(λσ))] v + 2l sgn(vλσ), λσ, λδ . (4.6) 
v 

l=±1 

La acción de F̂ 
δ es completamente análoga a la de F̂ 

σ. 
A estas alturas de la discusión, ya es posible darse cuenta de que la acción de 

la parte eucĺıdea de la ligadura hamiltoniana no cambia el signo de ninguna de las 
etiquetas de los estados sobre los que actúa. Por lo tanto, el espacio de Hilbert 
cinemático se separa inmediatamente en un total de ocho subespacios de Hilbert 
superseleccionados, con soporte en los ocho octantes defnidos por los signos de v, 
λσ y λδ. Dado que cada término de la contribución eucĺıdea está compuesto por 

ˆdos operadores Fi asociados a dos direcciones espaciales distintas (salvo potencias 
del operador de volumen, que no infuyen en este argumento19), los sectores de 
superselección del hamiltoniano eucĺıdeo cuántico están estrechamente relacionados 
con los de F̂ 

i. 
Empecemos, por tanto, estudiando las reglas de superselección derivadas de la 

acción de estos operadores. De ahora en adelante, estudiamos el caso en el que el 
estado de partida |ψ⟩ está etiquetado por tres números positivos. En otras palabras, 
|ψ⟩ ∈ Cyl+ = span{|v, λσ, λδ⟩ : v > 0, λr > 0}, con r = σ, δ. Bajo la acción de unS 
cierto F̂ 

i, solo la contribución correspondiente a l = −1 [véanse las Ecs. (4.5) y (4.6)] 
podŕıa modifcar el signo de una de las etiquetas (o de dos, en el caso de las acciones 

ˆ ˆde Fσ y Fδ). La observación clave es que estas contribuciones aparecen pesadas por 
un factor que se anula idénticamente para v < 2, es decir, precisamente cuando 
estos cambios de signo podŕıan producirse. En efecto, los operadores de holonomı́a 
solo producen desplazamientos de dos unidades en el parámetro adimensional de 
volumen y dilataciones (o contracciones) en las variables de anisotroṕıa λσ y λδ 
caracterizadas por fracciones en las que el numerador y el denominador diferen en 

ˆ ˆdos unidades en valor absoluto. Adicionalmente, en el caso de Fσ y Fδ (que producen 
ˆdesplazamientos y dilataciones/contracciones simultáneas, a diferencia de Fθ, que 

solo genera desplazamientos), no se puede producir un cambio de signo aislado en 
una de las etiquetas, sino que tiene que ocurrir necesariamente en las dos etiquetas 
afectadas a la vez. En conclusión, el prefactor que impide la ocurrencia de un cambio 
de signo en el volumen resulta garantizar que no tiene lugar ningún cambio de signo 
en absoluto. Por consiguiente, la acción del operador hamiltoniano eucĺıdeo deja 
invariante el subespacio con soporte en el octante donde todas las etiquetas de los 

19Excepto en los casos en los que v = 2, 4, donde aniquilan las contribuciones potencialmente 
H̃kinsingulares, garantizando la buena defnición de la restricción de Ĥ  

E a BI . 
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estados son positivas. Un argumento completamente análogo permite alcanzar la 
misma conclusión en los otros siete octantes, por lo que, como hab́ıamos adelantado, 
el espacio de Hilbert cinemático se divide en ocho subespacios superseleccionados bajo 

Ĥ BI .la acción de E 
De hecho, podemos ser aún más precisos. Centremos nuestra atención en estados 

|v, λσ, λδ⟩ ∈ Cyl+S . Dada la estructura de cada término de la ligadura densitizada y 
las acciones de los operadores F̂ 

i discutidas en el párrafo anterior, la acción de cada 
Ĥ BItérmino de E conduce a contribuciones en las que la etiqueta v se ve desplazada 

en cero, más o menos cuatro unidades con respecto al valor de la etiqueta de partida. 
Asimismo, produce dilataciones y/o contracciones en una o dos de las variables de 
anisotroṕıa, dependiendo del término en cuestión. Esto indica que los subespacios 
invariantes bajo la acción repetida de la ligadura vienen dados por la compleción de 
Cauchy de conjuntos de la siguiente forma: 

CylS,ε,λσ ,λδ 
= span{|v ∗ , λ ∗ 

σ, λδ 
∗⟩ : v ∗ ∈ L+ 

ε , λr 
∗ = wελr, wε ∈ Wε}, (4.7) 

donde λr son las variables de anisotroṕıa del estado de partida sobre el que actúa 
Ĥ BIrepetidamente E y L+ 

ε y Wε son los conjuntos defnidos en los párrafos siguientes. 

Por un lado, como en el caso isótropo, es sencillo apreciar que v ∗ vive en una 
semirred discreta de paso cuatro, L+ 

ε , defnida mediante un número real ε ∈ (0, 4] tal 
que 

L+ ∗ = {v = ε + 4n : n ∈ N}, (4.8)ε 

donde N denota el conjunto de los números enteros no negativos. 

Por otro lado, las variables de anisotroṕıa de los estados diana se obtienen mediante 
la multiplicación sucesiva de fracciones cuyo numerador y denominador diferen en 
dos unidades en valor absoluto. Por ende, dichas variables son siempre proporcionales 
a las variables de anisotroṕıa del estado de partida, con un factor de proporcionalidad 
wε que solo depende de ε, como se puede apreciar en la Ec. (4.6). En virtud de estas 
observaciones, no es complicado comprobar que wε puede tomar cualquier valor en el 
conjunto discreto (� � � �kn )

z Y mε − 2 ε + 2n Wε = : km
n ∈ N; z ∈ Z si ε > 2, z = 0 si ε ≤ 2 , (4.9)

ε ε + 2m 
n,m∈N 

que es infnito numerable y denso en la recta real positiva [58]. 

De este modo, si bien el volumen v vive en una semirred discreta de paso cuatro, 
las variables de anisotroṕıa toman valores en un conjunto mucho más complejo. Sin 
embargo, a pesar de las complicaciones obvias que surgen de la consideración de un 
sistema anisótropo, la parte eucĺıdea de la ligadura sigue dejando invariantes espacios 
de Hilbert separables Hε,λσ ,λδ dados por la compleción de CylS,ε,λσ ,λδ 

con respecto al 
producto interno discreto en cada dirección espacial. 
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2 Cuantización de la contribución lorentziana 
Una vez fnalizado el repaso del procedimiento seguido en la Ref. [54] para la 
representación cuántica de la contribución eucĺıdea, procedemos en está sección a 
la discusión del tratamiento de la parte lorentziana de la ligadura escalar (3.5). 

Como resultado de las reglas de la prescripción MMO, es inmediato ver que el 
operador que se obtiene al representar cuánticamente la parte lorentziana (3.5) tam-
bién es de la forma " #1/2 " #1/2b b1 1 

Ĥ BI Ĥ BI 
L = L , (4.10)

V V 

Ĥ BIdonde L es el operador densitizado correspondiente. Igual que ocurre en el caso 
de la contribución eucĺıdea, podemos llevar a cabo una restricción bien defnida al 

Hekincomplemento ortogonal de los estados de volumen cero, desacoplándose losBI , 
análogos cuánticos de las singularidades clásicas a nivel cinemático. En lo que resta 
de esta sección, analizamos las propiedades de esta versión densitizada del operador 
hamiltoniano lorentziano. 

En vista de lo discutido en la sección anterior, es sencillo convencerse de que el 
operador considerado se puede escribir como XX (α) (α) 

Ĥ BI 1 1 + γ2 1 ˆ̃ ˆ̃  
L = − [Gi , Gj ]+, (4.11)

16πG 4γ2 2∆ 
i j≠ i 

(α)ˆ̃  20donde el análogo clásico de Gi es X 
V sgn(pi) sin µ̄ ic i cos µ̄ kc k . (4.12) 

k ̸=i 

Siguiendo las directrices de la prescripción MMO, la expresión clásica anterior se 
ˆ Hkinpuede promover a un operador G̃ 
i 

(α) 
sobre e BI del siguiente modo: � � 

(α) (α)1ˆ ˆ˜ \ ˜Gi = sgn(pi), Θi , (4.13)
2 + 

(α)ˆ̃donde el operador Θi se defne a su vez como 

(α) X� � 
ˆ 1 

V̂ 1/2−α i ˆ \ \k i V 1/2−α˜ \ V 2α V̂ 2α \ ˆΘi = sin µ̄ ic cos µ̄ kck + cos µ̄ kc sin µ̄ ic , (4.14)
2 

k ̸=i 

(α)ˆ̃con 0 < α < 1/2 para garantizar que Θi está bien defnido y con � �1 ˆ\µkck = N̂ 
2µ̄k N−2µ̄k . (4.15)cos ¯ + 

2 
20Como veremos a continuación, la etiqueta α es un parámetro que da cuenta del orden de factores 

adoptado para las potencias del operador de volumen. 
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Una vez introducido el operador hamiltoniano lorentziano, el siguiente paso consiste 
en evaluar su acción sobre la base de autoestados del volumen. Como en el caso de 

(α)ˆ̃la parte eucĺıdea, es conveniente empezar calculando la acción de Θi , a partir de 
(α)ˆ̃la cual se puede derivar inmediatamente la de Gi y, en un paso posterior, la del 

(α)ˆ̃operador de ligadura completo. Consideremos el caso de Θθ en primer lugar. En la 
representación v, �X\2i sin µ̄ θcθ |v, λσ, λδ⟩ = l v + 2l sgn(λσλδ), λσ, λδ , (4.16) 

l=±1 �X v + 2l sgn(vλσ)
2 cos\µ̄ σcσ |v, λσ, λδ⟩ = v + 2l sgn(vλσ), λσ, λδ . (4.17) 

v 
l=±1 

La acción del operador coseno asociado a la dirección fducial δ es totalmente análoga 
a la mostrada para la dirección σ. De las acciones mostradas sobre estas ĺıneas, es 

fácil deducir que la acción de Θ̂̃ 
θ 

(α) 
sobre un estado de Cyl+S resulta en 

ˆ (α) √ Xπ 
Θ̃ |v, λσ, λδ⟩ = −i Gγ ∆|v|1/2−α |v + 2l|2α|v + 2l + 2m sgn(v + 2l)|1/2−α 

θ 4 
l,m=±1� � 

v + 2l + 2m sgn(v + 2l)× l v + 2l + 2m sgn(v + 2l), λσ, λδ 
v + 2l� � 

v + 2l 
+m v + 2l + 2m sgn(v + 2l), λσ, λδ + (σ ↔ δ) , (4.18) 

v 

que involucra, en general, un total de dieciséis contribuciones. Cabe notar que, cuando 
v = 2, 4, los pesos de algunas de estas contribuciones resultan anularse idénticamente, 
ya que v + 2l y v + 2l + 2msgn(v + 2l) pueden hacerse cero en estas situaciones. Este 
es efectivamente el caso de las ocho contribuciones correspondientes a l = −1 cuando 
v = 2 y de las cuatro correspondientes a l, m = −1 cuando v = 4. Esta observación 
cobrará importancia más adelante. 

(α) (α)ˆ ˆ˜ ˜Especifquemos ahora por completitud la acción de Θσ (la acción de Θδ es 
completamente análoga a la presentada a continuación, reemplazando σ por δ). Las 
combinaciones de elementos de holonomı́a relevantes son las siguientes: �X v + 2l sgn(vλσ)

2i sin\̄ σ |v, λσ, λδ⟩ = l v + 2l sgn(vλσ), λσ, λδ ,µσc (4.19) 
v 

l=±1X\2 cos µ̄ θcθ |v, λσ, λδ⟩ = |v + 2l sgn(λσλδ), λσ, λδ⟩ , (4.20) 
l=±1 

\δy la acción del operador cos µ̄ δc se puede extraer de la Ec. (4.17) mediante el cambio 
σ → δ. Considerando en particular estados de partida que viven en Cyl+S , se obtiene 
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(α)ˆ̃que el resultado de actuar sobre ellos con el operador Θσ es 

ˆ (α) √ Xπ 
Θ̃ |v, λσ, λδ⟩ = −i Gγ ∆|v|1/2−α |v + 2l|2α|v + 2l + 2m sgn(v + 2l)|1/2−α×σ 4 

l,m=±1� � 
v + 2l × l v + 2l + 2m sgn(v + 2l), λσ, λδ 
v � 

v + 2l + 2m sgn(v + 2l)
+ m v + 2l + 2m sgn(v + 2l), λσ, λδ 

v + 2l � 
v + 2l v + 2l + 2m sgn(v + 2l)

+ l v + 2l + 2m sgn(v + 2l), λσ, λδ 
v v + 2l �� 

v + 2l + 2m sgn(v + 2l) v + 2l 
+m v + 2l + 2m sgn(v + 2l), λσ, λδ . (4.21) 

v + 2l v 

Una vez más, la ecuación anterior vincula |v, λσ, λδ⟩ con un total de dieciséis estados. 
(α)ˆ̃No obstante, como en el caso del operador Θθ , las contribuciones de ciertos estados 

desaparecen en los casos en los que v = 2, 4. De hecho, la situación es exactamente 
la misma que la descrita en el párrafo bajo la Ec. (4.18). 

(α)ˆ̃En conclusión, observamos que, en el caso de los tres operadores Θi , no todos los 
estados vinculados con un estado de partida |v, λσ, λδ⟩ ∈ Cyl+ mediante la actuaciónS 
consecutiva de dos holonomı́as contribuyen al resultado fnal. La razón que subyace 
a esta propiedad no es sino la prescripción de orden de factores adoptada para las 
potencias del volumen que intervienen en la expresión de estos operadores. En el 
caso discutido, dicha prescripción evita la aparición de dos tipos de estados singulares: 
aquellos asociados a un volumen nulo y aquellos en los que las variables de anisotroṕıa 
se anulan o divergen. Este hecho asegura que es posible obtener un operador de 
ligadura hamiltoniana lorentziana bien defnido en HBI

kin y que admite una restricción 
al complemento ortogonal del kernel del operador de volumen V̂ . 

Cabe comentar que es posible visualizar esta situación desde una perspectiva 
alternativa. Como hemos discutido anteriormente, el orden de factores escogido para 
las potencias del volumen resulta anular ciertas contribuciones, lo cual se traduce 
en el desacoplamiento de los estados potencialmente singulares incluso en pasos 
intermedios (en otras palabras, los estados imagen no pueden contener contribuciones 
de volumen cero, ni siquiera tras la actuación de una sola holonomı́a). Esto puede 
entenderse alternativamente como una restricción en los valores que l y m pueden 
adoptar en las Ecs. (4.18) y (4.21) como resultado de dicho orden de factores. 

ˆPor ende, en la práctica, se lleva a cabo una proyección P sobre el espacio de gHilbert que resulta de la compleción de Cauchy de CylS tras la actuación de cada 
holonomı́a que interviene en la defnición del operador hamiltoniano lorentziano. 
Como consecuencia, podemos reemplazar cada operador de holonomı́a en la Ec. (4.14) 
por su contrapartida proyectiva 

\ P \i \ P \jsin µ̄ ici −→ ˆsin µ̄ ic , cos µ̄ j cj −→ ˆcos µ̄ j c . (4.22) 
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Antes de proceder a la fjación del valor del parámetro α del orden de factores 
adoptado para las potencias del volumen, resulta útil especifcar las restricciones en 
los valores de l y m que resultan de las proyecciones previamente incorporadas. Para 
este fn, consideramos l y m como las componentes de una 2-tupla ordenada (l, m) 
que ha de pertenecer a un cierto conjunto Iv, defnido como sigue para cada valor del 
volumen del estado de partida:   {(+1, +1), (+1, −1), (−1, +1), (−1, −1)} si v ̸= 2, 4, 

Iv = {(+1, +1), (+1, −1)} si v = 2, (4.23)  {(+1, +1), (+1, −1), (−1, +1)} si v = 4. 

Por tanto, las restricciones en los valores de l y m se pueden incorporar fácilmenteP P 
mediante la sustitución → en las Ecs. (4.18) y (4.21), lo cual esl,m=±1 (l,m)∈Iv 

completamente equivalente a introducir las proyecciones (4.22) en las defniciones de 
(α)ˆ̃Θ .i 
A continuación, abordamos la cuestión de la fjación del valor de α para seleccionar 

un orden de factores concreto para las potencias del operador de volumen. Las 
opciones que podŕıan parecer naturales son, o bien el valor totalmente simétrico 
α = 1/4, o bien los valores ĺımite, α = 0 ó α = 1/2. En vista del hecho de que 
hemos considerado una representación de la parte eucĺıdea que reproduce el orden de 
factores de la Ref. [49], lo más razonable parece elegir aquel valor que reproduzca el 
mismo orden de factores. Una comparación de las formas funcionales de las versiones 
densitizadas de las partes eucĺıdea y lorentziana [véanse las Ecs. (4.4) y (4.11)] 

(α)ˆ̃permite notar que la contrapartida eucĺıdea de los operadores Gi es, en realidad, 
(α)ˆV̂ 1/2 ˆ V̂ 1/2 ˜. Para acercar la forma de estas dos expresiones, reescribamos G comoFi i " #X� � 

V̂ 1/2−α 1 \ ˆ i V̂ 2α ˆ \ \k V̂ 2α ˆ i V̂ 1/2−αsgn(pi), Psin\µ̄ ic Pcos µ̄ kck + P̂cos µ̄ kc Psin\µ̄ ic . 
4 

k ̸=i + 
(4.24) 

Cabe enfatizar que, en esta fórmula, gracias a la aparición de los operadores volumen 
y de las proyecciones, el operador signo nunca actúa sobre estados de volumen nulo 
(acción que no estaŕıa bien defnida). Comparando la ecuación anterior con la Ec. 

(α) 
(4.1), es obvio que los operadores G̃̂ 

i y V̂ 1/2F̂ 
iV̂ 1/2 (para un cierto valor de i) tienen 

la misma estructura en el ĺımite α → 0. En lo que sigue, consideramos dicho ĺımite 
respetando las proyecciones y estudiamos el operador resultante21 . Para simplifcar la 
notación y las expresiones empleadas de aqúı en adelante, es conveniente introducir 

21Este orden de factores cuenta con una ventaja adicional: se recupera el operador sin 2\̄µc en el 
ĺımite isótropo, lo cual simplifca considerablemente la comparación con los resultados ya obtenidos 
en el contexto de cosmoloǵıas homogéneas e isótropas [176]. Para más detalles acerca de la relación 
entre el trabajo presente y el expuesto en el caṕıtulo anterior, véase el Apéndice A. 
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las defniciones " #X1ˆ ˆ i ˆ \kΘi = sin µ̄ ic , Pcos ¯ ,P \ µkc (4.25)
2 

k ̸=i h i + 
1ˆ \ ˆGi = sgn(pi), Θi , (4.26)
2 + XX 

Ĥ BI 1 1 + γ2 
V̂ 1/2( ˆ V̂ Ĝ 

j + ˆ V̂ Ĝ 
i)V̂ 1/2 

L = − Gi Gj . (4.27)
32πG∆ 4γ2 

i j≠ i 

Extrayendo los factores apropiados que resultan de la acción del operador de volumen, 
las acciones de los operadores Θ̂ 

i pueden obtenerse a partir de las Ecs. (4.18) y (4.21) 
ˆtomando el ĺımite α → 0. En principio, lo mismo ocurre con las acciones de Gi 

Ĥ BIy L pero, en la práctica, el número de términos en las expresiones resultantes 

Ĥ BIes considerablemente grande (en el caso de L , estaŕıamos hablando de 1536, 
en contraste con los 24 que aparecen en la acción de su análogo eucĺıdeo). Por 
consiguiente, omitimos aqúı la expresión expĺıcita de la acción a pesar de que su 
obtención no presenta obstáculo alguno. Dicho esto, la complejidad del operador no 
impide estudiar la estructura de los sectores que deja invariantes. Veamos en primer 

Ĥ BIlugar si la acción de L superselecciona los subespacios de Hilbert con soporte en 
los ocho octantes defnidos por los signos de v, λσ y λδ, como es el caso en el sector 
eucĺıdeo. 

Como en la sección anterior, el hecho de que la base que hemos venido considerando 
sea de autoestados del volumen implica que es sufciente con analizar las caracteŕıs-

ˆ ˆticas de la acción de los operadores Gi. Como consecuencia de la estructura de Gi 
(4.26), es inmediato convencerse de que su acción sobre un estado de la base de 
autoestados del volumen adopta la forma X1 

Ĝ 
i |v, λσ, λδ⟩ = [sgn(λi) + sgn(λ ∗ )] |v ∗ , λ ∗ , λ ∗⟩ , (4.28)i σ δ2 

v ∗,λ∗ 
σ ,λ

∗ 
δ 

donde v ∗ , λσ 
∗ y λδ 

∗ son los números cuánticos de los estados diana que resultan de 
la acción de Θ̂ 

i. Por ende, la suma en la expresión anterior debe entenderse sobre 
todo estado tal, recordando que λθ = v/(2λσλδ). Es fácil ver que el factor que 
pesa cada término asegura que no contribuyen todos aquellos estados en los que se 
produce una inversión del signo de la variable de tŕıada asociada a la dirección espacial 
correspondiente. Esto es, una vez más, una consecuencia obvia de la simetrización 
del signo de las variables de tŕıada y de los elementos de holonomı́a caracteŕıstica de 
la prescripción adoptada. 

ˆConsideremos en primer lugar el caso del operador Gθ. Por un lado, la acción de 
Θ̂ 

θ sobre un estado de Cyl+S resulta venir dada por � �Xi v + 2l + 2m sgn(v + 2l)
Θ̂θ |v, λσ, λδ⟩ = − l v + 2l + 2m sgn(v + 2l), λσ, λδ

8 v + 2l 
(l,m)∈Iv � � 

v + 2l 
+ m v + 2l + 2m sgn(v + 2l), λσ, λδ + (σ ↔ δ) . (4.29) 

v 
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En lo que concierne al volumen v, los estados diana diferen del estado de partida 
en desplazamientos de cero, más o menos cuatro unidades. Por lo tanto, como cada 
término del hamiltoniano lorentziano cuántico contiene dos de estos operadores, es 

Ĥ BIevidente que L conecta estados de volumen v con estados de volumen v o v ± 8. 
Esta observación comporta que la acción de la parte lorentziana deja invariantes redes 
discretas de paso cuatro. En la sección anterior, vimos que la contribución eucĺıdea 
superselecciona subespacios aún más simples, ya que las semirredes positiva y negativa 
resultan ser invariantes separadamente. La cuestión es, entonces, si lo mismo ocurre 
en el sector lorentziano investigado. 

Recordemos que, en el caso de la parte eucĺıdea, cada estado imagen obtenido por 
ˆla acción del operador Fi sobre un cierto estado de partida aparece pesado por un 

factor [sgn(λi) + sgn(λ∗ 
i )] que asegura el desacoplamiento de las semirredes positiva y 

negativa. Asimismo, estos factores son también la razón que subyace al hecho de que 
los subespacios de Hilbert con soporte en los distintos octantes defnidos por los signos 

Ĥ BIde λi sean invariantes bajo la acción de E . La observación clave en este argumento 
es que la acción de F̂ 

i solo puede inducir cambios de signo en una de las variables λi, 
lo cual se traduce en que la acción de los operadores F̂ 

i en la representación v puede 
dar lugar, por un lado, a un cambio de signo solo en el volumen (que corresponde a un 
cambio de signo en la variable λθ) o, por otro lado, a un cambio de signo simultáneo en 
el volumen y en una de las variables de anisotroṕıa. Precisamente en este punto reside 
la diferencia fundamental entre las contribuciones eucĺıdea y lorentziana. Por un lado, 
como resultado de la contribución de los operadores de holonomı́a asociados a todas 
las direcciones fduciales en la Ec. (4.25), los operadores Θ̂ 

i pueden inducir cambios en 
el signo de las tres etiquetas de los estados sobre los que actúan (pero nunca de más de 
dos de manera simultánea). Por otro lado, el factor [sgn(λi)+sgn(λ∗ 

i )] que acompaña a 
cada estado imagen bajo la acción de Ĝ 

i solo protege el signo de una de las etiquetas. 
Por tanto, a priori existiŕıa la posibilidad de que apareciesen cambios de signo en 
las otras dos etiquetas sin que el factor mencionado anteriormente se anulase. En el 
caso eucĺıdeo, la situación descrita no podŕıa tener lugar ya que todos los cambios 
de signo posibles forzosamente aparecen a la vez debido a la forma funcional de la 
parte eucĺıdea, lo cual garantiza que los tres signos quedan protegidos por el factor 
[sgn(λi) + sgn(λ∗ 

i )], conduciendo al desacoplamiento de los subespacios de Hilbert 
con soporte en cada uno de los ocho octantes. El operador hamiltoniano lorentziano 
resulta no exhibir esta propiedad. En efecto, sea, e.g., el estado correspondiente a 
l = m = −1 en la primera ĺınea de la Ec. (4.29) � 

v − 2 − 2 sgn(v − 2)
[1 + sgn (v − 2)] v − 2 − 2 sgn(v − 2), λσ, λδ , (4.30) 

v − 2 

donde se ha incluido también el peso que le corresponde en la acción de Gθ. Si 
2 < v < 4, está claro que el estado considerado tiene una contribución no nula (ya 
que v − 2 > 0, por lo que el factor [1 + sgn (v − 2)] es distinto de cero). Sin embargo, 
las dos primeras etiquetas del estado mostrado en la ecuación anterior han cambiado 
de signo con respecto a las del estado de partida |v, λσ, λδ⟩ ∈ Cyl+S . Por ende, al 
menos uno de los estados vinculados con |v, λσ, λδ⟩ ∈ Cyl+ mediante la acción delS 
operador Ĝ 

θ pertenece a un subespacio de Hilbert con soporte en un octante diferente 
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del de partida (a saber, el defnido por v < 0, λσ < 0 y λδ > 0). Este hecho lleva a 

Ĥ BIla conclusión de que la acción de L no deja invariantes los subespacios de Hilbert 
con soporte en cada uno de los octantes defnidos por los signos de las variables de 
tŕıada y, en concreto, acopla las semirredes discretas de volumen positivo y negativo. 
Esta conclusión trae consigo inmediatamente que los sectores de superselección para 
el esquema de regularización alternativo de Dapor y Liegener son más grandes que 
aquellos que se obtienen en el formalismo estándar (es decir, los del sector eucĺıdeo, 
discutidos en la sección anterior). 

Antes de determinar en qué medida los sectores de superselección se ven ampliados 
con respecto a los obtenidos de la acción de la parte eucĺıdea, escribamos la acción 
del operador Θ̂ 

σ por completitud (de ella se puede obtener la acción de Θ̂ 
σ mediante 

una sustitución trivial). Particularizando para estados de partida |v, λσ, λδ⟩ ∈ Cyl+S , 
la acción del operador Θ̂ 

σ viene dada por � �Xi v + 2l
Θ̂σ |v, λσ, λδ⟩ = − l v + 2l + 2m sgn(v + 2l), λσ, λδ

8 v 
(l,m)∈Iv � 

v + 2l + 2m sgn(v + 2l)
+ m v + 2l + 2m sgn(v + 2l), λσ, λδ 

v + 2l � 
v + 2l v + 2l + 2m sgn(v + 2l)

+ l v + 2l + 2m sgn(v + 2l), λσ, λδ 
v v + 2l �� 

v + 2l + 2m sgn(v + 2l) v + 2l 
+m v + 2l + 2m sgn(v + 2l), λσ, λδ . (4.31) 

v + 2l v 

Es fácil darse cuenta de que, en este caso, también hay estados diana que pueden 
pertenecer a un subespacio de Hilbert diferente al de partida. Al llevar a cabo el 

ˆcómputo de la acción de Gσ, cada uno de los términos en la expresión resultante 
aparece pesado por un factor [1 + sgn(λ∗ 

σ)] (donde λσ 
∗ es el segundo número cuántico 

de cada estado imagen), que impide la ocurrencia de cambios de signo en la etiqueta 
λσ. Sin embargo, cambios en los signos de v o λδ śı que son posibles siempre y 
cuando no ocurran de manera simultánea a un cambio en el signo de λσ. Es obvio 
que esta situación se da, al menos cuando v ≠ 2, 4. Sea, por ejemplo, el estado diana 
correspondiente a l = m = −1 en la primera ĺınea de la Ec. (4.31): � 

v − 2 
[1 + sgn(v − 2)] v − 2 − 2 sgn(v − 2), λσ, λδ , (4.32) 

v 

donde se ha incluido también el factor que lo acompaña en la acción de Ĝ 
σ (salvo por 

una constante multiplicativa irrelevante). Si el estado original es tal que 2 < v < 4, 
entonces v − 2 > 0, por lo que no hay cambio de signo en λσ y el prefactor no se 
anula. Sin embargo, el volumen imagen v ∗ = v − 4 śı que es negativo22 , por lo que 
este estado no pertenece al subespacio de Hilbert con soporte en el primer octante. 

22También se pueden encontrar ejemplos en los que se produce un cambio de signo simultáneo en 
las etiquetas v y λδ. Este es el caso, e.g., del estado correspondiente a l = m = −1 en la tercera 
ĺınea de la Ec. (4.31) cuando 2 < v < 4, como se puede comprobar fácilmente. 
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2.1 Sectores de superselección 
ˆUna vez comprendida la acción de los operadores Gi en términos de la acción de 

Θ̂i, concluyamos esta sección con un estudio de los sectores superseleccionados por 
el operador hamiltoniano lorentziano. Como ya hemos determinado a partir de un 
análisis de las propiedades de las acciones de los operadores relevantes, los sectores de 
superselección eucĺıdeos (es decir, los presentados en la Sec. 1.1) no son invariantes 
bajo la acción del operador que representa la parte lorentziana de la ligadura escalar. 
Esto implica que los sectores de superselección de la teoŕıa cuántica asociada a 
cosmoloǵıas de Bianchi I se ven modifcados con la introducción de la parte lorentziana 
en el procedimiento de regularización: los nuevos espacios de Hilbert invariantes bajo 
la acción del operador hamiltoniano son, en general, más extensos que los de la 
regularización estándar. En efecto, hemos identifcado contribuciones en las que la 

ˆacción de los operadores Gi produce un cambio de signo en las variables de tŕıada, 
con lo que espacios de Hilbert con soporte en octantes distintos se ven mezclados por 
la acción de la ligadura, a diferencia de lo que ocurre en los estudios de las Refs. 
[54, 55]. 

A pesar de las diferencias notadas, las acciones de los hamiltonianos eucĺıdeo y 
lorentziano comparten propiedades similares, tales como que ambos producen despla-
zamientos constantes en el volumen y dilataciones/contracciones en las anisotroṕıas. 
En lo que al volumen se refere, la acción de la contribución lorentziana (que produce 
desplazamientos un número entero de veces más grandes que la eucĺıdea) sigue dejando 
invariantes subespacios de Hilbert con soporte en redes discretas de paso cuatro. A 
pesar de que las semirredes de volumen positivo y negativo no estén desacopladas, 
una red siempre se puede escribir como la suma directa de dos semirredes. Por 
consiguiente, si el estado de partida tiene un volumen v = ε + 4n para un cierto 

Ĥ BIn ∈ N, la acción repetida del operador hamiltoniano lorentziano L lo conecta 
∗ con estados imagen con volúmenes v que viven en la red discreta L+ 

ε ∪ L− 
4−ε, donde 

L− 
ε̃  = {v = −(ε̃ + 4n) : n ∈ N}. En los casos especiales en los que ε = 2, 4, se 

encuentra una excepción, ya que las proyecciones que intervienen en la acción del 
hamiltoniano cuántico aseguran que los términos asociados a estados de volumen 
nulo no contribuyen, ni siquiera en pasos intermedios. Por ende, en estos casos 
excepcionales, los volúmenes de los estados imagen v ∗ pertenecen a semirredes discre-
tas, L+

2 o L+
4 . 

En el sector de las anisotroṕıas, tiene lugar una situación parecida. En una sección 
de volumen constante, la acción repetida del hamiltoniano eucĺıdeo solo vincula 
estados tales que sus variables de anisotroṕıa λ∗ 

r (con r = σ, δ) son de la forma 
λ∗ 
r = wελr, donde wε ∈ Wε y λr son las variables de anisotroṕıa del estado de partida. 

En esta sección, hemos argumentado que, cuando la ligadura escalar se regulariza 
siguiendo un esquema en el que la parte lorentziana se trata independientemente, 
las variables de anisotroṕıa pueden cambiar de signo bajo la acción del operador de 
ligadura. Por consiguiente, si bien la situación encontrada no puede seguir siendo la 
misma, la aparición de estos cambios de signo no altera por completo la estructura 
de los sectores de superselección. Esta afrmación se puede entender de manera 
sencilla. En lo referente al presente argumento, la única diferencia relevante entre los 
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operadores que representan las dos contribuciones a la ligadura escalar gravitacional 
es que, al calcular la acción de la parte lorentziana sobre un cierto estado, un mayor 
número de operadores de holonomı́a N̂ ±2µ̄i actúa sobre él. A pesar de ello, la 
acción de estos operadores sigue siendo extremadamente sencilla: generan saltos 
de dos unidades en el parámetro adimensional de volumen y, en los casos en los 
que i = σ, δ, dilataciones/contracciones en las variables de anisotroṕıa del tipo 
λr → λ∗ 

r = (v ∗/v)λr. En defnitiva, como en el caso eucĺıdeo, las variables de 
anisotroṕıa de los estados imagen vinculados con un cierto estado de partida por 
la acción repetida de la parte lorentziana se pueden obtener a partir de las originales 
mediante el producto de factores fraccionales cuyos numeradores y denominadores 
diferen en dos unidades. A este respecto, el efecto de la contribución lorentziana 
sobre las variables de anisotroṕıa depende exclusivamente del volumen de partida y, 
por tanto, del parámetro ε que defne la red discreta de paso cuatro que lo contiene. 
Sin embargo, a pesar de todos los paralelismos comentados entre las situaciones 
encontradas en los sectores eucĺıdeo y lorentziano, los signos de las variables de 
anisotroṕıa dejan de estar protegidos. Esto se traduce en la desaparición de la 
restricción en los valores de z en la defnición del conjunto Wε [véase la Ec. (4.9)], 
que garantiza que todos los elementos del conjunto están contenidos en la semirrecta 
real positiva. Cuando entra en juego el operador lorentziano, los factores w̃ε pasan a 

˜pertenecer a un conjunto más grande Wε, defnido como sigue:( )� � nkmY ε + 2nW̃ε = : km
n ∈ N; n, m ̸= −ε/2 si ε = 2, 4 , (4.33)

ε + 2m 
n,m∈Z 

donde la ´ on elimina la posibilidad de que aparezcan factores singulares, ultima condici´ 
lo cual está asegurado por la forma funcional de la ligadura (y, en particular, por 
la aparición de las proyecciones sobre el complemento ortogonal de los estados de 
volumen cero), como hemos discutido previamente. Es fácil ver que los elementos 
de este nuevo conjunto admiten una expresión sencilla en términos de elementos de 
Wε. Efectivamente, los factores fraccionales se pueden reorganizar de tal manera que 

˜cualquier elemento w̃ε ∈ Wε se puede escribir como 

w̃ε = Cεwεwε ′ , (4.34) 

donde Cε es un coefciente que determina el signo de w̃ε. Adicionalmente, wε y wε ′   
pertenecen respectivamente a los conjuntos Wε y Wε ′ , con la notación 

4 − ε ∀ ε ≠ 2, 4, 
ε ′ = (4.35) 

ε si ε = 2, 4. 

La posible existencia de potencias enteras de un factor cuyo numerador y denominador 
tienen distinto signo da lugar a la presencia del coefciente Cε en la Ec. (4.34), que 
viene dado simplemente por 

′ 
ε − 2 

z 

(−1)z ′ si ε ≠ 2, 4,
ε − 2 − 2 sgn(ε − 2)Cε = 

  (4.36) 

1 si ε = 2, 4, 
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con z ′ ∈ Z. 

Recordemos que, como ya se ha comentado anteriormente, los casos en los que 
ε = 2, 4 son peculiares: como resultado del desacoplamiento de los análogos cuánticos 
de las singularidades clásicas, que impide que el signo del volumen cambie en estas 
situaciones, se superseleccionan semirredes en lugar de redes completas. Otro resul-
tado de este desacoplamiento de los estados singulares es que, cuando el volumen de 
partida vive en una de las semirredes asociadas a estos valores especiales de ε, las 
variables de anisotroṕıa tampoco experimentan cambios de signo. Estos fenómenos 
resultan en espacios de Hilbert invariantes idénticos a los superseleccionados por 
el operador hamiltoniano eucĺıdeo. Esta información queda ya incorporada en las 
defniciones introducidas en el párrafo anterior. En efecto, cuando ε = 2, 4, es fácil 
darse cuenta de que Wε = Wε ′ = Wε · Wε ′ (ya que un producto de dos elementos de 

˜Wε pertenece también a Wε, como sigue de su defnición), por lo que el conjunto Wε 
se reduce a su contrapartida eucĺıdea Wε en estos casos especiales [véase también la 
Ec. (4.36)]. 

˜Para concluir, es interesante notar algunas de las propiedades del conjunto Wε. 
A pesar de ser más extenso que el que aparece en el contexto del esquema de 
regularización estándar, Wε, resulta conservar las propiedades notables de ser infnito 
numerable y denso, esta vez en la recta real en lugar de en la semirrecta real positiva. 
Esta última propiedad se puede demostrar siguiendo un argumento completamente 
análogo al expuesto en el Apéndice D de la Ref. [58]. Efectivamente, el subconjunto 
de elementos positivos es trivialmente denso en R+ , dado que contiene al conjunto 
Wε, que es denso [58]. Un argumento similar se aplica al subconjunto de elementos 
w̃ε negativos en la semirrecta real negativa. 

A modo de resumen, los sectores de superselección que resultan del esquema de 
regularización de Dapor y Liegener, en el que la contribución lorentziana a la ligadura 
escalar se trata de forma independiente sin recurrir a las simetŕıas del sistema, retienen 
parcialmente la estructura de los del formalismo estándar, en el que el hamiltoniano 
se escribe en términos unicamente de su parte euclıdea. Por un lado, el volumen ´ ´ 
v ∗ de los estados vinculados con un cierto estado de partida por la acción repetida 
de la parte lorentziana pertenece a una red discreta de paso cuatro (que se puede 
entender como la suma directa de dos de las semirredes discretas que aparecen en la 
defnición de los sectores de superselección eucĺıdeos), caracterizada por un parámetro 
ε determinado por el valor del volumen del estado inicial. Por otro lado, en una 
sección de volumen constante, los estados imagen vienen etiquetados por variables de 
anisotroṕıa proporcionales a las de partida, con factores de proporcionalidad que solo 
dependen del número cuántico de volumen de partida (o, alternativamente, de ε) y 

˜que pertenecen a un conjunto Wε (cuyos elementos se pueden reescribir fácilmente en 
términos de otros pertenecientes a dos conjuntos que intervienen en la defnición de los 
sectores de superselección eucĺıdeos). Dicho esto, aunque los signos del volumen y de 
las variables de anisotroṕıa no están protegidos bajo la acción de la parte lorentziana, 
el operador lorentziano deja invariantes espacios de Hilbert que, si bien son más 
complejos que los eucĺıdeos, siguen siendo separables. 
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3 Nota acerca del caso isótropo 
En este caṕıtulo hemos estudiado cómo los sectores de superselección invariantes bajo 
la acción de la parte lorentziana de la ligadura escalar de cosmoloǵıas de Bianchi I 
se ven modifcados con respecto a los encontrados en el formalismo eucĺıdeo. No 
obstante, la propia conclusión de que los sectores de superselección estudiados no 
coinciden con los estudiados previamente en las Refs. [54, 55] parece en directa 
contradicción con los resultados obtenidos en el contexto de cosmoloǵıas de FLRW 
planas, donde la introducción de la contribución lorentziana no altera los espacios de 
Hilbert invariantes del formalismo estándar (véanse la Ref. [176] y el Apéndice A). 
Para reconciliar estas dos afrmaciones, parece necesario que exista un mecanismo que 
impida la extensión de los sectores de superselección en el caso isótropo. 

Como se ha discutido a lo largo de esta sección, la razón principal por la que los 
sectores de superselección se ven modifcados con respecto a los eucĺıdeos es que la 
acción de la parte lorentziana de la ligadura no respeta los signos de las componentes 
de la tŕıada densitizada. En efecto, su acción sobre un cierto estado puede contener 
contribuciones cuyos números cuánticos asociados tengan signo opuesto a los del 
estado de partida. La acción del hamiltoniano eucĺıdeo impide la aparición de estos 
cambios de signo gracias a la presencia de un factor [sgn(λi) + sgn(λ∗ 

i )] que pesa cada 
una de las contribuciones resultantes de la acción del operador F̂ 

i. Este factor, junto 
ˆcon el hecho de que cada operador Fi solo afecta a la etiqueta λi correspondiente a 

ˆla misma dirección espacial, asegura que, si bajo la acción de Fi aparece un estado 
en el que se ha experimentado un cambio de signo (lo cual solo puede ocurrir en la 
etiqueta λi), no va a contribuir en la expresión de la acción de la parte eucĺıdea. Sin 
embargo, las contrapartidas lorentzianas de estos operadores, Ĝ 

i, generan cambios en 
dos de las tres variables λi, ya que contienen productos de operadores de holonomı́a 
asociados a dos direcciones espaciales diferentes. Por consiguiente, aunque aparezca 
un factor que protege el signo de una de las variables λi, existen situaciones en las 
que aparecen contribuciones no nulas de estados que pertenecen a espacios de Hilbert 
con soporte en un octante distinto al de partida, por lo que los sectores de selección 
de la teoŕıa eucĺıdea no son invariantes bajo la acción del operador lorentziano. 

Parece interesante preguntarse cómo se evita esta situación en el ĺımite isótropo, 
ĺımite en el que los sectores de superselección de las partes eucĺıdea y lorentziana 
coinciden. En vista del resumen del párrafo anterior, la respuesta es sencilla. En 
escenarios isótropos, todas las componentes no triviales de la tŕıada coinciden y lo 
mismo ocurre con las de la conexión. Por lo tanto, los grados de libertad gravitacio-
nales se encuentran codifcados en un ´ onico (c, p). Como consecuencia, unico par can´ 
las variables λi se reducen a una unica´ función del espacio de fases isótropo dada por √ 
λ = sgn(p)|p|1/2/(4πGγ ∆)1/3 . Esto implica que el signo del producto de un número 
impar de estas variables viene dado en el ĺ  otropo por el signo de la unicaımite is´ ´ 
variable de tŕıada p o, equivalentemente, por el signo del parámetro adimensional 
de volumen v. Entonces, cada contribución en la acción del operador hamiltoniano 
lorentziano aparece pesada por un factor [sgn(v)+sgn(v ∗)], que se anula idénticamente 
cuando se produce un cambio en el signo del volumen del estado al que acompaña 
(que es la ´ anticos asociados a cosmologıas de FLRW unica etiqueta de los estados cu´ ´ 
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planas). Dado que la identifcación de todas las direcciones espaciales en el ĺımite 
isótropo implica que solo existe un grado de libertad triádico (a saber, la variable 
p), este factor es sufciente para garantizar que la acción de la ligadura no conduce 
a cambios de signo: ya no existen variables de tŕıada adicionales cuyo signo pueda 
cambiar sin que se entere el factor [sgn(v) + sgn(v ∗)]. Esta es, en última instancia, la 
razón por la que, en escenarios isótropos, no se halla una expansión de los sectores 
de superselección. 

4 Conclusión 
En la Sec. 1, hemos comenzado repasando la cuantización de la contribución eucĺıdea 
a la ligadura escalar correspondiente a cosmoloǵıas de Bianchi I empleando la prescrip-
ción MMO [45] y el análisis subsecuente de las propiedades del operador resultante 
(véase la Ref. [54] para más detalles). Como resultado de dicho análisis, se concluye 
que la contribución eucĺıdea a la ligadura escalar (y, por tanto, la ligadura hamiltonia-
na estándar en la LQC de cosmoloǵıas de Bianchi I) tiene una representación cuántica 
bien defnida y que, aunque las propiedades espectrales del operador que la representa 
a nivel cuántico no se han podido determinar debido a su compleja forma funcional, su 
acción deja invariantes un cierto número de sectores de superselección cuya estructura 
se puede determinar con precisión. Es importante mencionar que existen ambigüeda-
des adicionales en el programa de cuantización más allá de la selección de esquema 
de regularización y de prescripción de orden de factores, como, por ejemplo, aquella 
relacionada con la implementación de la dinámica mejorada (para cuya inclusión se 
sigue un método sobre el que no hay consenso en la comunidad, a diferencia de lo 
que ocurre en el contexto isótropo [44]). Si bien se han sugerido varias propuestas, 
la considerada en este caṕıtulo (véase la Ref. [49]) cuenta con un mayor grado de 
aceptación. Al fnal de este apartado, incluimos un breve comentario acerca de cómo 
se veŕıan modifcados nuestros resultados si considerásemos otras opciones, como la 
propuesta en la Ref. [52]. 

Tras repasar el procedimiento seguido en la Ref. [54] para el análisis de la contribu-
ción eucĺıdea, hemos centrado nuestra atención en la parte lorentziana de la ligadura 
y en su tratamiento independiente dentro del marco del esquema de regularización 
propuesto por Dapor y Liegener. En la Sec. 2, hemos promovido la contribución 
lorentziana clásica correspondiente a cosmoloǵıas de Bianchi I (deducida previamente 
en la Ref. [176]) a un operador sobre el espacio de Hilbert cinemático. Para ello, 
hemos empleado la prescripción MMO junto con un orden de factores general para 
las potencias del operador de volumen, que conlleva la aparición de proyecciones 
sobre el complemento ortogonal de los estados singulares tras la actuación de cada 
uno de los operadores de holonomı́a que se encuentran en cada término del operador 
resultante. Tras densitizar dicho operador (desacoplando aśı los estados de volumen 
cero y restringiendo el estudio a su complemento ortogonal), hemos obtenido la acción 
de los operadores que intervienen en la defnición del hamiltoniano lorentziano. Hemos 
motivado la selección de un orden de factores concreto para las potencias del operador 
de volumen apelando a la compatibilidad con trabajos previos en el contexto de la 
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regularización alternativa. Con dicho orden, hemos hallado las propiedades relevantes 
de los operadores involucrados en la determinación de los sectores de superselección 
invariantes bajo la acción de la versión densitizada del operador hamiltoniano lo-
rentziano. Si bien las propiedades observadas son similares a las encontradas en 
el caso eucĺıdeo, existe una diferencia fundamental: en vez de generar saltos de 
cuatro unidades en el parámetro de volumen, la contribución lorentziana da lugar a 
desplazamientos el doble de grandes. Una vez establecidas estas propiedades, hemos 
pasado a discutir las reglas de superselección asociadas en la Sec. 2.1. Dado que los 
desplazamientos en el volumen generados por la parte lorentziana son precisamente 
el doble de grandes que los inducidos por la parte eucĺıdea, cabŕıa esperar que la 
acción del primero superseleccionase también espacios de Hilbert poblados por estados 
cuyos volúmenes viven en semirredes discretas. No obstante, esto no es aśı debido 
a que la forma funcional del operador lorentziano permite la aparición de cambios 
de signo en los números cuánticos de los estados sobre los que actúa. Por ende, en 
lugar de semirredes, la contribución lorentziana defne sectores de superselección con 
soporte en redes discretas completas. Algo similar ocurre en el sector de las variables 
de anisotroṕıa. Si bien la acción repetida de la contribución lorentziana produce 
también contracciones y dilataciones dadas por ciertos factores de proporcionalidad 
dependientes del volumen (obtenidos mediante productos de fracciones cuyos numera-
dores y denominadores diferen en dos unidades), dichos factores de proporcionalidad 
pueden ser ahora negativos. Por consiguiente, la defnición de los sectores de superse-
lección involucra un conjunto más complejo, que abarca valores negativos pero que 
retiene una estructura similar a la de su análogo eucĺıdeo. A pesar de las complicacio-
nes que emergen como consecuencia de la adopción de un procedimiento de regulari-
zación más cercano al empleado en la LQG, la ligadura escalar completa (incluyendo 
tanto su contribución eucĺıdea como su contribución lorentziana) se puede representar 
cuánticamente de manera bien defnida y tiene una acción que deja invariantes sectores 
de superselección en general23 más grandes que los del formalismo estándar, pero que 
conservan la propiedad de ser separables. 

Para concluir, hagamos un pequeño comentario acerca de cómo se veŕıan afectados 
estos resultados si se considerase otra prescripción para la implementación de la 
dinámica mejorada (que, como mencionamos anteriormente, es otro punto en el que 
el programa de cuantización es ambiguo). En particular, discutamos el caso de la 
propuesta de la Ref. [52], en la que la longitud fducial mı́nima correspondiente a 
cada dirección espacial solo depende de su variable de tŕıada asociada. Esto implica 
que los operadores de holonomı́a fundamentales solo generan desplazamientos en 
su dirección fducial correspondiente, dividiéndose la teoŕıa cuántica en tres copias 
idénticas (una por dirección espacial). Adicionalmente, esta defnición de la longitud 
fducial mı́nima permite la construcción de parámetros de volumen asociados a cada 
una de las direcciones espaciales (a diferencia de un ´ ametro de volumen yunico par´ 
dos variables de anisotroṕıa). En una representación en la que los estados del espacio 

23Como hemos discutido, existen casos excepcionales en los que el volumen de partida pertenece a 
una de las dos redes discretas simétricas en torno al origen. En estas situaciones especiales, los signos 
de las componentes de la tŕıada son respetados por la acción de la parte lorentziana de la ligadura y 
los sectores de superselección correspondientes resultan coincidir con los de la contribución eucĺıdea. 
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de Hilbert cinemático vienen etiquetados por estos tres parámetros de volumen, 
las holonomı́as fundamentales producen desplazamientos constantes en la etiqueta 
pertinente. A pesar de todas estas simplifcaciones (que conducen, entre otras, a una 
reducción drástica del número de términos en la acción del hamiltoniano lorentziano), 
es fácil convencerse de que los subespacios de Hilbert con soporte en cada uno de los 
octantes siguen acoplados. En efecto, cada una de las contribuciones a la acción de 
la parte lorentziana está pesada por un factor que protege el signo de una de las 
variables de volumen pero cada término contiene operadores de holonomı́a asociados 
a dos direcciones espaciales distintas, dando lugar a desplazamientos en dos de los tres 
parámetros de volumen. Por tanto, seguirá habiendo términos en los que la variable 
de volumen cuyo signo no está protegido cambie de signo, llevando a una ruptura del 
desacoplamiento de octantes que śı tiene lugar en el sector eucĺıdeo. En defnitiva, 
los resultados presentados en este caṕıtulo siguen siendo válidos cualitativamente 
cuando se selecciona la propuesta de implementación de la dinámica mejorada de la 
Ref. [52]. 
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Caṕıtulo 5 

Regularización alternativa en el 
formalismo h́ıbrido 

En este caṕıtulo, construimos un marco teórico para el tratamiento de perturbaciones 
cosmológicas incorporando el esquema de regularización alternativo en el formalismo 
de la cosmoloǵıa cuántica h́ıbrida (que, tal y como fue presentado en la Ref. [63], 
estaba ya diseñado para admitir cualquier representación cuántica de la geometŕıa 
homogénea). Concretamente, consideramos inhomogeneidades perturbativas sobre 
un espaciotiempo de FLRW con secciones espaciales tres-toroidales planas y con un 
campo escalar mı́nimamente acoplado que hace las veces de contenido material. El 
objeto principal de estudio en este caṕıtulo son las perturbaciones de carácter escalar y 
tensorial. Las primeras son de gran interés f́ısico, ya que se acoplan a las fuctuaciones 
de densidad de enerǵıa y son responsables de las inhomogeneidades y anisotroṕıas 
observadas hoy en d́ıa en el Universo. Por otro lado, las perturbaciones tensoriales 
generan un fondo primordial de ondas gravitacionales que, de ser observado en el 
futuro, proporcionaŕıa una información valiosa como huellas unicas´ de la dinámica 
cosmológica temprana. Para lidiar con el problema de la invariancia de gauge [165], 
seguimos los enfoques de las Refs. [63] y [66] en la selección de variables invariantes de 
gauge para los grados de libertad perturbativos. Finalmente, para la representación 
cuántica de la geometŕıa homogénea, empleamos la prescripción seguida en la Ref. 
[176] (véase el Caṕıtulo 3), que generaliza la estrategia presentada originalmente en 
la Ref. [45] al marco del esquema de regularización alternativo. 

El resto de este caṕıtulo, en el que se recogen los resultados presentados por primera 
vez en la Ref. [181], está organizado de la siguiente manera. En la Sec. 1, tras un 
recordatorio de la elección de variables para la descripción hamiltoniana del sistema 
introducidas en la Sec. 4 de los Preliminares, escribimos expĺıcitamente el modo 
cero de la ligadura escalar (incluyendo los términos cuadráticos en las perturbaciones 
escalares y tensoriales). Seguidamente, procedemos a la cuantización del sistema 
ligado completo en la Sec. 2, siguiendo el enfoque h́ıbrido e implementando la 
propuesta de regularización de Dapor y Liegener en la geometŕıa homogénea, constru-
yendo una representación alternativa para el momento del factor de escala. En la Sec. 
3, consideramos una cierta clase de soluciones a la ligadura hamiltoniana cuántica 
cuyas dependencias en la geometŕıa homogénea y en las perturbaciones pueden ser 
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separadas. Centrándonos en este tipo de soluciones, derivamos una ligadura maestra 
para las perturbaciones invariantes de gauge y obtenemos las masas dependientes del 
fondo que gobiernan la propagación de las perturbaciones escalares y tensoriales. En 
ultimo´ lugar, presentamos un resumen de los resultados principales del caṕıtulo en la 
Sec. 4. 

1 Descripción canónica del modelo clásico 
Sea una cosmoloǵıa homogénea e isótropa con secciones espaciales planas e isomorfas 
a un tres-toro, cuyo contenido material viene dado por un campo escalar (al que 
también nos referiremos como infatón) sujeto a un cierto potencial. Consideremos 
la introducción de inhomogeneidades en forma de perturbaciones en torno al sistema 
descrito anteriormente (tanto de la geometŕıa como del campo). Siguiendo el proceso 
ilustrado en la Sec. 4 de los Preliminares (consúltese la Ref. [63] para una discusión 
detallada), es posible obtener una formulación hamiltoniana de este sistema emplean-

n,ϵ n,ϵ n,ϵdo variables invariantes de gauge para las perturbaciones escalares V ⃗ = (V ⃗ , V ⃗ )l ql pl 

[véanse las Ecs. (2.42) y (2.43)] y tensoriales (d̃  ⃗
n,ϵ,ϵ̃, π ̃  ). Como consecuencia ded⃗ ϵn,ϵ,˜ 

la invariancia bajo difeomorfsmos de la relatividad general, el sistema canónico en 
cuestión hereda un hamiltoniano compuesto únicamente por ligaduras. En efecto, con 
una elección de variables apropiada, el hamiltoniano resultante de una truncación a 
orden cuadrático en las perturbaciones tiene la forma dada en la Ec. (2.44). 

Reescribamos en primer lugar la contribución homogénea a dicha ligadura separan-
do el término cinético asociado al campo escalar de las contribuciones geométrica y 
de potencial: 

1 −3˜ (2)
H|0 = e α(πφ 

2
˜ −H0 ), (5.1)

2 

donde 

(2) 6α̃ ¯H = π2 − 2e W (φ̃). (5.2)0 α̃ 

En las expresiones anteriores, ( ̃φ, πφ̃) son las variables canónicas asociadas al infatón 
¯—siendo W (φ̃) el potencial al que está sujeto24—, mientras que (α̃, πα̃) son las 

variables que encapsulan los grados de libertad asociados a la geometŕıa homogénea 
(más concretamente, α̃ es el factor de escala logaŕıtmico de la cosmoloǵıa de FLRW 
de fondo y πα̃, su momento canónicamente conjugado). En estos nuevos términos, el 

−3α̃ ˜modo cero de la ligadura escalar se puede escribir como e H, con [63, 66] � � 
H̃ =

1 
πφ 
2
˜ −H0

(2) − ΘS
e − ΘS

o πφ̃ − ΘT . (5.3)
2 

24Más precisamente, está relacionado con el potencial de campo W (φ̃) mediante la expresión 
W̄ (φ̃) = σ4W (φ̃/σ), donde la constante σ viene defnida por σ2 = 4πG/(3l0

3) y l0 es la longitud 
coordenada de los ciclos fundamentales de las secciones tres-toroidales. 
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Las funciones introducidas en la ecuación anterior se defnen como sigue: X X� � 
n,ϵ n,ϵ n,ϵΘS = −ϑo (V ⃗ )2 , ΘS = − (ϑeω

2 + ϑq)(V ⃗ )2 + ϑe(V ⃗ )2 , (5.4)o q1 e n e q1 p1 

n⃗,ϵ n⃗,ϵXh i 
ΘT = − (ϑeω

2 + ϑq )(d̃  ⃗
n,ϵ,ϵ̃)

2 + ϑe(π ̃  )2 , (5.5)n T d⃗ ϵn,ϵ,˜ 
n⃗,ϵ,ϵ̃  

donde ω2 = −4π2|n⃗|2/l2 (n⃗ denota el vector de onda del modo perturbativo enn 0 
cuestión y l0 es, como se indica en el pie de página 24, la longitud coordenada de 
los ciclos fundamentales del tres-toro isomorfo a las secciones espaciales) y 

14α̃ ¯ 2α̃ϑo = −12e W,φ̃(φ̃) , ϑe = e , (5.6)
πα̃ ! 

(2) 
−2˜ (2) H0 4α̃[ ¯ϑe

q = e αH0 19 − 18 
π2 + e W,φ̃φ̃(φ̃) − 4W̄ (φ̃)], (5.7) 
α̃ 

ϑq −2α̃H(2) 4α̃ ¯ 
T = e 0 − 4e W (φ̃). (5.8) 

¯Aqúı, W̄ 
,φ̃ y W,φ̃φ̃ denotan, respectivamente, la primera y segunda derivadas del 

potencial del infatón con respecto a φ̃. 
Es importante notar que las contribuciones cuadráticas en las perturbaciones esca-

lares Θe
S + Θo

S πφ̃ y tensoriales ΘT (que suelen recibir el nombre de hamiltoniano de 
Mukhanov-Sasaki y hamiltoniano tensorial, respectivamente) son trivialmente inva-
riantes de gauge. Adicionalmente, cabe enfatizar que no hay contribuciones lineales 

n,ϵen Vp
⃗ 
1 

o πd̃  ⃗  
en dichos hamiltonianos. Esto es una condición necesaria para que

n,ϵ,ϵ̃  
la dinámica cuántica sea unitariamente implementable y, de hecho, los momentos 
V n⃗,ϵ y π ̃  se defnen de tal modo que dichas posibles contribuciones desaparezcan, p1 dn⃗,ϵ,ϵ̃  

eliminando de paso una libertad existente en su fjación [63, 66]. 
Antes de proceder a la cuantización del sistema, conviene comentar que el cálculo 

expĺıcito de las contribuciones cuadráticas al modo cero de la ligadura escalar propor-
ciona términos adicionales que, no obstante, se pueden reabsorber mediante redefni-
ciones apropiadas de los multiplicadores de Lagrange [63, 66]. Con una notación obvia 
para los nuevos multiplicadores, el hamiltoniano total admite la siguiente expresión: X X 

−3˜ n,ϵ n,ϵH = N̄ 
0 e αH̃ + Gn⃗,ϵV ⃗ + Kn⃗,ϵV ⃗ , (5.9)p2 p3 

n⃗,ϵ n⃗,ϵ 

n,ϵ n,ϵdonde, recordemos, V ⃗ y V ⃗ son las ligaduras perturbativas abelianizadas. Conp2 p3 

estos elementos básicos de la teoŕıa clásica, podemos proceder a la representación 
cuántica de cada sector del sistema siguiendo las ideas del formalismo h́ıbrido. 

2 Cuantización de lazos h́ıbrida 
En esta sección, abordamos la cuantización del modelo anterior siguiendo las pautas 
del formalismo h́ıbrido (consúltense las Refs. [60–63] para más detalles acerca de este 
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enfoque al tratamiento de perturbaciones cosmológicas dentro del marco de la LQC). 
Como ya hemos mencionado en los Preliminares, la estrategia de cuantización de 
este modelo se basa en la hipótesis de que existe un régimen de la dinámica cuántica 
en el que los efectos de gravedad cuántica afectan fundamentalmente a la geometŕıa 
homogénea, mientras que es una buena aproximación describir las perturbaciones 
empleando representaciones más convencionales (como las representaciones de Fock 
de la teoŕıa cuántica de campos ordinaria). En esta sección, asumimos que esta 
hipótesis está bien fundamentada y cuantizamos el modelo que describe el sistema 
cosmológico completo al orden de truncación considerado, adoptando una representa-
ción de gravedad cuántica para los grados de libertad geométricos del sector homogé-
neo y representaciones de Fock para las inhomogeneidades. Finalmente, representa-
mos las ligaduras como operadores sobre el espacio de Hilbert cinemático del sistema 
y las imponemos siguiendo el programa de Dirac [28]. 

En la formulación original del enfoque h́ıbrido, la ´ on acerca de launica asunci´ 
cuantización escogida para el sector homogéneo es que proporciona una representación 
de las relaciones de conmutación canónicas clásicas tal que los operadores geométricos 
conmuten con los asociados al campo material (como ocurre clásicamente). Como 
consecuencia, el espacio de Hilbert cinemático asociado al sector homogéneo completo 
se puede escribir como el producto tensorial de los espacios de Hilbert sobre los 

⊗ Hmattque están defnidos los operadores geométricos y los de campo, Hgrav . Enkin kin 
lo referente a las perturbaciones, se asume una cuantización de Fock (aunque el 
formalismo es extensible a otras elecciones [63]) tal que los operadores que las repre-
sentan conmutan con los del sector homogéneo. Esto, junto con una prescripción 
apropiada de orden de factores, es todo lo necesario para construir formalmente la 
teoŕıa cuántica general presentada en la Ref. [63]. 

Cabe enfatizar que, en efecto, el formalismo h́ıbrido no requiere en absoluto que se 
particularice a una cierta cuantización de la geometŕıa homogénea y, en este sentido, 
trasciende las barreras de la LQC. No obstante, de aqúı en adelante, nos centraremos 
en el caso en el que se selecciona una representación polimérica para la geometŕıa 
homogénea. 

2.1 Representación cuántica del sector homogéneo 
Comencemos especifcando la representación para el modo cero del infatón y para 
la geometŕıa homogénea, cuantizando posteriormente la contribución homogénea a la 
ligadura escalar y discutiendo las ambigüedades que aparecen en ella. 

En lo que concierne al campo material, tomamos una representación de Schrödinger 
usual en la que el operador de campo φ̂̃ actúa multiplicativamente y el operador de 
momento π̂φ̃ actúa como una derivada generalizada. El espacio de Hilbert cinemático 
asociado al contenido material es, entonces, Hkin

matt = L2(R, dφ̃). 
En lo referente a la geometŕıa homogénea, tomamos una representación polimérica 

siguiendo las ideas de la LQC. Más concretamente, seguimos la prescripción de 
dinámica mejorada propuesta en la Ref. [44] (en la que se introduce una longitud 
fducial mı́nima para refejar el hecho de que existe un autovalor mı́nimo no nulo en 
el espectro del operador de ´ on MMO [45]area en la LQG) y apelamos a la prescripci´ 
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para resolver la ambigüedad existente en la selección de un orden de factores en la 
cuantización de productos de funciones del espacio de fases que no conmutan bajo 
corchetes de Poisson. Además, empleamos el esquema de regularización alternativo 
propuesto por Dapor y Liegener para cuantizar la contribución gravitacional al modo 
cero de la ligadura escalar. 

Como hemos explicado a lo largo de esta tesis, el procedimiento seguido en la LQC 
consiste en describir los grados de libertad gravitacionales empleando la conexión 
su(2) de Ashtekar-Barbero y la tŕıada densitizada, que forman un par canónico, en 
lugar del factor de escala y su momento asociado. Dada la homogeneidad y la isotroṕıa 
del sistema cosmológico considerado como fondo homogéneo, toda la información 
dinámica resulta estar codifcada en dos variables constantes en cada sección espacial: 
una variable de conexión c y una variable de tŕıada p. La implementación de la 
dinámica mejorada lleva a considerar un par de variables alternativo, (c, p) → (b, v), 
donde b es clásicamente proporcional al ritmo de expansión y v es proporcional al 
volumen f́ısico del Universo. Se puede ver que su relación con el factor de escala 
logaŕıtmico α̃ y su momento canónicamente conjugado es la siguiente: 

√ !1/3 � �1/2
3γ ∆ 3l0α̃ V 1/3 e = |v| = , (5.10)

2σ 4πG 
3 

πα̃ = − bv, (5.11)
2 

√ 
donde σ2 = 4πG/(3l0

3) (véase el pie de página 24) y, recordemos, V = 2πGγ ∆|v|
es el volumen f́ısico del Universo. Las variables (b, v) constituyen un par canónico, 
con corchetes de Poisson proporcionales a la identidad: {b, v} = 2. Dado que la 
conexión no posee un análogo cuántico bien defnido en la LQG (como consecuencia 
del hecho de que la representación cu´ ´ ´antica del algebra de holonomıas y fujos no 
es continua), es necesario considerar en su lugar sus holonomıas, dadas en ultima´ ´ 
instancia por exponenciales complejas de la variable b, para las cuales la notación 
usual es N±nµ̄ = exp(±inb/2) (donde contemplamos mayormente valores enteros de 
n). Por tanto, estos elementos de holonomı́a y la variable de tŕıada (o el volumen) 
desempeñan el papel de operadores fundamentales en la teoŕıa cuántica. 

El espacio de Hilbert cinemático asociado a la geometrıa homog´ kin ´ enea, Hgrav , viene 
dado por la envoltura lineal de los autoestados del volumen |v⟩ completada con 
respecto al producto interno discreto ⟨v|v ′ ⟩ = δv,v [40]. En la base de autoestados ′ 

del volumen, la acción de los operadores fundamentales es sencilla: por un lado, el 
volumen actúa trivialmente por multiplicación y, por otro lado, los operadores de 
holonomı́a generan desplazamientos constantes en la etiqueta del estado sobre el que 

ˆactúan, N±nµ̄ |v⟩ = |v ± n⟩. 
A continuación, promovamos el hamiltoniano asociado a un operador sobre el 

espacio de Hilbert descrito en el párrafo anterior. El operador cuántico resultante 
proporciona la contribución homogénea al modo cero de la ligadura. Dado que, 
como hemos comentado, la variable de conexión no tiene un análogo cuántico bien 
defnido, el primer paso en la cuantización de la ligadura escalar homogénea H|0 
es su reexpresión en términos de las holonomı́as fundamentales, procedimiento que 
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suele llamarse regularización. No obstante, actualmente no existe un consenso en 
la comunidad acerca de cómo se debe regularizar el hamiltoniano, sino que existen 
varias propuestas alternativas que conducen a teoŕıas cuánticas distintas. En esta 
tesis, consideramos principalmente las dos más prominentes: la que se ha empleado 
habitualmente en la LQC homogénea [44] y la propuesta más recientemente por Dapor 
y Liegener en la Ref. [88]. Conviene destacar una vez más que la diferencia esencial 
entre ellas es que la segunda involucra el tratamiento independiente de la contribución 
lorentziana sin apelar a las simetŕıas del sistema [88, 90, 91], mientras que la primera 
explota la homogeneidad y la planitud espacial para reescribir la parte lorentziana en 
términos de la eucĺıdea [44, 45] (por lo que no puede ser aplicada sin modifcación 
a escenarios más generales en los que dichas simetŕıas no están presentes). En este 
sentido, se podŕıa aducir que la propuesta de Dapor y Liegener es más cercana al 
procedimiento seguido en el marco de la LQG, donde cada parte de la ligadura 
hamiltoniana requiere una regularización separada. Dado que no se tiene seguridad de 
que la LQC capture la dinámica cosmológica de la LQG, resulta interesante examinar 
diferentes alternativas para determinar el grado de robustez de las predicciones f́ısicas 
estándar (e.g., las referentes al mecanismo de resolución de la singularidad inicial). 

Con esta motivación en mente, pasemos a investigar la cuantización h́ıbrida de 
inhomogeneidades perturbativas que se propagan en un fondo homogéneo e isótropo 
descrito por el modelo de la LQC resultante de considerar el esquema de regularización 
alternativo de Dapor y Liegener. El operador de ligadura asociado (véase el Caṕıtulo 
3) se construyó por primera vez en la Ref. [176] empleando la prescripción de 
simetrización MMO. Como se muestra en esa referencia, la versión densitizada del 

π2 − ˆ(2)
operador hamiltoniano del fondo sin perturbar viene dado por (ˆφ̃ H0 )/2, con [176] � �2 � � 

(2) 3
Ω2 1 + γ2 3l0

3 
Ĥ 

0 = − ˆ 
2¯ − Ω̂ 

4¯ 
2 
µ + V̂ 2W̄̂ . (5.12)

4πG µ 4γ2 2πG 

Aqúı, el operador de potencial de campo se ha de entender, como cualquier función del 

modo cero del infatón, como el operador multiplicativo Ŵ̄ = W̄ (φ̂̃). Adicionalmente, 
el operador Ω̂ 

nµ̄ (para cualquier valor entero de n) se defne como25 h i1 
Ω̂ 

n¯ = V̂ 1/2 \ ˆ − N̂ −n¯ V̂ 1/2 ,µ √ sgn(v), Nnµ̄ µ (5.13) 
4i ∆ + 

donde, empleando la notación introducida en el caṕıtulo anterior, [·, ·]+ denota el 
anticonmutador de operadores. 

⊗HmattEste operador, que está densamente defnido en Hgrav , exhibe las siguientes kin kin 
propiedades. En primer lugar, aniquila el estado singular asociado al autovalor nulo 

H̃grav ⊗Hmattdel operador de volumen y deja invariante su complemento ortogonal .kin kin 
En segundo lugar, la acción del operador de ligadura deja invariantes los subespacios 
de Hilbert asociados a valores positivos y negativos del parámetro de volumen v. 

25Nótese la diferencia en la representación de las potencias del volumen con respecto al operador 
obtenido originalmente en la Ref. [176], que es consecuencia de la elección de una prescripción 
distinta para la representación del inverso de la longitud coordenada mı́nima, 1/µ̄. Para más detalles 
al respecto, consúltese el apéndice de la Ref. [180] o, equivalentemente, el Apéndice A de esta tesis. 
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Más precisamente, su acción superselecciona subespacios de Hilbert Hε 
± con soporte 

en semirredes de paso cuatro {±(ε + 4n), n ∈ N} [176, 180], en los que el volumen 
posee un autovalor mı́nimo en valor absoluto, ya sea ε o −ε, dependiendo del signo 
del volumen en la semirred en cuestión. De aqúı en adelante, particularizaremos la 
discusión a estados pertenecientes a Hε 

+ con un ε ∈ (0, 4] fjo. 

Dado que las inhomogeneidades introducidas en el sistema son de carácter pertur-
bativo, parece razonable requerir que su inclusión no modifque los sectores de superse-
lección del modelo sin perturbar. Por este motivo, tendremos en cuenta la estructura 
comentada de estos sectores homogéneos en la representación de las contribuciones 
perturbativas cuadráticas al modo cero de la ligadura hamiltoniana. 

2.2 Representación de Fock de las perturbaciones e imple-
mentación cuántica de las ligaduras perturbativas 

En lo referente a las perturbaciones, consideramos una cuantización de Fock, seleccio-
nada salvo equivalencias unitarias al requerir que el vaćıo sea invariante bajo las 
isometŕıas espaciales del fondo y que la dinámica cuántica sea implementable mediante 
un operador unitario. Además, también se podŕıan imponer condiciones adicionales 
que restrinjan más aún la elección de representación, como la buena defnición de los 
operadores construidos a partir de los elementales. 

Notablemente, la representación cuyas variables de creación y destrucción asociadas 
se corresponden con osciladores armónicos de frecuencia constante ωn forma parte 
de la familia de representaciones unitariamente equivalentes seleccionada por los 
criterios de la invariancia del vaćıo y de la unitariedad de la dinámica cuántica. En 
lo que sigue, partimos de esta representación por simplicidad, aunque nada impediŕıa 
emplear cualquier otra (potencialmente con mejores propiedades f́ısicas) en la misma 
clase de equivalencia, de acuerdo con el comentario al fnal del párrafo anterior. Los 
espacios de Fock correspondientes a los modos de Mukhanov-Sasaki y a los modos 
tensoriales serán denotados por FS y FT , respectivamente. Una base ortonormal de 
estos espacios viene dada por los estados etiquetados por un número de ocupación 
(entero y no-negativo) por modo. Los operadores de creación y destrucción asociados 
a un cierto modo actúan de la forma usual, aumentando o disminuyendo el número 
de ocupación correspondiente en una unidad. 

Para completar el programa de cuantización, aún es necesario representar cuántica-
mente las ligaduras del sistema e imponerlas a nivel cuántico, requiriendo que los 
estados f́ısicos sean aniquilados por todas ellas. Nótese que, en la descripción invarian-
te de gauge del sistema propuesta en la Ref. [63] (e ilustrada muy esquemáticamente 
en la Sec. 4 de los Preliminares), las ligaduras conmutan bajo corchetes de Poisson, 
lo cual posibilita su imposición consistente, siempre y cuando sus análogos cuánticos 
conmuten también [28]. 

Lidiemos en primer lugar con las ligaduras perturbativas lineales, cuya implementa-
ción cuántica ya era tenida en mente en la construcción del formalismo clásico. Para 
el sector parametrizado por {V n⃗,ϵ}l=2,3, seleccionamos una cuantización tal que lasl 
variables de momento (es decir, las ligaduras perturbativas lineales) actúen como 
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derivadas generalizadas con respecto a sus variables de confguración asociadas, a 
n,ϵsaber, {Vq⃗ 
l 
}l=2,3. En una cuantización tal, la anulación clásica de las ligaduras 

perturbativas tiene una contrapartida cuántica simple, a saber, que los estados f́ısicos 
no pueden depender de las variables de confguración de esta parte del sector inhomo-
géneo del sistema. Por consiguiente, es inmediato ver que la imposición de las 
ligaduras perturbativas lineales equivale a la restricción a un espacio de representación 

⊗Hmattdado por Hgrav ⊗FS ⊗FT . Nótese, sin embargo, que este espacio de Hilbert nokin kin 
es el f́ısico, ya que el modo cero de la ligadura hamiltoniana aún debe ser representado 
e impuesto. 

Centremos nuestra atención de ahora en adelante en la versión densitizada del 
˜modo cero de la ligadura escalar, H [45, 176]. En vista de la Ec. (5.3) y de la 

ˆdefnición de H0
(2) 

(5.12), se obtiene de forma inmediata un operador de la forma 

ˆ̃ 1 � 
π2 − ˆ(2) − Θ̂ S − Θ̂ T − Θ[S 

� 
H = ˆφ̃ H0 e o πφ̃ , (5.14)

2 

donde los operadores involucrados en su defnición se construirán en detalle en las 
subsecciones siguientes. 

2.3 Prescripciones de orden de factores 
La aparición de cantidades que clásicamente no conmutan bajo corchetes de Poisson 
en la Ec. (5.14) (en particular, en las contribuciones cuadráticas en las perturba-
ciones) requiere de la especifcación de una prescripción de orden de factores en su 
representación cuántica. Para una mayor claridad, enumeramos y discutimos a conti-
nuación las prescripciones adoptadas. 

i. Los productos de la forma f(φ̃)πφ̃ vienen representados cuánticamente por 
un operador de la forma 1

2 [f(φ̂̃), π̂φ̃]+, donde f es una función arbitraria. La 

ΘS 1 ΘSaplicación inmediata de esta regla implica que, en concreto, [π ̃  = [ ˆ 
o π ˜o φ 2 , ˆφ]+ 

en la Ec. (5.14). 

Adicionalmente, adoptamos una simetrización algebraica de las potencias del vo-
lumen (o del inverso del volumen) cuando aparecen en forma de productos con 
funciones de bv, que t́ıpicamente surgen como resultado de la regularización. De 
manera expĺıcita: 

ii. Los productos de la forma V rg(bv), donde r ∈ R y g es una función arbitraria, 
V r/2ˆV̂ r/2se representan mediante el operador ˆ g . 

La ´ on que queda por abordar es on cuántica de las unica cuesti´ la representaci´ 
propias funciones de bv, la cual requiere una consideración más detallada. Por un 
lado, cabe recordar que el producto bv es clásicamente proporcional al momento 
canónicamente conjugado al factor de escala logaŕıtmico [véase la Ec. (5.11)]. En 
vista de esta observación y del formalismo desarrollado hasta este punto, existe un 
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candidato natural para el análogo cuántico del cuadrado de esta cantidad. Efectiva-
mente, en virtud de la defnición de H0

(2) 
y del esquema de regularización considerado 

[compárense las Ecs. (5.2) y (5.12)], podemos establecer simplemente que � �2 � � 
3 1 + γ2 

π̂2 = Ĥ(2) 
+ 2ec6α̃Ŵ̄ = − Ω̂2 − Ω̂2 . (5.15)α̃ 0 2µ̄ 4γ2 4µ̄4πG 

Dado que Ω̂ 
2µ̄ y Ω̂ 

4µ̄ generan respectivamente desplazamientos de dos y cuatro unida-
des en la etiqueta de los autoestados del volumen [véase la Ec. (5.13)], esta represen-
tación de πα 

2
˜ deja directamente invariantes los sectores de superselección del modelo 

sin perturbar. 
Antes de seguir adelante, nótese que, si bien seŕıa posible adoptar la misma repre-

sentación para π̂α 
2
˜ que en la Ref. [63] (es decir, considerando un operador proporcio-

Ω̂2nal a 2µ̄), esta defnición resultaŕıa no solo menos natural, sino también menos 

conveniente que la propuesta en la Ec. (5.15). Por un lado, aunque Ω̂2 śı que es2µ̄ 
una representación de (bv)2 (salvo una cierta constante multiplicativa irrelevante), 
no seŕıa consistente con el procedimiento de regularización seleccionado para escribir 
la ligadura escalar homogénea en términos de holonomı́as de la conexión. Por otro 
lado, aunque ignorásemos esta aparente inconsistencia y empleásemos regularizaciones 
distintas para representar cuánticamente el mismo objeto, la defnición que hemos 
propuesto en la Ec. (5.15) tiene mejores propiedades de inversión. En efecto, es bien 
sabido que el autovalor cero pertenece al espectro de Ω̂2 , lo cual podŕıa acarrear2µ̄ 

ˆproblemas en el cómputo del operador inverso. En cambio, H0
(2) 

es no-negativo sobre 
(2) α ˆsoluciones a la ligadura homogénea, por lo que también lo es Ĥ 
0 + 2ec6˜W̄ siempre 

y cuando el potencial del infatón lo sea (lo cual ocurre en los casos más interesantes 
f́ısicamente, como aquel en el que el potencial se reduce a un término de masa). Por 
consiguiente, es trivial concluir que el único problema en el que puede que existan 
sutilezas a la hora de invertir el operador π̂α 

2
˜ con la propuesta presente es en los 

ceros del potencial y solo si el término cinético del campo escalar se anula en ellos 
a orden cero en una expansión perturbativa. Las condiciones que se tienen que dar 
para encontrar una situación similar a la alcanzada con la defnición de la Ref. [63] 
son mucho más restrictivas. Al fnal de la Sec. 2.4 discutiremos un argumento más 
que apoya la elección de la nueva propuesta. 

Considerando los motivos anteriores, seleccionamos la representación de πα 
2
˜ pro-

porcionada por la Ec. (5.15)26 . Por tanto, toda potencia par de πα̃ es cuantizada 
como sigue: 

iii. Las potencias pares del momento asociado al factor de escala logaŕıtmico, πα 
2
˜ 
k 

(para cualquier k ∈ Z), se representan por operadores � �2k � �k� �k
(2) 3 1 + γ2 

(π̂2 )k = Ĥ + 2ec6α̃W̄̂ = −Ω̂2 + Ω̂2 . (5.16)α̃ 0 2µ̄ 4µ̄4πG 4γ2 

26En el caṕıtulo siguiente, llamaremos a esta forma de representar cuánticamente el cuadrado del 
momento del factor de escala logaŕıtmico prescripción A. En cambio, denominaremos prescripción B 
a la consistente en adoptar la defnición propuesta en la Ref. [63], que, como hemos aducido, parece 
desfavorecida conceptual y teóricamente. 
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La representación de las potencias impares, no obstante, no es tan inmediata, ya 
que carecemos de una defnición de π̂α̃ que emerja de forma natural en el formalismo. 
En efecto, es obvio que cualquier potencia impar del momento se puede reexpresar 
como una potencia par (para las que ya tenemos una representación) multiplicada por 

ˆel propio momento πα̃. Por lo tanto, si consideramos una representación Ξ de dicho 
momento, es posible adoptar una simetrización algebraica en las potencias pares y 
representar la potencia restante por el operador Ξ,ˆ resultando en un operador de la 
forma 

π2k+1 |k/2[ = |π̂2 |k/2 Ξ̂ |π̂2 , (5.17)α̃ α̃ α̃ 

ˆ π2donde |Â| representa el valor absoluto del operador A. Recordemos que ˆ˜ es unα 
operador no-negativo sobre soluciones a la ligadura hamiltoniana homogénea, por lo 
que los valores absolutos en la defnición anterior seŕıan innecesarios si se ignorasen 
las perturbaciones. 

Nótese que, hasta el momento, no hemos discutido cómo defnir Ξ.ˆ Cerremos esta 
subsección con un breve comentario al respecto. Una restricción formal sobre las 
posibles defniciones de dicho operador es que debe generar desplazamientos en el 
volumen de múltiplos enteros de cuatro unidades dado que, en caso contrario, no 
dejaŕıa invariantes los sectores de superselección Hε 

± . En la Ref. [63], se sugirió 
una representación en la que, salvo constantes multiplicativas, Ξ̂ no es sino Ω̂ 

4µ̄. 
Cabe enfatizar que, aunque sea empleado a menudo para representar cuánticamente 
el parámetro de Hubble, este ultimo operador no emerge de forma natural en el´ 
contexto de la regularización estándar. Puesto que, en el caso analizado, dicho 
operador no necesita ser introducido ad hoc, sino que aparece como consecuencia 
de la regularización independiente de la contribución lorentziana, parece razonable 
adoptar la misma representación aqúı: 

iv. Las potencias impares del momento asociado al factor de escala logaŕıtmico, 
π2k+1 
α̃ (para cualquier k ∈ Z), se representan por operadores � �2k k/2 k/2

3 1 + γ2 1 + γ2 
π2k+1 ˆ[ Ω̂2 Ω̂2 ˆ Ω2 Ω̂2 
α̃ = 2µ̄ − 4µ̄ Ξ 2µ̄ − 4µ̄ , (5.18)

4πG 4γ2 4γ2 

ˆdonde Ξ es un operador seleccionado de manera que respete las reglas de 
superselección defnidas por la acción de la ligadura homogénea, como es el 
caso de −3 Ω̂ 

4µ̄/(8πGγ). 

Con esto, queda fnalizada la caracterización de las prescripciones de orden de 
factores que son necesarias para representar cuánticamente las contribuciones de 
origen perturbativo que intervienen en el modo cero de la ligadura hamiltoniana, 
cuya cuantización completaremos en la siguiente sección. 

2.4 Cuantización de las contribuciones perturbativas 
Finalmente, empleemos las reglas de orden de factores presentadas y discutidas en 
la sección anterior para abordar la representación cuántica de las contribuciones 
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perturbativas cuadráticas al modo cero de la ligadura escalar, que reciben el nombre de 
hamiltoniano de Mukhanov-Sasaki y hamiltoniano tensorial. Para ello, representemos 
en primer lugar las funciones del espacio de fases homogéneo recogidas en las Ecs. 
(5.6)-(5.8) mediante operadores densamente defnidos en el espacio de Hilbert homo-
géneo Hε 

± ⊗ L2(R, dφ̃). 
Comencemos por considerar la función ϑo, introducida en la Ec. (5.6), que contiene 

la ´ π˜ Representando el factor de escala mediante unica potencia impar del momento ˆα. 
la potencia apropiada del operador de volumen y siguiendo las prescripciones comen-
tadas, se alcanza el siguiente resultado: 

−1/2 −1/2
1 + γ2 1 + γ2 

ˆ V 2/3 V 2/3ϑ̂ 
o = −12l2W̄ ˆ Ω̂2 − Ω̂2 Ξ̂ Ω̂2 − Ω̂2 ˆ , (5.19)0 ,φ̃ 2µ̄ 4µ̄ 2µ̄ 4µ̄4γ2 4γ2 

donde Ξ̂ es el operador discutido al fnal de la sección anterior. 
Las tres funciones restantes son considerablemente más sencillas. Por un lado, la 

función ϑe no es más que el cuadrado del factor de escala y, por consiguiente, su 
contrapartida cuántica es simplemente proporcional al operador de volumen: 

3l0ˆ V̂ 2/3ϑe = . (5.20)
4πG 

Las funciones ϑq
e y ϑT

q son funciones análogas: la primera aparece en el sector de las 
perturbaciones escalares y la segunda, en el sector tensorial. La de origen escalar, 
introducida en la Ec. (5.7), se cuantiza como sigue: " #1/3 ( )" #1/3� �−1b b4πG 1 (2) 1 + γ2 

(2) 1 
ϑ̂q ˆ Ω̂2 Ω̂2 ˆ 
e = H0 19 + 32π2G2 

2µ̄ − 4µ̄ H03l0 V 4γ2 V � �2 � ̂
+

3l0 
W̄ 

,φ̃φ̃ − 4W̄̂ 
� 
V̂ 4/3 , (5.21)

4πG 

donde el operador inverso de volumen se defne de la forma estándar en la LQC 
[véanse las Ecs. (3.17) y (3.18)]. La representación cuántica de ϑT

q , función defnida 
en la Ec. (5.8), es menos complicada, conduciendo a " #1/3 " #1/3 � �2b b 

ϑ̂q 4πG 1 ˆ(2) 1 3l0 ˆ̄ V 4/3 
T = H0 − W ˆ . (5.22)

3l0 V V 2πG 

Llegados a este punto, se puede presentar un argumento adicional a favor de la 
defnición considerada de π̂α 

2
˜ frente a la adopción de la propuesta de la Ref. [63]. 

Clásicamente, el primer término de ϑT
q se obtiene del término análogo de ϑe

q en el 
ĺımite en el que el potencial de campo se anula. En efecto, 

(2) (2) 
π2 6α̃ ¯H0 19πα 

2
˜ − 18H0 α̃ + 36e W 

19 − 18 = = , (5.23)
π2 π2 π2 
α̃ α̃ α̃ 
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¯ que tiende a uno cuando W → 0, recuperando el primer término de la Eq. (5.8). 
Esta relación clásica solo sigue presente en la teoŕıa cuántica si se representa πα 

2
˜ de 

acuerdo con la Ec. (5.15): la relación entre los dos términos es violada en la teoŕıa 
cuántica si se conserva la defnición de la Ref. [63]. 

En conclusión, hemos representado ϑo, ϑe, ϑe
q y ϑT

q mediante operadores cuánticos 
densamente defnidos en Hε 

± ⊗L2(R, dφ̃), lo cual equivale a proporcionar una cuantiza-
ción de los hamiltonianos de Mukhanov-Sasaki y tensorial recordando que las variables 
perturbativas invariantes de gauge se representan con ayuda de los operadores de 
creación y destrucción sobre FS ⊗FT . Esta cuantización, junto con la de la contribu-
ción homogénea discutida en la Sec. 2.1, permite la representación de la ligadura 
hamiltoniana completa a primer orden perturbativo no trivial. 

3 Ligadura maestra y masas perturbativas 
En esta sección, estudiamos la existencia de una cierta clase de soluciones al modo 
cero de la ligadura escalar (5.14). En concreto, estamos interesados en soluciones que 
satisfagan el siguiente ansatz de separación de variables en la función de ondas [63]: 

Ψ = Γ(α̃, φ̃)ψ(N , φ̃). (5.24) 

En otras palabras, consideramos estados cuánticos cuyas funciones de onda asociadas 
pueden ser factorizadas de tal manera que se separe su dependencia en la geometŕıa 
homogénea (representada simbólicamente por α̃) de su dependencia en los modos 
perturbativos (representada simbólicamente por N , que ha de entenderse como una 
nomenclatura colectiva para los números de ocupación correspondientes tanto a las 
perturbaciones escalares como a las tensoriales). Nótese que, a priori, se permite la 
posibilidad de que cada una de las partes de la función de onda exhiba una cierta 
dependencia en φ̃ que, en ciertos reǵımenes de la dinámica, se puede interpretar como 
un tiempo interno. Sin embargo, cabe enfatizar que, en la discusión de la dinámica 
cuántica de las perturbaciones que sigue, no es necesaria asunción alguna acerca del 
uso de un reloj interno o de la relación entre las tasas de variación de cada uno de los 
factores con respecto a φ̃. 

Adicionalmente, como parte del ansatz propuesto, solo consideramos estados de la 
geometŕıa homogénea cuya evolución cuántica con respecto a φ̃ es unitaria. En otras 
palabras, estados tales que Γ(α̃, φ̃) = Û(α̃; φ̃)χ(α̃), donde Û es un operador unitario 
y χ(α̃) es una condici´ kin . Teniendo esto en cuenta, on inicial de norma unidad en Hgrav 

ˆ̃el resultado de sustituir el ansatz (5.24) en la ligadura cuántica HΨ = 0 es n� � o 
ˆ (2) ˆ ˆ ˆ(H̃ 

0)
2 − Ĥ 

0 + [π̂φ̃, H̃ 
0] Γ ψ + 2(H̃ 

0Γ)(π̂φ̃ψ) + Γ(π̂φ 
2
˜ψ) − 

1
[π̂φ̃ − H̃ 

0, Θ̂ S
o ](Γψ)

2� � 
1 ˆ− Θ̂ S + [Θ̂ S , H̃ 

0]+ + Θ̂ T (Γψ) − Θ̂ S {Γ(π̂φ̃ψ)} = 0, (5.25)e o o2 

donde H̃̂ 
0 es un operador autoadjunto defnido como H̃̂ 

0 = [π̂φ̃, Û ]Û−1 . 
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La siguiente hipótesis es que, con la elección de estado geométrico considerada, es 
una buena aproximación ignorar la posible existencia de transiciones en la geometŕıa 
homogénea mediadas por el modo cero de la ligadura escalar. Esto implica que solo 
el término diagonal es relevante al tomar el producto interno del lado izquierdo de la 

enea Γ ∈ Hgrav Ec. (5.25) con un estado de la geometŕıa homog´ kin . Esta aproximación 
es buena siempre y cuando las dispersiones relativas de los operadores geométricos 
relevantes sean pequeñas en el estado cuántico Γ considerado. Los operadores que 
han de cumplir la condición anterior son aquellos que acompañan a los términos 
independientes π̂φ 

2
˜ψ, π̂ ̃  ´ φψ y ψ (en este ultimo caso distinguiendo entre las contribu-

ciones perturbativas cuadráticas en los modos de confguración y las contribuciones 
cuadráticas en las variables de momento). De la discusión anterior se desprende 
que estas son condiciones sobre un número fnito de operadores que actúan sobre 
el sector geométrico del espacio de Hilbert cinemático. Sus expresiones precisas se 
pueden derivar de la misma manera que en la Sec. 5.3 de la Ref. [63], alcanzando 
un resultado idéntico salvo por la presencia de perturbaciones tensoriales (que no se 
consideran en dicho trabajo) y por las diferencias en las defniciones de los operadores 
ϑ (que son fruto de la adopción de un esquema de regularización distinto). 

En defnitiva, tomando el término diagonal mencionado en el párrafo anterior y 
teniendo en consideración esta ´ otesis, es f´ultima hip´ acil obtener la siguiente ligadura 
maestra sobre las perturbaciones: � � 
π̂φ 
2
˜ψ + 2⟨H̃̂ 

0⟩Γ − ⟨Θ̂ 
o
S ⟩Γ π̂φ̃ψ � � 

1 ˆ ˆ 1 (2) ˆ = ⟨Θ̂ S + [Θ̂ S , H̃ 
0]+ + Θ̂ T ⟩Γ + i⟨d ˜H̃ 

0 − d ˜Θ̂ S ⟩Γ + ⟨Ĥ − (H̃ 
0)

2⟩Γ ψ, (5.26)e o φ φ o 02 2 

que es cuadrática tanto en las variables perturbativas de confguración como en 
sus momentos canónicos asociados. En la ecuación anterior, ⟨Ô⟩Γ denota el valor 

ˆˆ ˆ ˜ ˆesperado de un cierto operador O en Γ y dφ̃O = i[π̂φ̃ − H0, O]. Cabe notar que, 
siguiendo el procedimiento presentado aqúı, toda la dependencia del modo cero de 
la ligadura hamiltoniana en la geometŕıa homogénea se ha visto reemplazada por 
valores esperados en dicha geometŕıa. Por consiguiente, los efectos procedentes de 
la cuantización de la geometŕıa según el programa de la LQC están codifcados en 
dichos valores esperados. 

Está claro entonces que, una vez que aceptamos que las transiciones en la geometŕıa 
homogénea son ignorables, la ecuación (5.26) gobierna la dinámica de las perturbacio-
nes para estados que verifcan el ansatz (5.24). Esta ecuación se puede entender de 
forma alternativa como el resultado de imponer que un cierto operador de ligadura 

sobre Hmatt ⊗FS ⊗FT se anule. La expresión de dicho operador es de la formaĈ 
per kin 

ˆĈ 
per = π̂φ 

2 + DΓ(φ̃)π̂φ̃ + EΓ(φ̃) − ⟨Θ̂ S + 
1

[Θ̂ S , H̃ 
0]+ − 

i 
dφ̃Θ̂ S + Θ̂ T ⟩Γ, (5.27)˜ e o o2 2 

donde DΓ y EΓ son dos funciones dependientes exclusivamente de Γ y del modo 
cero del campo escalar, cuyas expresiones precisas son irrelevantes para el presente 
análisis. Este operador de ligadura proporciona de forma inmediata las ecuaciones de 
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n,ϵ ˆ n,ϵ ˆ̃Heisenberg para los modos perturbativos (V̂  ⃗  , V ⃗ , dn⃗,ϵ,ϵ̃  y π̂ ̃  ), que son lineales. 
n,ϵ,˜q1 p1 d⃗ ϵ 

En lo que sigue, consideramos sus contrapartidas clásicas directas para estudiar la 
propagación de las perturbaciones invariantes de gauge sobre la geometŕıa homogénea 
de fondo dentro del marco de esta descripción aproximada. 

En virtud de la densitización de la ligadura considerada y de la defnición de la 
función lapso, se puede comprobar que, al orden perturbativo dominante, Ĉ 

per genera 
reparametrizaciones temporales en la variable temporal T̄ , relacionada clásicamente 
con el tiempo coordenado t mediante la expresión dt = σe3α̃dT̄  [63]. Además, la 
forma de la ligadura sugiere la introducción de un tiempo conforme ηΓ adaptado a la 
geometŕıa homogénea cuántica asociada con el estado Γ, defnido por l0dηΓ = ⟨ϑ̂ 

e⟩ΓdT̄ . 
En lo referente a este cambio de variable temporal, cabe notar dos cuestiones. En 
primer lugar, la positividad del operador ϑ̂ 

e [véase la Ec. (5.20)] garantiza que el 
¯cambio de tiempo T → ηΓ es monótono. En segundo lugar, es fundamental notar que 

este cambio de tiempo no tendŕıa signifcado alguno si la derivada dηΓ/dT̄  fuese un 
operador, lo cual pone en valor la importancia de la presencia de los valores esperados 
sobre Γ, que desempeñan un papel fundamental en la buena defnición de la dinámica 
perturbativa descrita a continuación. 

Llegados a este punto de la discusión, estamos en la posición idónea para calcular 
las ecuaciones dinámicas asociadas a cada una de las variables perturbativas tomando 
los conmutadores apropiados con el generador de la dinámica cuántica o calculando 
directamente los corchetes de Poisson con su contrapartida clásica, si estamos intere-
sados en estudiar las ecuaciones dinámicas clásicas correspondientes. De acuerdo con 
nuestros comentarios, seguimos este último camino: 

� 
n,ϵ n,ϵ n,ϵdηΓ Vq
⃗ 
1 

= 
l0 

V ⃗ , Cper = l0Vp
⃗ 
1 
, (5.28) 

2⟨ϑ̂ 
e⟩Γ 

q1 n ol0
dηΓ d̃

 ⃗
n,ϵ,ϵ̃  = d̃  ⃗

n,ϵ,ϵ̃, Cper = l0πd̃  ⃗
ϵ 
, (5.29)

n,ϵ,˜2⟨ϑ̂ 
e⟩Γ 

donde Cper es el análogo clásico de Ĉ 
per (que resulta de tratar el momento del campo 

escalar y los modos perturbativos como objetos clásicos) y dηΓ denota la derivada con 
respecto al tiempo conforme [63]. Llevando a cabo una derivada más con respecto a 
ηΓ, tenemos 

l2 � � � 
d2 V n⃗,ϵ 0 V n⃗,ϵ + MS V n⃗,ϵ ηΓ q1 

= p1 
, Cper = − ω̃n 

2 
q1 
, (5.30) 

2⟨ϑ̂ 
e⟩Γ 

l2 n o � � 
d2 ˜ 0 ω2 + MT ˜ 
ηΓ 
dn⃗,ϵ,ϵ̃ = πd̃  ⃗  

, Cper = − ˜n dn⃗,ϵ,ϵ̃, (5.31)
n,ϵ,ϵ̃2⟨ϑ̂ 

e⟩Γ 

donde ω̃n 
2 = l0

2ωn 
2 y MS y MT son las masas dependientes del fondo (y, por tanto, 

del tiempo27) que gobiernan la dinámica de las perturbaciones escalares y tensoriales, 

27Nótese que, a pesar de que se haya adoptado una notación simplifcada donde este hecho no 
aparece refejado expĺıcitamente, la dependencia temporal de estas masas tiene su origen en la 
aparición de valores esperados en la geometŕıa homogénea cuántica asociada al estado Γ. 
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respectivamente: 

⟨ϑ̂q⟩Γ + 1 ⟨[ ˆ H̃̂ 
0]+⟩Γ − i ⟨d ˜ϑ̂ 

o ⟨ϑ̂q 

MS e 2 ϑo, 2 ⟩Γ 
MT T ⟩Γ 

= l0
2 φ 

, = l0
2 . (5.32) 

⟨ϑ̂ 
e⟩Γ ⟨ϑ̂ 

e⟩Γ 

El término imaginario que aparece en MS depende del potencial de campo y, en la 
práctica, suele ser extremadamente pequeño en las situaciones de interés f́ısico [63], 
por lo que asumimos que es una buena aproximación ignorarlo de aqúı en adelante. 
Las ecuaciones dinámicas obtenidas [Ecs. (5.30) y (5.31)] son de tipo oscilador 
armónico generalizado sin fricción y con masas dependientes del tiempo (a través 
de la evolución del fondo) que codifcan correcciones resultantes de la naturaleza 
cuántica de la geometŕıa de ese fondo. Asimismo, se trata de ecuaciones hiperbólicas 
en el ĺımite ultravioleta, en el que la contribución de la frecuencia es dominante. 

Antes de concluir esta sección, conviene echar la vista atrás y recopilar de manera 
concisa todas las hipótesis que se han considerado en la deducción de las ecuaciones 
que dictan la dinámica de las perturbaciones. En primer lugar, hemos considerado 
un ansatz para las soluciones al modo cero de la ligadura según el cual las funciones 
de onda asociadas admiten una factorización en la que se separa su dependencia 
en la geometŕıa homogénea de su dependencia en las perturbaciones, permitiendo 
que ambos factores de la función de onda dependan del infatón. En segundo lugar, 
hemos centrado el estudio en soluciones para las que la parte geométrica de la función 
de onda obedece una evolución unitaria, y hemos ignorado la posibilidad de que el 
modo cero de la ligadura hamiltoniana medie transiciones cuánticas en dicha parte 
geométrica. Hemos comentado que la validez de esta ´ on depende ultima aproximaci´ 
matemáticamente de la pequeñez de las dispersiones relativas de un número fnito de 
operadores geométricos en el estado cu´ ultimo, hemos asumido antico considerado. Por ´ 
impĺıcitamente que las ecuaciones de Heisenberg para los modos perturbativos pueden 
ser deducidas directamente en la representación de Fock asociada con las variables 
perturbativas seleccionadas de tal modo que la evolución cuántica de las perturbacio-
nes invariantes de gauge tenga un análogo clásico generado por Cper. 

Para fnalizar, considérense estados Γ que se encuentren muy picados sobre las 
trayectorias dinámicas de la LQC efectiva. Entonces, los valores esperados sobre la 
geometŕıa homogénea se pueden estimar mediante la evaluación directa en dichas 
trayectorias. Esta estimación resulta en las denominadas masa efectiva escalar y 
masa efectiva tensorial, que adoptan las expresiones que siguen en el contexto de la 
LQC efectiva: 

e + ϑoπφ̃
MS = l0

2 ϑ
q 

, (5.33)
ϑe 

ϑq 

MT = l0
2 T . (5.34)
ϑe 

Como se puede observar de forma inmediata a partir de la expresión de ϑq
T (5.8), la 

masa efectiva tensorial no se ve afectada por la posible ambigüedad en la regulariza-
ción de las potencias negativas del momento del factor de escala logaŕıtmico. No 
obstante, el caso de la masa efectiva escalar es otro, ya que contiene contribuciones 
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tanto de ϑo (5.6) como de ϑe
q (5.7), las cuales śı que dependen de potencias negativas de 

dicho momento. El hecho de que estas potencias requieran ser regularizadas de forma 
previa a su cuantización y a su posterior evaluación sobre las trayectorias dinámicas 
efectivas implica que el esquema de regularización adoptado deja una huella en la 
propagación de las perturbaciones. Por ende, es posible confrontar las dos propuestas 
para la representación cuántica de πα 

2
˜ discutidas en la Sec. 2.3 —a saber, la sugerida 

en la Ec. (5.15) y la de la Ref. [63]— a través de un análisis comparativo de la masa 
efectiva escalar. 

4 Conclusión 
En este caṕıtulo, hemos discutido la aplicación del formalismo h́ıbrido [63] para el 
tratamiento cuántico de perturbaciones cosmológicas al caso en el que se considera 
un procedimiento de regularización alternativo para la ligadura escalar homogénea, 
discutiendo cómo combinar una cuantización de Fock de los grados de libertad f́ısicos 
asociados a las perturbaciones con el formalismo de la LQC que resulta de aplicar un 
esquema de regularización distinto del estándar en el campo. 

Basándonos en trabajos previos (véanse las Refs. [63, 66, 170]), hemos partido 
de una descripción canónica del sistema clásico (dado por perturbaciones escalares 
y tensoriales en torno a una cosmoloǵıa de FLRW con secciones espaciales tres-
toroidales planas mı́nimamente acoplada a un campo escalar sujeto a un cierto poten-
cial) a orden perturbativo dominante en términos de variables invariantes de gauge 
para las perturbaciones. La manera en la que se construye dicha descripción clásica 
de partida facilita enormemente la imposición de las ligaduras perturbativas lineales 
a nivel cuántico, que equivale simplemente a requerir que los estados f́ısicos solo 
dependan de las variables invariantes de gauge que describen las perturbaciones y de 
las variables que describen la geometŕıa de fondo. No obstante, estas variables siguen 
sujetas a una ligadura global, a saber, el modo cero de la ligadura hamiltoniana (que 
contiene, además del término puramente homogéneo, contribuciones cuadráticas en 
las perturbaciones). 

Asumiendo que disponemos de una cuantización de Fock satisfactoria de las pertur-
baciones invariantes de gauge y una descripción cuántica consistente de los grados de 
libertad de la geometŕıa homogénea en la que uno de los operadores fundamentales es 
el volumen f́ısico del Universo (o, equivalentemente, el factor de escala), la cuantiza-
ción h́ıbrida del modelo clásico se asienta en la defnición de dos operadores geomé-
tricos necesarios para la representación cuántica del modo cero de la ligadura: el 
momento canónico asociado al factor de escala logaŕıtmico y su cuadrado. Solo el 
segundo de ellos tiene una representación natural en el formalismo, ya que aparece en 
la contribución gravitacional a la ligadura escalar homogénea, donde su forma depende 
del esquema de regularización empleado en la construcción del operador para esa 
ligadura. No obstante, hemos argumentado que, una vez seleccionada una representa-
ción para el cuadrado de dicho momento en la construcción de la ligadura homogénea, 
lo natural es tomar la misma representación en las contribuciones perturbativas a la 
ligadura hamiltoniana global. 

94 



El operador geométrico restante que aparece en las contribuciones perturbativas y 
que, por tanto, es necesario defnir es, como ya hemos adelantado, el que representa 
al propio momento canónico asociado al factor de escala logaŕıtmico. A diferencia de 
su cuadrado (que no contiene información sobre su signo, por ejemplo), este operador 
no aparece previamente en el formalismo y, por consiguiente, es necesario introducirlo 
en este punto, imponiendo que satisfaga ciertos requerimientos f́ısicos. A modo de 
ejemplo, si uno quiere poder entender la introducción de inhomogeneidades de manera 
perturbativa, un requisito sobre este operador es que deje invariantes los sectores de 
superselección de la teoŕıa cuántica homogénea. En efecto, en caso contrario, las 
contribuciones perturbativas a la ligadura global modifcaŕıan la estructura básica 
misma del modelo cuántico que describe la geometŕıa de fondo. 

Dicho esto, cabe mencionar que, aunque la necesidad de introducir este operador 
da lugar a una ambigüedad en la cuantización del modelo clásico, es de esperar que 
los efectos de seleccionar un operador u otro sean pequeños en las situaciones f́ısicas 
de interés, ya que solo aparece en un término en el que va acompañado de la derivada 
del potencial de campo, que es extremadamente pequeña, e.g., en situaciones en las 
que domina el término cinético del campo escalar (que son de gran interés en la LQC 
[33]) o en reǵımenes infacionarios. 

Una vez representado cuánticamente el modo cero de la ligadura escalar, hemos 
investigado la existencia de soluciones que verifquen un cierto ansatz de factorización 
que permite separar la dependencia en las perturbaciones de la dependencia en la 
geometŕıa homogénea en las funciones de onda asociadas. Junto con la hipótesis de 
que se pueden despreciar las transiciones en la geometŕıa homogénea mediadas por el 
modo cero de la ligadura, este ansatz conduce a la obtención de una ligadura maestra 
para las perturbaciones que involucra valores esperados de los operadores geométricos 
en el estado cuántico asociado a la geometŕıa homogénea, a través de los cuales la 
naturaleza cuántica de la gravedad afecta a la propagación de las perturbaciones 
cosmológicas. A continuación, hemos discutido cuál es el parámetro temporal con 
respecto al cual la ligadura maestra genera evolución y hemos deducido las ecuaciones 
que gobiernan la dinámica de las perturbaciones. Para concluir, hemos identifcado 
dos masas dependientes del tiempo que determinan el comportamiento de las per-
turbaciones escalares y tensoriales, cuyos valores hemos estimado en el régimen de 
validez de la LQC efectiva. Dado que la masa que interviene en las ecuaciones 
dinámicas correspondientes a las perturbaciones escalares se ve afectada por la ambi-
güedad comentada en la representación del momento canónico asociado al factor de 
escala logaŕıtmico, hemos propuesto que un análisis de las propiedades de dicha masa 
en situaciones de interés f́ısico es un buen procedimiento para discernir los efectos 
genuinos de dicha ambigüedad. 
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Caṕıtulo 6 

Efectos de la regularización 
alternativa en las masas efectivas 
de perturbaciones cosmológicas 

Una vez estudiada la aplicación del formalismo h́ıbrido [60–64, 66] al caso en el que la 
geometŕıa homogénea se regulariza empleando el procedimiento propuesto por Dapor 
y Liegener [88, 90], parece natural preguntarse cómo se ven afectadas por el esquema 
de regularización adoptado las propiedades de las masas dependientes del fondo que 
intervienen en las ecuaciones de propagación de las perturbaciones. No solo eso, 
también es interesante comparar los resultados obtenidos en el formalismo h́ıbrido 
con aquellos que se obtienen de otros enfoques al tratamiento de perturbaciones 
cosmológicas dentro del marco de la LQC, como el formalismo de la métrica vestida 
[67–70]. En el contexto de la regularización estándar, un estudio comparativo de 
las masas efectivas evaluadas en el instante del rebote (que, por ser el instante en 
el que el volumen f́ısico del Universo alcanza un mı́nimo global, se considera un 
punto privilegiado para fjar condiciones iniciales) se llevó a cabo en la Ref. [182]. 
En dicho trabajo, se determinó que las masas deducidas con el enfoque h́ıbrido son 
positivas para una cierta clase de potenciales en escenarios de dominio cinético en 
el rebote (situación de gran interés en la LQC efectiva, ya que, en dichos casos, 
es posible recuperar un buen ajuste del fondo cósmico de microondas reteniendo 
efectos cuánticos a gran escala), mientras que las masas análogas obtenidas con el 
formalismo de la métrica vestida son negativas en dicho caso. Esta diferencia es 
de gran importancia, ya que, para que unas condiciones iniciales dadas estén bien 
planteadas, a menudo es necesario que las masas efectivas sean positivas en el instante 
en el que se fjan dichas condiciones iniciales (este es el caso, e.g., si se quiere defnir 
estados adiabáticos para longitudes de onda arbitrarias [30, 31, 65, 68–70]). En 
vista de estos resultados, cabe preguntarse si se alcanza una conclusión similar en el 
contexto del modelo de la LQC que resulta de adoptar la propuesta de regularización 
de Dapor y Liegener. Conviene recordar que, en dicho modelo, emerge un régimen 
asintóticamente de Sitter en la rama cosmológica anterior al rebote, que también es 
de interés potencial desde el punto de vista de la fjación de condiciones iniciales. En 
este caṕıtulo, abordamos estas cuestiones, generalizando los estudios comparativos 

97 



que exist́ıan previamente en la literatura [182] al caso en el que se emplea el esquema 
de regularización alternativo. Más concretamente, calculamos y analizamos las masas 
efectivas percibidas por las perturbaciones en los formalismos h́ıbrido y de la métrica 
vestida, discutiendo sus propiedades en las dos regiones de interés para la fjación de 
condiciones iniciales: el instante del rebote y el régimen de Sitter emergente. 

Este caṕıtulo, que recoge los resultados principales de la Ref. [183], está estructu-
rado de la siguiente manera. En la Sec. 1, partimos de los resultados del caṕıtulo 
anterior para obtener expresiones de las masas dependientes del fondo que gobiernan 
la dinámica de las perturbaciones, distinguiendo entre las dos prescripciones discuti-
das para la defnición del cuadrado del momento asociado al factor de escala logaŕıt-
mico. A continuación, en la Sec. 2, derivamos las expresiones análogas en el contexto 
del formalismo de la métrica vestida, de tal modo que podamos proceder a comparar 
las propiedades de las masas resultantes de ambos formalismos en distintos reǵımenes 
de interés f́ısico. En la Sec. 3, evaluamos las masas en el instante del rebote y 
estudiamos su positividad. Un análisis similar en el régimen de Sitter asintótico se 
presenta en la Sec. 4. Para concluir, resumimos los resultados principales del caṕıtulo 
en la Sec. 5. 

1 Masas efectivas h́ıbridas 
En esta sección, centramos el estudio en estados cuánticos asociados al fondo homo-
géneo para los que la descripción efectiva de la LQC homogénea e isótropa es válida. 
En la práctica, como consecuencia del procedimiento de regularización, esta descrip-
ción efectiva se puede obtener reemplazando el parámetro de Hubble por funciones 
sinusoidales de dicho parámetro [39, 71, 184]. En lo que sigue, omitimos todo detalle 
acerca de la teoŕıa cuántica (tratada en los caṕıtulos anteriores), y nos concentramos 
directamente en la contrapartida efectiva de todas las cantidades relevantes. Para 
una discusión en mayor profundidad de la teoŕıa cuántica subyacente, consúltense las 
Refs. [60–64, 66, 181]. 

Como vimos en la Sec. 4 de los Preliminares, el formalismo h́ıbrido se asienta sobre 
una descripción hamiltoniana clásica del sistema en términos de variables que son 
invariantes de gauge, truncada a orden cuadrático en las perturbaciones. Recordemos, 
a modo de resumen, que en el sector homogéneo, las variables canónicas empleadas son 
el factor de escala logaŕıtmico α̃ y su momento canónico asociado πα̃, que describen la 
geometŕıa de fondo (dada por una cosmoloǵıa de FLRW con secciones espaciales tres-
toroidales planas), además de un par canónico adicional ( ̃φ, πφ̃), correspondiente al 
modo cero del campo escalar mı́nimamente acoplado que hace las veces de contenido 
material y que está sujeto a un cierto potencial W (φ̃). En el sector inhomogéneo, 
en el que se incluyen perturbaciones escalares y tensoriales tanto de la métrica como 
del campo escalar, se distinguen dos subsectores. Por un lado, en lo que se refere 
a las perturbaciones escalares, las variables empleadas son los llamados modos de 
Mukhanov-Sasaki28 , vn⃗,ϵ y πv⃗ , donde n⃗ ∈ Z3 − {0} es el vector de onda (cuya 

n,ϵ 

primera componente no nula ha de ser positiva) y ϵ = ± denota la paridad. Por otro 

28Como ya hemos visto, el resto de grados de libertad correspondientes a las perturbaciones 
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lado, las perturbaciones tensoriales admiten una descripción en términos de ciertos 
modos d̃  ⃗

n,ϵ,ϵ̃ y π ̃  invariantes de gauge en el sentido de los potenciales de Bardeend⃗ ϵn,ϵ,˜ 

[165], donde la etiqueta adicional ϵ̃ = +, × está vinculada con la polarización del 
modo. Una vez impuestas las ligaduras perturbativas lineales (véase el pie de página 
28) y al orden perturbativo considerado, las variables canónicas se ven constreñidas 
por una única ligadura global, a saber, el modo cero de la ligadura hamiltoniana, 
compuesto por una contribución homogénea y por correcciones cuadráticas en las 
perturbaciones. Siguiendo el proceso descrito en el caṕıtulo anterior (véanse las Refs. 
[63, 181]), se pueden obtener las ecuaciones dinámicas que gobiernan la propagación 
de las perturbaciones escalares y tensoriales sobre la geometŕıa de fondo. En dichas 
ecuaciones, que son de tipo oscilador armónico generalizado sin término de fricción, 
intervienen masas dependientes del tiempo (a través de la evolución del fondo), 
denominadas masa efectiva escalar y masa efectiva tensorial, cuyas expresiones son, 
respectivamente, 

ϑq ϑq 

MS = l2 e + ϑoπφ̃ 
MT T 

0 , = l0
2 , (6.1)

ϑe ϑe 

donde, recordemos, l0 es la longitud coordenada de los ciclos fundamentales de las 
secciones espaciales tres-toroidales y ϑq

e, ϑo, ϑe y ϑq
T son las funciones del espacio de 

fases homogéneo introducidas en las Ecs. (5.6)-(5.8). En vista de sus expresiones, es 
inmediato ver que ambas masas diferen en un término U que se anula en ausencia de 
potencial de campo. En efecto, ! 

(2) 

MS = MT = l2 2α̃ ¯ H0 πφ̃ 
+ U , U 0e W,φ̃φ̃ + 36W̄ 

π2 − 12W̄ 
,φ̃ , (6.2) 

α̃ πα̃ 

donde U se suele denominar potencial de Mukhanov-Sasaki. Además, recordemos 
¯ que W (φ̃) está relacionado con el potencial de campo W (φ̃) mediante la expresión 

W̄ (φ̃) = σ4W (φ̃/σ), con σ2 = 4πG/3l0
3 . Por ultimo,´ en la ecuación anterior, se emplea 

la misma notación que en el caṕıtulo anterior para las derivadas con respecto al modo 
cero del infatón, según la cual la primera y segunda derivadas del potencial son W̄ 

,φ̃ 
¯ y W,φ̃φ̃, respectivamente. 
Siguiendo las convenciones de la Ref. [182], procedemos a continuación a la 

reescritura de las masas efectivas en términos de la densidad de enerǵıa material 
ρ y la presión P , que se defnen de la forma usual en términos del hamiltoniano 
material homogéneo: " #� �2 ¯Hmatt 2πG 3 W 3 sin2 b 
ρ = = πφ 

2
˜ + 2 V 2 = [1 − (1 + γ2) sin2 b], (6.3)

V 3V 2 4πG σ2 8πGγ2∆ 

∂Hmatt 3 W̄ 
P = − = ρ − . (6.4)

∂V 2πG σ2 

escalares se puede codifcar en las ligaduras perturbativas lineales abelianizadas [63] y en sus 
momentos canónicos asociados, que se imponen de forma trivial a nivel cuántico y que no desempeñan 
un papel relevante en la discusión actual. 
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En la ´ (6.3), hemos empleado que la ligadura homog´ ultima igualdad de la Ec. enea 
(5.1) se anula ya que, al orden de truncación considerado, es posible ignorar la 
backreaction (o reacción inversa en español) de las perturbaciones en el cómputo de las 
masas efectivas. Además, hemos empleado la forma de la contribución geométrica πα 

2
˜ 

que resulta de seguir el programa de la LQC usando el procedimiento de regularización 
propuesto por Dapor y Liegener. Más concretamente, describiendo los grados de 
libertad gravitacionales mediante un par canónico compuesto por el volumen f́ısico del 
Universo V y la variable clásicamente proporcional al parámetro de Hubble b [véanse 

las Ecs. (5.10) y (5.11)], el término H0
(2) 

(5.2) de la ligadura escalar homogénea (5.1) 
adopta el valor efectivo � �2 � � � �¯ 

(2) 3 1 1 + γ2 W H0 = − V 2 sin2 b − sin2 2b + 2 , (6.5)
4πG ∆ 4γ2 σ2 

donde, recordemos, ∆ representa el gap de área en la LQG. 

Con estas expresiones, es sencillo reescribir la masa efectiva tensorial en términos 
de la densidad de enerǵıa y de la presión: "� �2 

# 
4πG W̄ 4πG 

MT = V −4/3 πα 
2
˜ − 6V 2 = − V 2/3(ρ − 3P ). (6.6)

3 σ2 3 

No obstante, aún es necesario defnir dos cantidades geométricas para obtener una 
expresión similar para la masa efectiva escalar (o, lo que es lo mismo, el potencial 
de Mukhanov-Sasaki): el inverso del momento canónico asociado al factor de escala 
logaŕıtmico, 1/πα̃, y su cuadrado, 1/πα 

2
˜. La forma en la que se representan estos 

operadores está estrechamente relacionada con la teoŕıa cuántica desarrollada en el 
caṕıtulo anterior. Por un lado [181], 

1 1 
= Ξ, (6.7)
π2πα̃ α̃ 

donde Ξ es el análogo efectivo del operador que representa cuánticamente al momento 
πα̃. De acuerdo con la propuesta de la Ref. [63], 

3 
Ξ = − √ V sin 2b. (6.8) 

8πGγ ∆ 

Por tanto, solo queda por defnir la forma efectiva de 1/πα 
2
˜. Dado que existe una 

ambigüedad en la representación cuántica de este factor (que obviamente también 
afecta a su expresión efectiva), discutimos dos propuestas alternativas en el caṕıtulo 
anterior (véase la Sec. 2.3 de dicho caṕıtulo o, alternativamente, la Ref. [181]). A 
pesar de que una de ellas parece más natural desde el punto de vista conceptual y 
teórico, consideramos ambas opciones de aqúı en adelante. Las expresiones de las 
masas efectivas asociadas a cada una de estas prescripciones se escribirán expĺıcita-
mente en las Secs. 1.1 y 1.2 de este caṕıtulo. 
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El potencial de Mukhanov-Sasaki (a partir del cual se puede obtener trivialmente 
la masa efectiva escalar con ayuda de la expresión ya discutida de la masa efectiva 
tensorial) viene dado por " #� �2

V 2/3 3 V 2ρ Ξπφ̃ 3 V 2 
¯ ¯ ¯U = W,φ̃φ̃ + 72 W − 12W̄ 

,φ̃ − 72 W 2 , (6.9)
σ2 4πG π2 π2 4πGσ π2 

α̃ α̃ α̃ 

donde solo resta reescribir Ξ y 1/πα 
2
˜ en términos de la densidad de enerǵıa y la presión. 

Dichas reescrituras se llevan a cabo de manera individualizada para cada una de las 
prescripciones consideradas en las Secs. 1.1 y 1.2. Nótese que, dado que la masa 
efectiva tensorial no depende de potencias inversas del momento asociado al factor 
de escala logaŕıtmico, su valor efectivo coincide en ambas prescripciones. Por ende, 
nuestra discusión se limita a estudiar la masa efectiva escalar o, equivalentemente, el 
potencial de Mukhanov-Sasaki en lo que resta de sección. 

1.1 Prescripción A 
La primera opción para regularizar el cuadrado del inverso del momento asociado 
al factor de escala logaŕıtmico consiste en seguir el mismo procedimiento que en el 
término gravitacional de H0

(2) 
, que es proporcional a πα 

2
˜. Efectivamente, empleando 

la Ec. (5.2), se puede defnir 1/πα 
2
˜ de la forma siguiente: " � �2 
#−1 √ !2 � �−1¯1 (2) 3 W 4πG ∆ 1 1 + γ2 

V 2 = H0 + 2 = − sin2 b − sin2 2b 
πα 
2
˜ 4πG σ2 3 V 2 4γ2 

2πG 1 
= , (6.10)

3 V 2ρ 

donde hemos sustituido el valor efectivo resultante de la propuesta de Dapor y 
Liegener en la segunda igualdad y luego hemos empleado que la ligadura homogénea 
se anula, ya que, al orden de truncación considerado, podemos ignorar la backreaction 
de las perturbaciones en el cálculo de las masas efectivas. En lo que resta de caṕıtulo, 
esta forma de representar 1/πα 

2
˜ y su valor efectivo correspondiente serán referidos 

como la prescripción A. Junto con las Ecs. (6.7) y (6.8), la elección de esta opción 
implica que 

√ � �−1
Ξ 2πG ∆ sin 2b 1 + γ2 1 sin 2b 

= sin2 b − sin2 2b = − √ . (6.11)
π2 3γ 4γ2 4γ V ρ α̃ V ∆ 

Por tanto, el potencial de Mukhanov-Sasaki se puede escribir como � � 
V 2/3 ¯ W̄ 23 W,φ̃πφ̃ 3(A)U = W̄ 

,φ̃φ̃ + 36W̄ + √ sin 2b − 36 , (6.12)
σ2 γ ∆ V ρ 4πGσ2 ρ 

donde habŕıa que expresar sin 2b en términos de ρ. Esto no se puede hacer de forma 
global, dado que la Ec. (6.3), que se puede utilizar para relacionar esta función 
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trigonométrica con la densidad de enerǵıa, admite dos soluciones distintas, p
1 ± 1 − ρ/ρB

sin2 b± = , (6.13)
2(1 + γ2) 

donde ρB es la densidad de enerǵıa máxima, que se alcanza en el instante del rebote: 

3 
ρB = . (6.14)

32πGγ2(1 + γ2)∆ 

La existencia de las dos soluciones mencionadas conduce a la aparición de dos ramas 
diferentes en la evolución, que resultan no poder unirse de manera arbitraria. En 
efecto, solo hay dos historias evolutivas posibles: o bien un rebote asimétrico une 
una rama asintóticamente de Sitter en contracción con una cosmoloǵıa de FLRW 
plana en expansión, o bien el rebote asimétrico hace las veces de nexo entre una 
cosmoloǵıa de FLRW plana en contracción con una rama asintóticamente de Sitter en 
expansión [90, 92]. En este caso, nos centramos en la primera solución, que no queda 
inmediatamente descartada por las observaciones. Entonces, en la Ec. (6.13), el signo 
positivo corresponde a la rama en contracción, mientras que el signo negativo queda 
asignado a la fase de la evolución posterior al rebote. Sustituyendo la expresión con el 
signo correspondiente en la Ec. (6.12), se obtienen los dos potenciales de Mukhanov-
Sasaki (uno válido antes del rebote y otro, después) derivados de seleccionar la 
prescripción A para la representación de 1/π2 

α̃ . 

1.2 Prescripción B 
Consideremos a continuación la segunda opción para la representación de 1/πα 

2
˜. 

Aunque se trata de una posibilidad a priori admisible, la alternativa que denomina-
mos de aqúı en adelante prescripción B carece de la motivación que sustenta a la 
prescripción A. Siguiendo la propuesta de la Ref. [63], es posible emplear la misma 
representación de 1/πα 

2
˜ que en el formalismo estándar de la LQC, mezclando esquemas 

de regularización en un cierto sentido. Esto conduce al valor efectivo 
√ !2 

1 4πGγ ∆ 1 
= . (6.15)

πα 
2
˜ 3 V 2 sin2 b 

Para más detalles acerca de las caracteŕısticas cuánticas de esta prescripción, véase 
el Caṕıtulo 5 (o, alternativamente, la Ref. [181]). De esta manera, se obtiene 
trivialmente que 

√ 
Ξ 4πGγ ∆ cos b 

= − , (6.16)
πα 
2
˜ 3V sin b 

y, por consiguiente, el potencial de Mukhanov-Sasaki viene dado por la siguiente 
expresión efectiva: � 

V 2/3 ¯ 
(B)U = 

σ2 W̄ 
,φ̃φ̃ + 96πGγ2∆ 

Wρ 
sin2 b �¯√ cos b W̄ 
,φ̃πφ̃ 72γ2∆ W 2 

+16πGγ ∆ − . (6.17)
sin b V σ2 sin2 b 
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Haciendo uso de la Ec. (6.13), se pueden reescribir las funciones trigonométricas de 
la variable b en términos de la densidad de enerǵıa del campo escalar teniendo en 
cuenta la salvedad mencionada en el caso de la prescripción A: dicha reescritura no 
puede llevarse a cabo de manera global y ha de hacerse separadamente para las ramas 
evolutivas anterior y posterior al rebote. 

Uno de nuestros objetivos en lo restante de este caṕıtulo es comparar las propieda-
des de las masas efectivas derivadas de las prescripciones A y B para verifcar si la 
preferencia teórica por la prescripción A también se traduce en propiedades f́ısicas más 
atractivas. Este análisis se abordará en las Secs. 3 y 4, donde también se considerará 
el valor efectivo de las masas obtenidas siguiendo el enfoque de la métrica vestida. 

2 Mases efectivas en el formalismo de la métrica 
vestida 

En esta sección, discutimos brevemente la obtención de las masas efectivas escalar y 
tensorial empleando el otro enfoque dominante en el tratamiento de las perturbaciones 
cosmológicas dentro del marco de la LQC: el formalismo de la métrica vestida. Para 
más detalles y discusiones en profundidad acerca de la motivación y desarrollo del 
formalismo en śı, consúltense las Refs. [67–70]. 

Este enfoque para la LQC inhomogénea se basa en un tratamiento separado de la 
cosmoloǵıa homogénea de fondo y de las perturbaciones, ignorando los efectos pertur-
bativos en la dinámica homogénea desde el comienzo. Uno obtiene en primer lugar 
las ecuaciones dinámicas que gobiernan la evolución de la geometŕıa de fondo, de las 
cuales se extrae una métrica que queda “vestida” con las correcciones cuánticas más 
importantes en una especie de aproximación de campo medio. La dinámica de esta 
cosmoloǵıa homogénea “vestida” se introduce entonces en el espacio de fases truncado 
que pretende describir el sistema perturbado al orden de aproximación considerado 
[68]. De este modo, las perturbaciones se pueden entender como campos de prueba 
que se propagan sobre un fondo homogéneo “vestido” con efectos cuánticos. Cabe 
notar que, como consecuencia de este procedimiento escalonado, uno carece de un 
hamiltoniano global que vincule el fondo homogéneo con las perturbaciones escalares 
y tensoriales. En su lugar, el formalismo cuenta con dos hamiltonianos, uno de los 
cuales genera la evolución de la cosmoloǵıa de fondo, mientras que el otro da lugar 
a las ecuaciones del movimiento que gobiernan la propagación de las perturbaciones 
sobre un fondo tratado como una entidad fja [68, 69]. Esto contrasta con el enfoque 
del formalismo h́ıbrido, en el que el sistema se cuantiza de manera global, tratando 
los sectores homogéneo e inhómogeneo de manera similar, salvo por el hecho de que 
se seleccionan representaciones cuánticas de naturalezas distintas para cada uno de 
ellos. 

Haciendo uso de la notación de las Refs. [68, 69] y de la transformación de variables 
llevada a cabo en la Ref. [182] (la cual permite una comparación inmediata con los 
resultados del formalismo h́ıbrido), se pueden obtener las ecuaciones dinámicas para 
las perturbaciones en el régimen efectivo de la LQC. Como en el caso del enfoque 
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h́ıbrido, cuando se escriben en función del tiempo conforme, las ecuaciones resultantes 
son de tipo oscilador armónico generalizado sin término de fricción y con masas 
efectivas dependientes del tiempo (a través de la geometŕıa de fondo) dadas por � �2α̃ ) ′′ V ′′ V ′ (e(D)MT = − 

α̃ = − + 2 , (6.18) 
e 3V 3V 

(D)MS (D)MT (D)U ,= + (6.19) 

asociadas a la propagación de las perturbaciones escalares y tensoriales, respectiva-
y V ′′ mente. En la ecuación anterior, V ′ denotan la primera y segunda derivadas del 

volumen f́ısico del Universo con respecto al tiempo conforme y (D)U es el potencial de 
Mukhanov-Sasaki en el formalismo de la métrica vestida, cuya expresión discutimos 
al fnal de esta sección. 

Conviene reexpresar la masa efectiva tensorial en términos de la densidad de enerǵıa 
y la presión del infatón. Para llevar a cabo el cómputo de la derivada de una 
cierta función del espacio de fases homogéneo con respecto al tiempo conforme en 
el formalismo de la métrica vestida, basta con calcular su corchete de Poisson con el 
hamiltoniano homogéneo que genera la evolución de la geometŕıa de fondo. En el caso 
estudiado, donde la ligadura hamiltoniana homogénea efectiva se obtiene siguiendo 
el esquema de regularización de Dapor y Liegener, tenemos que � � 

2πG (2) 3γ 1 + γ2 
V ′ = − V −2/3{V, H } = − √ V 4/3 sin 2b 1 − cos 2b . (6.20)

3 0 
2 ∆ γ2 

De forma similar, derivando una vez más, � � �� � 
3γ2 1 + γ2 1 + γ2 

V ′′ = − V 5/3 sin2 b 3 cos 2b − (cos2 2b − sin2 2b) 1 − cos 2 b 
∆ γ2 γ2 )� �2

1 + γ2 
− 4 cos2 b 1 − cos 2b 

γ2 � � 
W̄ 1 + γ2 

− 18γ2V 5/3 cos 2b − (cos2 2b − sin2 2b) . (6.21)
σ2 γ2 

Como resultado, la masa efectiva tensorial en el enfoque de la métrica vestida viene 
dada por � � �� � 

γ2 1 + γ2 1 + γ2 
(D)MT = V 2/3 sin2 b 3 cos 2b − (cos2 2b − sin2 2b) 1 − cos 2 b 

∆ γ2 γ2 )� �2
1 + γ2 

− 2 cos2 b 1 − cos 2b 
γ2 � � 

W̄ 1 + γ2 
+ 6γ2V 2/3 cos 2b − (cos2 2b − sin2 2b) . (6.22)

σ2 γ2 

Esta es una expresión complicada de los elementos de holonomı́a de la variable b, que 
pueden ser reexpresados en términos de ρ y P . Para ello, ha de emplearse la Ec. 
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(6.13), lo que lleva a dos expresiones anaĺıticas distintas si se desea cubrir la historia 
evolutiva completa del Universo. Es inmediato ver que � r � 

1 + γ2 1 3 ρ 
cos 2b± − (cos2 2b± − sin2 2b±) = − + 1 ± 1 − 

γ2 γ2 1 + γ2 ρB 

2 ρ 
+ , (6.23)
γ2(1 + γ2) ρB� r � 

1 + γ2 1 ρ 
1 − cos 2 b± = − 1   1 − , (6.24)

γ2 2γ2 ρB r 
1 + γ2 1 ρ 

1 − cos 2b± = ± 1 − , (6.25)
γ2 γ2 ρB 

W̄ 2πG 
= (ρ − P ), (6.26)

σ2 3 

donde, recordemos, los signos positivo y negativo se corresponden, respectivamente, 
con la rama asintóticamente de Sitter en contracción y con la cosmoloǵıa de FLRW 
en expansión. Sirviéndose de estas expresiones, es trivial reescribir (D)MT en la forma 
deseada. 

Llegados a este punto, solo queda estudiar la masa efectiva escalar. Como en el 
enfoque h́ıbrido, esta masa se puede obtener sumando la masa efectiva tensorial y el 
potencial de Mukhanov-Sasaki. Por tanto, dado que ya hemos examinado el caso de 
la masa efectiva asociada a las perturbaciones tensoriales, es sufciente con discutir 
la expresión del potencial de Mukhanov-Sasaki (D)U . En la práctica, dicha expresión 
se puede obtener a partir de la Ec. (6.9) mediante la sustitución del valor efectivo 
del momento canónico asociado al factor de escala logaŕıtmico, escrito en términos 
de la densidad de enerǵıa material y del potencial del campo escalar. Imponiendo 
que el hamiltoniano homogéneo se anule sobre soluciones a la dinámica del fondo, la 
expresión que resulta del procedimiento descrito es � � 

V 2/3 ¯ ¯√ |πφ̃| W,φ̃ 3 W 2 
(D)U = W̄ 

,φ̃φ̃ + 36W̄ − s 4 6πG √ − 36 , (6.27)
σ2 V ρ 4πGσ2 ρ 

donde s denota el signo de πφ̃/πα̃. Nótese que esta fórmula coincide con la encontrada 
empleando la prescripción A en el formalismo h́ıbrido [véase la Ec. (6.12)] si se lleva √ 
a cabo la sustitución s → −3 sgn(πφ̃) sin 2b/(4γ 6πG∆ρ). 

Una vez especifcadas las expresiones que adoptan las masas efectivas en el contexto 
del formalismo de la métrica vestida, podemos proceder al análisis de sus propiedades 
en los régimes de interés f́ısico desde el punto de vista de la fjación de condiciones 
iniciales. Dicho análisis comparativo constituye el contenido de las dos siguientes 
secciones. 

3 Masas efectivas en el instante del rebote 
En primer lugar, analicemos las propiedades de las masas efectivas introducidas en las 
secciones anteriores (tanto de las resultantes de ambas prescripciones en formalismo 
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h́ıbrido, como de aquellas obtenidas en el enfoque de la métrica vestida) evaluadas en 
el instante del rebote. Más concretamente, queremos estudiar bajo qué circunstancias 
son positivas, siguiendo un procedimiento similar al presentado en la Ref. [182] en el 
contexto del esquema de regularización estándar. 

Dado que el instante del rebote se caracteriza por corresponder al valor mı́nimo 
del volumen f́ısico del Universo V , es fácil identifcar en las Ecs. (6.20) y (6.21) que, 
en el rebote, 

sin2 bB =
1 

, (6.28)
2(1 + γ2) 

donde el sub́ındice (o supeŕındice) B se emplea de ahora en adelante para etiquetar 
cantidades evaluadas en el instante del rebote (o, en inglés, bounce). En el modelo 
de la LQC resultante de aplicar el esquema de regularización de Dapor y Liegener, 
la solución de interés cosmológico es, como ya hemos comentado, aquella en la que 
la rama asintóticamente de Sitter aparece en la era anterior al rebote, en la cual la 
variable b únicamente adopta valores positivos [92, 95]. Por consiguiente, fjamos ! 

bB = sin−1 p 1 
, (6.29) 

2(1 + γ2) 

de tal modo que seleccionamos el valor positivo de bB más cercano a cero que es 
solución de la Ec. (6.28). En la solución discutida, se observa que b es una función 
monotónamente decreciente del tiempo propio, que alcanza su máximo en el infnito 
pasado y se anula asintóticamente en el infnito futuro [92, 95]. Evaluemos a continua-
ción cada una de las masas efectivas defnidas hasta el momento. 

3.1 Formalismo h́ıbrido: prescripción A 
De acuerdo con la Ec. (6.6), la masa efectiva tensorial en el enfoque h́ıbrido no se ve 
afectada por la ambigüedad en la representación de 1/πα 

2
˜, por lo que, independiente-

mente de si se escoge la prescripción A o la prescripción B, adopta el siguiente valor 
en el instante del rebote: � � 

4πG 8πG 92/3 2/3
MT = − V (ρB − 3PB ) = V ρB − ¯ . (6.30)B B B WB

3 3 4πGσ2 

Como resultado, la masa efectiva tensorial es positiva en dicho instante siempre y 
cuando 

3 ρB
W̄B < . (6.31)

4πGσ2 3 

Es importante notar que la cota anterior equivale a requerir que la contribución 
cinética a la densidad de enerǵıa material sea superior a 2ρB/3 y, por consiguiente, al 
menos dos veces más grande que la contribución potencial. Como resultado, cuando 
la densidad de enerǵıa del infatón se ve dominada por su contribución cinética 
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en el instante del rebote, la masa efectiva tensorial es estrictamente positiva en el 
formalismo h́ıbrido. Esta conclusión es idéntica a la obtenida empleando el procedi-
miento de regularización estándar [182]. El hecho de que se alcance el mismo resultado 
incluso cuando se adoptan esquemas de regularización distintos lo dota de una mayor 
robustez. 

Analicemos a continuación cuál es la situación de la masa efectiva escalar. Emple-
ando la Ec. (6.12), tenemos que 

8πG (A)MS 2/3 
= VB B3" !# 

¯ πB W 23 
W̄ B 3 W ,Bφ̃ φ̃ 3 ¯ 

B× ρB + ,φ̃φ̃ + 30W̄ 
B + √ sin 2bB − 36 , (6.32)

8πGσ2 γ ∆ VB ρB 4πGσ2 ρB 

donde p
1 + 2γ2 

sin 2bB = . (6.33)
1 + γ2 

Para poder determinar las propiedades de positividad de esta masa de forma 
anaĺıtica, es necesario introducir ciertas restricciones en el potencial del campo escalar. 
Con la motivación de cubrir el caso del potencial de masa constante (que es de especial 
interés29 , dada su simplicidad), centramos nuestra atención de ahora en adelante en 
potenciales que verifquen las siguientes condiciones en el instante del rebote: 

¯ W̄ BWB ≥ 0, ,φ̃φ̃ ≥ 0. (6.34) 

¯Debido a la presencia de un término proporcional a W,φ̃ en la Ec. (6.32), requerimos 
adicionalmente que los potenciales de campo estudiados cumplan, en el instante del 
rebote, q 

¯|W̄ B| ≤ C 2W̄ 
B W Bφ, (6.35),φ̃ ,φ̃ ˜ 

donde C = C(W̄ 
,
B
φ̃φ̃) es una función positiva con un valor del orden de la unidad. 

Merece la pena notar que, de acuerdo con la motivación original mencionada para 
la introducción de estas condiciones, el potencial de masa constante pertenece a 
la familia de potenciales de campo que satisfacen los requisitos (6.34) y (6.35). 
Efectivamente, un término de masa constante resulta exhibir las propiedades (6.34) 
en cualquier instante de tiempo (y no solo en el del rebote) y verifca la identidad 

¯|W̄ 
,φ̃| = (2W̄ W,φ̃φ̃)1/2 , por lo que la función C se reduce a la unidad en dicho 

29Nótese que, aunque el potencial de masa constante parezca desfavorecido por observaciones 
recientes [185], todo el análisis que sustenta dichos resultados se ha llevado a cabo dentro del marco 
de la relatividad general y con una elección de vaćıo para las perturbaciones dada por el vaćıo de 
Bunch-Davies. Por consiguiente, conviene enfatizar que estos resultados no se pueden extrapolar 
de forma sencilla al caso de la LQC. En efecto, por un lado, las correcciones cuánticas de la LQC 
conducen a un menor cociente tensorial-escalar, aliviando parcialmente las restricciones derivadas 
de los datos experimentales [30]. Por otro lado, las correcciones cuánticas también alteran el ansatz 
del vaćıo de Bunch-Davies [33, 34]. 
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caso. Antes de seguir adelante, cabe mencionar también que estas son las mismas 
condiciones sobre el potencial de campo que se consideraron en el contexto de la 
regularización estándar en la Ref. [182]. 

Haciendo uso de la defnición de la densidad de enerǵıa material (6.3) en el instante 
del rebote, se puede mostrar que [182] � � |πφB 

˜ |
p 

2W̄ 
B 

s 
3 3¯ ¯ = WB ρB − WB . (6.36)

VB πG 4πGσ2 

La parte derecha de la ecuación anterior, entendida como una función del potencial 
W̄B , tiene un máximo local. Su valor en el máximo local da lugar a la cota superior p
|πφB 

˜ | 2W̄ 
B/VB ≤ σρB, que, combinada con la condición (6.35), resulta en el hecho 

W̄ Bde que el valor absoluto del término proporcional a ,φ̃ en la Ec. (6.32) satisface lo 
siguiente: q|W̄ B πB|,φ̃ φ̃ ¯≤ σC W Bφ. (6.37),φ̃ ˜VB ρB 

Esta cota superior, junto con la observación de que la primera derivada del potencial 
puede adoptar cualquier signo, nos permite acotar inferior y superiormente el valor 

≤ (A)MSde la masa efectiva escalar en el instante del rebote. En efecto, P− B ≤ P+, 
donde 

8πG 
P± = VB 

2/3
ρB

3 
2/3 p q ! 

W̄ 2VB 3σC 1 + 2γ2 3 B¯ ¯ + W B + 30W̄ 
B ± √ W B − 36 , (6.38),φ̃φ̃ ,φ̃φ̃σ2 γ ∆ 1 + γ2 4πGσ2 ρB 

¯han de entenderse como polinomios cuadráticos en WB . Las ráıces de dichos polino-
mios, que llamaremos x±(P+) y x±(P−), son v qu pu W̄ B 

W̄ Bt 3 ,φ̃φ̃ 9C 1 + 2γ2 ,φ̃φ̃ 
5 ± 33 + ± √ 

3 πGσ2 ρB πGσγ ∆ 1 + γ2 ρB 
x±(P±) = ρB , (6.39)

4πGσ2 12 

donde el signo ± en el radicando se corresponde con P±, respectivamente. 
En el caso de un potencial de campo perteneciente a la familia que estamos 

considerando (que, en particular, tienen segundas derivadas no negativas en el instante 
del rebote), las dos ráıces del polinomio P+ son reales. Por tanto, la cota superior 
(A)MS 

B ≤ P+ implica que la masa efectiva escalar en el instante del rebote es negativa 
al menos cuando P+ lo es o, lo que es lo mismo, cuando � � � � �� 

4πGσ2 4πGσ2 
W̄B ∈ 0, ρB \ [x−(P+), x+(P+)] ∩ 0, ρB , (6.40)

3 3 

donde hemos empleado que, dado que la contribución cinética a la densidad de enerǵıa 
¯del campo escalar nunca es negativa, el valor máximo de W en el instante del rebote 
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viene dado por 4πGσ2ρB/3. Puesto que x−(P+) es claramente negativo, la masa 
efectiva escalar es negativa al menos en la región defnida por � � 

4πGσ2 
W̄B ∈ x+(P+), ρB , (6.41)

3 

siempre y cuando x+(P+) < 4πGσ2ρB /3. En caso contrario, la cota superior a la 
masa efectiva escalar no proporcionaŕıa información alguna acerca de la existencia de 

(A)MSuna región de potenciales f́ısicos en la que está garantizado que B es negativa. 
Es sencillo darse cuenta de que x+(P+) < 4πGσ2ρB /3 si y solo si s 

√ 1 + 2γ2 16 
w 2 + 4 6C w − < 0, (6.42)

1 + γ2 3 

donde w = (W̄ B )1/2/(πGσ2ρB )
1/2 ∈ [0, ∞+). Esta desigualdad se verifca cuando ,φ̃φ̃ 

(A) (A) (A)
w ∈ (w− , w+ ) ∩ [0, ∞+), donde w son las ráıces del polinomio que aparece en el± 
lado izquierdo de la desigualdad anterior: s s 

(A) √ 1 + 2γ2 1 + 2γ2 16 
w = −2 6C ± 24C2 + . (6.43)± 1 + γ2 1 + γ2 3 

(A) (A)
Dado que las ráıces w+ y w son claramente positiva y negativa, respectivamente, − 
existe una región del espacio de potenciales de campo en la que la masa efectiva escalar 
en el instante del rebote es negativa si y solo si la segunda derivada del potencial en 
ese instante [que ya hemos restringido a que no sea negativa en la condición (6.34)] 
es lo sufcientemente pequeña: � � 

W̄ B � �2 
,φ̃φ̃ (A)∈ 0, w+ . (6.44)

πGσ2ρB 

Tomando C = 1 y el valor estándar del parámetro de Immirzi (γ = 0.2375), obtenemos 

que w+
(A) ≈ 0.505. 

¯La restricción (6.44) admite valores de W B en una vecindad de cero, que es un ,φ̃φ̃ 
caso de especial interés. Dado que la región en la que está asegurado que la masa 
(A)MS ¯ es negativa se agranda a medida que W B se aproxima a cero, su extensiónB ,φ̃φ̃ 
máxima se alcanza en el ĺımite en el que la segunda derivada del potencial de campo 
se anula en el rebote. En dicho caso ĺımite, la masa efectiva escalar es negativa al 
menos en la región defnida por #√ 

3 5 + 33
W̄B ∈ , 1 , (6.45)

4πGσ2ρB 12 

que representa aproximadamente un 10.5% del espacio de potenciales f́ısicos. 
Por otro lado, si las ráıces de P− son reales, lo cual ciertamente ocurre para valores 

de W̄ 
,
B 
˜φ en una vecindad de cero, la cota inferior (A)MS ≥ P− garantiza que la masa φ ̃  B 
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efectiva escalar no es negativa al menos en el subespacio de potenciales f́ısicos donde 
W̄B ∈ [x−(P−), x+(P−)] ∩ [0, 4πGσ2ρB /3]. Sea R− el radicando correspondiente a 
P− en la Ec. (6.39). Entonces, si R− < D para D = 0, ambas ráıces x±(P−) son 
complejas. Además, la ráız menor x−(P−) es positiva siempre que 0 ≤ R− < D para 
D = 25 y la ráız mayor x+(P−) es menor que 4πGσ2ρB /3 si 0 ≤ R− < D para D = 49. 
Como resultado, en función de qué valor adopte D con respecto a estos umbrales, se 
distinguen cuatro situaciones posibles: (a) si D < 0, ambas ráıces son complejas y no 
se puede extraer ninguna información nueva de la cota inferior; (b) si 0 ≤ D < 25, 
(A)MS ¯ 

B no es negativa al menos cuando WB ∈ [x−(P−), x+(P−)]; (c) si 25 ≤ D < 49, 
(A)MB

S no es negativa al menos cuando W̄ 
B ∈ [0, x+(P−)]; y (d) si D ≥ 49, (A)MB

S no 
¯ es negativa para todo WB ∈ [0, 4πGσ2ρB/3]. 

Reescribiendo la igualdad R− = D como una ecuación polinómica cuadrática en la 
variable w = (W̄ B )1/2/(πGσ2ρB)1/2 (que no es negativa por construcción), es fácil ,φ̃φ̃ 
ver para qué valores de la segunda derivada del potencial de campo se da cada una 
de las situaciones (a)-(d). Sean w±(D) los ceros del polinomio resultante de esta 
reescritura, donde aún no se ha tenido en cuenta la restricción al semieje positivo 
impuesta por su defnición. En primer lugar, haciendo uso de la defnición de la 
densidad de enerǵıa (6.3), se puede verifcar que el polinomio no posee ráıces reales 
para valores de D tales que D < [33 − 72C2(1 + 2γ2)/(1 + γ2)]. Esta última cantidad 
resulta ser, aproximadamente, −42.8 para C = 1 y el valor estándar del parámetro de 
Immirzi. Por tanto, si los valores reales de C y γ residen en una vecindad de C = 1 
y γ = 0.2375, el polinomio cuadrático en w tiene dos ráıces reales para cualquier 
D ≥ 0. Es inmediato ver que la ráız menor no es negativa si y solo si D ≤ 33. 
Además, para valores grandes de w, el polinomio es siempre positivo. Por tanto, es 
posible concluir que las situaciones (a)-(d) mencionadas en el párrafo anterior tienen 
lugar cuando: (a) w ∈ (w−(0), w+(0)), (b) w ∈ (w−(25), w−(0)] ∪ [w+(0), w+(25)), (c) 
w ∈ [0, w−(25)] ∪ [w+(25), w+(49)) y (d) w ≥ w+(49). 

En el caso especial en el que el potencial de campo viene dado simplemente por 
un término de masa constante, su segunda derivada es por supuesto constante y el 
valor de w queda ´ on. En los escenarios unicamente determinado por la masa del infat´ 
de interés para la fenomenoloǵıa del fondo cósmico de microondas, esta masa es 
considerablemente pequeña (véanse las Refs. [30, 31]) y, consecuentemente, también 
lo es w. Por lo tanto, estos escenarios pertenecen a la situación (c). Entonces, de 
acuerdo con el análisis anterior, existe una región del espacio de potenciales f́ısicos en 

¯el instante del rebote que contiene el valor WB = 0 en el que la masa efectiva escalar 
no es negativa en dicho instante. Para los valores pequeños de la masa del infatón 
mencionados anteriormente, dicha región se extiende hasta potenciales de campo cuyo √ 
valor en el instante del rebote es cercano a (5 + 33)πGσ2ρB /9 [es decir, el valor de 

W̄ Bx+(P−) para φ ̃  = 0], que cubre el sector de las soluciones en las que la densidad , ̃ φ 
de enerǵıa material está dominada cinéticamente. 

En conclusión, las masas efectivas escalar y tensorial que resultan de emplear la 
prescripción A dentro del formalismo h́ıbrido resultan ser inevitablemente positivas en 
el caso de interés en el que el potencial de campo y su segunda derivada son pequeños 
en el instante del rebote, encontrado en los escenarios de dominio cinético en los 
que es posible obtener buenos ajustes del fondo cósmico de microondas, admitiendo 
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al mismo tiempo la presencia de efectos cuánticos que afecten a las observaciones 
para grandes escalas angulares (correspondientes a multipolos bajos), donde parecen 
existir discrepancias entre las observaciones y las predicciones de la relatividad general 
[185–187]. 

3.2 Formalismo h́ıbrido: prescripción B 
Exploremos ahora las consecuencias de escoger la representación del cuadrado del 
inverso del momento canónico del factor de escala logaŕıtmico de la Ref. [63], en lugar 
de escoger la representación natural proporcionada por la contribución gravitacional 
a la ligadura escalar homogénea. El análisis que sigue es muy similar al de la 
prescripción A, desarrollado en detalle en el apartado anterior. Por este motivo, 
simplemente notamos las diferencias entre ambos y escribimos los resultados con el 
fn de compararlos. 

Por un lado, dado que la masa efectiva tensorial es independiente de la representa-
ción escogida para 1/πα 

2
˜, su valor en el instante del rebote y los comentarios acerca de 

su positividad [véanse la Ec. (6.30) y el párrafo bajo ella] siguen siendo de aplicación 
en el caso presente. Por otro lado, en lo que se refere a la masa efectiva escalar, es 
inmediato ver a partir de las Ecs. (6.17) y (6.30) que, en el instante del rebote, �2/3

8πG V2/3 
W̄ B + 12 ¯ 

,φ̃φ̃ WB 
(B)MS 

B 
BV ρB += B σ23 �√ W̄ 

,
B
φ̃ πφ

B 
˜ 144γ2(1 + γ2)∆

W̄ 21 + 2γ2 ∆ − B 

p
+ 16πGγ . (6.46)

σ2VB 

Como en la sección anterior, concentrándonos en potenciales de campo que verifcan 
las condiciones (6.34) y (6.35), concluimos que la masa efectiva escalar en el instante 
del rebote se puede acotar inferior y superiormente por dos polinomios cuadráticos 

¯ en el potencial WB . En efecto, Q− ≤ (B)MB
S ≤ Q+, donde 

8πG 
Q± = VB 

2/3
ρB

3 
2/3 

!p q 144γ2(1 + γ2)∆1 + 2γ2V 
W̄ B + 12W̄ 

B ± 
3σC 

,φ̃φ̃ W̄ B W̄ 2B √ − . (6.47)+ B,φ̃φ̃σ2 1 + γ2 σ22γ ∆ 

Las ráıces de estos polinomios, que denominaremos x±(Q+) y x±(Q−), son vuut qp
W̄ B 

,φ̃ ˜W̄ B 1 + 2γ23 9C φ ,φ̃φ̃
1 ± 2 + ± √ 

3 x±(Q±) 8πGσ2 ρB 16πGσγ ∆ 1 + γ2 ρB 
= ρB , (6.48)

4πGσ2 3 

donde el signo positivo en el interior de la ráız cuadrada corresponde al polinomio Q+ 
y el negativo, a Q−. Dada nuestra restricción a potenciales cuyas segundas derivadas 
en el instante del rebote no son negativas, las dos ráıces del polinomio Q+ resultan ser 

(B)MSreales. Dado que, además, x−(Q+) es negativa, la cota superior a B implica que 
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la masa efectiva escalar es necesariamente negativa en el instante del rebote cuando 
el valor del potencial de campo en dicho instante pertenece al intervalo � � 

4πGσ2 
x+(Q+), ρB , (6.49)

3 

siempre y cuando x+(Q+) < 4πGσ2ρB/3. Esta condición se satisface claramente 
W̄ Bcuando la segunda derivada del potencial φ ̃  es lo sufcientemente pequeña. La , ̃ φ 

condición sufciente encontrada para la existencia de una región del espacio de poten-
ciales f́ısicos en la que la masa efectiva escalar es negativa en el instante del rebote 
se puede traducir en el siguiente requisito sobre la segunda derivada del potencial del 
infatón: � � 

W̄ B � �2 
,φ̃φ̃ (B)∈ 0, w , (6.50)

πGσ2ρB 
+ 

con s s 
(B) √ 1 + 2γ2 1 + 2γ2 16 

w = − 6C + 6C2 + . (6.51)+ 1 + γ2 1 + γ2 3 

Tomando C = 1 y el valor estándar de γ, obtenemos que w+
(B) ≈ 0.900, que es mayor 

(A)
que la cantidad análoga en el contexto de la prescripción A, w .+ 

Nótese que el intervalo (6.50) incluye el caso relevante en el que la segunda derivada 
del potencial es muy cercana a cero y, por tanto, en ese caso, siempre existe una región 
donde está garantizado que la masa efectiva (B)MB

S es negativa. Además, dicha región 
alcanza su máxima extensión cuando W̄ B

φ se anula idénticamente, situación en la que ,φ̃ ˜ 
la Ec. (6.49) se reduce a #√ 

3 1 + 2
W̄B ∈ , 1 , (6.52)

4πGσ2ρB 3 

que representa aproximadamente un 19.5% del espacio de potenciales f́ısicos. 
Por otro lado, la cota inferior (B)MB

S ≥ Q− garantiza que la masa efectiva escalar es 
positiva en el instante del rebote al menos cuando el polinomio Q− lo es. Como en el 

¯ caso de la prescripción A, los valores de WB para los que el polinomio Q− es positivo 
dependen del valor del radicando en la Ec. (6.48) correspondiente a Q−, denotado por 
T−, en comparación con una serie de umbrales. Es conveniente reescribir la igualdad 
T− = D como una ecuación polinómica cuadrática en la variable w ∈ [0, ∞+) con 
ráıces w±(D). Se puede demostrar que dicha ecuación polinómica no tiene ráıces 
reales para D < {2 − 9C2(1 + 2γ2)/[4(1 + γ2)]}, cota cuyo valor es −0.370 para 
C = 1 y el parámetro de Immirzi estándar. Por consiguiente, si C y γ están cerca de 
sus valores estándar, la ecuación T− = D siempre tiene dos ráıces reales para todo 
D ≥ 0. Se distinguen cuatro situaciones distintas análogas a las encontradas con 
la prescripción A: (a) si w ∈ (w−(0), w+(0)), ambas ráıces x±(Q−) son complejas y 
no se puede extraer información alguna; (b) si w ∈ (w−(1), w−(0)] ∪ [w+(0), w+(1)), 
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(B)MS ¯está asegurado que B no es negativa cuando WB ∈ [x−(Q−), x+(Q−)]; (c) si 
¯ w ∈ [0, w−(1)] ∪ [w+(1), w+(4)), (B)MB

S no es negativa cuando WB ∈ [0, x+(Q−)] y 
(d) si w ≥ w+(4), (B)MB

S no es negativa para todo valor f́ısico del potencial de campo 
W̄B ∈ [0, 4πGσ2ρB/3]. 

Como ya comentamos en la subsección anterior, cuando el potencial se reduce a 
un término de masa constante, el valor de la masa determina de manera unica el´ 
valor de la variable w. Esa masa (y, por consiguiente, w) resulta ser extremadamente 
pequeña en los casos de interés en la LQC en lo que concierne a la fenomenoloǵıa del 
fondo cósmico de microondas [31]. Como resultado, los escenarios que son de interés 
f́ısico en este contexto pertenecen a la situación (c). Este hecho asegura que la masa 
efectiva escalar es positiva en el instante del rebote en el sector de dominio cinético. 

W̄ BEn efecto, cuando es muy pequeño, la masa efectiva escalar en el instante del ,φ̃φ̃ √
¯rebote, es positiva siempre y cuando 0 ≤ WB < 4(1 + 2)πGσ2ρB/9. 

Antes de fnalizar esta subsección, comparemos las predicciones f́ısicas asociadas 
a las prescripciones A y B. Más concretamente, parece interesante preguntarse cuál 
de las dos regiones en las que MB

S es necesariamente negativa es más grande. En el 
caso ĺımite en el que la segunda derivada del potencial de campo se anula, ya hemos 
comprobado que la prescripción B conduce a un intervalo de potenciales más grande 
en el que la masa efectiva escalar en el instante del rebote es necesariamente negativa 
[véanse las Ecs. (6.45) y (6.52)]. En realidad, esta comparación puede extenderse 
a escenarios más generales. Para verlo, basta con preguntarse si x+(P+) es mayor 
que x+(Q+) para algún valor de la segunda derivada del potencial relevante [es decir, 
para algún valor tal que tanto x+(P+) como x+(Q+) sean menores que 4πGσ2ρB/3] 
y no solo para el caso en el que dicha segunda derivada se anula idénticamente. Si la 
respuesta resultase ser afrmativa, entonces x+(P+) − x+(Q+) debeŕıa ser mayor que 
cero, lo cual equivale a vuut s 

√ 1 + 2γ2 
2 + 12 6C w 

1 + γ2 1 + 33 + 3w vuut s 
√ 1 + 2γ2 

2 + 12 6C− 32 + 6w w > 0. (6.53)
1 + γ2 

2Esta desigualdad se verifca, como ya sabemos, cuando w = 0. Además, se puede 
ver que el lado izquierdo decrece monótonamente a medida que crece w, anulándose 
para un cierto valor de w que llamaremos w̄. Si w̄ fuese mayor que el menor de entre 

(A) (B) (A) (B)
w y w [sabemos que, para C = 1 y γ = 0.2375, w < w y que, por tanto, + + + + 
lo mismo ocurre para valores de C y γ en una vecindad de los anteriores], entonces 
concluiŕıamos que x+(P+) > x+(Q+) para todos los valores relevantes de la segunda 

ı́neas, se desprende 
que w̄ satisface la ecuación −9w̄

pderivada del potencial de campo. De la desigualdad sobre estas l√ 
4 + 24w̄2 + 48 6C (1 + 2γ2)/(1 + γ2)w̄ + 128 = 0. 

Esto implica que ¯ en efecto, el primer t´ ´w es mayor que uno: ermino y el ultimo ya 
requieren que w̄ > 1 y los términos restantes solo incrementan el valor de w̄. Por 

(A) (B)
lo tanto, se puede comprobar que w̄ es mayor que w y w , por lo que queda+ + 
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demostrado que x+(P+) > x+(Q+), no solo en el ĺımite de segundas derivadas del 
potencial nulas, sino también para todo valor fnito relevante. 

En resumen, aunque las masas efectivas escalar y tensorial evaluadas en el rebote 
son positivas en los casos de interés f́ısico (es decir, aquellos en los que tanto el 
potencial de campo como su segunda derivada con pequeños), la adopción de la 
prescripción B resulta en un valor de la masa efectiva escalar en el instante del rebote 
que es necesariamente negativo en una región mayor que su análogo en la prescripción 
A. Por ende, se puede concluir que la prescripción A conduce a masas efectivas con 
propiedades más atractivas, en el sentido de que sus valores en el instante del rebote 
son positivos en un sector menos restringido del espacio de potenciales f́ısicos. 

3.3 Formalismo de la métrica vestida 

Evaluemos ahora las masas efectivas correspondientes al formalismo de la métrica 
vestida en el instante del rebote y discutamos sus propiedades de positividad, compa-
rándolas con aquellas obtenidas a partir de las prescripciones h́ıbridas (estudiadas 
en las Secs. 3.1 y 3.2). Dadas las similitudes entre los análisis presentados en 
las subsecciones anteriores y el análisis que sigue a continuación, nos centramos 
principalmente en las diferencias que surgen en el proceso y proporcionamos los 
resultados para poder llevar a cabo una comparación con los del enfoque h́ıbrido. 

Por un lado, la masa efectiva tensorial en el instante del rebote puede deducirse a 
partir de la Ec. (6.22) haciendo uso de las Ecs. (6.23)-(6.26), lo que resulta en 

(D)MT 1 + 2γ2 2/3 16π2G2 1 + 2γ2 (πφ
B 
˜ )

2 

= −4πG V (ρB + PB ) = − . (6.54)B 1 + γ2 B 3 1 + γ2 4/3
VB 

En la ´ ´ultima igualdad, hemos introducido las defniciones de la densidad de energıa 
material (6.3) y de la presión (6.4) en términos de las contribuciones cinética y 
potencial a la densidad de enerǵıa material. Nótese que la expresión resultante es 
manifestamente negativa. Esto contrasta en gran medida con el resultado obtenido 
siguiendo el enfoque h́ıbrido, donde la masa efectiva tensorial en el instante del rebote 
(6.30) es positiva en situaciones de dominio cinético. Esta negatividad de la masa 
efectiva tensorial en el formalismo de la métrica vestida también se encontró en la 
Ref. [182] dentro del contexto del esquema de regularización estándar en la LQC. 
De hecho, este resultado es inevitable en vista de la defnición de la masa efectiva 
tensorial en el formalismo de la métrica vestida. En efecto, nótese que viene dada por 
el cociente de la segunda derivada del factor de escala y el propio factor de escala, 
salvo por un signo. Por tanto, como el factor de escala es una función cóncava en 
torno al rebote, no hay otra posibilidad salvo que la masa sea estrictamente negativa. 

Por otro lado, a partir de la Ec. (6.27), es fácil ver que la masa efectiva escalar 
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evaluada en el instante del rebote se puede escribir de la siguiente manera: � � � � 
8πG 2/3 1 + 2γ2 3 1 + 2γ2 

(D)MS = V −3 ρB + W̄ B 36 + 6 W̄ 
BB B ,φ̃φ̃ + 

3 1 + γ2 8πGσ2 1 + γ2 

√ W̄ B|πB| 3 W̄ 2 
#) 

,φ̃ φ̃ B− s4 6πG √ − 36 . (6.55)
VB ρB 4πGσ2 ρB 

Una vez más, como en las subsecciones anteriores, nos limitamos a considerar de aqúı 
en adelante potenciales de campo que satisfagan las condiciones (6.34) y (6.35). Para 
tales potenciales, el valor de la masa efectiva escalar en el instante del rebote queda 
acotado inferior y superiormente por dos polinomios K± cuadráticos en W̄ 

B: � � � � 
8πG 2/3 1 + 2γ2 3 1 + 2γ2 

W̄ B ¯K± = VB −3 ρB + ,φ̃φ̃ + 36 + 6 WB
3 1 + γ2 8πGσ2 1 + γ2 #)q ¯3σC 3 W 2 

W̄ B B± p φ ̃  − 36 , (6.56)√ , ̃ φ
γ 1 + γ2 ∆ 4πGσ2 ρB 

cuyas ráıces, que llamaremos x±(K+) y x±(K−), vienen dadas por 

3 1 1 + 2γ2 
x±(K±) = + 

4πGσ2ρB 2 12(1 + γ2)v qu� �2u W̄ B 
W̄ B1 t 1 + 2γ2 3 ,φ̃φ̃ 9C ,φ̃φ̃ 

± 6 − + ± p √ , (6.57)
12 1 + γ2 πGσ2 ρB πGσγ 1 + γ2 ∆ ρB 

donde el signo positivo en el interior de la ráız cuadrada corresponde a K+. Puesto 
que, en la familia de potenciales considerados, W̄ B > 0, las ráıces x±(K+) son ,φ̃φ̃ 

(D)MSreales. Por tanto, la cota superior a B implica que la masa efectiva escalar 
adopta necesariamente un valor negativo en el instante del rebote cuando � � � � �� 

4πGσ2 4πGσ2 
W̄B ∈ 0, ρB \ [x−(K+), x+(K+)] ∩ 0, ρB . (6.58)

3 3 

¯Si la segunda derivada W B es lo sufcientemente pequeña (como es el caso de las ,φ̃φ̃ 
situaciones más interesantes desde el punto de vista de la fenomenoloǵıa del fondo 
cósmico de microondas), es inmediato darse cuenta de que ambas ráıces son positivas 

¯y de que x−(K+) < 4πGσ2ρB /3 < x+(K+). Por consiguiente, cuando W Bφ es cercano ,φ̃ ˜ 
a cero, la masa efectiva escalar en el instante del rebote es necesariamente negativa en 

¯la región del espacio de potenciales f́ısicos en la que WB ∈ [0, x−(K+)). Este intervalo 
es grande cuando la segunda derivada del potencial de campo en el instante del rebote 
es pequeña e incluye, notablemente, el régimen de dominio cinético en la densidad de 
enerǵıa del infatón. 

La única manera de evitar que la masa efectiva escalar sea negativa cuando el 
potencial de campo en el instante del rebote es despreciable frente a 4πGσ2ρB/3 es 
que la segunda derivada del potencial de campo sea lo sufcientemente grande como 
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para que x−(K+) < 0. De la Ec. (6.57) se deduce que esta condición se cumple si y 
solo si s 2 

√1 + 2γ2 
W̄ Bφ > πGσ2ρB  24C2 + 8 − 2 6C . (6.59),φ̃ ˜ 1 + γ2 

Tomando C = 1 y el valor estándar del parámetro de Immirzi, obtenemos que la 
segunda derivada del potencial evaluada en el instante del rebote ha de ser mayor que, 
aproximadamente, 0.633πGσ2ρB para que la masa efectiva escalar no sea negativa en 
el rebote en escenarios de dominio cinético total. 

Si las ráıces del polinomio K− resultan ser reales también (lo cual ciertamente 
¯ (D)MSocurre para valores lo sufcientemente pequeños de W B ), la cota inferior a ,φ̃φ̃ B 

implica que la masa efectiva escalar es necesariamente positiva en el instante del rebote 
cuando K− lo es. Como en el enfoque h́ıbrido, el intervalo de valores del potencial de 
campo para el que la positividad de la masa efectiva escalar está garantizada depende 
del valor adoptado por el argumento de la ráız cuadrada de la Ec. (6.57) asociado al 
polinomio K−, denotado por J−. Reescribamos J− −D como un polinomio cuadrático 
en w ∈ [0, ∞+) con ráıces reales w±(D) (la realidad de las ráıces se justifca, como en 
las secciones anteriores, restringiendo el estudio a valores de C y γ cercanos a los que 
hemos venido tratando como estándar). A partir de este polinomio, se puede observar 
que la ráız w−(D) resulta ser siempre negativa y que w+(D) siempre es positiva para 
valores de D por encima de un cierto umbral. Esto implica que, a diferencia del 
caso h́ıbrido, solo se distinguen dos situaciones posibles, ya que los análogos de las 
situaciones (a) y (b) (véanse las Secs. 3.1 y 3.2) no se pueden dar. Las restantes 
son: (c) si w ∈ [0, w+(D+)), donde D+ = [6 + (1 + 2γ2)/(1 + γ2)]2 , entonces (D)MB

S 

¯ no es negativa para WB ∈ [x−(K−), 4πGσ2ρB /3] y (d) si w ≥ w+(D+), (D)MB
S no es 

¯negativa para todo WB ∈ [0, 4πGσ2ρB /3]. 

Como ya hemos discutido, en la situación en la que el potencial de campo se reduce 
a un término de masa constante, la segunda derivada del potencial es ciertamente 
constante y w queda fjado a partir del valor de la masa del campo escalar. Los 
escenarios de interés f́ısico están caracterizados por un valor extremadamente pequeño 
de w [30] y, por ende, pertenecen al caso (c): la masa efectiva escalar en el rebote es 
necesariamente positiva solo cuando la densidad de enerǵıa material en el instante del 
rebote está dominada por su contribución potencial. En conclusión, MB

S nunca puede 
¯ ¯ ser positiva en el formalismo de la métrica vestida cuando tanto WB como W B son ,φ̃φ̃ 

pequeños. 

4 Masas efectivas en el régimen de Sitter 
En esta ´ on, analizamos las masas efectivas escalar y tensorial correspon-ultima secci´ 
dientes a los formalismos h́ıbrido y de la métrica vestida en la región asintóticamente 
de Sitter que emerge en la rama evolutiva anterior al rebote como resultado de adoptar 
la propuesta de regularización de Dapor y Liegener. Una vez evaluadas las masas, 
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llevamos a cabo un estudio individualizado de su comportamiento y de sus propiedades 
de positividad. 

Como se puede ver en la expresión de la densidad de enerǵıa material (6.3), existen 
dos situaciones distintas en las que dicha cantidad se anula. Una de ellas corresponde 
a un parámetro de Hubble nulo (b = 0), lo cual ocurre en la rama de FLRW para 
volúmenes grandes, mientras que la otra está asociada a un ĺımite en el que el 
parámetro de Hubble es constante y de orden planckiano, que es la situación en 
la que estamos interesados en esta sección. Dicho ĺımite está defnido por b → b0 > 0, 
donde 

sin2 b0 =
1 

. (6.60)
1 + γ2 

Por tanto, en virtud del comentario que precede a la Ec. (6.29), ! 
b0 = sin−1 p 1 

. (6.61) 
1 + γ2 

Llevando a cabo una expansión en torno a b = b0, se puede comprobar fácilmente 
que la densidad de enerǵıa efectivamente se hace cero asintóticamente. En efecto, se 
obtiene trivialmente que 

3 � � � � 
ρ = −2γ + (1 − 5γ2)(b − b0) (b − b0) + O (b − b0)3 , (6.62)

8πGγ2(1 + γ2)∆ 

donde el śımbolo O[·] denota colectivamente términos del mismo orden que el argu-
mento o de orden superior. Además, tomando el ĺımite b → b0 en la expresión del 
cuadrado del parámetro de Hubble, dada esencialmente por la Ec. (6.20), obtenemos � �2

V ′ 1 � �2 Λ 
lim = sin2 2b0 1 − 2(1 + γ2) sin2 b0 = , (6.63) 
b→b0 3V 4/3 4γ2∆ 3 

que es efectivamente proporcional a una constante cosmológica emergente Λ de orden 
planckiano, 

3 
Λ = . (6.64)

(1 + γ2)2∆ 

4.1 Formalismo h́ıbrido: prescripción A 
Para poder caracterizar las propiedades de las masas efectivas en el régimen asintótica-
mente de Sitter empleando técnicas anaĺıticas, es necesario restringir nuestro estudio 
a potenciales de campo que exhiban ciertos comportamientos asintóticos. En primer 
lugar, consideramos potenciales que sean asintóticamente no-negativos, lo cual im-
plica que tanto la contribución cinética del campo escalar (que tampoco es negativa) 
como la del potencial se han de anular asintóticamente. Por tanto, el campo escalar 
debe tender asintóticamente a un cero del potencial, limb→b0 φ̃ = φ̃0. 
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De manera adicional, consideramos potenciales cuya primera derivada evaluada en√ 
la región asintótica sea despreciable frente a Λπφ̃/V . Entonces, es posible emplear 
las ecuaciones dinámicas efectivas del fondo homogéneo (recordemos que, al orden de 
truncación considerado, las perturbaciones pueden ser ignoradas en el cómputo de las 
masas efectivas) para mostrar que, en el régimen asintótico, tanto πφ̃/V como φ̃ crecen 
exponencialmente con el tiempo propio t. Llevemos a cabo la comprobación con más 
detalle. Despreciando las contribuciones perturbativas, la dinámica homogénea viene 
dictada por las siguientes ecuaciones del movimiento: � � 

dV 3γ 1 + γ2 
= − √ V sin 2b 1 − cos 2b , (6.65)

dt 2 ∆ γ2 � 
db √ 4πG 

�2 �πφ̃ 
�2 

= −3γ ∆ , (6.66)
dt 3 V 
dφ̃ 4πG π ̃  

= 
φ 
, (6.67)

dt 3 V 
dπφ̃ 3 

= − V W̄ 
,φ̃. (6.68)

dt 4πGσ2 

Empleando estas ecuaciones, es inmediato ver que � �� �d πφ̃ 3 3γ 1 + γ2 πφ̃ 
= − W̄ 

φ + √ sin 2b 1 − cos 2b , (6.69)
dt V 4πGσ2 , ̃  

2 ∆ γ2 V 

que, asintóticamente, tiende a � � �� √ � �d πφ̃ 3 πφ̃ 
= − (W̄ 

,φ̃)0 + 3Λ , (6.70)
dt V 0 4πGσ2 V 0 

donde el sub́ındice 0 denota el ĺımite que caracteriza al régimen de Sitter asintótico. 
Por consiguiente, dado que, de acuerdo con las restricciones consideradas sobre los 
potenciales de campo, � �√3 πφ̃

(W̄ 
,φ̃)0 ≪ 3Λ , (6.71)

4πGσ2 V 0 

concluimos que, como hab́ıamos adelantado, el momento canónico asociado al campo 
escalar dividido por el volumen f́ısico del Universo crece exponencialmente con el 
tiempo propio t: 

√πφ̃ 3Λt≈ CdS e , (6.72)
V 

donde CdS es una cierta constante de integración. Nótese que, dado que el inverso 
del volumen exhibe este mismo comportamiento asintóticamente [véase el ĺımite 
apropiado de la Ec. (6.65)], πφ̃ ha de ser asintóticamente constante. Además, puesto 
que la derivada del infatón con respecto al tiempo propio es proporcional a πφ̃/V 
[véase la Ec. (6.67)] con una constante de proporcionalidad positiva, es inmediato 
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concluir que el campo escalar también crece exponencialmente con el tiempo propio 
en el pasado asintótico. En efecto, 

4πG 
φ̃ − φ̃0 ≈ √ CdS e 

√ 
3Λt . (6.73)

3 3Λ 

Como resultado, la proporción entre φ̃ y πφ̃/V es asintóticamente constante: 

(φ̃ − φ̃0)V 4πG 
lim = √ . (6.74) 
b→b0 πφ̃ 3 3Λ 

La validez de este resultado queda sujeta a la verifcación de la aproximación (6.71), 
que puede ser justifcada, e.g., en el caso en el que el potencial viene dado simplemente 

¯ 1 σ2por un término de masa constante W = 
2 m2(φ̃ − φ̃0)

2 , donde m es la masa del 
campo escalar. Para un potencial tal, la Ec. (6.71) se convierte en una condición 
sobre dicha masa: 

2 √3m (φ̃ − φ̃0)V 
lim ≪ 3Λ ⇔ m 2 ≪ 3Λ. (6.75) 
b→b0 4πG πφ̃ 

Por ende, vemos que el requisito (6.71) es válido en el caso del potencial de masa 
constante en los escenarios fenomenológicamente favorecidos por las observaciones 
del fondo cósmico de microondas, en los que m es muy pequeña (en particular, en 
comparación con la ráız cuadrada de la constante cosmológica planckiana) [31]. 

Adicionalmente, puesto que, en el régimen considerado, el infatón se comporta 
como la ráız cuadrada de la contribución cinética a la densidad de enerǵıa material 
(dada, salvo un factor multiplicativo, por πφ̃/V ) con una constante de proporcionali-√ 
dad del orden de 1/ Λ [véanse las Ecs. (6.3), (6.72) y (6.73)], es inmediato observar 
que el potencial de campo resulta ser despreciable frente a la densidad de enerǵıa 
material siempre y cuando vaŕıe con el infatón más rápido que su cuadrado o que 
lo haga con su cuadrado multiplicado por un factor mucho más pequeño que la 
constante cosmológica. Esta ´ on se cumple en los escenarios favorecidos ultima condici´ 
fenomenológicamente cuando el potencial se reduce a un término de masa constante, 
donde el potencial es cuadrático en el campo escalar pero el cuadrado de la masa 
es despreciable frente a Λ. En conclusión, de aqúı en adelante, despreciamos la 
contribución del potencial a la densidad de enerǵıa material asintótica. 

Merece la pena comentar que, si también se satisface asintóticamente la cota 
superior sobre |W̄ 

,φ̃| (6.35) que se empleó en el análisis de las masas en el instante del 
rebote, el requisito de que esta derivada sea mucho más pequeña que la ráız cuadrada 
de la enerǵıa cinética del campo escalar (6.71) resulta cumplirse si (i) el potencial del 
campo escalar es mucho menor que la enerǵıa cinética, lo cual está garantizado para 
la familia de potenciales descritos en el párrafo anterior, y (ii) la segunda derivada 
del potencial es asintóticamente fnita, restricción que parece muy razonable imponer. 

¯En defnitiva, para potenciales de la familia comentada para los que W,φ̃φ̃ es fnito 
en el régimen de Sitter, es equivalente imponer el análogo de la cota superior (6.35) 
sobre |(W̄ 

,φ̃)0| o la cota superior alternativa (6.71), por lo que basta con imponer una 
de ellas. 
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Para sustentar los resultados del análisis planteado, hemos llevado a cabo una 
integración numérica de las ecuaciones efectivas que gobiernan la dinámica del fondo 
homogéneo para el caso de un campo escalar de masa m = 1.2 · 10−6 en unidades 
geométricas (es decir, con G = 1), que es del orden t́ıpico de las que conducen a 
espectros de potencia en la LQC compatibles con las observaciones del fondo cósmico 
de microondas [33]. Las condiciones iniciales de esta integración numérica (que se 
suelen fjar en el instante del rebote, ya que, al corresponderse con la sección espacial 
“privilegiada” de volumen mı́nimo, se suele considerar como una elección natural de 
tiempo inicial) son, de nuevo en unidades geométricas, φ̃B = 0.97 y VB = (2π)3 (lo 
cual requiere la fjación de una cierta escala global de volúmenes). Empleando el 
hecho de que la ligadura escalar homogénea se ha de anular sobre soluciones y quep
bB = sin−1[1/ 2(1 + γ2)], el valor del momento del campo escalar en el instante del 
rebote queda inmediatamente determinado a partir del resto de condiciones iniciales, 
ya que viene dado por πφ

B 
˜ = VB [24πρB − 9m2(φ̃B − φ̃0)

2]1/2/(4π). 

Los resultados de la integración numérica de las Ecs. (6.65)-(6.68) con las condicio-
nes iniciales especifcadas en el párrafo anterior se muestran en las Figs. 6.1-6.5. Para 
la obtención de estas representaciones gráfcas, hemos empleado unidades geométricas 
y tomado, además de los valores est´ ametro de Immirzi y del gap de ´andar del par´ area, 
un valor de la longitud coordenada de los ciclos fundamentales de las secciones tres-
toroidales l0 = 2π. Adicionalmente, el origen del tiempo propio t = 0 se ha hecho 
coincidir con el instante del rebote. La Fig. 6.1 muestra que la rama evolutiva anterior 
al rebote se aproxima a una fase de Sitter muy rápidamente, como queda de manifesto 
por el hecho de que el parámetro de Hubble alcanza su valor asintótico constante tan 
solo unos pocos tiempos de Planck antes del rebote. Las Figs. 6.2 y 6.3 confrman que 
el volumen f́ısico del Universo y el modo cero del infatón exhiben un comportamiento 
en el pasado asintótico según lo esperado: el campo crece exponencialmente con el 
tiempo propio y el volumen se contrae al mismo ritmo. Esto conduce a un valor del 
momento del campo escalar aproximadamente constante, no solo asintóticamente, 
sino también a través del rebote, como desvela la Fig. 6.4. Este fenómeno se 
puede entender fácilmente cuando uno comprueba que el momento del infatón es 
una constante del movimiento en el caso de un campo escalar sin masa [véase la Ec. 
(6.68)]. Por tanto, el considerar un campo escalar con una masa extremadamente 
pequeña solo rompe esta simetŕıa ligeramente, lo que produce una variación muy 
lenta de πφ̃ en el caso estudiado. En ´ 6.5 confrma que,ultimo lugar, la Fig. en 
los escenarios de interés f́ısico, el cociente ( ̃φ − φ̃0)V/πφ̃ tiende asintóticamente al 
valor constante predicho y que, por ende, ignorar la primera derivada del potencial √ 
de campo frente a ∆πφ̃/V es una buena aproximación. 

En vista de los resultados que se desprenden de este estudio anaĺıtico y numérico, 
despreciamos en lo que sigue el potencial del campo escalar con respecto a la enerǵıa 
cinética y, por consiguiente, con respecto a la propia densidad de enerǵıa material. No 
solo esto, también despreciamos la contribución de la primera derivada del potencial 
de campo frente a la ráız cuadrada de la densidad de enerǵıa material. Teniendo esto 
en cuenta, obtenemos que la masa efectiva tensorial en la era de Sitter viene dada 
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Figura 6.1: Valor del parámetro de Hubble como función del tiempo propio. 

por [véanse las Ecs. (6.6) y (6.62), junto con la Ec. (6.4)] 

8πG � � 
MT V 2/3ρ + O ¯ = WdS 3 

V 2/3 � � � �
¯ = −2γ + (1 − 5γ2)(b − b0) (b − b0) + O W, (b − b0)3 . (6.76)

γ2(1 + γ2)∆ 

Nótese en primer lugar que esta masa efectiva es proporcional a V 2/3 , que coincide 
con la potencia del volumen f́ısico que aparece en el potencial de Mukhanov-Sasaki 
(6.12). Por consiguiente, la pequeñez relativa del potencial de Mukhanov-Sasaki en 
el régimen asintótico es independiente de este factor. Además, cabe enfatizar que 
el crecimiento asintótico de V 2/3 hacia el pasado no es sufciente para compensar la 
anulación de la densidad de enerǵıa material en la masa efectiva tensorial, ya que 
dicha densidad de enerǵıa puede ser aproximada por su contribución cinética, que se 
anula asintóticamente como 1/V 2 . 

El hecho de que la masa efectiva tensorial venga dada por la densidad de enerǵıa 
material multiplicada por un factor estrictamente positivo asegura que esta masa 
efectiva es positiva en la región asintótica bajo consideración, como se puede ver en 
el primer término en la expansión en potencias de b − b0 recordando que b − b0 ≤ 0 
como resultado del decrecimiento monótono de la variable b [92, 95] en la solución a 
la dinámica homogénea considerada. De manera adicional, es fácil ver que, para el 
valor estándar del parámetro de Immirzi, el término cuadrático en dicha expansión 
no destruye la positividad del término lineal, no solo para valores pequeños de b − b0, 
sino en general (al menos, siempre y cuando el potencial de campo se pueda seguir 
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Figura 6.2: Valor del volumen en escala logaŕıtmica como función del tiempo propio. 

ignorando a este nivel). En efecto, el término cuadrático en la Ec. (6.76) es positivo si 
γ2 < 1/5, condición que cumple holgadamente el cuadrado del parámetro de Immirzi 
estándar. 

Estudiemos a continuación el potencial de Mukhanov-Sasaki (6.12) en el régimen de 
Sitter asintótico. Recordemos que, de acuerdo con su expresión, contiene contribucio-
nes del potencial de campo, de su cuadrado, de su primera derivada y de su segunda 
derivada. De las consideraciones previas se sigue que el potencial de campo y su 
cuadrado se hacen cero en el pasado infnito y que, además, son despreciables asintó-
ticamente frente a cualquier término del orden de la densidad de enerǵıa. Como 
resultado, en el régimen de Sitter, solo sobreviven las contribuciones de las dos 
primeras derivadas del potencial de campo. Si permitimos que el potencial de campo 
tenga una segunda derivada asintóticamente no nula, el primer término de la Ec. 
(6.12) ciertamente contribuye al valor asintótico del potencial de Mukhanov-Sasaki y, 
por ende, al de la masa efectiva escalar. En lo que concierne al término proporcional 

¯ a W,φ̃, se distinguen dos situaciones dentro de la familia de potenciales de campo bajo 
consideración. Por un lado, si el potencial variase con el campo escalar más rápido 
que su cuadrado, su primera derivada variaŕıa más rápido que el propio campo y, por 
tanto, se anulaŕıa en el ĺımite asintótico más rápido que ρ1/2 . En dicho caso, el tercer 
término en la Ec. (6.12) se anulaŕıa en la región asintótica, conduciendo a un potencial 
(A)UdS = V 2/3(W̄ 

,φ̃φ̃)0/σ
2 . Por otro lado, si el potencial variase precisamente con el 

cuadrado del campo escalar en la región asintótica (como en el caso de un potencial 
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Figura 6.3: Valor del campo escalar como función del tiempo propio. 

de masa constante), su primera derivada se anulaŕıa exactamente tan rápido como√ 
ρ, lo cual llevaŕıa a la supervivencia del tercer término en la Ec. (6.12). En efecto, 

para el caso de un potencial de masa constante como el considerado anteriormente, 

¯ 2σ2 2 √W,φ̃πφ̃ m 2 
σ2lim = √ = m 2(1 + γ2) ∆, (6.77) 

b→b0 V ρ 3Λ 3 

donde hemos hecho uso de la defnición de la densidad de enerǵıa material (6.3) 
ignorando la contribución del potencial, y de las Ecs. (6.72) y (6.73). Como resultado, 
en el caso de un término de masa constante, las contribuciones proporcionales a la 
primera y a la segunda derivada del potencial de campo son del mismo orden y el 
potencial de Mukhanov-Sasaki derivado de la adopción de la prescripción A en el 
enfoque h́ıbrido (6.12) resulta venir dado asintóticamente por � � 

2(1 + γ2)2V 2/3 2V 2/3(A)UdS ≈ m 1 + sin 2b0 = 5m . (6.78)
γ 

Cualquier potencial de campo que vaŕıe cuadráticamente con el campo escalar en la 
región asintótica exhibe un comportamiento que se puede obtener reemplazando m2 

por (W̄ 
,φ̃φ̃)0/σ

2 en la ecuación anterior. 
En conclusión, dado que la masa efectiva tensorial se anula asintóticamente, la 

introducción del potencial de Mukhanov-Sasaki conlleva la positividad de la masa 
efectiva escalar, siempre y cuando la segunda derivada del potencial de campo sea 
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Figura 6.4: Valor del momento canónico asociado al campo escalar como función del 
tiempo propio. 

asintóticamente positiva. Cabe enfatizar que, cuando los potenciales de campo son 
cuadráticos en la región asintótica (como, por ejemplo, en el caso de un potencial de 
masa constante), la contribución de su primera derivada también ha de ser tenida 
en cuenta, lo que refuerza la positividad de la masa efectiva escalar en el régimen 
considerado, dada nuestra asunción de que (W̄ 

,φ̃φ̃)0 > 0. 

4.2 Formalismo h́ıbrido: prescripción B 

Dado que la masa efectiva tensorial no depende de la prescripción adoptada para la 
representación cuántica de 1/πα 

2
˜ y su posterior evaluación efectiva, las conclusiones 

extráıdas en la subsección anterior en lo referente a su comportamiento y a sus 
propiedades de positividad siguen siendo de aplicación [véanse la Ec. (6.76) y el 
párrafo bajo ella]. Además, si se verifcan las restricciones sobre el potencial de 
campo introducidas en la subsección anterior, todos aquellos términos en el potencial 
de Mukhanov-Sasaki que diferen entre prescripciones resultan ser despreciables en el 
régimen de Sitter asintótico. De hecho, se puede demostrar que todos los términos 
de la Ec. (6.17) salvo el primero se pueden despreciar frente a la densidad de enerǵıa 
material, salvo factores de orden V 2/3 , por lo que solo sobrevive asintóticamente la 
contribución de la segunda derivada del potencial de campo. Esto implica que el valor 
asintótico de la masa efectiva escalar es, de nuevo, positivo si (W̄ 

,φ̃φ̃)0 > 0, condición 
que se cumple automáticamente en el caso del potencial de masa constante. 
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Figura 6.5: Valor del cociente ( ̃φ − φ̃0)V/πφ̃ como función del tiempo propio. 

4.3 Formalismo de la métrica vestida 
Naturalmente, también es posible escribir la masa efectiva tensorial derivada del 
enfoque de la métrica vestida (6.22) en términos de la densidad de enerǵıa y del 
potencial de campo en la rama de Sitter. En efecto, esta reexpresión se puede llevar 
a cabo de manera sencilla empleando la Ec. (6.13) y las Ecs. (6.23)-(6.26), con el 
sub́ındice +. Dado que estamos interesados en su comportamiento en una vecindad 
del régimen de Sitter, es conveniente expandir la expresión resultante en una serie de 
potencias del cociente ρ/ρB, que se hace cada vez más pequeño a medida que uno se 
aproxima a la región de Sitter. El resultado de seguir los pasos descritos es � � � 

Λ 1 − 5γ2 ρ(D)MT = −2V 2/3 1 −dS 3 8γ2 ρB� ��� � �� 
3W̄ 4 − 3γ2 ρ ρ2 

+ 1 − 5γ2 − 1 + O . (6.79)
σ2(1 + γ2) 2 ρB ρ2 

B 

Consideremos de nuevo las restricciones sobre la clase de potenciales de campo 
introducidas en la subsección anterior. Más concretamente30 , tomemos potencia-
les asintóticamente no-negativos (de tal modo que tanto la contribución cinética a 
la densidad de enerǵıa material como la contribución del potencial se anulen en el 
pasado asintótico), asintóticamente despreciables frente a la contribución cinética 

30Es importante tener en mente las consideraciones acerca de cuándo se verifcan estas 
restricciones, también discutidas en la Sec. 4.1 
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(y, por tanto, frente a la propia densidad de enerǵıa) y cuya primera derivada se-√ 
a asintóticamente muy pequeña con respecto a Λπφ̃/V (y, por consiguiente, muy 
pequeña con respecto a la ráız cuadrada de la densidad de enerǵıa). En principio, 
admitimos también la posibilidad de que la segunda derivada del potencial de campo 
no sea despreciable asintóticamente. Considerando potenciales como los descritos, los 

¯términos proporcionales a W en la Ec. (6.79) pueden despreciarse frente a aquellos 
que son lineales en ρ, lo cual conduce a � � � � 

2Λ 1 − 5γ2 ρ ρ2 

dS W, (6.80)(D)MT = − V 2/3 1 − + O ¯ . 
3 8γ2 ρB ρ2 

B 

Observamos claramente que, en una vecindad del régimen de Sitter, donde ρ es mucho 
menor que ρB, la masa efectiva tensorial correspondiente al formalismo de la métrica 
vestida adopta un valor negativo. La primera corrección al valor ĺımite, que es lineal 
en ρ/ρB , es positiva para valores del parámetro de Immirzi tales que γ2 < 1/5 (lo 
que incluye el caso del valor estándar). Por consiguiente, la negatividad de la masa 
efectiva tensorial se reduce a medida que uno se aleja del régimen de Sitter asintótico. 

Por otro lado, siguiendo razonamientos como los planteados en las subsecciones 
anteriores, se puede comprobar de forma sencilla que todos los términos del potencial 
de Mukhanov-Sasaki (6.27) son asintóticamente despreciables frente al primero. Por 
tanto, encontramos un comportamiento similar al obtenido a partir del enfoque 
h́ıbrido: � � 

W̄ 
,φ̃φ̃(D)UdS ≈ V 2/3 
σ2

0 . (6.81) 

Como resultado inmediato, es posible lograr la positividad de la masa efectiva escalar 
en virtud de la contribución del potencial de Mukhanov-Sasaki siempre y cuando� �
W̄,φ̃φ̃ 0 sea mayor que cero y lo sufcientemente grande. No obstante, esto no se puede 

lograr en los escenarios de interés f́ısico en los que el infatón está sujeto a un potencial 
de masa constante, con una masa mucho más pequeña que la ráız cuadrada de la 
constante cosmológica emergente. En efecto, en tal situación, W̄ 

,φ̃φ̃/σ
2 es constante e 

igual a m2 , por lo que la contribución asociada es despreciable frente al valor ĺımite de 
la masa tensorial. En este sentido, concluimos que, en los escenarios f́ısicos favorecidos 
por la fenomenoloǵıa del fondo cósmico de microondas, la positividad del potencial 
de Mukhanov-Sasaki resulta insufciente para compensar la negatividad de la masa 
efectiva tensorial en el régimen de Sitter y alcanzar un valor asintótico positivo de la 
masa efectiva escalar. 

5 Conclusión 
En este caṕıtulo, hemos extendido el análisis de la Ref. [182], en la que se investigaron 
y compararon las propiedades de positividad de las masas efectivas derivadas de los 
formalismos h́ıbrido y de la métrica vestida en el instante del rebote, que proporciona 
un tiempo privilegiado desde el punto de vista de la fjación de condiciones iniciales 
para la dinámica cosmológica. A diferencia de en dicho trabajo, hemos considerado 
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aqúı el esquema de regularización alternativo de Dapor y Liegener para la defnición 
de la ligadura hamiltoniana homogénea. Por tanto, parece interesante determinar en 
qué medida el cambio de regularización modifca las conclusiones en lo que respecta 
a las propiedades de las masas en el rebote, aśı como extender el análisis al régimen 
emergente de Sitter. 

Con estos objetivos en mente, hemos comenzado repasando los ingredientes esencia-
les del enfoque h́ıbrido y del formalismo de la métrica vestida relevantes para el 
cálculo de las masas efectivas que gobiernan la dinámica de las perturbaciones (véanse 
las Secs. 1 y 2) y hemos escrito las expresiones expĺıcitas de las masas efectivas 
escalar y tensorial en cada formalismo (distinguiendo entre las prescripciones A y B 
en el caso h́ıbrido, relacionadas ı́ntimamente con la estructura cuántica de la teoŕıa 
e introducidas en la Ref. [181]). A continuación, hemos procedido a evaluar estas 
masas en los reǵımenes de interés f́ısico desde el punto de vista de proporcionar 
condiciones iniciales para las perturbaciones: el instante del rebote y el régimen de 
Sitter asintótico. 

Para poder extraer resultados cuantitativos, hemos centrado nuestra atención en 
potenciales de campo que verifcan ciertas condiciones inspiradas en el caso del poten-
cial de masa constante, que es el potencial estudiado más a fondo en el contexto de la 
LQC, aunque, naturalmente, el estudio presentado en este caṕıtulo se podŕıa extender 
a otras familias de potenciales [188–192]. No obstante, dado que los casos de interés 
desde el punto de vista de la fenomenológico en la LQC son aquellos en los que la 
densidad de enerǵıa del infatón está cinéticamente dominada alrededor del rebote, 
la dinámica preinfacionaria resulta ser a grandes rasgos independiente del potencial 
de campo considerado. Por consiguiente, cabŕıa esperar que, mientras se mantenga 
el dominio cinético en el rebote, los resultados correspondientes a considerar una 
familia de potenciales distinta sean cualitativamente similares. Por otro lado, en el 
caso del régimen de Sitter, seŕıa necesario llevar a cabo una investigación numérica 
para estudiar las caracteŕısticas de la dinámica asintótica y determinar hasta qué 
punto el papel desempeñado por el potencial es secundario. 

En la Sec. 3, hemos comenzado evaluando cada una de las masas efectivas introdu-
cidas en las secciones previas en el instante del rebote. En el caso del formalismo 
h́ıbrido, hemos concluido que la masa efectiva tensorial es estrictamente positiva en 
una variedad de situaciones que incluye el escenario de dominio cinético comentado. 
En lo referente a los potenciales de Mukhanov-Sasaki, cabe mencionar que las expre-
siones obtenidas diferen de la de la Ref. [182] en que poseen un término proporcional 
a la derivada del potencial de campo que no se anula en el instante de rebote. Esto 
complica el análisis de sus propiedades de positividad y requiere la introducción de 
ciertas asunciones acerca del valor absoluto de dicho término para poder proceder 
anaĺıticamente. Con esta y otras condiciones poco restrictivas, hemos determinado 
cotas inferiores y superiores para las masas efectivas escalares que resultan de adoptar 
las prescripciones A y B. Estas cotas nos han permitido extraer información acerca de 
las regiones del espacio de potenciales de campo en las que las masas son necesaria-
mente positivas o negativas. Hemos determinado que estas regiones existen siempre 
y cuando la segunda derivada del potencial sea lo sufcientemente pequeña. Tanto en 
el caso de la prescripción A como en el de la prescripción B, las regiones en las que 
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las masas efectivas escalares son con certeza negativas se corresponden con escenarios 
de dominio del potencial de campo. Las regiones donde las masas son con seguridad 
positivas, sin embargo, están asociadas a las situaciones de dominio cinético que 
conducen a buenos ajustes al fondo cósmico de microondas. Las diferencias entre las 
prescripciones A y B son de carácter cuantitativo y sugieren que la prescripción A no 
solo está mejor fundamentada teóricamente [181], sino que también conduce a masas 
que exhiben mejores propiedades f́ısicas. Por otro lado, en el caso del enfoque de la 
métrica vestida, obtenemos una masa efectiva tensorial que es estrictamente negativa 
en el instante del rebote. Además, la masa efectiva escalar resulta ser forzosamente 
negativa en el instante del rebote en un sector de soluciones que incluye las de dominio 
cinético, al menos para valores pequeños de la segunda derivada del potencial (aunque 
seŕıa posible recuperar una masa efectiva escalar positiva si la segunda derivada 
del potencial de campo fuese sufcientemente grande). Por ende, la masa efectiva 
escalar correspondiente al formalismo de la métrica vestida resulta ser negativa en el 
instante del rebote en los escenarios de interés f́ısico, por lo que podŕıan encontrarse 
ciertas obstrucciones en la construcción de estados adiabáticos para todo el rango 
de longitudes de onda empleando métodos convencionales. Cabe destacar que los 
resultados resumidos hasta este punto coinciden a nivel cualitativo con los obtenidos 
en la Ref. [182]. En este sentido, podemos decir que estas conclusiones son robustas 
frente a cambios en el esquema de regularización adoptado para la defnición de la 
ligadura escalar homogénea. 

Por otro lado, hemos llevado a cabo un análisis similar de las propiedades de 
la masas efectivas evaluadas en el régimen de Sitter asintótico (véase la Sec. 4). 
De nuevo, hemos introducido ciertas restricciones razonables sobre el potencial de 
campo considerado para poder extraer resultados cuantitativos de manera anaĺıtica. 
Para motivar estas restricciones (que, en particular, nos han permitido despreciar 
las contribuciones del potencial y de su primera derivada frente a la densidad de 
enerǵıa material y su ráız cuadrada, respectivamente), hemos discutido anaĺıticamente 
el comportamiento asintótico de las ecuaciones dinámicas efectivas para el fondo 
homogéneo, mostrando que el potencial de masa constante cumple todas las restric-
ciones propuestas. Además, hemos complementado esta discusión con una integración 
numérica, verifcando que un potencial de masa constante efectivamente satisface 
dichos requisitos en las situaciones de interés fenomenológico. En el caso h́ıbrido, la 
masa efectiva tensorial se anula en el pasado asintótico y es positiva en una vecindad 
suya, con un comportamiento proporcional a la densidad de enerǵıa del campo escalar. 
En lo que se refere al valor asintótico de la masa efectiva escalar, el hecho de que la 
masa tensorial se anule asintóticamente implica que el valor asintótico del potencial de 
Mukhanov-Sasaki es crucial. La masa efectiva escalar asociada a ambas prescripciones 
resulta ser positiva gracias a la contribución del potencial de Mukhanov-Sasaki si 
la segunda derivada del potencial de campo es positiva. Por otro lado, en lo que 
concierne al enfoque de la métrica vestida, hemos concluido que la masa efectiva 
tensorial es negativa en el pasado asintótico (pero esta negatividad se ve reducida 
a medida que uno se aleja del régimen de Sitter). Adicionalmente, la contribución 
del potencial de Mukhanov-Sasaki puede conducir a un valor asintótico positivo de 
la masa efectiva escalar si la segunda derivada del potencial de campo es positiva y 
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sufcientemente grande, lo que ciertamente no es el caso para un campo escalar masivo 
con un valor de su masa constante del orden sugerido por las observaciones del fondo 
cósmico de microondas. 

En vista de estos resultados, cabe concluir que el enfoque h́ıbrido conduce a masas 
efectivas con mejores caracteŕısticas, ya que son positivas tanto en el instante del 
rebote como en el régimen de Sitter asintótico, al menos para una cierta familia 
de potenciales y en los casos de interés f́ısico. Las masas del formalismo de la 
métrica vestida, sin embargo, no pueden ser positivas en las situaciones de interés 
fenomenológico, ni en el instante del rebote ni en el régimen de Sitter emergente. 
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Parte II 

Agujeros negros 
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Caṕıtulo 7 

Modelo efectivo de dos tiempos 
para agujeros negros estáticos 

En este caṕıtulo se recogen los resultados principales de las Refs. [193, 194], donde 
se explora una alternativa de dos tiempos a un modelo efectivo para la descripción 
de (la región interior de) agujeros negros de Schwarzschild propuesto recientemente 
por Ashtekar, Olmedo y Singh dentro del marco de la LQC [137, 138]. En el trabajo 
presentado a continuación abordamos una de las cuestiones que han sido objeto de 
cŕıtica en lo referente al modelo original: la forma en la que se defnen y tratan 
los parámetros de polimerización que regulan la introducción de efectos cuánticos 
en el sistema. Extendiendo las ideas de la Ref. [140] (cuyos autores notaron una 
inconsistencia en la derivación hamiltoniana de las ecuaciones dinámicas en lo que 
incumbe al tratamiento de los parámetros de polimerización), proponemos una def-
nición alternativa más general de acuerdo con la cual los parámetros vienen dados 
por funciones de los dos hamiltonianos parciales, que resultan ser constantes sobre 
soluciones a la dinámica con valores coincidentes. Si bien una defnición tal conduce 
al acoplamiento de dos sectores del espacio de fases que se hab́ıan considerado desaco-
plados hasta entonces, los parámetros resultantes son constantes del movimiento, en 
concordancia con las ideas de los trabajos originales [137, 138]. Teniendo en cuenta sus 
corchetes de Poisson no nulos con las variables canónicas, se alcanzan unas ecuaciones 
dinámicas considerablemente más complejas que las originales, cuya forma sugiere la 
introducción de dos redefniciones temporales que conducen a la aparición natural de 
dos tiempos en el sistema. En lo que sigue, estudiamos las consecuencias de defnir los 
parámetros de polimerización de la manera propuesta e investigamos la viabilidad del 
formalismo resultante desde el punto de vista de su capacidad para proporcionar una 
métrica espaciotemporal efectiva bien defnida en la totalidad de la región interior. 

El resto del caṕıtulo está estructurado como sigue. En primer lugar, en la Sec. 
1 motivamos e introducimos una nueva propuesta de defnición de los parámetros 
de polimerización y derivamos las ecuaciones del movimiento que siguen de dicha 
propuesta, notando la conveniencia de ciertas redefniciones de la variable temporal 
para reabsorber la complejidad dinámica resultante de la naturaleza no trivial de 
los parámetros considerados. A continuación, en la Sec. 2, indagamos la posible 
existencia de obstrucciones al formalismo presentado en la primera sección. Más 
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precisamente, el análisis presentado contiene: (1) un estudio de la integrabilidad de 
las funciones Fij y de la invertibilidad de Gi (estas funciones serán defnidas de manera 
precisa dentro de dos secciones) en la Sec. 2.1, (2) una discusión acerca de la imagen de 
las funciones Gi y de su relevancia en el análisis presente en la Sec. 2.2 y (3) un análisis 
de las propiedades de los factores Cij a lo largo de las trayectorias dinámicas (véase la 
Sec. 2.3). En la Sec. 3, contemplamos la posibilidad de redefnir independientemente 
el origen de una de las variables temporales del formalismo y sopesamos el impacto 
de dicho procedimiento en la viabilidad del modelo propuesto. Una vez completado 
este análisis, llevamos a cabo en la Sec. 4 un breve estudio de la relación entre las 
variables temporales del formalismo en el régimen de masas grandes, buscando una 
reconciliación parcial de los resultados alcanzados con los obtenidos previamente en 
la literatura. Finalmente, en la Sec. 5 presentamos las conclusiones principales del 
caṕıtulo. 

1 Dinámica y redefniciones temporales 
De ahora en adelante, nos centramos en el estudio de la región interior de un agujero 
negro sin rotación ni carga. Dicha región exhibe la propiedad de que, a diferencia 
de la región exterior, admite una foliación en hipersuperfcies espaciales de Cauchy 
homogéneas. Esto permite formular una descripción canónica de la dinámica de la 
región interior en términos de un espacio de fases de dimensión fnita. En efecto, 
tras la imposición de la ligadura de Gauss, toda la información relevante se encuentra 
contenida en un total de cuatro variables constantes en cada sección espacial, que 
forman dos pares canónicos. El primero de estos pares, compuesto por la variable de 
conexión b y la variable de tŕıada pb, codifca la información acerca de la dirección 
radial de las hipersuperfcies espaciales, mientras que el segundo par, integrado por 
la variable de conexión c y la variable de tŕıada pc, está relacionado con los grados de 
libertad angulares. Como en la Sec. 5 de los Preliminares, de aqúı en adelante nos 
referimos a los sectores del espacio de fases coordenados por estos pares canónicos 
como el sector radial y el sector angular, respectivamente. Los corchetes de Poisson 
no nulos de las variables canónicas del sistema vienen dados por 

{b, pb} = Gγ, {c, pc} = 2Gγ. (7.1) 

El elemento de ĺınea espaciotemporal admite la siguiente expresión en términos de 
estas variables: 

2p
ds2 = gµν dx

µdxν = −N2dt2 + b dx2 + |pc|dΩ2 , (7.2)
L2|pc|o 

donde la notación empleada se corresponde con la introducida en la Sec. 5 de los 
Preliminares. Recordemos que gµν es la métrica espaciotemporal, N es la función 
lapso, x es una coordenada radial en la región interior, Lo es una longitud fducial 
asociada a esta coordenada (por lo que los resultados f́ısicos han de tener un ĺımite 
Lo → ∞ bien defnido) y dΩ2 = dθ2 + sin2 θdϕ2 es la métrica de la 2-esfera unidad en 
términos de los ángulos polar y azimutal, θ y ϕ. 
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Como resultado de las simetŕıas de la relatividad general, el sistema hereda una 
serie de ligaduras que vinculan las variables canónicas introducidas en el párrafo 
anterior. Puesto que ya se ha fjado la libertad correspondiente a la ligadura de Gauss 
en la defnición de estas variables y se ha escogido una foliación en hipersuperfcies 
homogéneas, la unica ligadura no trivial es la ligadura hamiltoniana efectiva, que´ 
genera reparametrizaciones temporales y que ha de anularse sobre soluciones dinámi-
cas. Tomando la función lapso 

γδb 
p

|pc|
N = , (7.3)

sin δbb 

asociada con una elección de tiempo t que denominaremos tiempo coordenado, hemos 
visto en los Preliminares que su producto con la ligadura hamiltoniana efectiva viene 
dado por [137, 138] 

Lo
NHef = (Ob − Oc), (7.4)

G � � 
1 sin δbb γ2δb pb

Ob = − + , (7.5)
2γ δb sin δbb Lo 

1 sin δcc pc
Oc = , (7.6)

γ δc Lo 

donde δb y δc son los parámetros de polimerización que introducen efectos cuánticos. 
En efecto, cuando se anulan idénticamente, el hamiltoniano efectivo se reduce al 
hamiltoniano de la relatividad general escrito en las variables apropiadas. Nótese que 
la elección de lapso considerada conduce a una ligadura hamiltoniana efectiva con 
una estructura muy simple: salvo por un factor multiplicativo constante, viene dada 
por la diferencia de los dos hamiltonianos parciales, Ob y Oc, cada uno de los cuales 
solo depende de las variables canónicas de su sector del espacio de fases asociado y de 
uno de los parámetros de polimerización. Por tanto, está claro que, si no se introduce 
una dependencia cruzada en los distintos sectores del espacio de fases a través de 
la defnición de los parámetros de polimerización, la dinámica de los sectores radial 
y angular está desacoplada. Esta es precisamente la razón principal por la que la 
función lapso se fja31 como en la Ec. (7.3). 

Llegados a este punto, es necesario abordar la defnición de los parámetros de 
polimerización, δb y δc. Como ya comentamos en la Sec. 5 de los Preliminares, de entre 
todo el espectro de elecciones posibles, el modelo propuesto en las Refs. [137, 138] se 
caracteriza por escoger una opción intermedia para la defnición de los parámetros de 
polimerización: en lugar de tomar meras constantes o funciones arbitrarias del espacio 

31Para ser más precisos, lo que se ha denominado en la literatura una fjación de la función 
lapso debeŕıa ser entendido como una reabsorción en el lapso de un factor que es una función del 
espacio de fases, mediante un procedimiento totalmente análogo al de un cambio de densitización 
de la ligadura hamiltoniana. Cabe mencionar que, como es bien sabido, un cambio de densitización 
tal tiene consecuencias en la teoŕıa cuántica y, por tanto, seŕıa interesante investigar si es posible 
establecer una relación uno a uno entre las soluciones a la ligadura y las soluciones a la ligadura 
densitizada. Es de esperar una contestación afrmativa, porque en nuestro sistema el cambio de 
densitización implica solamente un número fnito de grados de libertad. 
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de fases, consideran parámetros constantes a lo largo de las trayectorias dinámicas. 
En otras palabras, el papel de los parámetros de polimerización viene desempeñado 
por constantes del movimiento u observables de Dirac. Por tanto, la primera pregunta 
que cabe hacerse es si el formalismo proporciona de manera natural alguna constante 
del movimiento a partir de la cual construir los parámetros de polimerización. La 
respuesta a esta pregunta resulta ser doblemente afrmativa, ya que no solo hay 
uno, sino dos: los hamiltonianos parciales Ob y Oc, cuyos valores on-shell (es decir, 
evaluados sobre soluciones a la dinámica) son constantes e iguales a un parámetro m 
relacionado con la masa ADM del agujero negro considerado [137, 138]. En vista de 
estas observaciones, los autores del modelo original propusieron tomar los parámetros 
de polimerización como funciones del parámetro de masa m (tratándolos de forma 
efectiva como números constantes), apoyando esta decisión mediante un argumento 
que involucra una extensión y posterior reducción del espacio de fases del sistema 
(véanse la Ref. [138] y el Caṕıtulo 9 para más información al respecto). En cambio, 
los autores de la Ref. [140] argumentaron que el tratamiento propuesto en las Refs. 
[137, 138] es inconsistente con la premisa de seleccionar parámetros constantes a lo 
largo de una trayectoria dinámica cualquiera pero no constantes en todo el espacio de 
fases, inconsistencia que oscurece la relación entre el hamiltoniano efectivo propuesto 
y las ecuaciones dinámicas estudiadas. En su lugar, sugirieron tomar cada uno de los 
parámetros de polimerización como una función de su hamiltoniano parcial asociado 
y tener en cuenta la naturaleza no trivial de los parámetros en el cómputo de las 
ecuaciones dinámicas, sin ignorar sus corchetes de Poisson con las variables canónicas. 
De este modo, se tratan los parámetros de forma acorde al hecho de que no son 
números constantes, a la vez que se recuperan parámetros que son funciones de m 
sobre soluciones. 

No obstante, dado que los dos hamiltonianos parciales adoptan el mismo valor 
constante a lo largo de cualquier trayectoria dinámica dada (a saber, m), sus contribu-
ciones sobre soluciones a la dinámica son indistinguibles. Por tanto, parece razonable 
pensar que la defnición más general de los parámetros de polimerización debeŕıa 
permitir que cada uno de ellos dependa de ambos hamiltonianos parciales. De ahora 
en adelante, estudiamos las consecuencias de esta premisa, que pretende combinar los 
aspectos positivos de los dos enfoques descritos en el párrafo anterior, con el objetivo 
de verifcar si es posible recuperar en cierta medida las propiedades atractivas del 
modelo original (en particular, en lo que se refere a la resolución de la singularidad 
central [137–139]). Por consiguiente, tomamos parámetros de polimerización δi def-
nidos de la forma 

δi = fi(Ob, Oc), (7.7) 

donde hemos empleado una notación compacta para referirnos a ambos parámetros 
de polimerización empleando un sub́ındice i que puede adoptar los valores b o c. En 
lo restante de este caṕıtulo, emplearemos esta notación a menudo. 

Es fundamental enfatizar que las defniciones anteriores introducen una dependen-
cia cruzada en el hamiltoniano que rompe el desacoplamiento de los sectores radial 
y angular del espacio de fases, que era un rasgo común de las investigaciones previas 
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[137–140]. Obviamente, este hecho tiene un impacto en la forma de las ecuaciones del 
movimiento, cuya deducción abordamos a continuación. 

En primer lugar, tenemos que 

Lo
∂ti = si ({i, Oi} − {i, Oj }) , (7.8)

G 
donde, recordemos, t es la variable temporal asociada a la elección de función lapso 
considerada. De acuerdo con la notación empleada, i, j = b, c. Además, j ≠ i y si es 
un signo defnido como sigue: 

sb = +1, sc = −1. (7.9) 

El corchete de Poisson de la variable de conexión i con su hamiltoniano parcial 
respectivo, Oi, viene dado trivialmente por �� 

∂Oi ∂Oi ∂fi ∂fi{i, Oi} = {i, pi} + {i, Oi} + {i, Oj } . (7.10)
∂pi ∂δi ∂Oi ∂Oj 

Por otro lado, de forma similar, el corchete de Poisson cruzado es �� 
∂Oj ∂fj ∂fj{i, Oj } = {i, Oi} + {i, Oj } . (7.11)
∂δj ∂Oi ∂Oj 

Aśı, los corchetes de Poisson de las variables de conexión con cada uno de los hamilto-
nianos parciales se pueden obtener resolviendo el sistema de ecuaciones compuesto 
por las Ecs. (7.10) y (7.11). En forma matricial, este sistema de ecuaciones se puede 
escribir como 1 − ∆ii −∆ij 

  {i, Oi} 
 = 

  
  , (7.12) 

∂Oi{i, pi} 
∂pi 

−∆ji 1 − ∆jj {i, Oj } 0 

donde hemos defnido 

∂Oi ∂fi
∆ij = . 

∂δi ∂Oj 
(7.13) 

El sistema (7.12) tiene solución si y solo si 

(1 − ∆ii)(1 − ∆jj ) − ∆ij ∆ji ̸= 0. (7.14) 

Asumiendo que se cumple esta condición de invertibilidad, tenemos que   = 

  ∂Oi{i, pi}{i, Oi} 1 − ∆jj ∂pi . (7.15)
(1 − ∆ii)(1 − ∆jj ) − ∆ij ∆ji {i, Oj } ∆ji 

Por ende, siguiendo un procedimiento totalmente análogo para obtener los corchetes 
de Poisson de las variables de tŕıada con cada hamiltoniano parcial, concluimos que 
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las ecuaciones dinámicas resultantes de la presente propuesta para la defnición de los 
parámetros de polimerización son � � 

Lo ∂Oi
∂ti = Cij si {i, pi}

G ∂pi� , � (7.16) 

∂tpi = Cij 
Lo ∂Oi−si {i, pi}
G ∂i 

, (7.17) 

donde i y j son diferentes y los factores Cij vienen dados por32 

1 − ∆jj − ∆ji 
Cij = . (7.18)

(1 − ∆ii)(1 − ∆jj ) − ∆ij ∆ji 

Recordemos que hemos asumido anteriormente que el denominador es distinto de 
cero. Es sencillo darse cuenta de que los objetos entre corchetes en las Ecs. (7.16) y 
(7.17) son las ecuaciones del movimiento que se obtendŕıan tratando los parámetros de 
polimerización como si fuesen meras constantes, ignorando sus corchetes de Poisson 
con las variables canónicas. Por tanto, los factores Cij que aparecen multiplicando 
estas ecuaciones codifcan toda la información acerca de la naturaleza no trivial de 
los parámetros como funciones del espacio de fases. Nótese que, en el momento en 
el que las funciones fb(Ob, Oc) y fc(Ob, Oc) se fjen (idealmente a partir de primeros 
principios o, alternativamente, haciendo uso de datos experimentales), estos factores 
dependientes del espacio de fases quedan totalmente determinados. No obstante, en 
este caṕıtulo adoptamos un enfoque más modesto y solamente imponemos un conjunto 
mı́nimo de condiciones que han de verifcar estos factores para que el análisis pueda 
llevarse a cabo. Concretamente, como veremos en detalle más adelante, exigimos 
unicamente´ que sean fnitos y que, en el ĺımite de masas grandes, sean tales que los 
parámetros de polimerización coincidan sobre soluciones con los considerados en las 
Refs. [137, 138]. 

En conclusión, la propuesta de defnición de los parámetros de polimerización 
considerada se ve refejada en la aparición de dos factores dependientes del espacio 
de fases, Cbc y Ccb, que intervienen de forma multiplicativa en las ecuaciones del 
movimiento. El hecho de que aparezcan precisamente como factores globales implica 
que pueden ser reabsorbidos mediante redefniciones apropiadas de la variable tem-
poral. Dado que hay dos factores dependientes del espacio de fases distintos, serán 
necesarias dos redefniciones temporales, una por cada sector del espacio de fases. En 
efecto, toda la complejidad resultante de la naturaleza no trivial de los parámetros 
de polimerización se puede absorber defniendo 

dti = Cij dt, (7.19) 

donde tb y tc son las nuevas variables temporales, que denominaremos tiempo radial 
y tiempo angular, respectivamente. Cuando las ecuaciones dinámicas se reescriben en 

32Cabe mencionar que, como es de esperar, estos factores se reducen a los obtenidos con la 
propuesta menos general de la Ref. [140] en el caso en el que las derivadas cruzadas se anulan 
o, en otras palabras, en el caso en el que ∆ij = 0 para todo i ≠ j. 
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términos de estos dos tiempos en lugar del tiempo coordenado, se obtiene un conjunto 
de ecuaciones idéntico en forma al considerado en los art́ıculos originales [137, 138]. 
No obstante, persiste una diferencia fundamental: las ecuaciones dinámicas están 
escritas en términos de dos variables temporales a priori distintas en lugar de una 
sola. A pesar de que estas redefniciones temporales resulten útiles en este punto de la 
discusión, no se ha de perder de vista que es necesario que la métrica espaciotemporal 
admita una expresión en t´ ´ onerminos de un unico tiempo en la totalidad de la regi´ 
interior como condición para obtener una geometŕıa efectiva bien defnida. 

A continuación procedamos a integrar las ecuaciones del movimiento que gobiernan 
la dinámica efectiva de la región interior. Dado que son formalmente idénticas a las de 
las Refs. [137, 138], podemos emplear las expresiones obtenidas en dichas referencias 
siempre y cuando sustituyamos el tiempo coordenado por el tiempo correspondiente 
a cada uno de los sectores del espacio de fases, lo que conduce a 

δcc(tc) γLoδc −2tctan = e , (7.20)
2 8m� � 

γ2L2δ2 
) = 4m 2 e 2tc + o c e −2tc , (7.21)pc(tc 

64m2 

botb
1 + bo tanh 

2cos δbb(tb) = , (7.22)
botb

1 + b−1 tanho 2 
sin δbb(tb) 1 

pb(tb) = −2Lom , (7.23)
γδb sin2 δbb(tb)

1 + 
γ2δ2 

b p
donde bo = 1 + γ2δb 

2 y, de acuerdo con los convenios de las Refs. [137–139], b > 0, 
pb ≤ 0, c > 0 y pc ≥ 0. Adicionalmente, la manera en la que se fjan las constantes 
de integración en dichas referencias es tal que el horizonte negro se localiza en tb = 0 
(véase el Caṕıtulo 8 para más detalles), instante en el que tanto la variable de conexión 
radial b como la variable de tŕıada radial pb se anulan idénticamente. En principio, 
escogemos aqúı el origen del tiempo angular (i.e., tc = 0) de tal modo que coincida 
también con el horizonte, ya que esto facilita la comparación con trabajos previos. En 
la Sec. 3, volveremos a contemplar la libertad existente en la elección de este origen, 
libertad que desempeñará un papel fundamental en la discusión de la viabilidad del 
formalismo. 

Antes de identifcar qué intervalo de tiempos se corresponde con la región interior, 
notemos que las soluciones efectivas obtenidas presentan dos simetŕıas de refexión 
(una por sector del espacio de fases). Por un lado, es fácil ver que el hamiltoniano 
parcial angular Oc es invariante bajo la transformación tc → ln(γLoδc/8m) − tc, que 
deja invariante la variable pc y transforma δcc en π − δcc. Por otro lado, encontramos 
una situación completamente análoga en el sector radial del espacio de fases con la 
transformación tb → −(4/bo) arctanh(1/bo) − tb. 

En el ĺımite clásico en el que δi → 0, las soluciones efectivas se reducen a las de 
la relatividad general. Dado que los tiempos radial y angular han de coincidir en 
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33 

un ĺımite clásico adecuado (como comprobamos en la Sec. 4) y ser iguales al tiempo 
coordenado [como se puede deducir de la Ec. (7.19), junto con el hecho de que Cij → 1 
en el ĺımite considerado], un cálculo sencillo [138] revela que las soluciones clásicas 
son 

γLo −2t c(t) = e , (7.24)
4m 

pc(t) = 4m 2 e 2t , (7.25) p 
−t − 1|,b(t) = γ |e (7.26) p 

−t − 1||e 
pb(t) = −2Lom . (7.27)

1 + |e−t − 1| 

Es inmediato observar que la singularidad clásica se alcanza en el ĺımite t → −∞, en 
el que las variables de tŕıada se anulan y las de conexión divergen. Por tanto, la región 
interior del agujero negro de Schwarzschild clásico se corresponde con el intervalo de 
tiempo coordenado (−∞, 0). 

En la teoŕıa efectiva (en la que los parámetros de polimerización son distintos 
de cero), se pueden identifcar los intervalos temporales correspondientes a la región 
interior empleando un método similar. Sin embargo, como resultado de la inclusión 
de efectos de geometŕıa cuántica, la singularidad clásica desaparece: no existe punto 
alguno a lo largo de las trayectorias dinámicas en el que las variables de conexión 
diverjan y las de tŕıada se anulen. De hecho, la variable de tŕıada pc presenta un 
valor mı́nimo distinto de cero en cada trayectoria dinámica, correspondiente a un 
mı́nimo local que se alcanza para un valor del tiempo angular 

T 1 γLoδc 
tc = ln , (7.28)

2 8m 

que es negativo para valores sufcientemente grandes de la masa (o, equivalentemen-
te, para valores sufcientemente pequeños de los parámetros de polimerización), que 
son precisamente aquellos a cuya descripción está especialmente adaptado el modelo 
efectivo de las Refs. [137, 138]. Como ya hemos comentado en la Sec. 5 de los 
Preliminares, este valor cŕıtico defne una hipersuperfcie espacial T , que denomi-
namos superfcie de transición dada su interpretación f́ısica en las Refs. [137–139]. 
De la expresión de tc 

T , es obvio que tiende a menos infnito en el ĺımite clásico ya 
comentado. Por tanto, se dice que la superfcie de transición “reemplaza”, en este 
sentido, la singularidad central en la teoŕıa efectiva. Por consiguiente, concluimos que 
la región interior clásica se corresponde con valores negativos del tiempo angular34 , 
esta vez en el intervalo (tT 

c , 0). Esto implica que una región nueva emerge como 

33Nótese que, naturalmente, el ĺımite de masa cero de la Ec. (7.24) no está bien defnido, ya que 
la región interior del agujero desaparece en ese ĺımite y, por tanto, no existe una solución clásica de 
Kantowski-Sachs que la describa. 

34De ahora en adelante, empleamos indistintamente el tiempo angular o el tiempo radial, 
dependiendo de cuál sea más conveniente en cada punto de la discusión. Como veremos en la 
siguiente sección, la Ec. (7.19) se puede usar para obtener una relación impĺıcita entre ambas 
variables temporales, que hace las veces de “diccionario” entre las dos descripciones alternativas. 
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resultado de la inclusión de efectos cuánticos en el sistema, a saber, aquella que se 
encuentra más allá de la superfcie de transición y que corresponde a valores del 
tiempo angular tc < tc 

T . Para poder analizar de manera signifcativa la forma en la 
que se ven modifcadas las predicciones f́ısicas del modelo [195] como resultado de la 
nueva propuesta de defnición de los parámetros de polimerización (7.7), es necesario 
determinar previamente si el modelo conduce a una métrica espaciotemporal efectiva 
que esté bien defnida en la totalidad de la región interior. Este estudio de viabilidad 
es el objetivo de la sección siguiente. 

2 Estudio de las posibles obstrucciones 
En esta sección, examinamos las posibles obstrucciones al formalismo de dos tiempos, 
que podŕıan impedir que la métrica efectiva esté bien defnida en todos los puntos 
de la región interior, en el sentido de que no pueda ser expresada en términos de 
una única variable temporal (ni siquiera por parches). Las siguientes son condiciones 
necesarias para recuperar una métrica efectiva bien defnida en la vecindad de un 
punto cualquiera de la región interior: 

a) Uno de los tiempos tb o tc puede ser reescrito en términos del otro. 

b) La componente temporal del elemento de ĺınea efectivo se puede reescribir en 
términos de dtb 

2 o dtc 
2 , dependiendo de qué tiempo se pueda expresar como una 

función del otro. 

Naturalmente, para cubrir la totalidad de la región interior, necesitamos que estas 
dos condiciones se cumplan en todos los puntos de dicha región. 

A partir de las defniciones de los tiempos radial y angular [véase la Ec. (7.19)], se 
sigue inmediatamente que 

dt2 
b dtc 

2 
dt2 = = . (7.29)

C2 C2 
bc cb 

Por consiguiente, la contribución que es proporcional a dt2 en el elemento de ĺınea 
efectivo se puede reescribir en términos del cuadrado del diferencial de la variable 
temporal apropiada siempre y cuando la inclusión del factor 1/Cij 

2 no introduzca 
comportamientos singulares. Esta cuestión se estudiará detenidamente en la Sec. 
2.3. 

Consideremos entonces la otra condición, es decir, si alguno de los tiempos se puede 
expresar como una función del otro. Para determinar si es posible hacerlo para al 
menos uno de los tiempos en una vecindad de cada punto de la región interior, es 
necesario analizar la relación impĺıcita que existe entre ambas variables temporales. 
Dicha relación se puede obtener a partir de la igualdad 

Ccbdtb = Cbcdtc, (7.30) 

que se obtiene trivialmente a partir de las defniciones de tb y tc. Puesto que el 
denominador del factor Cij es simétrico bajo el intercambio de sus ı́ndices [como se 
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puede observar de forma inmediata en la Ec. (7.18)], solo los numeradores de estos 
factores, � � 

∂Oj ∂fj ∂fj
Fij = 1 − + , (7.31)

∂δj ∂Oj ∂Oi 

son de relevancia de cara a obtener la relación impĺıcita entre los tiempos radial y 
angular35 . De este modo, llevando a cabo una integración, la Ec. (7.30) conduce a Z 0 Z 0 

Gb(tb) = Fcb(tb 
′ )dt ′ b = Fbc(tc 

′ )dtc 
′ = Gc(tc), (7.32) 

tb tc 

donde las funciones Fij han de ser evaluadas en las soluciones dinámicas. Reescribien-
do los parámetros de polimerización δi = fi(Ob, Oc) como funciones de las combinacio-
nes lineales 

1 1 
µ1 = (Ob + Oc), µ2 = (Ob − Oc), (7.33)

2 2 

y asumiendo que las funciones resultantes son al menos de clase C1 , obtenemos que 

∂fj (m, 0) ∂Oj
Fij |on−shell = 1 − , (7.34)

on−shell∂m ∂δj 

donde |on−shell denota la evaluación sobre las soluciones dinámicas. Hemos hecho uso 
de que µ1|on−shell = m y µ2|on−shell = 0. Además, ∂/∂m denota la derivada parcial 
con respecto a µ1 evaluada sobre soluciones. Como resultado, la relación impĺıcita 
entre los tiempos radial y angular adopta la siguiente expresión: Z Ztb tc∂fb ∂Ob ∂fc ∂Oc−Gb(tb) = tb − (t ′ b)dt ′ b = tc − (t ′ c)dt ′ c = −Gc(tc), (7.35)

∂m 0 ∂δb ∂m 0 ∂δc 

donde hemos omitido las evaluaciones sobre soluciones para simplifcar la notación. 
Como ya hab́ıamos adelantado, esta expresión proporciona una relación impĺıcita 
entre ambas variables temporales, Gb(tb) = Gc(tc). En lo que sigue, analizamos esta 
relación en detalle. 

Es obvio que el requisito de que la métrica efectiva se pueda escribir en términos 
de un ´ on interior impone una serie de condiciones sobreunico tiempo en toda la regi´ 
las funciones Fij y Gi. En particular, 

i) Las primitivas Gi han de existir. Esto es equivalente a exigir que las funciones 
Fji sean integrables. 

ii) Al menos una de las primitivas Gi ha de ser invertible en cada punto de la región 
interior. 

iii) Las imágenes de ambas funciones primitivas Gi han de coincidir en la totalidad 
de la región espaciotemporal considerada. 

35Asumimos, por supuesto, que el denominador común de las funciones Cij es fnito y distinto de 
cero. Véase la Sec. 2.3. 
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En efecto, si existiese una subregión del interior donde las funciones Fij no fuesen 
integrables o ninguna de las funciones Gi fuese invertible, claramente apareceŕıan 
obstrucciones que impediŕ  etrica efectiva en t´ ´ıan defnir la m´ erminos de una unica 
variable temporal en dicha subregión. Además, si las imágenes de las primitivas no 
se solapasen por completo, entonces existiŕıa una subregión en la que la Ec. (7.35) no 
puede cumplirse, impidiendo que los tiempos radial y angular puedan ser relacionados 
entre śı. 

En primer lugar, examinaremos las propiedades de integrabilidad e invertibilidad 
de las funciones relevantes en la Sec. 2.1. De este análisis extraeremos herramientas 
de gran utilidad para abordar el estudio de las imágenes de Gb y Gc en la Sec. 2.2. 

2.1 Integrabilidad e invertibilidad 
Consideremos en primer lugar la integrabilidad de las funciones Fij . La Ec. (7.35) 
muestra que la integrabilidad de estas funciones requiere que las derivadas ∂Oj /∂δj 
sean integrables. Puesto que cualquier función continua en un intervalo cerrado es 
integrable en dicho intervalo y las derivadas parciales ∂Oj /∂δj son continuas en su 
dominio por ser funciones elementales36 tanto para j = b como para j = c, basta con 
comprobar que el intervalo de integración pertenece a su dominio para garantizar que 
son integrables en él. 

Tomando las derivadas parciales de los hamiltonianos parciales con respecto a su 
parámetro de polimerización respectivo, tenemos que � � 

∂Ob 1 γ2δb 
2 δbb cos δbb − sin δbb pb 

= − 1 − , (7.36)
∂δb 2γ sin2 δbb δb 

2 Lo 

∂Oc 1 δcc cos δcc − sin δcc pc 
= . (7.37)

∂δc γ δc 
2 Lo 

Para valores fnitos de los parámetros de polimerización, el dominio de ∂Oc/∂δc 
como función del tiempo angular es la totalidad de la recta real R y, en particular, 
contiene el intervalo de tiempos correspondiente a la región interior. La misma 
afrmación es válida en el caso de ∂Ob/∂δb como función de tb, como se puede 
comprobar fácilmente. Por tanto, ambas funciones son integrables, lo cual garantiza 
que las funciones primitivas Gi existen. Por supuesto, este resultado no implica que 
las funciones Gi(ti) se puedan escribir en términos de funciones elementales, como 
veremos más adelante. 

Procedemos ahora a discutir la invertibilidad de las funciones primitivas Gi, cuya 
existencia está garantizada en vista del argumento anterior. El teorema de la función 
inversa establece que, si una función es derivable en un cierto punto y su derivada 
es continua y distinta de cero, entonces la función es invertible en una vecindad de 
dicho punto. Dado que las funciones −Fji(ti), que son las derivadas de Gi(ti), son 
continuas, el teorema asegura que las primitivas son localmente invertibles salvo en 

36En otras palabras, se pueden obtener mediante un número fnito de composiciones y 
combinaciones de las cuatro operaciones fundamentales de funciones elementales básicas (potencias, 
exponenciales, logaritmos y funciones trigonométricas e hiperbólicas directas e inversas). 
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torno a los ceros de las funciones Fji(ti). Cabe enfatizar que la obtención de estos 
ceros será de gran utilidad para determinar el comportamiento y la forma de las 
funciones primitivas Gi, lo cual será crucial en lo que concierne a la discusión de sus 
imágenes más adelante. 

Empecemos investigando los ceros de Fbc(tc). De acuerdo con las Ecs. (7.34) y 
(7.37) y teniendo en cuenta que pc sin δcc es proporcional a Oc (y, por consiguiente, a 
m sobre soluciones), obtenemos que 

1 ∂fc
Fbc(tc) = 1 − [δcc(tc) cos δcc(tc) − sin δcc(tc)] pc(tc)

γLoδc 
2 ∂m 

m ∂fc 1 ∂fc 
= 1 + − pc(tc)δcc(tc) cos δcc(tc). (7.38)

δc ∂m γLoδc 
2 ∂m 

En términos de xc(tc) = tan[δcc(tc)/2] > 0, es sencillo mostrar que, para las soluciones 
discutidas en la Sec. 1, 

1 1 + xc(tc)
2 

pc(tc) = γLoδcm , (7.39)
2 xc(tc) 

δcc(tc) = 2 arctan xc(tc), (7.40) 

y, entonces, 

1 − xc(tc)2 
cos δcc(tc) = . (7.41)

1 + xc(tc)2 

Por ende, es posible reescribir Fbc como sigue: � � 
m ∂fc 1 − xc(tc)2 

Fbc(tc) = 1 − arctan xc(tc) − 1 . (7.42)
δc ∂m xc(tc) 

Los ceros text c de Fbc(tc) —es decir, los extremos locales de Gc(tc), en torno a los cuales 
esta función primitiva no se puede invertir uńıvocamente— verifcan � �−1

1 − (x0)2 ∂fc0 c δc 
arctan x = 1 + , (7.43)c x0 

c m ∂m 

0 (textcon x = xc ).c c 
Siguiendo los argumentos de área mı́nima presentados en las Refs. [137, 138] y con 

el objetivo de buscar una reconciliación parcial con los resultados de dichos trabajos, 
seleccionamos las funciones involucradas en las defniciones de los parámetros de 
polimerización de tal modo que sus valores sobre soluciones satisfagan 

√ !1/3 � �1/3
∆ 1 γ∆2 

δb = √ + o(m −1/3), δc = + o(m −1/3), (7.44)
2Lo 4π22πγ2m m 

√ 
donde, recordemos, ∆ = 4 3πGγ es el gap de ´ en la LQG y o(·area ) denota 
términos subdominantes con respecto a la función entre paréntesis en el ĺımite de 

144 



masas grandes, m → ∞. Cabe notar que estos términos subdominantes aparecen 
como resultado del hecho de que las expresiones de las Refs. [137, 138] se deducen 
a partir de una serie de condiciones de ´ ´ ´area mınima en el lımite de masas grandes, 
por lo que solo son válidas estrictamente para agujeros negros muy masivos. Por este 
motivo, se dice a menudo que el modelo AOS está especialmente diseñado para la 
descripción efectiva de agujeros negros con masas mucho mayores que la de Planck, 
clase a la que pertenecen los agujeros negros astrof́ısicos de los que se espera obtener 
eventualmente datos observacionales donde pudiera haber rastros de los efectos de la 
naturaleza cuántica de la gravedad. 

Haciendo uso de las expresiones recién introducidas de los parámetros de polime-
rización sobre soluciones, tenemos inmediatamente que 

0 1 − (xc 
0)2 

arctan xc 0 = −2 + o(m 0). (7.45) 
xc 

Despreciando los términos subdominantes y recordando que xc 
0 es estrictamente mayor 

que cero por defnición, concluimos que solo existe una solución a esta ecuación. En 
la Fig. 7.1, se puede apreciar la representación gráfca de las funciones de los lados 
izquierdo y derecho de la ecuación anterior, cuya intersecci´ unico cero deon marca el ´ 
la función Fbc. Dicho cero resulta tener un valor aproximado xc 

0 ≈ 2.2017. 
La conclusión que se extrae de este argumento es que Gc(tc) es invertible para todo 

tc < 0 salvo en una vecindad de 

0 � � 
ext 1 8m[xc + o(m0)] T 1 0 δc 
t = − ln = t − ln x + o ln . (7.46)c c c2 γLoδc 2 m 

Este valor del tiempo angular tc es alcanzado más allá de la superfcie de transición 
(en efecto, text < tT porque x0 es mayor que la unidad). Nótese también que el valor c c c 
numérico de text c recibe correcciones subdominantes procedentes de los términos de 
orden superior que intervienen en las expresiones de los parámetros de polimerización 
sobre soluciones, como simboliza la presencia del término o[ln(δc/m)] en la ecuación 
mostrada. Como consecuencia de las comentadas propiedades de invertibilidad de 
Gc(tc), el tiempo angular se puede escribir en términos del radial como 

= G−1tc c [Gb(tb)], (7.47) 

siempre y cuando tc no se encuentre en una vecindad del valor cŕıtico text c . No obstante, 
aún existe la posibilidad de que la métrica efectiva esté bien defnida en dicha región 
si Gb es localmente invertible alĺı, de tal modo que el tiempo radial se pueda expresar 
en términos del angular. En efecto, seŕıa posible lograr una descripción efectiva de la 
región interior en t´ ´erminos de una unica variable temporal si se pudiesen combinar 
satisfactoriamente inversiones locales que cubran la totalidad de la región considerada. 
Esto, no obstante, impone restricciones severas en las imágenes de Gb y Gc. Por 
ahora, estudiemos los ceros de la función restante, Fcb, y veamos si alguno de ellos se 
corresponde con text c con nuestras defniciones. Como ya hemos mencionado en un par 
de ocasiones, este análisis será de gran utilidad en el estudio posterior de la imagen 
de Gb. 
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Figura 7.1: Lados izquierdo y derecho de la Ec. (7.45) como funciones de xc. La curva 
azul continua representa el lado izquierdo, mientras que la ĺınea roja discontinua 
representa el lado derecho. Las intersecciones de ambas curvas proporcionan los 
puntos en los que la función Fbc se anula. Dado que xc 

0 > 0 por defnición, solo la 
intersección en el semieje positivo es relevante en la presente discusión. 

De acuerdo con las Ecs. (7.34) y (7.36), la función Fcb(tb) admite una expresión de 
la forma � � 

∂fb γ2δ2 pb(tb)
Fcb(tb) = 1 + 1 − b [δbb(tb) cos δbb(tb) − sin δbb(tb)] . (7.48)

∂m sin2 δbb(tb) 2γLoδb 
2 

La expresión del hamiltoniano parcial radial (7.5) implica que se satisface la siguiente 
identidad sobre soluciones: 

γ2δb sin δbb(tb) 
pb(tb) = −2γLom − pb(tb). (7.49)

sin δbb(tb) δb 

Por tanto, 

m ∂fb 1 ∂fb
Fcb(tb) = 1 − + 

δb ∂m 2γLoδb ∂m �� � � 
γ2δ2 δbb(tb) cos δbb(tb) sin δbb(tb)× 1 − b pb(tb) − 2 pb(tb) . (7.50)

sin2 δbb(tb) δb δb 
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Empleando la forma de las soluciones dinámicas efectivas presentadas en la Sec. 1, 
cos δbb(tb) se puede escribir como 

1 + boxb(tb) 
cos δbb(tb) = , (7.51)

1 + b− 
o 
1xb(tb) 

donde −1 < xb(tb) = tanh(botb/2) ≤ 0. Nótese que, de la Ec. (7.51), se sigue que 
−bo < cos δbb(tb) ≤ 1, con una cota inferior menor que la que es habitual en la función 
coseno de una variable real. Esta discrepancia apunta al hecho de que las variables 
canónicas radiales se hacen imaginarias a partir de un cierto punto en la evolución. 
Este fenómeno está ı́ntimamente relacionado con la existencia de un horizonte más 
allá de la superfcie de transición, que se ha interpretado como un horizonte blanco 
en el modelo original [137, 138]. En lo que sigue, nos centramos en valores del tiempo 
radial para los cuales la variable de conexión b es real y, por consiguiente, sus funciones 
trigonométricas están acotadas por los valores usuales. Dichos valores corresponden 
a xb(tb) ∈ [−2bo/(1 + b2 

o), 0], δbb(tb) ∈ [0, π] o, equivalentemente, � � 4 1WH WHtb ∈ tb , 0 , tb = − arctanh , (7.52)
bo bo 

donde tWH 
b designa la posición del horizonte blanco de acuerdo con la interpretación 

de las Refs. [137, 138]. A partir de ahora, restringimos la discusión a la región interior 
genuina, comprendida entre las fronteras identifcadas como un horizonte negro y un 
horizonte blanco. Teniendo en cuenta esta restricción y la Ec. (7.23), tenemos que � � 

1 + boxb(tb)
δbb(tb) = arccos , (7.53)

1 + b− 
o 
1xb(tb)p

−xb(tb)[2bo + (1 + b2 
o)xb(tb)]sin δbb(tb) = γδb , (7.54)

bo + xb(tb)p
[bo + xb(tb)] −xb(tb)[2bo + (1 + b2)xb(tb)] 

pb(tb) = −2Lom o . (7.55)
b2 
o[1 − xb(tb)2] 

Nótese que tanto pb como sin δbb se anulan en el horizonte blanco. Introduciendo estas 
expresiones en la Ec. (7.50), se obtiene ( � �

2 + xb)
22m ∂fb 1 2boxb + (1 + bo 

2)xb 1 (bo
Fcb =1 − + + p 1 + 

b2 2 2δb ∂m 2 o(1 − xb ) 2 b2 
o − 1 2boxb + (1 + b2 

o)xb� � �p1 + boxb 1 + boxb × arccos −xb[2bo + (1 + b2)xb] . (7.56)
1 + bo 

−1xb bo(1 − xb 
2) o 

0 = xb(t
extComo resultado, cualquier cero text ha de verifcar, con x ) (y salvo b de Fcb b b 

términos correctivos subdominantes), � � � �
0)2 01 (bo + xb 1 + boxbp 1 + arccos

0 0 02 b2 − 1 2box + (1 + b2 
o)(x )2 1 + b− 

o 
1x 

o b b b 
0 q 0 0)21 + boxb 0 0 2boxb + (1 + bo 

2)(xb× −x [2bo + (1 + b2)x ] + = −2, (7.57)
0 b o b b2 0bo[1 − (xb )

2] o[1 − (xb )
2] 
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donde hemos hecho uso de la dependencia del orden dominante del parámetro de 
polimerización radial en la masa m sobre soluciones. En la Fig. 7.2, se puede apreciar 
los lados izquierdo y derecho de la ecuación anterior. Sus intersecciones, como en el 
caso angular, señalan (las imágenes bajo xb de) los ceros de la función Fcb. 
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Figura 7.2: Lados izquierdo y derecho de la Ec. (7.57) como funciones de xb 
0 . Las 

curvas se corresponden con el lado izquierdo de la Ec. (7.57) para distintos valores 
de la masa m, mientras que la ĺınea negra discontinua representa el valor del lado 
derecho de la ecuación. 

Inspeccionando la Fig. 7.2, es inmediato apreciar que, a medida que bo se aproxima 
a uno (es decir, para valores pequeños de δb o masas grandes), el lado izquierdo de la 
Ec. (7.57) presenta un mı́nimo que es cada vez más pronunciado y que se desplaza 
hacia valores cada vez más negativos de xb 

0 . Como resultado, encontramos que Fcb no 
se anula en ningún punto de la región interior para valores de la masa m por debajo de 
un cierto umbral cŕıtico. Numéricamente, observamos que dicho umbral corresponde 

de bcrita un valor aproximado de bo o ≈ 1.032 (o, de forma totalmente equivalente, 
a un valor del parámetro de masa de aproximadamente unas 13 masas de Planck). 
En el caso de agujeros negros muy masivos (que es de especial interés por ser el tipo 
de agujeros a cuya descripción está especialmente adaptado el modelo), Fcb presenta 

(1) (2) (1) (2)
dos ceros, que denominaremos x y xb,0 , tales que x > x Por consiguiente, enb,0 b,0 b,0 . 
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los casos comentados, Gb resulta ser localmente invertible en todos los puntos de la 
(1)

región interior salvo en una vecindad de aquellos correspondientes a los instantes tb,ext 
(2) (1) (2)

y t [asociados, respectivamente, con x y x ].b,ext b,0 b,0 
Verifquemos a continuación si alguno de estos puntos equivale al valor del tiempo 

angular para el que la primitiva Gc no puede ser invertida para algún valor de m. 
Recordemos que la correspondencia entre los tiempos radial y angular está dictada 
por la relación impĺıcita Gb(tb) = Gc(tc). Por tanto, tenemos que determinar si 

(text 
(1) (2)

Gc ) difere o no de Gb(t ) y Gb(t ) para cualquier valor (grande) de la masa.c b,ext b,ext 
No obstante, dado que ni los ceros de Fcb(tb) ni la propia función Gb(tb) pueden ser 
escritos en términos de funciones elementales, tendremos que recurrir a argumentos 
y técnicas seminuméricos para llevar a cabo el análisis. 

En el sector angular, es posible integrar Fbc(tc) expĺıcitamente. En efecto, salvo 
términos subdominantes, Z 01 ′ ′ ′ ′ Gc(tc) = −tc + dtc 

′ [δcc(tc) cos δcc(tc) − sin δcc(tc)]pc(tc)3γLoδcm tcZ �� � � xc(0)1 1 1 
= −tc − dxc − 1 arctan xc − . (7.58)

6 x2 xcxc(tc) c 

Integrando por partes, alcanzamos la siguiente expresión: � 
2 2 � 

1 xc (tc) + 1 xc (0) + 1 
Gc(tc) = −tc − arctan xc(tc) − arctan xc(0) . (7.59)

6 xc(tc) xc(0) 

En particular, el valor de la primitiva Gc(tc unico extremo se obtiene reempla-) en su ´ 
zando xc(tc) por x0 

c y teniendo que cuenta que xc(0) = γLoδc/(8m). Del mismo modo 
que ocurre con xc(0), dicho valor depende de la masa m del agujero negro, tanto 
directamente como a través de su dependencia en δc. 

Seŕıa deseable poder obtener una expresión similar para el resultado de evaluar la 
primitiva radial Gb en sus dos extremos. Sin embargo, como mencionamos anterior-
mente, ni siquiera parece posible escribir Gb en términos de funciones elementales, 
a pesar de que su existencia esté garantizada por las propiedades de integrabilidad 
discutidas al principio de esta subsección. Por completitud, la expresión de Gb(tb) 
viene dada expĺıcitamente por Z � �0 γ2δ21 b ′ ′ ′ ′ Gb(tb) = −tb − dt ′ b 1 − [δbb(tb) cos δbb(tb) − sin δbb(tb)] pb(tb)6γLoδbm sin2 δbb(t ′ )tb b q 

2 
Z 0 � 

(bo + x ′ )2 � (bo + xb 
′ ) |2boxb 

′ + (1 + bo 
2)xb 

′ 2|
= −tb + dx ′ 1 + b 

b ′ ′ 2 ′ 23γδb xb(tb) 2boxb + (1 + b2 
o)xb bo 

3(1 − xb )2  q � � 2′ ′ |2box ′ + (1 + b2)x ′ |1 + boxb 1 + boxb b o b × arccos ′ − γδb ′ 
 , (7.60)

1 + b−1x 1 + b−1x ′ bo + xo b o b b 

donde los términos subdominantes han sido omitidos. Dichos términos [inducidos 
por las correcciones ignoradas en la Ec. (7.44)] modifcaŕıan el factor que multiplica 
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la integral en la ecuación anterior, además de los parámetros bo que aparecen en el 
(a)

integrando. Sea Gb(t ) el resultado de evaluar la Ec. (7.60) en los ceros de Fcb(tb),b,ext 
(a) 

(text 
(a)

t con a = 1, 2. Como en el caso de Gc ), los valores Gb(t ) dependen de lab,ext c b,ext 
masa m, esta vez tanto a través de su dependencia en δb (directa e indirecta) como 
a través de la dependencia de los ceros de Fcb en m (recordemos que bo interviene 

(a)
en la ecuación satisfecha por xb,0 ). Por consiguiente, para cada valor de la masa, 
será necesario resolver numéricamente la Ec. (7.57) y evaluar Gb en las soluciones, 
evaluación que también habrá de ser llevada a cabo empleando métodos numéricos. 

(a)
Este procedimiento permite representar las dos curvas correspondientes a Gb(t )b,ext 

(textcomo funciones de la masa m, cuyas intersecciones con Gc c ) indicaŕıan la presencia 
de obstrucciones al formalismo en su versión actual. El resultado se puede encontrar 
en la Fig. 7.3. 
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Gb(t
(1)
b, ext)

Gb(t
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b, ext)

Gc(t
ext
c

)

Figura 7.3: Primitivas evaluadas en los ceros de sus derivadas para valores de la masa 
m (representada en el eje horizontal) comprendidos entre 20 y 100 masas de Planck. 

(text 
(1) (2)

Las curvas verde, azul y naranja se corresponden con Gc ), Gb(t ) y Gb(t ),c b,ext b,ext 
respectivamente. 

(1)
Las curvas recogidas en la Fig. 7.3 ponen de manifesto que Gb(t ) es mayor queb,ext 
(textGc c ) en todo el intervalo estudiado de masas. La unica intersecci´ ´ on posible es, 

(text 
(2)

entonces, aquella entre las curvas asociadas a Gc ) y Gb(t ). Dicha intersecciónc b,ext 
resulta tener lugar para un valor aproximado de la masa m de unas 20 masas de 
Planck. Más allá de este valor, las curvas correspondientes a las primitivas Gi 
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evaluadas en sus extremos no intersectan más, al menos en el rango de masas conside-
rado. Además, el comportamiento presentado por estas curvas sugiere que esta 
conclusión se puede extrapolar también para valores mayores de la masa m. 

Por consiguiente, los resultados obtenidos en esta sección garantizan que, en cada 
punto de la región interior genuina, es posible invertir localmente al menos una 
de las funciones primitivas Gb o Gc (en términos de sus argumentos respectivos) 
siempre y cuando la masa del agujero negro supere unas 20 masas de Planck, lo que 
ciertamente incluye todo el régimen de validez del modelo original propuesto en las 
Refs. [137, 138]. No obstante, como hemos comentado al principio de la sección, 
estas condiciones de integrabilidad e invertibilidad son necesarias pero no sufcientes 
para asegurar la buena defnición de la métrica espaciotemporal efectiva resultante 
de nuestro formalismo de dos tiempos en toda la región interior. En efecto, a estas 
alturas de la discusión, solo podemos concluir que es posible obtener una reformulación 
satisfactoria en términos de una unica variable temporal en la regi´´ on cubierta por 
los intervalos temporales correspondientes a la intersección de las imágenes de Gb 
y Gc (siempre que nos concentremos en agujeros negros sufcientemente masivos). 
Determinar si dicha región coincide o no con la totalidad de la región interior es 
precisamente el objetivo de la Sec. 2.2. 

2.2 Imágenes de las funciones primitivas 
Llegados a este punto, ya sabemos que Gb(tb) y Gc(tc) existen y que, para todo tiempo 
correspondiente a un punto de la región interior, al menos una de estas funciones es 
invertible si m es sufcientemente grande. Sin embargo, esto no signifca aún que la 
métrica efectiva se pueda defnir satisfactoriamente en t´ ´erminos de un unico tiempo 
en toda la región interior. Más concretamente, los resultados de invertibilidad local 
discutidos son insufcientes para reexpresar un tiempo en términos del otro si las 
imágenes de la región interior bajo Gb y Gc no coinciden. Efectivamente, la relación 
impĺıcita Gb(tb) = Gc(tc) solo está bien defnida para valores de los tiempos radial 
y angular que corresponden a la intersección de las imágenes de las dos funciones 
primitivas. Por tanto, para completar nuestra discusión acerca de la invertibilidad 
de la relación impĺıcita entre las dos variables temporales de nuestro formalismo, 
procedamos en esta sección a estudiar las imágenes de las funciones Gi. Para este fn, 
serán de especial utilidad los resultados concernientes a los extremos de Gi obtenidos 
en la sección anterior. 

Comencemos considerando el caso de la primitiva angular Gc, de la cual contamos 
con una expresión expĺıcita en términos de funciones elementales. De acuerdo con 
dicha expresión (7.59), es inmediato apreciar que Gc(0) = 0 y limtc→−∞ Gc = −∞. 
Adicionalmente, para valores pequeños del tiempo angular tc (es decir, en la región 
cercana al horizonte negro), la función Gc es positiva y se comporta de manera 
esencialmente lineal. En cambio, para valores de tc sufcientemente negativos, su 
comportamiento se asemeja al de una función exponencial decreciente. Esto, junto 
con el hecho de que Gc es una función continua, implica que la primitiva angular 
presenta un número impar de extremos locales. De hecho, ya sabemos que esta 

(textfunción tiene un ´ aximo Gc,max c ) para un valor delunico extremo local: un m´ = Gc 
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(texttiempo angular tc 
ext para el que xc c ) ≈ 2.2017 [véanse las Ecs. (7.46) y (7.59)]. 

Como consecuencia, la imagen de la semirrecta negativa tc ≤ 0, que contiene a la 
región interior, bajo la primitiva angular es 

R(Gc) = (−∞, Gc,max]. (7.61) 

Recuérdese que un horizonte blanco potencial se encuentra situado en un valor fnito 
de tb y, dadas las propiedades de continuidad de Gb y Gc, esta frontera también 
corresponde a un valor fnito de tc. Como resultado, la imagen de Gc restringida a 
la región interior genuina, R(Gc)|int, debe corresponderse con un intervalo acotado 
inferiormente por un valor fnito. 

De las expresiones de Gc (7.59) y de tc 
ext (7.46), es sencillo entender cómo la posición 

del máximo se ve afectada por una variación de la masa del agujero. En efecto, como 
y de textponen de manifesto los signos de las derivadas de Gc c con respecto a m, el 

máximo se ve desplazado hacia valores negativos de tc y su altura crece a medida que 
la masa m aumenta. En lo que sigue, llevamos a cabo un análisis similar de Gb para 
comprender cuál es su comportamiento como función del tiempo radial tb y cómo se 
ve modifcado este comportamiento para distintos valores de m. 

Con nuestra defnición de Gb, escrita en la Ec. (7.60), esta función se anula en 
el horizonte negro. Además, como en el caso de su contrapartida angular, también 
resulta ser positiva y esencialmente lineal en una vecindad de dicha frontera. Su 
comportamiento asintótico, sin embargo, difere enormemente del exhibido por Gc. 
En lugar de decrecer exponencialmente, se puede ver que tiende a infnito positivo. 
Como resultado, la imagen del semieje real negativo bajo Gb contendrá ciertamente 
la semirrecta real positiva, R(Gb) ⊇ [0, ∞). Si restringimos nuestra atención a la 
región interior genuina, esta conclusión se ve modifcada. La afrmación precisa en 
dicho caso seŕıa que R(Gb)|int ⊇ [0, Gb,sup], donde Gb,sup denota el supremo de Gb en 
la región comprendida entre el horizonte negro y el horizonte blanco. Este supremo 

(a)
podŕıa corresponder, o a su valor en uno de sus extremos Gb(t ), o a su valor enb,ext 
la frontera que se ha venido interpretando como un horizonte blanco, Gb(t

WH 
b ). En 

cualquier caso, Gb,sup es necesariamente fnito dada la continuidad de la primitiva 
radial. 

Adicionalmente, como ya hemos visto, Gb presenta dos extremos37 en las soluciones 
de la Ec. (7.57). La ´ y con suunica posibilidad compatible con la continuidad de Gb 
comportamiento asintótico es que el extremo más cercano al horizonte negro sea un 
máximo y el más alejado, un mı́nimo. Su comportamiento a medida que el parámetro 
de masa m aumenta está ilustrado en la Fig. 7.4. 

Observando esta gráfca con atención, concluimos que la diferencia en altura entre 
el máximo y el mı́nimo crece a medida que la masa se hace más grande y que 
ambos extremos se desplazan progresivamente hacia valores más negativos del tiempo 
radial tb. Adicionalmente, se puede apreciar que el valor de la función Gb en su 
mı́nimo, Gb,min, se hace negativo una vez que la masa sobrepasa un valor cŕıtico (de 

37Los resultados numéricos sugieren que el horizonte blanco siempre se localiza más allá del 
extremo más alejado del horizonte negro, por lo que ambos extremos pertenecen a la región interior, 
al menos para valores de la masa en el intervalo estudiado. 
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Figura 7.4: Gb como función del tiempo radial tb para diferentes valores de la masa 
m. En la obtención numérica de esta fgura, hemos tomado G = 1, Lo = 1 y los 
valores estándar de γ y ∆. 

aproximadamente 460 masas de Planck, como revelan nuestros resultados numéricos). 
Por consiguiente, para valores de la masa por encima de este umbral, la imagen de la 
primitiva radial seŕıa de la forma 

R(Gb)|int = [Gb,min, Gb,sup]. (7.62) 

Obviamente, la continuidad de Gb garantiza que Gb,min es fnito para cualquier valor 
fnito de la masa m. En consonancia con nuestros comentarios anteriores, la relación 
impĺıcita que vincula los tiempos radial y angular implica que Gc(tc) también ha de 
estar acotada inferiormente en la región estrictamente interior, siendo la cota inferior 
precisamente Gb,min en el sector de interés de masas grandes38 . Cabe enfatizar que la 
razón que subyace a la existencia de esta cota inferior en la región interior es que la 
caracterización del horizonte blanco está basada en la anulación de b y pb (como es 
también el caso del horizonte negro), de tal modo que su posición queda determinada 
de forma natural en término del tiempo radial [véase la Ec. (7.52)]. Teniendo este 
hecho en mente y dada la relación impĺıcita entre las dos variables temporales, vemos 

38De forma más general, R(Gc)|int = [Gb,inf , Gc,max], donde el ı́nfmo de la primitiva radial Gb,inf 
es, o bien cero, o bien Gb,min, dependiendo de si la masa m supera o no el umbral de 460 masas de 
Planck mencionado anteriormente. 
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que, para agujeros negros sufcientemente masivos: i) tc decrece monótonamente hasta 

que alcanza un valor G−1[Gb(t
(2) 

)], donde Gc alcanza su valor mı́nimo39 , y, entonces, c b,ext 
[Gb(t

WHii) tc empieza a crecer hasta que alcanza el valor G− 
c 
1 

b )], que marca el fnal de 
la región interior. En conclusión, para masas sufcientemente grandes, 

R(Gc)|int = [Gb,min, Gc,max], R(Gb)|int = [Gb,min, Gb,sup], (7.63) 

donde Gb,sup = b ]. Como consecuencia inmediata de compararmax[Gb(t
WH), Gb,max 

estas dos expresiones, toda discrepancia potencial entre las imágenes de Gb y Gc en 
la región interior ha de estar situada en sus extremos superiores. 

Una vez entendidos los comportamientos de Gb y Gc, nos encontramos en posición 
de concluir nuestro estudio comparativo de sus imágenes. Representando ambas 
funciones primitivas al mismo tiempo para un valor de la masa m mucho mayor 
que la masa de Planck (a saber, m = 5000), obtenemos el resultado mostrado 
en la Fig. 7.5. Como se puede ver en dicha gráfca, Gb y Gc son esencialmente 
iguales hasta la superfcie de transición, donde los efectos cuánticos gravitatorios 
dejan de ser despreciables. Por tanto, hasta dicha superfcie, tb ≈ tc, siendo mejor 
la aproximación cuanto más cerca se está del horizonte negro. En esta subregión, se 
puede lograr una reconciliación parcial de nuestro formalismo con el modelo original, 
ya que, en este régimen, las soluciones dinámicas son idénticas a las de las Refs. 
[137, 138]. No obstante, la variable temporal unica en la que est´´ an escritas (i.e., el 
valor aproximadamente coincidente de tb y tc) no es la considerada por los autores de 
las Refs. [137, 138], como queda de manifesto por la presencia del factor 1/Cij 

2 en la 
componente temporal de la métrica efectiva, factor que será estudiado en la siguiente 
sección. 

En contraste con los comentarios del párrafo anterior, Gb y Gc diferen enormemente 
más allá de la superfcie de transición. En particular, como hemos mostrado, la 
primitiva radial presenta un segundo extremo en dicha subregión, lo cual conduce a 
una relación no monotónica entre los dos tiempos, como ya discutimos en el párrafo 
bajo la Ec. (7.62). Además, se puede apreciar que Gb,sup > Gc,max, lo cual, de 
acuerdo con nuestros resultados numéricos, se cumple en todo el intervalo de masas 
considerado. En efecto, el valor de Gb en su máximo (que se corresponde con Gb,sup 
para masas grandes, según nuestro análisis) resulta ser siempre mayor que Gc,max en el 
rango de masas investigado (véase la Fig. 7.3). Además, en vista del comportamiento 
exhibido por las primitivas en el intervalo estudiado de valores de m, parece razonable 
esperar que Gb,sup siga siendo también mayor que Gc,max para agujeros negros con 
masas aún mayores. 

Teniendo en cuenta estas observaciones, es fácil convencerse de que las imágenes 
de la región interior bajo las funciones Gc y Gb, tal y como están defnidas en la Ec. 
(7.63), no coinciden para ningún valor fnito de la masa en el intervalo considerado. 
En efecto, el hecho de que Gb,sup sea por defnición mayor o igual al valor de Gb en 
su máximo, junto con el hecho de que esta ultima cantidad resulte superar el valor ´ 

39Es fácil darse cuenta de que este mı́nimo, donde dtc/dtb se anula, señala la presencia de un 
extremo local en el área de las 2-esferas coordenadas caracterizadas por un valor constante de x, 
4πpc(tb). 
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Figura 7.5: Gb y Gc como funciones de sus tiempos respectivos (identifcados con la 
variable del eje horizontal) para m = 5000. Las ĺıneas grises puntuadas muestran, de 
izquierda a derecha, las posiciones del horizonte blanco, de la superfcie de transición 
y del horizonte negro en las variables temporales en que se defnen de manera natural 
(i.e., en tiempo radial, en el caso de los horizontes y en tiempo angular, en el caso de 
la superfcie de transición). En la obtención numérica de esta fgura, hemos tomado 
G = 1, Lo = 1 y los valores estándar de γ y ∆. 

de Gc,max, implica que existen valores del tiempo radial con una imagen positiva a 
los que no se les puede asociar un valor del tiempo angular. Por consiguiente, hemos 
de concluir que no es posible llevar a cabo una inversión satisfactoria de la relación 
impĺıcita entre las dos variables temporales en la totalidad de la región interior. 

Por lo tanto, a pesar de la integrabilidad de Fij y de las buenas propiedades de 
invertibilidad local presentadas por las funciones primitivas Gi, el hecho de que la 
intersección de las imágenes de Gb y Gc no cubra la región interior completa supone 
una obstrucción al formalismo derivado de nuestra propuesta de defnición de los 
parámetros de polimerización (7.7). Efectivamente, el formalismo no puede abarcar 
la totalidad de la región estudiada (al menos en su forma presente), en el sentido de 
que no proporciona una métrica efectiva que esté bien defnida en todas partes. La 
razón ´ on es que existe una subregi´ultima que subyace a esta afrmaci´ on en la que no se 
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puede establecer una relación satisfactoria entre el tiempo radial y el tiempo angular, 
por lo que ninguno de ellos se puede expresar en términos del otro. No obstante, 
llegados a este punto, conviene recordar que existe una libertad en el formalismo que 
aún no hemos explotado, a saber, la de fjar libremente los oŕıgenes de los dos tiempos 
independientemente. Como veremos en la Sec. 3, resulta que es posible hacer coincidir 
las imágenes de Gb y Gc con una elección apropiada de estos oŕıgenes, eliminando aśı la 
obstrucción que hemos encontrado para defnir una geometŕıa efectiva en la totalidad 
de la región interior. 

2.3 Comportamiento de la componente métrica temporal 
Por completitud, estudiemos en esta sección el comportamiento del factor Cij (el 
inverso de cuyo cuadrado aparece en la componente temporal de la métrica) a lo 
largo de las trayectorias dinámicas, para asegurarnos de que no existen obstrucciones 
adicionales al formalismo de dos tiempos. De su expresión (7.18), sabemos que estos 
factores dependen exclusivamente de las derivadas de cada uno de los hamiltonianos 
parciales con respecto a su parámetro de polimerización asociado y de las derivadas 
de los parámetros de polimerización con respecto a los hamiltonianos parciales. Estos 
factores se pueden escribir como 

Fij
Cij = , ζ = (1 − ∆bb)(1 − ∆cc) − ∆bc∆cb. (7.64)

ζ 

Dadas la estructura que presentan estos factores y la continuidad de todas las funcio-
nes involucradas, parece haber un total de tres situaciones que han de ser examinadas 
cuidadosamente para descartar la posibilidad de que estos factores sean una fuente 
adicional de obstrucciones, en el sentido de que conduzcan a singularidades o a 
degeneraciones en la métrica efectiva. En primer lugar, hay que considerar los 
puntos en los que Fij se anula, que se corresponden a divergencias (posiblemente 
aparentes) en la métrica. En segundo lugar, también es importante estudiar los ceros 
del denominador ζ, asociados con puntos en los que la métrica efectiva se vuelve 
degenerada (al menos en las coordenadas adoptadas). En tercer y último lugar, 
habŕıa que contemplar la posibilidad de que Fij y ζ se anulen al mismo tiempo, lo 
cual conduciŕıa a una situación indeterminada. 

Como ya hemos visto, los puntos en los que las funciones Fij se anulan son aquellos 
que los que las primitivas Gj no pueden ser invertidas localmente. Esto, junto con el 
hecho de que una potencia de Fij interviene en la métrica efectiva solo cuando está 
escrita en términos del tiempo ti, implica que estos ceros no constituyen un problema. 
Para mayor claridad, concentrémonos por un momento en el caso particular de la 
región en la que la m´ se puede escribir ´ en términos del tiempo etrica unicamente 
radial tb: 

γ2δ2 [tc(tb)] ζ[tb, tc(tb)]
2 p2(tb)b pc bds2 = − dt2 

b + 
L2 dx2 + pc[tc(tb)]dΩ2 , (7.65)

sin2 δbb(tb) Fbc[tc(tb)]2 
opc[tc(tb)] 

donde tc(tb) debe ser entendido como tc(tb) = G− 
c 
1[Gb(tb)]. Es crucial tener en mente 

que la métrica efectiva solo se puede escribir de este modo cuando tc no se encuentra 
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en la vecindad del ´ on donde Gc es invertible y tc puede serunico cero de Fbc, regi´ 
expresado en términos de tb. Por tanto, es obvio que Fbc no se anula nunca en la 
región que puede ser cubierta por una métrica efectiva escrita en términos del tiempo 
radial. El mismo argumento se puede aplicar al caso en el que la métrica se escribe 
en términos del tiempo angular, en el que el factor potencialmente problemático es 
una potencia de Fcb. 

Nótese que el hecho de que el comportamiento de Fij sea inocuo permite descartar 
inmediatamente no solo la primera fuente potencial de obstrucciones mencionada en 
el párrafo bajo la Ec. (7.64), sino también la tercera (si el numerador no se anula en 
la región en la que la componente temporal de la métrica se puede escribir de la forma 
apropiada, naturalmente tampoco se podrá anular a la vez que el denominador). Por 
lo tanto, la ´ on restante que podrıa no conducir a un buen comportamiento unica situaci´ ´ 
del factor 1/Cij 

2 es aquella en la que el denominador ζ se anula en algún punto de la 
evolución. Recordemos que el valor de ζ se ha asumido distinto de cero durante la 
deducción de las ecuaciones del movimiento. No obstante, una vez introducidas las 
redefniciones temporales y resueltas las ecuaciones dinámicas, las soluciones efectivas 
están bien defnidas incluso si ζ = 0. Por consiguiente, podemos emplear un argu-
mento de continuidad y extender nuestro formalismo de forma que abarque el caso 
en el que esta restricción desaparece para estudiar el comportamiento de ζ a lo largo 
de una trayectoria dinámica dada cualquiera. 

Los puntos en los cuales el denominador ζ se hace cero vienen determinados por 
la ecuación � �� � 

∂fb ∂Ob ∂fc ∂Oc ∂fb ∂Ob ∂fc ∂Oc
1 − 1 − = . (7.66)

∂Ob ∂δb ∂Oc ∂δc ∂Oc ∂δb ∂Ob ∂δc 

Recuérdese que, tras evaluar los parámetros de polimerización sobre soluciones y 
asumiendo que son al menos de clase C1 , 

∂fi ∂fi ∂fi 
+ = . (7.67)

∂Ob ∂Oc ∂m 

Entonces, podemos hacer uso de la libertad of-shell de nuestro formalismo para elegir 
libremente una de las derivadas que aparecen en el lado izquierdo de la ecuación, tras 
lo cual la derivada restante queda inmediatamente fjada por el requisito de que la 
suma de ambas sea igual a la derivada de los parámetros (7.44) con respecto a la 
masa. Expresando de este modo las derivadas no diagonales ∂fi/∂Oj (con i ̸= j), es 
posible reescribir la Ec. (7.66) de la siguiente manera: � � � � 

∂Ob ∂fb ∂Oc ∂fc
Fbc + Fcb + (Fbc + Fcb − FbcFcb) = 0, (7.68)

∂δb ∂Ob ∂δc ∂Oc 

donde los objetos entre paréntesis pueden ser entendidos como los coefcientes (en 
general, dependientes de la masa m y del espacio de fases) de una ecuación lineal en 
∂fb/∂Ob y ∂fc/∂Oc. Por un lado, es inmediato darse cuenta de que Fbc = Fcb = 0 es 
una solución trivial a la ecuación anterior. Sin embargo, como discutimos en la Sec. 
2.3, las funciones Fbc y Fcb no se anulan simultáneamente en el régimen de interés del 
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modelo, donde m es muy grande con respecto a la masa de Planck. Por otro lado, 
está claro que, siempre y cuando los dos primeros coefcientes no se hagan cero al 
mismo tiempo, es posible explotar la libertad de nuestro formalismo para seleccionar 
∂fi/∂Oi de tal modo que la ecuación anterior no se satisfaga (en otras palabras, de tal 
modo que ζ ̸= 0). En realidad, es sencillo demostrar que los dos primeros coefcientes 
de la Ec. (7.68) no se pueden anular idénticamente en el mismo punto a lo largo de 
la evolución o, al menos, no de forma dañina. En primer lugar, las funciones Fij no 
se hacen cero de forma simultánea. Por tanto, solo hay dos opciones para que estos 
coefcientes se anulen: A) que lo haga a la vez uno de los pares (Fij , ∂Oj /∂δj ), o B) 
que lo hagan las dos derivadas ∂Oi/∂δi. La primera opción queda inmediatamente 
descartada porque, si ∂Oj /∂δj es cero, entonces Fij = 1 por defnición. Si bien la 
segunda opción puede tener lugar (concretamente, en una vecindad del horizonte 
negro, donde ambas funciones primitivas exhiben un comportamiento esencialmente 
lineal), en tal caso ambas funciones Fij seŕıan iguales a la unidad y la Ec. (7.68) no 
se verifcaŕıa. Efectivamente, en dicha situación, el lado izquierdo de la Ec. (7.68) 
vendŕıa dado por Fbc + Fcb − FbcFcb, que seŕıa igual a uno y, por tanto, no se anulaŕıa. 
Concluimos entonces que basta siempre con seleccionar las derivadas of-shell ∂fi/∂Oi 
de manera adecuada para que el denominador ζ sea distinto de cero a lo largo de 
cualquier trayectoria dinámica. 

Los resultados obtenidos en esta sección aseguran que existe libertad sufciente en 
el formalismo de dos tiempos discutido para asegurar que, si el factor 1/Cij 

2 apare-
ce en la componente puramente temporal de la métrica efectiva, dicho factor sea 
fnito y distinto de cero. Esta es una diferencia fundamental con respecto al enfo-
que sugerido en la Ref. [140] (donde, recordemos, se argumenta que los parámetros 
de polimerización debeŕıan defnirse como funciones de sus hamiltonianos parciales 
correspondientes), cuyas ideas generaliza la propuesta desarrollada: en dicho trabajo, 
la ausencia de las derivadas cruzadas de los parámetros de polimerización hace que 
sea inevitable encontrar singularidades a lo largo de cualquier trayectoria dinámica. 

En conclusión, la ´ on identifcada a la forma presente del formalismo unica obstrucci´ 
de dos tiempos no afecta a la componente temporal de la métrica, sino que es debida a 
ciertos impedimentos a la hora de obtener una inversión global de la relación impĺıcita 
entre los tiempos radial y angular. 

3 Redefnición del origen del tiempo angular 
En la sección anterior, hemos argumentado que es aparentemente imposible extender 
el formalismo de tal modo que abarque la totalidad de la región interior de forma 
satisfactoria debido a la diferencia encontrada entre las imágenes de las dos funciones 
primitivas Gb y Gc. No obstante, cabe aún preguntarse si este problema se puede 
solventar haciendo uso de la libertad existente para fjar los oŕıgenes de las variables 
temporales de forma independiente. Nótese que la forma en la que se fjan las 
constantes de integración en la resolución de las ecuaciones dinámicas en las Refs. 
[137, 138] incorpora el requisito de que las variables radiales b y pb se anulen en 
tb = 0, identifcando esta superfcie con el horizonte negro. Dado que hemos seguido 
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sus convenios a la hora de fjar las constantes de integración, también hemos fjado el 
horizonte negro en tb = 0. Sin embargo, merece la pena enfatizar que este argumento 
no involucra el tiempo angular tc. Por consiguiente, no es necesario identifcar el 
horizonte negro también con tc = 0, como hemos hecho hasta este momento. En la 
relatividad general, el carácter lineal de la relación entre los tiempos radial y angular 
hace que un desplazamiento constante de uno de los tiempos con respecto al otro sea 
irrelevante y, por simplicidad, dicho desplazamiento se hace igual a cero. En cambio, 
en el presente formalismo, la relación entre ambos tiempos es altamente no lineal, 
por lo que la situación es completamente distinta. En esta sección, consideramos la 
posibilidad de seleccionar un origen del tiempo angular diferente y discutimos si un 
procedimiento tal puede ayudar a resolver la obstrucción encontrada. 

En primer lugar, recordemos que las defniciones de los tiempos radial y angular 
(7.19) involucran exclusivamente sus diferenciales. Una elección distinta del origen 
del tiempo angular, que solo conlleva un desplazamiento trivial a nivel de la parte 
angular de las soluciones dinámicas, resulta tener un impacto interesante en la re-
lación impĺıcita de ambas variables temporales, como hemos anticipado. En efecto, 
una modifcación del origen del tiempo angular implica un cambio en uno de los 
ĺımites de integración que intervienen en la defnición de la función primitiva Gc. Si 
consideramos un nuevo origen t0 , la relación Gb(tb) = Gc ) se convierte enc (tc 

Gb(tb) = Gc(tc) + Gm, (7.69) R t0 
cdonde Gm = 

0 dtc 
′ Fbc(tc 

′ ) es la contribución constante del intervalo de tiempos 
angulares comprendido entre el antiguo origen y el nuevo. 

Mostremos a continuación que podemos lograr que Gm compense la diferencia entre 
Gc,max y Gb,sup y que, de esta manera, quede garantizado que las imágenes de la región 
interior bajo ambas funciones primitivas coincidan. Nótese que, para poder lograr tal 
cosa, es necesario elegir una Gm para cada valor de la masa m. En el sector de masas 
grandes, el supremo de Gb no es sino su valor en su máximo (véase, por ejemplo, 
la Fig. 7.5). Por tanto, teniendo en cuenta las consideraciones anteriores, podemos 
adoptar una redefnición del origen del tiempo angular dependiente de la masa tal 
que 

ext (1)
(t ) + Gm = Gb(t ). (7.70)Gc c b,ext 

En efecto, nuestros resultados numéricos sugieren que esta redefnición se puede llevar 
a cabo con éxito para todas las masas en el sector de interés. Por un lado, observamos 

(1) 
(textque la diferencia Gb(t )−Gc ), que es positiva para masas grandes, no crece conb,ext c 

la masa m. Por otro lado, extendiendo Gc(tc) a valores positivos del tiempo angular 
y empleando la defnición integral de Gm proporcionada bajo la Ec. (7.69), podemos 
convencernos de que esta cantidad puede tomar, al menos, todos los valores positivos 
menores o iguales que Gc,max. Esto es sufciente para asegurar que los extremos 
superiores de las imágenes de Gb y Gc se pueden hacer coincidir (véase la Fig. 7.3). 

Tras este reajuste, se tiene que la relación impĺıcita entre tiempos se cumple en una 
vecindad de los máximos ahora coincidentes de las funciones Gb y Gc, donde Fbc y 
Fcb se anulan simultáneamente. Además, no es dif́ıcil ver que es posible construir una 
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expresión local de uno de los tiempos en términos del otro expandiendo las funciones 
Gi en torno a sus máximos. En lo referente a la función Cij que interviene en la 
componente temporal de la métrica efectiva (a la cual ya no se puede aplicar el 
argumento empleado en la sección anterior porque ahora Fbc y Fcb se anulan a la vez), 
tenemos que [véanse las defniciones de ∆ij (7.13), Cij y ζ (7.64)] � � � � 

1 ∂fi ∂Oi ∂fj ∂Oj Fji 
= 1 − + 1 − − Fji. (7.71)

Cij ∂Oi ∂δi ∂Oj ∂δj Fij 

De los tres términos en el lado derecho de la ecuación anterior, el primero y el 
tercero tienen ĺımites bien defnidos en la superfcie donde Gb y Gc alcanzan sus 
máximos locales. Sin embargo, el segundo requiere un estudio más detallado, ya 
que una evaluación directa conduce a una indeterminación. Dada la forma de esta 
indeterminación, la ´ ´unica manera en la que 1/Cij podrıa exhibir un buen comporta-
miento es que el valor ĺımite del cociente Fji/Fij sea fnito y distinto de cero. Para 
calcular el ĺımite de 1/Cij , obtengamos primero las expansiones de Fbc y Fcb en torno 
a los máximos de las funciones primitivas asociadas a cada uno de ellos. En el caso 
de Fbc, las expresiones relevantes para esta expansión son las siguientes: 

1 1 + (x0)2 1 − (x0)2 
c c ext ext)2],pc = γLoδcm 

0 + γLoδcm 
0 (tc − tc ) + O[(tc − tc (7.72)

2 xc xc 
04x0 c ext extδcc = 2 arctan xc − 
0)2 (tc − tc ) + O[(tc − tc )2], (7.73)

1 + (xc 
0 01 − (xc )

2 8(xc )
2 

ext ext)2],cos δcc = + (tc − tc ) + O[(tc − tc (7.74)
1 + (x0 

c )
2 [1 + (x0 

c )
2]2 

0)2]2x0 4[1 − (xc c ext extsin δcc = − (tc − tc ) + O[(tc − t )2], (7.75)
0)2 0)2]2 c1 + (xc [1 + (xc 

de tal manera que � � 
2x0 1 − (x0)2 

c 0 cδcc cos δcc − sin δcc = arctan xc − 1 
)2 01 + (x0 

c xc 
0)2 

0 (xc ext ext+ 16 arctan x (tc − t ) + O[(tc − t )2], (7.76)c c c[1 + (x0 
c )

2]2 

donde O(· ) denota términos de un orden igual a o mayor que el de su argumento. 
Por tanto, recordando que xc 

0 satisface la Ec. (7.45), � �
0 0)28 0 xc 1 − (xc ext extFbc(tc) = arctan x − 2 (tc − t ) + O[(tc − t )2], (7.77)c 0)2 0)2 c3 1 + (xc 1 + (xc

c 

donde el coefciente del orden dominante tiene un valor numérico aproximado de 
2.4651. Para determinar el valor del ĺımite de Fji/Fij en los máximos coincidentes, 
aún hemos de llevar a cabo una expansión similar de Fcb y después comparar los 
´ erminos dominantes de ambas expansiones. Sin embargo, como vieneordenes de los t´ 
siendo el caso en el sector radial, dicha expansión no puede hacerse de forma anaĺıtica, 
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ya que carecemos de una expresión cerrada para los ceros de Fcb (i.e., los extremos de 
Gb). Un cálculo numérico realizado en Mathematica corrobora que el orden dominante 
en una expansión de Fcb en torno al máximo de Gb (o, en otras palabras, en torno a 

su cero más cercano al horizonte negro) es lineal en tb − t(1) . Además, dicho cálculob,ext 
revela también que, a diferencia de la situación encontrada en el sector angular, el 
coefciente de dicha contribución depende de la masa m. En todo caso, dado que el 
coefciente mencionado está relacionado con el valor de la segunda derivada de Gb en 
su máximo (en efecto, solo diferen en un signo) y que sabemos que el extremo en 
cuestión es un cero simple de la primera derivada, este coefciente no se puede anular 
en el rango de masas considerado. Como resultado, el factor 1/Cij 

2 puede ser defnido 
sin problemas (de hecho, tanto para i = b como para i = c) en el punto donde se 
alcanzan los máximos ahora coincidentes de ambas funciones primitivas. 

En vista de los resultados de esta sección, concluimos que una redefnición del 
origen del tiempo angular es sufciente para solventar la obstrucción que frustraba la 
extensión del formalismo a la totalidad de la región interior. En efecto, con ayuda de 
una redefnición dependiente del valor de la masa, hemos logrado hacer coincidir las 
imágenes de las funciones Gb y Gc para valores de la masa sufcientemente grandes. 
Teniendo en cuenta esta coincidencia total de las imágenes de las primitivas, en 
combinación con las buenas propiedades de las funciones Fij , Gi y Cij , no encontramos 
obstrucción alguna de cara a obtener una métrica efectiva bien defnida en todos los 
puntos de la región comprendida entre las fronteras interpretadas como un horizonte 
negro y un horizonte blanco que aparecen en el modelo. La inversión global de tiempo 
puede ser construida, e.g., con la ayuda de un total de tres parches, expresando el 
tiempo angular en términos del tiempo radial en cada una de las regiones abarcadas 
por cada parche. En primer lugar, es posible escribir una métrica espaciotemporal 
efectiva bien defnida del horizonte negro hasta la superfcie de transición. En segundo 
lugar, otro parche puede cubrir la vecindad de los máximos coincidentes, solapándose 
con el parche anterior. En ultimo lugar,´ seŕıa necesario un tercer parche para describir 
la parte restante de la región interior, es decir, aquella que abarca desde una vecindad 
de los máximos coincidentes hasta el horizonte blanco. 

4 Relación temporal en el ĺımite de masas grandes 
En esta sección, calculamos la forma de la relación temporal (7.35) en el ĺımite de 
masas grandes. Este cálculo, junto con los resultados de la Sec. 2, ilustra cómo el 
ĺımite de masas grandes y el ĺımite de tiempos grandes no conmutan, lo cual pone 
sobre aviso sobre la necesidad de tratar con cuidado estos ĺımites. 

Empecemos notando que una consecuencia inmediata de los comportamientos 
observados para las funciones primitivas Gb y Gc es que los tiempos radial y angular 
no se pueden asumir iguales en general, ya que estas funciones (que dictan la relación 
impĺıcita entre ambas variables temporales) diferen enormemente más allá de la 
superfcie de transición (véase la Fig. 7.5). En efecto, solo se pueden lograr tiempos 
aproximadamente iguales en la región que abarca desde el horizonte negro hasta 
una vecindad de la superfcie de transición, como ya comentamos anteriormente. No 
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obstante, ambas variables temporales debeŕıan coincidir en el ĺımite de masas grandes 
si se han de recuperar los resultados de la relatividad general en dicha situación 
ĺımite, al menos en la región en la que son válidos dichos resultados einsteinianos. 
Además, dado que el modelo AOS original tiene un buen ĺımite clásico, también cabe 
esperar una reconciliación parcial de nuestros resultados con los de dicho modelo. Por 
consiguiente, el estudio del ĺımite de masas grandes de la relación temporal (7.35) 
que se lleva a cabo a continuación se puede entender, en cierto sentido, como una 
comprobación de consistencia. 

Como se sigue trivialmente de la Ec. (7.35), la diferencia entre el tiempo radial y 
el tiempo angular (evaluada sobre soluciones) viene dada por Z Ztb tc∂fb ∂Ob ∂fc ∂Oc 

tb − tc = (tb 
′ )dt ′ − (t ′ )dt ′ . (7.78)

∂m 0 ∂δb
b ∂m 0 ∂δc

c c 

Por tanto, para obtener la relación entre tiempos en el ĺımite de masas grandes, basta 
con emplear la dependencia de los parámetros en la masa dada por la Ec. (7.44) y con 
llevar a cabo expansiones asintóticas de la derivada de cada uno de los hamiltonianos 
parciales con respecto a su parámetro de polimerización correspondiente. Puesto que 
los parámetros de polimerización son asintóticamente (es decir, en el ĺımite de masas 

−1/3tendiendo a infnito) proporcionales a m , tenemos que � � 
∂fi 1 δi δi 

= − + o , (7.79)
∂m 3 m m 

donde hemos empleado la notación para designar términos subdominantes en el ĺımite 
de masas grandes introducida bajo la Ec. (7.44). Con esto, solo resta discutir las 
formas asintóticas de ∂Oi/∂δi [véanse las Ecs. (7.36) y (7.37)]. 

Empecemos discutiendo la función del tiempo angular ∂Oc/∂δc (7.37). Haciendo 
uso de la forma de las soluciones dinámicas (7.20)-(7.23), es sencillo obtener las 
expansiones asintóticas de las funciones del espacio de fases relevantes. Por un lado, 
a partir de la Ec. (7.21), es trivial ver que � � 

pc(tc) = 4e 2tc m 2 + o m 2 . (7.80) 

El caso de la variable de conexión c y de sus funciones trigonométricas es menos 
inmediato. Dado que la solución efectiva involucra la tangente de δcc/2, hay que 
reescribir apropiadamente las funciones de la variable de conexión angular que inter-
vienen en ∂Oc/∂δc en un paso previo a su expansión asintótica. Aplicando el procedi-
miento descrito a la función coseno y teniendo en cuenta la Ec. (7.20), alcanzamos el 
siguiente resultado: � � 

1 − tan2[δcc(tc)/2] γ2L2 δ2 δ2 
o c c cos δcc(tc) = = 1 − + o . (7.81)

4tc 2 21 + tan2[δcc(tc)/2] 32e m m 

La expansión asintótica del resto de funciones trigonométricas de la variable de 
conexión se puede obtener fácilmente a partir de la expresión anterior recordando que, 
de acuerdo con los convenios de la Ref. [137–139], b > 0, c > 0, pb ≤ 0 y pc ≥ 0. Este 
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criterio, junto con el hecho de que los parámetros de polimerización son infnitamente 
pequeños en el régimen considerado, implica que todas las funciones trigonométricas 
relevantes son no-negativas para masas muy grandes. Teniendo presentes todas estas 
consideraciones, un cálculo sencillo conduce a � � 

∂Oc γ2L2 
o δc δc

(tc) = − + o , (7.82)
∂δc 48e4tc m m 

−4/3cuyo término dominante va como m [véase la Ec. (7.44)]. 
Llevemos ahora a cabo un cálculo completamente análogo con la función del tiempo 

radial ∂Ob/∂δb (7.36). Dada la forma de la solución (7.22), 

1 + bo tanh(botb/2) � � 
cos δbb(tb) = = 1 + C1(tb)δb 

2 + o δb 
2 , (7.83)

1 + b− 
o 
1 tanh(botb/2) 

donde C1(tb) se defne como 

tanh(tb/2)
C1(tb) = γ2 . (7.84)

1 + tanh(tb/2) 

Reescribiendo cada función de la variable de conexión b que aparece en la Ec. (7.36) 
como una expansión asintótica, obtenemos el siguiente comportamiento asintótico: � � 

γ2δb 
2 δbb(tb) cos δbb(tb) − sin δbb(tb) 

δ2
1 − 

sin2 δbb(tb) b 
2 � � C1(tb) 

= − 2C1(tb) + γ2 p δb + o (δb) . (7.85)
3 −2C1(tb) 

Por ´ otico de pbultimo, el valor asint´ se puede extraer de la Ec. (7.23) introduciendo 
las expansiones apropiadas: p

1 pb(tb) −2C1(tb)− = m + o (m) . (7.86)
2 γLo γ2 − 2C1(tb) 

Por lo tanto, ∂Ob/∂δb presenta el siguiente comportamiento asintótico: 

∂Ob 2 γ2 + 2C1(tb)
(tb) = − C1(tb) δbm + o (δbm) , (7.87)

∂δb 3 γ2 − 2C1(tb) 

2/3cuyo término dominante va como m , dada la dependencia de δb en el parámetro de 
masa (7.44). 

Insertando los comportamientos asintóticos obtenidos en la expresión que dicta la 
diferencia entre el tiempo radial y el tiempo angular (7.78), llegamos a Z � � 

∂fb
tb 2 γ2 + 2C1(t ′ )

tb − tc = dt ′ b − C1(t ′ b) 
b δbm + o (δbm)

∂m 0 3 γ2 − 2C1(t ′ b)Z � � ��tc γ2L2∂fc o δc δc− dt ′ − + o . (7.88)c 4t ′ c∂m 48e m m0 
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Dado que el término dominante de la integral angular, que va como δc/m ∼ m−4/3 , 
es subdominante con respecto al de la integral radial, que va como δbm ∼ m2/3 , 
concluimos que solo el sector radial contribuye a la relación temporal a primer orden 
en una expansión asintótica: �Z tb 

� 
2 
γ2 ∂fb tanh(t ′ b/2)[1 + 3 tanh(t ′ b/2)] � 

δ2 � tb − tc = − dt ′ b δbm + o b , (7.89)
3 ∂m 0 1 − tanh2(t ′ b/2) 

de tal modo que 

1 � � 
tc = tb − γ2 (−3tb + 3 sinh tb + cosh tb − 1) δb 

2 + o δb 
2 . (7.90)

9 

Esta expresión proporciona la relación entre los tiempos radial y angular a primer 
orden en una expansión asintótica en el ĺımite de masas grandes en la región entorno 
al horizonte negro donde dicho ĺımite se espera que sea válido. Nótese que, cuando m 
se hace infnito (y, por tanto, δi se anula), esta relación se reduce a una de igualdad: 
tb = tc. Notablemente, la primera corrección que aparece para masas grandes pero 
fnitas es proporcional a δb 

2 y se anula en el ĺımite en el que tb → 0 o, en otras palabras, 
en el horizonte negro. Esta propiedad claramente tiene relación con las expectativas 
de que el ĺımite estudiado sea aplicable en una región que contiene ese horizonte, aśı 
como con el comentario más general que hicimos al principio de esta sección referente 
a los comportamientos similares de Gb y Gc en una vecindad del mismo. 

Ahondando en este punto y para concluir esta sección, conviene explicar breve-
mente cómo encaja este resultado con la discusión general sobre la relación temporal 
llevada a cabo en las secciones anteriores. El hecho de que las funciones primitivas 
Gi presenten comportamientos completamente distintos más allá de la superfcie de 
transición pone de manifesto que la relación (7.90) para masas muy grandes pero 
fnitas solo es válida para valores de las variables temporales cercanos al horizonte 
negro y en ningún caso para valores que correspondan a la región que se encuentra 
más all´ on. ´ on, correspondiente aa de la superfcie de transici´ En esta ultima regi´ 
valores “grandes” del valor absoluto de las variables temporales, los tiempos radial y 
angular son muy diferentes para cualquier valor fnito de la masa. Por consiguiente, si 
tomásemos el ĺımite de tiempos grandes y, después, el de masas grandes, el resultado 
que alcanzaŕıamos seŕıa completamente distinto al encontrado en la situación inversa: 
los dos ĺımites no conmutan en general y deben ser tratados con cuidado. En efecto, 
como resultado de tomar el ĺımite en el que la masa del agujero se hace infnita, 
el instante de tiempo correspondiente a la superfcie de transición tiende a menos 
infnito, recuperándose la singularidad central clásica. Como consecuencia, dado 
que la región donde Gb y Gc tienen comportamientos que impiden la coincidencia 
aproximada de ambas variables temporales es aquella situada más allá de la superfcie 
de transición en el modelo efectivo, dicha región desaparece por completo en el ĺımite 
clásico m → ∞ y tb = tc para todo valor de los tiempos comprendidos en el intervalo 
(−∞, 0). Esto es consistente con el hecho de que se espera recuperar la dinámica 
relativista en el ĺımite de masas grandes (que se corresponde con el ĺımite clásico 
en el sentido de que los parámetros de polimerización, tal y como se han elegido, 
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se anulan en dicho ĺımite). Adicionalmente, también se logra una reconciliación 
parcial con el modelo AOS original [137–139], ya que las soluciones dinámicas en este 
ĺımite son idénticas en forma y, además, están escritas en una única variable temporal 
t = tb ≈ tc. Cabe enfatizar, no obstante, que hablamos de una reconciliación parcial. 
Esto es debido a que, si bien se alcanza un formalismo de un solo tiempo con una 
dinámica idéntica, la variable temporal proporcionada por el ĺımite coincidente de 
los tiempos radial y angular no coincide en general con la considerada en las Refs. 
[137–139], lo cual conduce a una geometŕıa modifcada con respecto a la del modelo 
AOS incluso en el ĺımite de masas grandes. Este hecho deja una puerta abierta a la 
posibilidad de aliviar (quizá solo parcialmente) algunos de los problemas de los que 
adolece el modelo (véanse, por ejemplo, las Refs. [141, 142, 144]), reteniendo a su 
vez sus propiedades atractivas, en particular en lo que concierne a la resolución de la 
singularidad central clásica. 

5 Conclusión 
En este caṕıtulo, hemos examinado la posibilidad de construir un formalismo hamilto-
niano donde los parámetros de polimerización que regulan la introducción de efectos 
cuánticos en espaciotiempos de agujero negro sean tratados desde el principio como 
constantes del movimiento. La identifcación de dichos parámetros con cantidades 
constantes a lo largo de las trayectorias dinámicas es una de las ideas centrales del 
modelo AOS [137, 138]. No obstante, la forma en la que se tratan los parámetros en 
estos trabajos no incorpora su naturaleza no trivial desde el principio: son tratados 
como meros números constantes en el cálculo de las ecuaciones dinámicas (más 
concretamente, ignorando sus corchetes de Poisson con las variables canónicas) y, 
solo posteriormente, se fjan de tal manera que coincidan con ciertas funciones de la 
masa del agujero negro, que no es sino el valor sobre soluciones de las dos constantes 
del movimiento proporcionadas de forma natural por el formalismo. Siguiendo y 
extendiendo las ideas de la Ref. [140], nosotros hemos propuesto defnir los parámetros 
de polimerización como funciones de las dos constantes del movimiento que nos 
proporciona el modelo (que, sobre soluciones, tienen un valor constante común igual 
a la masa del agujero), requiriendo también que su valor on-shell coincida con los 
parámetros considerados en el modelo AOS original. La diferencia fundamental 
con respecto a la propuesta de la Ref. [140] es que, en dicho trabajo, se fja cada 
parámetro como una función de solo una de esas constantes, lo cual resulta en el 
desacoplamiento de los sectores radial y angular del espacio de fases. Sin embargo, 
dado que ambas constantes del movimiento tienen un valor coincidente cuando se 
evalúan sobre soluciones a la dinámica, hemos argumentado que sus contribuciones 
sobre la superfcie de ligadura no debeŕıan ser distinguibles y que, por tanto, la 
defnición más general debeŕıa contemplar la posibilidad de que cada uno de estos 
parámetros dependa de ambas constantes del movimiento, rompiendo el desacopla-
miento de los dos sectores del espacio de fases que hab́ıa estado presente en la 
literatura hasta el momento. 

En la Sec. 1, hemos deducido las ecuaciones que gobiernan la dinámica de la región 
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interior teniendo en cuenta la naturaleza de los parámetros de polimerización como 
funciones del espacio de fases. Las ecuaciones resultantes son más complejas que 
las obtenidas en las Refs. [137, 138] y, de hecho, diferen de ellas en la presencia 
de dos factores dependientes del espacio de fases. Estos factores resultan poder ser 
reabsorbidos mediante dos redefniciones de la variable temporal, una en el sector 
radial del espacio de fases y otra en el sector angular, lo que conduce formalmente a 
ecuaciones dinámicas idénticas a las de la Ref. [137, 138] pero escritas en dos tiempos 
distintos: los llamados tiempo radial y tiempo angular. 

En la Sec. 2, hemos investigado si existen obstrucciones a la extensión de este 
formalismo alternativo de dos tiempos a la totalidad de la región interior (compren-
dida entre un horizonte negro y un horizonte blanco que se encuentra más allá de 
la superfcie de transición regular que reemplaza la singularidad central en la teoŕıa 
efectiva), en el sentido de que no se pueda obtener una métrica espaciotemporal 
efectiva que esté bien defnida en todos y cada uno de los puntos de dicha región. 
Enfaticemos una vez más que este análisis de viabilidad es fundamental de cara a 
asentar sobre una base sólida cualquier estudio posterior de las propiedades f́ısicas que 
se derivan del modelo. El objetivo principal de esta sección es el estudio de la relación 
impĺıcita que vincula los tiempos radial y angular. Esta relación temporal es una pieza 
fundamental a la hora de construir una geometŕıa efectiva bien defnida, que debe ser 
reexpresable en función de una unica variable temporal en cada punto de la regi´´ on 
considerada. Para que esto sea posible, ciertas funciones Fij han de ser integrables y al 
menos una de las funciones primitivas asociadas Gi ha de ser invertible en torno a cada 
punto de la región interior. Esta invertibilidad local es una condición necesaria pero 
no sufciente para pasar de un formalismo de dos tiempos a uno en términos de una 
unica´ variable temporal en cada parche empleado para describir la geometŕıa interior 
efectiva. Para que dicha reformulación en términos de un solo tiempo sea posible tiene 
que darse el requisito adicional de que las imágenes de las funciones Gi coincidan. 
El análisis de las propiedades de integrabilidad de Fij y de invertibilidad local de Gi 
se ha llevado a cabo en la Sec. 2.1. Por un lado, puesto que las funciones Fij son 
funciones elementales y la totalidad de la región interior pertenece a sus dominios, 
hemos determinado que son integrables y que, por tanto, está garantizada la existencia 
de las primitivas Gi. Por otro lado, estas funciones primitivas son invertibles en torno 
a todos los puntos de sus dominios a excepción de sus extremos respectivos: un 
´ aximo en el caso de la primitiva angular Gc aximo y un mı́nimo en elunico m´ y un m´ 
caso de su contrapartida radial Gb. Para agujeros negros sufcientemente masivos y 
tomando los oŕıgenes de ambos tiempos de tal modo que coincidan con el horizonte 
negro del modelo, hemos mostrado que dichos extremos locales no coinciden, por lo 
que no hay situaciones en las que no dispongamos de al menos una función primitiva 
localmente invertible en cada punto de la región considerada. En la Sec. 2.2, hemos 
investigado las imágenes de la región interior bajo las funciones Gi y hemos concluido 
que existe una discrepancia entre ellas localizada en sus extremos superiores. Este 
hecho implica que existe una subregión que contiene los alrededores del máximo de Gb 
en la que no se puede establecer una equivalencia entre los tiempos radial y angular, 
impidiendo que nuestro formalismo abarque satisfactoriamente todo el interior. Por 
completitud, hemos estudiado en la Sec. 2.3 el comportamiento de los factores 1/Cij 

2 
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que intervienen en la componente temporal de la métrica, comprobando que no son 
una fuente adicional de obstrucciones: la libertad of-shell adicional por la que se 
caracteriza el formalismo posibilita que dichos factores sean fnitos y distintos de cero 
a lo largo de toda la evolución. 

Habiendo concluido este análisis, en la Sec. 3 hemos explorado la posibilidad 
de redefnir el origen del tiempo angular del sistema, discutiendo si un cambio tal 
tiene un impacto en las conclusiones de la sección anterior. Una redefnición de 
uno de los oŕıgenes de las variables temporales conduce a una modifcación de la 
relación temporal consistente en la aparición de una nueva contribución constante en 
la igualdad entre las funciones Gb y Gc. Hemos argumentado que es posible llevar 
a cabo una redefnición del origen del tiempo angular (que ha de ser dependiente de 
la masa del agujero) de tal modo que se hagan coincidir los extremos superiores de 
las imágenes de Gb y Gc. Aśı, la libertad de fjar independientemente los oŕıgenes 
de cada uno de los tiempos resulta ser sufciente para solventar la ´ onunica obstrucci´ 
identifcada a la aplicación de nuestro formalismo en la totalidad de la región interior. 
Por tanto, no vemos impedimento alguno para obtener una métrica efectiva bien 
defnida en toda la región de interés. 

En ´ en la Sec. onultimo lugar, 4 hemos llevado a cabo un estudio de la relaci´ 
temporal en el ĺımite en el que la masa del agujero tiende a infnito, con el objetivo de 
comprobar si el modelo es consistente, en el sentido de que se recupere un comporta-
miento relativista en el que ambas variables temporales sean aproximadamente igua-
les. Hemos notado que, dadas las enormes diferencias entre las funciones primitivas 
más allá de la superfcie de transición, solo es posible lograr dicha igualdad aproximada 
en la región que abarca desde el horizonte negro hasta una vecindad de la superfcie 
de transición (donde los efectos cuánticos aún no son relevantes), hecho que pone 
de manifesto la no conmutatividad de los ĺımites de masas grandes y de tiempos 
grandes. 

En conclusión, nuestra propuesta para la defnición de los parámetros de polimeri-
zación parece conducir a una descripción efectiva viable de la región interior de 
agujeros negros sin rotación ni carga. En efecto, hemos mostrado que la totalidad 
de dicha región se puede cubrir con tres parches en los que es posible escribir una 
métrica espaciotemporal bien defnida en t´ unica variable temporal. Laerminos de una ´ 
libertad adicional que resulta de considerar una elección más general de parámetros 
es sufciente para garantizar que no se encuentran singularidades a lo largo de las 
trayectorias dinámicas, a diferencia de la situación alcanzada con otros modelos 
de dos tiempos previos [140]. Adicionalmente, hemos mostrado que es posible una 
reconciliación parcial con los resultados del modelo AOS en la región comprendida 
entre el horizonte negro y una vecindad de la superfcie de transición, donde los 
tiempos radial y angular son aproximadamente iguales. La denominación “parcial” 
es clave, ya que nuestro modelo conduce a una geometŕıa modifcada con respecto a 
la de los trabajos originales incluso en el ĺımite de masas grandes. Este hecho sugiere 
que quizá sea posible retener las buenas propiedades de dicho modelo, logrando a su 
vez aliviar algunos de los problemas de los que adolece [141, 144]. 

Para fnalizar, recalquemos que nuestra motivación principal para la propuesta 
del modelo alternativo de dos tiempos considerado en este caṕıtulo es compaginar 
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los resultados del modelo AOS original con un tratamiento hamiltoniano consistente 
de los parámetros de polimerización como constantes del movimiento genuinas que se 
pueda cuantizar más adelante. En este sentido, cabe mencionar que hay otras opciones 
disponibles. Por ejemplo, podŕıamos preguntarnos si es posible encontrar un camino 
alternativo a un formalismo hamiltoniano consistente que conduzca exactamente a 
las ecuaciones dinámicas consideradas en los trabajos originales [137, 138], para las 
cuales la geometŕıa interior está bien defnida y exhibe un número de propiedades 
atractivas. Desde este punto de vista, podŕıa resultar esclarecedor examinar en detalle 
la extensión del espacio de fases sugerida por los autores de la Ref. [138] y determinar 
si una reducción apropiada puede conducir, por un lado, a la dinámica deseada y, por 
otro lado, a parámetros que sean manifestamente constantes del movimiento. 
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Caṕıtulo 8 

Estudio del espacio de soluciones 
del modelo original 

Una vez explorada la alternativa de construir un formalismo de dos tiempos para 
la descripción efectiva de la región interior de un agujero negro de Schwarzschild, 
centremos ahora nuestra atención en el modelo original tal y como fue presentado en 
las Refs. [137–139]. Dado el gran interés que ha suscitado en los ultimos´ años y a 
pesar de los puntos debatibles que hemos mencionado [141–144], seŕıa deseable poder 
construir una versión cuántica siguiendo las ideas de la LQC. Es bien sabido que la 
cuantización de un sistema está relacionada estrechamente con la caracterización de 
su espacio de soluciones. En el caso que nos ocupa, requerimos un entendimiento 
de la totalidad del espacio de soluciones del modelo AOS como paso previo a su 
cuantización. En los trabajos originales [137, 138], las constantes de integración 
que aparecen en la resolución de las ecuaciones del movimiento se fjaron de una 
forma muy concreta, atendiendo a que las soluciones efectivas tuviesen un ĺımite 
clásico correcto. Dicha fjación restringe el análisis subsecuente a un subespacio 
del espacio de soluciones del modelo. En realidad, una inspección cuidadosa del 
argumento empleado para seleccionar las constantes de integración revela que la 
elección considerada es más restrictiva de lo necesario: el requisito de un ĺımite 
clásico apropiado fja, a lo sumo, la parte dominante de las constantes de integración 
en el ĺımite asintótico correspondiente. Este hecho abre enormemente el abanico de 
elecciones posibles compatibles con un ĺımite razonable de las soluciones dinámicas 
cuando los parámetros de polimerización se anulan. Esto es interesante no solo desde 
la perspectiva de explorar el espacio completo de soluciones admisibles a las ecuaciones 
dinámicas del modelo AOS, sino también porque es posible que las desviaciones 
con respecto a los valores considerados anteriormente dejen una huella, e.g., en 
las propiedades termodinámicas del agujero negro. Por consiguiente, la motivación 
para discutir una elección general de constantes de integración es doble. Por un 
lado, permite analizar la totalidad del espacio de soluciones del modelo, lo cual es 
importante para llevar a cabo su cuantización en un paso posterior. Por otro lado, 
permite aclarar cuál es el papel f́ısico desempañado por las constantes de integración 
y cuál es su infuencia, por ejemplo, sobre las propiedades termodinámicas de la 
solución y las distintas nociones de masa asociadas al espaciotiempo estudiado. En 
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este caṕıtulo recogemos los resultados de esta investigación, que fueron publicados 
originalmente en la Ref. [196]. 

El resto del caṕıtulo está organizado de la siguiente manera. En la Sec. 1, 
escribimos las ecuaciones dinámicas y las resolvemos expĺıcitamente con una elección 
general de las constantes de integración tanto en la región interior como en la región 
exterior (véanse las Secs. 1.1 y 1.2, respectivamente), mostrando que es posible 
establecer una unión aceptable entre ambas soluciones efectivas. Una vez obtenida 
esta solución global general, estudiamos sus propiedades termodinámicas en la Sec. 
2, centrándonos especialmente en el cómputo de la temperatura de Hawking y en la 
discusión de la relación entre el radio de Schwarzschild y la masa hamiltoniana. En 
la Sec. 3, hacemos un comentario acerca del comportamiento de la solución general 
en el infnito espacial e investigamos la relación entre la masa hamiltoniana y otras 
nociones de masa asociadas al espaciotiempo considerado. Finalmente, resumimos los 
resultados principales del caṕıtulo en la Sec. 4. 

1 Soluciones generales a las ecuaciones dinámicas 
Empecemos deduciendo las soluciones generales a las ecuaciones del movimiento 
obtenidas en las Refs. [137, 138]. En primer lugar, en la Sec. 1.1, integramos las 
ecuaciones que gobiernan la dinámica de la región interior. En segundo lugar, en la 
Sec. 1.2, abordamos el caso de la región exterior y estudiamos el empalme de ambas 
soluciones en los horizontes del modelo. 

1.1 Solución interior 
Consideremos, como en el caṕıtulo anterior, la región interior de un agujero negro sin 
rotación ni carga. En el modelo AOS [137, 138], la dinámica de las variables canónicas 
viene dictada por las siguientes ecuaciones: 

sin δcc 
c ′ = −2 , (8.1)

δc 

p ′ = 2pc cos δcc, (8.2)c � � 
1 sin δbb γ2δb

b ′ = − + , (8.3)
2 δb sin δbb� � 

1 γ2δ2 
p ′ = pb cos δbb 1 − b , (8.4)b 2 sin2 δbb 

donde, e.g., c ′ denota aqúı la derivada de la variable de conexión angular con respecto 
al tiempo coordenado t. Originalmente, estas ecuaciones fueron motivadas a partir de 
un hamiltoniano efectivo que constriñe las variables canónicas como resultado de la 
simetŕıa bajo reparametrizaciones temporales heredada de la relatividad general. Con 
la elección de la función lapso de la Ec. (7.3), el producto de dicho lapso y la ligadura 
hamiltoniana efectiva Hef viene dado, como ya hemos visto en varias ocasiones, por 
NHef = Lo(Ob − Oc)/G. Las expresiones de los hamiltonianos parciales radial Ob 
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y angular Oc se pueden encontrar en las Ecs. (7.5) y (7.6), respectivamente. No 
obstante, en lo que sigue, no nos preocupamos por el modo en el que se hayan obtenido 
las ecuaciones (8.1)-(8.4) y nos centramos exclusivamente en la investigación de su 
espacio de soluciones. 

Las ecuaciones dinámicas (8.1)-(8.4) se pueden integrar de forma sencilla siguiendo 
el mismo procedimiento que en la Ref. [138]. Empezando por las ecuaciones asociadas 
al sector angular, es fácil ver que las soluciones efectivas resultantes de la integración 
de las Ecs. (8.1) y (8.2) son � � 

δcc(t) 1 1−2t 0tan = C1e = sgn(C1)xc(t), pc(t) = p̄ c xc(t) + , (8.5)
2 2 xc(t) 

0 −2tdonde C1 y p̄ c son constantes de integración reales distintas de cero y xc(t) = |C1|e 
es estrictamente positivo por defnición. De manera similar, la solución a la ecuación 
dinámica correspondiente a la variable b (8.3) viene dada por � � 

1 
cos δbb(t) = bo tanh bot + C2 , (8.6)

2 p
donde, recordemos, bo = 1 + γ2δb 

2 y C2 es otra constante de integración real. Por 
último, para obtener pb(t), no es necesario integrar la Ec. (8.4), sino que basta con 
imponer que la ligadura escalar efectiva ha de anularse sobre soluciones. Empleando 
las otras tres soluciones efectivas recién obtenidas, es fácil ver que la imposición de la 
ligadura conduce a la siguiente expresión: 

δb sin δbb(t) 
pb(t) = −2 pc(t) sin δcc(t)

δc γ2δb 
2 + sin2 δbb(t)s � � 

1 
1 − b2 

o tanh2 

2 
bot + C2 

2γLoδbm 
= − � � sgn[sin δbb(t)], (8.7)

b2 
o 1 

1 − tanh2 bot + C2
2 

donde m = sgn(C1)p̄
0 
c /(γLoδc) es el valor coincidente (real y distinto de cero) de 

Ob y Oc sobre soluciones. El valor absoluto de esta constante del movimiento es 
proporcional a la masa ADM del agujero negro en el modelo AOS (véase la Ref. 
[139]). En lo que sigue, la denominaremos masa hamiltoniana para distinguirla de 
otras nociones de masa cuya relación con la masa hamiltoniana exploraremos en la 
Sec. 3. 

Como conclusión, la solución interior queda determinada por tres constantes de 
integración reales40 (C1, C2 y p̄ c 

0) y dos parámetros de polimerización positivos (δb 
y δc) que han de presentar un cierto comportamiento para masas grandes dictado 
por una serie de condiciones de área mı́nima (véase la discusión detallada en la Ref. 
[138]). Ya hemos visto que la constante p̄ c 

0 está relacionada con la masa hamiltoniana, 

040Recordemos que, adicionalmente, C1 y p̄  han de ser distintas de cero.c 
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p̄0 
c = sgn(C1)γLoδcm. Comentemos brevemente cuál es la interpretación f́ısica de las 

dos constantes de integración restantes, C1 y C2. 
En términos de las variables de conexión y de tŕıada, la métrica espaciotemporal 

efectiva adopta la forma 

γ2δ2|pc| p2 
ds2int = − b dt2 + b dx2 + |pc|dΩ2 , (8.8)

sin2 δbb L2|pc|o 

donde hemos sustituido expĺıcitamente la elección de función lapso considerada (7.3). 
En vista de esta expresión, es sencillo convencerse de que los instantes en los que 
pb se anula —o cos2 δbb = 1, de acuerdo con la Ec. (8.7)— se corresponden con 
horizontes de Killing asociados al campo vectorial de Killing ∂x, más allá de los 
cuales las variables radiales pasan a ser imaginarias [137, 138]. En trabajos previos, 
la sección correspondiente a cos δbb = 1 se ha relacionado con un horizonte negro, 
mientras que la que corresponde a cos δbb = −1 se ha interpretado como un horizonte 
blanco41 . Con una elección general de constantes como la considerada en este caṕıtulo, 
dichos horizontes se encuentran situados en 

BH 2 � � 
t = arctanh b− 

o 
1 − C2 , (8.9)

bo 
2 � � 4WH BH −t = − arctanh b− 

o 
1 + C2 = t arctanh b− 

o 
1 . (8.10)

bo bo 

Por lo tanto, la fjación de la constante de integración C2 determina la posición de 
ambos horizontes. Como consecuencia, podemos expresar la constante C2, e.g., en 
términos del tiempo coordenado correspondiente al horizonte negro: 

BHC2 = arctanh bo 
−1 − 

1 
bot . (8.11)

2 

En lo que se refere a la constante de integración C1, empecemos mencionando que 
la variable de tŕıada angular pc (cuya primera derivada temporal es proporcional a 
las expansiones de ciertos campos vectoriales nulos normales a las 2-esferas métri-
cas caracterizadas por valores constantes de x y t) desempeña un papel fundamental 
en el estudio de la estructura causal de la geometŕıa interior efectiva [137, 138]. A 
lo largo de cualquier trayectoria dinámica, pc 

′ se anula solo una vez en un instante 
que se corresponde a un mı́nimo local de la variable de tŕıada angular. Como ya 
hemos comentado, se ha argumentado que dicho instante se corresponde con una 
hipersuperfcie que es el análogo efectivo regular de la singularidad central clásica y 
que separa una región atrapada de una anti-atrapada. Recordemos que esta hipersu-
perfcie T se ha venido denominando habitualmente como la superfcie de transición. 
Un cálculo trivial muestra que se localiza en 

1 
tT = ln |C1|. (8.12)

2 
41La interpretación que se le asigna a cada sección es una cuestión de convenio. Sin pérdida de 

generalidad, seguimos el de las Refs. [137, 138], por el que se asigna valores del tiempo coordenado 
menores que el del horizonte negro a la región interior. Para más detalles al respecto, véase la 
discusión acerca de la unión de las soluciones interior y exterior en la Sec. 1.2. 
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Por tanto, C1 (o, más bien, su valor absoluto) se puede entender como la constante de 
integración cuyo valor dicta dónde se sitúa la superfcie de transición. Antes de seguir 
adelante, notemos que es posible tomar el origen del tiempo coordenado de tal manera 
que coincida, por ejemplo, con el horizonte negro o con la superfcie de transición. En 
dicho proceso, quedaŕıa fjada, o bien la constante C2, o bien la constante C1, pero 
en ningún caso ambas. 

Para concluir esta subsección, comentemos brevemente para qué valor de las cons-
tantes de integración se recupera el modelo AOS tal y como fue presentado en las 
Refs. [137, 138]. En dichos trabajos, las constantes C1 y C2 se seleccionaron de 
una forma muy concreta. Por un lado, el horizonte negro fue identifcado con la 
hipersuperfcie t = 0, lo cual fja C2

AOS = arctanh b− 
o 
1 . Por otro lado, a la constante 

de integración restante se le asignó el valor C1
AOS = γLoδc/(8|m|), que reproduce la 

relación clásica entre el área del horizonte y la masa hamiltoniana cuando |m| ≫ Loδc. 
Como comentaremos en más detalle en la siguiente sección, esta restricción en el valor 
considerado de la constante C1 parece excesivo, dado que el requisito de un cierto 
ĺımite clásico debeŕıa, a lo sumo, fjar la contribución dominante de la constante de 
integración cuando los parámetros de polimerización tienden a cero. Llegados a este 
punto, cabe notar que la elección de constantes de integración de las Refs. [137, 138] 
es tal que se verifca la relación 8|p̄ c 

0|C1
AOS = (γLoδc)

2 . Por consiguiente, toda fjación 
de las constantes de integración que no satisfaga esta relación queda más allá del 
alcance de las investigaciones previas, por lo que queda abierta la pregunta de si 
existen comportamientos de la geometŕıa efectiva que aún no hayan sido explorados. 

1.2 Solución exterior y unión en los horizontes 

Como hemos comentado en la sección anterior, existen dos instantes de tiempo a lo 
largo de cualquier trayectoria dinámica en la región interior en los que la variable 
pb se anula y más allá de los cuales las variables radiales se vuelven imaginarias, 
cuyas contrapartidas espaciotemporales han sido interpretadas como horizontes que 
hacen las veces de fronteras de la región interior. Su existencia sugiere la pregunta 
de si el formalismo puede ser extendido más allá de los horizontes. Esta extensión 
fue ya discutida en las Refs. [137, 138], donde se propuso un enfoque basado en 
la foliación de la región exterior mediante hipersuperfcies temporales homogéneas, 
logrando una descripción efectiva de dicha región basada también en un espacio de 
fases de dimensión fnita. No obstante, como resultado del carácter temporal de las 
secciones con las que se exfolia la región exterior, la ligadura hamiltoniana efectiva que 
vincula a las variables canónicas defnidas en el exterior (que denominaremos b̃, c̃, p̃b 
y p̃c) genera una evolución en la dirección radial en lugar de una evolución temporal 
usual [138]. En la práctica, la contrapartida exterior de las ecuaciones dinámicas (8.1)-
(8.4) resulta poder obtenerse directamente llevando a cabo los siguientes reemplazos: 
b → ib̃, c → c̃, pb → ip̃b y pc → p̃c. Para más detalles acerca de la extensión del 
formalismo a la región exterior, consúltese la Ref. [138]. 

Las soluciones a la dinámica de la región exterior pueden hallarse siguiendo un 
procedimiento completamente análogo al presentado en la sección anterior, que con-
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42duce a " # 
δ̃cc̃(t) −2ttan = C̃ 

1e = sgn(C̃ 
1)x̃c(t), (8.13)

2 � � 
p̃c(t) = 

1
sgn(C̃ 

1)γLoδ̃  
cm̃ x̃c(t) + 

1 
, (8.14)

2 x̃c(t)� �h i 1˜ ˜ ˜ ˜ t + ˜cosh δbb(t) = bo tanh bo C2 , (8.15)
2 h i 

˜ ˜˜ sinh δbb(t) h iδb 
p̃b(t̃) = −2 h i p̃c(t) sin δ̃  

cc̃(t) , (8.16) 
δ̃  
c γ2δ̃  

b 
2 − sinh2 δ̃  

b ̃b(t) 

˜ ˜ ˜donde C1, C2 y m̃ son constantes de integración reales (siendo C1 y m̃ distintas de 
−2t ˜cero) y x̃c(t) = |C̃ 

1|e . Asimismo, δ̃  
b y δc son dos parámetros de polimerización queq 

podŕıan diferir de sus contrapartidas interiores y b̃o = 1 + γ2δ̃  
b 
2 . 

A priori, las soluciones interior y exterior son independientes. No obstante, para 
asignarles una interpretación f́ısica y construir una geometŕıa espaciotemporal efectiva 
suave a partir de ellas, se lleva a cabo el siguiente procedimiento. Considérense los 
dos valores tBH y t̃BH tales que pb(t

BH) = 0 = p̃b(t̃
BH). Igualándolos entre śı (lo 

cual, en particular, implica que C̃ 
2 = arctanh b̃o 

−1 − 
2
1 b̃ot

BH), es posible empalmar 
= tBHlas soluciones interior y exterior en la hipersuperfcie t . Dicha hipersuperfcie 

< t < tBHseparaŕıa entonces la región interior, correspondiente a tiempos tWH , del 
exterior del agujero, correspondiente a t > tBH . 

Comentemos a continuación las caracteŕısticas principales de la geometŕıa resul-
tante del empalme propuesto en el horizonte negro. Para ello, consideremos el 
siguiente cambio de variables para eliminar la singularidad aparente que resulta de 
nuestro uso de coordenadas de Schwarzschild. Concentrémonos, por ejemplo, en la 
métrica exterior, que admite una expresión de la forma ds2 = −f̃  

1(t)dx
2 + f̃  

2(t)dt
2 ,ext,2 

con 

p̃2 γ2δ̃2|˜ |
f̃  
1 = 

L2 
b , f̃  

2 = b pc 
˜ 
. (8.17) 

o|p̃c| sinh2(δ̃  
bb) 

Nótese que hemos omitido la parte angular de la métrica por simplicidad, ya que 
no es relevante para el estudio de la geometŕıa cercana al horizonte. Introduciendo 
la coordenada entrante de Eddington-Finkelstein v, se puede reescribir la métrica 
exterior como ds2 = −f̃  

1dv
2 + 2(f̃  

1f̃  
2)

1/2dvdt. A pesar de que f̃  
1 se anule enext,2 

el horizonte, la métrica está bien defnida en dicha frontera siempre y cuando su 
determinante sea distinto de cero, lo cual equivale a requerir que el producto f̃  

1f̃  
2 

sea estrictamente positivo en una vecindad del horizonte negro. Es fácil comprobar 

42Si bien las regiones interior y exterior se describen en general en términos de cartas coordenadas 
distintas, no introducimos una notación nueva para las coordenadas espaciotemporales en la región 
exterior por simplicidad. El contexto debeŕıa ser sufciente para disipar cualquier duda acerca de a 
qué carta nos referimos en cada momento. 
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f̃  
1

2que f̃  
2 adopta el valor 4 ̃m en el horizonte, por lo que la métrica no es degenerada, 

siempre y cuando m̃ ≠ 0 (lo cual ocurre por defnición). Además, las constantes 
de integración asociadas a las soluciones efectivas en la región exterior se pueden 
seleccionar de tal modo que las componentes métricas sean al menos de clase C2 . 
Esto se puede ver mediante un cálculo directo, que resulta en las siguientes primeras 
y segundas derivadas con respecto al tiempo coordenado: � � 

′ 8|m̃ | x̃c t
BH 

f̃  
1 → 

(tBH)
, (8.18)

γLoδ̃  
c 1 + x̃c 

2 � � " � �# 
tBH 2 tBH 

f̃ ′′ 8|m̃ | x̃c 1 
γ2δ̃2 1 − x̃c 

1 → b + 3 − 4 , (8.19) 
γLoδ̃  

c 1 + x̃c 
2 (tBH) 2 1 + x̃c 

2 (tBH) �q �′ 

f̃  
1f̃  

2 → 2|m̃ |, (8.20) �q �′′ � � 
1 
γ2δ̃2f̃  

1f̃  
2 → 2|m̃ | 1 + b . (8.21)

2 

Las expresiones que se alcanzan partiendo de la métrica interior son idénticas salvo 
por el reemplazo de las constantes y parámetros de polimerización tildados por sus 
contrapartidas sin tilde. Por consiguiente, concluimos que la métrica es (al menos) dos 
veces continuamente derivable y no degenerada si se llevan a cabo las identifcaciones 

˜ ˜δb = δb, δc = δc, |C1| = |C̃ 
1| y |m̃ | = |m| ̸= 0. 

Se puede llevar a cabo un empalme similar en el horizonte blanco, uniendo la 
tWHsolución interior con otra solución exterior defnida para tiempos t < . Un 

˜argumento totalmente análogo conduce a un valor para la constante C2 dado por 
b−1 − 1˜ tWHarctanh˜ 
o 2 bo y a fjar el resto de constantes de integración exigiendo que la 

geometŕıa resultante sea no generada y al menos dos veces continuamente derivable 
a través del horizonte blanco. 

En resumen, una elección general de las constantes de integración que aparecen en 
la resolución de las ecuaciones dinámicas del modelo AOS proporciona una geometŕıa 
efectiva suave y no degenerada descrita por: 

- Una solución exterior para tiempos t > tBH , determinada por dos parámetros de 
polimerización y tres constantes de integración, a saber, |m̃ | = |m|, |C̃  

1| = |C1| y 
˜ − 1 tBHC2 = arctanh bo 

−1
2 bo . 

- Una solución interior para tiempos tWH < t < tBH , caracterizada por dos paráme-
tros de polimerización y un total de tres constantes de integración con valores |m|, 

− 1|C1| y C2 = arctanh b−1 bot
BH .o 2 

- Una solución exterior para t < tWH , etiquetada por dos parámetros de polimeriza-
ción y tres constantes de integración, con valores dados por |m̃ | = |m|, |C̃  

1| = |C1|
˜ − 1 tBHy C2 = 3 arctanh b− 

o 
1

2 bo . 

Como ya hemos explicado, los dos parámetros de polimerización pueden fjarse 
haciendo uso de ciertas condiciones de área mı́nima para los circuitos de holonomı́a, 
como se hizo en las Refs. [137, 138], donde los autores obtuvieron una expresión 
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de δb y δc en términos de |m| para agujeros lo sufcientemente masivos. Las otras 
constantes, como hemos visto, tienen interpretaciones varias. En primer lugar, m es 
una constante del movimiento relacionada con la masa del agujero negro (véase la 
Sec. 3 para una visión más detallada al respecto). En segundo lugar, la constante C2 
tiene que ver con la libertad de seleccionar el instante de tiempo correspondiente, e.g., 
al horizonte negro (quedando el horizonte blanco inmediatamente situado también). 
En tercer y ultimo´ lugar, la constante de integración C1 está vinculada a la posición 
del unico´ mı́nimo local de las variables de tŕıada angulares pc y p̃c. 

Llegados a este punto de la discusión, estamos en posición de proporcionar un 
argumento para restringir los valores admisibles de la constante de integración C1. 
Como sugiere la forma de la métrica efectiva (8.8), |pc| (o |p̃c|, dependiendo de 
si se trata de la región interior o de la exterior) es proporcional al área f́ısica de 
las 2-esferas métricas defnidas por valores constantes de las coordenadas x y t. 
Para valores no nulos de los parámetros de polimerización, |pc| resulta estar acotado 
inferiormente, alcanzando a lo sumo un mı́nimo local en la región interior en un 
cierto instante de tiempo coordenado. Si este mı́nimo local no tiene lugar en la región 
interior, el hecho de que |C1| = |C̃ 

1| implica que |p̃c| alcanza un mı́nimo en una (y 
solo en una) de las regiones exteriores. Nótese que, en efecto, ln |C1| puede tomar 
cualquier valor real y, por tanto, también puede hacerlo el instante en el que se sitúa 
la superfcie de transición tT . Si, siguiendo criterios f́ısicos, requeriésemos que la 
hipersuperfcie asociada a un mı́nimo local del area´ f́ısica de las 2-esferas métricas se 
localice en la región interior, esto supondŕıa una restricción sobre los valores admisibles 
de la constante de integración |C1|. Efectivamente, este requerimiento se traduce 
directamente a pedir que 

8BH − BH2t
bo 

arctanh bo 
−1 < ln |C1| < 2t , (8.22) 

lo cual proporciona al menos una cota superior para |C1|exp(−2tBH). 
Si se requiere que el ĺımite clásico del modelo sea compatible con las predicciones 

de la relatividad general (en las regiones en las que esta teoŕıa mantiene su validez) al 
menos para masas grandes, se pueden deducir restricciones adicionales. Por ejemplo, 
para identifcar el cuadrado del radio de Schwarzschild con |pc(tBH)| en el ĺımite en el 
que |m| ≫ Loδc, es inmediato ver que hemos de tener que |C1|exp(−2tBH) ∼ γL 

8|m 
oδ 
| 
c a 

orden dominante43 en dicho ĺımite. Este término dominante se reduce a C1
AOS cuando 

se toma tBH = 0. Sin embargo, podemos fjar la constante |C1| de forma mucho 
menos restrictiva que en las Refs. [137, 138] permitiendo la existencia de términos 
correctivos en el ĺımite de masas grandes: � � 

−2tBH γLoδc Loδc|C1|e = + o , (8.23)
8|m| |m| 

donde o(· ) denota aquellos términos que son subdominantes con respecto a la cantidad 
entre paréntesis en el ĺımite de agujeros negros muy masivos. Cabe enfatizar además 

43Como mostraremos en la Sec. 3, la masa ADM del espaciotiempo asociado a cualquier solución 
se corresponde exactamente con |m|/G. Esto implica, por tanto, que el radio de Schwarzschild, 
defnido de forma habitual como el producto de 2G y la masa ADM, se reduce simplemente a 2|m|. 
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que, en general, estos términos correctivos que se ignoraron en trabajos previos 
podŕıan incluso dominar en reǵımenes alejados del de masas grandes siempre y cuando 
se respeten las cotas (8.22). 

2 Propiedades termodinámicas 
Una vez que hemos mostrado que las soluciones interior y exterior pueden ser empal-
madas satisfactoriamente en los horizontes negro y blanco del modelo, procedamos 
a estudiar sus propiedades termodinámicas. En esta sección, nos centraremos en las 
propiedades del horizonte negro, en un análisis similar al de la Ref. [139]. 

El campo vectorial ∂x es un campo de Killing de la métrica con norma −f̃  
1 en la 

región exterior. Por consiguiente, ∂x es de género tiempo en la región exterior y de 
tBHgénero luz sobre el horizonte negro t = . Este hecho identifca la hipersuperfcie 

tBHt = como un horizonte de Killing. Para estudiar su termodinámica asociada, 
empecemos llevando a cabo una rotación de Wick x → xE = −ix en la métrica 
espaciotemporal exterior: 

ds2 = f̃  
1(t)dxE 

2 + f̃  
2(t)dt

2 + |p̃c|dΩ2 . (8.24)ext 

Puesto que la métrica resultante es riemanniana y la norma del campo vectorial 
rotado ∂xE se hace cero en el horizonte, tenemos que el propio campo vectorial se 
anula idénticamente alĺı. Como consecuencia, en un vecindad del horizonte, ∂xE se 
asemeja al generador de una rotación en el plano t-xE . Ignorando la parte angular 
de la métrica y haciendo el cambio de variable R = [f̃  

1(t)]
1/2 , obtenemos de forma 

inmediata que 

4f̃  
1f̃  

2
ds2 = R2dx2 dR2 . (8.25)ext,2 E + 

′ )2(f̃  
1 

Para asegurarnos de que la métrica anterior no presenta una singularidad cónica en 
el horizonte (i.e., en R = 0), vamos a examinar el cociente entre la longitud f́ısica 
de una circunferencia de radio coordenado R = δR y su radio f́ısico r a medida que 
δR tiende a cero. Asumiendo que la coordenada xE es periódica con un peŕıodo P , 
llegamos a la siguiente expresión para este cociente44: 

′ L P f̃  
1(t)lim = lim q . (8.26) 

t→tBHδR→0 r 
2 f̃  

1(t)f̃  
2(t) 

Es sencillo comprobar que este ĺımite está bien defnido y es distinto de cero, ya que 
limt→tBH f̃  

1f̃  
2 = 4m2 > 0 y limt→tBH f̃  

1 
′ ≠ 0 para m ̸= 0, como vimos en la Sec. 1.2. 

Haciendo uso de las fórmulas expĺıcitas de dicha sección y pidiendo que el ĺımite del 
cociente considerado sea igual a 2π, concluimos que el peŕıodo P ha de adoptar un 

′44Asumimos que, cuando δR → 0, f̃  
1/(f̃

 
1f̃  

2)
1/2 es aproximadamente constante en el intervalo de 

integración involucrado en la obtención del radio f́ısico. 
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valor no nulo muy concreto para que la métrica rotada sea regular en el horizonte. 
Como resultado de dicha periodicidad en el tiempo eucĺıdeo45 xE , los campos de 
prueba cuánticos que se propaguen sobre la geometŕıa exterior efectiva presentarán 
caracteŕısticas de un estado térmico de temperatura [197] � � 

1 1 8|m|x̃c(tBH)
TH = = , (8.27)

kBP 8πkB |m| γLoδc[1 + x̃2(tBH)]c 

donde kB es la constante de Boltzmann. Con la elección de constantes de integración 
considerada en las Refs. [137, 138], la temperatura de Hawking encontrada se reduce 
a 

1 
T AOS = , (8.28)H 8πkB |m|(1 + ϵm) 

con ϵm = γ2Lo 
2δc 

2/(64m2). Este es precisamente el resultado obtenido en la Ref. [139]. 
No obstante, cabe notar que una fjación más general de las constantes de integración 
śı que deja un rastro en la temperatura de los campos cuánticos que viven en la 
geometŕıa exterior efectiva del modelo, resultando en una variación relativa 

|TH − T AOS| x̃c(t
BH) 

T AOS 
H = (ϵm 

1/2 + ϵm 
−1/2) − 1. (8.29)

(tBH)H 1 + x̃c 
2 

En el ĺımite Loδc ≪ |m| considerado al fnal de la Sec. 1, un comportamiento 

(tBH) y ϵ
1/2

relativista impone que x̃c m sean pequeños y similares, como ilustra la 

Ec. (8.23). Entonces, ϵm 
−1/2 

x̃c(t
BH) − 1 —es decir, el cambio relativo de x̃c(t

BH) con 
1/2 

respecto a ϵm — proporciona una buena estimación de la variación relativa (8.29) 
en el régimen comentado. Naturalmente, el valor concreto que adopta esta cantidad 
depende de la forma en la que se seleccionan las constantes de integración. Aunque 
la contribución resultante debeŕıa ser pequeña con respecto a la unidad en el ĺımite 
mencionado, es importante enfatizar que puede ser mayor que ϵm y, por tanto, mayor 
que las correcciones que aparecen en el modelo AOS con respecto a la temperatura 
de Hawking relativista [véase la Ec. (8.28)]. 

No es complicado ver que la temperatura (8.27) depende de la relación entre el 
área f́ısica del horizonte negro y la masa hamiltoniana |m|, relación que depende 
a su vez de la forma en la que se fjan las constantes de integración que aparecen 
en las soluciones efectivas. Recordemos que este área viene dada por 4πrS 

2 , donde 
r2 = |p̃c(tBH)|. Una comparación directa con la métrica de Schwarzschild permite S 
apreciar que rS ha de tender al valor 2|m| en el ĺımite clásico en el que los parámetros 
de polimerización se anulan, lo cual justifca la notación empleada para designar esta 
cantidad. Partiendo de la expresión de |p̃c(tBH)| y resolviendo una simple ecuación 
polinómica cuadrática, se puede reescribir x̃c(t

BH) en términos de rS 
2 . Quedándonos 

con la solución que exhibe un ĺımite clásico aceptable, tenemos que s � � 
BH) = |C1|e −2tBH rS 

2 4|m| 4m2 �2 
γLoδc 

�2 

x̃c(t = 1 − 1 −  . (8.30)
4m2 γLo r2 4mδc S 

45Nótese que x es una variable temporal en la región exterior. 
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Haciendo uso de esta expresión, es posible reescribir la temperatura de Hawking como 

ℏ 4m2 
= , (8.31)TH 

8πkB |m| r2 
S 

donde hemos reintroducido puntualmente la constante reducida de Planck ℏ. Por 
tanto, los efectos de gravedad cuántica están codifcados en el cociente 4m2/rS 

2 , cuyo 
valor no forzamos que sea igual a la unidad. El hecho de que este cociente pueda 
ser distinto de la unidad para valores fnitos de la masa es una consecuencia de 
que, en general, |m|/G no tiene por qué coincidir con la masa MH = rS /2G, que 
denominaremos masa del horizonte. En efecto, la relación precisa entre estas dos 
masas depende tanto de C1 como de C2 (o, equivalentemente, de tBH): vuut ! 

MH = 
γLoδc e2t

BH |m|−2tBH|C1|e + 
8|m| |C1| G 

. (8.32) 

Esto no quiere decir que |m|/G no coincida con otras nociones de masa, como la masa 
ADM, como veremos en la Sec. 3. Más bien, la situación que hemos encontrado pone 
de manifesto que distintas defniciones de la masa que conducen al mismo resultado 
en el contexto de la relatividad general no tienen por qué coincidir en escenarios más 
generales. Teniendo en mente los comentarios expuestos bajo la Ec. (8.29), es fácil 
convencerse de que la desviación encontrada en el valor de la masa del horizonte está 
ı́ntimamente relacionada con la desviación en la temperatura de Hawking discutida 
previamente. De hecho, un cálculo sencillo muestra que, en el ĺımite Loδc ≪ |m|, el 
término dominante de GMH /|m| − 1 es, o bien de orden ϵm, o bien del mismo orden 
que la diferencia relativa entre temperaturas dada en la Ec. (8.29), dependiendo de 
cuál sea mayor de los dos en el régimen considerado para una cierta fjación admisible 
de las constantes de integración. 

3 Comportamiento asintótico y nociones de masa 
Discutamos ahora cuáles son los efectos de considerar una elección general de cons-
tantes de integración en el comportamiento asintótico y en las distintas nociones de 
masa correspondientes a la geometŕıa efectiva resultante. 

El comportamiento asintótico del modelo AOS original fue estudiado en las Refs. 
[139, 144], en las que se extrajo la conclusión de que la geometŕıa exterior efectiva solo 
es asintóticamente plana en un sentido elemental. Efectivamente, la métrica exterior 
śı que se aproxima a una métrica plana en el infnito espacial, como se demostró en 
la Ref. [139], pero resulta no hacerlo lo sufcientemente rápido como para verifcar 
ciertas condiciones sobre el decaimiento de sus derivadas [139, 144]. El resultado en el 
marco más general presentado en este caṕıtulo resulta ser análogo. Tras reexpresar la 
métrica en una forma mejor adaptada a un análisis de la región asintótica, podemos 
llevar a cabo una expansión asintótica de cada componente métrica para identifcar 
las contribuciones dominantes en cada una de ellas. Del mismo modo que en el modelo 
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AOS original, encontramos que, si los parámetros de polimerización son distintos de 
cero, la componente temporal de la métrica diverge en el infnito espacial. En virtud de 
la interpretación f́ısica de los parámetros de polimerización, esto signifca que aparece 
una divergencia en la métrica como resultado de la inclusión de efectos cuánticos en 
el sistema, independientemente de su tamaño. Siguiendo un procedimiento completa-
mente análogo al presentado en la Ref. [139], es posible reabsorber el factor divergente 
mediante una redefnición de la variable temporal. Tras dicho cambio, es aparente 
que la métrica efectiva se aproxima a una métrica plana en el infnito espacial. No 
obstante, este cambio de tiempo también introduce ciertos términos relevantes para 
la derivada del tensor métrico, que impiden que la derivada de la métrica verifque las 
condiciones sobre ella que se requieren en la defnición usual de planitud asintótica 
[2, 198]. 

Por otro lado, una noción de gran relevancia en los espaciotiempos de agujero 
negro es la de masa. En la relatividad general, existen múltiples propuestas para la 
asignación de una masa a una cierta geometŕıa, muchas de las cuales involucran sus 
regiones asintóticas, como es el caso de la masa ADM. Para poder llevar a cabo una 
comparación, es interesante considerar otras defniciones de la masa para geometŕıas 
de agujero negro. Una noción que ha sido empleada en trabajos recientes involucra 
el tensor de Ricci de la métrica espacial inducida (consúltese la Ref. [199] para más 
detalles al respecto). Es bien sabido que, en el caso de la métrica de Schwarzschild (que 
es asintóticamente plana en el sentido usual), ambas defniciones de la masa conducen 
al mismo resultado. No obstante, esto no ha de ser necesariamente cierto en contextos 
más generales como el que nos ocupa, donde la inclusión de los parámetros de 
polimerización pretende capturar los efectos más relevantes de la naturaleza cuántica 
de la geometŕıa. 

Consideremos en primer lugar la masa ADM, que se defne en términos de la parte 
espacial q̃ab de la métrica efectiva en la región exterior. Para expresar la métrica en 
una forma más conveniente para el cálculo necesario, introduzcamos el cambio de 

(t−tBH) 2tBH 
coordenadas t → r̃ = r̃S e , donde r̃S 

2 = γLoδc|m|e /(2|C1|). Nótese que, si 
|C1| se fja de forma que las soluciones efectivas resultantes tengan un buen ĺımite 
clásico, r̃S 

2 coincide a orden dominante con la constante rS 
2 introducida en la sección 

anterior [véanse la Ec. (8.23) y el párrafo bajo la Ec. (8.28)]. En términos de la 
nueva coordenada radial r̃  y del parámetro ϵ = bo − 1, la parte espacial del elemento 
de ĺınea exterior q̃abdx

adxb (con {xa}a=1,2,3 = {˜ onr, θ, ϕ}) admite la expresi´ � � 
2 −4tBH 

(2 + ϵ + ϵ ξ1+ϵ) 1 + |C1|2e ξ4 � � 
−4tBH2 2 dΩ2ξ4dr̃ + r̃  1 + |C1|2 e , (8.33)

(1 − ξ1+ϵ) [(2 + ϵ)2 − ϵ2ξ1+ϵ] 

donde ξ = r̃S /r̃. Por otro lado, el cuadrado de la función lapso en la región exterior 
(que se puede obtener a partir de su contrapartida interior mediante las sustituciones 
detalladas en el primer párrafo de la Sec. 1.2) viene dado por 

4m2 (1 − ξ1+ϵ) [(2 + ϵ)2 − ϵ2ξ1+ϵ] (2 + ϵ + ϵ ξ1+ϵ)
2 

Ñ2 = 
2 � 

−4tBH 
� ξ−2ϵ . (8.34) 

r̃  16(1 + ϵ)4 1 + |C1|2e ξ4 
S 
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Haciendo uso de estas expresiones, se puede calcular fácilmente la masa ADM, que 
se defne como sigue [200]: I p1 ac ̃ bd(∂cMADM = lim dSd det(q̃)Ñ q̃  q q̃ba − ∂bq̃ca), (8.35)

16πG r̃→∞ r̃  

donde la integración debe realizarse sobre una 2-esfera de radio r̃  constante y las 
derivadas parciales han de tomarse con respecto a las coordenadas cartesianas {ya}
de la métrica plana a la que la métrica espacial efectiva q̃ab tiende asintóticamente. 
Adicionalmente, yadSa ˜ donde d2V es el elemento de ´= rd2V , area de la 2-esfera 
considerada. Un cálculo directo conduce a 

|m| r̃1+ϵ(2 + ϵ)2 r̃2q̃r̃r̃(r̃) − r∂˜ r̃q̃θθ(r̃) + q̃θθ(r̃) |m|
MADM = S lim = . (8.36) 

r3+ϵG 4(1 + ϵ)2 r̃→∞ ˜ G 

La ´ alida siempre y cuando ϵ < 3, mientras que el lımiteultima igualdad mostrada es v´ ´ 
asintótico diverge para valores ϵ > 3, lo que implica una mala defnición de esta noción 
de masa en tales casos. Notemos que los agujeros negros macroscópicos satisfacen por 
defnición la condición ϵ < 3 [138]. Además, esta cota ha de ser respetada también 
si los efectos de gravedad cuántica son razonablemente pequeños. Restringiendo 
el análisis a situaciones de este tipo en las que la masa ADM está bien defnida, 
concluimos que el parámetro que hemos venido denominando masa hamiltoniana es 
efectivamente proporcional a la masa ADM, |m| = GMADM. Cabe destacar que 
este resultado es idéntico al obtenido en la Ref. [139]. Esta propiedad notable es 
una consecuencia inmediata del hecho de que la masa ADM es independiente de los 
valores adoptados por las constantes de integración C1 y C2, en contraste con el caso 
de la masa del horizonte. 

Para concluir, estudiemos la segunda defnición de masa comentada anteriormente, 
˜a saber, la construida a partir del tensor de Ricci de la métrica espacial R(3) 

Dicha ab . 
noción de masa, a la que nos referiremos como masa de Ricci, se defne como I 

(3) b˜MRicci = 
1 

lim d2V r̃NR̃ 
ab r̂

a r̂  , (8.37)
8πG r̃→∞ r̃  

donde la integración se ha de llevar a cabo una vez más sobre una 2-esfera de radio r̃  
constante y r̂a es un campo vectorial radial de norma unidad. Dado que no interviene 
integración alguna en la dirección radial, basta con obtener el término dominante de 
la componente r̃r̃  del tensor de Ricci. Esta es una tarea sencilla gracias a que la 
métrica espacial efectiva q̃ab es diagonal. Teniendo en cuenta estas consideraciones, 
es sencillo mostrar que " !#−1/2 

γLoδc −2tBH e2t
BH 

MRicci = (1 + ϵ)MADM = (1 + ϵ) |C1|e + MH. (8.38)
8|m| |C1| 

Aśı pues, las tres defniciones de masa estudiadas, que coinciden cuando se aplican 
al espaciotiempo de Schwarzschild clásico, diferen en las soluciones efectivas conside-
radas. En el caso de las masas ADM y de Ricci, la diferencia encontrada está dada por 
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un factor global proporcional a ϵ (y que, por tanto, encapsula los efectos cuánticos del 
modelo), que se anula en el ĺımite clásico en el que los efectos cuánticos desaparecen. 
Una vez más, este resultado coincide con el alcanzado en la Ref. [139]. De manera 
notable, estas nociones de masa siguen estando bien defnidas incluso en ausencia de 
planitud asintótica estándar (al menos mientras los efectos cuánticos sean pequeños) 
y los valores que resultan de cada una de ellas solo diferen ligeramente para agujeros 
negros masivos. El caso de la masa del horizonte es algo diferente, ya que su valor 
depende de la elección de las constantes de integración C1 y C2, o, más precisamente, 

−2tBHde la combinación |C1|e . 

4 Conclusión 
En este caṕıtulo hemos llevado a cabo un estudio del espacio de soluciones de las 
ecuaciones dinámicas del modelo AOS [137, 138], resolviéndolas y considerando una 
elección más general de constantes de integración. Dada la relación existente entre 
la cuantización de un sistema y la caracterización de su espacio de soluciones, este 
análisis (que estaba ausente en la literatura) es importante para disponer de una base 
robusta sobre la que completar el programa de cuantización en trabajos posteriores 
y poder interpretar sus consecuencias f́ısicas. Además, hemos discutido cómo una 
fjación de las constantes de integración menos restrictiva que la impuesta en las 
Refs. [137, 138] afecta a las propiedades termodinámicas y a las distintas nociones de 
masa correspondientes a la geometŕıa efectiva que se asocia con el modelo. 

En la Sec. 1, hemos obtenido las soluciones generales a las ecuaciones del movimien-
to efectivas, tanto en la región interior (véase la Sec. 1.1) como en la región exterior 
(véase la Sec. 1.2). Cada una de estas soluciones depende de un total de tres 
constantes de integración y de dos parámetros de polimerización positivos (que son 
funciones de la masa hamiltoniana con comportamientos asintóticos dictados por 
ciertas condiciones de ´ ´ A continuación, hemos abordado el estudioarea mınima). 
del empalme de ambas soluciones en los horizontes, exigiendo una geometŕıa no 
degenerada y sufcientemente suave, lo cual resulta en una relación entre las constantes 
de integración en el interior y en el exterior. Como consecuencia, la solución completa 
(válida tanto en la región interior como en las regiones exteriores que se encuentran 
más all´ ´a de los horizontes negro y blanco) viene caracterizada unicamente por tres 
constantes de integración (además de los dos parámetros de polimerización) con las 
siguientes interpretaciones f́ısicas: la masa hamiltoniana, la posición del horizonte 
negro y la posición de la superfcie de transición. También hemos comentado para 
qué valores de las constantes de integración se recuperan los resultados de las Refs. 
[137, 138] y hemos restringido los valores admisibles que puede adoptar una de las 
constantes pidiendo que la superfcie de transición se encuentre en la región interior. 

En la Sec. 2, hemos calculado expĺıcitamente la temperatura de Hawking asociada 
al horizonte negro del modelo. Además, hemos mostrado que esta temperatura es 
proporcional al cociente del área del horizonte y la masa hamiltoniana, que depende 
de la elección de constantes de integración y que no tiene por qué coincidir con el de 
la relatividad general. Hemos concluido que la forma en la que se fjan las constantes 

182 



de integración deja una huella en la termodinámica del modelo efectivo. De hecho, 
hemos observado que la diferencia relativa entre la temperatura general encontrada 
en este caṕıtulo y la temperatura en el modelo AOS original puede ser incluso mayor 
que la desviación relativa entre esta segunda y la temperatura puramente relativista. 

Finalmente, en la Sec. 3, hemos comentado que la estructura asintótica en el 
escenario considerado en este caṕıtulo es análoga a la analizada en la Ref. [139]. Por 
otro lado, hemos calculado los valores de dos nociones distintas de masa que resultan 
coincidir cuando se aplican al espaciotiempo de Schwarzschild: la masa ADM y la que 
hemos denominado como masa de Ricci. En el caso que nos ocupa, hemos comprobado 
que la masa ADM y la masa de Ricci no coinciden exactamente. Ambas masas diferen 
en un término (pequeño para agujeros macroscópicos) que se anula en el ĺımite en el 
que desaparecen los efectos cuánticos. Este es el mismo resultado que se obtuvo en 
la Ref. [139] con la fjación de constantes más restrictiva alĺı adoptada. 

Tras disponer de esta comprensión del espacio de soluciones dinámicas, seŕıa inte-
resante determinar si es posible reconciliar las ecuaciones del movimiento estudiadas 
con un formalismo canónico en el que los parámetros de polimerización sean tratados 
como constantes del movimiento genuinas. Esto permitiŕıa establecer una conexión 
clara entre el hamiltoniano efectivo propuesto y las ecuaciones dinámicas cuyo espacio 
de soluciones hemos caracterizado. Con esta motivación en mente, uno de los caminos 
explorables implica un examen cuidadoso del procedimiento presentado en la Ref. 
[137], donde se considera una cierta extensión del espacio de fases y su reducción 
posterior. Este examen es uno de los objetivos del siguiente caṕıtulo. 
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Caṕıtulo 9 

Formalismo hamiltoniano y 
cuantización polimérica 

En este caṕıtulo examinamos el argumento empleado en la Ref. [138] para motivar las 
ecuaciones dinámicas consideradas en el modelo AOS original desde una perspectiva 
canónica. Dicho argumento involucra una extensión del espacio de fases en el que se 
toman los parámetros de polimerización como variables canónicas adicionales sujetas 
a dos ligaduras que dictan su relación con la masa del agujero negro mediante ciertas 
funciones. Estas ligaduras se imponen en un paso posterior para reducir el espacio de 
fases extendido y conducen a un espacio de fases del mismo número de dimensiones 
que el de partida pero cuya relación mutua no es del todo transparente. Entender 
con precisión esta relación es fundamental si se desea ir más allá de una descripción 
meramente efectiva y formular una versión cuántica del modelo. De hecho, el modelo 
AOS —inspirado por la situación encontrada en la aplicación de la LQC a contextos 
cosmológicos, donde la dinámica cuántica de ciertas familias de estados gaussianos 
está bien aproximada por una dinámica efectiva [44]— pretende describir el compor-
tamiento semiclásico de ciertos estados en una descripción cuántica de agujeros negros 
sin rotación ni carga. No obstante, en ausencia de una teoŕıa cuántica tal, el modelo 
reposa sobre la hipótesis de que existen estados cuánticos cuyo comportamiento 
semiclásico puede ser descrito de esa forma efectiva. Para poder comprobar la validez 
de esta hipótesis y dotar de cierta solidez a la afrmación de que el modelo captura 
correcciones cuánticas de lazos, es necesario construir una teoŕıa cuántica partiendo 
de una formulación hamiltoniana clásica del sistema que conduzca al modelo AOS 
tras la implementación de un procedimiento de regularización apropiado. Con esta 
perspectiva en mente, este caṕıtulo tiene dos objetivos principales. Por un lado, 
determinar cuál es la relación entre el espacio resultante de reducir el espacio de fases 
extendido propuesto en la Ref. [138] y el espacio de fases asociado a la región interior 
de un agujero negro en la relatividad general. Por otro lado, una vez entendida dicha 
relación, proceder a la cuantización del modelo, empleando el formalismo extendido 
como punto de partida, para investigar la forma y algunas de las propiedades de los 
estados f́ısicos. 

El contenido de este caṕıtulo, que recoge los resultados publicados originalmente 
en la Ref. [201], está estructurado de la siguiente manera. En la Sec. 1, resumimos 
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muy brevemente las bases del modelo AOS (conectándolo con la teoŕıa clásica en la 
que se basa) e introducimos la extensión del espacio de fases propuesta en la Ref. 
[138] para motivar las ecuaciones dinámicas desde una perspectiva hamiltoniana, que 
generalizamos al principio de la Sec. 2. A continuación, reducimos el espacio de 
fases extendido mediante una fjación del gauge y estudiamos el efecto que tiene 
esta reducción sobre el ´ on ´algebra de variables de conexi´ y de trıada, mostrando 
que el espacio de fases resultante no es equivalente al espacio de fases del modelo 
correspondiente a la relatividad general. Esta inequivalencia, que hab́ıa pasado 
desapercibida con anterioridad, resulta ser clave para una deducción hamiltoniana 
consistente de las ecuaciones dinámicas. En la Sec. 3, abordamos la cuantización 
polimérica del modelo partiendo del formalismo asociado al espacio de fases extendido. 
Haciendo uso de las técnicas habituales de la LQC, construimos una representación 
cuántica del análogo del algebra´ de holonomı́as y fujos y, tras llevar a cabo un 
procedimiento de regularización apropiado, promovemos las ligaduras del sistema a 
operadores cuánticos sobre el espacio de Hilbert cinemático. En la Sec. 4, caracteri-
zamos formalmente los estados f́ısicos aniquilados por los operadores de ligadura y 
discutimos cuáles son algunas de las condiciones necesarias para que el sector de masas 
grandes presente propiedades f́  ultimo, en la Sec. 5, resumimosısicas razonables. Por ´ 
los resultados más importantes del caṕıtulo. 

1 Modelo extendido 
En esta sección, empezamos resumiendo brevemente algunos aspectos del sistema 
clásico en el que está basado el modelo AOS. A continuación, introducimos el modelo 
efectivo propiamente dicho y consideramos la extensión del espacio de fases propuesta 
en la Ref. [138], incluyendo los parámetros de polimerización (junto con sus momentos 
canónicamente conjugados) como variables canónicas adicionales. 

1.1 Modelo clásico de partida y dinámica efectiva 
Como en los caṕıtulos anteriores, consideremos la región interior de un agujero negro 
de Schwarzschild. Como hemos comentado, con una elección apropiada de coorde-
nadas [103], esta región es isométrica a una cosmoloǵıa de Kantowski-Sachs [173–175]. 
Empleando variables de Ashtekar-Babero para describir los grados de libertad gra-
vitacionales [véanse las Ecs. (2.45) y (2.46)], hemos visto que toda la información 
dinámica está contenida en cuatro variables constantes en las secciones espaciales, 
que forman dos pares canónicos: (b, pb) y (c, pc). En términos de estas variables, el 
elemento de ĺınea espaciotemporal se escribe como 

p2(τ)
ds2 = −N(τ)2dτ 2 + b dx2 + |pc(τ )|dΩ2 , (9.1)

L2 
o|pc(τ )| 

donde N(τ) es la función lapso y τ es la variable temporal asociada. 
En la relatividad general, las variables introducidas verifcan un ´ onicaalgebra can´ 

con corchetes de Poisson dados por {b, pb} = Gγ y {c, pc} = 2Gγ. Además, han de 
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satisfacer una ligadura hamiltoniana de la forma 

b Lo � 
OKS − OKS � HKS[N ] = N p , (9.2) 

γ |pc| G b c � � 
γ2 

OKS pb 
b = − b + , (9.3)

2γLo b 
cpc

OKS 
c = . (9.4)

γLo 

Por tanto, como ya sabemos, con la elección de lapso N = γ
p

|pc|/b los sectores 
radial y angular del espacio de fases se desacoplan dinámicamente. Además, los 

y OKShamiltonianos parciales Ob 
KS 

c son constantes del movimiento e iguales sobre 
soluciones. Cuando la geometŕıa de Kantowski-Sachs se emplea para describir la 
región interior de un agujero de Schwarzschild en la relatividad general, el valor 
absoluto del valor constante de los hamiltonianos parciales sobre soluciones se corres-
ponde con la masa ADM del agujero negro considerado. 

En la LQC homogénea e isótropa, una variedad de resultados bien establecidos 
indican que una clase amplia de estados f́ısicos se encuentran picados en las trayecto-
rias dinámicas generadas por un hamiltoniano efectivo [39, 40, 44]. Dicho hamilto-
niano efectivo se puede obtener reemplazando la variable de conexión c del modelo en 
cuestión por sin(µ̄c)/µ̄ [71], donde µ̄ es un parámetro de polimerización dependiente 
del espacio de fases de origen cuántico. Motivados por estos resultados, los autores 
de las Refs. [137, 138] asumieron una descripción efectiva de la región interior cuya 
dinámica, con la elección de lapso comentada, es generada por NHef = Lo(Ob −Oc)/G 
[véanse las Ecs. (7.4)-(7.6)], hamiltoniano efectivo que en lo que sigue llamaremos 

Hef simplemente46 Si los parámetros de polimerización del modelo, δb y δc, sonAOS. 
números constantes o funciones de Ob y/o Oc, es sencillo comprobar que los hamilto-
nianos efectivos parciales siguen siendo constantes del movimiento con un valor sobre 
soluciones coincidente, que llamamos m. En los trabajos en los que se presentó 
originalmente el modelo, se afrma que este hamiltoniano efectivo proporciona las 
siguientes ecuaciones dinámicas para las variables de conexión y de tŕıada [137, 138]: � � 

1 sin δbb γ2δb ′ sin δcc 
b ′ = − + , c = −2 , (9.5)

2 δb sin δbb δc� � 
γ2δ2pb′ b ′ pb = cos δbb 1 − , pc = 2pc cos δcc, (9.6)

2 sin2 δbb 

donde, como en el caṕıtulo anterior, ′ denota la derivada con respecto al tiempo 
coordenado (asociado a la elección de lapso introducida) y los parámetros son tales 
que su comportamiento en el ĺımite de masas |m| grandes viene dado por la Ec. 
(7.44). La resolución de estas ecuaciones dinámicas conduce a la geometŕıa interior 
efectiva estudiada en las Refs. [137, 138] y en el caṕıtulo anterior. A pesar de sus 

46De esta manera, evitamos arrastrar la notación en la que se refeja expĺıcitamente que es el 
resultado de la absorción de una cierta función del espacio de fases en el lapso para lograr el desacoplo 
dinámico de los sectores radial y angular. 
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propiedades interesantes, la deducción hamiltoniana de estas ecuaciones es oscura. 
En efecto, sirviéndonos de la estructura simpléctica de las cosmoloǵıas de Kantowski-
Sachs [véanse los corchetes de Poisson detallados en el párrafo anterior a la Ec. (9.2)], 
la única forma de obtener estas ecuaciones a partir del hamiltoniano efectivo Hef 

AOS 
(7.4) es tratar los parámetros de polimerización δb y δc como números constantes. 
Este procedimiento parece estar en contradicción con el hecho de que estos parámetros 
de polimerización habŕıan de tomarse en realidad como constantes del movimiento: 
se identifcan con funciones de la masa m, que es una constante del movimiento 
que toma un valor distinto en cada trayectoria dinámica. Como resultado de esta 
dependencia en el espacio de fases, las funciones de m no se comportan como números 
constantes bajo corchetes de Poisson, sino que tienen corchetes no nulos con las 
variables canónicas. Como ya hemos comentado en profundidad, esta tensión ha sido 
objeto de debate en una serie de trabajos [140, 193, 194]. 

1.2 Espacio de fases extendido 
Ante la situación descrita, los autores de la Ref. [138] propusieron un argumento para 
motivar las ecuaciones dinámicas anteriores desde un punto de vista canónico en el 
que se tratan los parámetros de polimerización como constantes del movimiento. Más 
concretamente, propusieron una extensión del espacio de fases de Kantowski-Sachs 
ΓKS y de su dinámica. A continuación, ilustramos brevemente este procedimiento, 
presentado en la Ref. [138]. 

En primer lugar, se defne un espacio de fases extendido Γext de dimensión ocho que 
incluye, además de los pares canónicos (b, pb) y (c, pc), dos pares canónicos adicionales 
(δb, pδb ) y (δc, pδc ), compuestos por los parámetros de polimerización y unos momentos 
canónicamente conjugados. ´Los corchetes de Poisson no nulos de estos dos ultimos 
pares de variables son 

{δb, pδb } = 1, {δc, pδc } = 1. (9.7) 

El hamiltoniano en el espacio de fases extendido adopta la forma 

NHef Φc, (9.8)AOS + λbΦb + λc 

donde N , λb y λc son multiplicadores de Lagrange y las nuevas ligaduras Φb y Φc 
adoptan las expresiones 

Φb = Ob −Fb(δb), Φc = Oc −Fc(δc), (9.9) 

para un cierto par de funciones Fb y Fc, que han de ser al menos de clase C1 . 
En principio, la ´ on sobre sus valores [resultante del comportamiento unica restricci´ 
asintótico de los parámetros de polimerización (7.44)] es que han de verifcar 

√ 
∆ γ∆2 

Fb(δb) = √ , 
2πγ2δ3 

b 
Fc(δc) = ,

32π2(Lo )3δc
(9.10) 
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a orden dominante en el ĺımite de masas |m| grandes (o, lo que es equivalente, 
en el ĺımite de valores absolutos de los parámetros de polimerización pequeños). 
Claramente, todas las ligaduras que integran el hamiltoniano (9.8) conmutan entre 
śı, por lo que forman un conjunto de primera clase y se pueden interpretar como los 
generadores de las simetŕıas del sistema. 

Es fácil comprobar que la dinámica generada por el hamiltoniano (9.8) en el 
subespacio de Γext coordenado por (b, pb) y (c, pc) está gobernada por las ecuaciones 
dinámicas del modelo AOS [Ecs. (9.5) y (9.6)] si los multiplicadores de Lagrange se 
fjan de tal manera que N = 1 y λc = λb = 0. 

Otra forma alternativa de obtener estas ecuaciones dinámicas consiste en i) imponer 
las ligaduras Φb y Φc para eliminar los grados de libertad asociados a los pares (δb, pδb ) 
y (δc, pδc ) y ii) calcular la dinámica en el espacio de fases Γ̄ 

ext resultante de la reducción 
del sistema, siempre que en la elección de gauge considerada se tenga que λb = λc = 0. 
En la Ref. [138], se considera una fjación del gauge de este tipo. Por tanto, parece 
natural preguntarse cuál es la relación entre el espacio de fases reducido Γ̄ 

ext y el de 
partida ΓKS. De hecho, la respuesta a esta pregunta es crucial para entender cómo se 
pueden obtener canónicamente las ecuaciones dinámicas del modelo AOS a partir de 
una descripción efectiva de cosmoloǵıas de Kantowski-Sachs. 

2 Reducción del espacio de fases 
En esta sección, consideramos reducciones del espacio de fases extendido Γext que 
eliminan los grados de libertad asociados a (δb, pδb ) y (δc, pδc ) y que se traducen en 
multiplicadores de Lagrange λb y λc nulos, de tal manera que las ecuaciones dinámicas 
de las Refs. [137, 138] gobiernen la dinámica reducida. Además, investigamos la 
relación existente entre el espacio de fases que resulta de esta clase de reducciones y 
el espacio de fases de Kantowski-Sachs ΓKS. 

En lo que sigue, consideramos un hamiltoniano total ligeramente distinto al de la 
Ec. (9.8) pero igual de válido en Γext, con el objetivo de generalizar trabajos previos. 
Recordemos que los dos hamiltonianos parciales son constantes del movimiento con el 
mismo valor m sobre soluciones [193, 194]. Esta indistinguibilidad en la superfcie de 
ligadura hace que m pueda identifcarse tanto con Ob como con Oc. Por consiguiente, 
parece natural considerar el hamiltoniano más general 

Hef = NHef 
ext AOS + λbΨb + λcΨc, (9.11) 

donde las nuevas ligaduras Ψb y Ψc adoptan la forma 

Ψb = Kb (Ob, Oc) − δb, Ψc = Kc (Ob, Oc) − δc, (9.12) 

para un par de funciones Kb y Kc lo sufcientemente suaves. A priori, la unica´ 
restricción sobre sus valores resulta, de nuevo, del comportamiento asintótico que 
han de exhibir los parámetros de polimerización: 

√ !1/3 � �1/3
∆ 1 γ∆2 

Kb(m, m) = √ , Kc(m, m) = . (9.13)
4π22πγ2m 2Lo m 
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Como en el caso del hamiltoniano discutido en la Sec. 1.2, las tres ligaduras de las 
que se compone el hamiltoniano Hef forman un conjunto de primera clase que genera ext 
las simetŕıas del sistema. 

2.1 Fijación del gauge: álgebra de Dirac 
Para eliminar los grados de libertad asociados con los parámetros de polimerización, se 
pueden introducir, además de las ligaduras Ψb y Ψc, condiciones de fjación del gauge 
asociado con sus momentos canónicos pδb y pδc . Adoptando la misma estrategia que 
se siguió en la Ref. [138], consideremos las condiciones de fjación del gauge χb = 0 y 
χc = 0, con 

χb = Pδb − Gb(Ob, Oc), χc = Pδc − Gc(Ob, Oc), (9.14) 

donde Gb y Gc son dos funciones sufcientemente suaves. Además, Pδb y Pδc son 
variables de momento canónicamente conjugadas a δb y δc, respectivamente, defnidas 
de modo que conmuten bajo corchetes de Poisson con los hamiltonianos parciales 
Ob y Oc. De hecho, es posible encontrar un cambio de variables (b, pb, c, pc) → 
(Ob, Pb, Oc, Pc), donde Pb y Pc son variables de momento asociadas a los hamiltonianos 
parciales, de tal manera que se obtiene un conjunto canónico para la totalidad del 
espacio de fases extendido junto con (δb, Pδb , δc, Pδc ). En el Apéndice B, se recogen las 
defniciones de las variables involucradas en la transformación canónica mencionada, 
que se describe en un mayor grado de detalle en la Ref. [138]. En lo que concierne 
a la discusión presente, solo necesitamos saber que los momentos Pδb y Pδc dependen 
exclusivamente de las variables de sus sectores respectivos del espacio de fases y que 
diferen de los momentos originales pδb y pδc en términos independientes de ellos (véase 
el Apéndice B o la Ref. [138]): 

∂PδbPδb = Pδb (b, pb, δb, pδb ), = 1, (9.15)
∂pδb 

∂PδcPδc = Pδc (c, pc, δc, pδc ), = 1. (9.16)
∂pδc 

Las ligaduras Ψb, Ψc, χb y χc forman un conjunto de segunda clase, lo cual indica 
que las condiciones introducidas proporcionan una buena fjación del gauge. En efecto, 
el álgebra de Poisson que verifcan estas ligaduras viene dado por 

{χb, Ψb} = 1, {χc, Ψc} = 1, {χb, Ψc} = 0, (9.17) 

{χc, Ψb} = 0, {χb, χc} = 0, {Ψb, Ψc} = 0. (9.18) 

Adicionalmente, para que la fjación del gauge esté bien planteada, debe ser estable 
bajo la evolución generada por el hamiltoniano Hef onext, lo cual implica una condici´ 
sobre los valores de λb y λc (que han de ser tales que los cuatro corchetes de las 
ligaduras con el hamiltoniano se anulen débilmente). Un cálculo sencillo muestra que 
esta estabilidad dinámica se da si y solo si λb = λc = 0. 

Tras la fjación del gauge descrita, los pares (δb, Pδb ) y (δc, Pδc ) se reducen a 
funciones del resto del espacio de fases. En este sentido, el espacio de fases extendido 
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Γext de ocho dimensiones se ve reducido a un espacio de fases Γ̄ 
ext de cuatro dimen-

¯siones. Naturalmente, el álgebra canónica de funciones en Γext se obtiene a partir del 
pullback de la estructura simpléctica en Γext. En la práctica, esto se puede hacer de 
forma expĺıcita reemplazando los corchetes de Poisson por corchetes de Dirac [28]. Si 
{·, ·} son los corchetes de Poisson en el espacio de fases que está sujeto al conjunto de 
ligaduras de segunda clase (φ1, φ2, φ3, φ4) = (Ψb, Ψc, χb, χc), los corchetes de Dirac 
{·, ·}D de dos funciones arbitrarias f y g del espacio de fases reducido se defnen como 
[28] 

4 

{f, g}D = {f, g} − {f, φµ}(M−1)µν {φν , g}, (9.19) 
µ,ν=1 

donde M es la matriz 4 × 4 con elementos (M)µν = {φµ, φν }. En el caso que nos 
ocupa, 

X 

M−1 = 

  02 I2 

  . (9.20) 

� 

−I2 02 

En la ecuación anterior, 02 y I2 denotan, respectivamente, las matrices nula e identidad 
de orden dos. 

Tras la reducción del espacio de fases, el álgebra de Dirac de las variables Ob, Pb, 
¯Oc y Pc en Γext se puede calcular fácilmente. Obtenemos que 

{Ob, Oc{Ob, Pb}D = 1, {Oc, Pc}D = 1, }D = 0, (9.21)�X ∂Ga ∂Ka{Pb, Pc}D = − 
∂Ob ∂Oc 

∂Ga ∂Ka 
. (9.22)

∂Oc ∂Ob 
a=b,c 

Por tanto, está claro que, para elecciones generales del gauge (es decir, para funciones 
arbitrarias Ga y Ka), el álgebra resultante deja de ser canónica en el espacio de fases 
reducido, ya que el último corchete de Dirac es, en general, distinto de cero. 

2.2 Inequivalencia con el espacio de fases de partida 
En el argumento en el que se propuso originalmente la formulación del modelo AOS 
asociada al espacio de fases extendido [138], se asumió que una elección de gauge tal 

¯ que {Pb, Pc}D = 0 conduce a un espacio de fases reducido Γext simplectomórfco al 
espacio de fases de Kantowski-Sachs ΓKS. No obstante, la validez de una asunción 
tal se ve oscurecida por el hecho de que los parámetros de polimerización, que 
intervienen en la defnición de los hamiltonianos parciales, son funciones de los propios 
hamiltonianos parciales. En efecto, en lo que sigue, demostramos expĺıcitamente que 
Γ̄ext y ΓKS son espacios de fases inequivalentes, incluso si se fja el gauge de tal modo 
que se cumpla que {Pb, Pc}D = 0. Para ello, examinamos el algebra de Dirac satisfecha´ 

¯ por las variables de conexión y de tŕıada en Γext y mostramos que, a diferencia de lo 
que ocurre en ΓKS, estas variables no forman pares canónicos. 
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Centramos nuestra atención en fjaciones del gauge que garanticen la conmuta-
tividad de Pb y Pc bajo corchetes de Dirac. En otras palabras, restringimos el análisis 
a funciones Gb y Gc que satisfacen 

∂Gb ∂Kb ∂Gb ∂Kb ∂Gc ∂Kc ∂Gc ∂Kc− = − . (9.23)
∂Ob ∂Oc ∂Oc ∂Ob ∂Oc ∂Ob ∂Ob ∂Oc 

Una aplicación directa de las Ecs. (9.19) y (9.20) conduce a los siguientes corchetes 
¯de Dirac no nulos para las variables de conexión y de tŕıada en Γext: � � 

{b, pb}D = Gγ 1 − � 
∂Kb 

∂Ob 

∂Ob 

∂δb 
, � (9.24) 

{c, pc}D = 2Gγ 1 − � 
∂Kc 

∂Oc 

∂Oc 

∂δc 
, � (9.25) 

{b, c}D 
∂Pδc = 2G2γ2 
∂pc� 

∂Kc 

∂Ob 

∂Ob 

∂pb 

∂Pδb− 
∂pb 

∂Kb 

∂Oc 

∂Oc 
,

∂pc � (9.26) 

{b, pc}D 
∂Pδb = 2G2γ2 
∂pb� 

∂Kb 

∂Oc 

∂Oc 

∂c 
∂Pδc− 
∂c 

∂Kc 

∂Ob 

∂Ob 
,

∂pb � (9.27) 

{c, pb}D 
∂Pδc = 2G2γ2 
∂pc� 

∂Kc 

∂Ob 

∂Ob 

∂b 
∂Pδb− 
∂b 

∂Kb 

∂Oc 

∂Oc 
,

∂pc � (9.28) 

{pb, pc}D = 2G2γ2 ∂Pδc 

∂c 
∂Kc 

∂Ob 

∂Ob 

∂b 
∂Pδb− 
∂b 

∂Kb 

∂Oc 

∂Oc 

∂c 
, (9.29) 

como se puede demostrar fácilmente haciendo uso de las propiedades de Pδb y Pδc 

comentadas en las Ecs. (9.15) y (9.16), y teniendo en cuenta que conmutan con 
los hamiltonianos parciales en el espacio de fases extendido Γext. Claramente, los 
corchetes {b, pb}D y {c, pc}D resultan no ser constantes para una elección general de 
las funciones Kb y Kc. En particular, si Kb y Kc solo son funciones de su hamiltoniano 
parcial respectivo (como ocurre en la Ref. [138]), el resto de corchetes de Dirac (9.26)-
(9.29) se anula, pero las variables de conexión siguen sin presentar corchetes canónicos 
con las de tŕ  En efecto, los unicos casos no triviales en los que se recuperan ıada. ´ 
valores constantes para {b, pb}D y {c, pc}D son aquellos en los que las funciones Kb y 
Kc son independientes de Ob y Oc, respectivamente. Sin embargo, en estos casos es 
fácil convencerse de que los corchetes restantes no pueden ser todos cero. Por último, 
el caso trivial en el que Kb y Kc son funciones constantes queda excluido por la propia 
construcción del modelo. Por ello, concluimos que las variables de conexión y de 

¯ tŕıada no pueden forman un conjunto canónico en Γext. Una consecuencia inmediata 
de esta conclusión es que el espacio de fases reducido es inequivalente al espacio de 
fases de Kantowski-Sachs. 

¯Notablemente, el cambio en la estructura canónica de Γext con respecto a la de 
ΓKS es precisamente el necesario para reconciliar la dinámica del modelo AOS con un 
hamiltoniano efectivo NHef donde los parámetros cuánticos δb y δc vienen dados AOS 
por funciones del espacio de fases que se comportan como constantes del movimiento 
sobre soluciones. Efectivamente, tras la imposición de las ligaduras Ψb = Ψc = 0, los 
corchetes de Dirac entre las variables b y pb y los hamiltonianos parciales admiten las 
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siguientes expresiones: � � � 
1 ∂Ob ∂Kc ∂Oc{b, Ob}D = 1 − {b, pb}D
β ∂pb ∂Oc ∂δc� �� 

∂Kb ∂Ob ∂Oc ∂Oc 
+ {b, c}D + {b, pc}D , (9.30)
∂Oc ∂δb ∂c ∂pc� 

1 ∂Ob ∂Kc ∂Oc{b, Oc}D = {b, pb}D
β ∂pb ∂Ob ∂δc� �� �� 

∂Kb ∂Ob ∂Oc ∂Oc 
+ 1 − {b, c}D + {b, pc}D , (9.31)

∂Ob ∂δb ∂c ∂pc� � � 
1 ∂Ob ∂Kc ∂Oc−{pb, Ob}D = 1 − {b, pb}D
β ∂b ∂Oc ∂δc� �� 

∂Kb ∂Ob ∂Oc ∂Oc 
+ {c, pb}D − {pb, pc}D , (9.32)
∂Oc ∂δb ∂c ∂pc� 

1 ∂Ob ∂Kc ∂Oc−{pb, Oc}D = {b, pb}D
β ∂b ∂Ob ∂δc� �� �� 

∂Kb ∂Ob ∂Oc ∂Oc 
+ 1 − {c, pb}D − {pb, pc}D , (9.33)

∂Ob ∂δb ∂c ∂pc 

con la función β defnida como � �� � 
∂Kb ∂Ob ∂Kc ∂Oc ∂Kb ∂Kc ∂Ob ∂Oc

β = 1 − 1 − − , (9.34)
∂Ob ∂δb ∂Oc ∂δc ∂Oc ∂Ob ∂δb ∂δc 

que asumimos distinta de cero, seleccionando apropiadamente Kb y Kc si es necesa-
rio. Las ecuaciones análogas aplicadas a las variables del sector angular se pueden 
obtener remplazando (b, pb, δb, Ob, Kb) por (c, pc, δc, Oc, Kc). Insertando los valores de 
los corchetes de Dirac entre las variables de conexión y de tŕıada y teniendo en cuenta 
una vez más que Pδb y Pδc conmutan con los hamiltonianos parciales en el espacio de 
fases extendido, obtenemos 

∂Ob ∂Ob{b, Ob}D = Gγ , {pb, Ob}D = −Gγ , (9.35)
∂pb ∂b 
∂Oc ∂Oc{c, Oc}D = 2Gγ , {pc, Oc}D = −2Gγ , (9.36)
∂pc ∂c 

siendo los corchetes restantes —{b, Oc}D, {pb, Oc}D, {c, Ob}D y {pc, Ob}D — iguales 
a cero. Dado que estos corchetes de Dirac defnen los fujos hamiltonianos en el 
espacio de fases reducido, las ecuaciones mostradas sobre estas ĺıneas gobiernan la 
dinámica reducida de las variables de conexión y de tŕıada. Es trivial comprobar 
que, de hecho, conducen exactamente a las ecuaciones dinámicas que se obtienen 
del hamiltoniano efectivo Hef en una cosmoloǵıa de Kantowski-Sachs cuando seAOS 
tratan los parámetros de polimerización como constantes puras (siendo identifcados 
a posteriori con funciones del valor de la masa m en cada solución). En otras palabras, 
las ecuaciones alcanzadas reproducen con exactitud la dinámica del modelo AOS para 
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la región interior de un agujero negro sin rotación ni carga. Vemos que, después de 
todo, resulta posible recuperar las ecuaciones del movimiento estudiadas en las Refs. 
[137, 138] con una deducción hamiltoniana rigurosa en la que los parámetros se tratan 
como constantes del movimiento genuinas gracias a la discrepancia encontrada entre 

¯las estructuras simplécticas en Γext y en ΓKS. 
Antes de proceder a la cuantización del modelo, cabe pararse a comentar el contras-

te que presentan el enfoque seguido en el contexto de agujeros negros y el adoptado 
en el estudio de las cosmoloǵıas de Bianchi I (véanse la primera sección del Caṕıtulo 
3 y el Caṕıtulo 4). En el primero de estos casos, hemos insistido en gran medida en 
que las ecuaciones dinámicas deben poder ser obtenidas a partir de un hamiltoniano 
efectivo mediante un formalismo canónico consistente en el que los parámetros de 
polimerización sean tratados de forma acorde a su naturaleza no trivial como funciones 
del espacio de fases desde el principio. No obstante, el procedimiento seguido en la 
implementación de la dinámica mejorada en cosmoloǵıas homogéneas pero anisótropas 
es muy distinto. En el estudio de sistemas cosmológicos en general, debido a que tomar 
parámetros de polimerización constantes resulta en propiedades f́ısicas indeseables 
[43], se propuso adjudicarles una dependencia en el espacio de fases deducida al 
requerir que los circuitos de holonomı́a involucrados en la defnición del hamiltoniano 
efectivo encierren un ´ ´ ´area fısica mınima [44], requisito que introduce en la LQC la 
información acerca de que existe un gap de área en la LQG. Sin embargo, en el proceso 
de cuantización de la ligadura escalar de cosmoloǵıas de Bianchi I (y, en particular, 
en su regularización), hemos ignorado la naturaleza no trivial de los parámetros 
de polimerización47 . Solo una vez regularizado el hamiltoniano, identifcamos los 
parámetros con las funciones del espacio de fases resultantes de la imposición de 
ciertas condiciones de ´ ´ on sin elementos ad hoc dearea mınima sin una demostraci´ 
la validez de este procedimiento. En el contexto del estudio de agujeros negros, 
motivados por la potencial relevancia del escenario f́ısico estudiado, hemos insistido 
en buscar una justifcación a esta identifcación motivada por un tratamiento canónico 
acorde desde el principio con la naturaleza no trivial de los parámetros, lo cual hemos 
logrado mediante una extensión del espacio de fases, dotando a la propuesta de una 
mayor consistencia. Obtener una justifcación parecida en el caso de las cosmoloǵıas 
de Bianchi I (quizá siguiendo un procedimiento similar al empleado en el contexto 
de agujeros negros) es un problema abierto que seŕıa interesante abordar en trabajos 
futuros. 

3 Cuantización polimérica 
De la discusión presentada en la sección anterior, parece evidente que una deducción 
hamiltoniana de las ecuaciones dinámicas requiere del uso de un ´ ecticaalgebra simpl´ 
en la que las variables de Ashtekar-Barbero no son canónicas, a diferencia de lo 
que ocurre en la relatividad general. De hecho, dependiendo de cómo se fjen los 
parámetros de polimerización como funciones de los hamiltonianos parciales Ob y Oc, 

47Más concretamente, en el cómputo del corchete de Poisson de Ai
a con {HE 

BI, V } que lleva de la 
Ec. (3.2) a la Ec. (3.3), no hemos tenido en cuenta la dependencia de µ̄ i en las variables de tŕıada. 
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dicha ´ En efecto, puede incluso darse el caso dealgebra puede ser muy complicada. 
que diferentes componentes de la conexión o de la tŕıada densitizada no conmuten 
entre śı. Un álgebra tal no se presta fácilmente a una representación cuántica sobre 
un espacio de Hilbert, al menos empleando las técnicas habituales de la cuantización 
polimérica. No obstante, hemos visto que la dinámica del modelo AOS se puede 
recuperar a partir de un hamiltoniano efectivo Hef en el espacio de fases extendidoext 
Γext, por lo menos para una clase amplia de condiciones de fjación del gauge asociado 
a las ligaduras Ψb y Ψc. Además, en el espacio de fases extendido Γext, las variables de 
conexión y de tŕıada śı que componen un (sub)conjunto canónico. En este sentido, la 
ĺınea de ataque más prometedora para la cuantización polimérica de la región interior 
de un agujero negro que conduce al modelo AOS es la que consiste en partir del 
siguiente hamiltoniano efectivo en Γext: � �Lo 

OKS − OKS + λbΨ
KS ΨKSHext = N b c b + λc c , (9.37)

G 

y OKSdonde Ob 
KS 

c son los hamiltonianos parciales densitizados48 de las cosmoloǵıas 
de Kantowski-Sachs en la relatividad general [véase la Ec. (9.2)] y las ligaduras ΨKS 

b 
y ΨKS 

c se defnen como � � � � 
ΨKS OKS ΨKS OKS 

b = Kb b , Oc 
KS − δb, c = Kc b , Oc 

KS − δc. (9.38) 

Estas ´ on de par´ on que permite ultimas incorporan la elecci´ ametros de polimerizaci´ 
recuperar el modelo AOS en el régimen en el que dichos parámetros tienen valores 
absolutos pequeños [véanse las expresiones de los parámetros para masas grandes 
(7.44) y la Ec. (9.13)]. En lo que sigue, procedemos a cuantizar el ´ onicaalgebra can´ 
del espacio de fases extendido y a construir representaciones cuánticas de cada una 
de las ligaduras que integran el hamiltoniano Hext. 

En la LQG, se busca una representación del ´ ´ onalgebra de holonomıas de la conexi´ 
de Ashtekar-Barbero (con componentes Ai

a) a lo largo de aristas y de los fujos de 
la tŕıada densitizada (con componentes Ei

a) a través de superfcies [22, 23]. Por 
un lado, en un espaciotiempo de tipo Kantowski-Sachs [véase la expresión de la 
métrica (9.1)], si nos centramos en superfcies delimitadas por aristas paralelas a las 
direcciones coordenadas x, θ y ϕ, toda la información dinámica contenida en los fujos 
de la tŕıada densitizada queda descrita por las variables pb y pc. Por otro lado, los 
elementos de matriz de las holonomı́as de la conexión de Ashtekar-Barbero a lo largo 
de aristas en las direcciones coordenadas x y θ están completamente caracterizados 
por exponenciales complejas de la forma 

ibµb/2 icµc/2Nµb = e , Nµc = e , µb, µc ∈ R. (9.39) 

Las holonomı́as a lo largo de aristas en la dirección ϕ exhiben una dependencia más 
complicada en las variables de conexión b y c debido a la dependencia de Ai

ϕ en 
el ´ ease la Ec. (2.45)]. ´ no sonangulo polar θ [v´ No obstante, dichas holonomıas 
necesarias para la cuantización polimérica del sistema y, por lo tanto, no incluimos su 

48Véase el pie de página 31. 
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expresión expĺıcita aqúı. Las exponenciales complejas Nµb y Nµc capturan pues toda 
la información relevante pertinente a la conexión gravitacional. Estas exponenciales 
satisfacen un álgebra con las variables de tŕıada que se puede interpretar como 
dos copias del ´ on de cosmologıas homogéneas ealgebra que aparece en la descripci´ ´ 
isótropas en la LQC [42]. Su representación triádica se suele denominar representación 
polimérica y se defne en dos copias del espacio de Hilbert de funciones de cuadrado 
integrable en la recta real con la medida de integración discreta [153]. Más concreta-
mente, denominando este espacio de Hilbert Hkin y designando los elementos de unaLQC 
base de Hkin de autoestados de la trıada mediante los kets |µb, µc ∈ R,LQC ´ ⟩ con µb, µc 
la representación polimérica del álgebra de Poisson de los pares (Nµb , pb) y (Nµc , pc) 
viene dada por [103] 

ˆ ′ 
′ Nµ |µb, µc⟩ = |µb + µb, µc⟩, p̂b|µb, µc⟩ = 

Gγµb |µb, µc⟩, (9.40)
b 2 

N̂ 
µc 
′ |µb, µc⟩ = |µb, µc + µc 

′ ⟩, p̂c|µb, µc⟩ = Gγµc|µb, µc⟩. (9.41) 

Para los pares canónicos restantes, (δb, pδb ) y (δc, pδc ), adoptamos una representación 
de Schrödinger continua, con espacios de Hilbert dados simplemente por L2(R, dδb) y 
L2(R, dδc). De esta manera, queda completada la cuantización del álgebra canónica 
en Γext según un procedimiento completamente análogo al empleando en sistemas 
cosmológicos homogéneos e isótropos mı́nimamente acoplados a un campo escalar. 
En defnitiva, el espacio de Hilbert cinemático de la teoŕıa se puede escribir como el 

= Hkinproducto tensorial HT 
kin 

LQC ⊗ L2(R, dδb) ⊗ L2(R, dδc). Una base generalizada de 
este espacio de Hilbert, a la que nos referiremos en ocasiones como la base polimérica, 
viene dada por los elementos |µb, µc, δb, δc⟩, normalizados de tal manera que 

⟨µb, µc, δb, δc|µ ′ b, µ ′ c, δb 
′ , δc 

′ ⟩ = δµb,µ ′ δµc,µ ′ δ(δb − δb 
′ )δ(δc − δc 

′ ), (9.42)
cb 

donde δy,y ′ es la delta de Kronecker y δ(y − y ′ ) es la delta de Dirac. Llegados a 
este punto, el siguiente paso en la cuantización del sistema consiste en promover las 
tres ligaduras que lo restringen a operadores cuánticos sobre el espacio de Hilbert 
cinemático HT 

kin . 
La representación del ´ ´algebra de holonomıas y fujos presentada en las Ecs. (9.40) 

y (9.41) tiene la propiedad de que no es continua, por lo que no es posible defnir 
operadores para las variables de conexión [26]. Dado que los hamiltonianos parciales 
de las cosmoloǵıas de Kantowski-Sachs dependen de potencias de estas variables, 
su promoción a operadores cuánticos requiere una regularización previa. Para ello, 
seguimos el procedimiento que es estándar en el campo de la LQC [22, 23, 78] y que ya 
hemos descrito en detalle en los caṕıtulos anteriores. Tras imponer las simetŕıas del 
sistema, toda la dependencia del hamiltoniano en la conexión de Ashtekar-Barbero 
se puede reescribir en términos de (la versión integrada de) su tensor de curvatura 
asociado. Como ya hemos visto, se pueden obtener las distintas componentes de este 
tensor mediante el cálculo de holonomı́as en torno a circuitos cerrados contenidos en 
los distintos planos coordenados en el ĺımite en el que el área f́ısica de dichos circuitos 
se reduce tanto como es f́ısicamente posible [78]. En el Apéndice C, mostramos 
expĺıcitamente la manera de llevar a cabo la regularización de la ligadura hamiltoniana 
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de Kantowski-Sachs, usando la prescripción seguida en el modelo AOS para fjar un 
área mı́nima [138]. En resumen, el hamiltoniano se regulariza postulando la existencia 
de un ´ ´ ´ ´ onarea fısica mınima para los circuitos de holonomıa y truncando la expresi´ 
de las holonomı́as en torno a dichos circuitos a orden dominante en el tamaño de sus 
aristas, que están relacionadas ı́ntimamente con los parámetros de polimerización δb 
y δc. Tras un cálculo sencillo, la versión regularizada del hamiltoniano de Kantowski-
Sachs resulta poder escribirse precisamente como Hef 

AOS —que, recordemos, se corres-
ponde con el objeto que denominábamos NHef en caṕıtulos anteriores (7.4). Puesto 
que este hamiltoniano efectivo contiene versiones regularizadas (Ob y Oc) de los 

y OKShamiltonianos parciales Oc 
KS 

b , prescribimos que la regularización de las ligaduras 
ΨKS y ΨKS 

b c se obtiene simplemente reemplazándolas por Ψb y Ψc, dadas en la Ec. 
(9.12). 

Las versiones regularizadas de los hamiltonianos parciales dependen de las variables 
de conexión ´ es de exponenciales complejas de la forma N2δb y N2δc unicamente a trav´ , 
por lo que es posible construir operadores que los representen cuánticamente usando 
la base de elementos generalizados |µb, µc, δb, δc⟩ y la representación polimérica de las 
Ecs. (9.40) y (9.41). Defnamos en primer lugar la representación de las funciones 
trigonométricas sin δbb y sin δcc mediante su acción en un elemento de dicha base: 

1\sin δbb|µb, µc, δb, δc⟩ = (|µb + 2δb, µc, δb, δc⟩ − |µb − 2δb, µc, δb, δc⟩) , (9.43)
2i 
1\sin δcc|µb, µc, δb, δc⟩ = (|µb, µc + 2δc, δb, δc⟩ − |µb, µc − 2δc, δb, δc⟩) . (9.44)
2i 

A continuación, siguiendo las reglas de orden de factores de la prescripción MMO 
(véase la Ref. [45] o el Caṕıtulo 3), introduzcamos los operadores h i1 

Ωδbˆ = pb|1/2 sin δbb sgn(\pb) + \ sin δbb ,|ˆ \ sgn(pb) \ |p̂b|1/2 (9.45)b 2δb h i1 
Ω̂δc |1/2 \ \ |1/2 

c pc sgn(pc sgn(pc sin δcc pc (9.46)= |ˆ sin δcc ) + \) \ |ˆ ,
2δc 

para valores fjos y no nulos49 de δb y δc, respectivamente, donde se emplea el teorema 
espectral para defnir la representación cuántica de las funciones de las variables de 
tŕıada pb y pc. 

Notemos que los operadores Ω̂δ
b 
b y Ω̂δ

c 
c aniquilan los estados correspondientes a 

pb = 0 y pc = 0 y los desacoplan del resto de estados del espacio de Hilbert cinemático. 
Adicionalmente, estos operadores no mezclan estados correspondientes a etiquetas µb 
o µc con distinto signo, por lo que de aqúı en adelante nos centramos en estados tales 
que µb > 0 y µc > 0 sin pérdida de generalidad. En cada autoespacio generalizado 
de los parámetros cuánticos δ̂  

b y δ̂  
c con autovalores (δb, δc) fjos y distintos de cero, 

las acciones de los operadores Ω̂δ
b 
b y Ω̂δ

c 
c solo relacionan, respectivamente, elementos 

49Puesto que δb = 0 y δc = 0 son puntos irrelevantes en el espacio de funciones de cuadrado 
integrable con respecto a la medida de Lebesgue, no es necesaria una defnición detallada de los 
operadores Ω̂δb y Ω̂δc para valores nulos de los parámetros de polimerización para ningún fn práctico.b c 
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generalizados de la base polimérica de la forma 

|(εb + 2nb)|δb|, µc, δb, δc⟩, εb ∈ (0, 2], (9.47) 

|µb, (εc + 2nc)|δc|, δb, δc⟩, εc ∈ (0, 2], (9.48) 

donde tanto nb como nc son números naturales. Por tanto, en cada uno de estos 
autoespacios generalizados, la acción de los operadores Ω̂δ

b 
b y Ω̂δ

c 
c deja invariantes 

sectores de superselección claramente separables y etiquetados por pares (εb, εc). En 
lo que sigue, consideramos uno cualquiera de estos sectores en cada autoespacio 
generalizado de los parámetros cuánticos. Además, asumimos por conveniencia que el 
operador Ω̂ 

b
δb admite un inverso en cada sector de superselección. Entonces, podemos 

adoptar las siguientes representaciones de los hamiltonianos parciales en el espacio 
de Hilbert cinemático, caracterizadas por sus acciones sobre los elementos de la base 
considerada: 

Ô 
b|µb, µc, δb, δc⟩ = Ôδb |µb, µc, δb, δc⟩� �b 

1 � �−1 
= − 

2γLo 
Ω̂ 

b
δb + γ2|p̂b| Ω̂ 

b
δb |p̂b| |µb, µc, δb, δc⟩, (9.49) 

1ˆ ˆ ˆ|µb, µc, δb, δc⟩ = Oδc |µb, µc, δb, δc⟩ = Ωδc |µb, µc, δb, δc⟩. (9.50)Oc c cγLo 

Si bien son admisibles otras representaciones, la aqúı propuesta es especialmente 
simple y requiere un número mı́nimo de operadores básicos independientes para la 
defnición de la versión cuántica de las ligaduras. Para obtener la representación 
de la ligadura hamiltoniana del modelo, basta con llevar a cabo la substracción de 
ambos operadores y multiplicar el resultado por el factor constante Lo/G [véase la Ec. 
(9.37)]. Esta ligadura desacopla inmediatamente todo estado asociado a variables de 
tŕıada nulas. En este sentido, en vista de la expresión de la métrica espaciotemporal 
(9.1), se puede decir que la singularidad central clásica desaparece ya a este nivel 
en la teoŕıa cuántica (de forma totalmente análoga a la situación encontrada en el 
contexto cosmológico con la singularidad del Big Bang). 

En lo que se refere a las ligaduras restantes Ψb y Ψc, podemos promoverlas a 
operadores cuánticos simplemente haciendo uso del teorema espectral para defnir 
las funciones Kb(Ô 

b, Ô 
c) y Kc(Ô 

b, Ô 
c). Para estas defniciones (y para la sección 

siguiente), asumimos que los operadores Ô 
b y Ô 

c son, al menos, esencialmente autoad-
juntos. Claramente, dado que los hamiltonianos parciales determinan la masa del 
agujero negro en la teoŕıa clásica, esta hipótesis es bastante razonable desde el punto 
de vista f́ısico. 

4 Estados f́ısicos 
La estrategia habitual para encontrar estados f́ısicos en la LQC consiste en adoptar 
el enfoque de Dirac para la cuantización de sistemas ligados [28, 39, 40]. Dado un 
cierto espacio de Hilbert cinemático y una representación cuántica de las ligaduras, 
uno se suele centrar en el dual algebraico de un subconjunto denso del espacio de 
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Hilbert, en el que los operadores de ligadura se defnen por sus acciones adjuntas. 
Los estados f́ısicos se buscan alĺı requiriendo que sean aniquilados por los adjuntos 
de los operadores de ligadura. Finalmente, el conjunto de estados f́ısicos se dota 
de una estructura de espacio de Hilbert mediante la introducción de un producto 
interno apropiado. En esta sección, seguimos este procedimiento para caracterizar 
formalmente los estados f́ısicos de nuestra cuantización del modelo de Kantowski-
Sachs extendido. 

Dado que, en la búsqueda de los estados f́ısicos de la teoŕıa, resulta de gran utilidad 
conocer las propiedades espectrales de los operadores de ligadura, trabajamos de aqúı 
en adelante con las siguientes hipótesis (para más detalles acerca del análisis espectral 
de operadores lineales en un espacio de Hilbert, véanse las Refs. [4, 12]): 

i) Para todo valor de los parámetros δb y δc, los operadores Ô 
b
δb y Ô 

c
δc son autoad-

juntos (o pueden ser reemplazados por extensiones autoadjuntas ´ ´unicas). Ası, 
sus espectros son reales y solo contienen una parte continua y/o una parte 
puntual. 

Ôδb Ôδcii) Las partes puntuales de los espectros de b y c son discretas. Esto implica 
que cada autovalor es un punto aislado en la recta real y tiene una multiplicidad 
fnita. 

iii) Las partes continuas de los espectros de Ô 
b
δb y Ô 

c
δc son absolutamente continuas, 

es decir, no contienen una parte singular en la que la medida espectral no sea 
equivalente a la de Lebesgue. 

Estas tres hipótesis parecen razonables, ya que son verifcadas por la mayor parte de 
los operadores hamiltonianos de teoŕıas cuánticas f́ısicas. 

Llegados a este punto, cabe mencionar que el operador Ω̂ 
c
δc exhibe una propiedad 

notable que será de una importancia clave en lo que sigue: su espectro resulta ser 
independiente del valor del parámetro δc en cualquier sector de superselección dado 
—recordemos, caracterizado por una etiqueta εc ∈ (0, 2]. Para mostrar que esta 
afrmación es cierta, consideremos el siguiente cambio de base polimérica en cada 
autoespacio generalizado de los operadores δ̂  

b y δ̂  
c: 

µb µc|µb, µc, δb, δc⟩ → |µ̃b, µ̃c, δb, δc⟩, µ̃b = , µ̃c = . (9.51)
|δb| |δc| 

Por un lado, bajo la acción del operador triádico angular p̂c, los elementos generaliza-
dos de la nueva base se ven multiplicados por Gγ|δc|µ̃c. Por consiguiente, la acción 
del operador |p̂c|/|δc| (o la de cualquier potencia fraccional de él), es independiente 

\del valor del parámetro δc. Por otro lado, el operador sin(|δc|c) simplemente genera 
desplazamientos de dos unidades en la etiqueta µ̃c de los elementos de la nueva base 

\y la acción de sgn(pc) tampoco depende del valor de δc. En defnitiva, la acción 
Ω̂δcde c [dada por la Ec. (9.46)] es efectivamente independiente del valor fjo de 

δc correspondiente al autoespacio generalizado donde se defne. Por ello, lo mismo 
ocurre con su espectro. Naturalmente, esta afrmación también es válida en el caso 
del operador Ô 

c
δc , ya que solo difere de Ω̂δ

c 
c en un factor multiplicativo constante e 

independiente del parámetro de polimerización angular. 
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Es obvio que el espectro de Ω̂ 
b
δb también es independiente del valor fjo de δb asociado 

al autoespacio generalizado en el que se defne, ya que la forma de este operador es 
totalmente análoga a la de su contrapartida angular. Sin embargo, en contraste con 
el caso anterior, esta conclusión no se extiende al operador hamiltoniano parcial Ô 

b
δb . 

De la defnición de este operador (9.49), se puede observar que, salvo constantes 
multiplicativas irrelevantes, su acción sobre un estado generalizado |µ̃b, µ̃c, δb, δc⟩ di-
fere de la de Ω̂ 

b
δb en la acción de un operador proporcional al producto simetrizado del 

Ωδbinverso de ˆ 
b y de una cierta potencia de |p̂b|/|δb|. De acuerdo con nuestra discusión, 

las acciones de todos estos operadores son independientes de δb. No obstante, el factor 
Oδbde proporcionalidad mencionado en el segundo término de la acción de ˆ 

b resulta ser 
γ2δb 

2 . Dicho esto, dada la naturaleza de la dependencia comentada en el parámetro de 
Oδbpolimerización radial, parece razonable esperar que, al menos, la acción de ˆ 

b vaŕıe 
suavemente con δb. Además, cabŕıa esperar también que el término que contiene la 

Ωδbcontribución de δb 
2 pueda ser tratado como una perturbación de ˆ 

b cuando |δb| es lo 
sufcientemente pequeño. 

Ôδb ÔδcPuesto que asumimos que los operadores b y c son autoadjuntos, podemos 
emplear el teorema espectral para descomponer cualquier estado perteneciente al 
espacio de Hilbert cinemático en términos de sus autofunciones generalizadas [4, 12]. 
Por consiguiente, teniendo en cuenta las hipótesis consideradas en lo que concierne 
a las propiedades espectrales de estos operadores, cualquier elemento (ψ| dual al 
subconjunto de estados generados por los elementos de la base reescalada |µ̃b, µ̃c, δb, δc⟩ 
admite una expresión de la forma Z Z Z Z X 

dδb dδc Dρδb Dm ψ (δb, δc, ρδb ,m) e εb (µ̃b)ē εc (˜ )⟨µ̃b, µ̃c, δb, δc|. (9.52)m µcρδbR R R R µ̃b,µ̃c 

Antes de seguir adelante, expliquemos esta fórmula. En primer lugar, consideramos 
un ´ on de la base polim´ unico sector de superselecci´ erica reescalada que es el mismo 
en todos los subespacios generalizados asociados a valores fjos de los parámetros 
δb y δc, a saber, el correspondiente al par (εb, εc). Permitir que estas etiquetas 
dependan de los parámetros de polimerización parece artifcial si en lo que estamos 
interesados es en estudiar la dinámica f́ısica del sistema, ya que la acción de los 
hamiltonianos parciales (y, por tanto, la de todos los operadores de ligadura) respeta 
estos sectores de superselección. Además, en muchas discusiones dentro del marco de 
la LQC, es habitual asumir que los resultados fnales acerca de los observables f́ısicos 
no son sensibles a la elección de sector de superselección [44, 45, 202]. Las sumas 
sobre µ̃b y µ̃c en la ecuación anterior se han de llevar a cabo sobre las semirredes 
asociadas respectivamente a las etiquetas εb y εc [véanse las Ecs. (9.47) y (9.48)]. 
Además, las medidas de integración Dρδb y Dm se corresponden con las medidas 

Ôδb Ôδcespectrales asociadas con b y c , mientras que ρδb y m denotan puntos en sus 
espectros respectivos. La notación empleada enfatiza el hecho de que la medida 

Ôδcespectral asociada a c es independiente del parámetro δc y que los autovalores de 
este operador están relacionados directamente con la masa del agujero negro. Por 

εb εcotra parte, e (µ̃b) y ē m(µ̃c) son, respectivamente, las autofunciones de los operado-ρδb 

Ôδb Ôδcres b y c en la representación polimérica con nuestra elección de base generali-
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zada. A diferencia del caso de ēεm 
c (µ̃c) y en consonancia con nuestra discusión previa, 

es natural esperar que las autofunciones eεb (µ̃b) dependan del valor del parámetroρδb 
δb. Por simplicidad, nuestra notación no refeja expĺıcitamente esta dependencia. En 
último lugar, en virtud de las propiedades espectrales de los operadores hamiltonianos 
que hemos asumido, cabe mencionar que siempre es posible reescribir las medidas 
espectrales Dρδb y Dm en términos de la medida discreta y de la de Lebesgue, 
respectivamente. El cambio a estas medidas más familiares viene dado por la llamada 
derivada de Radon-Nikodym [203], que puede ser reabsorbida en la defnición de las 

εb εcautofunciones eρδb 
(µ̃b) y ē m(µ̃c). Por conveniencia, en lo que sigue llevamos a cabo 

esta reabsorción sin modifcación alguna de la notación. 
La imposición simultánea de los tres operadores de ligadura del sistema —a saber, 

Ô 
b − Ô 

c, Ψ̂ 
b y Ψ̂ 

c — conduce a que la función de onda ψ haya de ser de la forma 

ψ (δb, δc, ρδb ,m) = ξ(m)δD [δb −Kb(m, m)] δD [δc −Kc(m, m)] δD(m − ρδb ), (9.53) 

a priori sin restricciones sobre la función ξ. En la ecuación anterior, δD denota una 
distribución delta generalizada, cuya naturaleza (ya sea continua o discreta) depende 
de la medida de integración del espacio funcional donde se defne. Discutamos las 
restricciones que imponen estas distribuciones sobre los estados f́ısicos. 

Consideremos un valor fjo (pero, por lo demás, arbitrario) del parámetro δb. Sean 
Oδb OδcSpb[δb] y Sp los espectros respectivos de los operadores ˆ y ˆ . En principio, estos c b c 

espectros podŕıan incluso depender de las semirredes de superselección escogidas en la 
construcción de los operadores hamiltonianos. Recordemos que el espectro de Ô 

c
δc no 

depende del valor de δc y que la semirred correspondiente ha sido fjada para todos los 
valores posibles del par (δb, δc). Dicho esto, es inmediato ver que la última delta en la 
Ec. (9.53) restringe la búsqueda de estados f́ısicos a la intersección de ambos espectros. 
De acuerdo con las hipótesis consideradas, esta intersección contendrá de manera 
general intervalos continuos y un cierto conjunto de puntos aislados en la recta real. 
Por un lado, los intervalos mencionados resultan necesariamente del solapamiento 
de las partes continuas de Spb[δb] y Spc. Por otro lado, el conjunto de puntos 
aislados recibe dos contribuciones: la intersección de la parte discreta (continua) 
de Spb[δb] con la parte continua (discreta) de Spc y la intersección excepcional de 
las partes discretas de ambos espectros. Llamemos ISp[δb] al subconjunto formado 
por esta ´ on y por los intervalos continuos comentados. ultima contribuci´ Dado que 
puntos aislados en la parte continua de Spb[δb] o Spc tienen medida cero, limitamos 
nuestras consideraciones a aquellas contribuciones en las que la integración sobre 
los autovalores generalizados ρδb y m en la Ec. (9.52) se restringe a ISp[δb]. Por 
consiguiente, este conjunto proporciona el soporte de los estados aniquilados por el 
operador de ligadura hamiltoniana de nuestro modelo. 

Habiendo entendido las restricciones que impone la última delta en la Ec. (9.53) 
sobre los estados f́ısicos, centrémonos ahora en el resto de distribuciones delta, que 
involucran los parámetros de regularización. Para ello, es conveniente defnir el 
siguiente par de funciones: 

K̃ 
b(m) = Kb(m, m), K̃ 

c(m) = Kc(m, m), m ∈ R. (9.54) 
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En lo referente a la segunda delta que aparece en la Ec. (9.53), mientras que el 
dominio de K̃ 

c contenga ISp[δb] (lo cual está garantizado por la construcción de esta 
función), siempre existe algún δc ∈ R que coincide con el valor resultante de K̃ 

c(m). 
Sin embargo, el valor de K̃ 

b cuando se aplica a un punto arbitrario de ISp[δb] no tiene 
por qué coincidir con δb, como requiere la primera distribución delta de la Ec. (9.53). 
En vista de esta imposición y considerando todos los valores de δb posibles, se sigue 
que el soporte de los estados f́ısicos se restringe al subconjunto de Spc dado por n � �o 

˜CSp = m ∈ ISp δb = Kb(m) . (9.55) 

En otras palabras, m pertenece a CSp si se encuentra, o bien en la intersección de las 
partes absolutamente continuas de Spc y Spb[K̃ 

b(m)], o bien en la intersección de las 
partes discretas de estos dos conjuntos. En defnitiva, este argumento lleva a concluir 
que los estados f́ısicos debeŕıan admitir la siguiente expresión formal: Z X 

εb εc ˜ ˜(ψ| = Dm ξ(m) em(µ̃b) ˜ ē m(µ̃c)⟨µ̃b, µ̃c, δb =Kb(m), δc =Kc(m)|. (9.56)
δb =Kb(m)

CSp µ̃b,µ̃c 

Por ende, los estados f́ısicos del sistema están completamente caracterizados por 
funciones de onda ξ con soporte en el conjunto espectral CSp: los perfles de onda 
f́ısicos del modelo AOS cuántico son simplemente funciones de la masa del agujero 
negro, con valores admisibles que han de pertenecer a un subconjunto muy concreto de 
la recta real determinado por las propiedades espectrales de los operadores cuánticos 
de la teoŕıa. La medida Dm es un candidato natural para dotar a este conjunto 
de estados f́ısicos con una estructura de Hilbert. En efecto, el espacio de Hilbert 
f́ısico se puede tomar como el espacio de funciones ξ de cuadrado integrable sobre 
la masa del agujero negro. Por ultimo, los observables fısicos vienen dados por ´ ´ 
operadores lineales apropiados en este espacio de Hilbert. Algunos ejemplos obvios 
son el operador multiplicativo que representa cuánticamente la masa del agujero negro 
y los operadores de traslación entre puntos de CSp. 

Para concluir esta sección, hagamos un breve comentario acerca de la viabilidad 
de que CSp contenga puntos de valor arbitrariamente grande que pertenezcan a 
conjuntos ISp[δb] asociados a valores pequeños de |δb|. Esta parte del soporte de los 
estados f́ısicos es de especial interés, ya que se corresponde simultáneamente con masas 
grandes y parámetros de polimerización pequeños en valor absoluto. Es evidente que 
dicha región ha de existir para que la teoŕıa cuántica sea f́ısicamente satisfactoria. En 

˜primer lugar, recordemos que la función Kb presenta el comportamiento dado en la 
Ec. (9.13) para valores grandes del valor absoluto de su argumento. Por consiguiente, 
para valores muy grandes de |m|, se trata de una función monótonamente decreciente, 
por lo que la correspondencia entre autovalores m y parámetros δb es uno a uno 

˜(una afrmación similar es válida en el caso de Kc y δc). Adicionalmente, esta 
correspondencia asigna claramente valores pequeños de |δb| a valores grandes de 
|m|. Esto quiere decir que los estados f́ısicos de la teoŕıa pueden describir agujeros 
negros realistas, con masas que pueden tomar valores arbitrariamente grandes y que 
se asignan a parámetros de polimerización con valores absolutos pequeños, solo si 
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la unión de los conjuntos ISp[δb] para valores pequeños de |δb| contiene un intervalo 
continuo no acotado superiormente en valor absoluto. Esta condición se traduce a su 
vez en una restricción importante sobre las propiedades espectrales admisibles para 

Ôδc Ôδblos operadores c y b . El espectro del primer operador ha de contener una parte 
absolutamente continua no acotada superiormente en valor absoluto, mientras que 
el espectro del segundo también ha de contener una parte absolutamente continua 
para valores pequeños de |δb| tal que no esté acotada superiormente en valor absoluto 
cuando dicho parámetro es despreciable. En defnitiva, vemos que solo ciertos ope-
radores hamiltonianos con un tipo muy concreto de espectro conducen a una teoŕıa 
cuántica capaz de describir agujeros negros realistas. De hecho, cabe mencionar 
que, si en una investigación futura se lleva a cabo un análisis espectral de estos 
operadores, se pueden emplear nuestros resultados para juzgar de manera inmediata 
si sus defniciones son f́ısicamente aceptables. Lo que es más, si las ambigüedades en 
el orden de factores resultan ser irrelevantes para las propiedades espectrales de los 
hamiltonianos parciales, nuestros resultados realmente proporcionan un método para 
poner a prueba la cuantización polimérica misma del modelo. 

5 Conclusión 
En este caṕıtulo, hemos obtenido una formulación hamiltoniana consistente del mo-
delo AOS para la descripción efectiva de una extensión cuántica de lazos del interior 
de un agujero negro sin rotación ni carga. Disponiendo de un marco hamiltoniano 
tal, hemos procedido a la cuantización del sistema siguiendo las técnicas de la LQC 
y hemos llevado a cabo un estudio preliminar de los estados f́ısicos de la teoŕıa 
cuántica. Nuestros resultados dan respuesta a una serie de controversias sobre la 
viabilidad del modelo, debatidas desde que este se propuso en las Refs. [137, 138], a 
saber, si la deducción hamiltoniana de sus ecuaciones dinámicas es consistente con la 
identifcación de los parámetros de polimerización con constantes del movimiento. 

Tras una breve introducción del modelo y de la extensión del espacio de fases 
propuesta en la Ref. [138] (véase la Sec. 1), hemos mostrado en la Sec. 2 que, para 
deducir esta dinámica a partir de una formulación hamiltoniana, o bien hemos de 
abandonar la estructura simpléctica del sistema en la relatividad general, o bien hemos 
de extender el espacio de fases incluyendo los parámetros de polimerización (junto con 
momentos apropiadamente defnidos) a modo de variables canónicas adicionales. En 
efecto, resulta imposible reproducir la formulación puramente relativista del sistema 
mediante una fjación del gauge y la reducción subsecuente del espacio de fases 
extendido, ya que las variables de conexión y de trıada dejan de verifcar un ´´ algebra 
canónica tras dicha reducción. Puesto que el álgebra relativista de conexiones y 
tŕıadas es la base fundamental de la construcción de la LQG como una teoŕıa de 
holonomı́as y fujos, hemos decidido abordar la cuantización del sistema partiendo 
del espacio de fases extendido, donde se incluyen ligaduras adicionales que dictan la 
relación entre los parámetros de polimerización y constantes del movimiento. 

Haciendo uso de la prescripción MMO, hemos representado el hamiltoniano parcial 
angular mediante un operador cuántico en una representación polimérica (véase la Sec. 
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3). Notablemente, la contrapartida radial de dicho operador es el único ingrediente 
necesario para construir una representación del hamiltoniano parcial radial y, con ello, 
completar el proceso para promover la ligadura hamiltoniana a un operador sobre 
el espacio de Hilbert cinemático del sistema. Además, empleando las defniciones 
propuestas para los hamiltonianos parciales cuánticos, también hemos podido repre-
sentar las ligaduras restantes, que fjan los parámetros δb y δc. Esta cuantización del 
modelo nos ha permitido discutir formalmente en la Sec. 4 la expresión general de los 
estados f́ısicos, a condición de que los operadores hamiltonianos parciales presenten 
ciertas propiedades espectrales razonables. Más espećıfcamente, hemos asumido que 
son (esencialmente) autoadjuntos y que sus espectros solo contienen partes discretas 
y absolutamente continuas. Basándonos en construcciones similares en contextos 
cosmológicos, nos hemos centrado en los mismos sectores de superselección en todas 
las contribuciones a los estados f́ısicos. Con esta restricción, el espectro del hamilto-

Ôδcniano parcial c resulta ser completamente independiente del valor del parámetro 
δc. Por tanto, los estados f́ısicos resultan poder ser caracterizados por una función 
de onda de la masa del agujero negro con soporte en un subconjunto espećıfco del 
espectro del hamiltoniano parcial radial. Dicho subconjunto del espectro radial se 
puede entender como aquella parte de su intersección con el espectro angular que se 
asigna consistentemente a valores del parámetro δb. Para fnalizar, hemos discutido 
cuáles son los requisitos para que dicho subconjunto abarque el sector de interés 
astrof́ısico de agujeros negros muy masivos. La condición principal es que los espectros 
de los operadores que representan los hamiltonianos parciales contengan un intervalo 
continuo que no esté acotado superiormente en valor absoluto, tanto en el caso del 
espectro angular (que es independiente del valor del parámetro de polimerización 
asociado) como en el del espectro radial para valores de δb despreciablemente pequeños 
en valor absoluto. Para determinar si se dan o no estas condiciones, es necesario llevar 
a cabo un análisis espectral de los operadores, lo que se abordará en trabajos futuros. 
La verifcación de estos requisitos, junto con una elección apropiada de las funcio-
nes que relacionan la masa del agujero negro con los parámetros de polimerización 
(como, por ejemplo, del tipo propuesto en la Ref. [138]), garantizaŕıa inmediatamente 
la existencia de estados f́ısicos correspondientes a agujeros negros muy masivos con 
efectos cuánticos locales pequeños. 

Nuestro trabajo constituye un avance importante hacia la construcción de una 
descripción cuántica de la región interior de un agujero negro sin rotación ni carga. 
Una teoŕıa tal es necesaria para estudiar cómo los fenómenos gravitacionales cuánticos 
afectan a la propagación de perturbaciones en torno a geometŕıas de agujero negro. 
Dichas perturbaciones son de gran interés f́ısico, ya que se pueden emplear, por 
ejemplo, en la descripción del ringdown de la señal asociada a una onda gravitatoria 
producida en el colapso de dos agujeros negros sin rotación. Ya existe un número de 
trabajos en el contexto del modelo AOS en los que se abordan estas cuestiones (véanse 
las Refs. [125, 146, 147]). No obstante, en todas las investigaciones citadas se asume 
que la dinámica perturbativa está gobernada por las ecuaciones relativistas, aunque 
con una métrica de fondo que no es exactamente la de Schwarzschild. Para entender 
genuinamente cómo la naturaleza cuántica de la gravedad afecta a la propagación de 
ondas gravitacionales en el modelo considerado, es imperativo cuantizar el sistema de 

204 



manera global, tratando las contribuciones geométricas y perturbativas al hamilto-
niano de forma similar. Un procedimiento tal podŕıa conducir a ecuaciones dinámicas 
para las perturbaciones que diferan de sus contrapartidas relativistas, como resulta 
ser el caso en el contexto análogo en cosmoloǵıa (véase, e.g., la Ref. [182] o los 
Caṕıtulos 5 y 6). El trabajo presentado en este caṕıtulo proporciona las primeras 
bases teóricas sólidas sobre las que construir este ambicioso programa. 
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Caṕıtulo 10 

Conclusiones de la tesis 

Los resultados presentados en esta tesis suponen un avance considerable en dos 
frentes relacionados y de máximo interés desde el punto de vista de la extracción 
de predicciones f́ısicas a partir de la aplicación de las técnicas de gravedad cuántica 
de lazos, en el contexto de la disciplina que se conoce como cosmoloǵıa cuántica de 
lazos. Por un lado, hemos examinado detalladamente un procedimiento alternativo 
de regularización de la ligadura hamiltoniana más cercano al empleado en el contexto 
de la gravedad cuántica de lazos y lo hemos aplicado a una variedad de sistemas 
cosmológicos, investigando en qué medida las predicciones f́ısicas de la cosmoloǵıa 
cuántica de lazos son robustas bajo esta ambigüedad. El reto fnal de esta investiga-
ción es el análisis del efecto de esta ambigüedad en la propagación de perturbaciones 
en torno a una cosmoloǵıa homogénea e isótropa con secciones espaciales planas 
acoplada mı́nimamente a un campo escalar sujeto a un cierto potencial (sistema 
que, de acuerdo con las observaciones, es aproximadamente válido para describir la 
dinámica primordial del Universo). Por otro lado, hemos estudiado los fundamentos 
teóricos de un modelo propuesto recientemente para la descripción efectiva de agujeros 
negros sin rotación ni carga que pretende capturar correcciones de origen cuántico 
mediante la inclusión de dos parámetros de polimerización. Más concretamente, 
hemos investigado si es factible reconciliar el modelo con un tratamiento hamiltoniano 
consistente de dichos parámetros, acorde al requisito de que sean constantes del 
movimiento. Para ello, hemos seguido dos caminos. En primer lugar, hemos explorado 
la posibilidad de defnir los parámetros como funciones de las dos constantes del 
movimiento que aparecen de forma inmediata en el modelo, lo que conduce a ecuacio-
nes dinámicas más complejas que sugieren la consideración de un formalismo de 
dos tiempos. En segundo lugar, hemos examinado una extensión del espacio de 
fases de Kantowski-Sachs y su posterior reducción, con lo que hemos conseguido 
recuperar de manera consistente una dinámica reducida gobernada por las ecuaciones 
del movimiento del modelo original, gracias a una modifcación de la estructura 
simpléctica con respecto a la del espacio de fases de partida en la relatividad general. 
En vista de estos resultados, hemos abordado la cuantización del modelo (ahora 
con una motivación canónica sólida) y hemos discutido la expresión formal de los 
estados f́ısicos de la teoŕıa cuántica resultante. Esto supone un primer paso hacia un 
programa para la potencial extracción de predicciones en lo que respecta a la emisión 
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y propagación de ondas gravitacionales en eventos de colisión de agujeros negros sin 
rotación. 

Resultados espećıfcos 
Hemos llevado a cabo la cuantización del modelo de la cosmoloǵıa cuántica de lazos 
homogénea e isótropa que resulta de la adopción del esquema de regularización 
alternativo sugerido por Dapor y Liegener, empleando la prescripción MMO de 
orden de factores. Hemos concluido que la teoŕıa cuántica resultante sigue presen-
tando las propiedades que hacen atractiva a esta prescripción en el marco de la 
cosmoloǵıa cuántica de lazos estándar. De manera más precisa, hemos encontrado 
que, si bien la regularización independiente de la contribución lorentziana conduce 
a un operador hamiltoniano con una acción cualitativamente distinta sobre la base 
de autoestados del operador de volumen (porque esta acción vincula ahora un total 
de cinco autoestados del volumen con volúmenes separados en cuatro unidades), 
esto no impide el desacoplamiento del análogo cuántico de la singularidad inicial 
clásica y la superselección de subespacios de Hilbert idénticos a los del formalismo 
estándar. Además, hemos mostrado que la simplicidad de la estructura de los 
sectores de superselección (que, según los comentarios anteriores, tienen soporte en 
semirredes discretas de paso cuatro) posibilita la determinación de las autofunciones 
del operador hamiltoniano construido con la regularización alternativa a partir 
de los valores en los dos primeros puntos de la semirred asociada al sector de 
superselección. Aunque el número de datos libres parezca duplicarse con respecto 
al caso estándar, esto permite en cualquier caso que siga siendo posible obtener estas 
autofunciones de forma exacta y computacionalmente efciente, a diferencia de la 
situación encontrada con otras prescripciones de orden de factores. La duplicación 
de datos libres puede explicarse por la existencia de una familia uniparamétrica de 
extensiones autoadjuntas del operador hamiltoniano, como han mostrado análisis 
de otros autores. 

Por primera vez en la literatura, hemos aplicado el nuevo procedimiento de regulari-
zación a la cuantización de cosmoloǵıas de Bianchi I, que se pueden entender como 
la generalización anisótropa inmediata de los sistemas cosmológicos estudiados con 
anterioridad. En efecto, hemos regularizado la ligadura escalar correspondiente 
sin recurrir a las simetŕıas de las secciones espaciales y la hemos representado 
cuánticamente mediante un operador sobre el espacio de Hilbert cinemático del 
sistema, siguiendo las reglas de la prescripción MMO y adoptando un orden de 
factores general para las potencias del operador de volumen. La complejidad 
de la acción del operador hamiltoniano que resulta de este procedimiento no ha 
impedido extraer conclusiones acerca de la estructura de los sectores de superselec-
ción de la teoŕıa. En contraste con el caso isótropo, hemos concluido que la 
forma funcional de la parte lorentziana conduce a una extensión de los sectores 
de superselección, ya que la acción repetida del operador hamiltoniano lorentziano 
resulta vincular estados con etiquetas de distinto signo. A pesar de la extensión 
identifcada, los nuevos sectores de superselección presentan una estructura muy 
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similar a la de sus contrapartidas eucĺıdeas y retienen la propiedad de que son 
separables. Finalmente, hemos discutido el mecanismo que impide esta extensión 
de los sectores de superselección en el ĺımite isótropo y hemos observado que la 
diferencia clave entre estas dos situaciones es el número de grados de libertad 
triádicos independientes. 

Hemos construido un marco teórico para el tratamiento de perturbaciones cosmoló-
gicas en torno a un fondo homogéneo e isótropo, cuya contribución geométrica se 
regulariza siguiendo el esquema propuesto recientemente por Dapor y Liegener. 
Para ello, hemos empleado el formalismo de la cosmoloǵıa cuántica h́ıbrida, cuyo 
diseño ya se prestaba a la consideración inmediata de distintas representaciones de 
la geometŕıa homogénea. Partiendo de un formalismo clásico canónico en términos 
de variables invariantes de gauge para las perturbaciones, hemos representado 
cuánticamente las ligaduras que integran el hamiltoniano del sistema a orden cua-
drático en las variables perturbativas. En lo que se refere al modo cero de la 
ligadura hamiltoniana, este procedimiento ha requerido la defnición de dos opera-
dores geométricos dignos de mención: los análogos cuánticos del momento del 
factor de escala logaŕıtmico de la cosmoloǵıa de fondo y de su cuadrado. Para ello, 
hemos propuesto dos defniciones alternativas, teniendo una de ellas una motivación 
teórica más sólida. Además, hemos estudiado una clase de soluciones f́ısicamente 
interesantes a las ligaduras cuánticas que satisfacen un cierto ansatz de separación 
de variables. Con un número controlado de hipótesis, hemos deducido una ligadura 
maestra que gobierna la propagación de las perturbaciones. Finalmente, hemos 
estudiado las ecuaciones del movimiento que genera la contrapartida clásica de esa 
ligadura maestra, obteniendo ecuaciones de tipo oscilador armónico sin fricción, 
hiperbólicas en el régimen ultravioleta y con masas dependientes del tiempo (a 
través de la evolución del fondo) que encapsulan los efectos de la naturaleza cuántica 
de la gravedad (entre los que se incluyen aquellos relacionados con la consideración 
del procedimiento de regularización alternativo). 

Hemos estudiado las propiedades de positividad de las masas dependientes del 
tiempo correspondientes a los dos enfoques predominantes para el tratamiento de 
perturbaciones cosmológicas dentro del marco de la cosmoloǵıa cuántica de lazos 
estándar: el formalismo h́ıbrido y el formalismo de la métrica vestida. Este estudio 
extiende un análisis similar existente en la literatura para las masas obtenidas con la 
regularización estándar del hamiltoniano. Hemos escrito expĺıcitamente las masas 
efectivas escalares y tensoriales que resultan de la aplicación del nuevo esquema 
de regularización siguiendo tanto el enfoque h́ıbrido (con ambas propuestas de 
defnición del cuadrado del momento del factor de escala logaŕıtmico) como el 
de la métrica vestida, que presentan diferencias conceptuales importantes. Tras 
evaluarlas en los instantes más interesantes para la fjación de condiciones iniciales 
para la dinámica perturbativa, hemos llevado a cabo un análisis de su positivi-
dad con ciertas asunciones sobre el potencial al que está sujeto el modo cero del 
campo que hace las veces de infatón. En el instante del rebote, las conclusiones 
que hemos extráıdo son cualitativamente idénticas a las obtenidas en el contexto 
de la regularización estándar: el formalismo h́ıbrido conduce a masas efectivas 
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que son positivas en los escenarios que son fenomenológicamente relevantes de 
acuerdo con las observaciones del fondo cósmico de microondas, mientras que las 
masas del formalismo de la métrica vestida son generalmente negativas. Además, 
nuestros resultados ponen de manifesto que la propuesta de defnición del cuadrado 
del momento del factor de escala logaŕıtmico con una fundamentación teórica 
más sólida conduce a una masa efectiva escalar con mejores propiedades. En la 
era de Sitter que emerge en la rama evolutiva anterior al rebote con el nuevo 
esquema de regularización, y que se presenta como otro candidato para la fjación 
de condiciones iniciales, hemos sido capaces de llevar a cabo un análisis similar 
usando una serie de hipótesis cuya validez para el caso de un potencial de masa 
constante hemos comprobado mediante una integración numérica de las ecuaciones 
dinámicas. Hemos concluido que las masas efectivas h́ıbridas son también no-
negativas en este régimen para situaciones de dominio cinético, mientras que las 
correspondientes al enfoque de la métrica vestida son necesariamente negativas en 
los escenarios de interés f́ısico. Estas propiedades, tanto en el instante del rebote 
como en la era de Sitter, ponen de relieve que el formalismo h́ıbrido conduce a 
masas efectivas con mejores propiedades f́ısicas —que permiten, por ejemplo, la 
construcción de estados adiabáticos para todas las longitudes de onda. 

En el ´ una de las crıticas queambito de los agujeros negros, hemos abordado ´ 
ha recibido un modelo propuesto recientemente por Ashtekar, Olmedo y Singh 
(AOS) para para la descripción efectiva de agujeros negros de Schwarzschild. En 
efecto, hemos investigado cómo reconciliar el modelo original con un tratamiento 
hamiltoniano estándar en el que los parámetros de polimerización sean tratados 
como genuinas funciones del espacio de fases que son constantes a lo largo de las 
trayectorias dinámicas. Para ello, hemos propuesto una estrategia más general para 
defnir los parámetros como constantes del movimiento, rompiendo el desacopla-
miento de dos sectores del espacio de fases que era una propiedad asumida en 
todas las investigaciones previas. Tras obtener las ecuaciones dinámicas que siguen 
de una defnición tal, hemos observado que toda la complejidad producida por la 
naturaleza no trivial de los parámetros se ve contenida en un par de factores que 
pueden ser reabsorbidos mediante dos redefniciones temporales, lo que conduce a 
la aparición de dos tiempos. Hemos discutido la viabilidad de un formalismo con 
estas caracteŕısticas desde el punto de vista de su capacidad de proporcionar una 
métrica espaciotemporal efectiva que esté bien defnida en la totalidad de la región 
comprendida entre los horizontes (de agujero) negro y blanco del modelo. Con 
este objetivo, hemos analizado detalladamente una relación impĺıcita que vincula 
ambos tiempos para determinar en qué situaciones se puede expresar uno de ellos 
en términos del otro. Hemos concluido que es posible superar las obstrucciones 
encontradas haciendo uso de la libertad para defnir independientemente el origen 
de cada una de las variables temporales del sistema, logrando aśı cubrir toda la 
región de interés mediante tres parches en los que es posible reexpresar la métrica 
efectiva en erminos de ´ menost´ un unico tiempo, al para agujeros negros muy 
masivos. De hecho, la libertad adicional de nuestro formalismo de dos tiempos 
permite garantizar que la geometŕıa efectiva resultante es regular y no degenerada a 
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lo largo de cualquier trayectoria dinámica, a diferencia de lo encontrado en trabajos 
anteriores. Finalmente, hemos llevado a cabo una comprobación de consistencia, 
según la cual ambos tiempos —que, en general, resultan ser aproximadamente 
similares solo en la región que abarca desde el horizonte negro hasta una vecindad 
de la superfcie de transición— coinciden en el ĺımite de masas infnitas, con lo que 
es posible recuperar los resultados de la relatividad general. 

Adicionalmente, hemos estudiado la totalidad del espacio de soluciones viables a 
las ecuaciones dinámicas del modelo original, lo cual es importante si se desea 
formular una versión cuántica eventualmente. Hemos examinado cuidadosamente 
el procedimiento de integración de las ecuaciones del movimiento que rigen la 
dinámica de las regiones interior y exterior del agujero, considerando la elección más 
general de constantes de integración. Este estudio modifca en partes sustanciales 
el análisis que se hab́ıa llevado a cabo en la literatura, en el que se fjaban las 
constantes de integración apelando a un buen comportamiento en el ĺımite clásico 
pero imponiendo restricciones excesivas al hacerlo. Hemos determinado que, exi-
giendo que las soluciones interior y exterior se puedan unir suavemente en los 
horizontes, la geometŕıa total viene determinada por tres constantes de integración 
—una correspondiente a la masa ADM, otra asociada a la posición de los horizontes 
y la ´ on de la superfcie de transici´ Hemos ultima relacionada con la localizaci´ on. 
determinado que una fjación general de las constantes de integración como la 
considerada aqúı deja huellas en las propiedades termodinámicas del sistema. En 
efecto, hemos mostrado que la temperatura de Hawking obtenida podŕıa diferir de 
la hallada con la elección original m´ ´ ´as de lo que esta ultima varıa con respecto a 
la puramente relativista. Finalmente, hemos discutido cómo distintas nociones de 
masa, que conducen a valores idénticos cuando se aplican al caso del espaciotiempo 
de Schwarzschild, pueden discrepar en situaciones más generales, como la consi-
derada. 

Hemos demostrado que se pueden recuperar exactamente las ecuaciones dinámicas 
del modelo AOS siguiendo un procedimiento en el que se extiende el espacio de fases 
de Kantowski-Sachs (con el que se puede describir clásicamente la región interior 
de un agujero negro sin rotación ni carga) mediante la inclusión de los parámetros 
de polimerización como variables canónicas adicionales, con la posterior reducción 
mediante la imposición de dos ligaduras que dictan la expresión de los parámetros 
como funciones del espacio de fases restante. En efecto, esto es posible gracias a 
que la estructura simpléctica del espacio de fases reducido no es equivalente a la del 
espacio de partida en la relatividad general, ya que las variables de conexión y de 
tŕıada dejan de satisfacer un álgebra canónica tras la reducción. El álgebra reducida 
es tal que las contribuciones que resultan de tener en cuenta que los parámetros 
no son meros números constantes se cancelan. Con ello, hemos logrado dotar estas 
ecuaciones de una solidez de la que carećıan, esclareciendo cómo resultan de un 
cálculo hamiltoniano consistente en el que se tiene en consideración la naturaleza 
no trivial de los parámetros como funciones del espacio de fases. 

Ya con un fundamento hamiltoniano riguroso para las ecuaciones dinámicas y con 
un buen entendimiento de su espacio de soluciones, hemos abordado la cuantización 
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del modelo partiendo del formalismo clásico que se basa en el espacio de fases 
extendido. En este formalismo se incluyen un total de tres ligaduras: la ligadura 
hamiltoniana y las dos ligaduras que dictan la dependencia de los parámetros 
cuánticos en el resto del espacio de fases. Notablemente, para llevar a cabo la 
representación cuántica de las ligaduras que restringen el sistema siguiendo las 
reglas de la prescripción MMO, solo hemos necesitado defnir dos operadores geo-
métricos, que además tienen una estructura completamente análoga, aunque cada 
uno de ellos actúa en un sector distinto de los dos del espacio de fases correspondien-
te a las geometŕıas. Asumiendo ciertas propiedades espectrales para los operadores 
que representan los dos hamiltonianos parciales del sistema, hemos discutido la 
expresión formal de los estados f́ısicos de la teoŕıa, que resultan estar totalmente 
caracterizados por funciones de onda de la masa del agujero negro con soporte en un 
subconjunto muy concreto del espectro del hamiltoniano parcial radial. Asimismo, 
hemos discutido cuáles son los requisitos que han de verifcar los espectros de estos 
hamiltonianos parciales cuánticos para que existan estados f́ısicos que describan 
agujeros negros muy masivos. Una vez que se disponga de un análisis espectral de 
dichos operadores, los resultados obtenidos permitirán discernir la admisibilidad 
f́ısica del modelo. 

Los resultados recogidos en esta tesis sientan las bases teóricas necesarias para 
afanzar nuestro entendimiento de los efectos que deja la ambigüedad existente en la 
regularización de la ligadura hamiltoniana en los observables de carácter cosmológico. 
Asimismo, estos resultados abren el camino a un estudio riguroso de agujeros negros 
dentro del marco de la teoŕıa cuántica de lazos, del que se podŕıan extraer potencial-
mente predicciones observacionales con las que poner a prueba la teoŕıa subyacente, 
por ejemplo sobre la emisión de ondas gravitacionales en los últimos estadios de 
procesos de colisión. 
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[181] L. Castelló Gomar, A. Garćıa-Quismondo y G. A. Mena Marugán, Primordial 
perturbations in the Dapor–Liegener model of hybrid loop quantum cosmology, 
Phys. Rev. D 102, 083524 (2020). 

[182] B. Elizaga Navascués, D. Mart́ın de Blas y G. A. Mena Marugán, Time-
dependent mass of cosmological perturbations in the hybrid and dressed metric 
approaches to loop quantum cosmology, Phys. Rev. D 97, 043523 (2018). 
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´ Apéndice A: Ordenes de factores 
alternativos en la teoŕıa isótropa 

En este apéndice, presentamos una reformulación de la cuantización del modelo de 

Dapor y Liegener de cosmoloǵıas de FLRW espacialmente planas recogida en la Ref. 

[176], con el objetivo de adaptarla a la selección de una prescripción ligeramente 

distinta para la representación cuántica del inverso de la longitud fducial mı́nima 

1/µ̄ y de incorporar un orden de factores más general para las potencias del operador 

de volumen. 

En lo que sigue, el objeto principal de estudio son cosmoloǵıas homogéneas e 

isótropas con secciones espaciales planas, por lo que los tres pares canónicos considera-

dos en el Caṕ  unico (c, p) como resultado de la identifcaci´ ıtulo 4 se reducen a uno ´ on 

de las tres direcciones espaciales, cuyo corchete de Poisson es {c, p} = 8πGγ/3. Los 

autoestados del volumen |v⟩ proporcionan una base del espacio de Hilbert cinemático 

del sistema Hkin y la acción sobre ellos de los operadores fundamentales de la teoŕıa 

cuántica es 

√ 
V̂ |v⟩ = 2πGγ ∆|v| |v⟩ , N̂ ±nµ̄ |v⟩ = |v ± n⟩ , (A.1) 

donde µ̄ es la longitud coordenada mı́nima de las aristas de los circuitos de holonomı́a, 

dada por la función del espacio de fases isótropo µ̄ = 
p

∆/|p|. 
En el tipo de sistemas cosmológicos que estamos considerando, las contribuciones 

clásicas al hamiltoniano se pueden obtener inmediatamente a partir de las Ecs. (2.28) 

y (3.5) tomando el ĺımite isótropo [176]. El resultado de dicho procedimiento es el 

siguiente: � �2
3 1 

HFLRW = sgn(p)|p| sin µc¯ , (A.2)E 8πGV µ̄ � �2
3 1 + γ2 1 

HFLRW = − 2 sgn(p)|p| sin µc¯ cos µc¯ . (A.3)L 8πGV 4γ2 µ̄ 

Siguiendo las reglas de la prescripción MMO, cada una de estas contribuciones es 
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representada por un operador sobre el espacio de Hilbert cinemático Hkin de la forma " #1/2 " #1/2b b1 1 
Ĥ FLRW Ĥ FLRW = .E,L V E,L V 

(A.4) 

Las propiedades del operador inverso de volumen y la forma en la que interviene en 

la defnición de los operadores eucĺıdeo y lorentziano implican que se puede llevar a 

cabo una restricción al complemento ortogonal de los estados singulares Hekin de forma 

bien defnida, permitiendo limitarnos al estudio de las versiones densitizadas de los 

operadores anteriores. En el Caṕıtulo 3, dichos operadores densitizados se defnen 

como sigue [176]: 

3 3 1 + γ2 
Ĥ FLRW Ω̂2 Ĥ FLRW Ω̂2 = − ,E = 2µ̄, L 4µ̄ (A.5)

8πG 8πG 4γ2 

donde, para cada valor entero de n, " #−1/2 " #−1/2 p h i p1 [ [ [1 [ 1ˆ p \ ˆ ˆ pΩnµ̄ = √ |p| sgn(p), Nnµ̄ −N−nµ̄ |p| . (A.6) 
4i ∆ |p| + |p| 

Recordemos que [· , ·]+ es el anticonmutador de operadores. 

La diferencia más importante entre la propuesta de cuantización adoptada en 

el Caṕıtulo 3 y la presentada en el Caṕıtulo 4 (salvando su aplicación a sistemas 

cosmológicos distintos) es la manera en la que el inverso de la longitud fducial mı́nima 

se promueve a operador como parte de la defnición del operador de ligadura. En el 

Caṕıtulo 3, en el que se recogen los resultados de la Ref. [176], empleamos la defnición 

más común en el contexto de la LQC isótropa [44, 45], a saber, " #−1b [1 1 1 
= √ p . (A.7) 

µ̄ ∆ |p| 

En cambio, el convenio más habitual dentro del marco de la LQC anisótropa (y, en 

particular, en el estudio de cosmoloǵıas de Bianchi I) no conduce exactamente a la 

defnición dada sobre estas ĺıneas en el ĺımite isótropo. En efecto, la contrapartida 

isótropa de esta defnición (empleada no solo en la Ref. [180], sino también en las 

Refs. [49, 54, 55], entre otras) viene dada por 

b p1 1 [
= √ |p|. (A.8) 

µ̄ ∆ 

Esta segunda opción para el operador de 1/µ̄ conduce a la aparición de potencias 

del volumen en el operador hamiltoniano densitizado [véanse, e.g., las Ecs. (4.4) y 
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[(4.27)], mientras que, en la primera, intervienen potencias de los operadores 
p

|p| y 
\1/
p

|p| [véase la Ec. (A.6)]. En el presente apéndice, reescribimos la ligadura escalar 

completa asociada a cosmoloǵıas homogéneas e isótropas con secciones espaciales 

planas empleando la propuesta (A.8) y mostramos que los resultados derivados en 

la Ref. [176] (y presentados en el Caṕıtulo 3 de esta tesis) son robustos bajo esta 

modifcación. Para completar el análisis, consideramos también un orden de factores 

más general para las potencias del volumen, siguiendo las ĺıneas de la discusión en la 

Sec. 2 del Caṕıtulo 4. 

Los operadores hamiltonianos eucĺıdeo y lorentziano en su versión densitizada 

admiten una expresión similar a la de la Ec. (A.5), salvo por el hecho de que Ω̂ 
nµ̄ 

tiene una forma funcional ligeramente distinta como resultado de las diferencias en la 
(α)

˜representación adoptada aqúı. Sean Ω̂ 
nµ̄ (con n = 2, 4) los nuevos operadores, donde 

α es una etiqueta que refeja el orden de factores considerado en la representación de 

los productos de potencias del operador de volumen. En lo que sigue, escribimos sus 

expresiones expĺıcitas y discutimos sus acciones sobre el espacio de Hilbert cinemático 

Hekindel sistema . 

En lo que a la contribución eucĺıdea se refere (es decir, la parte correspondiente 

a n = 2), la ambigüedad parametrizada por la etiqueta α no aparece. En efecto, 

ˆal intervenir ´ ´ ermino de Ω , pareceunicamente un operador de holonomıa en cada t´ ˜
(α

µ 

) 

2¯ 

natural ordenar las potencias del volumen empleando una simetrización algebraica, 

de tal manera que queden repartidas simétricamente a la izquierda y a la derecha 

de dicho operador de holonomı́a (que correspondeŕıa a tomar α = 0 en la notación 

empleada en el Caṕıtulo 4). Entonces, sirviéndonos de la defnición (A.8) (que conduce √ 
a representar |p|/µ̄ a trav´ V / ones del operador ˆ ∆), se obtiene la expresi´ 

1 (0) 1 h i 
ˆ V̂ 1/2sgn(v)|p| sin µc¯ → Ω̃ = √ \ V̂ 1/2sin\µc¯ .sgn(v), (A.9)2µ̄µ̄ 2 ∆ + 

Con ayuda de la notación 

2α 
(n,α) (n)πGγ n 
f̃ (v) = s (v)|v|1/2−α v ± |v ± n|1/2−α , (A.10)± ±2 2 

s
( 
± 
n)

(v) = sgn(v) + sgn(v ± n), (A.11) 

se puede ver fácilmente que la acción del operador (A.9) sobre un elemento de la base 

de autoestados del volumen adquiere la forma n o(0)ˆ (2,0) (2,0)
Ω̃ |v⟩ = −i f̃ (v) |v + 2⟩ − f̃ (v) |v − 2⟩ . (A.12)2µ̄ + − 
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HkinPor tanto, la acción de la ligadura eucĺıdea densitizada sobre e viene dada por �h � 
8πG FLRW i2 h i2 

Hˆ̃  (2,0) (2,0) (2,0) (2,0)|v⟩ = − f̃ (v)f̃ (v + 2) |v + 4⟩ + f̃ (v) + f̃ (v) |v⟩E + + + − 

(2,0) (2,0)− f̃  
− (v)f̃  

− (v − 2) |v − 4⟩ , (A.13) 

cuya estructura es idéntica a la de la acción del operador obtenido como resultado 

de tomar la defnición alternativa de 1/µ̄ (véanse las Refs. [45, 176]). Efectivamente, 

se trata de una ecuación en diferencias fnitas que vincula un cierto autoestado del 

volumen con otros dos asociados a autovalores del volumen que distan cuatro unidades 

del volumen de partida. Como resultado, la acción de la parte eucĺıdea del operador 

hamiltoniano superselecciona subespacios de Hilbert con soporte en redes discretas 

de paso cuatro. 

Cabe destacar que las funciones f̃  presentan una serie de propiedades que ya 

Estas propiedades son un resultado inmediato de las combinaciones de signos s (v), 

exhib́ıan las funciones análogas en las Refs. [45, 176]. Más concretamente, estas 

funciones verifcan 

(n,α)
f̃  
− (v) = 0 ∀ v ∈ (0, n], (n,α)

f̃  
+ (v) = 0 ∀ v ∈ [−n, 0). (A.14) 

(n) 
± 

cuya aparición (consecuencia de la simetrización del operador signo y de los operadores 

de holonomı́a) es un rasgo distintivo de la prescripción MMO. Como resultado del 

hecho de que estas funciones se anulan cuando se dan las condiciones antes comenta-

das, los factores que pesan las contribuciones en las que el signo del volumen cambia 

resultan anularse, por lo que la acción de la parte eucĺıdea deja invariantes los sectores 

de volumen positivo y negativo. Esto implica que los sectores de superselección de 

la contribución eucĺıdea no tienen soporte en redes discretas de paso cuatro, sino en 

semirredes discretas del mismo paso. 

Pasemos ahora a considerar la parte lorentziana. Dado que cada uno de sus 

términos contiene dos operadores de holonomıa, es posible adoptar diferentes ´´ ordenes 

de factores para las potencias del volumen, insertando parte de ellos entre los dos 

operadores de holonomı́a. Para tener en cuenta las distintas elecciones posibles, se 

introduce un parámetro α. Siguiendo las reglas de la prescripción MMO y tomando 

la defnición (A.8) para la representación del inverso de la longitud fducial mı́nima, 

se obtiene 

1 
2 sgn(v)|p| sin µc¯ cos µc¯ 

µ̄ 

ˆ (α) h 
\ V 1/2−α \ V 1/2−α 

i1˜ ˆ V̂ 2α \ ˆ→ Ω4µ̄ = √ sgn(v), sin µc¯ cos µc¯ . (A.15) 
∆ + 
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De forma similar al caso eucĺıdeo, cuando se toma α = 0, se recupera la misma 

expresión que en la Ref. [176] salvo por los cambios resultantes de la consideración 

de una representación cuántica de 1/µ̄ ligeramente distinta. No obstante, tomamos 

en lo que sigue un valor arbitrario de α entre 0 y 1/2. 
(α)ˆ̃Es inmediato mostrar que la acción del operador Ω sobre un elemento de la base 4µ̄ 

de autoestados del volumen adopta la forma n o 
ˆ (4,α) (4,α) (α)
Ω̃ 

(

4¯ 

α

µ 

) 
|v⟩ = −i f̃  

+ (v) |v + 4⟩ − f̃ (v) |v − 4⟩ − ig̃0 (v) |v⟩ , (A.16)− 

donde 

g̃
(α)

(v) = −πGγ |v|1−2α |v − 2|2α − |v + 2|2α . (A.17)0 

(α)ˆ̃Como se puede ver en la expresión anterior, en la acción del operador Ω aparece4µ̄ 

una contribución que no produce desplazamiento alguno en la etiqueta v del estado 

˜de partida y que no está presente en la acción de su contrapartida eucĺıdea Ω̂
(0) 

µ . No2¯ 

obstante, cabe mencionar que el término comentado se anula en el ĺımite en el que 

α → 0, como seŕıa de esperar. Por tanto, en dicho ĺımite, se recupera una acción muy 

similar a la obtenida en la Ref. [176], donde las únicas discrepancias aparecen como 

resultado de defnir cuánticamente 1/µ̄ empleando la Ec. (A.8) (lo cual conduce al 

reemplazo de las funciones f por las funciones f̃  defnidas en este apéndice). 
FLRW 

50La acción del operador Hˆ̃  
L que resulta de las expresiones anteriores es 

4γ2 FLRW (α)8πG (4,α) (4,α) (α) ˆ− Hˆ̃  |v⟩ = −f̃ (v)f̃ (v + 4) |v + 8⟩ − ig̃ (v) Ω̃ |v⟩L + + 0 4µ̄3 1 + γ2 �h i2 h i2 
� 

(4,α) (4,α) (4,α) (4,α)
+ f̃  

+ (v) + f̃  
− (v) |v⟩ − f̃  

− (v)f̃  
− (v − 4) |v − 8⟩ 

(4,α) (α) (4,α) (α)− f̃ (v)g̃ (v + 4) |v + 4⟩ + f̃ (v)g̃ (v − 4) |v − 4⟩ . (A.18)+ 0 − 0 

En vista de la acción anterior, se obtiene una ecuación en diferencias fnitas que 

vincula un cierto autoestado del volumen sobre el que actúa la contribución lorentzia-

na con un total de cuatro estados imagen cuyos volúmenes asociados diferen del de 

partida en cuatro u ocho unidades (tanto hacia valores más pequeños del volumen 

como hacia valores más grandes). Nótese que, a diferencia del caso del operador 
FLRW 

estudiado en el Caṕıtulo 3 (véase la Ref. [176]), la acción de Hˆ̃  
L genera desplaza-

mientos de más y menos cuatro unidades en el número cuántico del volumen. Natural-

mente, estas contribuciones [junto con el ´ ermino de la primera lınea de la Ec. ultimo t´ ´ 

50Nótese que se omite la etiqueta α en la notación para el operador que da la parte lorentziana 
por simplicidad. 
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(A.18)] se anulan idénticamente en el ĺımite α → 0. Es evidente que, en este ĺımite 

en el que se recupera un orden de factores en el que no se incluyen potencias del 

operador de volumen entre los dos operadores de holonomı́a, se obtiene una acción 

idéntica a la presentada en la Ref. [176], como hab́ıamos anticipado. 

Es fácil ver que los coefcientes de los términos en los que podŕıa tener lugar un 

cambio de signo en el parámetro de volumen se anulan cuando dicho cambio de 

signo ocurre, por lo que la acción de esta versión del hamiltoniano lorentziano resulta 

garantizar también el desacoplamiento de la semirred de volumen positivo de aquella 

de volumen negativo. Por ende, los sectores de superselección de las partes eucĺıdea y 

lorentziana de la ligadura hamiltoniana coinciden. Como consecuencia, el tratamiento 

independiente de la contribución lorentziana en el procedimiento de regularización de 

la ligadura escalar conduce a unas reglas de superselección en la teoŕıa cuántica que 

son idénticas a las resultantes de seguir el esquema de regularización estándar en la 

LQC de cosmoloǵıas de FLRW planas. Además, dicha conclusión se mantiene incluso 

si se adoptan distintas representaciones de 1/µ̄ y se toma un orden de factores general 

para las potencias del operador de volumen (parametrizado por una etiqueta α), como 

ponen de manifesto los resultados del Caṕıtulo 3 en conjunción con los expuestos en 

este apéndice. 

Por ´ omo estos resultados quedan incorporados en la obtenci´ultimo, veamos c´ on 

de las autofunciones generalizadas de la ligadura escalar. Con las prescripciones 

adoptadas en el Caṕıtulo 3, concluimos que el valor de las autofunciones generalizadas 

en cualquier punto de la semirred discreta correspondiente al sector de superselección 

considerado está determinado unicamente por su valor en los dos primeros puntos ´ 

[176]. La expresión que permite su cómputo consta de dos términos, cada uno de 

ellos proporcional a uno de estos datos iniciales. Diseñamos una estrategia para 

calcular cada uno de los factores de proporcionalidad asociados (que solo dependen 

del sector de superselección bajo consideración y del autovalor λ correspondiente a la 

autofunción generalizada en cuestión) que consiste en la multiplicación repetida de 

ciertas funciones —denotadas F ±4(v), Fλ 
0(v) y F −8(v). La manera en que se deben 

combinar dichas funciones viene dictada por los caminos posibles que conectan dos 

números enteros mediante saltos de una, dos, tres y cuatro unidades [176]. El mismo 

razonamiento se puede aplicar al caso que nos ocupa. Las funciones resultantes —que 

denominaremos F̃±4(v), F̃ 0 (v) y F̃−8(v)— diferen de las mencionadas anteriormente α λ,α α 
(n)

en dos aspectos. En primer lugar, las funciones f (v) se ven reemplazadas por ± 
(n,α)
f̃  
± (v). En segundo lugar, como fruto del orden de factores más general considerado 

para las potencias del operador de volumen, aparecen nuevas contribuciones51 en 

51La aparición de estas contribuciones está directamente relacionada con la presencia de los 
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F̃±4 F̃ 0 (α)
(v) y (v) proporcionales a g̃ (v). El resultado fnal resulta serα λ,α 0 �h i2 h i2 

� 
(2,0) (2,0)

λ − f̃  
+ (v) + f̃  

− (v)
4γ2 

F̃ 0 
λ,α(v) = 

(4,α) (4,α)1 + γ2 
f̃  
− (v + 8)f̃  

− (v + 4) h i2 h i2 h i2
(4,α) (4,α) (α)
f̃ (v) + f̃ (v) − g̃ (v)+ − 0 

+ , (A.19)
(4,α) (4,α)
f̃  
− (v + 8)f̃  

− (v + 4) 
(2,0) (2,0) 

F̃±4 4γ2 f̃  
  (v ± 4)f̃  

  (v ± 2)
(v) = 

(4,α) (4,α)α 1 + γ2 
f̃  
− (hv + 8)f̃  

− (v + 4) i 
(4,α) (α) (α)
f̃ (v ± 4) g̃ (v) + g̃ (v ± 4)  0 0 

± , (A.20)
(4,α) (4,α)
f̃  
− (v + 8)f̃  

− (v + 4) 
(4,α) (4,α) 

F̃−8 f̃  
+ (v − 8)f̃  

+ (v − 4) 
α (v) = − . (A.21)

(4,α) (4,α)
f̃  
− (v + 8)f̃  

− (v + 4) 

En la situación ĺımite en la que α → 0, desaparecen todas las contribuciones nuevas 

proporcionales a g̃0
(α) 

. Por consiguiente, en dicho caso, las autofunciones generalizadas 

solo se ven modifcadas con respecto a las discutidas en el Caṕıtulo 3 por la sustitución 
(n) (n,α)
f± (v) → f̃  

± (v), fruto de la distinta defnición del inverso de la longitud fducial 

mı́nima como operador cuántico. 

términos adicionales en la Ec. (A.18). 
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Apéndice B: Nuevos momentos en 
el espacio de fases extendido 

En la discusión de la fjación del gauge que conduce al espacio de fases reducido 

Γ̄ext, hemos introducido un nuevo conjunto de variables canónicas que posibilita una 

comparación más inmediata con la Ref. [138]. En lugar de los pares originales, 

compuestos por variables de conexión y de tŕıada, resulta conveniente tomar los 

propios hamiltonianos parciales Ob y Oc como variables de confguración, con variables 

de momento canónicamente conjugadas dadas por � � 
2Lo cos δbb γ|δb|

Pb = − tanh−1 − 2Lo ln , (B.1)
bo bo 2 

Lo 2pc sin δcc δcc 
Pc = − ln tan , (B.2)

2 γL2 
oδc 

2 2 p
donde, recordemos, bo = 1 + γ2δb 

2 . Es sencillo comprobar que Ob, Oc, Pb y Pc 

componen un onico cuyos unicos corchetes de Poisson nulos conjunto can´ ´ no son 

{Ob, Pb} = 1 y {Oc, Pc} = 1. El cambio de variables introducido se puede completar 

de tal modo que sea una transformación canónica en el espacio de fases extendido 

Γext completo. Para ello, hemos de introducir dos nuevos momentos, Pδb y Pδc , que 

sean canónicamente conjugados a δb y δc, respectivamente, y que conmuten con los 

hamiltonianos parciales y sus momentos asociados. Es fácil verifcar que las siguientes 

variables cumplen estos requisitos: � � 
pb sin δbb γ2δb

Pδb = pδb − b − − 
γδb δb sin δbb� � � � 
γpb 1 cos δbb � � 

− cos δbb + tanh−1 b2 − cos 2 δbb , (B.3)
b2 
o sin δbb bo bo

o � � 
pc sin δcc 

Pδc = pδc − c − . (B.4)
2γδc δc 
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Apéndice C: Regularización del 
hamiltoniano de Kantowski-Sachs 

En este apéndice, mostramos un procedimiento sistemático que conduce a la Ec. 

(7.4) como versión regularizada del hamiltoniano de Kantowski-Sachs haciendo uso 

unicamente´ de las técnicas usuales en la LQG [78] y de la prescripción del modelo 

AOS para la fjación del ´ ´ ´area fısica mınima. 

La densidad hamiltoniana C de la relatividad general admite la siguiente expresión 

en términos de las variables de Ashtekar-Barbero [véanse las Ecs. (2.22) y (2.23) para 

la versión integrada]: h i1 
ϵijC = √ kFab

k − 2(1 + γ2)K[ 
i
aKb

j 
] Ei

aEj
b , (C.1)

16πG h 

donde, recordemos, h es el determinante de la métrica espacial, Fab
i es el tensor de 

curvatura de la conexión de Ashtekar-Barbero y Ka
i es la forma triádica de la curvatura 

extŕınseca de las secciones espaciales. En el caso de las cosmoloǵıas de Kantowski-

Sachs (isométricas a la región interior de un agujero negro de Schwarzschild), es 

inmediato comprobar que el determinante de la métrica espacial viene dado simple-

mente por h = p2 
b |pc| sin2 θ/L2 . Además, imponiendo las simetŕıas que caracterizan o 

estos espaciotiempos, obtenemos la identidad 

Kj EaEb ϵij EaEb b2K[ 
i
a b] i j =

1 
kFab

k 
i j + 

γ2 
p

L 

2

2 sin
2 θ. (C.2)

γ2 
o 

Teniendo estas expresiones en consideración y recordando la forma de las componentes 

de la tŕıada densitizada en el tipo de cosmoloǵıas que estamos estudiando [véase la 

Ec. (2.46)], alcanzamos una ligadura escalar densitizada de la forma � � 
1 � � pb � � 

C = p pc Fxθ 
1 sin θ + F 2 − sin θ + γ2 sin θ − F 3 . (C.3)xϕ θϕ 

8πGγ2 |pc| Lo 

En lo que sigue, abordamos la regularización de la expresión entre corchetes, adaptan-

do técnicas de la LQG al sistema cosmológico considerado para reescribir las distintas 
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componentes del tensor de curvatura en términos de ciertas combinaciones de holono-

mı́as de la conexión (que, a diferencia de la propia conexión, tienen un análogo 

cuántico bien defnido). 

Para ello, empecemos considerando dos circuitos de holonomı́a h□(x,θ) y h□(x,ϕ) 

a lo largo de sendos rectángulos coordenados □(x, θ) y □(x, ϕ) contenidos en los 

planos x-θ y x-ϕ, respectivamente, que encierran las regiones (0, Loµ̄ x) × (0, πµ̄ θ) y 

(0, Loµ̄ x) × (0, 2πµ̄ ϕ). Los parámetros µ̄ x, µ̄ θ y µ̄ ϕ, que no son sino las longitudes 

coordenadas de las aristas de los circuitos considerados, se vincularán con el area´ 

f́ısica mı́nima permitida en el modelo en un paso posterior. Teniendo en cuenta la 

defnición de la holonomı́a de la conexión de Ashtekar-Barbero a lo largo de una arista 

arbitraria e, es posible mostrar que � � � � 
tr h□(x,θ)τ

i tr h□(x,ϕ)τ
i 

F i = −2 lim , F i = −2 lim , (C.4)xθ xϕ 
µ̄ x,µ̄ θ→0 πLoµ̄ xµ̄ θ µ̄ x,µ̄ ϕ→0 2πLoµ̄ xµ̄ ϕ 

donde, recordemos, τ i son los generadores de la representación fundamental de SU(2). 

Expĺıcitamente, tenemos que � � 
2 tr h□(x,θ)τ

i = πδ1 
i sin(µ̄xc) sin(µ̄θb) + O(3), (C.5)� � 

2 tr h□(x,ϕ)τ
i = 2πδ2 

i sin(µ̄xc) sin(µ̄ϕb) sin θ + O(3), (C.6) 

donde O(n) contiene términos proporcionales al producto de al menos n de los 

parámetros µ̄ x, µ̄ θ y µ̄ ϕ, que son subdominantes en el ĺımite en el que estos parámetros 

son pequeños. Como es habitual en la LQC [39, 40], regularizamos las contribuciones 

de F i y F i a la ligadura hamiltoniana densitizada eliminando el ĺımite de áreaxθ xϕ 

nula que aparece en la Ec. (C.4), prescribiendo aśı la existencia de un area´ f́ısica 

mı́nima distinta de cero en la teoŕıa, y reemplazando las trazas que intervienen en 

dicha ecuación por los términos dominantes de las Ecs. (C.5) y (C.6). 

El procedimiento para regularizar la contribución de las componentes Fθϕ 
i del tensor 

de curvatura es ligeramente más complicado que en la LQC estándar. Esto es debido 

a la complejidad adicional de la expresión de la holonomı́a de la conexión a lo largo 

de aristas orientadas en la dirección ϕ en términos de b y θ. En particular, en lugar 

de las identidades sencillas que aplican al caso de las otras componentes del tensor 

de curvatura [véase la Ec. (C.4)], se tiene que Z � � 
dθdϕ Fθϕ 

i = −2 tr h□n,˜ (θ,ϕ)τ
i (C.7)

n 
□n,ñ (θ,ϕ) 

a orden dominante en el ĺımite de parámetros µ̄ θ y µ̄ ϕ pequeños. En la ecuación 

anterior, □n,ñ (θ, ϕ) es el rectángulo coordenado del plano θ-ϕ que encierra la región 
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defnida por (nπµ̄ θ, nπµ̄ θ + πµ̄ θ) × (2ñπµ̄ ϕ, 2ñπµ̄ ϕ + 2πµ̄ ϕ), para dos valores naturales 

cualesquiera de n y ñ. Expĺıcitamente, tenemos que � � 
2 tr h□n,ñ (θ,ϕ)τ

i = π3(1 + 2n)δ3 
i [µ̄θ 

2 µ̄ ϕ + sin2(µ̄θb)µ̄ϕ 

+ 2 sin(µ̄θb) sin(µ̄ϕb)µ̄θ] + O(4). (C.8) 

En vista de este resultado, la prescripción propuesta para la regularización de la 

contribución de Fθϕ 
i a la ligadura escalar densitizada es la siguiente. En la integración 

de C sobre la 2-esfera unidad, la cubrimos con tantos rectángulos coordenados de laR 
forma □n,ñ (θ, ϕ) como sea posible y reemplazamos 

S2 θϕ por dθdϕF i 

� �M [1/¯Xµθ ]−1 
1 � � 

−π3δ3 
i M (1 + 2n) µ̄ θ 

2 µ̄ ϕ + sin2(µ̄θb)µ̄ϕ + 2 sin(µ̄θb) sin(µ̄ϕb)µ̄θ , (C.9) 
µ̄ ϕ n=0 

donde M [·] denota el número natural inmediatamente mayor o igual que su argumen-

to. 

Como hemos mostrado, los parámetros µ̄ x, µ̄ θ y µ̄ ϕ desempeñan un papel central 

en los dos esquemas de regularización que hemos introducido: defnen las áreas 

coordenadas mı́nimas permitidas en el sistema, de tal modo que la contribución 

dinámica de la conexión de Ashtekar-Barbero se puede cuantizar de manera discreta. 

Por tanto, desde una perspectiva fundamental, es importante establecer una conexión 

entre el valor de estos parámetros y la teoŕıa general que motiva su introducción. En 

el modelo AOS, esto se lleva a cabo vinculándolos de una forma muy concreta con 

el gap de ´ on efectiva, se pide quearea ∆ de la LQG. Concretamente, en cada soluci´ 

[138] 

∆ = 2π|δc||δb||pb| , ∆ = 4πδ2|pc| , (C.10)T b T 

donde el sub́ındice T denota una evaluación en la superfcie de transición que reempla-

za la singularidad central en el modelo efectivo. Los lados derechos de las dos 

igualdades en la ecuación anterior son las áreas f́ısicas en la superfcie de transición 

de los rectángulos coordenados □(x, ϕ)|θ=π/2 y □(θ, ϕ) que abarcan, respectivamente, 

las regiones coordenadas (0, Loµ̄ x) × (0, 2πµ̄ ϕ) y (0, πµ̄ θ) × (0, 2πµ̄ ϕ) de los planos 

que los contienen. Nótese, además, la inclusión de valores absolutos con respecto a 

las expresiones que aparecen en la Ref. [138] como resultado de que, si bien aqúı 

permitimos que los parámetros de polimerización adopten valores reales, en dicha 

referencia se asume que no son negativos. Dado que estamos interesados en construir 

una teoŕıa cuántica que conduzca al modelo AOS en un cierto régimen efectivo, parece 

natural adaptar esta prescripción al procedimiento de regularización discutido en 
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este apéndice. Por lo tanto, fjamos µ̄ x, µ̄ θ y µ̄ ϕ en términos de los parámetros 

de polimerización δb y δc de tal manera que las ´ fısicas de los rectángulosareas ´ 

considerados coincidan con las que aparecen en la Ec. (C.10) evaluadas of-shell. 

Aśı, las ligaduras Ψb y Ψc son las que relacionan estas areas´ con el valor mı́nimo ∆ 

permitido en la LQG. Una aplicación directa de esta prescripción conduce a 

π2µ̄2 
|δc| = µ̄ x, |δb| = µ̄ ϕ = θ . (C.11)

4 

Si integramos el producto de la función lapso y la densidad hamiltoniana NC sobre 

las hipersuperfcies espaciales con topoloǵıa I × S2 de las cosmoloǵıas de Kantowski-

Sachs, con I = [0, Lo], y aplicamos las prescripciones detalladas a lo largo de este 

apéndice, obtenemos fnalmente la siguiente expresión regularizada del hamiltoniano 

de Kantowski-Sachs: 

sin δbb � � 
Hreg Hef [N ] = −N p , (C.12)KS AOS + O(δb) 

γδb |pc| 

donde O(δb) recoge términos de orden δb o menores en el ĺımite en el que el valor 

absoluto de este parámetro es pequeño. Teniendo en cuenta que estos términos 

correctivos subdominantes se anulan cuando se ignoran las correcciones cuánticas, 

simplemente se eliminan de la expresión de nuestra ligadura hamiltoniana regulari-

zada. Por ende, salvo un factor global que puede ser reabsorbido mediante una 

elección apropiada de densitización, la regularización considerada del hamiltoniano 

de Kantowski-Sachs (basada en técnicas inspiradas en la LQG y en la prescripción del 

modelo AOS para la incorporación de un ´ ´ ´area fısica mınima distinta del cero) resulta 

en un hamiltoniano regularizado equivalente al del modelo AOS. 

Antes de cerrar este apéndice, cabe mencionar que muchos de los reemplazos 

llevados a cabo en el esquema de regularización descrito anteriormente conllevan la 

fjación de ambigüedades que tienen análogos más simples en sistemas cosmológicos 

homogéneos e isótropos [39, 40]. Por ejemplo, en el procedimiento presentado, se 

escoge mantener ciertos términos subdominantes y despreciar otros, tanto en la expan-

sión de las trazas involucradas en el cálculo de los circuitos de holonomı́a en el ĺımite 

de ´ nas, on del hamiltoniano resultante en el ĺımiteareas peque˜ como en la expansi´ 

en el que los parámetros de polimerización δb y δc son pequeños en valor absoluto. 

Estas elecciones se han hecho siguiendo un criterio principal: la simplicidad del 

resultado, teniendo en mente nuestro objetivo de abordar su cuantización polimérica 

posteriormente. Hasta donde sabemos, esta es la primera derivación expĺıcita del 

hamiltoniano del modelo AOS a partir de una regularización del hamiltoniano asociado 

a cosmoloǵıas de Kantowski-Sachs basada en el uso de circuitos cerrados de holonomı́a. 
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