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Prefacio

Podrd suceder que volvdis a vuestra tesis incluso decenas de anos mds tarde. Pues
habrd sido como vuestro primer amor y os resultard dificil olvidarla. En el fondo,
habrd sido la primera vez que hacéis un trabajo cientifico serio y riguroso, lo cual
COMO exTperiencia no es Poco.

Umberto Eco. Cémo se hace una tesis

Problemas parabdlicos no lineales:

de los fenémenos de explosion al comportamiento asintotico

Asf se titula esta Memoria. Y encontrar un titulo apropiado que defina en pocas
palabras su contenido no ha sido tarea facil. Al final hemos optado por éste, que,
aunque quiza algo ambiguo, responde al tinico objetivo de intentar agrupar bajo

un mismo nombre los distintos problemas que aqui tratamos.

La Memoria consta de tres partes muy distintas entre si, en las que se resuelven
distintos problemas abiertos dentro del campo de las ecuaciones parabdlicas no

lineales. Los temas que nos ocupan son:
= explosion en problemas de reaccién-difusion;
= soluciones de viscosidad para difusion no lineal;
= difusién en dominios espaciales con agujeros.

Dada la distinta naturaleza de los problemas aqui estudiados, se hace necesario

usar técnicas muy diferentes para abordar cada uno de ellos. Existen sin embargo
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dos herramientas comunes utilizadas en todas las partes de la Memoria: la com-
paracion con subsoluciones y supersoluciones y la autosemejanza. Estas técnicas,
habituales en la literatura, se aplicaran con objetivos diferentes en cada caso. Las
usaremos, en la Parte I, para determinar si las soluciones de un determinado pro-
blema estan acotadas en todo tiempo finito o no, en la Parte II para definir la

nocion de solucién o para determinar el decaimiento de la solucién en la Parte 1I1.

La Parte I de esta Memoria esta dedicada a estudiar la formacién de singula-
ridades en problemas parabdlicos con difusién no lineal, tanto desde el punto de
vista analitico como numérico. En concreto nos preguntamos, en los capitulos 2 y 3,
si para un sistema con dos ecuaciones de reaccién-difusion acopladas de forma no
lineal es posible que una de las componentes tienda a infinito en tiempo finito, que
explote, mientras que la otra permanece acotada. En trabajos previos, J. P. Pinas-
coy J. D. Rossi por un lado y J. D. Rossi y F. Quirés por el otro estudian, en [94]
y [97] respectivamente, los mismos problemas que los tratados en estos capitulos
pero restringiéndose a difusién lineal. Esta restriccion permite hacer uso de férmu-
las de representacion, que no estan indicadas en el caso de difusion no lineal, por lo
que se hace necesario modificar las técnicas. En el Capitulo 4 volvemos a considerar
un sistema de dos ecuaciones de reacciéon-difusion, pero ahora sus dos componentes
explotan simultaneamente. Este fenomeno resulta quiza mas complicado de tratar
que el de la explosion no simultanea, estudiada en los capitulos anteriores, y por
ello nos restringimos al caso lineal. En el Capitulo 2 y en el 3 hay una componente
que esta acotada y que por tanto podemos considerar asintGticamente (segin nos
acercamos al tiempo de explosién) constante, limitandonos asi a estudiar el pro-
blema escalar. Esto no es posible cuando las dos componentes tienden a infinito
simultaneamente. Los resultados obtenidos en el Capitulo 4 completan los traba-
jos previos de M. Pedersen y Z. Lin, [92], J. D. Rossi, [102] y S. Zheng, B. Liu y
F. Li, [115], cubriendo ademads los casos criticos, de los que nada se sabfa hasta
el momento. Finalmente, en el Capitulo 5, desarrollamos un esquema numérico
adaptativo para problemas parabdlicos que presentan singularidades. En concreto
el método reproduce el comportamiento de las soluciones del problema estudiado
en el Capitulo 3. Las dificultades del analisis se deben, fundamentalmente, a que
los teoremas de convergencia usuales no incluyen casos singulares como los que

aqui se analizan.
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El trabajo que presentamos en la primera parte de la Memoria ha sido rea-
lizado en colaboraciéon con Julio D. Rossi, tanto en la Universidad Auténoma
de Madrid como durante una visita de investigacion a la Pontificia Universidad
Catolica de Chile y a la Universidad de Buenos Aires. Aunque ligados por medio
de una idea comun, la explosién de soluciones en tiempo finito, los cuatro capitulos
son independientes entre si y cada uno de ellos ha dado lugar a un articulo de
investigacién, véanse [18], [19], [20] y [21]

CAPITULO 2: The role of nonlinear diffusion in non-simultaneous blow-up.
J. Math. Anal. Appl. 308 (2005), 92-104.
(con F. Quirds y J.D. Rossi).

CapPiTULO 3: Non-simultaneous blow-up for a quasilinear parabolic system
with reaction at the boundary.
Comm. Pure Appl. Anal. 4 (2005), no. 3, 523-536.
(con F. Quirds y J.D. Rossi).

CAPITULO 4: A complete classification of simultaneous blow-up rates.
Appl. Math. Lett. 19 (2006), no. 7, 607-611.
(con F. Quirds y J.D. Rossi).

CAPITULO 5: An adaptive numerical method to handle blow-up in a parabolic

system.
Numer. Math. 102 (2005), no. 1, 39-59.
(con F. Quirds y J.D. Rossi).

El Apéndice A complementa la primera parte de Memoria. En él se resume
brevemente otro método numérico adaptativo que resulta apropiado para el estudio
de fenémenos de explosién en problemas de evolucion. El trabajo aqui presentado
fue realizado durante una estancia de investigacién en la Universidad de Buenos
Aires en colaboracion con Pablo Groisman y Julio D. Rossi y ha dado lugar a la

siguiente publicacién, [17]:

= Fully discrete adaptive methods for a blow-up problem.
Math. Models Methods Appl. Sci, M3AS. 14 (2004), no. 10, 1425-1450.
(con P. Groisman y J.D. Rossi).
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En [25], L. A. Caffarelli y J. L. Vdzquez estudian las soluciones de viscosidad
para la ecuacion de los medios porosos escrita en la variable presién. Una con-
tinuacion natural de este trabajo se presenta en la Parte II, donde se anade un
coeficiente no lineal a la ecuacién presentada en [25]. Las dificultades técnicas que
aparecen en este caso surgen del hecho de que no hay una familia explicita de
soluciones que se pueda usar para comparar, como ocurria en [25], y tendremos
que conformarnos con usar subsoluciones y supersoluciones. Ademas, al igual que
en ese trabajo, la demostracion de la unicidad de soluciones no es directa, sino que
requiere el paso por la variable densidad. La transformacion de presién a densi-
dad, que ahora no es tan inmediata como en el caso lineal y requiere de un estudio
detallado, proporcionara una de las herramientas mas importantes en el desarrollo

de la teoria.

Esta parte de la Memoria consta de tres capitulos, capitulos 6, 7 y 8, en los

que desarrollamos los resultados publicados en el siguiente articulo, [23]:

» Viscosity solutions for quasilinear degenerate parabolic equations of porous
medium type.

Indiana Univ. Math. J. 54 (2005), no. 3, 817-860.
(con J.L. Vazquez).

En la Parte III de la Memoria se caracteriza el comportamiento de la solucién
de la ecuacion de los medios porosos en un domino exterior cuando el dato de
frontera es de tipo Dirichlet homogéneo. Este estudio surge como continuacién
del trabajo anterior publicado por F. Quirés y J. L. Vazquez, [101], donde se
analiza el comportamiento asintético de la misma ecuacién, pero tomando como
dato de frontera una funciéon no trivial que no depende del tiempo. Una de las
dificultades principales que aparece en nuestro estudio es la necesidad de construir
subsoluciones del problema que aseguren que la solucién no se hace idénticamente
cero, fenémeno que no podia suceder en [101] debido al dato de frontera. Es maés,
como la solucién con dato de frontera cero tiende a cero, se hace necesario realizar
un cambio de escala espacial para poder “ver” el limite. Al igual que en [101] la
técnica principal que se utiliza para caracterizar el comportamiento asintético es
la de matching, o combinacién de desarrollos asintéticos. No obstante, la forma

en la que se usa difiere de un trabajo a otro, ya que, si en [101] se caracteriza el
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comportamiento cerca de la frontera libre a partir del comportamiento en el interior
del dominio, en nuestro caso se invierte la implicaciéon. Es decir, el comportamiento
cerca de la frontera libre ayudara a determinar el comportamiento de la solucion

en el interior.

Los resultados que presentamos han dado lugar a un articulo de investigacién,

que ha sido enviado para su posible publicacién, [22]:

s Asymptotic behaviour of the porous media equation in domains with holes.

(con F. Quirds y J.L Vazquez).

Si bien es verdad que las tres partes son, en cuanto a su contenido, muy distintas
entre si, hemos querido unificar su estructura. Asi, cada parte estd compuesta
por una Introduccién, donde se plantea el problema y se resumen los resultados,
capitulos intermedios en los que se desarrolla la teoria y un capitulo final, titulado
Conclusiones y comentarios, en el que, ademés de matizar algunos aspectos del
problema tratado, se proponen problemas abiertos.

A lo largo de esta Memoria presentamos el trabajo realizado durante los ulti-
mos seis anos. Corria el verano del ano 2000 cuando, entre chapuzones y largas
tardes al sol, me planteaba la posibilidad de empezar a trabajar en una empresa
o de entrar en el mundo universitario, un mundo con el que siempre habia convi-
vido y con el que, al mismo tiempo, siempre habia sonado. Al final pudo mas la
pasion y aqui estoy. El tiempo pasa rapido, pero no ha sido en vano. Durante estos
anos he tenido tiempo para aprender, para viajar, para trabajar e incluso para
disfrutar. Seis anos que han concluido con la escritura de esta Memoria y la cual,
probablemente, no habria visto la luz si, no sélo durante seis anos, sino durante
veintiocho, yo no hubiera recibido la ayuda y el apoyo de la gente que estd a mi
alrededor.

Las primeras palabras de agradecimiento tienen que ser sin lugar a duda para

mis padres. Gracias por todo lo que habéis hecho por mi; gracias por apoyarme
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en cualquier decision que haya tomado; gracias por aconsejarme. En definitiva,

gracias por estar siempre ahi donde os haya podido necesitar.

A Juan Luis: gracias por el tiempo que me has dedicado y por todo lo que me

has ensenado.

A Fernando: gracias por escucharme, por preocuparte por mi, por ayudarme y
por tener tanta paciencia conmigo. Gracias por todas las horas que hemos pasado

garabateando papeles, en la pizarra o delante del ordenador.

Julio, a ti te quiero dar las gracias por todos los buenos momentos que hemos
pasado trabajando juntos. Gran parte de esta Memoria es fruto del entusiasmo

que me has transmitido.

A la gente de la Pontificia Universidad Catdlica de Chile y de la Universidad
de Buenos Aires tengo que agradecerles su hospitalidad. Gracias Martin, gracias

Patu por hacerme sentir como en casa.

Uno de mis mds gratos recuerdos escolares es el “Fenster offnen, hier stinkt!!
con el que empezaban siempre las clases de F. Crevoisier. Gracias por ayudarme

a dar mis primeros pasos en el apasionante mundo de las matematicas.

Gracias Maite por todos los consejos que me has dado durante nuestras largas
charlas, ya fuese tomando café o en una apasionante tarde de compras. Te echo de

menos.

Para la mayoria de la gente trabajar resulta duro. Cuando en tu lugar de
trabajo tienes buenos amigos, todo es mucho mas sencillo. Gracias Chema, Dani,
Javi, Pablo, Ratul y Ana, por acogerme en vuestra panda. Gracias Fernando y
Jose, porque resulta agradable comer con compania. Lola, gracias por tu apoyo.
Cristina y Elena, gracias por aguantar mi musica y mi incansable parloteo durante

el tiempo que hemos compartido despacho.

Portu y Ana, “los amigos”. Pasamos horas y horas juntos: en el fondo del mar
o en la cima de una montana, en el cine y en el teatro, cenando en un sitio fino
o en la tasquilla de debajo de casa...y creo que nunca lograré que entendais en
qué consiste mi trabajo; gracias de todas formas por escucharme. Gracias también

por las risas, sin las cuales todo se haria cuesta arriba.

Gracias Ana, porque con tus pocos meses de vida, ya eres lo mds importante

1iAbrid las ventanas, aqui apesta!
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que tengo en la mia. Gracias también porque la mayor motivacién que puedo tener
después de un largo dia de trabajo es saber que al volver a casa encontraré tus
pequenas manitas y tu gran sonrisa.

Y por tultimo a ti Gonzalo: porque sobran los motivos y las palabras nunca
podran expresar todo mi agradecimiento, simplemente, gracias por estar siempre

a mi lado.

Madrid, junio 2006
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Introduccion

Una de las propiedades més notables que distinguen a los problemas de evolu-
cion no lineales de los lineales es la posibilidad de formacion de singularidades a
partir de datos regulares para los que se puede establecer una teoria de existencia,
unicidad y dependencia continua para pequenos intervalos de tiempo. Considere-

mos un modelo sencillo en el que aparece un término de reaccion,

u = uP,
u(0) = uy > 0,

con p > 1. Esta ecuacién tiene como unica solucion

I

1

u(t) = Cp(T =777, Cp=(p—1)77
con T =uy P(p—1)~".
En este ejemplo tan simple puede verse que la solucién u estd bien definida

para todo 0 < t < T', mientras que

lim sup |[u(-, )| 0 = 00.
)T

Cuando esto ocurre decimos que u explota (blow-up en la literatura inglesa). En

general, si ' = f(u), donde f es positiva, creciente y regular, la condicién de

Osgood, [91],
+o0 1
— < 400,
|

es necesaria y suficiente para que u(t) explote en tiempo finito 7" en el sentido

anterior.
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Un ejemplo sencillo de una ecuacién de evolucién en la que no aparecen singu-

laridades si los datos son regulares lo proporciona la ecuacion del calor,
u = Au, (z,t) € RY x (0, 00).

Como el valor de la solucién u tiende a igualarse en el todo el espacio a medida
que pasa el tiempo (se difunde), en ocasiones también se denota a esta ecuacién

con el nombre de ecuacién de difusién.

En vista de estos dos ejemplos anteriores uno se puede preguntar qué le ocurri-
ra a la solucion de una ecuacién en la que se combinan términos de difusién con

términos de reaccién.

JEsta la solucion definida globalmente? ;hay explosién?

En otras palabras, nos planteamos si en la evolucion de la ecuacién “gana” el
término de difusion o si por el contrario el efecto de la reaccion se ve reducido por

la difusion.

Centrémonos en el siguiente modelo de reaccion-difusion
uy = Au + uP,

para describir las principales cuestiones que surgen en el estudio de este tipo de

ecuaciones.

JHay explosion para algiun dato?, jexplotan todas las soluciones o sélo algu-

nas?, jpara qué datos explotan las soluciones?

Para nuestro problema modelo se sabe que hay soluciones que explotan si y sélo
si p > 1. El valor critico p = 1 se conoce como exponente de existencia global.
Ademss, si 1 < p < p. = % todas las soluciones cldsicas no negativas (no
triviales) explotan en tiempo finito, mientras que si p > p. hay soluciones globales
y soluciones que explotan. Un problema para el cual explotan todas las soluciones

se llama un problema de Fujita y el nimero p. se conoce como exponente de Fujita.
.,Cuédndo se produce la explosion?

Diremos que hay explosion cuando 7', el tiempo en el que la solucién se hace
infinita, es una cantidad finita. Existen otros tipos de explosion, la explosion en
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tiempo infinito o grow-up y la explosién instantanea, pero no seran objeto de

estudio en esta Memoria.

.Donde se produce la explosion?

Para una soluciéon que explota en tiempo finito es interesante poder definir el
conjunto espacial de puntos donde la solucién se hace infinito. Cuando el proble-
ma estd definido en RV existen tres alternativas: explosién puntual, en la que el
conjunto de explosién tiene medida del Lebesgue N-dimensional cero; explosion
regional, en la que la medida de dicho conjunto es finita y positiva, y explosion
global, en la que la solucion explota en todo punto. Estas nociones se adaptan

facilmente al caso en que el problema no esta definido en todo el espacio.

Para el problema modelo la explosion es siempre puntual. Sin embargo, hay
otros problemas de evolucién para los que hay una mayor diversidad de compor-

tamientos. Como ejemplo tenemos la ecuacion de medios porosos con reaccién,
uy = Au™ + u?, m>1, p>1.

La explosion es puntual si p > m, regional si p = m y global si p < m.
., Cémo se produce la explosion?

En la respuesta a esta pregunta aparecen dos aspectos importantes: la tasa de
explosion de u, esto es, la velocidad a la que tiene lugar la explosién y el perfil de

explosion, es decir, la forma espacial de la solucién cerca del tiempo de explosion.

Para el problema modelo (con m = 1) se prueba que las soluciones que explotan
en tiempo 7' lo hacen con la misma velocidad que la solucion plana que explota en

ese mismo instante,
1 1
lim (T — t)»—1 -t =(p—1)T>».
(T = )7l t)llee = (p = )7

La teoria matematica de explosién comenzd en la década de 1960 con los tra-
bajos de Kaplan [80] y Fujita [62], [63]; aunque no existe todavia una teoria
completa, lo que por otra parte puede resultar casi imposible dada la cantidad
y variedad de problemas que existen, si se han realizado estudios exhaustivos en
algunos modelos. Existen algunos libros que muestran muchos de los resultados

conocidos y que contienen extensas listas de referencias, por ejemplo [12], [104].
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Sin embargo, éste es un campo muy activo en el que hay continuamente nuevos
resultados. Algunos de ellos estan recogidos en [43], [64] y [85].

Todas la referencias arriba detalladas se centran, en mayor o menor medi-
da, en problemas escalares. Existen también numerosos trabajos que se ocupan
de la explosion en sistemas parabdlicos de reaccion-difusiéon, ya sea en proble-
mas definidos en todo el espacio ([50]) o en dominios acotados ([27], [49], [60]),
asi como en sistemas acoplados a través de su frontera mediante flujos no lineales
([41], [42], [96], [113], [114]). Todos ellos consideran difusiones lineales y se cen-
tran fundamentalmente en encontrar curvas de Fujita y curvas de existencia global.
En el caso de difusiones no lineales, determinar curvas de Fujita es un problema

dificil que sélo ha sido resuelto en casos particulares, [95], [104].

Comencemos considerando un ejemplo sencillo, en el que hay dos ecuaciones

de reaccién-difusion,

uy = Au + uP,
(z,t) € RY x (0,T),
vy = Av 4+ 09,

con dato inicial (ug, vg) no negativo. Este ejemplo resulta quiza un poco artificial,
ya que las ecuaciones estan desacopladas y por tanto se pueden estudiar simple-
mente los dos problemas escalares y combinar los resultados. Es facil ver que para
que haya soluciones que exploten, basta con que o bien p > 1 o bien ¢ > 1.
Obsérvese que para que el par (u,v) explote, basta con que lo haga una de sus dos
componentes. Ademas, si se cumple al menos una de las condiciones

N +2 N +2
1<p< ;, I<g< ki

Y

entonces todas las soluciones explotan.

La situacion es mas compleja, y méas interesante, si en las ecuaciones del ejem-
plo anterior intercambiamos los términos de reaccién. Es decir, consideramos un
sistema cuyas ecuaciones estan acopladas, y en el que por tanto no se puede tratar

cada ecuacion de forma independiente,

uy = Au + P,
(z,t) € RY x (0,7),
vy = Av 4+ ul,
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con dato inicial (ug, vg) no negativo. En [48] se demuestra que hay soluciones que
explotan si y sélo si pg > 1. Ademas todas las soluciones no triviales explotan si

se cumplen las dos condiciones siguientes

méx{p, ¢} + 1

N
>_7
pg—1 - 2

pqg>1, V=

mientras que si vy < % hay tanto soluciones que explotan como soluciones globales.

Es evidente que si una de las componentes del sistema anterior permanece
acotada, la otra también lo esta. Por consiguiente, ambas componentes explotan
cuando nos acercamos al tiempo de explosién. Eso no sucede asi en todos los

sistemas.

Si la solucién de un sistema explota, no hay en principio ningin motivo por el
cual todas las componentes deban ir a infinito en el tiempo de explosién. Puede
suceder que algunas componentes permanezcan acotadas y otras no, fenémeno que
denominaremos explosion no simultanea (blow-up no simultaneo). Para que esto
sea posible, el acoplamiento entre las distintas componentes del sistema tiene que
ser “débil” | de manera que las componentes que explotan no arrastren consigo a las
otras. Para ilustrar este fendmeno consideremos un sistema totalmente acoplado
que combina la ecuacion del calor con términos de reaccion no lineales,

Up = Au + upnvpm’
(z,t) € RY x (0,7),
vy = Av + up2lvp22’
con dato inicial (ug,vp) no negativo y exponentes p;; > 0. El sistema tiene solu-

ciones que explotan (véase [50]) si y s6lo si se cumple alguna de las condiciones

pi>1, pea>1, (p11—1)(p2—1) — piapa <O0.

En [97] se demuestra que si pj; > po; + 1 existen datos iniciales tales que una de

las componentes del sistema permanece acotada mientras que la otra explota.

De esta exposicion podemos concluir que, cuando se trata con sistemas, ademas
de las preguntas planteadas para los problemas escalares, surgen otras adicionales,

relacionadas estrictamente con este tipo de problemas.

. Explotan todas las componentes del sistema simultdaneamente o sélo lo

hacen algunas, mientras que las otras permanecen acotadas?
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Y para que se dé esta ultima posibilidad,
icomo de débil tiene que ser el acoplamiento entre las ecuaciones?

No es posible dar una respuesta a estas preguntas que sea valida para todos los
problemas. Por ello, se hace necesario estudiar cada caso por separado, usando
ideas y técnicas distintas adaptadas a cada problema concreto. Aunque se conocen
bastantes resultados para el caso de difusién lineal (véase [94], [97] y las referencias
que aparecen en estos trabajos), quedan ain muchos interrogantes cuando se trata

de difusién no lineal.

En esta primera parte de la Memoria estudiamos formacion de singularidades

en sistemas, centrandonos fundamentalmente en el caso de difusién no lineal.

En el Capitulo 2 estudiamos un sistema de dos ecuaciones parabdlicas con

difusién no lineal con términos fuente no lineales,

U = (um)xx + uPrigPi2,

vy = (V") e + UPH P22, (z,t) € R x (0,7T),

siendo p;; > 0 y los exponentes de difusiéon, m y n, estrictamente positivos.

En [104] se analizan la posibilidad de explosién no simultanea de este mismo

sistema, pero restringido a soluciones planas, es decir, independientes de z,

u' = yPriyb12 ,

v = yP2qP22

La condicién necesaria y suficiente para que que las soluciones de este problema
exploten resulta ser la misma que la obtenida para el caso de difusién lineal.
Ademas, se prueba que si py; > po1 + 1, entonces la componente u explota mientras

que v permanece acotada.

A la vista de esta condicién, nos planteamos determinar la posible influencia
de la difusion en la explosion no simultanea. Para ello distinguiremos dos casos:
difusién lenta y difusién rapida. La difusividad de la componente u viene dada por

mu™ 1, por tanto, cuando m > 1, para valores de u préximos a cero, la difusién es

L es pequeno. Si por el contrario m < 1, la difusién es

lenta, ya que el término u™~
rapida. Claramente los conceptos de difusién lenta y rapida en funcién de m > 1

y m < 1 se invierten cuando u es grande.
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En primer lugar veremos que cuando m > 1 la misma condicién dada para
las soluciones planas, también caracteriza la explosién no simultdnea. Es decir, la
difusién no influye en la explosion no simultanea y las soluciones se comportan
como las planas. La idea que hay detras de este fenémeno es que si u es grande,

la difusividad mu™"! es rdpida y por tanto las soluciones se “hacen planas”.

Teorema. Sea m > 1. Si u explota y v permanece acotada,
entonces p11 > po1+1. Reciprocamente, si p11 > po1+1, enton-
ces existen datos iniciales tales que u explota y v permanece

acotada.

Uno se podria preguntar si las soluciones planas caracterizan siempre la explo-
sién no simultanea en este problema. Y la respuesta es no. Una novedad importante
que aporta este capitulo a la teoria general es que aparecen condiciones para ca-
racterizar la explosién no simultdnea que dependen de la difusion. Esta tiene gran
relevancia si m < 1 e influye notablemente en la posibilidad de aparicién de explo-
sién no simultanea. Intuitivamente se puede pensar que los valores de u proximos a
infinito no se difunden, por ser mu™ ! pequenio. Las soluciones son entonces “poco

planas”, “se hacen picudas”.

Teorema. Sea 0 < m < 1. Si u explota y v permanece acota-

da, entonces p1; > max{1l,ps + mTH}

La demostracion del reciproco de este resultado tiene dificultades técnicas que
no hemos sido capaces de superar. Sin embargo, se tiene el siguiente resultado

parcial.

Teorema. Sea 0 < m < 1. Si p;; > max{1,psy + mT“} Y
ademas p12 = 0, entonces existen datos iniciales tales que u

explota y v permanece acotada.

Este resultado, en el que las ecuaciones se desacoplan parcialmente imponiendo
la condicion pio = 0, parece indicar, no obstante, que el teorema sera cierto en el
caso general.
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Obsérvese que cuando 0 < m < 1 el rango de parametros en el que es posible la
explosion no simultanea aumenta con respecto a las planas. Es decir, hay una regién
en la que no es posible que las soluciones planas tengan explosiéon no simultanea,
y sin embargo si existen soluciones no planas tales que una componente explota y

la otra no.

El resto de los capitulos de esta parte de la Memoria estan dedicados a estudiar
otro problema modelo: si en el Capitulo 2 la reaccion se producia dentro del dominio
mediante términos fuente no lineales, en los capitulos 3, 4 y 5 la reaccion se debe a
un flujo no lineal a través de la frontera. En particular, en el Capitulo 3 estudiamos

la posibilidad de explosién no simultédnea de las soluciones de

{ w = (U™) e, (z,1) € (0,L) x (0,T),

UV = (Un)xza

acopladas mediante términos no lineales en uno de los extremos del intervalo

— (™ " O’t — /P11 O’t P12 O’t7
(0.) =W OO0, o
—(v™)2(0,t) = uP> (0, t)vP22(0, 1),
y con flujo cero en el otro extremo,
")2(L,t) =0,
(w™)a(L 1) te(0,7T).
(v™)x(L,t) =0,

Al igual que en el problema anterior, es natural preguntarse cual sera la influen-
cia de la difusion en la explosion no simultanea. Uno se podria plantear incluso si
el hecho de que el sistema esté definido en un intervalo acotado influye de alguna
manera en las condiciones de los exponentes para que haya explosion o si por el
contrario éstas seran las mismas que las del problema definido en toda la recta

real.

En [98] se demuestra que para el problema definido en la semirrecta positiva,
u explota y v permanece acotada, si y s6lo si 2ps; < 2p1; — (m+1). Como veremos,
esta condicion coincide, cuando py; > m, con la de explosion no simultanea del
sistema estudiado en nuestro caso. Esto se debe fundamentalmente a la estructura
espacial de la componente que explota, u: cuando p;; > m la explosion se concentra

en el origen y el comportamiento de la solucion lejos de ese punto no tiene ninguna
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relevancia. Desde el punto de vista de la explosion se puede pensar que u no “ve”
lo que pasa lejos del cero y la condiciéon en z = L no influye de manera alguna en
el comportamiento de explosion de u. Sin embargo, si p;; < m, la condicién para
que haya explosién no simultdanea (en el problema definido en el intervalo acotado,
Capitulo 3) es bien distinta. En esta caso la difusién no influye y se tiene que u

explota y v permanece acotada si 2ps; < pi; — 1.

Teorema. Si u explota y v permanece acotada, entonces
2p91 < méx{pn — 1,2p11 — (m + 1)}. Reciprocamente, si
2p91 < max {p1; — 1,2p1; — (m + 1)}, entonces existen datos

maciales tales que u explota y v permanece acotada.

En esta situacién uno se podria preguntar también si existe algin rango de
parametros para el cual u explota y v permanece acotada para todos los datos
iniciales. En este sentido presentamos aqui los primeros resultados conocidos en la
literatura sobre este fenémeno. Si bien es verdad que no cubren todos los posibles
casos de explosion no simultanea, sirven al menos de ejemplo para la ilustrar lo

que podria ser la teoria general.

La explosion es siempre no simultanea si, ademas de existir la posibilidad de

que u explote y v permanezca acotada, se da alguna de las siguientes condiciones:

= u explota y v no puede explotar por si misma, (punto (i) del teorema);

» u y v pueden explotar por s{ mismas, (punto (ii) del teorema).

Teorema. Supongamos que se cumple la condicion de explosion
no simultdnea 2py; < max{p;; — 1,2p1; — (m + 1)}. Si ademds se

cumple alguna de las siguientes condiciones:
(i) p22 < min{1, nTH};

(il) pe2 > min{1, 2}, 2p1s > méx {pas — 1,2p20 — (n+ 1)}
y ademas o bien p11 > m y pae > n, 0 bien poy =0 ym > 1;

entonces u explota y v permanece acotada para todo dato inicial

Positivo.
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Obsérvese que el punto (ii) del teorema introduce algunas restricciones adi-
cionales y no cubre todos los posibles casos en los que cada componente puede

explotar por si misma.

Una vez estudiadas todas las posibilidades de explosién no simultédnea pare-
ce razonable plantearse también si existen datos tales que las dos componentes

exploten simultaneamente o incluso si lo hacen para todos los datos iniciales.

Teorema. Si las condiciones 2py; < méx {p;1 — 1,2p11 — (m+1)}
Y 2p1o < max {poa — 1,2p9s — (n+ 1)} se verifican simultdneamen-
te, entonces hay datos iniciales tales que la explosion es no si-
multdnea y ademds existe al menos una solucion con explosion si-

multdnea.

Si por otro lado no se da ninguna condicién que haga posible la explosion no
simultanea, pero si hay soluciones que explotan, es inmediato que las dos compo-
nentes del sistema tienen que tender a infinito en el mismo tiempo, y la explosion

es simultanea.

Cuando la explosién es no simultanea, determinar la tasa de explosion de la
componente que explota se reduce a estudiar el problema escalar considerando la
componente que permanece acotada como un coeficiente congelado, pero que de-
pende del tiempo. Cuando la explosion es simultanea el anélisis es méas complicado
y sblo hay resultados parciales que caracterizan la tasa de explosion de ambas
componentes. En el Capitulo 4, nos centramos en este problema, pero en el caso
simplificado en el cual la difusién es lineal. En concreto estudiamos las tasas de

explosiéon simultanea para el problema

{ Up = Ugy, (x,t) € (0,L) x (0,7,

UVt = VUgy,

con flujo no lineal en z = 0

y flujo cero en el otro extremo del intervalo, x = L.
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Existen numerosos resultados parciales (véase [92], [102], [115]) que determi-
nan las tasas cuando la explosion del sistema es simultanea, aunque dejan algunos
rangos de parametros por cubrir. En todos estos trabajos, las tasas quedan defi-
nidas mediante potencias de (7" — t). Sin embargo, esto no es siempre asi. En los
casos criticos, en los que se pasa de explosion simultanea a explosion no simultanea
y que hasta ahora nunca habian sido estudiados, mostramos que aparecen tasas

logaritmicas.

Teorema. Si la explosion es simultdnea, entonces u(0,t) se
comporta como f(t) y v(0,t) lo hace como g(t), siendo f yg

solucion del sistema de ecuaciones ordinarias siguiente:

f/ — f2p11—192p12 ,

I — £2p21 42p22—1
g = frrgPeT

Los resultados presentados hasta aqui responden en mayor o menor medida a
las preguntas planteadas en paginas anteriores. Para completar el estudio, seria
interesante intentar responder a las mismas preguntas pero desde la 6ptica del
analisis numérico. En concreto, nos planteamos dar una respuesta afirmativa a la

siguiente cuestion:

.Existen métodos numéricos que reproduzcan las principales propiedades
de explosién?

Uno de los objetivos de los métodos numéricos para problemas de explosion es
intentar reproducir las propiedades cualitativas de la solucién del problema que se
estd aproximando. En [7] y [70] se pueden encontrar largas listas de referencias

sobre métodos numéricos para problemas con explosion.

Cuando se intentan aplicar los esquemas numéricos “clasicos” de malla espa-
cial fija a problemas con flujo en la frontera, se observa que en algunos casos no
se reproducen correctamente las condiciones de explosion (véase [53]). Se hace
entonces necesario desarrollar un método en el cual la malla no sea fija: es decir,

un método que anada puntos a la malla segin un determinado criterio, [54].

El Capitulo 5 estd dedicado precisamente al estudio numérico de un problema

con flujo en la frontera. Concretamente intentamos reproducir numéricamente las
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propiedades de explosion del problema planteado en el Capitulo 3.

Para definir el esquema numérico consideramos dos particiones independientes
del intervalo de definicién del problema (0, L) y buscamos aproximaciones numéri-
cas (U(t),V(t)) de la verdadera solucién (u(z,t),v(z,t)), que sean solucién del
sistema de ecuaciones ordinarias que resulta al discretizar las derivadas espaciales
del problema continuo utilizando diferencias finitas centradas con paso no uniforme

y manteniendo la variable ¢ continua.

La idea fundamental del método adaptativo consiste en que, dependiendo del
nimero de veces que se refinen las mallas, infinitas o finitas veces, existen dos
posibles ecuaciones diferenciales ordinarias que rigen el comportamiento de U’.
De la misma forma, también habra dos ecuaciones diferentes que determinen el
comportamiento de V'. Integrando el sistema apropiado en cada caso recuperamos

los resultados descritos en el Capitulo 3 para el problema continuo.

Teorema. FEl método numérico descrito en el Capitulo 5 repro-
duce correctamente las condiciones de explosion, explosion no si-
multdnea y explosion simultanea del problema descrito en el Capitu-
lo 3. Ademds, cuando la explosion es no simultinea la tasa de ex-
plosion y el conjunto de explosion de la componente que explota

cotnciden con los del problema continuo.

Por otro lado recordemos que en el caso continuo sélo obtuvimos resultados par-
ciales para describir las condiciones que producen siempre explosion no simultanea.
Estos resultados se pueden completar cuando se hace el estudio del método numéri-
co, cubriendo todo el rango de exponentes, lo que nos lleva a conjeturar que el

mismo resultado sera correcto en el problema continuo.

Teorema. La explosion es siempre no Ssimultdnea
si y sélo si 2py <max{pn —1,2pn—(m+1)} vy
2p12 > méx {pa2 — 1,2pey — (n + 1)}.

Cuando se trata de estudiar las tasas de explosion simultanea, el estudio numé-
rico también mejora los resultados conocidos para el problema continuo. En el caso
discreto, integrando los cuatro sistemas de ecuaciones ordinarias que describen el

comportamiento de la solucion, resulta sencillo calcular las tasas de explosién.
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Teorema. Supongamos que U y 'V explotan simultdneamente.
Sipi1 > mype >nom=n=1, entonces las tasas de

explosion numéricas coinciden con las continuas.

Dado que no se conocen todas las tasas de explosién simultanea para el pro-
blema continuo, en general no podremos identificar las tasas numéricas con las
continuas. Cabe destacar sin embargo, que las tasas numéricas coinciden con las
continuas cuando estas tltimas se conocen. Gracias a este hecho podemos conje-

turar tasas continuas en rangos donde en principio son desconocidas.






Definiciones

El objetivo de este capitulo es simplemente definir los conceptos relacionados con

la explosién no simultédnea, que serdn necesarios en los capitulos posteriores.

Contenido
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1.2, Definiciones . . . . . . . . L 19
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1. Definiciones

1.1 Planteamiento del problema

Consideremos dos ecuaciones parabodlicas con difusién no lineal de la forma

—

{ =l e ) x (0,T), (1.1)
v = (V")az,

con m y n constantes positivas. El intervalo de definicién espacial (a,b) puede

ser bien toda la recta real, R, o bien un intervalo acotado, digamos (0,L) y la

constante T" denota el tiempo maximo de existencia de la solucién, que puede ser

en principio, finito o infinito.

En esta parte de la Memoria nos planteamos estudiar como influye el com-
portamiento de una componente de la solucién en la otra y en particular nos
centraremos en la formacion de singularidades en tiempo finito. A la vista de las
ecuaciones (1.1) este planteamiento no tiene mucho sentido, ya que la solucién de
este problema estd bien definida para t € (0,00). Ademds, como las ecuaciones
estan totalmente desacopladas, cada una de ellas es independiente de la otra y no

cabe la posibilidad de influencias entre las componentes de la solucion.

Por tanto para poder proseguir con nuestro estudio, lo primero que nos ocupa
es modificar convenientemente el problema (1.1) para obtener un sistema en el que
las ecuaciones estén acopladas. Para ello consideraremos dos términos uP''oP'2 y
uP?*vP22 distintos de cero, y con pi1, pi2, po1 ¥V P22 constantes no negativas. Una
primera idea es anadir estos términos a las ecuaciones, de manera que éstas queden

acopladas mediante términos fuente,
Uy = (um>m: + upuUPlz’
vy = (vn)mp + uplesz7

(x,t) € (a,b) x (0,7).

Otra posibilidad es mantener las ecuaciones de (1.1) sin modificar y conseguir que
el sistema quede acoplado introduciendo términos de flujo a través de la frontera

(que supondremos en z = 0)

{ ~Ma(0.8) = w0000, oy
—(0")2(0,8) = P (0,£)07(0, ),

En cualquiera de los dos casos obtenemos un sistema de dos ecuaciones pa-

rabdlicas acopladas mediante términos de reaccién no lineales. Para terminar de
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definir el problema consideramos unos datos iniciales
x € (a,b),

que supondremos siempre estrictamente positivos, continuos y acotados.

1.2 Definiciones

Dado un sistema de ecuaciones parabdlicas como los descritos en la seccion
anterior, nos interesa saber si es posible que las soluciones tiendan a infinito en
tiempo finito o incluso si es posible que una tienda a infinito en tiempo finito y la

otra no.

Definiciéon 1.1 Diremos que la solucién (u,v) del sistema de ecuaciones parabdli-

cas es global si T es infinito.

Si por el contrario T es finito, entonces
msup {{lu(-, )]z~ + [[o(-, 1)[[L<} = 00,
t/T
y diremos que la solucién explota.

Si la soluciéon de un sistema de dos ecuaciones explota, no hay en principio
ningtin motivo por el cual las dos componentes, v y v, deban tender a infinito
simultaneamente en el tiempo de explosion 1. De hecho, pueden existir datos
iniciales para los cuales una de las componentes explota, mientras que la otra

permanece acotada.

Definicién 1.2 Diremos que hay explosién no simultanea en el sistema de ecua-
ciones parabdlicas si o bien u explota y v permanece acotada, o bien v explota y

u permanece acotada.

Para fijar ideas y facilitar la lectura, supondremos, siempre que no se diga lo
contrario, cuando hablemos de explosiéon no simultanea que es u la componente

que explota y v la que esta acotada.
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Cuando u explota y v permanece acotada parece logico pensar que u se compor-
ta como la solucién de un problema escalar en el que v es un coeficiente congelado
que depende del tiempo. En esta situacién uno puede estar interesado en conocer

en qué puntos tiende u a infinito.

Definicién 1.3 Definimos el conjunto de explosién de v como
B(u) ={z: existe z, — x, t, /T con u(x,,t,) — oco}.

Si la explosion estd localizada en un nimero finito de puntos, diremos que la
explosion es puntual. Cuando la solucién explota en todos los puntos donde el pro-
blema estd definido, la explosién es global. Finalmente, si la explosion se produce
en un subconjunto de medida positiva estrictamente contenido en el intervalo de

definicion del problema diremos que la explosion es regional.

También seria interesante conocer cémo tiende u a infinito y si es posible ca-

racterizar el comportamiento de u mediante una funcién elemental.

Definicién 1.4 Definimos la tasa de explosion de v como la velocidad a la que u
se hace infinito en T en el siguiente sentido: existe una constante positiva, C}, tal
que

o 1Dl
t,T  g(t)

siendo ¢ una funcion elemental.

En general no podremos determinar la constante C, y tendremos que conten-

tarnos con dar estimaciones de la forma

“u('ﬂt)Hoo
=T =S¢

con ¢ y C' constantes positivas.

En la mayoria de los problemas que estudiamos la tasa es de tipo potencia, es
decir
¢ < |lu(, t)]|leo(T — 1) < C, v > 0.

Sin embargo esto no es siempre asi: se conocen casos en los que la tasa puede ser

un logaritmo o incluso un productos de logaritmos y potencias.
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A lo largo de los capitulos que componen esta parte de la Memoria usaremos la
siguiente notacién: mediante R denotaremos al intervalo (0, c0). Las constantes C'
y ¢ seran positivas y podran cambiar su valor de una linea a otra o incluso dentro
de la misma linea. Finalmente f ~ ¢ significard que existen constantes positivas
C1y Oy tales que C1f < g < Cyf.

Los programas utilizados para realizar los calculos numéricos han sido realiza-
dos todos con MATLAB®.






Sistemas con fuentes de calor en

el interior

Este capitulo estd dedicado al estudio de un sistema de ecuaciones parabdlicas
que consta de dos ecuaciones de reaccién-difusion totalmente acopladas mediante
términos fuente y con difusién de tipo potencia. Bajo hipétesis adecuadas en los
datos iniciales demostramos que en ocasiones puede haber explosién no simultanea.
Las condiciones para que haya explosion no simultanea dependen fuertemente de los
parametros de difusién y de hecho observamos que aparecen diferencias sustanciales
entre el caso de difusién rapida y el de difusién lenta.
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2.6. El problema de Neumann . . . . . .. ... .. ... ... ... ... 40
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2. Sistemas con fuentes de calor

2.1 Preliminares

Consideremos soluciones (u,v) del sistema parabdlico no lineal

U = (um)xx + uPrgPi2,
{ o s (2,1) € R x (0, T), (2.1)
t — xx )

con datos iniciales continuos, acotados y simétricos

u(,0) = uo(x),
{ v(z,0) = vo(x), z €R, (2.2)

y supongamos que p;; > 0y m, n > 0. En este rango de pardmetros las difu-
siones pueden ser degeneradas o singulares a nivel cero. Es mas, los términos de
reaccién no son necesariamente Lipschitz, lo que puede producir fenémenos de no
unicidad. Para evitar estas dificultades técnicas, supondremos que ug, vg > 6 > 0.
Esto no supone ninguna restriccion significativa, ya que nuestro objetivo es estu-
diar el comportamiento del sistema para valores grandes de la solucién. Ademas,
esta condicion en los datos iniciales permite considerar las soluciones en sentido
clasico. Es habitual encontrar ciertas restricciones de monotonia en este tipo de
problemas, [104], que nosotros también impondremos. A saber, supondremos que

ug, Vo son datos iniciales simétricos y decrecientes en |z, y tales que uy, vy > 0.

Un caso particular del problema (2.1) es el de las soluciones planas. Es decir,
soluciones independientes de x y que por tanto satisfacen el siguiente sistema de

ecuaciones ordinarias /
{ u'(t) = ul (t)or2 (1), 23
v'(t) = uP (t)uP (1),
con dato inicial u(0) = ug > 0, v(0) = vy > 0.
Comparando las soluciones del problema (2.1) con soluciones planas que ex-
plotan y con soluciones planas globales, es facil concluir que las soluciones del
problema (2.1) explotan si y sélo si los exponentes p;; verifican alguna de las si-

guientes condiciones
pii>1, pa>1, (pu—1)(pa2 — 1) — prapa1 < 0.

Una vez que sabemos cuando hay explosion, nuestro siguiente paso es carac-
terizar el rango de parametros para los que ocurre explosién no simultanea en el
problema (2.1)-(2.2).
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La posibilidad de explosién no simultdnea del problema (2.1)—(2.2) se menciona
por primera vez en [104], aunque en este trabajo los autores se restringen las
soluciones planas. Existen soluciones (u,v) del sistema (2.3) tales que u explota y

v esta acotada si y solo si

P11 > par + L.

Resulta razonable que en esta condicion no aparezca ningin parametro de difusion
(m o n), ya que las soluciones planas tampoco dependen de ella. Surgen entonces

de manera natural las siguientes preguntas:

Jhay explosion no simultanea de soluciones no planas fuera de este rango

de parametros?

Y en caso afirmativo,
.como influye la difusién en la condicién de explosién no simultdnea?

En el caso de difusién lineal m = n = 1 (estudiado en [97]), la respuesta a
la primera pregunta es no. La condicién necesaria (con ciertas restricciones en el
dato inicial) y suficiente para la existencia de explosién no simultdnea vuelve a ser
p11 > pa1 + L.

Queda entonces pendiente responder a estas dos preguntas cuando la difusién es
no lineal. En la Seccién 2.4 estudiamos el caso m > 1 y veremos que la respuesta a
la primera pregunta vuelve a ser negativa. Es decir, la condicién para que u explote

y v esté acotada es de nuevo pi; > poy + 1.

Podemos responder afirmativamente a la primera pregunta cuando el coeficiente
de difusién de la solucion que explota es menor que uno, 0 < m < 1. En la
Seccién 2.5 veremos que, con la restriccion adicional pio = 0, la condicién para que
haya explosion no simultanea es
m—+1 }

P11 > méX{me + 5

Obsérvese que el parametro de difusion m aparece explicitamente en esta condicion.

Por lo tanto, si 0 < m < 1 hay explosiéon no simultdnea en un rango de
parametros para el cual este fendmeno no es posible en el caso de soluciones planas.

Conjeturamos que este resultado sera también cierto sin la hipotesis adicional
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p12 = 0. Sin embargo, la demostracion de este hecho parece delicada, como se

vera en la Seccién 2.5.

2.2 Tasas no stmultdneas

El punto clave para obtener las condiciones de explosién no simultanea es el
estudio detallado del comportamiento de u cuando v esta acotada. Para ello pode-
mos considerar a v como un coeficiente congelado. Ademas, como las soluciones son

simétricas, u se puede ver como una solucion que explota del siguiente problema

wp = (U"™) e + uPh,  (z,t) € Ry x (0,7),
ue(0,1) = 0, t e (0,7), (2.4)
u(,0) = ug(x), rER,,

con u, <0, u; > 0. La funcién h = h(x,t) > ¢ > 0, que sustituye a v, estd acotada,
es continua y satisface h, < 0, hy > 0. El comportamiento de las soluciones del

problema (2.4) es bien conocido cuando h = 1,

up = (") + 0P, (x,t) € Ry x (0,7),
ug(0,1) =0, te(0,7), (2.5)
u(@,0) = w(z),  weR,,

véase por ejemplo [104]. En el caso general, como h estd acotada tanto superior
como inferiormente, esperamos que la solucién de (2.4) se comporte como la
de (2.5).

Esta observacién justifica que introduzcamos los siguientes nimeros

1 _ pu—m

o = 3 P YT
pin—1 2(p11 — 1)

determinados por la estructura autosemejante del problema (2.5). Obsérvese que
en el rango de explosién de (2.4), p11 > 1, « es estrictamente mayor que cero. En
este caso, cuando « > 0, el problema (2.5) posee una solucién autosemejante de la

forma

Uz, t) = (T — t)%«“(ﬁ), (2.6)
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que ademas satisface
Uz,t) < Cz™ 8,  (x,t) e Ry x (0,7), (2.7)

véase [104].
Como dijimos anteriormente, esperamos que las soluciones de (2.4) se compor-

ten como las de (2.5): demostramos a continuacién que la explosién tiene estructura

autosemejante, incluso si h # 1.

Lema 2.1 Sea p11 > 1 y sea u una solucion de (2.4). Entonces existe una cons-
tante C' > 0 tal que
u(0,t) < C(T —t)~“. (2.8)

Demostracién. Sea M (t) = |Ju(-,t)]|~ = u(0,t). Siguiendo la técnica de cambios

de escala introducida en [74], definimos

¢M(y78): M(t)u(ay,bs—l—t), yZO, T_Sgoa
donde
a = Mm_zp“’ b= Ml-pin

Los pardmetros a y b estan elegidos de forma que la familia {¢5/} resulte ser

solucién de la misma ecuacién que u,

(Oar)s = (Dp)yy + Ohr' har, (2.9)

con hy(y,s) = h(ay,bs + t). Obsérvese ademéas que, como u explota, M " oo
cuando t ' T'. Por otro lado, como p;; > 1, tenemos b \, 0.

Supongamos que existe una constante positiva C' tal que para todo M suficien-

temente grande se tiene que
(éa)5(0,0) > C > 0. (2.10)
Entonces, reescribiendo (2.10) en términos de M, obtenemos
MM > C.

Integrando esta tltima expresion entre ¢t y T'y usando que M " oo cuandot /T,

deducimos la tasa de explosién (2.8).
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Para concluir la demostracion del lema queda entonces pendiente probar la

afirmacion (2.10).

La prueba se basa fundamentalmente en el hecho de que {¢y/} es una familia
uniformemente acotada de soluciones de (2.9). La cota uniforme 0 < ¢p; < 1 es
consecuencia de la monotonia en tiempo de la solucién u; > 0. El hecho de tener
una cota uniforme para ¢,; es crucial para continuar con el argumento, ya que,
como es bien conocido, las soluciones uniformemente acotadas de (2.9) resultan
ser equicontinuas en subconjuntos compactos de su dominio, [46]. Asi, utilizando
el Lema de Ascoli-Arzela, dada una sucesién {¢y;}, existe una funciéon conti-
nua ® y una subsucesién, que denotamos de nuevo por {¢u;, }, tal que ¢y, — @
uniformemente en [0, L] x [—S5,0] cuando M; — oo, (obsérvese que para cualquier
S < 0 el dominio contiene un conjunto compacto de la forma [0, L] x [—S,0] si M

es suficientemente grande).

Se cumple también que ®(0,0) = 1. Por tanto, existe un entorno de (0,0), U,
tal que & > % en U. Como la convergencia es uniforme en U (podemos suponer
que U es compacto), tenemos que }L < ¢u; < len U para j grande. Deducimos
entonces que las funciones ¢y, son soluciones de ecuaciones uniformemente pa-
rabdlicas en U. Como ademds estan uniformemente acotadas, obtenemos gracias

a las estimaciones tipo Schauder, [87], que
||¢Mj||cz+a,1+% S C cn U,

lo que nos permite pasar al limite en las derivadas de la ecuacién (2.9).

El razonamiento se concluye por reduccion al absurdo. Supongamos que existe
una sucesién {@ay, } tal que (¢ar;)s(0,0) — 0. Pasando al limite en (2.9),

q)s - (q)m)yy + Kq)pll’ K = }% hM(yu 8)7

con ®,4(0,0) = 0. Por otro lado, como ¢, > 0y (®,),(0,0) = 0, obtenemos, por el
Lema de Hopf, que ®, = 0. Es decir & no depende de s. Por lo tanto, ® es una

solucion no negativa de
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y en consecuencia, " es concava. Es mas, como K > 0, tiene que existir al menos
un punto donde ®™ sea estrictamente céncava; si no fuese asi tendriamos ®P* = (),
que es imposible, ya que ®(0) = 1. Finalmente, de la concavidad estricta de ®™,
concluimos que @™ tiene que cortar al eje y, y obtenemos una contradiccién con

el hecho de que ® es no negativa. O

Lema 2.2 Sea p1; > 1 y sea u una solucion de (2.4). Entonces existen constantes
C,c >0 tal que

u(z,t) > C(T —t)™°, z < (T —t)°. (2.11)

Demostracion. Como h esta acotada, u es subsolucién de
. m C P11
U = (U ) g + CU .

Consideremos una solucién plana de este tltimo problema con el mismo tiempo

de explosién, T, que u. Por tanto
u(0,t) > C(T —t)~7, (2.12)

para todo t € (0,7). Si no fuese asi, deberia existir un tiempo t; en el cual u
estuviese por debajo de la solucién plana. Pero esto implicaria que las solucio-
nes tendrian que tener distintos tiempos de explosién, contrariamente a nuestra
hipétesis.

El siguiente paso consiste en extender la estimacién (2.12) a conjuntos de la

forma x < ¢(T — t)P. Para ello observamos que u es una supersolucién de

u = (U™) e (z,t) e Ry x (0,7),
u(0,t) = C(T —t)™*, te(0,7), (2.13)
u(z,0) = ug(x), x e€R,.

El problema (2.13) tiene una solucién autosemejante, U, con tiempo de explo-
sién finito 7. Esta solucién U es de la forma (2.6), (véase [57] param = 1, [68], [69]
param > 1y [52] para 0 < m < 1).

Introducimos la funcién @ como un cambio de escala en U, u(x,t) = AU(Bx,t).

La idea consiste en elegir A y B de forma que o y u se puedan comparar. Tomando
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A= B con~y= 1% tenemos que u satisface el siguiente problema

m’

Uy = (am)xa” (.T,t) S R+ X (OaT)7
@(0,t) = AU(0,t) = AC(T — )™, te(0,7),
i(z,0) = AU(A7z,0), z €R,.

Si elegimos ahora A suficientemente pequeno, por comparacion, a(x,t) < u(zx,t).
Por tanto,
Ay

u(z,t) > A(T — t)aF(m

) > cA(T — )

para x < fOA_%(T —t)?, donde ¢ = rr[lin] F(&). Si cogemos &, pequeno, el perfil
£€l0,80
autosemejante es mayor que una constante positiva y por tanto concluimos que

c> 0. O

2.3 Conjunto de explosion no simultaneo

Los resultados obtenidos hasta ahora, Lema 2.1 y Lema 2.2, junto con el
comportamiento de las soluciones autosemejantes en el origen, son las tnicas
herramientas necesarias para la demostracién de los teoremas de explosién no
simultanea. No obstante, por completitud, continuamos con el estudio del com-
portamiento de u, describiendo su estructura espacial cerca del origen cuando el
tiempo estd proximo al tiempo de explosion. Como consecuencia obtenemos el

conjunto de explosion de w.

Sea
T, x € (0,%),
_ 1 12
Qb(fb) - —31’2 + 3z — 3 T e (57 §>a
1—2, ze(31)

Para ¢ > 0 definimos ¢.(x) = e¢(e%z).

Lema 2.3 Sea p1; > 1 y sea u una solucion de (2.4) con u, < 0. Si pyy >m, y

—(1—
1<7<p—11 ( m)’
m
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entonces existe una constante C > 0 tal que

t) < (o /0 " 6e(s) ds) o (2.14)

para (z,t) € [0,e72] x [0,T).
En [58] y en [61] se demuestran resultados similares para un problema con
reacciéon en la frontera y para m = 1 respectivamente. Las técnicas que se utilizan

en ambos casos se pueden adaptar para la demostracion de este lema.

Demostracién. Definimos
J(z,t) = wy(x,t) + ¢ ()W (2, 1),
donde w = v y afirmamos que
J<0 en [0,6?]x[0,7). (2.15)

Supongamos demostrada la desigualdad (2.15). Entonces, integrando, tenemos que

| as<= [ oas

ﬁw(ac,t)l_7 < — /Oﬂf ¢e(s)ds

De esta tltima relacién se obtiene (2.14) si v > 1.

lo que implica

Tenemos que demostrar por tanto (2.15). La idea para ello es aplicar el Principio
del Maximo a J.

La funcion w verifica
g (W)wy = wey + w%h, g(w) = W

Teniendo en cuenta ademas que w, = J — ¢.w” obtenemos que

1- T
9T = Jow + (—m> 2L T, =bJ — lw +w' b,
m w
plumlomytm ey,

m

2my+m—1 , my—1 o
# T g, — 2]

g
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donde b es una funcién acotadaen 0 < x < e 2y 0 <t < T. De este modo

]- - x
m w
si - ”,
PlwT — hpw m +2911 —1—=—my+ mw%ﬂflh
Pe m
2my+m —1

g

my—1
w4y —w T > 0.

m
Como h, <0y my < p;; — (1 —m), esta tltima desigualdad es cierta si

(pn —my—1+ m) r1 (Qm’y +m— 1) () — elg (22w

m h >
m v - m = o(e2x)

para lo que basta tomar ¢ suficientemente pequeno.

Resumiendo, en las hipétesis del Lema 2.3, obtenemos que

1- T
G — Ty + (—m> e 1 —bI <o, (2.16)
m w

para ¢ suficientemente pequeno.

Por otro lado, como w,(0,t) = 0 y w,(x,0) < 0, tenemos que
J0,t) =0, J(E2t) <0, J(z,0) <0. (2.17)

Concluimos finalmente de (2.16) y (2.17), aplicando el Principio del Maximo a J,

que J < 0, como habiamos conjeturado. O

Corolario 2.4 Sea p;; > 1 y sea u una solucion de (2.4) con u, < 0. Sipyy > m,
entonces existe una constante C' > 0, que depende unicamente de €, p11 y m, tal
que
_y 1
u(w,t) < CzmeD,  (2,t) € [0, ﬁ] % [0,7). (2.18)
€
Observacién 2.1 Si m > 1 se tiene que p;; < p;3 — (1 — m). Podemos tomar
entonces m~y = pi; y obtener que
a 1
u(z,t) < Ca™ 7, (x,t) € [0, @} x [0, 7).
Es decir, u tiene el mismo decaimiento cerca del origen que la soluciéon autoseme-

jante del problema (2.5), véase la férmula (2.7).
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El lema que enunciamos a continuacién describe el conjunto de explosién de u,
B(u), cuando v estd acotada; es decir, cuando la explosion es no simultdnea. Como
era de esperar, el signo de (3, que depende de la relacién entre p1; y m, determina

el conjunto de explosién, incluso si h(x,t) # 1.

Lema 2.5 Sea u una solucion de (2.4). El conjunto de explosion de u viene dado

por
{0}, B>0 (pu>m),

B(u) =4 [0,L], B=0 (pu=m),

R,, B <0 (pn <m).

Demostraciéon. El conjunto de explosion de u se deduce directamente de la esti-
macién (2.18) si 5 > 0.

Para determinar el conjunto de explosién cuando f < 0 utilizamos un pro-
blema auxiliar del cual se conoce el conjunto de explosién. Como dijimos en la

demostracion del Lema 2.2, u es una supersolucién de

Uy = (um>m¢7 (ZE, t) € Ry x <07 T>7
w(0,8) = C(T — 1), te(0,T),
u(z,0) = up(x), z € Ry.

Por comparacién, si 4 es una solucion de este problema, se tiene que v < u y por
tanto B(u) C B(u).
En [33] y [67] se demuestra que B(ii) =R, si 8 < 0y B(@) = [0, L] si 3 = 0.

Como consecuencia se obtiene el conjunto de explosién de u, B(u). O

2.4 Explosion no simultanea, m > 1

Llegados a este punto tenemos las herramientas necesarias para demostrar los
resultados de explosién no simultdnea para el problema (2.1)—(2.2). Empecemos
por la difusion lenta, por ser este el caso en el que la explosion no simultéanea se

produce en el mismo rango de exponentes que en las soluciones planas.
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Teorema 2.6 Sea m > 1. Si u explota y v permanece acotada, entonces

P11 > par + 1.

Reciprocamente, si p11 > pa1 + 1, entonces existen datos iniciales (ug,vo) tales que

u explota y v permanece acotada.

Dado que po; > 0, para tener explosiéon no simultanea, necesitamos en parti-
cular que py; > 1, de manera que u pueda explotar por si misma. La condicién
p11 > po1 + 1 afirma que po; es pequeno comparada con py; y por tanto, cuando u

explota no arrastra necesariamente a v consigo.

Demostracion. Como v esta acotada, la funciéon u es una subsolucién de
wp = (u™)ge + CuP™? (2.19)

que tiene tiempo de explosién finito. Comparando con una solucién plana de (2.19)
con dato inicial u(z,0) = |lugllc, €s facil ver que las soluciones de (2.19) son
globales en tiempo si p;; < 1. Por lo tanto, como u explota, se tiene que tener

P11 > 1.

El siguiente paso consiste en demostrar que p1; > po1 + 1. Para ello, sustituimos

la tasa de explosién (2.11) en la ecuacién de v,

Vg > (V") ge + vmmngc@t)ﬁ}.

La idea que tenemos en mente es transformar adecuadamente esta expresién
para poder utilizar la Formula de Representacion para la ecuacion del calor. De-
finimos por tanto w = v", que esta acotada, es estrictamente positiva, verifica
wy > 0, w, <0y ademas

1-n P22
cwy > W wy 2 Waz + W ————57— X {2<c(T—1)5}-

(T — t) p11—1

La constante que aparece delante de la derivada temporal no tiene ninguna impor-

tancia. Por tanto, por simplicidad, la omitiremos en lo que sigue.
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Consideremos ahora el siguiente problema, cuya solucién z esta por debajo
de w,

2t = Zpx + C(T — t)ipufl X{z<e(T—1)8} ($7t) € R+ X (O,T),
2:(0,1) = 0, te(0,7), (2.20)
2(2,0) = zo(z) = wo(x), r € Ry,

con C' una constante apropiada. Supondremos ademas que z, < 0y z; > 0. Para

calcular la solucién de (2.20) podemos usar la Férmula de Representacién para la

ecuacion del calor, véase [59]. Sea I' la Solucién Fundamental de la ecuacién del

1 2
F(x,t):\/ﬁexp )

calor,

Se tiene entonces que

C
2(0,1) —/ Ly, t)zo0(y dy+// y,t—T )m — X{y<«(T-7)p} Ay dT
Ry T—71

R4 P11—

/ / y7t - T a1 X{y<c(T—1)8} dy dr.
Ry )pllf

Haciendo el cambio de variables

y=+vt—rTs, dy =t — 7ds, (2.21)

t C C(T*T)B_% 2
2(0,t) > / —m/ e T dsdr.
0 (T — 7') ri1—1 Jo

Como m > 1, el limite de integracién ¢(T — 7)5’% tiende a oo a cuando 7 7 T,

obtenemos

por ser en este caso 3 < % Entonces

t
Z(O,t)Z/ L},Zldr
0 (T —7)ri-t

Si p11 < po1 + 1 esta ultima integral diverge cuando ¢t T, lo que implica
que z explota. Si z explota, v, que estd por encima, también tiene que explotar.

Pero eso es contradictorio, ya que v esta acotada. Queda demostrado entonces que
P11 > pa + 1.
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El reciproco es inmediato: necesitamos construir datos iniciales tales que w
explote y v esté acotada cuando py; > po; + 1. Para ello basta tomar datos iniciales
independientes de z. Estos datos producen soluciones planas, que como ya dijimos,

explotan de forma no simultanea en ese rango de exponentes. O

2.5 FEzxplosion no stmultdinea, 0 < m < 1

El problema maéas interesante, por ser en este caso el resultado distinto del
obtenido para las soluciones planas, es el de la difusion rapida, 0 < m < 1. Es en
este caso cuando la difusién cobra importancia y en la condicion para que haya

explosion no simultanea aparece el parametro de difusiéon m.

Teorema 2.7 Sea 0 <m < 1. Si u explota y v permanece acotada, entonces

, m+1
P11 > max{l,pm + T}

Seria interesante poder demostrar un resultado similar al Teorema 2.6, en el
que la condicion py; > po1 +1 es necesaria y suficiente para que haya datos iniciales
tales que la explosién es no simultdnea. Sin embargo, s6lo hemos sido capaces de
probar el reciproco del Teorema 2.7 en el caso concreto p;o = 0. Pensamos que este

caso particular deberia ilustrar el comportamiento general.

Teorema 2.8 Sea 0 < m < 1. Si p11 > méx{1,pxn + %} y ademds p1» = 0,

entonces existen datos iniciales (ug,vg) tales que u explota y v permanece acotada.

Demostracion del Teorema 2.7. Las ideas principales en la demostracion de
este teorema son iguales que las utilizadas en la prueba del Teorema 2.6. De hecho,

la condicién py; > 1 se obtiene de la misma forma.

Para demostrar que 2p; > 2p91 +m + 1, volvemos a utilizar la solucion z del

problema (2.20). Como ahora (> 1, tenemos que
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t C $2 d d
) p
o = [ T Nairaphy o
t

1
C o(T—7)%"2 t C
2/ —m/ e~ 1 dsdr Z/ o —dr.
0 (T — 7‘) r11—-1 J0 0 (T — 7') -1 Ptz

D21 1
- B+ =>1,
pi1 — 1 2

~%

Si

la dltima integral diverge cuando t  T', lo que produce una contradiccion con el
hecho de que v esté acotada. Utilizando la expresion explicita de 3, concluimos
que 2p11 > 2pa +m + 1. O

Para demostrar el Teorema 2.8 no podemos volver a utilizar las ideas planteadas
en la prueba del Teorema 2.6, ya que si queremos construir soluciones con explosion
no simultanea fuera del rango p1; > po1+1, tenemos que buscar entre las soluciones
que no son planas. Es aqui donde nos vemos obligados a introducir la restriccion
p12 = 0. Gracias a esta condicion tenemos la posibilidad de usar una solucion
autosemejante, U, de (2.5) como componente u. Esto tiene la ventaja de que la
estructura espacial de la solucién autosemejante es conocida, lo que es crucial para
la demostracion del teorema. La mayor dificultad a la hora de eliminar la restriccion
p12 = 0 es demostrar que las soluciones de (2.4) con h # 1 tienen una estructura
espacial aproximadamente autosemejante. Recuérdese, Observacion 2.1, que soélo

o
se conoce la estimacién u(z,t) < Cz#s en el caso m > 1.

Ademas del comportamiento autosemejante de U, al igual que en los teoremas
anteriores, también estamos interesados en utilizar la Formula de Representacion
para la ecuacion del calor para manejar més facilmente la componente v. En el
siguiente resultado auxiliar, Lema 2.9, se establece la condicién de explosion no
simultanea cuando una de las componentes tiene difusion lineal y la otra es auto-

semejante.

Sea (U, z) una solucién de

{ U, = (Um);tz + Upn’ (l’,t) c R+ % (07T), (222)

P22
2 = 2y + 2 UP,



38

2. Sistemas con fuentes de calor

con

U,(0,t) =0,
{ 2.(0,1) = 0, te(0,T), (2.23)

y dato inicial estrictamente decreciente

{ U(@“" 0>)_ Zloj‘(]g) z €R,. (2.24)

Elegimos datos iniciales tales que U es autosemejante y z; > 0. Obsérvese que
las soluciones planas quedan excluidas de este problema gracias a la hipdtesis de

monotonia estricta sobre el dato inicial. Supongamos también que zy > d > 0.

Lema 2.9 Sea 0 < m < 1. Si p;; > méx{1,ps + 2}, entonces existen datos

iniciales (Uy, z0) tales que U explota y z permanece acotada.

Demostracién. El hecho de que U satisfaga (2.6) y (2.7) implica que

C(T -t  o<c(T-t)P,
Uz, t) < )
Cx 5, x> c(T —t)P.

Obsérvese que en el rango de parametros en el que estamos trabajando los expo-

nentes verifican «a, 3 > 0.

Supongamos primero que pyy > n y fijemos un dato inicial zy de forma que

120]lo0 < -

Afirmamos que z(z,t) < 2z(0,t) < 1 para todo 0 < ¢t < T. Supongamos que
esta afirmacién no es cierta y sea entonces ty < T el primer tiempo en el que

2(0,t9) = 1. Usando nuevamente la Férmula de Representacion se tiene que

20.1) = / D(y, ) 20(y) dy + / / Pyt — 7)=% (g, 1)U (y, 7) dy dr

C
< 29(0) + 2" (0,1) // y,t—7- ——— X{y<e(r—)#} Ay dT
R+ -

7') p11—1

P22 2p21
(Ovt) F(y7t - T)Cy PR X {y>c(T—7)8} dy dr
R4

= 2(0) +z”?f (0, )11 (t) + 272 (0, 8) Ln(t).
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Para estimar las integrales I, e I, hacemos de nuevo el cambio de variables dado
por (2.21). Obtenemos

1
t C (T—1)P(t—T1)" 2 2 t C
L(t) < /—,,21 / e Tdsdr < / o = dr,
0 (T — 7‘)1’11—1 0 0 (T — 7') -1 Ptz

t C o $2 2 t C
]2('[}) S /—1921/ . e 45 Plfz—lm dsdr S / e dr.
0 (T —7)ri-m Je(T—r)8(t—7)"2 0 (T —7)rui—m

Como m < 1, tenemos [ > % Esto, junto con 2ps; < 2py; — (m + 1), implica

que tanto I; como Iy estdn uniformemente acotadas en [0,¢y]. Es mds, se puede

conseguir que sean tan pequenas como sea necesario eligiendo T suficientemente

pequeno. Asi, si elegimos U,y grande, de forma que el tiempo de explosién, T', de
x
U = (om0
(@1 = (= F (G

sea pequeno, tenemos que

1 po
2(0,1) < 29(0) + izT(O,t). (2.25)
Como 2(0,t) < 1 para 0 <t <tg, z + (0,2) < 2(0,t) y por tanto
1 po 1
2(0,t0) < 20(0) + 527(0;750) < 2(0) + 52(07750)-

Concluimos que z(0,ty) < %, lo que conduce a una contradiccion.

Para el caso pyy < n razonamos de forma analoga al caso pss > n. Elegimos
un dato inicial zy tal que 1 < [|2g]/oo < 2. Entonces z(0,¢) > 1 para todo t. Sea
to < T el primer tiempo en el que z(0,¢y) = 6. Si ese tiempo no existe, concluimos
que z esta acotada para todo tiempo 0 < ¢t < T, y el resultado es inmediato. Por
el contrario, si en algiin momento z alcanza el nivel 6, de la misma forma que en
el caso anterior, obtenemos que z(0,t) verifica (2.25) para 0 < ¢t < t5 y ademés

P22

zn (0,t) < 2(0,t). Pero esto implica que

1
3= §Z(Oat0) < Z0<O) < 27

que es de nuevo a una contradiccion.

Resumiendo, en cualquiera de los dos casos, tanto si pss > n como si pgs < n,

concluimos que U explota y que z esta acotada. O
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Demostracién del Teorema 2.8. El Lema 2.9 garantiza que podemos escoger
datos iniciales Uy v zp tales que U explota y que la componente z de la solucién
de (2.22)-(2.24) esté acotada. Por lo tanto, si z estd acotada, o = z# también lo

esta. Por otro lado, v, que es solucién de
"ty = (0") 4 + 0P2UP, (2,t) € R, x (0,7),
0,(0,t) =0, te (0,7),
1
5(x,0) = = (), rER,,

es ademas una supersolucién acotada de
cvy = (V") g + 0P2UPH,

La constante que aparece delante de v; no tiene ninguna relevancia y se puede eli-
minar mediante un cambio de variables. Mediante un argumento de comparacion,
cualquier solucién v de (2.1) con dato inicial pequenio, verifica v < ¥ y por tanto

concluimos que v esta acotada. O

2.6 El problema de Neumann

Para finalizar este capitulo estudiamos la explosion no simultanea en el proble-
ma de Neumann. Es decir, consideramos soluciones del mismo sistema parabdli-

co (2.1) pero definido en un intervalo acotado,

{ up = (U™) gy + uP VP12, (z,t) € (=L, L) x (0,T), (2.26)

v = (U”)m: + uP2ryP22

con condiciones Neumann en la frontera

(u™) (=L, t) = (u™)4(L,t) = 0,
{ (V") (—Lyt) = (0")o (L, 1) = 0, t€(0.T), (2.27)
y dato inicial
) o

Al igual que en las secciones anteriores supondremos que ug y vy son datos iniciales

estrictamente positivos, continuos, acotados, simétricos y decrecientes en (0, L).
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Teorema 2.10 Los teoremas 2.6, 2.7 y 2.8 son también ciertos para el proble-
ma (2.26)—(2.28).

La prueba de este teorema es sustancialmente igual que la de los teoremas
anteriores. No obstante, si bien todos los resultados demostrados a lo largo del
capitulo siguen siendo validos, algunas de las técnicas utilizadas tienen que ser

adaptadas a este nuevo problema.

Empecemos por el Lema 2.1. Si § > 0 la demostracion es cierta adaptandola al
intervalo (0, L). Sin embargo, si § < 0, la definicién de ¢,; adaptada al intervalo
(0, L),

ng (yv S) =

u(ay, bs + 1), 0<y<—, —<
0 (ay ) <y< 7 <
tiene el inconveniente de que el intervalo espacial se contrae a cero cuando t T,

, . ey m—Pi1 . % .
(recuérdese la definicion de a = M~ 2 ). Para evitar esta contraccién realizamos

una extension periddica par a toda la recta real positiva, lo cual es posible ya que
(u™).(0,t) = (u™).(L,t) = 0. En esta nueva situaciéon podemos aplicar el Lema 2.1

de la Seccién 2.2.

En lo que al Lema 2.2 se refiere, éste sigue siendo cierto si redefinimos el
problema (2.13) al intervalo acotado [0, L] anadiendo simplemente la condicién de
frontera (u™),(L,t) = 0. Como U, < 0, la solucién autosemejante de (2.13) en R

es una subsolucién del problema restringido al intervalo.

Demostracion del Teorema 2.10. Dado que la prueba de este teorema es muy
parecida a la de los teoremas 2.6, 2.7 y 2.8, mostraremos tunicamente las princi-
pales diferencias que aparecen. Estas surgen a la hora de obtener la condicién de
explosiéon no simultdanea p;; > po; + 1 (respectivamente 2p;; > 2py; + m + 1).
Consideramos el siguiente problema de contorno,

—p21

2t = Zpy + C(T — t) p11—1 X{z<c(T—t)8} s (x, t) S (O, L) X (0, T),
2:(0,t) = 2z, (L,t) =0, te(0,7), (2.29)
2(,0) = zo(x) = vf(x), z € (0,L).

Como la idea es copiar las pruebas anteriores tenemos que extender el problema

a toda la recta real positiva. Para ello definimos una funciéon continua, positiva

y decreciente, 2y, tal que Zg(x) = zo(x) en [0, L]. Si z es solucién de (2.29) con
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dato inicial zp y 2 es la solucion extendida a R, con dato inicial 2y, un argumento
de comparacién en [0, L] x [0,7") nos permite concluir que z(z,t) > Z(z,t). El
argumento final de la demostracién es como en los teoremas anteriores utilizando

la funcién Z y el problema (2.20). O



Sistemas con flujos a través de

la frontera

En este capitulo nos encontramos de nuevo ante un sistema de dos ecuaciones pa-
rabodlicas con difusién no lineal pero esta vez definidas en un dominio acotado. En
este caso las dos ecuaciones estan acopladas en la frontera mediante términos de
reaccion no lineales. Al igual que en el Capitulo 2 caracterizamos, en el caso de so-
luciones crecientes en tiempo, el conjunto de parametros para el cual es posible que
haya explosién no simultanea. Ademds encontramos condiciones en los exponentes,
para los que la explosién es siempre no simultanea, sea cual sea el dato inicial.
Finalmente demostramos que, en el rango de exponentes donde cada componente
puede explotar por si misma, hay datos iniciales concretos que producen explosién

no simultanea.
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3.1 Preliminares

Nos centramos ahora en el estudio de la formacion de singularidades en tiempo
finito de las soluciones (u,v) de un sistema parabélico formado por dos ecuaciones

de tipo medios porosos

{ e = (U")e, (z,1) € (0,L) x (0,T), (3.1)

UV = (Un)xxa

acopladas de forma no lineal en uno de los extremos del intervalo

{ — (™), (0, ) = w1 (0, £)uP2(0, 1),

_(Un)x(oa t) = u””(O,t)va (()775)’ te (O,T), (3.2)

y con flujo cero en el otro extremo,

Los datos iniciales

{ Y} (3.4

los supondremos continuos y acotados. Al igual que en el Capitulo 2 considerare-
mos todos los posibles parametros m,n > 0, p;; > 0 y supondremos que los datos
iniciales son estrictamente positivos para evitar problemas de unicidad, [34]. Su-
pondremos también que los datos iniciales son compatibles con las condiciones de
contorno, de forma que las soluciones se pueden entender en sentido clasico. Como
es habitual en este tipo de problemas haremos la hipétesis adicional de monotonia

u, vy > 0, que en este caso se da si (uf')” >0y (vg)” > 0.

Obsérvese que, gracias a la condicién de flujo cero en la frontera (3.3), las solu-
ciones de (3.1)—(3.4) se pueden extender al intervalo (0, 2L) mediante una simetria.
Obtenemos asi soluciones del mismo problema, pero sustituyendo la condicién en

x = L por una condicién en x = 2L de la forma

{ (um)x(QL,t) = uPit (2La t)vpu (2L’t>’ t e (O T)

(Un)x(2L7 t) = up21 (2L7 t)vp22 (2L7 t)a
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Reciprocamente, las soluciones simétricas de este tltimo problema son soluciones
del problema original, (3.1)—(3.4). Esta correspondencia entre las soluciones tiene

la ventaja de que permite trasladar los resultados de un problema al otro.

En los ultimos anos ha habido un creciente interés por el estudio de explosion
debido a términos de reaccion en la frontera, tanto para problemas escalares como
para sistemas, véase por ejemplo [31], [56] y las referencias que incluyen. Sin
embargo, poco se sabe ain acerca de la explosién no simultanea en sistemas. La
primera mencién a un problema de este tipo la encontramos en [94], donde se
analiza (3.1)—(3.4) con m = n = 1. Posteriormente, en [98], se estudia la explosién
no simultédnea del mismo par de ecuaciones (3.1) pero definidas en R, en vez de

en un intervalo, y con las mismas condiciones de contorno en el origen, (3.2).

Entre los objetivos de este capitulo esta el caracterizar el rango de exponentes

para el cual es posible que haya explosién no simultanea, Seccion 3.5

Como primer paso seria interesante saber bajo qué condiciones hay soluciones
no triviales de (3.1)—(3.4) que explotan. En [113], [114] se demuestra que al menos
una de las dos componentes, u o v, explota si y sélo si los exponentes p;; verifican

alguna de las siguientes condiciones

3 m—+1 ,
p11>m1n{1,7}, p22>m1n{1,T

, m+1 i n+1
p12p21>(mm{l,T}—pn)<m1n{1, 5 }—p22)-

Desgraciadamente, este resultado solo caracteriza la explosion del problema, pero

n—i—l}

nada afirma sobre la posibilidad de explosién no simultanea.

La condicién necesaria y suficiente para que existan datos iniciales tales que u

explota y v permanece acotada viene dada por
2]921 < max {pll — 1, 2p11 — (m + 1)} .

Obviamente, intercambiando los papeles de u y v, obtenemos que la condicién

para que haya soluciones tales que v explota y u permanece acotada es
2p12 < max {p22 — 1, 2p22 — (TL -+ 1)} .

La condicién de explosiéon no simultanea depende de la relacion entre pyy y

m. De hecho, cambia bruscamente al pasar por el valor p;; = m. Veremos que
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esto no es casual, sino que esta fuertemente relacionado con la tasa de explosién
no simultanea. Resulta notable ademéas que, cuando p;; < m, la difusién influye

fuertemente a través del parametro m en la condicion.

Llegados a este punto, uno se podria plantear como influyen los datos iniciales

en la explosién no simultanea. Es decir,

Jhay algin rango de exponentes para el cual la explosion es siempre no

simultanea, independientemente de los datos iniciales?

La respuesta a esta pregunta es si, como veremos en la Seccién 3.5.

Una vez caracterizada completamente la explosién no simultdanea nos plantea-
mos determinar la posibilidad de explosion simultanea. Veremos que, aunque el
conjunto de datos iniciales para los que es posible la explosién no simultanea es
grande, existen, en el rango de parametros en el que la explosion simultanea es

posible, soluciones excepcionales que explotan simultaneamente.

3.2 Tasas no stmultaneas

Como ya hicimos notar en el Capitulo 2, el conocimiento de las tasas de explo-
sién no simultdnea es una herramienta clave a al hora de determinar la explosién

no simulténea.

Para poder determinar esta tasa, volvemos a considerar a vP2(0,¢) como un

coeficiente congelado. Por tanto u es una solucion del siguiente problema

w = (™) s (x,t) € (0,L) x (0,7),
—(u™),(0,t) = uP*(0,t)h(t), t e (0,7), (3.5)
(u™).(L,t) =0, t e (0,7),

U(Z‘,O) = UO(I)7 LS (07L)7

donde h es una funcién continua, acotada, creciente y estrictamente positiva. El
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caso concreto en el que h es una constante,

up = (™) (x,t) € (0,L) x (0,7),

() (0.8) = C’up“((] ), te(0,T),

(W)L 1) = te (0.7), (36)
o) ) v e(0.L),

ha sido ampliamente estudiado, véase [58]. Se sabe que las soluciones de este

ultimo problema explotan si y sélo si

, m+ 1
P11 > mm{l —}
2
Por comparacién, las soluciones de (3.5) explotan si y sélo si se cumple la misma
restriccion sobrepi.
Como consecuencia de la hipétesis de monotonia en tiempo, u; > 0, se tiene
que (u™)z > 0y por lo tanto
min (u™),(x,t) = (u™).(0,1). (3.7)

z€[0,L]

Es mas, como u, < 0, tenemos que

) = u(0.1). 3.8
xrg[gﬁuw ) = u(0,1) (3.8)

Deducimos entonces que si u explota en tiempo finito 7', {0} tiene que pertenecer
al conjunto de explosion de u.

Como dijimos anteriormente, la condicién para que se produzca explosién no
simultdnea, 2py; < méx{p;1 — 1,2p;1 — (m + 1)}, depende fuertemente de la di-
fusion y cambia al cruzar el valor p;; = m. Este comportamiento se justifica

analizando la tasa de explosién de u cuando v esta acotada,
Cy1 < (T —t)"u(0,t) < Cy, (3.9)

para 0 <t < T, C7 y Cs constantes positivas y con

1
méax {p1; —1,2p11 — (m+ 1)}

’y:

Obsérvese que or tanto la tasa, cambia precisamente al pasar por el valor
b b
p11 = m. Segun esta observacién, resulta razonable entonces que estudiemos la

tasa de explosién de u atendiendo a la relacién entre py; y m.
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Empecemos con el caso p1; < m. Veamos en primer lugar que cuando u explota,

B(u) = [0, L]. Ademas, u explota con la misma velocidad en todos los puntos.

Lema 3.1 Sea p1; > min{l, ™2} y sea u una solucion de (3.5). Si p1n < m,

entonces para toda ¢ < 1 existe un tiempo ty = to(c) < T tal que
cu(0,t) < u(x,t) <wu(0,t), xe|0,L], to <t <T. (3.10)

En particular B(u) = [0, L].

Para demostrar este lema usaremos ideas de [55].

Demostracién. La desigualdad de la derecha, u(z,t) < u(0,t), es consecuencia
directa de (3.8).

Para demostrar la otra desigualdad, cu(0,t) < u(z,t), usamos la relacién (3.7).
Gracias al Teorema del Valor Medio, obtenemos que existe un valor £ € (0, x) tal

que
u™(z,t) —u™(0,t) = x(u™). (& t) > x(u™).(0,1)

= —zuP(0,t)h(t) > —CLuP*(0,1).

Por lo tanto,
u™(z,t) > u™(0,t) (1 — CLuP~™(0,t)) .

Obtenemos finalmente que
u™(z,t) > "u™(0,1),
con ¢ < 1. Esta ultima desigualdad se obtiene a partir de
1 —CLuP=™(0,t) > ™

para t préximo a T', que es cierto por ser p;; —m < 0y explotar u(0,t) con
De hecho, este lema afirma algo mas: el perfil en el tiempo de explosion es

plano.

Corolario 3.2 Sea p;; > min{l1, mTH} y sea u una solucion de (3.5). Si p11 < m,

- u(, t)
1 =1 L|.
Mmoon = ®€ [0, L]

entonces

I~
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Observaciéon 3.1 Las condiciones p;; > min{1, mT“} y p11 < m solamente son

compatibles si m > 1. En ese caso, min{1, mTH} =1.

Lema 3.3 Sea pi; > min{l, %2} y sea u una solucidn de (3.5). Si pn < m,
entonces se verifica
1
Cy < (T —t)rm—Tu(0,t) < Cs,

para 0 <t <T.

Demostraciéon. Como primer paso para demostrar el lema, observamos que la

masa .
Flt) = / w(w, 1) do
0
se comporta como u(0,t). Es decir, existen constantes C; y Cs tal que

Ciu(0,1) < F(t) < Cou(0,t), 0<t<T. (3.11)

En efecto, de (3.8) obtenemos inmediatamente que F'(t) < Lu(0,t). Por otra parte,
dado ¢ < 1, la desigualdad de la izquierda en (3.11) se deduce facilmente para
to(c) <t < T': basta integrar (3.10) para obtener cLu(0,t) < F(t). Para extender
esta desigualdad a (0,%y(c)) tomamos una constante ¢;, suficientemente pequena,

y tal que

L L e
F(t) = / u(z,t)de > / u(z,0)dr > —/ u(z, to(c)) du.
0 0 cL Jo
Usando (3.10) y la monotonia en tiempo de u, llegamos a la conclusién de que

Cy [* c, [t
| u(wte(e))de > == | cu(0,to(c)) dz > Cru(0,t(c)) > Cru(0, ),
cL J, cL J,
para t < ty(c).
Queda asi demostrada la cadena de desigualdades (3.11). Al ser entonces la ma-
sa F'(t) y u(0,t) equivalentes, para demostrar el lema, basta probar desigualdades

similares a (3.9) para F'(t).

Para todo t < T la masa satisface la ecuacién diferencial ordinaria

Fi(t) = /0 ) di = /0 S () i

= (u™)(L,t) — (u™)(0,t) = h(t)uPr*(0,t).
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Como h esta acotada inferiormente, usando una de las desigualdades de (3.11) se
tiene que

F'(t) > CuP(0,t) > C(F(t))".
Finalmente, integrando en (¢,7") deducimos la estimacién superior
F(t) < O(T — ) i,

1
La estimacién inferior F(t) > C(T'—t) P11 se obtiene de forma similar, utilizando

que h estd acotada superiormente y la otra desigualdad de (3.11). O

Lema 3.4 Sea p;; > min{l,mTH} y sea u una solucion de (3.5). Si p11 > m,

entonces se verifica
1
Cy < (T —t)u-mi0y(0,t) < Cy,

para 0 <t <T.

Demostracion. La idea de esta prueba es la misma que la del Lema 2.1 del
Capitulo 2. Esbozamos tnicamente las ligeras diferencias y remitimos al lector al

capitulo anterior para los detalles.

Sea M(t) = maxu(-,t) y sea

¢M(y78) = u<ay7b8 + t)u 0 S Yy

IN

M(t)

=M™ = M

Cuando t /T, M / oco. Ademés en las hipétesis del lema, 2p;; > m+ 1y
por lo tanto b \, 0. Es més, si p;; > m entonces a \, 0; por otro lado, a = 1 si
p11 = m. Para el argumento que sigue es importante que el intervalo de definicion
de y no se contraiga a cero, como ocurriria aqui si p;; < m. Obsérvese que en la
demostracion del Lema 2.1 del Capitulo 2 no tenemos que tener esta precaucion,

ya que el problema original esté definido en R y por tanto y > 0.

Una vez demostrado que existe una constante positiva C' tal que para todo M

suficientemente grande se tiene que

(¢1)5(0,0) > C >0, (3.12)
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la tasa (3.9) se obtiene reescribiendo (3.12) en términos de M,
c< M™PP(M'(t) < C,

e integrando esta ultima expresion entre ¢ty 7'

La demostracion de (3.12) sigue los mismos pasos que el Lema 2.1. Usamos el

hecho de que {¢/} es una familia uniformemente acotada de soluciones de

(ar)s = (D71)uy; (y,5) € (0, %) x (—5,0),
—(¢51)y(0,5) = &3 (0, 5)h(bs + 1), s € (=40),
(¢ )y(é ) = 07 s € (_£a0)7

para concluir que es equicontinua, véase [46], [117], y asi pasar al limite (a lo
largo de una subsucesién), ¢y, — ® cuando M; — oo. Las estimaciones de tipo
Schauder permiten pasar al limite en la ecuacién que verifican las funciones ¢y, .
Asi, la funcién w = @, satisface wy = (m®™ 'w),, en el conjunto de positividad
de ¢. Es mas,

—(m®" w), (0, 5) = p1 @ w(0, s)h(T).

Por otro lado tenemos que (@ar,)s(0,0) — @4(0,0), lo que implica que ®,(0,0) = 0.
Ademads, como u; > 0, w = &5 > 0. Por lo tanto, w tiene un minimo en (0,0) vy,

por el Lema de Hopf, w = 0.

Obtenemos finalmente que ® es una solucién estacionaria no negativa de la

ecuacién de los medios porosos, (™), = 0. Integrando obtenemos que
D"(y) = 1y + ca.

Ademés, como ®(0) =1,

y asi
o"(y) <1—h(T)y.

Concluimos entonces el argumento, tanto si p;; > m, como si p;; = m, con una
contradiccién. Si p;; > m, ® se hace negativa, mientras que si p;; = m, o bien ®

se hace negativa o bien no verifica la condicién (®™)'(L) = 0. O
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3.3 Explosion en un problema escalar auxiliar

Gracias a la seccion anterior, sabemos que si u explota y v permanece acotada,
u verifica la tasa de explosién no simulténea (3.9). Por tanto v es una supersolucién
de

Vg = (Un)wx; (l’,t) S (O7L> X (07T0)7
—(v™)(0,t) = cvP22(0,¢)(T — t) P21, t € (0,7Tp),

(v™).(L,t) =0, t € (0,Tp), (3:13)
v(z,0) = vo(x), z € (0,L),

con ¢ una constante positiva y Ty el tiempo maximo de existencia de v.

El punto clave de esta seccién es demostrar que, para que v esté acotada hasta

tiempo T (el tiempo de explosién de u), yp9; tiene que ser mas pequeno que %

Teorema 3.5 Siypo; > %, entonces toda solucion no trivial y no negativa de (3.13)

explota en tiempo finito Ty < T.

Teorema 3.6 Si ypa1 < %, entonces dado € > 0 y un dato inicial vy existe T

97
suficientemente pequeno tal que la solucion de (3.13) cumple

sup [[o(-, )0 < [Jvollec + €.
0<t<T
En particular, v estd acotada.

Obsérvese que si v permanece acotada hasta tiempo ¢t = T', parece 16gico esperar

que se comporte como una solucién del problema

vy = (V") gz (x,t) € (0,L) x (0,7),

— (™) (0,t) = (T — t) P2 t e (0,7), (3.14)
(v™)(L,t) =0, t e (0,7),

v(x,0) = vo(x), z € (0,L)

Al igual que en el problema (3.13), para que la solucién v de (3.14) esté acotada

hasta tiempo 7', ypo; tiene que ser menor que %

Teorema 3.7 Si~vyps > %, entonces toda solucion no trivial y no negativa de (3.14)

explota en tiempo T.
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Teorema 3.8 Si ypy < entonces dado € > 0 y un dato inicial vy existe T

1
27
suficientemente pequenio tal que la solucion de (3.14) cumple

sup [[v(+;t)[loe < [volloo + & (3.15)
0<t<T
En particular, v estd acotada.

Observacién 3.2 Los teoremas anteriores siguen siendo validos si aparece una

constante C' > 0 delante de v;.

Los teoremas 3.5 y 3.6 son consecuencia directa de estos dos ultimos resultados.

Demostracion del Teorema 3.5. El hecho de que estemos considerando datos
iniciales estrictamente positivos y soluciones monotonas en tiempo, permite afirmar
que la solucién v de (3.13) es una supersolucién de (3.14) con yps > 1. Como
todas las soluciones no triviales y no negativas de este ultimo problema explotan
en tiempo 7', Teorema 3.7, por comparacion v también tiene que explotar. El
tiempo de explosion de v no es necesariamente 7', sino que puede ser anterior,
T <T. a

Demostracion del Teorema 3.6. Dado ¢ > 0 y un dato inicial vy fijo, sea z
una solucion de (3.14) con dato inicial z(z,0) = vy(z) y ¢ suficientemente grande.

Eligiendo T pequeiio, como por hipétesis yps; < %, el Teorema 3.8 implica que

2
z cumple la propiedad (3.15). Por lo tanto es una supersolucién de (3.13). Por
comparacion v < z. Concluimos entonces que v también tiene que satisfacer la
condicién (3.15). O

Para terminar la seccién queda entonces pendiente demostrar los teoremas 3.7
y 3.8. Empecemos para ello probando que el problema (3.14) cumple una propiedad

de contraccion en L.

Lema 3.9 Sean vy y ve dos soluciones de (3.14) y supongamos que sus datos

iniciales estdn ordenados, vi(x,0) > ve(x,0). Entonces

[v1(,t2) = va (s t2)[loo < (U2 (s t1) — v2(ts 1)l oos (3.16)

para 0 <t <ty <T.
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Demostracién. Si v;(z,0) > vy(x,0), la comparacién muestra que v; > vq. Defi-

namaos
U{L(x7 t) B Ug(l’, t)

v1(z,t) — vo(x,t)

si vy (x,t) # va(x, t),
O(x,t) =

noy~ (2, 1) si vy (x,1) = vy, 1).

Se tiene entonces que la diferencia w = v; — v9 > 0 es una solucién de la ecuacion

parabdlica

= (®(x, H)w)as, (z,1) € (0, L) x (t1, 12),
( (, t)w)a (0, ) t € (ti,ta),
(®(z, w)a(L, 1) = t € (ti,ta),
w(x, ty) = vy (z,t1) — vg(x,tl), z e (0,L).
Por tanto, el méximo de w en [t1,t2] X [0, L] se alcanza en la frontera parabdlica

de este dominio. Veamos que en cada uno de los casos posibles se concluye el
resultado (3.16).

Si el maximo estd localizado en t = t1, el resultado se sigue de forma inmediata
(recuérdese que w = v; — vy > 0).
Si por el contrario el maximo se alcanza en los puntos © =0 o x = L, el Lema

de Hopf implica que w = 0, y por tanto la monotonia de ||Jw(-, )|/ es trivial. O

Observacion 3.3 El Lema de Hopf se puede utilizar en este contexto, ya que,
por ser v1; > 0 en un entorno del punto de maximo, la ecuacion es uniformemente

parabdlica en ese entorno.

Esta propiedad de contraccion que acabamos de demostrar implica que el Teo-
rema 3.7 (y en consecuencia el Teorema 3.5) es cierto considerando cualquier dato
inicial.

Corolario 3.10 O bien todas las soluciones de (3.14) estan acotadas hasta tiem-

po T, o bien todas explotan en tiempo T

Demostracién. Sea v; una solucién de (3.14) y v, la solucién de (3.14) con dato
inicial trivial, vy(x,0) = 0. Entonces, por comparacion, vy (z,t) > ve(x,t). Como

la diferencia ||vi(+,t) — va(+, )|l nO crece con el tiempo, véase (3.16), se tiene

[or (- T) = a2, T loo < [Jn (-, 0) = 02(, 0)loe = [[0a(+; 0)|oo-
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Como vy(+,0) estd acotada, concluimos de esta relacién que cualquier solucién vy

explota en tiempo t =T si y sélo si vy explota en tiempo T O
Lema 3.11 El Teorema 3.7 es cierto en el caso lineal, n = 1.

Para demostrar este lema usaremos algunas ideas que aparecen en [98].

Demostracién. El Teorema 3.7 afirma que todas las soluciones de (3.14) explotan
en tiempo 7' si ypg; > % Para probar el lema, gracias al corolario anterior, podemos
restringirnos a demostrar que la solucion con dato inicial trivial explota, ya que

entonces cualquier otra solucién con cualquier otro dato inicial también explotara.

Sea G la Funcién de Green para el problema (3.14). Se tiene entonces que
Q(x, Y, ta 8) = F(x - yat - S) + H(xa Y, t: S)?

donde T" es la Solucién Fundamental para la ecuacion del calor (recuérdese que

n=1), )
1 T
['(x,t) = ——

y H(z,y,t,s) es la solucion de

Hs(x,y,t,s) + Hyy(x,y,t,5) =0, (y,s) € (0,L) x (0,T),
Hy(z,0,t,8) =Typ(z,t — s), s €(0,7),
Hy(z, L, t,s) =Ty (x — L,t —s), s € (0,7),
H(z,y,t,t) =0, y € (0,L).

El hecho de que |H(0,0,¢, s)| esté acotada, implica, usando la Férmula de Repre-

sentacion y la Funcién de Green, que

t d t d
v(O,t)ZC’/ ; i —C’ZC’/—SI—C. (3.17)
0o (t—s)z(T —s)wn o (T - S)"/p21+§

Como por hipotesis ypy; > %,

v explota en tiempo T'. O

Lema 3.12 FEl Teorema 3.8 es cierto en el caso lineal, n = 1.

Demostracion. Dado ahora cualquier dato inicial vy, para probar el Teorema 3.8

cuando n = 1, escribimos la solucién v como suma de dos funciones v = vy + vs.
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Tomamos entonces v; una soluciéon de la ecuacién del calor con flujo cero y dato
inicial vy(z,0) = vg(x) y ve una solucién de (3.14) (con n = 1) y dato inicial
v9(z,0) = 0. De la desigualdad (3.17) obtenemos que

vo(z,t) < CT> P2,
Por otro lado, de la teoria general de la ecuacion del calor tenemos que
v1(z,t) < vo(x).
De estas dos desigualdades concluimos que
v(z,t) < vo(x) + CT2 P21,

que implica la condicién (3.15) si T es pequernio. O

Para extender los resultados a una n general, volvemos a utilizar argumentos
usados previamente en [98]. El punto clave en la demostracién consiste en construir
supersoluciones de la ecuacién del calor. Para ello s6lo hay que tener en cuenta

que, si v estd acotada, como ademas es estrictamente positiva,
0<c<nm"'<C, (3.18)
para cualquier n.

Demostracién del Teorema 3.7. Supongamos que v es una solucién de (3.14)
acotada hasta tiempo Ty sea z = v". La funcién z, que también estd acotada, es

solucién de

1 1=

E?«’Tnzt = Zyx, (z,t) € (0,L) x (0,7),
—2(0,t) = (T — t)P1, te (0,7,
2o(L,t) =0, te(0,7),
2(x,0) = vj(x), xz € (0,L).

Gracias al Corolario 3.10 sabemos que o bien todas las soluciones explotan o bien
ninguna de ellas lo hace. Podemos elegir por tanto, sin pérdida de generalidad,
cualquier dato inicial z(z,0). Sea entonces z(x,0) > § > 0 tal que z..(x,0) > 0.
Asi, 2z > 0y z(z,t) > ¢ para todo t. Como z estd acotada y es estrictamente

positiva, cumple la condicién (3.18). Como consecuencia, z es una supersolucion
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acotada de la ecuacién del calor con un flujo en la frontera que viene dado por la

expresion ¢(T — t)~"21. Por comparacién, la solucién z de

CzZ > Zpw, (x,t) € (0,L) x (0,7,
—Z:(0,t) = (T — t)~ P21, te(0,7),
Z.(L,t) =0, t e (0,7),
Z(z,0) > 0, z € (0,L),

esta por debajo de z, z < z. Pero entonces z, y por lo tanto v, no puede estar
acotada, ya que segun el Lema 3.11, la solucién z de este iltimo problema explota

en tiempo T O

Demostracion del Teorema 3.8. Dado un dato inicial vy, sea z una solucién
de (3.14) con n = 1, zp(x) = v§(x), y una constante k(zp), que determinaremos

mas adelante, delante de z,

k(20)2t = Zpw, (x,t) € (0,L) x (0,7,
—22(0,t) = (T — t)~ P2, te(0,7),
(L, 1) =0, te (0,7),
2(z,0) = vj(z), z € (0,L).

_ 1
Sea U = zn, entonces

E(20)no™ 0, = (0") e, (z,t) € (0,L) x (0,7),
_(@n)$(07 t) = C(T - t)i’yp2l7 le (07 T)a
(v").(L,t) =0, te (0,7),
1
0(x,0) = 2§ (x) = vo(z), z e (0,L).
Como ypa1 < %, podemos tomar 7' suficientemente pequeno y de forma que

2(z,t) < ||zollc + €. Como z también estd acotado lejos del cero, digamos por

0,y 2z > 0, tenemos, independientemente del valor de n > 0, tomando ¢ de forma

n—

apropiada y k=(20) = n(]|20]|ec + )", que

k(z)no" ' <1,

Por lo tanto v es una supersolucién del problema (3.14). Asi,

_ n 1
sup [[o(+?)llec < sup [[0(-, 8)]loc < (fJvoll5 + €)™,
0<t<T 0<t<T

de donde se concluye (3.15). O
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L
Observacién 3.4 La masa / v satisface
0

/OLv(x,t) dx — /OL vo(z) dr = /Ot o(T — 1)~ %= dr.

Por lo tanto, una solucién de (3.14) permanece acotada en la norma L' hasta
tiempo T si y sélo si vps; < 1. Esta condicion difiere de la obtenida para la

explosion en la norma L™, ypy < %

3.4 Conjunto de explosion no simultdneo

Consideremos las ecuaciones (3.1) definidas en la recta real, [98]. La condicién

de explosién no simultanea en este caso es simplemente
2po1 < 2p11 — (m+1).

Obsérvese que ésta coincide con la condicién de explosion no simultanea del pro-

blema definido en el intervalo [0, L]
2py1 < max {p11 — 1,2p1; — (m + 1)}

cuando p;; > m. En este caso, el conjunto de explosion no simultaneo de u sélo
contiene al origen (véase el Lema 3.13) al igual que ocurre en el problema definido
en R, . Esta estructura espacial explica la coincidencia en la condicién de explosion
no simultanea. De forma informal se puede entender de la siguiente manera: como
la explosion se produce unicamente en el origen, la singularidad no “ve” lo que
pasa lejos de ese punto y por lo tanto la condicién en x = L no contribuye al
comportamiento de explosién del problema (3.1)—(3.4) cuando p;; > m. Por tanto,

ambos problemas son “iguales”.

Lema 3.13 Siu explota y v permanece acotada, entonces el conjunto de explosion

de u viene dado por
{0}7 P11 > m,
B(“’) - [07 i] - [07 L]? P11 =m,

[07 L]7 P11 < m.
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Demostracién. Consideremos el problema auxiliar

w = (™) 4z (x,t) € (0,L) x (0,7),

uw(0,t) = (T —t)77, t € (0,7),

(u™).(L,t) =0, t e (0,7), (3.19)
u(z,0) = ug(x), x € (0,L),

y distingamos los casos p;; < m y p1; > m. Como en cualquiera de los dos casos
se verifica la tasa (3.9), u puede ser vista, segin la desigualdad de (3.9) que se

considere, como una supersolucién o como una subsolucién de (3.19) .

Empecemos por el caso p;; < m. Si u es una supersolucién de (3.19) y @ una

subsolucién del mismo problema, por comparaciéon B(u) C B(u).

La idea es entonces buscar una subsolucién de (3.19), con un conjunto de

explosion conocido, y del cual podamos concluir el Lema 3.13.

Sea u la solucién del problema

ur = (U™) g (x,t) € Ry x (0,7),
w(0,t) = (T — )77, te (0,7, (3.20)
u(z,0) = ug(x), x € (0,L),

que en particular es subsolucién de (3.19). El conjunto de explosion de las solucio-
nes de (3.20) ha sido descrito en [33] y [67]. En estos trabajos se demuestra que, si
p11 = m, el conjunto de explosién de @ es B(#) = [0, L] mientras que B(@t) = Ry,
si p11 < m. En cualquiera de los dos casos obtenemos el conjunto correcto B(u).

El razonamiento es similar cuando p;; > m. Si u es una subsolucién que ex-
plota de (3.19), buscamos una solucién % del mismo problema, cuyo conjunto de
explosién sea conocido, ya que por comparacién B(u) C B(a).

Sea 4 entonces una solucién de (3.19). Si m > 1 se sabe que (véase [58])
B(a) = {0}.

Si m < 1 la conclusiéon no se obtiene de forma tan sencilla. Consideremos la
solucién particular @ construida en [28]. Es decir, en este caso @ es una solucién de
Uy = (U™),, definida en (z,t) € (0,2L) x (0,00), con dato inicial ug (extendido al
intervalo (0, 2L) por simetria), y tal que @(z,t) — oo cuando x — 0, 2L para todo t.
Segin [28] esta solucién es una solucién maximal del problema, @(z,t) > u(z,t).
Ademads @ estd acotada en el interior del intervalo (0,2L). Como u explota y

estd por debajo de @, su conjunto de explosién sélo puede ser B(u) = {0}. a
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3.5 FExplosion no sitmultanea

Encontrar una condicion sobre los exponentes del problema que conduzca a
la explosién no simultanea requiere de un razonamiento analogo al dado en la
Seccién 2.4 del Capitulo 2. Por un lado hace falta una condicién que permita a u

explotar por si misma, sin la ayuda de v. Esto es posible si

, m+1
P11 > mln{l,T},

véase [58]. Por otro lado hace falta que py; sea pequeno comparado con pyy. De

esta forma cuando u explota no tiene por qué arrastrar a v con ella.

Teorema 3.14 Si u explota y v permanece acotada, entonces
2py1 < max {p;1 — 1,2p11 — (m +1)}. (3.21)

Reciprocamente, si se cumple la condicion (3.21) entonces dado vy, existe un dato

macial ug tal que u explota y v permanece acotada.

Observacién 3.5 Como py; > 0, la condicién (3.21) implica en particular que

P11 > min{l, mTH}

Demostracion. Por hipdtesis v esta acotada superiormente para todo 0 <t < T.
La componente u es entonces una subsolucién de (3.5) y por tanto es necesario

que p1; > min{l, mT“} para que explote, [58] y Seccién 3.2.

Por otro lado, como u explota y v esta acotada, se verifica la tasa de explosién

no simultdnea (3.9). Utilizando la cota inferior
u(0,t) > C(T —t)™"

en la ecuacién de v, obtenemos que v es una supersolucién de (3.13). Gracias al
Teorema 3.5 concluimos que ypo; < % y por tanto (3.21).

Para demostrar el enunciado reciproco fijemos en primer lugar un dato inicial
v tal que ||vg|leoc = N.

Como pi; > min{1, ™}, segiin vimos en la Seccién 3.1 (véase también [113]

y [114]), las soluciones de (3.1)—(3.4) explotan. Ademas, si el dato inicial ug se
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elige suficientemente grande, la explosién del problema (3.1)—(3.4) ocurre en un
tiempo T pequeno.
Como siguiente paso veamos que v estd acotada, y que por tanto u tiene que

ser la componente que explota.

Supongamos que esta afirmacién es falsa y que ¢y es el primer tiempo en el que
v toca la altura 2N. Si tal tiempo ty no existe, el resultado es inmediato, ya que

en ese caso
[o(-; )0 < 2N.

Podemos suponer por tanto que ty < T

Como v estd acotada, al menos hasta t(, para cualquier tiempo ¢ € [0, o], u es
una solucién de (3.5) con d < h(t) < 2N. En esta situacién, la tasa de explosién

no simultdnea de u, (3.9), es vélida sélo hasta ¢y. Utilizando la cota superior
u(0,t) <C(T —t)™"

en la ecuacién de v, obtenemos que v es una subsolucién de (3.13) para t < t,. El

objetivo es por tanto extender la acotaciéon de v hasta T'.

Sea v la solucién de (3.13) con el mismo dato inicial vg. Por el Teorema 3.5,
como ypa1 < %, v no explota. Es més, como hemos elegido el dato inicial uy para

que el tiempo de explosién, T, sea pequeno, v(0,ty) < % Pero entonces

3N
2N =v(0,ty) < 0(0,1p) < DR

que es contradictorio y nos permite concluir entonces que v estda acotada hasta
tiempo T O

El Teorema 3.14 describe cuando hay datos iniciales tales que u explota y
v permanece acotada. Sin embargo, en ocasiones el resultado se puede mejorar
obteniendo condiciones para las cuales la explosion es siempre no simultanea. Esto

es asi, por ejemplo, si v no puede explotar sin la ayuda de u.

Teorema 3.15 Supongamos que se cumple la condicion (3.21). Si

1
P22 < mfﬂ{la nt }7

entonces u explota y v permanece acotada para todo dato inicial.
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Demostracién. Como se cumple (3.21), en particular p;; > min{1, mT“} y por
tanto u explota. Sabemos, gracias al Teorema 3.14, que existen datos iniciales tales
que v esta acotada. Sin embargo esto no es suficiente: nuestro objetivo es demostrar

que la explosién es no simultdnea, sea cual sea el dato inicial.

Una vez que sabemos que u explota, existen dos posibilidades:
= la componente u explota sola;
= las componentes u y v explotan simultaneamente.

Veamos que esta segunda opcién no puede ocurrir.

En primer lugar obsérvese que el tiempo de explosion se puede hacer tan pe-
queno como sea necesario, simplemente redefiniendo el dato inicial como el valor
que toma la solucién en T — €. Sea vg el dato inicial en T — ¢ elegido de forma que
[volloc = NN

El razonamiento concluye igual que el de la prueba del Teorema 3.14, tomando

el primer tiempo ¢ en el que v(0,t;) = 2N y llegando a una contradiccién.

Sin embargo en este caso el resultado es véalido para cualquier dato inicial. El
hecho de trasladar el punto de partida a 7" — € permite cubrir todos los posibles

datos iniciales vy > § > 0 eligiendo diferentes valores para N. O

Recordemos que la condicién para que haya datos iniciales tales que v explota

y u permanece acotada es

2p1s < Max {poe — 1,2pey — (n+1)}. (3.22)
Si esta condicién no se cumple,

2p12 > max {pa — 1,2p22 — (n+ 1)} (3.23)

y v explota; entonces u tiene que explotar también.

Pensamos que la explosion deberia ser siempre no simultanea cuando se dé la
condicién pas > min{1, 1} junto con (3.21) y (3.23). En este rango de exponentes
la explosion puede ser no simultanea, pero al mismo tiempo cada componente tiene

la posibilidad de explotar por si misma, sin la influencia de la otra.

Mostramos dos resultados parciales que introducen algunas restricciones adi-
cionales en las condiciones arriba mencionadas, pero que creemos deberian ilustrar

el caso general.
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Teorema 3.16 Supongamos que se cumple la condicion (3.21). Si ademds se cum-

ple (3.23) y

, n+1
D22 > mm{l, T}

con P11 > m Y pag > n, entonces u explota y v permanece acotada para todo dato

micial.

Obsérvese que este teorema caracteriza completamente la explosiéon no si-
multédnea si m,n < 1. En este caso las condiciones p;; > min{l, mT“} y Pao >
min{1, "TH} implican en particular p;; > m y pao > n. Por tanto estas hipdtesis

no imponen ninguna restriccion adicional.

Demostracién. La condicién py; > min{1, mTH} junto con p;; > m implican que
2p11 > m+1. Ademés (3.21) es simplemente 2ps; < 2py; — (m+1). Andlogamente,
2p9s > n+ 1. Trivialmente a partir de (3.23) obtenemos que 2p1s > 2pag — (n+1).

Supongamos que existe un dato inicial (ug,vp), tal que u y v explotan si-
multdneamente en tiempo 7. Siguiendo la técnica utilizada previamente en [96],
definimos

M(t) = méxu(-,t) y N(t)=maxv(-,1).

Ademads, para t < T, consideramos

1 L t
om(y,s) = ——ulay,bs + ), O<y<—, —-<s5<0,
M(t) a b
P (3.24)
= d t O<y< — ——<s5<0
Q/JN(%S) N(t)v(cy7 5+ )7 Yy ¢’ d S )
con
Mm—pi1 M —2p1i+m+1 NP2 N —2p22+n+1
= Npiz - N?2p12 €7 MPp21 - M 2p21

En este punto es importante que p1; > m y pao > n, ya que para poder seguir
con el argumento es necesario que a y ¢ no tiendan a infinito cuando M, N " oo,

para que los intervalos de definicion de y no se contraigan a cero.

Utilizando las mismas ideas que en el Lema 3.4 (véase también [96]) se puede

ver facilmente que

¢ < (on)s(0,0) SO, e < (y)s(0,0) < C. (3.25)
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Si reescribimos las expresiones (3.25) en términos de M y N, obtenemos que

CN2P12’

>
< C M?p21

(3.26)

Mm—2pru \f!
N7—2p22 N/

Supongamos en primer lugar que 2pjs > 2psy — (n + 1). Integrando el siste-

ma (3.26) entre 0 y ¢ obtenemos
C - CM<t)2p2172p11+m+1 > CN(t)2p12*2p22+n+1 _C.

Como hay explosion simultanea, M y N tienden a infinito cuando t / T'. Por otro
lado 2pa; < 2p11— (Mm4+1) y 2p12 > 2pes— (n+1). Asi llegamos a una contradiccion,
yva que el lado izquierdo de la desigualdad es una constante, mientras que el derecho

tiende a infinito.

De la misma forma, si 2p12 = 2peg — (n + 1), obtenemos
C — OM (t)*P2=2putmtl > Cln N(t) — C,

que es nuevamente imposible.

Concluimos entonces que no hay datos iniciales para los cuales la explosion es
simultdnea. O lo que es lo mismo, que para todos los datos iniciales la explosion
es no simultdnea. Como se cumplen las condiciones (3.21) y (3.23), tiene que ser

u necesariamente la componente que explota y v la que esta acotada. O

Teorema 3.17 Supongamos que se cumple la condicion (3.21). Si ademds se cum-
ple (3.23) y

n—+1 }
2
con poy = 0 ym > 1, entonces u explota y v permanece acotada para todo dato

Poo > min {1,
micial.

Demostracion. Como py; = 0, v es solucién de

Uy = (Un)xmy (l’,t) € (07 L) X (OaTv)u

—(v™)2(0,t) = vP22(0, 1), te (0,7,),

(v™)(L,t) =0, t e (0,7,), (3:27)
v(x,0) = vo(x), z € (0,L),
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siendo T, el tiempo de explosion de v. Obsérvese que v tiene que explotar, por ser
pos > min{l, 21}, [58].
El problema (3.27) es de la forma del estudiado en la Seccién 3.2, (3.6). Sabemos

entonces que la tasa de explosion de v viene dada por
C(Tv - t)in S U<07t) S C(Tv - t)inu

con
1

max {paz — 1,2p2e — (n+ 1)}’

véase la Seccién 3.2 y también [58].

77:

Empecemos probando el teorema para m = 1 y luego veamos cémo generali-
zarlo am > 1.

Sim = 1, utilizando la tasa de explosién de v en la ecuacién de u, tenemos que

u es una supersolucién de

Uy = Ugg, (1',t) € (07L) X (07TU)7
—uy(0,8) = CuPr (T, — t)~mr2, te(0,T)),
ug (L, t) =0, t € (0,T.),
U(ZL’,O) = UO(x)7 LS (Oa L)a

con npiy > % Si @ es una solucién de este iltimo problema, gracias al Teorema 3.5,
sabemos que tiene que explotar en un tiempo Tj; < T,,. Por comparacién u también

explota, digamos en un tiempo 7', que ademas es tal que T < Tj.

Nuestro propésito es ver que el tiempo Tj es estrictamente menor que 15, y que
por tanto T' < T; < T,. De esta forma, aunque v explote, u siempre lo hard antes

y la explosién sera no simultanea.

Como @ es una solucién de (3.28), podemos utilizar la Férmula de Represen-

tacion,

P11 P11
Ot>C’/ P11 (0, s) 1ds>C uP11(0, s)

_377101275_55 _877]312+

t aP (0
w(t) :/ Mds,
0 (T'U —_ 8)771712-1-5

Sea
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y por tanto
P11 (0’ t)

- (T, — t)np12+§'
Por otro lado, como %(0,t) > Cw(t), tenemos que
/
w'(t) S C ~
1<t) - (Tv — t)np12+§

Integrando esta ultima expresion en (t,T;,) obtenemos

C Tv C
— < (C - —_— =0 — .
wpn—l(T,U) =cC /t (Tv _ S)np12+% ds I(t)

Y asi,

1
cw(T,) > (C —I(t)) .
Como I(t) diverge cuando t ' T, tiene que existir un tiempo Ty < T, tal que
C = I(Ty) y por tanto w(Ty) > oo. Es decir, w explota como muy tarde en
tiempo Tj.
Por otro lado, como @(0,t) > w(t), el tiempo de explosién de @ es anterior al

de w. Concluimos de esta forma que T' < Tj; < Ty < T,.

El siguiente paso consiste en extender la demostraciéon a m > 1. El punto clave
de la demostracién es el mismo que el del Teorema 3.7: encontrar una cota similar
a (3.18) para u,

0<c<mu™* (3.29)

De esta expresion y definiendo z = u™, obtenemos que z es una supersolucién
de la ecuacién del calor, (3.28). Como ya hemos demostrado el resultado para
m = 1, z tiene que explotar en tiempo Ty < 7T,,. Por lo tanto u explota en tiempo

T <Ty, <T,y la explosion es siempre no simultanea. O

Observacion 3.6 Este teorema no se puede extender a m < 1 usando esta de-

mostracion, ya que en este caso la cota (3.29) es falsa.

Volvamos de nuevo al problema definido en R, [98]. Como apuntamos ante-
riormente, su comportamiento es similar al de (3.1)—(3.4) cuando p;; > m. Para
corroborar este hecho, obsérvese que el Teorema 3.16 es cierto también para el
problema estudiado en [98]. Es mas, se puede demostrar en ambos casos de la

misma forma.
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Teorema 3.18 Sea 2py; < 2p1; — (m+1). Si se cumple (3.23) y

, n+1
Pag > mm{l, T},

entonces las soluciones del problema (3.1)- (3.2) y (3.4) definido en R, verifican

que u explota y v permanece acotada para todo dato inicial.

En este caso las restricciones adicionales del Teorema 3.16, p;; > m vy pas > n,
se obtienen trivialmente a partir de las hipétesis del teorema, 2py; < 2p1; — (m+1)

Y poa > min{l, ”TH}

3.6 Fxplosion stmultdnea

En los casos en los que es posible la explosién no simultdnea esperamos que el
conjunto de datos iniciales para el cual de hecho ocurre sea grande. Veremos que
es un conjunto abierto en la topologia L>°. Ademads, conjeturamos que deberia ser

un conjunto denso, al menos en algin rango de exponentes.

Teorema 3.19 Supongamos que se cumple la condicion (3.21). El conjunto de
datos iniciales tales que u explota y v permanece acotada es abierto en la topologia
L.

Demostracién. Sea (u,v) una solucién tal que u explota en tiempo Ty v per-

manece acotada hasta ese tiempo, digamos v < C.

Como u explota en tiempo T, tiene que ser grande en un tiempo cercano ante-
rior T'—e. Por otro lado, como la solucién (u, v) estd acotada hasta ese tiempo, por
continuidad con respecto a los datos iniciales, existe un entorno de (ug(x),vo(x))
en L> tal que, si el dato inicial de (@, 0) estd contenido en ese entorno y ademés

u; > 0, entonces 4 es grande y © < C' + 1 en el tiempo T — €.

El razonamiento de la prueba del Teorema 3.14 nos permite concluir que

explota y v permanece acotada. g

Sin embargo, el hecho de que el conjunto de datos iniciales donde es posible la

explosion no simultanea sea grande no excluye la posibilidad de que haya explosion
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simultanea en algin rango de parametros. Por ejemplo, si ademas de haber explo-
sién no simultanea, cada una de las componentes puede explotar por si misma, es
decir si

2po1 < méx {pll —1,2p11 — (m+ 1)}

2p12 < max {pa2 — 1,2p2e — (n+ 1)},

existen datos iniciales para los cuales hay explosién simultanea.

Teorema 3.20 Si las condiciones (3.21) y (3.22) se verifican simultdneamente,

entonces eziste una solucion (u,v) con explosion simultdinea.

Demostracién. Como se verifica la condicién (3.21), existe un dato inicial (ug, vo)
tal que u explota y v permanece acotada. De la misma forma, la condicién (3.22)
implica que existe otro dato inicial (g, 0g), tal que v explota y u permanece aco-
tada.

Para cualquier A € [0, 1] consideremos (uy,vy) la solucién de (3.1)—(3.4) con
dato inicial
(ﬁo)\ + (1 — )\)U(),?fl())\ + (1 — )\)Uo),

y definamos

A={X€0,1] : uy explota y vy estd acotada},

B ={X€[0,1] : v\ explota y u, estd acotada}.

Los conjuntos A y B son no vacios, ya que 0 € Ay 1 € B. Por otro lado, el
Lema 3.19 implica que A y B son abiertos. Utilizando un argumento de conexion
deducimos que existe Ag € (0, 1) tal que \g € AU B. Como (uy,, vy,) no puede ser
una solucion acotada, ya que en el rango de parametros que estamos considerando
las soluciones explotan (véase [113] y [114]), hemos construido una solucién con

explosién simultanea. O



Tasas de explosion stmultdnea

En los capitulos anteriores estudiamos fenémenos de explosién no simultdnea en
problemas con difusién no lineal. Nos centramos ahora en describir las tasas de
explosion simultanea pero restringiéndonos a un sistema de dos ecuaciones del calor

acopladas de forma no lineal a través de la frontera.
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4.1 Preliminares

Consideremos de nuevo el problema estudiado en el Capitulo 3, (3.1)-(3.4),

pero en el caso particular en el que la difusion es lineal, m =n =1,

UVt = VUga,

{ = Haas (z,t) € (0,L) x (0, 7). (4.1)
En uno de los extremos del intervalo el flujo es no lineal,

t e (0,7), (4.2)

T L7 t) = 07
{ ta( )) te(0,7). (4.3)
Los datos iniciales

{ u(z,0) = ug(x), z € (0,L), (4.4)

v(x,0) = vo(x),

los supondremos continuos y acotados. Las hipotesis restantes que supusimos en

el Capitulo 3 seguiran siendo validas para este problema.

Obsérvese que las condiciones de explosion, explosion no simultanea y explo-
sion simultanea descritas en el capitulo anterior son ciertas también para el pro-
blema (4.1)—(4.4). De hecho, por ser el caso m = n = 1 un caso particular de
la difusién no lineal, algunas de estas condiciones ya se conocian con anteriori-
dad (véase [112] para las condiciones de explosién y [94] para la explosiéon no
simultdnea). No obstante, por completitud y con el fin de facilitar la lectura, las

enunciamos aqui de nuevo.

Las soluciones de (4.1)-(4.4) explotan si y sélo si los exponentes p;; verifican
alguna de las condiciones siguientes

P11 > 1, P22 > 1, P12p21 > (1 — p11)(1 — paa),

véase [112].
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Por otro lado, si

P11 > pa +1

hay datos iniciales para los que u explota y v permanece acotada. Analogamente,
si

Doz > p12 + 1
v explota y u permanece acotada, véase [94] y el Teorema 3.14.

Segun el Teorema 3.16, si se cumplen simultaneamente las condiciones

pit >pa+1 y pe<poat+l

o bien
pee>p2+l y pu<pa+l
entonces la explosion es siempre no simultanea.
Si
Pt <pa+1l y pa<p2+l,

no es posible que haya explosiéon no simultanea. Sin embargo, como se da la con-
dicién piapar > (1 — p11)(1 — po2), las soluciones explotan. La explosion tiene que

ser por tanto siempre simultanea.

Finalmente falta mencionar el caso en el que la explosién no simultanea y la

simultdnea pueden coexistir. Esto ocurre si

pi1>pa+1l y pa>ppat+l,

como vimos en el Teorema 3.20.

En la Seccién 3.2 del Capitulo 3 estudiamos la tasa de explosion cuando la
explosion es no simultanea. Vimos que ésta coincide con la del problema escalar,

en el que la componente que explota se sustituye por una constante.
., Cual es la tasa de explosion cuando la explosién es simultanea?

Existen algunos resultados parciales, que enunciamos a continuacién, que respon-

den a esta pregunta.
Sean
L+ p12 — pa 1+ po1 —pu

“= 2(p12p21 - (1 —pu)(l —1)22))7 @2 2(1912]721 - (1 —Pu)(l —P22))'
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En [92] se estudia el caso

pi1 <1+pa, po<l4+pe ¥ piepa > (1 —pu)(l—pe).

Si se cumple o bien p;; < 1 cuando py; < pas + Pa; — P12 0 bien pas < 1 cuando

Pa2 < P11+ p12 — po1, se demuestra que las tasas simultaneas viene dadas por
uw(0,t) ~ (T — )™, v(0,t) ~ (T —t)" . (4.5)

Estas condiciones incluyen el caso p;; < 1, pas < 1, prapar > (1 — p11)(1 — pa2),
estudiado previamente en [102] bajo ciertas hipdtesis de regularidad adicionales

en los datos iniciales.

Recientemente se ha extendido este resultado a
pu>1 y pe>1, con ap,as>0.

En [115] se demuestra, adaptando a sistemas el método de cambio de escalas
descrito en [74], véase también [30], [98] y [116], que en este caso las tasas de

explosion simultanea son nuevamente (4.5).

Sin embargo, estos dos resultados no cubren todo el rango de parametros donde
la explosién simultdanea es posible. El objetivo de este capitulo es completar este

estudio.

Para ello veremos que cuando la explosion es simultanea el maximo de la solu-
cién, (u(0,t),v(0,t)), se comporta como la solucién de un sistema de de ecuaciones

ordinarias.

4.2 Tasas simultaneas

Si bien es verdad que existen resultados parciales, véanse [92] y [115], que
describen las tasas cuando la explosion es simultanea, todavia quedan algunas
incognitas por resolver. El siguiente teorema enuncia de forma general cémo tienen
que ser estas tasas y da una respuesta global, tanto para los casos conocidos como

para los desconocidos.
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Teorema 4.1 Si la explosion de (4.1)—(4.4) es simultdnea, entonces

u(0,2) ~ f(t) y v(0,8) ~g(t),
donde f y g son solucion de

f’ — f2P11—192P127
g’ — f2p21g2p22—1_

(4.6)

Si ag, a9 > 0, la integracién directa de este sistema muestra que las tasas de

explosién son nuevamente (4.5), siempre y cuando la explosién sea simultanea.

Podria parecer a priori que las tasas estaran siempre descritas por la expre-
sién (4.5). Sin embargo, esto no es cierto cuando algin «; se anula; en estos casos
aparecen tasas logaritmicas. Este cambio en la tasa es razonable, ya que se da

precisamente en el limite entre la explosion simultanea y la no simultanea.

Por ejemplo, cuando los pardmetros cruzan la linea critica p;; = po; +1 (siendo

paa < 14 p12), v pasa de explotar con una tasa que es una potencia pura
v(0,t) ~ (T —t)" 2,

a estar acotada. Entre estas dos situaciones ay vale cero. La componente v explota

en ese momento de una forma mas débil dada por
v(0,t) ~ (—In(T — t))2<P12+11—P22>. (4.7)

La componente u tampoco explota a lo largo de esa linea critica de la forma

esperada
w(0,t) ~ (T —t)~,

sino que su tasa también sufre una correccién logaritmica,

u(0,t) ~ (T — t)_2<P111*1> (—In(T — t))Q(P12+1f;1222)<P11*1>. (4.8)

Obsérvese que la parte que corresponde a la potencia pura de (7" —t) en la tasa

de u coincide con la tasa de explosién no simultdnea de u (véase (3.9)). Es maés,

1
2(p11—1)

oy tiende a cuando p11 /" pa1 + 1.
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En el punto en el que las dos lineas criticas, p;y = po1 + 1y po2 = p12 + 1, se

cortan, recuperamos las potencias puras en las tasas,
u(0,t) ~ (T — t)_Q(Pll—llﬂ’lz), v(0,t) ~ (T — t)_2<1022—11+!’21>. (4.9)

Como hemos mencionado antes, el Teorema 4.1 tiene caracter general. Sub-
dividiremos la demostracién en distintos lemas segiin los huecos para los cuales
todavia no se conoce el resultado. Describamos primero con detalle cuales son esos

huecos, véase la Figura 4.1:
(i.a) P11 <1y 1< py <pi1+pi2—p2 Sl pi2 > P2 O
(i.b) poe <1y 1 <pi1 < poa+par — Pia si par > Pio;

(i) p11=par +1y pe2 <pia+1;
)

(iil) po2 =p12 + 1y pi1 <par + 1.

P22 P22 = P11 + P12 — P21
Explosién
simultanea
pr2+1
1 1 Explosiéon
no simultanea

P11
1 p21 +1

Figura 4.1: — Huecos para p13 > po1

4.3 Hueco (i.a)

Dada la simetria que existe entre los huecos (i.a) y (i.b), probamos el Teo-

rema 4.1 tnicamente para uno de los dos (el (i.a)), siendo la otra demostracion
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similar.

Lema 4.2 Sip;; <1y 1 < pog < pi11+ pi2 — po1, entonces se cumple la condicion
(4.5), siempre y cuando p1a > po;.

Demostracion. Si pss < pi1 + p12 — po1, gracias a los resultados previos descritos

en [92], sabemos que se cumplen la tasa inferior para u y la superior para v
u(0,t) > C(T —t)™*, v(0,t) < C(T —t)~*. (4.10)

Queda entonces pendiente probar las desigualdades contrarias.

Utilizando la tasa superior de v en la ecuacién de u, tenemos que u verifica

Ut = Ugg, (x,t) € (0,L) x (0,T),
—u,(0,t) < CuP(0,t)(T — t)~2P12, te(0,7),
uz(L,t) =0, te (0,7,
u(z,0) = up(x, ) xz € (0,L).

De este problema obtenemos directamente la tasa superior para u,
u(0,t) < C(T —t) ™,

usando la Proposicién 1 de [102].
Para obtener la tasa inferior para v, en vez de utilizar su ecuacién, como viene
siendo habitual, volvemos a usar la ecuacién que satisface u.

De la Féormula de Representacién para la ecuacion del calor y la relacion de

salto, véase [59], obtenemos

t D12
u(0,t) ~ / uP (0, S)Lo’ﬁ) ds.
0 (t—s)2
Como u(0,t) ~ (T —t)~*,
t P12
(T —t)™ ~ / (7 — g 2208)
0 (t—s)2

Integrando por partes y usando que v es creciente en tiempo tenemos,

LT — g)~1pu
U(();t) < CU(O,tl) + CUpu(O,t)/ ( S) s,

t1 (t_s)%
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Por tanto, multiplicando a ambos lados de la desigualdad por (T' — ),

0,t) — Cu(0,t t(T — g)—aipu
w0.) = Cul0. 1) - oma g gy (7 — o / Lo (4.11)
(T - t)_al t1 (t —_ $)§
Podemos elegir t; (que dependerd de t) de forma que
u(0,t) — Cu(0,t) Sy
(T —t)—
Y t
_ —Q1p11
(T — t)*azp12+a1 / (T 3) . ds < k27
t1 (t - 5)5
para constantes ki, ka > 0. Por tanto, de (4.11) obtenemos
]{,'1 S Upu (0, t)(T — t)oézpuk%
que implica la tasa inferior para v. O

Observacién 4.1 Como ya mencionamos anteriormente, en [102] se hacen hipé-
tesis de regularidad sobre los datos iniciales que no son necesarias en nuestro caso.
Sin embargo, la Proposicién 1 de [102], que utilizamos en esta prueba, es cierta

sin esas restricciones.

4.4 Hueco (ii)

Para rellenar el hueco (ii) distinguiremos dos casos, psg < p12+1y paa = p12+1.

El hueco (iii) se trata de forma similar.

Lema 4.3 57 p11 = pa1 +1 y paa < p12 + 1, entonces se cumplen las condicio-
nes (4.7) y (4.8).

Demostracion. Para la demostracién de este lema volvemos a usar las técnicas
de [96], utilizadas también previamente en la prueba del Teorema 3.16.

Definamos M (t) = u(0,t) y N(t) = v(0,t) y dos funciones ¢ y 1 como en (3.24)
parat < T,

L t

= bs +t S —
(Y, s) M(t)u(ay, s +1), O<y<— —3<s<0,
Un(y,s) = ! (cy,ds + 1) 0< <L —t<s<0
Ny7 _N(t>v y7 S I ?/ C7 d )
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con 1 n
—P11 —p22
M b=da? c¢= N d=c?
9 - 9 - 9 - .
NP1z M P21

Como py; > 1, a y b tienden a cero cuando t / T'. Para poder utilizar las ideas

a =

de la prueba del Teorema 3.16, también necesitamos que ¢y d tiendan a cero. Esto
es trivialmente cierto si se cumple la condicién pyy > 1. Veamos que si pos < 1,

entonces ¢ y d también tienden a cero.

Si pee < 1 existe una constante K suficientemente grande tal que

Ku” > v, 7<min{1, P21 },
1 —pa

En efecto, sea w = Ku?. Es facil ver que, como v < 1, w es una supersolucion
de la ecuacién del calor,
Wy — Wee = Kyu' uy — Ky(y — Du 2 (ug)? — Kyu Mg,
= —Kvy(y—1)u2(uy)* > 0.
Por otro lado, como K es suficientemente grande, existe un tiempo ¢y fijo, préxi-

mo a T tal que w(x,ty) > v(x,ty). El objetivo es demostrar que esta desigualdad

es cierta para todo t préoximo a T'.

Supongamos entonces que existe un primer tiempo t; y un punto x; € [0, L]
tal que w(zy,t1) = v(xy,t1). Si tal punto x; existe, por el Principio del Maximo

tenemos que x; = 0. Entonces,

—w,(0,t) = =K (u),(0,t) = KyuP1+771(0, t)vP2(0, 1),
—v,(0,t) = uP?*(0,t)vP?2(0, 1).

Como p11 = po1 + 1y pao < p12 + 1, se tiene que, al estar t; proximo a T,
(w —),(0,t1) = uP* (0, t,)vP2(0,¢,)(1 — yuP2 P22 (0, 4,)) < 0,

lo que conduce a una contradiccion.

Por tanto w = Ku” > v para t cercano a T. Asi,

N1-p22
v(1—p22)—p
MPp21 <M =0,

[NIES

d

= C =

cuando M tiende a infinito.
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4. Tasas de explosion simultdnea

Una vez que sabemos que a, b, ¢ y d tienden a cero, podemos demostrar
(véase [74], [96] o la prueba del Teorema 3.16 para los detalles) que

Cl S (QDM)S(O,O) S 02, Cl S (@DN)S(O,O) S 02. (412)

Si reescribimos esta expresién en términos de M y N obtenemos que

M1=200 N~ C’]V?;Dlz7
NI=2p22 N OM2p21'

y recordando la definicién de M y N, concluimos que u y v se comportan como las
soluciones del sistema (4.6) y por tanto sus respectivas tasas de explosién son (4.8)
y (4.7). O

Observacion 4.2 Las tasas (4.7) y (4.8) se obtienen encontrando una relacién en-
tre u y v: es facil ver, utilizando las ecuaciones que determinan el comportamiento

de u y v, (4.6), y las relaciones entre los exponentes, que
(w?721(0,8)v P2 (0,1)) ~ (2 — 2p11) — 210227212 (0, ) ~ C

Integrando esta relacién en (¢, T') y usando que la solucién explota simultdneamente
se obtiene que
u? 2P0, t)v2P12(0,t) ~ (T —t). (4.13)

Si se despeja u y se sustituye en la ecuacion que describe el comportamiento de
v, se obtiene una ecuacion diferencial ordinaria para v que, al integrarla, produce
la tasa (4.7). Para calcular la tasa de u, basta con sustituir la obtenida para v
en (4.13).

Lema 4.4 Sipyy = po1 +1 y paa = p12+ 1, entonces se cumple la condicion (4.9).

Demostracion. La prueba de este lema se basa en las mismas ideas que la de-
mostracion del lema anterior. Los mismos calculos que nos permitieron probar que
Ku” > v se pueden repetir, tomando ahora v = 1, para ver que u ~ v. También se
pueden utilizar de nuevo las ideas de [74], que en este caso resultan incluso més
sencillas, ya que como p;1, pee > 1, se tiene automaticamente que a, b, c,d — 0. La

relacién entre u y v junto con (4.12) nos proporciona las tasas. a



Un método numérico adaptativo

para tratar un sistema parabolico

Una vez establecidos los resultados analiticos de explosién en sistemas parabdli-
cos, nos enfrentamos al problema de reproducirlos numéricamente. En primer lugar
observamos que los métodos usuales de malla fija no son apropiados para aproxi-
mar este tipo de problemas cerca de los puntos de explosiéon. Presentamos en este
capitulo un método adaptativo en espacio que reproduce correctamente el compor-
tamiento de la solucién continua del problema estudiado en el Capitulo 3.
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5. Un método numérico adaptativo para tratar un sistema parabolico

5.1 Preliminares

En el Capitulo 3 estudiamos un sistema definido en un intervalo acotado com-
puesto por dos ecuaciones cuasilineales de tipo parabdlico y con difusién no lineal

de tipo potencia,

= (“n Jer () € (0,1) % (0,T). (5.1)
U = (U )xx:
Las ecuaciones estaban acopladas mediante un flujo no lineal en uno de los extre-

mos del intervalo y tenian flujo cero en el otro extremo,

(u™),(0,t) = 0,
{ (v™)2(0,t) =0, t€(0.7), (5.2)

(u™)y(L,t) = uP (L, t)vP2(L, t),
{ (Un)x([/?t) = P21 (L,t)UpM(L,t), te (07T) (53)

Los datos iniciales

u(z,0) = f(x),
{ e 0)— o), € (0,L), (5.4)

los suponiamos regulares, acotados y estrictamente positivos, f(z), g(z) > 6 > 0.

Obsérvese que por consistencia con algunos trabajos previos, [53], [54], que
tratan el estudio numérico de problemas con flujo a través de la frontera, hemos
intercambiado las condiciones (3.2) y (3.3): en este nuevo problema el flujo es
cero en el extremo izquierdo del intervalo, (5.3), mientras que el flujo no lineal se

produce a través del extremo derecho, (5.2).

Las hipétesis iniciales del problema son las habituales. Los parametros m y
n son positivos y p;; > 0. Para no tener problemas de regularidad, supondremos
que los datos iniciales son, ademas de estrictamente positivos, compatibles con los
datos de frontera. En cuanto a la monotonia del problema, supondremos que los

datos iniciales son crecientes y que las soluciones crecen con el tiempo, u;, vy > 0.

Existen numerosos trabajos que estudian aproximaciones numéricas de solucio-
nes que explotan en problemas de evolucién, véase por ejemplo [1], [15], [17], [24],
[51], [90], el trabajo recopilatorio [7] y las referencias que incluyen. Sin embargo,

en general, s6lo consideran el caso escalar.
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El objetivo de este capitulo es desarrollar un esquema numérico que reproduzca

las propiedades de explosion del sistema (5.1)—(5.4) de forma apropiada.

Antes de ocuparnos del desarrollo del método numérico, resumamos brevemente
los resultados de explosién obtenidos en el Capitulo 3 para el problema (5.1)—(5.4),
véase también [113], [114]:

1. Las soluciones explotan si y solo si los exponentes p;; verifican alguna de las

siguientes condiciones

, m+1 , n+1
P11 >m1n{1,T}, P22 >m1n{1,T},
(5.5)
, m+1 , n+1
Pi12p21 > (mm{l, T} —P11> (mln{l, T} —p22)-

Las soluciones globales son no acotadas.

2. Existen datos iniciales (f, g) tales que u explota y v permanece acotada si y

solo si
2]?21 < HléX{pn — ]_, 2]?11 — (m + 1)} (56)

La condicién para que haya soluciones tales que v explota y u estd acotada

€S
2])12 < méx{pgg — ]_, 2]922 — (’I’L + 1)} (57)

Es mas, el conjunto de datos iniciales para los cuales hay explosién no si-

multanea es abierto en la topologia L*°.

3. Si u explota y v permanece acotada la tasa de explosién no simultanea de u

viene dada por

1
u(0,t) ~ (T'—1)77, = — , 5.8

En ese caso, el conjunto de explosién no simultdneo de u es
{L}, pun > m,
B(U) = [f/u L]7 P11 = m,
[07 LL P < m.



82 5. Un método numérico adaptativo para tratar un sistema parabolico

4. Si se cumple (5.6) junto con alguna de las dos condiciones siguientes

I

n—i—l}

(1) poo < min{l, 5

. , n+1 ,
(i) po2 > min {17 T}’ 2p12 > max{pa — 1,2pss — (n+ 1)}, p11 > my
P22 Z n,

entonces u explota y v permanece acotada para todo dato inicial.

5. Si se cumplen conjuntamente las condiciones (5.6) y (5.7), entonces existen

datos iniciales tales que u y v explotan simultaneamente.

La primera idea que nos viene a la cabeza cuando se trata de reproducir numéri-
camente las propiedades del sistema (5.1)—(5.4) es considerar un esquema semi-
discreto, obtenido al discretizar la variable espacial y manteniendo la variable
temporal ¢ continua. Como las ecuaciones en (5.1) no estan acopladas, podemos

usar una malla distinta para cada una de las componentes del sistema.

Por tanto, consideramos dos conjuntos de nodos, {xo,...,zn}, {v0,- .-, yn},

con g =0 =1yy, xy = L =y, y buscamos aproximaciones numéricas

d
=
I
—~
=
o
=
:—/
=
=
=
Q

(u(zg,t), ..., u(zyn, 1)),

V() = (vo(t), .., om(t)) = (v(yo, 1), - - ., v(yar, ),

( / 2 m m
Uy = h_%(% —ug'),
2 ulh o —u u—u”
u/: i+1 i 7,1>, 1<Z<N—].,
’ hz+l+hz( hiy1 hi -
2 m m
Uy = h_z(uN—l —uy) + h_u?\}l,uﬂz’
' i 59)
/ 2 n n '
Yy = E(% —vy),
=2 (U?“_UJ—U?_U?*) 1<j<M-1
lj+1 +lj lj+1 lj ’ -0 ’
2 2
oy = o (Vo — ) + R

UN Upnrs
I
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donde hz = T; — Tj—1, lj =Y; —Yj—1 Yy con dato inicial
ui(0) = f(z), 0<i<N,  v;(0)=g(y;), 0<j<M

Sea T el tiempo maximo de existencia de la soluciéon numérica. Al igual que

en el caso continuo, si 7 < 0o, se tiene que
1i =
Hn {00l + IV (1) o} = ox.

y diremos que la solucién numérica explota. Si una de las dos componentes explota
y la otra permanece acotada se produce lo que se conoce con el nombre de explosion

numérica no simultanea.
Siguiendo las técnicas usadas en [53], donde se estudia el comportamiento

numeérico del problema escalar con flujo no lineal a través de la frontera, podemos

probar que, si U o V' son grandes, sus maximos, situados en x = L, satisfacen

!/ pP11,,P12
Un ~ Uy Uy
(5.10)

vy~ ult b

Por tanto concluimos que (véase también [71]):

1. Las aproximaciones numéricas (U, V') explotan si y solo si los exponentes p;;

verifican alguna de las siguientes condiciones
pin > 1, p22 > 1, przpa1 > (1 — p11)(1 — paz).

2. Existen datos iniciales (U(0), V' (0)) tales que U explota y V' permanece aco-
tada si y solo si

P21 < p11 — L.

3. Si U explota y V' permanece acotada, la tasa de explosién de U viene dada
por
1
U)o ~ (T —1t) T

En ese caso, el conjunto de explosién de U es

B(U) = { x5, L], P11 > m,

[0, L], P11 < m,
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donde 7 es un numero entero determinado tnicamente por p;; y m. El con-
junto de explosién, B(U), se entiende como el conjunto de explosién de la

interpolada de Lagrange, U!, de U en los nodos de la malla.

Deducimos por tanto de esta enumeracion que el esquema (5.9) no es el apro-
piado para aproximar el problema (5.1)—(5.4): no reproduce correctamente ni las
condiciones de explosién ni las de explosion no simultanea, ni tampoco la tasa. El

conjunto de explosion sélo es correcto si p;; < m.

Desafortunadamente concluimos que el método semidiscreto de malla fija no

nos conduce al resultado deseado. Esto hace que nos planteemos la pregunta,

Jexiste algin método numérico que reproduzca correctamente las con-
diciones de explosion y explosién no simultanea, asi como las tasas y el

conjunto de explosion?

Y si es asi,
ipor qué funciona bien?

La respuesta a la primera pregunta es afirmativa. Inspirados en [54], desarro-
llamos un esquema adaptativo que reproduce correctamente el comportamiento de
las soluciones de (5.1)—(5.4), como veremos en la Seccién 5.4. Es més, el método
también es capaz de reproducir las tasas de explosion simultdneas estudiadas en
el Capitulo 4.

Contestamos a la segunda pregunta de forma heuristica. El método adaptativo
funciona bien, porque preserva la invariancia por cambios de escala del problema

continuo.

Por ejemplo, cuando u explota en un tnico punto, * = L, y v permanece
acotada, la componente u se comporta como una soluciéon autosemejante de la
forma

U= (T_t)_aF(é.)a é.: (L—l‘)(T—t)_ﬁ7
con
- ! g pun—m

2p11—(m+1)’ 2p11—(m+1)’

véase [58]. Como en este caso, el de explosién puntual, p;; es mayor estricto que

(0%

m, segun el Teorema 5.6, se tiene que tener que la solucién obtenida con el método
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adaptativo se comporta de la siguiente forma,
unN ~ (T — t)_a

si h es suficientemente pequeno. Si por otro lado, a la hora de adaptar la malla,
los sucesivos pasos espaciales, h(Nk), son elegidos de forma apropiada (segin la

férmula (5.13)), se reproduce el comportamiento autosemejante numéricamente,
k
W (T = 1,)°.
Es mas, cuando las tasas de explosién simultaneas son conocidas, tenemos que

hgl\;) ~ u%—puv&pm ~ (T _ tk)*(mfpn)mﬂomaz ~ (’]' _ tk)ﬁl,

y
I~ G (T — ) (T — gy,
donde
 (m—=pu)(n+1—2pxp) + pia(—2pa1 + m — 1)
By =
(21911 -—m— 1)(21922 —n— 1) — 4p12p21
3, = (n—pa)(m—+1—2p11) +par(—2p1a+n—1)
y = )

(2]911 —m — 1)(2]922 —n—- 1) — 4p1apar

Obsérvese que estos valores de aq, as, 31 y (2 son los esperados de la homoge-

neidad del problema.

En [3] y en [71] se estudian las condiciones de explosién y explosién no si-
multanea para sistemas con difusién lineal sin prestar atencién a las tasas. Estos
sistemas se discretizan en espacio utilizando un método de malla fija, lo que implica

que la evolucion de la aproximacién numérica se rige por el sistema (5.10),

/ D21 ,,P22

! P11,,P12
{ Uy ~ Uy Vs
Uy ~ U ONT.

Como vimos anteriormente, con este sistema no se obtienen las tasas correctas
de explosion no simultanea, ni siquiera en el caso en el que la difusion es lineal.
Es mas, incluso cuando se trabaja con el problema escalar la tasa es incorrecta y

resulta necesario desarrollar un esquema adaptativo, véase [54].
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El método adaptativo que describimos en las siguientes secciones afirma que la

evolucién de la solucién numérica viene determinada por el sistema

/ 2p11—1, 2p12
{ Uy ~ Uy Upr s

/ 2p21, 2p22—1
Uy ™~ Uy Uy )

cuando m =n = 1.

Uno se podria preguntar por qué si en [3] y en [71] se estd utilizando un sistema
erréneo para determinar el comportamiento de la solucién se obtienen condiciones
correctas de explosion. El hecho es que, casualmente, las condiciones sobre los
exponentes para que haya explosion o explosién no simultanea cuando la difusién

es lineal coinciden para ambos sistemas. Esto no es asi si la difusion es no lineal.

5.2 FEl método adaptativo

Sean h§°) y l§0) con 1 <i<N(0)y1l<j< M(0)las longitudes de los pasos
de las mallas iniciales.
El hecho de que los datos iniciales verifiquen ()", (¢")” > & > 0, nos permite

afirmar que u;(0),v}(0) > 0 si el pardmetro de la malla
(0 (0
b= i, 1"}

es suficientemente pequeno. Por tanto, tomando h pequeno, es posible elegir dos

constantes 7 y ¢, tal que en ¢t = 0 se verifiquen las condiciones

2p11—m, 2p12 /
ruyt T Moyt < uy, (5.11)

quaP VT < (5.12)

El método adaptativo funciona de la siguiente forma: resolvemos el sistema de
ecuaciones ordinarias (5.9) siempre y cuando se satisfagan estas desigualdades. Si
en algin momento (5.11) deja de cumplirse, anadimos un punto a la malla de U. Si
por el contrario es (5.12) la condicién que se viola, anadimos el punto a la malla de

V. El nuevo punto se anade de forma que las desigualdades se verifiquen otra vez.
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Obsérvese que con este método el nimero de nodos de (5.9) depende del tiempo,
N = N(t), M = M(t).

Este procedimiento produce una sucesién de tiempos de refinado {¢; }4_,, siendo
K finito o infinito. Entre dos de estos tiempos se verifica siempre el sistema (5.9).
El método comienza con ty = 0y, si K < 0o, termina en tx = 7. Para simplificar
la notacién, si t € (t, tx+1) escribiremos hg\’;) y lg’;) en vez de hnwy y la)

Una vez esbozado el funcionamiento del método adaptativo, el siguiente paso

que nos ocupa es describir detalladamente como se anaden los puntos a la malla.
Para ello definimos

Bl (1) — uR (1) + 2l (DA (1)
2p11 m( ) 21912( ) ’

AR = )+ O
@) = OO

R(t; hN) =

Asi, imponer las condiciones (5.11) y (5.12) es equivalente a

R(t;hy) >, Qt;lar) > q.

Supongamos que una de estas dos condiciones, digamos la de R, no se cumple para

todo t > 0. Sea entonces t; el primer tiempo en el que R alcanza la tolerancia r,
Rty kD) =

Es en este momento cuando tenemos que anadir un punto z entre xy_1 y xy = L

a la malla de x. Por tanto la nueva longitud del paso es hg\’;) =L-—z

Para poder continuar con el método tenemos que asignarle un valor, wu, (), al

nuevo nodo. Lo elegimos de forma que se cumpla

g (4 00) — (1) = (2 (0) = R (0)

Como veremos, esta eleccién es crucial para el buen funcionamiento del esquema

adaptativo.
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Veamos a qué conclusion llegamos usando la nueva malla {xg, ..., xy_1,2, 2N}
b (U2 (1) — () e () (1)

2 m 2
u]\};ll (t ) P12 (tk)

R(ti;hYyY) =

e (Ul (t) — ul (t)) + 20 () vy (1)
N

B W (1) o ()

hy " G-ny _ hy "
N N

Al introducir este nuevo punto en la malla hemos conseguido que R vuelva a estar
por encima de la tolerancia r, con lo que el método continua de la forma descrita

hasta que o bien R o bien () alcancen sus respectivas tolerancias.

Obsérvese que en la descripcion que hemos hecho del método todavia queda

cierta libertad en la eleccion de la longitud hg\l,f)

Sea
H o= (b ™ ()R (8)
y sea
h = H, H < hEY, (5.13)
(k1)
h = th , H>hE,

Como dijimos anteriormente, esta eleccion tiene la ventaja de que preserva las
propiedades de cambio de escala del problema continuo cuando py; > m;. En este

). De este

. ) . . k—1
caso, gracias a la monotonia en tiempo de uy, vy, se tiene que H < hg\,

. es k . , .z
modo, la definicién de hg\,) siempre serd la expresién (5.13) cuando py; sea mayor

que m.
5.3 Resultados auxiliares
Desarrollamos ahora una serie de herramientas que seran de gran utilidad para

poder probar que el método adaptativo que hemos construido en la secciéon anterior

reproduce correctamente el comportamiento de las soluciones de (5.1)—(5.4).
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En primer lugar veamos que la soluciéon numérica tiene las mismas propiedades

de monotonia que la continua.

Lema 5.1 Siu;(0) > 0 para 0 < i < N(0), entonces u;(t) >0 para 0 < i < N(t)
yt>0.

Demostracién. Empecemos demostrando el lema para malla fija.

El caso ¢ = N es inmediato, ya que la monotonia en tiempo se sigue directa-

mente de la condicién (5.11).

Sea t el primer tiempo tal que u/(f) = 0 para algin valor de 7. Si i # 0,

20 (U§+1(t_) I U§_1(£)> > (.

i1 T hi \ hiy h;

0>u’/(t) >
> ul(0) > ;

C oy / .
Por lo tanto, para no llegar a una contradiccién, u;_,(t) y u;, () tienen que ser
cero. Finalmente, razonando de la misma forma repetidas veces, concluimos que

uy(t) = 0, que es una contradiccién.
Deducimos entonces que w}(t) > 0 para todo tiempo y todo valor de i # 0.

Cuando ¢ = 0 el resultado se concluye andlogamente, calculando en este caso
el valor de w(?).

Para generalizar el resultado al problema adaptativo, basta observar que el
valor de la soluciéon numérica en el nuevo punto de la malla es tal que se conserva
la monotonia estricta en el tiempo de refinado t,. Por lo tanto, la demostraciéon

hecha para malla fija sigue siendo vélida en t € [tg, tgi1]. O

Lema 5.2 Siu;(0) < u;+1(0) para 0 < i < N(0)—1, entonces u;(t) < u;41(t) para
0<i<N({t) —1yt>0.

Demostracion. Al igual que en la demostracion del lema anterior, probamos el
resultado para malla fija. La generalizacion al método adaptativo se hace de la

misma forma.

La prueba de este resultado se basa principalmente en la monotonia demostrada

en el lema previo, Lema 5.1.
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Empecemos considerando el caso ¢ = 0. Gracias al Lema 5.1, sabemos que
ugy > 0. Por tanto, de la ecuacion que rige el comportamiento del nodo,

m_

u6 = _(ul ugz)’

obtenemos que u; > ug.

El argumento se concluye por induccién. Supongamos demostrado que para
todo ¢, u; > u;_1 y sea t el primer tiempo tal que w;(t) = u;;1(f) para algtin valor
de i comprendido entre 1 y N —1. Entonces, usando de nuevo la monotonia estricta

w;, > 0, tenemos que

o< = i (MO D @)
hit1 + h; it h;
2 () —ut (T
— _uz (_> U’z—1<‘> < 0.
hit1 + h; hi
Queda demostrado de esta forma que w;(t) < u;41(t) para todo t. 0

Observacion 5.1 Para la componente V' también se cumplen estas dos propieda-

des de monotonia, Lema 5.1 y Lema 5.2.

Nuestro siguiente objetivo consiste en determinar las condiciones sobre los pa-

rametros del sistema para los cuales R y ) estdn acotadas o no.

Como veremos mas adelante, Seccion 5.4, el esquema numérico adaptativo se
comporta como uno de entre cuatro posibles sistemas de ecuaciones. El hecho de
que Ry @ estén acotadas o no determina cudl de los cuatro sistemas es el que rige

el comportamiento de la solucién.

Lema 5.3 Supongamos que la componente U explota.

(i) Sipi1 > m, entonces R estd acotada.
(i) Sipin <m yV estd acotada, entonces R no estd acotada.

(iii) SiV estd acotada, entonces Q estd acotada.
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Demostracién. (i) Utilizando que V' estd acotada inferiormente y la monotonia

en ¢ de u;, es facil obtener una cota superior para R,

2 P11
uy' () < guﬁ‘pﬂ(t). (5.14)

R(t;hy) <
(5 h) < hNu?\?“_m(t)vi’f(t) ~ hy

Para continuar a partir de esta cota para R, observamos que hay dos posibili-
dades:

= la malla no se refina nunca;

» la malla se refina al menos una vez.

En el primero de los casos, hy > ¢ > 0. Como py; > m, es facil ver que R tiene

que estar acotada.

Si, por el contrario, la malla se refina al menos una vez, el resultado no se obtiene
de forma tan directa a partir de (5.14), ya que cuando t es grande, hy tiende a
cero y uy a infinito. Utilizando entonces la expresién explicita de hy, (5.13), y la

monotonia en tiempo de U y V', tenemos que

2uiy" ™" (te) Vi ()

R(t: ) <
I = T e

para todo t <t < tpyq.

(ii) Antes de probar este apartado del lema, mostramos un célculo sencillo hecho
para el problema continuo, que creemos deberia ayudar a comprender el caso dis-
creto. Por otro lado, usaremos, tanto para el caso continuo como para el discreto,
que la componente v, respectivamente V', estd acotada inferiormente y por tanto
la sustituiremos por una constante. De esta forma pretendemos hacer mas sencilla

la lectura.

L
Sea w(t) = / u™(z,t) dzx. Derivando con respecto a t tenemos que
0

W (t) = /0 ™ (2, ) (™) (2, 1)

Recordemos de la Seccién 3.2 del Capitulo 3 que, como consecuencia de la mono-

tonia en tiempo de la solucién, u; > 0, el maximo de u y el de u, estan en z = L.
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Integrando por partes,
L
w(t) = mu™ (L, t)(u™)(L, 1) —/ m(u™ ) (u™), do
0
L

> C’up11+m_1(L,t)—C'/0 m(u™ 1), (L, t) (™). (L, t) dz

> CuP (L) — Cu® (L t).

Finalmente, como py; < m, tenemos que p;; +m—1 > 2p;; — 1, y esto que implica

que
w'(t) > CuP" ™™ YL t) — Cu?* YL t) ~ uP T (L t). (5.15)
Estos mismos céalculos se pueden repetir para el caso discreto. Definamos el
analogo de w como
N-1
. hi o, higr +hi . by o,
w=—=uUy + ZT“Z + 7uN.

i=1

Derivando con respecto a t y utilizando la férmula dada en (5.9) para u; obtenemos,

N-1
ult —uy® wihy — ottt —ut
V= m m—1 1 0 m—1 i+1 i i—1
w Uy (—hl + E mu, I,
(5.16)

hit1
um — M
m—1 N N-—1 P11,,P12

hn

El siguiente paso consiste en adaptar la integracién por partes al problema discreto.

Para ellos utilizamos la formula de sumacion por partes

N-1 N-1
(ait1 — ai)b; = anby — arby — Y aia(biyy — bi),
; i=1

=1

Uipg — Uy U™ — Uiy

i
h; ’

) a; =
Después de usar que tanto el maximo de u; como el de a; se encuentran en el nodo

m—1
;11 = h bl = mu, .
i+1

t = N, obtenemos

—1 m—1
ull — uly uyT o —u
- N N—1 N N-1 ~1
w' > —Lm ( - ) < + mufy P
N
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Si comparamos esta ultima expresiéon con (5.15) observamos que nos falta un

7 . 2 —1 . .
término de la forma uy"' . Este se obtiene a partir de

m m m—1 m—1
Uy —Un_y Uy — Uy
5.17
( hy )( hn—1 > (5:17)

usando de nuevo la localizacion de los maximos y el Teorema del Valor Medio.

Veamos cémo:

En primer lugar obsérvese que

_2<“7Nn_“71(}71 + u?\}l)

0<uy= by ,
Uy I
de donde se obtiene que
uRy — ul;
it > NNl (5.18)
hn

Por lo tanto, el primer término de (5.17) se puede acotar superiormente por uf;'.

Es para acotar el segundo término donde usamos el Teorema del Valor Medio,

—1 —1 m—1 m=1
(u% —u%_l) () )
thl thl
_ _m ng—lq <u% — UW—l)
)

m—1 hN—l

donde £ es un valor intermedio entre uf;_; v u}}. Asi, gracias a la localizacion del

maximo de u; y a la expresiéon (5.18),

moom-1g (UN —UN_4 m _1 -1
—15m < hn-1 <m—1(u%) mulyt < Culy'

Resumamos brevemente el resultado obtenido. Acotamos (5.17) inferiormente

2p11—

1 . .
por uy ' 7, gracias a lo cual concluimos que

~1 2p11—1 m+p11—1 m+p11—1
w' > —Cuy + Cuy ~ Uy :

que es el mismo resultado que obtuvimos en el caso continuo.

Por otro lado, del Principio del Maximo discreto, [47], aplicado a la ecuacién

m

satisfecha por (u]

my' concluimos que existe ¢ < 7 tal que

méx(u;")'(t) = (uy)'(t)

]
7
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para todo t > t.

Por lo tanto, podemos sustituir en la férmula (5.16) cada (u}*)" por (u}y)" para
obtener @'(t) < C'(u}})'(t). Asi,

u]’f<l[+p11—1 ~ ’lI)/ S CU,]T(;_LLL/]V,
que implica
uy(t) > Culy'(t), t>t.

Sustituyendo esta desigualdad en la férmula de R tenemos que

/

u
R N

- —
o om0 cuando uy — 00. (5.19)

Uy Uy Upm

(iii) Supongamos primero que la malla de V' no se refina nunca. Como uy explota

y v; estd acotada y es mondtona en 7,
c —p21
Q< l—uN — 0 cuando uy — oo.
M

Esto contradice el hecho de que Q > ¢ y por lo tanto la malla se refina al menos

una vez.
La prueba concluye como en el apartado (i), utilizando la expresién explicita
de lj; (que se define de forma andloga a hy) en la definicién de Q. O
Resulta razonable pensar a partir de este 1iltimo lema que el hecho de que R

y @ estén acotadas o no esta fuertemente relacionado con el nimero de veces que

se refina la malla.

Lema 5.4 (i) Dado © > 0 existen constantes ro = 19(0, f,9) ¥ g0 = (O, f,9)
tal que para todo r < rq y q < qo no se refina ninguna de las dos mallas antes de
que (U, V') alcance el nivel ©.

(ii) Si U explota y p11 > m, entonces la malla de U se refina infinitas veces.

(i) Si U explota y V estd acotada y ademds p11 < m, entonces la malla de U se

refina como mucho un numero finito de veces.

Demostracién. (i) La prueba se deduce directamente de la igualdad (5.19): las
cantidades involucradas estan acotadas inferiormente. También estan acotadas su-

periormente en términos de © y del dato inicial. Si ¢ es el primer tiempo en el
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que la solucién alcanza el nivel O, entonces R(t) > 1o para t € [0,¢]. El mismo

razonamiento es valido para ().
(ii)—(iii) Las pruebas son inmediatas a partir de (5.14) y (5.19), respectivamente. O

Para terminar la seccién enunciamos un lema que determina las condiciones
para que en un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias concreto se produzca
explosiéon o explosion no simultdnea. Este sistema representa a los que en la proxi-
ma seccién describiremos como responsables del comportamiento de la solucién

del esquema numérico adaptativo.

Lema 5.5 Sea (w, z) una solucion de

I — 211 5912
{w s (5.20)

o = 21 ZQ227

con q;; > 0.

(i) Hay soluciones que explotan si y solo si los exponentes q;; verifican alguna

de las siguientes condiciones
qu>1, g2>1, quga > (1—qu)(l—qn). (5.21)

(ii) Ezisten datos iniciales (w(0), z(0)) tales que w explota y z permanece acotada
sty solo si

g1 < qu1 — 1.

(iii) Para todo dato inicial positivo, w explota y z permanece acotada si y solo si

los exponentes q;; verifican

@ <qu—1 Yy q2=>ge—-1 (5.22)

Demostracién. El resultado se obtiene por integracién directa. Véase [104] para
los detalles. O
5.4 Propiedades de la solucion numérica adaptativa

Como hemos mencionado repetidas veces en las secciones previas, el compor-

tamiento de la solucién numérica adaptativa viene determinado por unos sistemas
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de ecuaciones diferenciales ordinarias concretos. Seamos mas precisos en esta afir-
macion.

En funcién de que R esté acotada superiormente o no, la ecuacién que rige el
comportamiento de vy estard dada por

/ Pi1,,P12 / 2p11—m, 2p12
Uy ~ U Uy O Uy~ Uy Vv
respectivamente. De la misma manera, v/, tiene un comportamiento determinado

por

D21 ,,P22

2 2pag—
U;\/I ~ uN UM P21U p22—"n

/
0 Uy ~uNTUNT

Combinando estas ecuaciones obtenemos los cuatro posibles sistemas antes men-

cionados.

Integrando el sistema apropiado en cada caso recuperamos los resultados des-
critos en el Capitulo 3 para el problema continuo. Obsérvese que no imponemos
a priori ninguno de los cuatro posibles sistemas, ya que no sabemos cudal daré el

comportamiento correcto de la solucién sin conocer previamente dicha solucion.

Teorema 5.6 Sea (u,v) una solucion de (5.1)—(5.4) mondtona en tiempo y en
espacio y sea (U, V) la aprozimacion numérica a esa solucion obtenida mediante el
método numérico adaptativo descrito en las secciones anteriores. Para todo © > 0
existen valores ro = r9(0, f,9), g0 = (O, f,g) tales que, si r < ro y q¢ < qo,
entonces (U, V) converge uniformemente en [0, L] x [0,T] a (u,v) cuando h — 0,

siendo T en primer tiempo en el que (u,v) toca el nivel ©. Es mds:

(i) Las aprozimaciones numéricas (U, V') explotan si y sdlo si se cumple alguna

de las condiciones descritas en (5.5).

(ii) FEwisten datos iniciales (U(0),V(0)) tales que U explota y V' permanece aco-
tada si y solo si se cumple la condicion (5.6). Ademds, el conjunto de datos

wmictales para los cuales hay explosion no simultdnea es abierto en la topologia
de L*>°.

(i) Si U explota y V permanece acotada, la tasa de explosion de U viene dada
por

1U@)[oc ~ (T =1)77,
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con vy descrito en (5.8). En esta situacion, el conjunto de explosion de U es

{L}v P11 > m,
B(U) =
B(U)=1[0,L],  pu<m.

(iv) Hay explosion no simultinea siempre, es decir U explota y V permanece
acotada independientemente de los datos iniciales, si y solo si se cumple la

condicion (5.6), pero no se cumple (5.7).

(v) Sise cumplen las condiciones (5.6) y (5.7), entonces hay datos iniciales tales

que U y V' explotan simultaneamente.

Obsérvese que el rango de exponentes para el cual la explosion es siempre no
simultanea (descrito en el punto (iv) del Teorema 5.6) extiende al rango conocido
para el problema continuo (véanse los puntos 4 y 5 en la pagina 82). Recordemos
que este resultado para el problema continuo no cubria todos los posibles casos de
explosién no simultanea. Dado que el método numérico reproduce correctamente
el resto de propiedades (puntos 1 a 3 de la pagina 81), parece razonable pensar que

este resultado podria ser correcto para completar el estudio del problema continuo.

Dada la extensién del Teorema 5.6, para facilitar la lectura, lo desglosaremos

en distintos lemas, que demostraremos independientemente.

1. Convergencia del esquema numérico. Dado que la explosion esté defi-
nida en L, resulta natural que busquemos la convergencia en esta norma. Aun-
que existen demostraciones del teorema de convergencia basadas en estimaciones
de energia, [47], por completitud, probamos de nuevo el resultado. Utilizamos

aqui una técnica basada en argumentos de comparacion.

Definicién 5.1 Diremos que (U, V) es una supersolucién estricta de (5.9) si sa-

tisface el sistema (5.9) sustituyendo las igualdades (=) por mayores estrictos (>).

Definicién 5.2 Diremos que (U, V) es una subsolucién estricta de (5.9) si satis-

face el sistema (5.9) sustituyendo las igualdades (=) por menores estrictos (<).
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Lema 5.7 Sean (U,V) y (U,V) una supersolucion estricta y una subsolucion es-

tricta respectivamente de (5.9) tales que

IS

(0) > u,(0),  0<i< N(O),

4

>
7;(0) > v;(0), 0<5 < M(0).

<

Entonces
w;(t) > w,(t), 0<i<N(t),

) > v,(t),  0<j< M),

mientras la supersolucion y la subsolucion existan.

Demostracion. Razonemos por reduccion al absurdo. Supongamos que el lema

no es cierto y sea
t=sup{t: Ut)>U(t), V(t) >V ()} < co.

Entonces, sin pérdida de generalidad podemos suponer que existe un nodo ¢ tal
que U;(t) = w;(t), ur(t) > w,(t) para k # iy v;(t) > v;(t), para todo j.

Veamos como obtenemos una contradiccién cuando i es tal que 1 <7 < N — 1.
Utilizando las definiciones de supersolucién estricta y subsolucién estricta obtene-

mos que

0 >w(h) - u(d)

2 Ui () — ity () w2 () —wiy ()
(B ) e

>
hit1 + h; it h;

que es una contradiction.

Obviamente, los casos ¢ = 0 y © = N se tratan de la misma forma utilizando

las ecuaciones que describen el comportamiento de estos nodos. O

Observacion 5.2 Se puede hacer el mismo razonamiento si ¢ es el primer tiempo

tal que v;(t) = v;(f), Dp(t) > vi(t) y wi(t) > w,;(t) para algin nodo j, k # jy
todo 7.

Lema 5.8 Sea (u,v) una solucion de (5.1)—(5.4) y sea (U,V) su aproximacion

numérica calculada con el método adaptativo. Para todo © positivo existen valores
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ro =10(0, f,9) ¥ 9 = q(O, f,g) tales que, sir < ro, ¢ < qo y h es suficientemente

pequeno, entonces

sup max (Ju(zi,t) — w;(t)] + |v(y;, 1) — v;(t)]) < Ch, (5.23)

o<t<T “J

donde T es el primer tiempo en el que (u,v) alcanza el nivel ©.

Demostracién. Dividiremos la prueba en dos pasos. En primer lugar demos-
traremos que hay convergencia para un problema con los términos no lineales
truncados. El segundo paso consiste en demostrar que en realidad las truncaciones
no han surtido efecto y que por tanto la convergencia demostrada corresponde al

problema original.

b=, 5= yn
Seanw u™ z=v"y

k= k(0) 1= sup max{[lw(-,1)lloo, [|2(,1)lloc}-
o<t<T

Definimos las funciones de truncacién, acotadas y con regularidad C!, Ff, de

la siguiente forma
Pij 1
Fye) =", s<ntl

y consideramos w" y z* soluciones de
(%)) = (%) ((2%)%)e = (2")aw;
(0").(0,t) =0, (2%)2(0,2) = 0, (5.24)
(0")2(L, 1) = FTy(0) F5(2), (2%)2 (L, 1) = F3i () Fg5(Z).

Sea (W*, Z*%) la aproximacion adaptativa de (w",2*). Entonces (W*, Z*) es

solucién del sistema

((wg)

;

yzgwwwm

2 ((wﬁl)—(wé‘) (wf)_&uf—l))?

- hit1 + h; Pig1 - h
2

(AR = g (o0) = () + P () B,

3|

\

para 1 <i < N — 1, con ecuaciones analogas para las derivadas de z7.
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Veamos en primer lugar que la aproximacion (W*, Z") estd acotada hasta tiem-

po T, siendo la cota independiente de las mallas espaciales.

La solucion (W*, Z%) es una subsolucién estricta de una discretizacién, hecha
) b

utilizando diferencias finitas con malla fija, del problema

((@)m)e = (") g + 1, (%)) = (3%)ge + 1,
(wn)m<07 t) = 07 (2’{):1:(07 t) = 07 (525)
(") (L, 1) = (s + %)m* ()alLot) = (5 + %)m*

Dado que el sistema no esta acoplado y que el flujo a través de la frontera es cons-
tante, un resultado de convergencia clasico, implica, gracias a la cota para (5.25),
convergencia uniforme para las aproximaciones numéricas si h es suficientemente

pequeiio. Por comparacién (W*, Z%) estd acotado hasta T

Por otro lado, si (W*, Z*) estd acotado hasta T, el método no refina cuando
r <71y, q < qo, véase el Lema 5.4. Por lo tanto, basta demostrar el resultado de
convergencia (5.23) para (", 27) y su aproximacién numérica (W*, Z*) utilizando
una discretizacion de malla fija.

Como mencionamos anteriormente, la demostracion del resultado de conver-
gencia (5.23) se hace utilizando un argumento de comparacién con supersoluciones

estrictas.

Para ello definimos en primer lugar las funciones de error

donde wf(t) y 25 (t) representan a las soluciones de (5.24) evaluadas en los nodos

de la malla,

wE(t) = w(x;, t), 25(t) = 2%(y;, t).

Sea

t=sup{t: 0<t<T, mix|e;(t)] <1,max|e;(t)] < 1}.
i J

El objetivo es ver qué ecuaciones verifican las funciones de error en el intervalo

de tiempo [0, ] para después encontrar supersoluciones estrictas a estos problemas.
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Sil<i< N —1,lafuncién de error satisface

Ly < 2 AR A
m hiv1 + h; hit1 hi
1 ~K K\ f=m g\ =
—— (@) ((wf) ™ — (@) =) +Ch
m
2 €iy1 — € € — €] 1-2m
< - +C¢ ™ €; +Ch,
= hipr + hy ( iy h; ) &7 e

donde &; es un valor intermedio entre wf y wf. Como wf(t) es positiva y acota-
da y ademéds en t € [0,7] la funcién de error e; es menor que uno, w} también
esta acotada. Entonces,

/ 2C (€i+1 —€ € — €

G = hig1 + Dy hi1 h; ) T Cled +

De forma similar obtenemos que la ecuacién para la derivada de la funcién de

error en el primer nodo es

2C

/
ey < 5
hi

(e1 —eg) + Cleo| + Ch.

Finalmente, para obtener la ecuacion de la derivada del ultimo nodo usamos

de nuevo el Teorema del Valor Medio,

1 1—m 2
—(wy) ™ ey < 5(evo1 —en)
m h3

2 ~K K LK
+E(Ff1(wﬁN>Ffz(Z}\€4) - Ffl(wN)Fu(ZM)) + C|€N| + Ch

2 2 K
< rlews = ex) + 1 (PR (PR — P
N N

HER(08) — FR(ER)FS(ER) ) + Clex] + Ch
2 2
< h—Q(eN—l —en) + . (Clenm| + Clen|) + Clen| + Ch.
N N
Por lo tanto, como w¥; estd acotada tanto superior como inferiormente en [0, ],

2C C
eﬁv S h—2<€N,1 — 6]\/) + h—(‘EMl + ‘GNl) + C’€N| + Ch
N N
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Obviamente, haciendo calculos similares se obtienen las ecuaciones que verifican

las derivadas de la funcién de error ;.

Concluimos que las funciones de error son subsolucién en t € [0, ] de

( 2C
ep = h_%(el — eo) + Cleo| + Ch,

) e e
Pi1 hi

Y hip by

2C 2C
e/N:_hQ (€N_1—€N)+—h (\eN\+|eM\)—|—C\eN|—|— Ch,
N N

\

junto con las ecuaciones correspondientes para €;. Obsérvese que este sistema posee

un principio de comparacién (que se demuestra como el Lema 5.7).

Definamos ahora las supersoluciones estrictas que servirdn para comparar: eli-
giendo constantes C4, Cy, C3, Cy y C5 de forma apropiada, pero independiente-

mente de h, las funciones
gDz(t) = h(Cl eXp<02t) + Cg)(exp(204xl) — C5£Ci),
¥;(t) = h(Cr exp(Cat) + C3)(exp(2Cay;) — Csy;),

son supersoluciones estrictas de (5.26). En particular, basta tomar Cy y Cj sufi-
cientemente grandes. Ademas ¢;(0) y 1;(0) estén trivialmente por encima del dato

inicial, ya que |e;(0)], |e;(0)] = 0. Asi, aplicando el principio de comparacion,
eit) <@ilt), () <9y(1).

Este mismo argumento se puede usar también para —e;, —¢; y finalmente ob-

tenemos que
lei(t)] < @ilt) < Chexp(CT),
) t €10,1].
&) < 95(1) < Chexp(CT),

De esta forma hemos demostrado el resultado de convergencia (5.23) para fun-
ciones con no linealidades truncadas hasta ¢. Por otro lado, como |e;|, |¢;| < 5 para
t € [0,7] y h suficientemente pequefio, podemos extender el resultado hasta t = T.

La solucién (w, 2) = (u™,v"™) coincide con la solucién (w", 2%) de (5.24)

hasta T, ya que por hipdtesis, hasta este tiempo, (i, 2) estd acotada por x. Por
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lo tanto, gracias al resultado obtenido en el primer paso de esta demostracion,
(W*, Z¥) converge a la solucién original (1, 2) hasta T. Asi, si h es pequeiio,

K < ]' K <
Estas cotas implican que la truncacion para el problema numérico no surte efecto,
es decir, (W*, Z"%) = (W, Z). Por tanto (W, Z) converge uniformemente a (w, 2)
hasta 7'y concluimos el resultado (5.23). O

2. Explosion numérica. El primer paso para el estudio de las propiedades de
explosién del método adaptativo, consiste en determinar las condiciones sobre los

exponentes del problema para que haya explosion.

Lema 5.9 Las aproximaciones numéricas (U, V) explotan en tiempo finito si y

solo si los exponentes p;; verifican alguna de las siguientes condiciones

, m+1 , n+1
p11>m1n{1,T}, p22>m111{1,T},
, m—+1 ) n+1
P12p21 > (mm{l,T} —p11><mln{1, 5 } —p22)-
Demostracion. Supongamos en primer lugar que p;; > ’”T“ La integra-
cion directa de la ecuacion que describe el método,
Uy > TP TR > o 2 (5.27)
N — N M = N ) .

implica explosion.
Si por el contrario p;; > 1, utilizando el sistema (5.9) y la monotonia en i de

u;, obtenemos que la masa

L N-1
h hiv1 + h; h
_ 1 M i+1 ) N
w(t) = /0 U'(z,t)dx = ?uo(t) - ; Tuz(t) + TUN(t>,
satisface
w' = uft ol > CuPh. (5.28)

Recordemos que U’ denota la interpolada de Lagrange de U. Como estamos su-

poniendo que py; > 1, w no estd definida globalmente. Por lo tanto, observando
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la definicién de w, concluimos que uy tampoco puede estar definida globalmente

y por lo tanto explota.

Resumamos el resultado obtenido hasta ahora: Las aproximaciones numéricas
(U, V) explotan si

© mi {1 m+1} n+1}
min —_— .
P11 T 9

Obsérvese que la prueba en este ltimo caso es analoga a la hecha para pi;.

o si P22 > min {1,

Supongamos finalmente que piopa1 > (min{1, 2} — pyy) (min{1, 2} — poy),
pero que sin embargo py; < min{l, 21} y pyy < min{1, %}, Los minimos de
estas condiciones se obtienen en uno u otro valor dependiendo de los valores de m

y n. Por este motivo, distinguiremos distintos casos en la demostracion.

En cada uno de los cuatro posibles casos, la demostracion se basa en probar
que uy y vy (o las masas w(t) y z(t) de UL(-,t) y VI(-,t), respectivamente)
son supersoluciones de determinados sistemas de ecuaciones. Gracias al Lema 5.5,
podemos ver que las soluciones de estos sistemas explotan y por comparacion, las

supersoluciones también tienen que hacerlo.

Veamos finalmente cudles son los sistemas apropiados en cada caso para realizar

esta comparacion.

w' = cwPt 2P1z, w = prnvg\’?’
em>1 n>1: em>1 n<l1:

2 = cwP? zP22, vy = cwzpmv?\g”*".

u/]\f — Cru/?\gllimz2p12, u/]\[ — Cu?\?ll*mv?\gl2’
em<1 n>1: em<1 n<l:

2= culy 2P, vy = cu%’%ﬁ?ﬂ.

Para demostrar el reciproco supongamos que no se verifica ninguna de las

condiciones sobre los exponentes descritas en el lema.

Veamos en primer lugar que en esta situacion las componentes U y V' no pueden
explotar solas. Supongamos para ello que V' esta acotada y que U explota. Si

p11 > m, R esta acotada y por tanto

/ 2p11—m
uy < Cuy ,

véase el Lema 5.3. Si, por el contrario, p;1; < m, R — oo y el método refina

como mucho un numero finito de veces, Lema 5.3 y Lema 5.4. Esto implica que



Fenomenos no lineales en problemas parabdélicos

105

hy > ¢ >0, y por tanto
uly < Culj'.
En cualquiera de los dos casos, como p;; < min{1, ’”T“}, por integracion obtenemos

que U no puede explotar.

Concluimos entonces que las dos componentes tienen que explotar simultanea-
mente. Para terminar la demostracion, usamos de nuevo un argumento de compa-
racion. En este caso uy y vy son subsoluciones de uno de los siguientes sistemas,

que dependen de la acotacién o no de R y Q).

p11,,P12

ulN — CUN UM , P11 ,.P12

[
Uy = cuy' vy,

A D21 ,.P22
’UM = CUN ’UM .

OR,Q—>OO:{ 0R—>OO,Q§O:{

/o 2p21  2pas—n
Uy = CUn ™ Uy .

2p11—m_ 2p12

/ 2p11—m, 2p12 1
Uy = cuy vy,

Uy = CUy Vs

[ p21,,p22
Uy = CUN VUpy -

oR,QSC’:{ ORSC,Q—M)O:{

r 2p21, 2p22—n
vy = cuy oy

En cada uno de los cuatro casos, utilizando el Lema 5.5, la relacién de los
exponentes conduce a soluciones acotadas. Por lo tanto, como uy y vy; son sub-

soluciones de estos sistemas, también tienen que estar acotadas. O

3. FExplosion no simultanea. Nos enfrentamos ahora con el problema de en-
contrar condiciones sobre los exponentes de (5.1)-(5.4) para los cuales U explota
y V estd acotada. Gracias al método adaptativo construido en la Seccién 5.2 po-
demos demostrar que se reproducen correctamente las propiedades del problema
continuo, ya que la condicién necesaria y suficiente para que haya datos iniciales

tales que la explosiéon es no simultanea viene dada por
2p91 < max{p;1 — 1,2p;; — (m+1)}. (5.29)
La condicion para que V explote y U permanezca acotada es, como cabria esperar,

2p12 < méx{pgg — ]_, 2]922 — (TZ + 1)} (530)

Lema 5.10 Si U explota y V' permanece acotada, entonces se cumple la condi-
cion (5.29). Ademds,

1
max{p;n — 1,2p1;1 — (m+ 1)}

un(t) > C(T —t)77, v = (5.31)
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Demostracién. Como el maximo de la condicién (5.29) depende de la relacion
entre p1; y m parece razonable que distingamos estos dos casos en el desarrollo de

esta prueba.

Empecemos suponiendo que p;; > m. En este caso, R esta acotada y por tanto

de la ecuacion que describe el método adaptativo tenemos que
wy < Cu =™, (5.32)

Si2p11 —m < 1, uy estd acotada, una contradiccion.

Si p11 < m la malla se refina tinicamente un ntimero finito de veces. Del siste-
ma (5.9) obtenemos
uly < Cul'. (5.33)

A partir de esta desigualdad deducimos que py; tiene que ser mayor estricto que 1

para que uy explote.

De estos dos casos, p11 > m y p1; < m, concluimos que la condicion necesaria
para que U explote es
, m—+1
P11 > min {1, —}
2
Para demostrar la tasa inferior (5.31), basta integrar en cada uno de los dos
casos las desigualdades (5.32) y (5.33) en el intervalo (¢,7) y utilizar que uy

explota.

Por ejemplo, si p;; > m haciendo un cambio de variables tenemos

T !/ UN(T) d
Uy s
/t e = / S S C(T =),

N N ()

De esta tultima desigualdad y usando que en este caso 2p;; —m > 1y que ademas

un(7) tiende a infinito, obtenemos finalmente
un(t) > C(T — t) T,

El ultimo paso de esta demostracion consiste en encontrar la condicién para
que sea posible la explosion no simultanea. Para ello utilizamos, ademés de que V'
estd acotada tanto superior como inferiormente, la tasa inferior para uy, (5.31),

en la ecuacion del método adaptativo que describe el comportamiento de vy,

vy > qu%’mvﬁm_" > O(T —t) 27,



Fenomenos no lineales en problemas parabdélicos

107

Integrando esta desigualdad, como V' estd acotada, concluimos que 2ps;y < 1, es
decir (5.29). O

Lema 5.11 Si se cumple la condicion (5.29), entonces dado V(0) existe un dato
inicial U(0) tal que U explota y V permanece acotada. Ademds
1

un(t) < C(T — 1), S .
v(t) < ¢ ) " méax{p; — 1,2p;1 — (m+1)}

(5.34)

Demostracion. Como ya hemos mencionado repetidas veces, el hecho de que
pa1 > 0, implica, gracias a la condicién (5.29), que p1; > min{1, 1}, y por tanto
la solucion (U, V) explota, Lema 5.9. La idea de la demostracién pasa por ver que

V estd acotada y que por tanto tiene que ser U la componente que explota.
Distingamos de nuevo los casos p;; > my v p11 < m. En el primer caso inte-
gramos la desigualdad (5.27),

Ipri—m 2 2pr11—
uy > rugt T Mo > cu ™

en el intervalo (t,7) y utilizamos que en este caso la condicién (5.29) es simple-
mente 2p;; > m + 1, para obtener la tasa (5.34).
Si p11 < m hacemos un razonamiento similar, pero esta vez integrando la
expresién (5.28),
w' = ulfr ol > CuwPt.
Para ver que w y uy son equivalentes, necesitamos saber que el método refina la

malla de U un numero finito de veces y para que esto sea cierto es necesario que

V esté acotada.

Veamos entonces que V' esta acotada para alguna eleccion de los datos iniciales.

Supongamos que V no estd acotada y que hay un primer tiempo ¢t < 7 tal que
Como vy, estd acotada en [0,t], uy y w son equivalentes hasta ese tiempo y

por tato se verifica la tasa,
un(t) < C(T —t)77, O<t<t (5.35)

Ademas, el hecho de que vy, esté acotada implica que ) también lo esta,

Lema 5.3. Por tanto, gracias a la tasa (5.35)

/ 2p21, 2p22—n —2p217,,2P22—"1
vy < Cuy? oy <C(T -1 vt



108

5. Un método numérico adaptativo para tratar un sistema parabolico

Sabemos por otro lado que se cumple la condicién (5.29). Por tanto, si 7 es su-
ficientemente pequenio (lo cual se puede conseguir tomando U(0) suficientemente

grande), vy (t) < 2vp(0), que es una contradiccion.

Concluimos asi que V' estd acotada para todo t < 7 y por tanto la tasa (5.35)

es cierta para t < 7. O

Lema 5.12 Si se cumple la condicion de explosion no simultdnea (5.29), entonces
el conjunto de datos iniciales para los cuales U explota y V' permanece acotada es

abierto en la topologia L*°.

Demostracion. La demostracion es igual que la del Lema 3.19 del Capitulo 3. O

Finalmente para terminar esta seccién demostramos el punto (iv) del Teore-
ma 5.6, donde se muestra cudles son las condiciones que tienen que cumplir los

exponentes para que la explosién sea siempre no simultanea.

Lema 5.13 La explosion es siempre no simultanea, es decir U explota y V' per-
manece acotada independientemente de los datos iniciales, si y solo si se cumple

la condicion (5.29) pero no se cumple (5.30)

Demostracion. El hecho de que U explote y V permanezca acotada
implica, gracias al Lema 5.10, que se cumple la condicién (5.29) sean cuales sean

los datos iniciales.

Por otro lado, supongamos que se cumple la condicién (5.30). Entonces utili-
zando el analogo del Lema 5.11 para V', sabemos que existen datos iniciales para
los cuales V' explota y U permanece acotada. Pero esto es imposible, ya que como
acabamos de demostrar, independientemente de los datos iniciales elegidos, U ex-

plota y V' no. Concluimos por tanto que la condicién (5.30) no se puede cumplir.
El resultado se sigue directamente del Lema 5.5. Veamos cémo.
Eligiendo unos exponentes determinados, ¢;;, (un, var) es solucién (sustituyen-
do los = por ~) del sistema (5.20).
Por ejemplo, si R estd acotada y @ no lo estd, (uy,vys) es solucion de
{ Uy ~ cudn Ty,

(5.36)

vy~ culF ol
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con los siguientes exponentes g;;
Q11 = 2p11 —m, G2 = 2p12, Qo1 = Pa1, Q22 = P22

Por otro lado, como se cumple la condicién (5.29), sabemos que existen datos
iniciales para los cuales U explota y V' permanece acotada. El hecho de que haya

explosién no simultédnea aplicado al sistema (5.36) implica, por el Lema 5.5, que
g1 < qu — 1.

Un razonamiento andlogo se puede hacer con la condicién (5.30). Como ésta
no se cumple, no hay datos iniciales tales que V' explota y U permanece acotada.

Se tiene entonces necesariamente que
Q12 2> g2 — 1.

Resumamos el resultado obtenido: segin el punto (iii) del Lema 5.5, estas dos
condiciones sobre los exponentes implican que la solucién del sistema (5.36) es tal
que uy explota y vy, permanece acotada para todos los datos iniciales. Por tanto

hay explosién no simultdnea siempre. O

Observacién 5.3 Como dijimos anteriormente, el Lema 5.13 generaliza los resul-

tados conocidos para el problema continuo, teoremas 3.16 y 3.17 del Capitulo 3.

4. Congunto de explosion no simultdneo. El conjunto de explosién de U,
entendido como el conjunto de explosién de su interpolada de Lagrange, U!, de-
pende de la relacién entre p;; y m. Cuando p;; > m el método refina infinitas
veces la malla y la explosién es puntual. En este caso, como veremos, la demos-
tracion se basa en la propagacion de la explosion a lo largo de los nodos. Por el
contrario, cuando p;; < m la malla se refina como mucho un ntimero finito de
veces. Por tanto, se puede considerar que a partir de un determinado tiempo la
malla esta fija. En este caso veremos que la explosiéon es global. El caso p1; = m
es ligeramente mas delicado, ya que no podemos asegurar cuantas veces se refina

la malla, Lema 5.4.

Lema 5.14 Sea i un entero tal que i < N(t), para algin tiempo t < T . Si

wi(t) < C(T — )~
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Yy o1 = aym — 1, entonces

C(T — t>_ai_1, a;_1 >0,
Ui_l(t) S CI — Cg ID(T - t), ;1 = O,
Ca i1 < 0.

Demostracion. Si ¢ > 1, gracias a la monotonia de u; en 7,
2 <U?”‘(t) —uy () uy(t) — U?ig(t)>

h; + h;_1 h; hi—1
< Cum < O(T — t)-am

Integrando entre 0 y t la desigualdad
Wiy (t) < O(T — )

y teniendo en cuenta que a;_; = a;m — 1, se obtiene el resultado deseado.

Si ¢ =1 utilizamos la ecuacién para uj,

2
! m m
Uy = ﬁ(ul —ug').
1
El resultado se concluye con el mismo razonamiento que en el caso ¢ > 1. O

Observacion 5.4 Este lema afirma en particular que si ;1 < 0, entonces u;_q
tiene que estar acotado. Si por el contrario ;1 > 0, entonces no se puede asegurar

cual es el comportamiento de u;_1: puede explotar o no.

Corolario 5.15 Sea x; un nodo tal que u;(t) < C(T — )~ con oy > 0 y sea I
el primer entero tal que c;_; > 0 y o141y < 0. Entonces hay como mucho I + 1

nodos a la izquierda de x; que podrian explotar.

Observacién 5.5 Los nodos que pueden explotar son w;_r, Ui—(7—1),. - . ,Ui—1 Y Us-

Lema 5.16 Sea p1; > m. Si U explota y V' permanece acotada, entonces el con-
Junto de explosion de U es B(U) = {L}.
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Demostracién. Sea 7 un entero tal que 7 < N(¢), para algtin tiempo t < 7.

Sea 7 otro entero tal que 2 > 7. Como p;; > m, el método refina la malla
infinitas veces, y por tanto podemos elegir 7 de forma que haya I 4+ 1 nodos entre

x; y x; para t proximo a 7, siendo [ un entero a determinar.

Por otro lado, debido a la monotonia en ¢ de U y gracias a la tasa no si-

multanea (5.34), tenemos que
wi(t) < un(t) < C(T — t)
Por tanto, u;(t) < C(7 —t)~*, con

1
>0

a=—-——>0.
2p11 —m—1

En esta situacion, la idea es aplicar el resultado del Corolario 5.15 para demos-

trar que el nodo z; no puede explotar.

Para ello, definimos I como el primer entero tal que a;_; > 0y a;_(741) < 0.
Usando el Corolario 5.15, deducimos que u; tiene que estar acotado, ya que hemos

elegido 7 de forma que entre x; y z; haya I 4+ 1 nodos.

Finalmente concluimos la demostracién observando que, como hy — 0, el nodo
x; se puede elegir tan proximo a x = L como sea necesario. Asi, los nodos que

explotan tienen que colapsar todos en x = L. O

Lema 5.17 Sea p11 < m. Si U explota y V' permanece acotada, entonces el con-
Junto de explosion de U es B(U) = [0, L].

Demostracién. Gracias al Lema 5.3 sabemos que, si p;; < m, el método refina la
malla como mucho un niimero finito de veces. Existe entonces un tiempo ¢ a partir
del cual la malla es fija. Como V' esta acotada podemos usar las ideas descritas
en [53] para el problema escalar para demostrar que el conjunto de explosién de

U es todo el intervalo [0, L], y por tanto la explosion es global. a

Para completar el estudio del conjunto de explosiéon no simultaneo, queda pen-
diente demostrar que cuando py; = m la explosion también es global. Como dijimos
anteriormente, en este caso, se distinguen dos posibles situaciones: o bien la malla

se refina infinitas veces o bien se refina como mucho un niimero finito de veces.
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Lema 5.18 Sea p1; = m. Si U explota y V' permanece acotada, entonces el con-
Junto de explosion de U es B(U) = [0, L].

Demostraciéon. Empecemos estudiando el caso en el que la malla se refina un
nimero finito de veces. En esta situacién, como ya mencionamos en la prueba del
Lema 5.17, la malla permanece fija a partir de un cierto tiempo. Remitimos por
tanto de nuevo al lector a [53] para demostrar que el conjunto de explosién es

global.

Cuando la malla se refina un nimero infinito de veces, gracias a las tasas de

explosion no simultanea podemos definir las variables autosemejantes

vi(s) = (T = 1) wi(?),
(T —t)=e"".

que estéan acotadas. Utilizando de nuevo las técnicas descritas en [53] se puede
demostrar la convergencia de estas variables a un perfil positivo, y concluir que el

conjunto de explosion de U es global. O

5. FExplosion stmultdnea. Finalmente, para terminar la demostracién del Teo-
rema 5.6, estudiamos la posibilidad de explosiéon simultanea. Al igual que en el
caso continuo, aunque el conjunto de datos iniciales para los que hay explosién
no simultanea es grande, existen datos excepcionales tales que U y V' explotan si-
multaneamente. Esto es asi si (5.29) y (5.30) se cumplen al mismo tiempo. Obsérve-
se que de nuevo se reproduce correctamente el comportamiento del caso continuo,

Teorema 3.20. Es mas, la demostracion de ambos resultados es igual.

Lema 5.19 Si se cumplen las condiciones (5.29) y (5.30), entonces hay datos

miciales tales que U y V' explotan simultaneamente.

Demostracion. La prueba de este resultado es igual que la demostracion del

Teorema 3.20 en el Capitulo 3. O



Fenomenos no lineales en problemas parabdélicos

113

5.5 Tasas stmultaneas

En el Capitulo 4 describimos las tasas simultdneas (continuas) para el caso
concreto m = n = 1 completando los estudios previos de [92], [102] y [115].
No obstante, poco se sabe para el caso de difusién no lineal. En el caso discreto,
integrando los cuatro sistemas de ecuaciones ordinarias que describen el compor-
tamiento de la solucién (véase la Pagina 96), resulta sencillo calcular las tasas de
explosion. Aunque en general no podremos identificar las tasas numéricas obteni-
das como las correspondientes a un rango de parametros concreto, existen casos
excepcionales (por ejemplo, si p;; > m 'y pae > n) en los que si es posible reconocer-
las. Obsérvese que en estos casos, en los que la identificacién entre tasas numéricas
y tasas continuas es posible, se reproduce correctamente el comportamiento del

problema continuo.

Teorema 5.20 Supongamos que U y V explotan simultineamente. Si p11 > m y
P2 >n om =n =1, entonces las tasas de explosion numéricas coinciden con las

continuas.

Solamente hay dos situaciones posibles para que haya explosién simultanea: o
se cumplen las condiciones (5.29) y (5.30), o no se cumple ninguna de las dos. En
el primer caso la explosion simultanea es excepcional, Lema 5.19, mientras que
en el segundo, no existe la posibilidad de que haya explosién no simultanea y las

soluciones explotan simultaneamente.
Consideremos los ntimeros
2pa2 — 2p12a —n —1
(21711 —m — 1)(2]922 -—n—- 1) - 410122?217

a1 =

(5.37)
2p11 — 2po1 —m —1

(2p11 —m —1)(2p2e —n — 1) — Aprapar

Qg =

Lema 5.21 Supongamos que U y V' explotan simultineamente con aq y ag posi-

tivos. Si p11 > m y paa > n entonces se verifican las tasas

un(®) ~ (T =)™, opg(t) ~ (T — )02, (5.38)

Demostracion. Como p;; > m y U explota, R estd acotada, Lemma 5.3. De la

misma forma, como pyy > n 'y V explota, () esta acotada.
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En esta situacion, Ry @) acotadas, uy y vy se comportan como las soluciones
de

2p11— 2
U{NNU,]\I;’H mvj\/lil’lz’

2po1, 2po2—
vy~ u o

Integrando este sistema y teniendo en cuenta que hay explosion simultanea,

tenemos que vy, se comporta como una potencia positiva de uy

2p21 —2p11+m+1
2p1g—2 T
Vg~ up R (5.39)

Para obtener la tasa de uy, basta sustituir esta expresién en la ecuacion de ufy,

2 2pg1 —2p11+m+1
/ 2p11—m, “P12%p 0 dpostntl
Uy ~ Uy Uy

e integrar entre (¢,7 ). Operando con los exponentes se concluye que
un(t) ~ (T —t)~ .

La tasa de vy, se puede deducir de dos maneras diferentes. Se puede despejar

en la relacién (5.39) uy en funcién de vy,

2p19—2pgo+n+1
2p21—2p11+m+1

un ~ Uy s
y luego proceder como se hizo para la tasa de uy: se sustituye esta ultima expresién

en la ecuacion de v}, y se integra.

La otra forma de obtener la tasa de vys es si cabe mas sencilla. Consiste sim-

plemente en sustituir en (5.39) la tasa de uy y operar con los exponentes. O

Observacién 5.6 El hecho de que los exponentes a; y ay definidos en (5.37)
sean positivos es crucial para demostrar el lema. Recordemos, Capitulo 4, que en
los casos patologicos en los que algiin «a; se anula, aparecen tasas logaritmicas. De
hecho, si ag = 0y 2p12 < max{paa—1, 2p22 —(n+1)}, una demostracién similar a la
esbozada en la Observacion 4.2, viendo ahora que (u™ 172711 (0, t)v=2P12(0, t)) ~ C,

muestra las tasas logaritmicas en este caso.

Lema 5.22 Supongamos que U y V' explotan simultaineamente. Si m = n = 1

entonces se las tasas numéricas coinciden con las continuas.
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Demostraciéon. La idea de la demostracion pasa por ver que uy y vp; Se compor-

tan como las soluciones de

2p11—1_2
UQVNU]\l/?H U]é[?m,

2 2p22—1
U?\/INU]\I/)M'UJ\?Q ’

que resulta ser el mismo sistema de ecuaciones ordinarias que aparecia en el Capitu-

lo 4, Teorema 4.1, para describir las tasas continuas.

Supongamos primero que la explosion simultanea se produce porque se cumplen
las condiciones (5.29) y (5.30). Como m = n = 1 estas condiciones se escriben
simplemente como

P21 <pu— 1, P12 < p22 — 1,
y por tanto, en particular, p;; > 1y pos > 1.

Obsérvese que en este caso obtenemos que R y () estan acotadas, de donde se

concluye el resultado.

Veamos entonces qué pasa si no se cumple ninguna de las condiciones (5.29)
y (5.30).

El objetivo es de nuevo demostrar que R y () estan acotadas. Hagamos un
argumento de reduccion al absurdo distinguiendo los tres posibles casos en los que

negamos el que R y () estén acotadas.

(a) @ estd acotada y R no estd acotada: ux y vy se comportan como soluciones

del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

/ P11 ,,P12
Un ~ Uy Upg s

/ 2p11—1, 2p12
vy ~uytt oy

Como hicimos en la demostracién del lema anterior, integramos este sistema para
obtener una relacién entre uy y vy, que en este caso es

p12—2(p22—1) 2p21—(p11—1)
Uyy ~ Uy .

Por hipétesis po; > p11 — 1, por tanto, el exponente de uy, 2po; —p11+1 es positivo.
Esto implica que p1o — 2pas + 2 también tiene que ser positivo, ya que si no fuese

asi, la explosién no podria ser simultanea.

Asi,
C C
R< p11—1, p1o < —14pyp2P21—P1HLl "
Upy Upg p11 P12 5 "pan 12

U
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Como el exponente de uy en esta tultima desigualdad resulta ser positivo, conclui-

mos que R esta acotada, lo que contradice la hipdtesis inicial.
(b) R esta acotada y () no estd acotada: se razona igual que en el caso (a).

(¢) Ry @ no estéan acotadas: ux y vy se comportan entonces como soluciones de

{ uy ~ ul oy,

Uy~ ulR R

La conclusién se obtiene como en los casos anteriores. Integrando el sistema se

encuentra una relacion entre uy y vy, lo que permite deducir que R esta acotada.

En cualquiera de los tres casos hemos llegado a una contradiccion, por tanto
R y @ tienen que estar acotadas. La demostracién concluye utilizando la misma

técnica que en la prueba del Lema 5.21. O

5.6 FExperimentos numéricos

Mostramos a continuacion que los resultados presentados en las secciones pre-

vias se pueden observar cuando se implementa el método numérico.

En los experimentos numéricos hemos usado un integrador de ecuaciones dife-
renciales ordinarias apropiado para problemas stiff para integrar en tiempo. Con-
sideremos el intervalo espacial [0, 1], discretizado con una malla inicial de tamano
h = 155. Como datos iniciales hemos elegido f(z) = Azw, g(z) = Bxn, tomando
las constantes A y B de forma que estos datos sean compatibles con las condiciones
de frontera. Obsérvese que estos datos iniciales producen soluciones crecientes en
tiempo.

Los pardmetros r y ¢ tienen que ser menores que R(0,hy) y Q(0,15), res-
pectivamente. Con la eleccion que hemos hecho de los datos iniciales estas dos
cantidades, R(0,hy) v Q(0,l5), son independientes tanto del paso como de los
pardametros del sistema, p;;, m y n. De hecho ambas cantidades valen 0.5. Toma-

mos por tanto r = g = 0.25.

En primer lugar mostramos un experimento de explosiéon no simultanea. Para
ello hemos elegido los siguientes parametros, m = 2, n = 0.5, p;; = 4, p1o = 0.5,

pa1 = 1.5y paa = 0.5.
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En la Figura 5.1 comparamos la tasa de explosion del método adaptativo con

la tasa del método de mallas fijas.

— malla adaptiva
—— malla fija

4

logun(t)

ot
Do
o

- log(Th - t)

Figura 5.1: Tasas de explosién no simultdneas

Para poder ver con mayor claridad la diferencia hemos utilizado escalas lo-
garitmicas. Asi, si
unN ~ (T — t)'y,
tomando logaritmos en esta expresién, tenemos que la pendiente de la curva re-
presenta al exponente v que aparece en la tasa.

Obsérvese que en un principio las dos curvas son similares y no se distingue la

pendiente correcta hasta que el método no empieza a refinar.

150 1.3,
un(t) v (t)
0 0.6
0 Ty 0 Th

Figura 5.2: Explosién no simultdnea



118 5. Un método numérico adaptativo para tratar un sistema parabolico

En la Figura 5.2 representamos el maximo de U y el de V' como funcién del

tiempo. Se observa claramente que U explota y V permanece acotada.
La ultima figura relacionada con la explosién no simultanea (Figura 5.3) mues-

tra, utilizando de nuevo escalas logaritmicas, como se anaden los puntos a la malla.

La pendiente en este caso es el exponente que aparece en la definicién de hy, (5.13).

0 10 20 30
- IOg(’Th - t)

Figura 5.3: Comportamiento autosemejante del paso

Finalmente mostramos un caso de explosion simultanea con los parametros

m=2,n=0.5p1 =07 puo=1p1=1 Y P22 = 0.5.

1500, 1500,
un (t) VM (t)
0 0
0 Th 0 Th

Figura 5.4: Explosién simultanea
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5.7 Un método que mueve puntos

Para terminar este capitulo hacemos una rapida mencién a otra forma de cons-
truir un método adaptativo. En vez de anadir puntos para redefinir la malla cuan-
do el tiempo esta préximo al tiempo de explosion, éstos se mueven acercandose al

punto donde se produce la singularidad, véase [54].

La ventaja de mover puntos frente a anadirlos es obvia: el tamano de la malla

permanece constante en el tiempo.

El método esta inspirado en el algoritmo para mover las mallas desarrollado
en [24]. En nuestro caso podemos favorecernos ademads del hecho de que conocemos
a priori la localizacién espacial de la singularidad, x = L. En vez de mover todos
los nodos de la malla, concentramos simplemente un ntmero fijo de puntos cerca

de la frontera, manteniendo el resto de la malla fija.

Los teoremas principales de este capitulo, el Teorema 5.6 y el Teorema 5.20,

siguen siendo validos con este esquema numérico.






Conclusiones y comentarios

1. Sistemas con fuentes de calor en el interior. Uno de los aspectos a
nuestro juicio mas relevante demostrado en el Capitulo 2 es que, cuando el parame-

tro de difusién m del problema

— m P11yP12
{ " (u )aw—'—u ) 7 (ﬂf,t) GRX (O7T)7

v = (U”)II + uPr P22

es menor que 1, las condiciones para que u explote y v permanezca acotada en
tiempo finito T incluyen al rango de explosién no simultdnea para las soluciones
planas. De hecho demostramos, Teorema 2.7, que si u explota y v permanece
acotada, entonces

m—+1 }

P11 > méx{l,p21 + 5

Para demostrar el reciproco de este resultado, se hace necesario conocer el
comportamiento de la componente que explota cerca del origen. Recordemos que
el Corolario 2.4 asegura que existe una constante C' > 0 tal que

u(m,t)ﬁC’xWil), 1<7<M.
m
cerca de x = 0 y para todo t € (0,7). Esta condicién es éptima si m > 1, ya
que entonces podemos tomar m<y = p;; y obtener que u tiene un decaimiento

autosemejante cerca del origen
@ _ 2
u(z,t) < Cx™ 5 =Cx rm—m,

Sin embargo, cuando m < 1 esta ultima desigualdad no tiene por qué ser cierta. Es

por ello que nos vemos obligados a imponer la condicién p;5 = 0 para demostrar

121



122

5. Conclusiones y comentarios

el Teorema 2.8. En esta situacion, la primera ecuacion del sistema queda desaco-
plada de la segunda. Esto nos permite utilizar una solucion autosemejante, U, del

problema, que en particular verifica
Uz,t) <Cz™ 8, (1) e Ry x (0,T).

Seria deseable poder demostrar un resultado similar al Teorema 2.6 para el caso
0 < m < 1, sin tener que imponer ninguna hipétesis adicional sobre los exponentes
del sistema, como hacemos en el Teorema 2.8. De hecho, nos gustaria probar el

siguiente resultado

Teorema. Sea 0 < m < 1. Ezisten datos iniciales (ug,vo) tales que u explota y v
permanece acotada si y solo si
m+ 1 }

P11 > max {1,1721 + 5

El hecho de que el resultado sea cierto si p;o = 0 nos hace pensar que también
se cumplird en el caso general. Sin embargo, como ya hemos mencionado antes,
creemos que la demostracién pasa por encontrar una prueba que muestre que wu

_«
decae, al menos cerca del origen, como x~ 7, cuando 0 < m < 1.

2. Sistemas con flujos a través de la frontera. Los resultados que se expo-
nen en el Capitulo 3 presentan como novedad fundamental la apariciéon de condicio-
nes sobre los exponentes de un sistema de forma que la explosién de las soluciones

es siempre no simultanea.

Sin embargo, el resultado que se muestra en la Seccion 3.5 es parcial. Pensamos
que una caracterizacién completa de la explosion no simultanea deberia pasar por

demostrar una relaciéon entre la componente u y la componente v de la forma

&2

veuo o

donde los exponentes o y s dependen de los pardmetros del problema (m, n, p;;).
Y asi, gracias a esta relacién, poder concluir la explosién no simultanea, segiin sea

el signo de ajas.
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3. Métodos numéricos. El método numérico que desarrollamos en el Capitu-
lo 5 se basa en discretizar la variable espacial y utilizar después un integrador
numeérico para resolver el sistema de ecuaciones ordinarias que resulta. Este he-
cho no supone pérdida de generalidad en los resultados que obtenemos (que se
enuncian para t, la variable temporal, continua), ya que el integrador numérico
que proporciona MATLAB® es de un orden muy superior al de la discretizacién

espacial que definimos.

En el Apéndice A estudiamos un problema escalar mediante un método nu-
mérico totalmente discreto. Para la discretizacion espacial utilizamos la misma
idea que la presentada en el Capitulo 5 y usamos un método de orden 2 para
discretizar la variable temporal. Esta eleccion proporciona, sin duda, un método
menos preciso que el del Capitulo 5, donde se integra la variable temporal con
integradores numéricos de mayor orden. Para obtener una mayor precisiéon cuando
usamos un esquema totalmente discreto, deberiamos discretizar la variable tem-
poral con un método Runge-Kutta de mayor orden. Sin embargo, esto complica

considerablemente la notacién y las demostraciones.

Concluimos asi que la idea expuesta en el Capitulo 5 para estudiar el problema
numérico proporciona resultados muy precisos y resulta sencilla en la notacién y

programacion.

4. Tasas stmultdneas. En el Capitulo 4 se determinan las tasas de explosion
de la solucién de un sistema con difusién lineal, con un flujo de tipo no lineal
a través de la frontera. Demostramos que, si las dos componentes del sistema
explotan simultdneamente, entonces se comportan como las soluciones del sistema

de ecuaciones diferenciales ordinarias

f’ — f2p11—1g2p127

I — £2p21 ,2p22—1
g = [Ty :

Inspirados en este resultado, nos gustaria poder demostrar uno similar para el

problema descrito en el Capitulo 3, en el que la difusion es no lineal.
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Teorema. Si u y v explotan simultdineamente, entonces

u(0,8) ~ f(t) 'y v(0,t) ~g(t),

donde f y g son solucion de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de

la forma
f/ — ffhlgqm’
g’ — fQngQ22‘
Un primer resultado parcial en este sentido se presenta en el Capitulo 5, don-

de se demuestra que si las aproximaciones numéricas de este problema, U y V,

explotan simultaneamente, y ademds p1; > m y pao > n entonces

un(t) ~ (7T =)~ oy (t) ~ (T —1)7*,

con ) 5 ]
P22 — 2P12 — N —
o] = >0,
' (22911 —m — 1)(2]922 —n— 1) — 4p1opar
2 -2 —m—1
ay = P11 P21 — M = 0.

(2p11 —m — 1)(2pa2 —n — 1) — 4p1apas

Al igual que a la hora de caracterizar la explosién no simultanea del problema,
pensamos que la prueba de un teorema que describa las tasas simultaneas se deberia
basar en encontrar una relacién de la forma v ~ w1, Ademas, segun los resultados
obtenidos en el Capitulo 4, pensamos que, en los casos limite, en los que ajap =0

deberian aparecer tasas logaritmicas.

5. Sistemas de mayor orden. Otro problema interesante de abordar seria el

del estudio de un sistema (3 x 3):

Ut = Ugy,
Vp = Vg, (x,t) € Ry x (0,7),
Wt = Wey,

con flujo no lineal en el que todas las ecuaciones estén acopladas
—u,(0,t) = uP (0, t)vP2(0, t)wP(0,t),
—0,(0,t) = uP? (0, t)vP?2(0, t)wP>3(0,1), t € (0,7).
_wll?(()? t) = uP (07 t)vp32 (07 t)wp33 (07 t)u
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En el espiritu del Capitulo 3 las preguntas naturales que surgen son

.es posible dar condiciones sobre los exponentes del problema para que

una componente explote y las otras no?

Reciprocamente, si una de las componentes explota y las otras estan acotadas
.qué relacion hay entre los exponentes?

Es mas,

.existe alguna condicién sobre los exponentes del problema para que dos com-

ponentes exploten simultaneamente y la otra permanezca acotada?

El conocimiento de las tasas, simultaneas y no simultaneas, nos permitira dar

respuesta a estas preguntas.

Veamos un ejemplo: supongamos que u y v explotan simultdneamente y que
w permanece acotada. Entonces, gracias a los resultados del Capitulo 4, podemos
determinar las tasas de explosion de u y de v. Estas se pueden sustituir en la ecua-
cion de w para asi, siguiendo las técnicas descritas en el Capitulo 3, caracterizar

los exponentes del problema.

6. Awvalancha térmica. Otra posible extensién para el problema con flujo a
través de la frontera es el estudio de la avalancha térmica y la posible continuacion
después de la explosion. Centrémonos en un problema concreto: consideremos dos

ecuaclones lineales

UVt = Vga,

{ W=t ) e Ry x (0,7),

acopladas mediante un flujo no lineal en la frontera

— Uy O’t P11 O’t P12 1),
wa(00) = w000 0.0, oo
—vm(O,t) — p21(07t Up22( 1),
Como es habitual, los datos iniciales
uw0) =wle).
v(z,0) = vo(x),
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los supondremos continuos y acotados. Ademas impondremos también condiciones

de monotonia, u;, v; > 0.

Inspirados en el trabajo previo [99], en el que se estudia la continuacién después
de la explosion de un problema escalar, nos preguntamos si es posible que haya una
extension no trivial de la solucién para tiempos posteriores al tiempo méaximo de
definicion del problema, ¢t > T'. En tal caso diremos que la explosién es incompleta.

Si por el contrario, tal extensiéon no es posible, hablaremos de explosion completa.

Siguiendo las ideas expuestas en [99] sustituimos las condiciones de frontera

del problema original por las truncaciones
f9(z) = min{aPi nPis},

lo que produce soluciones (u,, v,) definidas globalmente.

La idea que reside detras de esta construccion es la de poder extender la solucién

después del tiempo T tomando el limite

lim u, =, lim v, = 7.

n—oo n—oo

El primer resultado que proponemos en este sentido afirma que la explosion es

siempre completa en ambas componentes.

Teorema. La explosion del sistema con flujo no lineal a través de la frontera es

sitempre completa. Es decir,

u(x,t), 0<t<T, v(z,t), 0<t<T,
ﬂ(ﬁ(},t) = }i/n%u(x>t)a t=T, E(Jf,t) = }%U(%,t), t=T,
00, t>1T, 00, t>1T.

Dado que la explosion es completa en ambas componentes (incluso si la ex-
plosién es no simultédnea), en ¢ = T' se produce la propagacién instantédnea de la
singularidad. Este fenémeno, descrito en [99] y [100] para problemas escalares,
se conoce con el nombre de avalancha térmica. De forma matematica se describe
como una discontinuidad entre los perfiles de explosion,

w(z, T7) =limu(z,t) y v(x,T7) = limuv(z,t),

:t/T t /T
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y el valor que la soluciéon toma después,
uw(x, TY) = v(x, TT) = +o0.

Por tanto el siguiente problema que uno se puede plantear es el de caracterizar
la avalancha térmica cerca de ¢ = T. Con el fin de centrarnos en un problema
concreto, supongamos que los exponentes del problema implican que la explosion
es no simultdnea. En este caso, la transicién entre v(x,T~), que es finita en todo
punto, y v(z,T"), que es infinita en todo punto, se hace todavia més notable y

hace que el problema sea mas interesante.

Expongamos a continuacién a grandes rasgos cual seria la idea del resultado
a demostrar: sea t,(n) el primer tiempo en el que u,(0,t) = n y t,(n) el primer
tiempo en el que v,(0,t) = n. Obsérvese que, como la explosién es no simultanea,
si n es grande se tiene que
tu(n) < T < ty,(n).

El siguiente teorema que enunciamos relaciona la diferencia entre estos tiempos.

Teorema. Sea n suficientemente grande. Entonces

(i) El primer tiempo en el que u,(0,t) = n, t,(n), verifica

1

n2p-1)°

T —t,(n) ~

(ii) El primer tiempo en el que v,(0,t) = n, t,(n), verifica

(1
n2p217 D22 > ]-7
2(1-p22)
n
tv(”) T~ W, Poo < 1,
Inn
\ n2p217 P22 = 1.
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Soluciones de viscosidad






Introduccion

El estudio de la existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones elipticas y pa-
rabolicas dentro del marco de la teoria de viscosidad tiene como base la compa-
racién con supersoluciones y subsoluciones. Esta teoria comenzo a utilizarse en la
década de 1980 en ecuaciones de primer orden, [36], [38]. Posteriormente se desa-
rrollé una amplia teoria para ecuaciones completamente no lineales, [26], [37], la
cual fue extendida a ecuaciones parabdlicas, [110], [111].

Una de las mayores ventajas que presenta la teoria de soluciones de viscosidad
es que permite que funciones que son unicamente continuas sean soluciones de
ecuaciones diferenciales no lineales de primer y segundo orden. Esto permite de-
mostrar teoremas muy generales de existencia y unicidad y proporciona una gran
flexibilidad a la hora de pasar al limite en diferentes contextos.

Ejemplos clésicos en los que se utiliza esta teoria son la ecuacién de Hamilton-

Jacobi

uy = F([Vul),

y su aproximacién difusiva
u = F(|Vu|) +eAu, ¢>0,

donde Vu denota el gradiente espacial de la funcién u = u(z,t) y Au es el lapla-
ciano espacial, véase [37]. Sin embargo, las ecuaciones degeneradas no se adaptan
bien a la teoria de viscosidad clésica, ya que no existen familias de supersoluciones
y subsoluciones lo suficientemente amplias que se puedan utilizar como funciones
test. El objetivo de esta parte de la Memoria es desarrollar un concepto de soluciéon

de viscosidad apropiado para tratar estos problemas en el caso parabdlico. Para
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ello nos centraremos en la siguiente ecuacion:
uy = a(u)Au + |Vul?.

Los resultados de la teoria clasica de soluciones de viscosidad se adaptan bien
al estudio de esta ecuacién siempre que a(u) sea regular, acotada por arriba y

esté lejos del cero por abajo,
0 <y <alu) <Oy,

ya que en este caso la ecuacién es cuasilineal uniformemente parabdlica. Si por el
contrario a(u) es continua y positiva para u > 0, pero se anula en v = 0, la ecuacién
resultante es degenerada, y generaliza la aproximacion difusiva de la ecuacién de
Hamilton-Jacobi. Obsérvese que el hecho de que la ecuacién sea degenerada puede
dar lugar a la aparicion de fronteras libres, lo que a su vez da lugar a pérdida
de generalidad. Es decir, las soluciones no son necesariamente clasicas cuando
aparecen fronteras libres. Sin embargo, el problema esté bien puesto en la clase de

las funciones continuas.

Como primer paso en nuestro estudio, consideremos una funcién a lineal de la
forma

a(u) = ou

con ¢ una constante positiva. El concepto de solucion de viscosidad para esta
ecuacién, asi como sus propiedades se estudia en [25]. Si u = 0 esta ecuacién es
degenerada y el concepto de solucién de viscosidad definido en [37] no es apropiado
para este problema. Es por ello que se hace necesario definir un nuevo concepto
de solucion de viscosidad. Se demuestra entonces que en esta clase de soluciones
(soluciones de viscosidad no negativas y acotadas) el problema de Cauchy estd bien

puesto.
El punto fundamental del estudio hecho en [25] es que, mediante la relacién

m m—1

u= [

m—1
la ecuacién u; = cuAu + |Vul? se puede transformar en la ecuacién de los medios
pOrosos,

pr = Ap™,
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donde m = 0+ 1y p representa la densidad del gas. Esta tltima relacion se escribe
en forma de divergencia, y es bien conocido que en esta forma posee una teoria
débil, [5], [93], [106]. La transformacién de u a p es necesaria para completar la
prueba de unicidad de soluciones de viscosidad.

Una vez estudiado el problema en el que a(u) es lineal, a(u) = ou, el siguien-
te paso consiste en extender los resultados de [25] al caso no lineal. Para ello

supondremos que a verifica las siguientes hipétesis:

(H1) Problema degenerado en u = 0: la funcién a : [0,00) — R es de clase C' si

u > 0, es continua en ©u =0y

a(u)=0 siu=0, a(u) >0 siu>0.

(H2) Crecimiento sublineal de a cerca de v = 0: para todo M > 0 existe una
constante k = k(M) tal que
a(u) < ku

para todo 0 < u < M.

La generalidad de estas hipdtesis introduce algunas dificultades adicionales con
respecto al estudio hecho en [25]: no se pueden utilizar las soluciones clésicas de
frontera libre para comparar, ya que éstas no tienen por qué existir. Ademas, la

transformacién a la correspondiente ecuacion de tipo divergencia

pr = AD(p)

no es inmediata y requiere un estudio detallado.

El objetivo final de esta parte de la Memoria es demostrar el siguiente teorema.

Teorema. Bajo las condiciones (H1), (H2), el problema

{ w = a(u)Au + |Vul?, (z,t) € RY x (0, 00),

u(z,0) = ug(x), r e RY,

con uy continuo, acotado y no negativo, estd bien planteado en
la clase de soluciones de viscosidad acotadas, continuas y no
negativas. Ademds, el Principio del Mdximo se puede aplicar

a las soluciones de viscosidad.
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Para poder demostrar este teorema se necesita desarrollar primero la teoria
de viscosidad apropiada para el problema que estamos considerando: definiciones,
transformacién densidad-presion, construccién de subsoluciones y supersoluciones,
etc. La transformacion-densidad presion es crucial en la demostracion del teorema,
ya que, al igual que en [25], la prueba de unicidad no es directa. Deberemos probar

primero que existe una ecuacion de filtraciéon asociada al problema.

Teorema. La solucion de viscosidad coincide con la transfor-
mada de la solucion débil continua de la ecuacion de filtracion

asociada,

pe = Ad(p).

Después de un primer capitulo, Capitulo 6, en el que se establecen los funda-
mentos de las soluciones de viscosidad, dedicamos el Capitulo 7 a describir cémo
construir soluciones de viscosidad a partir de otras dadas. Para un dato inicial ug
definimos una funcién u como un limite decreciente de soluciones clésicas, u., con

dato inicial estrictamente positivo, ug.(x) > ug(z) + ¢,

u(z,t) = ll_I)I(l] us(x,t).

Teorema. La funcion u es solucion de viscosidad del proble-

ma. Es mas, es la solucion de viscosidad mazimal.

También definimos nuevas subsoluciones y supersoluciones de viscosidad a par-
tir de otras ya existentes, tomando supremos e infimos en bolas. Estas construc-
ciones, que denominaremos convoluciones de supremos e infimos, tendran especial
relevancia en el Capitulo 8, donde demostraremos la comparacion de soluciones de
viscosidad con datos iniciales estrictamente separados, en el sentido de la Defini-

cion 6.5.

Teorema. Sea u una subsolucion de viscosidad y v una su-
persolucion de viscosidad. Supongamos que los datos iniciales
ug Y vy estdn estrictamente separados. Entonces u y v perma-

necen ordenadas en todo tiempo posterior.
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Este teorema permite construir, para un dato inicial uy dado, la solucion de
viscosidad minimal. Esta se define como limite de soluciones maximales, w,, de
problemas con datos iniciales estrictamente separados,

u(z,t) = lim @, <7,

n—oo -

donde % es la solucién maximal asociada al problema con dato inicial uy.

Teorema. Dado uy, sea {up,} una sucesion creciente de
datos iniciales estrictamente separados. Si ug,, /" uy cuando
n tiende a infinito, entonces u es la solucion de viscosidad
minimal.

La construccién de las soluciones de viscosidad maximales y minimales propor-
ciona finalmente las herramientas necesarias para demostrar el teorema principal
de esta parte de la Memoria (véase el enunciado en la Péagina 133). Dedicaremos

la Seccion 8.4 del Capitulo 8 a probar este resultado.

Para concluir esta introduccién comentemos algunos resultados conocidos re-

lacionados con las soluciones de viscosidad.

En primer lugar obsérvese que en [76] se establece la equivalencia entre solu-
ciones de viscosidad y soluciones en el sentido de las distribuciones para ecuaciones
elipticas lineales de orden dos. Por otro lado la equivalencia entre soluciones de

viscosidad y soluciones débiles de la ecuacion p-Laplaciana
—div(|VulP"*Vu) =0

para 1 < p < oo ha sido demostrada en [78]. Estos autores también prueban la

equivalencia de soluciones de la version parabdlica de este problema.

El hecho de que el operador de segundo orden degenere en funcion de u dificulta

considerablemente el desarrollo hecho en los capitulos posteriores para la ecuaciéon
uy = a(u)Au + |Vul?.

En este sentido en [81] se hace un estudio detallado de las soluciones de viscosi-
dad de los problemas de Hele-Shaw y de Stefan. Dichas soluciones se obtienen como

limite de las soluciones de viscosidad de la ecuacién de los medios porosos, [25].
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Introduccion

Existen numerosos trabajos recientes que se centran en el estudio de existen-
cia, unicidad, continuidad y otras propiedades de las soluciones de viscosidad de

ecuaciones parabdlicas (degeneradas o no) no lineales de la forma
uy = F(x,t,u, Du, D*u),

véase por ejemplo [11], [16], [32] o [77]. Todos ellos imponen hipétesis de mono-
tonia a la funciéon F' con respecto a la variable u. Este tipo de restriccién no tiene

sentido en nuestro caso.

En [14], [89] se estudia la existencia de soluciones de una versién generalizada
de la ecuacion que nosotros consideramos. A diferencia del trabajo desarrollado
aqui, que se centra fundamentalmente en comprobar la unicidad de soluciones,

en [14], [89] se prueba la existencia de soluciones de viscosidad de
uy = a(u)Au + |Vul® + F(u),

asi como diversas estimaciones de continuidad.

Para concluir nos gustaria comentar que el libro [10] incluye algunas aplica-
ciones de la teoria de viscosidad, como por ejemplo control éptimo deterministico
o problemas de perturbacién singular para ecuaciones elipticas. Constltese tam-
bién [8] para ecuaciones de Hamilton-Jacobi-Bellman y [88] para ecuaciones es-

tocasticas.
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En primer lugar nos centraremos en establecer los principios béasicos de la teoria
de soluciones de viscosidad para el problema que queremos estudiar. Ademds de
definir los conceptos de supersolucion y subsolucién de viscosidad, asi como de
determinar sus primeras propiedades, haremos una descripcién detallada de un
tipo de subsoluciones y de supersoluciones especiales (Barenblatt y ondas viajeras
esféricas), que utilizaremos para comparar. Dedicaremos también especial atencién
al estudio de la denominada transformacion densidad-presiéon. Esta transformacion

permitira, en posteriores capitulos, establecer un resultado de unicidad.
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6.1 Definiciones

Denotemos por @ al dominio espacio-temporal RY x (0,00) y consideremos

soluciones continuas, acotadas y no negativas definidas en () del problema
uy = a(u)Au + |Vul?, (6.1)
con dato inicial continuo, acotado y no negativo
u(z,0) = up(z), xRV (6.2)

Impondremos condiciones de regularidad muy generales sobre la funcién a: en
primer lugar, para que el problema sea degenerado en u = 0 supondremos que

a:[0,00) — R es de clase C! si u > 0, continua en u =0y
a(u)=0 siu=0, a(u) >0 siu>0.

Ademas, queremos que a tenga crecimiento sublineal cerca de u = 0. Es decir,

para todo M > 0 existe una constante k = k(M) tal que

a(u) < ku

para todo 0 < u < M. Esto es equivalente a suponer que # esta localmente

acotado.

Fijemos en primer lugar la notacién que vamos a utilizar a lo largo de los
siguientes capitulos. Denotaremos por C(D) al espacio de las funciones continuas
definidas en el dominio D. Este dominio representara bien un dominio del espacio
RY o bien un dominio espacio-temporal de RY x R. El subespacio de funciones
continuas y acotadas en D serd Cy(D). Mediante f € C*!(Q) denotaremos a una
funcion f dos veces diferenciable en z y una en t. Es decir, f € Ci:g (Q). Una bola
abierta en RY con radio r y centro zg, se representard por B,(xg) vy si la bola
es cerrada, B,(zp). Un entorno parabdlico de un punto Py = (z¢,%) € @ es un
cilindro de la forma Q = B,.(xy) x (to — 7,t0] C Q para r, T > 0.

Definicién 6.1 Una funcién u de clase C*!(Q) es una solucién cldsica de (6.1)
si la ecuaciéon u; = a(u) Au + |[Vul? se satisface en todo Q. Una subsolucién
clésica satisface la desigualdad u; < a(u) Au + |Vul? y una supersolucién clésica,
uy > a(u) Au + |Vul?.
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Definicién 6.2 Una funcion continua y no negativa u definida en @) es una sub-
solucién de viscosidad de (6.1) si y sélo si toda funcién ¢ € C*1(Q), que toca a u

por arriba en un punto (zo, o), satisface
e < a(p)Ap + [Vl (6.3)

en (zo, o).

Observacién 6.1 Diremos que ¢ toca a u por arriba en un punto Py = (o, ty) si
¢ — u alcanza un minimo local cero en un entorno parabdlico 2 de Fy. Es decir,

u<gpenQdyu=gyenF.

Observacién 6.2 Reemplazando ¢ por
=@+ ((x —w0)" + (t —t0)?), >0,

se obtiene que 1 — u alcanza en el punto Py un minimo local estricto cero. Con
este cambio, las derivadas de ¢ en Py que aparecen en la férmula (6.3) permanecen

inalteradas y por tanto podemos sustituir ¢ por ¢ en la Definicién 6.2.

La definicién de supersolucion presenta alguna diferencia con respecto a la
definicién en la teoria clasica de viscosidad, ya que tiene que tener en cuenta el
efecto que produce el hecho de que la ecuacién sea degenerada. Debido a este
fenémeno hemos de introducir primero el concepto de solucion clasica de frontera
libre. Este tipo de soluciones seran de gran utilidad, ya que las utilizaremos como

funciones test.

Definicién 6.3 Una funciéon u continua y no negativa definida en ) es una solu-

cién clasica de frontera libre de (6.1) si:

(i) la funcién u es positiva en un conjunto abierto P(u) C @), donde ademés es

regular y es solucion de (6.1) en sentido clasico.

(ii) La frontera del conjunto de positividad, I' = 0P N @, denominada frontera
libre, es una hipersuperficie regular en espacio-tiempo y ademas se cumple
uelCH(Pul).
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(iii) Se verifica la condicién dindmica en T',
v =|Vul, (6.4)

donde v denota la velocidad normal de avance de la frontera.

Definicién 6.4 Diremos que una solucion clasica de frontera libre se mueve si

cumple la condicién adicional
(iv) Vu#0Oen I

Modificando ligeramente la Definiciéon 6.3 podemos definir también subsolucio-
nes y supersoluciones clésicas de frontera libre: si en la condicién (i) sustituimos

la ecuacién por la siguiente desigualdad

y en (iii) cambiamos (6.4) por v < |Vu| obtenemos una subsolucién clasica de
frontera libre. Las supersoluciones clasicas de frontera libre se obtienen de la misma

forma, sustituyendo en este caso las igualdades por >.

En lo que sigue y para facilitar la escritura supondremos que las soluciones,
supersoluciones y subsoluciones clasicas de frontera libre siempre se mueven y
por tanto no lo mencionaremos. Haremos notar explicitamente que no se mueven,

cuando éste sea el caso.

Definicién 6.5 Diremos que u y v estan estrictamente separadas (o equivalente-
mente, que u estd estrictamente separada de v), y lo denotaremos mediante u < v,

s
(i) el soporte de u, sop(u), es un compacto de RY que ademds verifica
sop(u) C Int(sop(v)).
(ii) Dentro del soporte de wu las funciones u y v estan estrictamente ordenadas,

u(z) < v(x).
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Definicién 6.6 Una funcién continua y no negativa u definida en @) es una super-

solucién de viscosidad de (6.1) si y sélo si se satisfacen las siguientes condiciones:

(i) Toda funcién ¢ € C*1(Q) que toca a u por abajo en un punto (xg,ty) con
u(zo, to) > 0 satisface
e 2 alp)Ap + |Vl

en (zo, o).

(ii) Ninguna subsolucién clésica de frontera libre (que se mueve) v que esté es-
trictamente separada de u en un tiempo t = t; > 0, v(z,t1) < u(z,ty),
puede cruzar a w en un tiempo posterior. Es decir, v(z,t) < u(x,t) para
todoz € RN yt > t;.

Observacion 6.3 En [25] se introduce por primera vez la idea de comparacién
con soluciones de frontera libre. Nétese que la definicion utilizada en este contexto
es ligeramente més débil que la presentada en [25], ya que utiliza subsoluciones.

Sin embargo resulta muy conveniente para el desarrollo de la teoria.

En este sentido es necesario hacer hincapié en que en los resultados que aparecen
en secciones posteriores solo se utilizara un tipo concreto de subsoluciones de
frontera libre: las funciones Barenblatt introducidas en la Seccién 6.4. Por tanto,
el punto (ii) de la Definicién 6.6 se puede formular utilizando la comparacién
con esta familia concreta de subsoluciones. Veremos en el Capitulo 8 que ambas

definiciones son equivalentes.

Definicién 6.7 Una funcién continua y no negativa u definida en () es una so-
lucién de viscosidad de (6.1) si es al mismo tiempo subsolucién de viscosidad y

supersolucién de viscosidad.
6.2 Primeras propiedades de las soluciones de viscosidad
Una vez establecidas las definiciones basicas de la teoria de viscosidad, el si-

guiente paso consiste en comprobar que estas definiciones son consistentes con la

teoria clasica para ecuaciones parabdlicas cuasilineales no degeneradas. Gracias a
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esta teorfa (véase [84]) se tiene que, si a(u) es regular y positiva para u > 0y el dato
inicial ug es estrictamente positivo, continuo y acotado, entonces la ecuacién (6.1)

tiene una unica solucion cléasica acotada, u > 0.

1. Soluciones no negativas. Empecemos el analisis considerando soluciones
no negativas. Este es el caso mas desfavorable (frente al de soluciones positivas),
ya que las ecuaciones pueden ser degeneradas y no se puede aplicar la teoria clasi-

ca, [84], antes mencionada.

Lema 6.1 Una funcion no negativa u € C*'(Q) es subsolucion de viscosidad

de (6.1) si y sdlo siu es subsolucion cldsica.

Demostracion. Supongamos primero que u es una subsolucion de vis-
cosidad. Entonces toda funcién ¢ € C*!'(Q) que toca a u por arriba en (zg, )
verifica

o1 < a(p)Ap + Vol
en el punto (zo,ty).

Por otro lado, como u es de clase C*! en QQ podemos tomar u = ¢, y por tanto

se tiene

en () en sentido clasico.

Sea u una subsolucién clésica de (6.1) y ¢ una funcién de clase C>(Q) tal
que ¢ — u tiene un minimo local cero en un punto (xg,ty). En esta situacién, en

(zo, o) se verifica lo siguiente:
o=u, Ve=Vu, ¢ <u, Ap>Au

Por tanto,
or < up < alu)Au + [Vul* < a(p)Ap + [Ve|?
en (x,tg) v u resulta ser una subsolucién de viscosidad. a

Lema 6.2 Sea u una subsolucion clasica de frontera libre (que no se mueve).

Entonces u es en particular una subsolucion de viscosidad.
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Demostracién. Consideremos una funcién ¢ € C*!(Q) que toca a u por arriba
en Pg = (l‘g,to).

Como u es una subsolucién clésica de frontera libre, si u(Fy) > 0, se tiene
uy < a(u)Au + | Vul?

en Py y la demostracion concluye como en el lema anterior.

Supongamos ahora que el punto de contacto Py es tal que u(Fy) = 0. Es decir,

Py es un punto de la frontera libre de wu.

Si [Vu| = 0 en Py, se cumple también que ¢ = [Vy| =0y ¢; < 0. Asi,
pr <0 =a(p)Ap + |Vl

de donde se deduce que u es subsolucién de viscosidad. a

Observacién 6.4 Es obvio que si Vu # 0 en la frontera libre, la funcién ¢ no
puede tocar a u por arriba y el resultado se concluye sin ningin tipo de compara-

cion.

La pregunta natural que surge a continuacién es si existe algin resultado analo-
go a los lemas 6.1 y 6.2 para supersoluciones. Con las herramientas que poseemos
hasta el momento, la respuesta es negativa: aunque existen resultados parciales,
al ser la definicién de supersolucion de viscosidad mas restrictiva que la de las

subsoluciones, los resultados que se obtienen son en general més débiles.

Lema 6.3 Sea u una funcién no negativa de clase C*'(Q). Si u es supersolucion

de viscosidad de (6.1), entonces u es supersolucion cldsica.

Demostracién. Si u es una supersolucion de viscosidad regular, utilizando el
mismo argumento que en la demostracién del Lema 6.1, concluimos que, en un

punto de positividad en el que ¢ toca a u por abajo, ¢ verifica
i 2 alp)Ap + Vel

Tomando ¢ = u concluimos que u es supersoluciéon clésica.

Por otro lado, si Fy es un punto en el que u vale 0, como u es no negativa, u tiene

que alcanzar un minimo en F,. Necesariamente se tiene que cumplir entonces que
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u=Vu=u; =0, a(u) =0, de forma que u cumple la definicién de supersolucién
clasica de forma trivial. O

Demostrar un analogo al Lema 6.2 para supersoluciones no resulta tan sencillo.
El motivo fundamental es que no se puede demostrar la comparaciéon con subsolu-
ciones clasicas de frontera libre sin probar primero un Principio del Maximo para

ecuaciones degeneradas. Posponemos este resultado a la Seccién 8.5 del Capitulo 8.

2. Soluciones positivas. La situacion descrita anteriormente mejora notable-
mente cuando tanto los datos iniciales como la solucién son estrictamente positivos,
ya que en este caso se puede aplicar la teoria de soluciones cuasilineales uniforme-

mente parabdlicas, [84].

Dado un dato inicial ug, continuo en RV y tal que
0<e< Uy < M,

podemos resolver el problema (6.1)—(6.2) aplicando esta teoria. Obtenemos asi una

solucion clasica acotada, u, que verifica

O<e<u< M.

Es facil ver que en este caso las nociones de solucién de viscosidad y solucién
clasica coinciden.
Lema 6.4 Sea u € C(Q) una solucion de viscosidad de (6.1) positiva y acotada.
Si ug(x) > € > 0, entonces u es una solucion clasica en Q. Ademds u > ¢ y es

unica.

Demostracién. Consideremos una solucién de tipo Barenblatt B, (véase la Sec-
ci6n 6.4, férmula (6.13)). Modificando los pardametros, 7, C'y xy que intervienen en
su definicién podemos ademads de trasladarla en espacio, aumentar o disminuir su
soporte y su altura. Asi, si u es una solucién de viscosidad y uy > ¢ > 0, podemos
conseguir que ug(z) > B(x — x¢,0;7,C') > 0. Comparando ambas funciones segin

el punto (ii) de la definicién de supersolucién, Definicién 6.6, obtenemos que

u(z,t) > B(x — xo,t;7,C) > 0.
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Como u resulta ser uniformemente positiva, entonces también es uniformemente
’1. . a . , .
parabdlica, y en consecuencia de clase C27*!*2 . Se tiene por tanto que u es la tnica

solucién clasica, véase [110], [111]. O

Observacion 6.5 El mismo resultado es valido si la ecuacién esta definida en un
cilindro espacio-temporal acotado, €2, con dato estrictamente positivo y continuo

en la frontera parabdlica.

Terminamos esta seccion, dedicada a las primeras propiedades de las soluciones
de viscosidad, demostrando un Principio Débil del Maximo para soluciones de

viscosidad positivas.

Lema 6.5 Sean u; y us una subsolucion de wviscosidad y una solucion clasica
de (6.1) respectivamente, definidas ambas en un cilindro espacio-temporal cerrado

y acotado, 2. St u; < wug en I' = 08, entonces uy < ug en 2.

Demostracion. Gracias a la teoria clésica de ecuaciones cuasilineales, podemos

construir una familia de soluciones clasicas u. de la ecuacion,
2
(ue)r = a(ue)Aue + |Vu|” + ¢, (6.5)
con dato de frontera
Us = Uy + €
y tal que aproximen a wuy por arriba.

Se tiene que, cuando € — 0, u. converge a us de forma mondtona decreciente

y localmente uniforme.

Supongamos ahora que u. toca a uy por arriba en un punto P; de €. Entonces,

por definiciéon de subsolucion de viscosidad,
(ue)y < a(us)Au, + | Vu|?.
Concluimos de esta ultima expresion que
(ue)y < a(us)Aug + |Vu|* + ¢,

desigualdad que contradice a la ecuacién (6.5).

Por lo tanto u. y u; no se pueden tocar en 2, u; < u.. Pasando al limite

obtenemos el resultado deseado, u; < us en €. O
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Lema 6.6 Sean vy y ve una supersolucion de viscosidad positiva y una solucion
clasica de (6.1) respectivamente, definidas ambas en un cilindro espacio-temporal

cerrado y acotado, €. Si vy < vy en I' = 0F), entonces vy < vy en ).

Demostracion. La idea de la demostracién es la misma que la del lema anterior:

aproximamos ve por debajo por soluciones v. de
(v); = a(v.)Av. + | Vo> — ¢,

con dato de frontera

Ve =09 —e >0,

y aplicamos la definicién de supesolucion de viscosidad a v.. Concluimos el resul-

tado pasando al limite en . O

6.3 La transformacion densidad-presion

En algunos momentos, durante el desarrollo de la teoria de viscosidad, nece-
sitaremos usar argumentos basados en la teoria débil. Esta teoria se aplica a una
variable estrechamente relacionada con u, la densidad p, que se obtiene a partir
de u mediante una transformacion funcional. Este procedimiento permite cambiar
la ecuacién original, en forma de no divergencia, por una ecuacién en forma de

divergencia, para la que la teoria débil es bien conocida.

Seamos mds concretos: transformamos soluciones u > 0 de la ecuacién (6.1) en

soluciones p = 7 (u) de la ecuacién de filtracién asociada
pr = A2(p), (6.6)

para alguna funcién real ® creciente, que obviamente estd definida en términos de

7 y de la funcién a(u) que aparece en (6.1).
El problema directo, es decir, encontrar p a partir de u no parece inmediato.
Sin embargo, la transformacién ha sido estudiada con detalle en el sentido inverso.
Para hacer una primera aproximaciéon al problema que nos ocupa, supongamos
que ¢ es una potencia,
d(p) =p™, m > 1.
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Esta ecuacién se conoce con el nombre de ecuacion de los medios porosos; p es la

densidad del gas y u, que representa la presion, viene dada por la férmula

m—1
U= —7-
m—lp

Asi, la ecuacién (6.1) se escribe de la forma
uy = (m — DuAu + |[Vul>.

Esta transformacion se usa por ejemplo en [5] para establecer propiedades de las
soluciones de la ecuacion de los medios porosos, como la velocidad de propagacion

finita o la regularidad éptima.

En el contexto general de la ecuacién de filtracion con funcion @, la relacion
entre u y p es mas complicada. Esta viene dada por

w="P(p) = /p ) g (6.7)

S

que representa lo que hemos venido llamando transformacion densidad-presion.
La constante ¢ > 0 es arbitraria y la tomaremos igual a cero si la integral es

convergente. En caso contrario ¢ > 0.

Para darle sentido a la férmula (6.7) consideramos la clase F de funciones
crecientes y continuas, ® : [0, 00) — [0, 00), de clase C? en (0, 00) y tal que (0) =0
y ®'(p) > 0 para todo p > 0. De hecho, para centrarnos mejor en el problema que
tenemos entre manos, supondremos que la integral (6.7) es convergente en p = 0.

Esto restringe F a una subclase Fy de funciones ®, en la cual trabajaremos.

Bajo estas hipotesis se puede ver facilmente que P es una biyeccion estricta-
mente creciente de [0,00) en un intervalo I de la recta real. Si P(p) — oo cuando
p — o0, el intervalo I es de la forma [0, 00), mientras que es finito, I = [0, h), en
caso contrario. No obstante, obsérvese que como estamos considerando inicamen-
te soluciones acotadas, no tenemos que ocuparnos en este analisis del problema

cuando p — oo. Concluimos entonces que existe una transformacion inversa
-1
p="P (u)
definida para todo u € I. Ademads, las funciones P y P! son C! para u,p > 0y

continuas hasta cero.

Establecemos en el siguiente resultado la relacion que existe entre ambas ecua-

ciones en sentido clésico, véase también [83].
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Lema 6.7 Sea p € C*(Q) una solucion cldsica no negativa de (6.6) con ® € F.
Si u se define mediante la formula (6.7), u = P(p), entonces u es una solucion
cldsica no negativa de

uy = a(u)Au + |Vul?, (6.8)

con valores en I, y donde a(u) viene dada por

a(u) = &' (P~ (u)) > 0. (6.9)

Demostracion. El resultado se obtiene facilmente gracias a las hipotesis de re-

gularidad.

Si p > 0 entonces

P’ P’
up = /()p)pt y Vu:%W),

de forma que

w = q)llip) pr = q)/[()p >A<I>(p) = q)/,ip) div(®'(p)Vp) = (I)//()m div(pVu)

o’ o'
— /()p) pAu+ ;ﬂ> VpVu = @' (p)Au + [Vul® = a(u)Au + [Vul?,

con ®'(p) = a(u). O
Mas adelante veremos, Proposicion 7.5, que esta relaciéon se puede extender para
obtener una correspondencia entre soluciones débiles de la ecuacién de filtracion y

soluciones de viscosidad de (6.1).

El siguiente paso consiste en asegurarnos de que la transformacién se puede
invertir. Es decir, queremos comprobar que podemos obtener p a partir de wu.
Como las ecuaciones que definen a p, (6.6), y a u, (6.8), quedan caracterizadas
por la funciones ® y a(u) respectivamente, sélo es necesario comprobar que la
aplicacion dada por A : ® +— P +— a, definida para ¢ € Fy, se puede invertir en

algin contexto.

Lema 6.8 (i) La imagen de la aplicacion A : ® — a, definida para ® € Fy, es el
conjunto A(F) de funciones a : [0,h) — R, tales que a(u) es C' y positiva para

u>0vy [ a'(u)du diverge cuando u — 0.
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(ii) Para toda funcion a € A, su imagen inversa es una familia uniparamétrica de

funciones de Fy de la forma {®x(s) : k > 0}, donde

y(s) = kq>1<%).

(iii) La funcion ®(s) es de clase C", r > 1, para s > 0 si y sdlo si a(u) € C"™' para
u> 0.

Demostraciéon. Dada una funcién a, obtenida a partir de ®, y P, que también
se deduce de ®, queremos ver que a € A y que podemos recuperar la funcién ®

original, salvo un parametro.

En primer lugar obsérvese que
®'(s) = a(P(s)), @'(s) =sP(s)

para todo s > 0. Por lo tanto, de la relacién (6.7) obtenemos que

1 P'(s)

s a(P(s))
Aqui hemos utilizado como variable la letra s en vez de p para enfatizar que

estamos interesados en la dependencia funcional. Si escribimos u en lugar de P(s)

e integramos esta ultima expresion obtenemos que

5]
s ) a(u)
Por tanto, como p = P~1(u),

P (u) = kexp (/ ac(lz))

De esta forma P~! queda identificada salvo por la constante de integracién k > 0.

Sea por tanto Py la funcién con constante k. Entonces (Py,) " (u) = k(P1) " (u), lo
que implica que

Pr(s) = P1<%>.

Una vez que hemos determinado P~! en funcién de a, el siguiente paso consiste

el calcular ® a partir de P. Esto se puede hacer gracias a la relacion

P'(s) = sP'(s).
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Al igual que antes, tenemos que comprobar las constantes de integracién. Como
®(0) = P(0) = 0, obtenemos que

Oy(s) = k:<1>1<%>.

Finalmente, la férmula (6.9) implica que a es una funcién de clase C!, positiva
/ “du
e a(u)

Bajo estas condiciones P~! es diferenciable para u > 0y P~1(0) = 0, lo que

para u > 0 y que ademés la integral

diverge cuando ¢ — 0.

significa que ® € Fy. O

El siguiente paso dentro del estudio de la transformacion densidad-presion con-
siste en establecer condiciones suficientes sobre ® que aseguren que las hipdtesis im-
puestas sobre a(u) en la Pagina 138 se verifican. Nétese que como a(P(s)) = ®/(s),
en particular tenemos que a'(P(s))P’(s) = ®”(s). Del hecho de que ®'(s) = sP'(s)

deducimos finalmente que
d(P(s) = 22 ) (6.10)
O d(s) '

Proposicién 6.9 (i) La funcion ® es conveza si y sdlo si a es mondtona creciente.

(ii) Supongamos que ® es positiva y que ademds existe una constante C > 0 tal
que
s®"(s) < CP'(s). (6.11)

Entonces a'(u) < C, y por tanto a(u) < Cu.

Demostracién. (i) Es consecuencia directa de las definiciones de a y ®.
(ii) Segun la férmula (6.10), de la hipdtesis s ”(s) < C' ®'(s) obtenemos que

a(P(s)) < C.

De esta tltima expresion, tomando u = P(s) e integrando, concluimos el resultado:
a(u) < Cu. O
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Observacién 6.6 En [39], [40] se utiliza la condicién
c®'(s) < sP"(s) < CP'(s),

ligeramente mas restrictiva que la utilizada aqui, (6.11), para desarrollar la teoria

de la ecuacion de filtracion.

1. Ejemplos. Para concluir esta seccion dedicada al estudio de la transformacién

densidad-presion mostramos varios ejemplos, que creemos ilustran la teoria general.

(i) Ecuacién de los medios porosos: Como ya mencionamos al principio de esta
seccidn, es facil ver que la ecuacién (6.6) con ®(p) = cp™, produce una funcién a
de la forma

a(u) = (m—1)u.

(i) Funcién exponencial: Supongamos ahora que ¢ es ®(p) = e~#. Entonces

ol 1
d(u) =2 ) _1_, (6.12)
(p)
de forma que a’(u) — oo cuando u y p tienden a 0. Ademéds a es concava cerca de
u=0.

Seamos méas precisos. Como

1
SSQ 1 _1

ds ~ —e »
S P
cuando p — 0 y en una primera aproximacion se obtiene que
1 1
log — = —.
u - p

Por tanto, sustituyendo en (6.12) e integrando,

1
! ~ l — [ad 1 I
a'(u) ~log =, a(u) ~ulog -

IS
I
)
—
=
I
o\
3
Q)

Este ejemplo no queda cubierto por la teoria de soluciones de viscosidad que

desarrollamos aqui, ya que # no esta localmente acotado.

(iii) Comportamiento casi lineal: En el lado opuesto del ejemplo anterior se en-

cuentra el caso en el que ® es casi lineal. Es decir,

®(p) ~

[e% )

In® p
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con « > 1 para que la propagacion sea finita. Asi, cuando p — 0, obtenemos

1—aln™ 1
a(u) = an _p

In® p T P
Al igual que en el ejemplo anterior, utilizando una aproximacion para u,
u="P(p) ~ (1 —a)" n'"%(p),
cuando p — 0, se tiene finalmente que
a(u) ~ yut*?,

con constantes ]

> 0.
a—1

y=(0-a)@1 vy =

Para concluir, queremos ilustrar la transformacion inversa. Para ello tomamos

la transformacién inversa a(u) = u?, es decir 8 =1y v = 1. En esta situacién,
p="P u)~ ke .

Eligiendo el caso particular k = 1, se tiene que

1
'(p) =
In*(p)
y por tanto, cuando p — 0,
P
B(p) ~ —1—.
In*(p)

Observacion 6.7 La transformacion densidad-presion se puede aplicar a una cla-
se de funciones ® mas generales, sin necesidad de imponer la restriccién de que
P(p) sea finita en p = 0. De esta forma se cubre el caso conocido como difusién

rapida, estudiado por ejemplo en [29].

6.4 Ejemplos de subsoluciones y supersoluciones

Si bien es verdad que la familia de subsoluciones y supersoluciones que podemos
utilizar como funciones test es amplia, en la practica, y para el desarrollo de la
teoria solo usaremos dos ejemplos concretos de funciones: las funciones Barenblatt
y las ondas viajeras esféricas. Estas dos familias de funciones son modelos clasicos

de soluciones explicitas de la ecuacion de los medios porosos.
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1. Funciones Barenblatt. El ejemplo principal de funciones que usaremos

como test lo proporcionan las funciones Barenblatt.

Lema 6.10 Sea B(z,t;7,C) la familia de funciones

(Ct+7)* - K|I|2)+

(6.13)

con A\, K, C, T constantes positivas. Supongamos que a(u) < ku para alguna
constante k > 0 en el rango v € [0,max B). Si A = (kN +2)7' y 2K = ),

entonces B(x,t;7,C) es una subsolucion clasica de (6.1).

Demostracién. Queremos ver que se cumple B; < a(B)AB+|V B|? en el conjunto

de puntos en los que B > 0.

Por un lado tenemos que
Bi=(2\ - 1D)C(t+ 1) 2+ K|z|*(t+7) 2

Para a(B)AB + |V BJ? obtenemos una cota inferior usando que a(B) < kB y
2A —1=—kNA,
a(B)AB + |[VB|?
= —2KN(t+7)'a(B) + |2Kz(t + 1) ?
> —ANKC(t + 1) 2 + ANk(t + 7) 2 K|z|* + 4K*(t + 1) 2|z|?
= 2\ = 1)C(t + 1) + 2K*(nk + 2)|2*(t + 7) 2
=2\ = 1D)CEt+ )2+ AN a2 (t+7) 72

Esta estimacién, junto con la obtenida para By, implican que B es una subso-
lucién clésica de (6.1). O
El hecho de que la ecuacién (6.1) sea invariante por traslaciones en espacio

y tiempo nos permite construir nuevas subsoluciones trasladando las funciones

Barenblatt, (6.13), de forma arbitraria en espacio y tiempo.

Corolario 6.11 En las hipdtesis del Lema 6.10, las funciones B(z,t;7,C) son

subsoluciones de viscosidad de (6.1).
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Demostracion. Es una consecuencia directa del Lema 6.1. O

Corolario 6.12 En las hipdtesis del Lema 6.10, las funciones B(x,t;7,C) son

subsoluciones cldsicas de frontera libre de (6.1).

Demostracion. Gracias al Lema 6.10 sabemos que B es una subsolucién clasica.

Ademas, como la frontera libre viene dada por la expresion

X P
| =|— t+71)7,
concluimos que no hay puntos estacionarios. Por tanto B es una subsolucion clasica

de frontera libre (que se mueve). O

2. Ondas viajeras esféricas. El segundo ejemplo de funciones que usaremos
para comparar es la familia de ondas viajeras. Creemos conveniente para facilitar
el desarrollo de la teoria considerar primero el caso de una dimension espacial. Asi,

obtenemos ondas viajeras planas de la forma
ur(z,t) = Az +ct —b)y, wus(x,t) =A(—x+ct—0b)y, (6.14)

con constantes A, b y ¢ positivas.

Se puede ver con un calculo sencillo que las ondas viajeras definidas mediante
la férmula (6.14) son, siempre y cuando 0 < A < ¢, supersoluciones clasicas
de frontera libre definidas en R x (0,00). La primera de ellas se mueve hacia
la izquierda con velocidad ¢, mientras que la segunda lo hace hacia la derecha,
también a velocidad c¢. Es mas, si A = ¢, tanto u; como uy son soluciones clasicas

de frontera libre.

Lema 6.13 Las ondas viajeras planas definidas mediante la formula (6.14) son

limite de una sucesion mondtona de soluciones clasicas positivas.

Demostracion. La demostracion es igual para las dos funciones uy y ug. Centré-

monos en una de ellas.

El primer paso consiste en reescribir la formula u(x,t) = A(x + ¢t — b)4 como

u= f(n), n=A(x+ct—>b).
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Si A = ¢, u es una solucién clasica de frontera libre ya que f satisface la relacion
= a(f)f" + (f')? siempre que f > 0. Nétese que en este contexto mediante ’

denotamos la diferenciacion con respecto a 7.

Continuamos la demostracion utilizando un razonamiento usual en este tipo de

argumentos: aproximamos f por ondas viajeras positivas f., tales que f < f. y
fe(—o0) =¢, fl(—o00)=0. (6.15)

Gracias a la transformacién densidad-presién descrita en la Seccion 6.3, podemos

escribir la ecuacién que verifica f. como

o= (@(p.)". (6.16)

Integrando (6.16) se obtiene p. = ®'(p.) + K. La constante K se ajusta usando las

condiciones de frontera (6.15),

(ps - 51) = (I)/(,Og),

donde €; es la densidad correspondiente a la presiéon €. Integrando de nuevo, con-

P ! 3
/ ﬁ dp. = / de.
po Pe —E1 éo

La primera integral diverge cuando p. — €1, ya que ®’(g;) > 0 (véase la Sec-

cluimos que

ci6én 6.3). Por tanto, obtenemos una solucién clésica p. de (6.16), que es siempre

positiva. También se observa que p. y (®(p:))” son positivas y que %j))l — 1

cuando 1 — oo.

Para recuperar de nuevo f. no hay mas que deshacer la transformacién. Con-
cluimos que f., que es mayor que ¢, es estrictamente creciente y ademds es tal que
fL(n) — 1 cuando n — oo. Si A = ¢, la funcién asociada u. es una solucién clasica

positiva de (6.1). Si A < ¢ se obtiene una supersolucién.

El dltimo paso consiste en pasar al limite cuando ¢ decrece a cero. Asi obtene-

mos que p. — p uniformemente sobre conjuntos compactos y por tanto f, — f. O

Cuando se trabaja en mas variables espaciales se puede extender el concepto de
onda viajera definido para dimension uno simplemente sustituyendo en la férmu-
la (6.14) el argumento = por z;. De forma més general, se puede escribir (x - e),

donde e es el vector unitario que denota la direcciéon de movimiento de la onda
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plana. Sin embargo, esta generalizacién no es suficiente. En capitulos posteriores
necesitaremos también otro tipo de supersoluciones, las ondas viajeras esféricas,

definidas mediante la férmula
u(z,t) = A(jz| + ct — b)4, (6.17)

en R = {|z| < R, =T < t < 0}, con constantes A, b y ¢ positivas. Estas ondas
viajeras tienen simetria radial en espacio y un agujero en el soporte que se rellena

seguin pasa el tiempo. Obsérvese que el soporte de u nunca sobrepasa la bola B R (0)
si 2b > R.

Lema 6.14 Supongamos que a(u) < ku, k > 0 constante, para 0 < u < M,
% <b< Ry que

%2 1+ 2k(N —1) (1—%). (6.18)

Entonces la onda viajera esférica (6.17) es una supersolucion cldsica de frontera
libre de (6.1) en R.

Demostracion. En primer lugar tenemos que ver que en el conjunto en el que u

es positiva, || > b — ct, se cumple
uy > a(u)Au + [Vul.

Es decir, queremos comprobar que se verifica

AN — 1)

cA > a(u) 7

+ A%,
en todos los puntos de R donde u > 0. Como a(u) < ku, basta con ver que
E(N —1)u < (c— A)lz|.

Por otro lado, como |z| < Ry t < 0, tenemos que

u=A(z|+ct —b) < A(R—Db).
Es maés, 2|z| > R en los puntos en los que u > 0. Concluimos por tanto la siguiente
condicién
R

F(N = DA(R—b) < (= A)7,
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que resulta ser suficiente para que u sea supersolucién.

La condicién de frontera libre, v > |Vu| # 0, se comprueba facilmente. Basta

con observar que gracias a (6.18) se tiene v = ¢ > A = |Vul|. O

Lema 6.15 Las ondas viajeras esféricas definidas mediante la formula (6.17) son

limite de una sucesion mondotona de soluciones cldsicas positivas.

Demostracion. Retomemos la aproximacion f. de f definida previamente para
dimensién uno. En este caso usamos la condicién que relaciona a Ay a ¢, (6.18),
y como N > 1, observamos que aparece un término de primer orden adicional,

f'(n)

x|

(N = Da(f)

con signo positivo (que es “malo”). Sin embargo, a pesar de tener el signo malo, esta

expresion es, para ¢ suficientemente pequeno, uniformemente similar al término

A

(N — 1)G(U)|—x|

considerado en el Lema 6.14. Por tanto f. sigue siendo una supersolucién si las
hipotesis del Lema 6.14 se satisfacen y ¢ es pequeno. La prueba concluye como en
el Lema 6.13. a

3. Supersoluciones que explotan. Finalmente construimos una familia de
supersoluciones, U, que, si bien no tienen gran relevancia en la teoria de viscosidad,

serviran para controlar la altura méaxima de todas las soluciones.

Para definir estas supersoluciones anadimos la hip6tesis a(u) < ku para u > 0.

Lema 6.16 La funcion U definida mediante la formula
|z
T—t

Uz, t)=M+b +t, (6.19)

donde M y T son constantes arbitrarias, es una supersolucion cldsica estricta en
el dominio S = RY x (0, %), si las constantes b y ¢ se eligen convenientemente.
Observacién 6.8 Notese que debido al término TL_t estas funciones explotan, es

decir, se hacen infinito, en tiempo finito.



158

6. Preliminares

Demostracion. Para comprobar que U es supersolucién estricta del problema

tenemos que imponer condiciones en b y en ¢ de forma que
Uy > al)AU + [U|?.
Asi, se tiene que cumplir que
bla[*(T —t)"2 + ¢ > 2a(U)Nb(T — )~ + +4b*(T — t)2|z|*.

Manipulando esta ultima desigualdad y usando la hipétesis a(U) < kU observamos

que tenemos que comprobar que
blz|? + (T — t)* > 2Nbk(b|z|* + (M + ct)(T — t)) + 4b*|z|*.

Controlemos por separado los términos en los que aparece z2 y los que dependen

del tiempo.

Para los términos con z? basta tomar 20(Nk + 2) < 1, que se cumple si b
es suficientemente pequeno. En cuanto a los términos con dependencia temporal,

como en el dominio S se tiene que 0 < t < %, basta con elegir

T T

Asi,
T
2NBRM < e (1 — 2Nbk). (6.20)

En lo que sigue fijaremos M y Ty tomaremos b = ¢ > 0 pequeno de forma que

los valores aceptables de ¢I" son también O(g). 0



Construcctones

Si en el capitulo anterior estableciamos los principios bésicos de la teoria de solucio-
nes de viscosidad, éste estd dedicado a construir las herramientas necesarias para
demostrar los resultados principales de dicha teoria. Uno de los puntos relevantes
serd la construccién de la solucion de viscosidad maximal, que resultard de gran
importancia en capitulos posteriores. Por otro lado, las construcciones geométri-
cas hechas con supremos e infimos de subsoluciones y supersoluciones de viscosidad

tendran un papel fundamental en la demostracion del Teorema 8.2 en el Capitulo 8.
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7.1 FExistencta de la solucion de viscositdad maximal

Llegados a este punto estamos en condiciones de construir, a partir de un dato
inicial ug dado, una solucién de viscosidad concreta. Es mas, veremos que esta
construccién proporciona una solucién que es maximal entre todas las soluciones

de viscosidad (con dato inicial uy) no negativas y acotadas.

Dado un dato inicial vy € C(RY), no negativo y acotado, 0 < wuy(z) < M,
empezamos construyendo una solucién de (6.1)—(6.2) con dato inicial estrictamente
positivo y acotado

up () > up(x) + €.

Gracias a la teoria de ecuaciones cuasilineales uniformemente parabélicas, [84],
sabemos que la solucion u. > ¢, asociada a up. es una solucion clasica. Es mas,
si los datos iniciales estdn ordenados, es decir uge < uge si 0 < €’ < ¢, por
el Principio del Méaximo para soluciones clasicas, las soluciones también estan
ordenadas, u. < u, si ¢ < e. Obtenemos asi una sucesién mondétona y acotada
de soluciones clasicas de (6.1)—(6.2). Pasando al limite cuando € decrece a cero
concluimos que existe el limite

u(x,t) = HH(I] ue(z,t), (7.1)

E—
que es una funcién no negativa y acotada.
La definicién de @, como limite de soluciones con dato inicial ug o (x) = ug(z)+-¢,

deberia ser, en principio, suficiente. Sin embargo, para el correcto desarrollo de la

teoria serd conveniente que definamos vy, como sigue

1

uo(z) + ¢, lz] < o

up () = 5
M + &, |£C| > )

€

extendiéndolo de forma continua en 1 < |z| < 2. Esta definicién resultard ttil,

porque necesitaremos un control del comportamiento de la solucién en el infinito
para demostrar el resultado de maximalidad. Después de probar el resultado ve-
remos que la forma concreta de aproximar la solucion maximal no es relevante y
deducimos por tanto que la definicién original de v . también produce una solucién

maximal.
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Proposicién 7.1 La funcion @ definida mediante (7.1) es una solucidn de visco-

sidad de (6.1)-(6.2).

Demostracion. Como primer paso para demostrar este resultado, veamos que
u es una funcién continua. En lugar de hacer un estudio de la regularidad de la

ecuacion, deducimos la continuidad de u como consecuencia de:

» la transformacién densidad-presién (véase Seccién 6.3) que transforma solu-

ciones de la ecuacién (6.1) en soluciones de la ecuacién de filtracién asociada,
pr = A(p);

= la continuidad de las soluciones p de la ecuacién de filtracién, que se describe

con detalle en el Apéndice B.

Obsérvese que, debido a la monotonia de la sucesién {u.} y a la continuidad

de las funciones @ y u,, la convergencia en (7.1) es localmente uniforme.

Una vez demostrado que el limite w es continuo, el siguiente paso consiste en

ver que es una subsolucion de viscosidad.

Para ello consideremos una funcién test ¢ € C*(Q) tal que p—7u tiene un mini-
mo local cero en un punto P, (supongamos, sin pérdida de generalidad, Py = (0,0))
de un entorno parabdlico 2 = B,.(0) x (—r%,0], con r pequenio. Como comentamos
en la Observacién 6.2, reemplazando ¢ por ¥ = ¢ + §(z* + t?) podemos asegurar
que v = 1 — @ tiene un minimo estricto cero en €2, precisamente en el punto F,.

Ademads v, > or, siendo I la frontera parabélica de .
Por otro lado sabemos que u. — u uniformemente. Podemos tomar por tanto
4
_ r
lue —u| <6 T
y definir, para una constante c. que determinaremos luego, la funcién

Us:¢s_us: (¢+CE)_UE-
Bajo estas hipdtesis tenemos que

ort 3074
UE(PO) S T + C: Yy ,Us\p >

+Ca = 51.
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Concluimos entonces que v, tiene que alcanzar su minimo en €2 en un punto interior,
P.. Si elegimos c. de forma tal que ¢.(P.) = u.(P.), entonces v, tiene un minimo
local cero en P..

Por 1ltimo, como las funciones u, son soluciones clasicas estrictamente positivas

de (6.1)—(6.2), son también soluciones de viscosidad. Asi,

(V) < alyo) Ay + |V77/)5‘2 en F..

Cuando € — 0 podemos escoger r — 0 de forma que P. — Py y ¢. — 0. Por tanto,

pasando al limite en esta ltima desigualdad, obtenemos que

Queda asi demostrado que u es una subsolucién de viscosidad.

Para demostrar que u es una supersolucion de viscosidad usamos la misma idea
que la que hemos utilizado para ver que es subsolucion, considerando una funcién

test ¢, tal que ¢ —w tiene un maximo local cero.

Siguiendo la definicién de supersolucion de viscosidad, Definicién 6.6, falta por
comprobar que toda subsolucion clasica de frontera libre que esta por debajo de w

en un tiempo t;, no puede cruzar a u en un tiempo ty posterior.

Sea v una subsolucién clasica de frontera libre tal que v(z,t,) < @(z,t1). Gra-
cias a las construccién de T y a la monotonia estricta de la sucesién {u.} tenemos

que uc(x,t) > u(x,t), y por tanto
vz, t) <u(w,tr) < ue(z, ).

Por otro lado, como las funciones u. son clasicas y positivas y v también es
clasica en los puntos en los que es positiva, el Principio del Maximo implica que v

y u. no se pueden tocar. Asi,
u€<£ll', t2) > U(l‘, t2>

(véase la demostracion de la Proposicién 7.3 para més detalles). Finalmente, pa-

sando al limite cuando ¢ tiende a cero, tenemos que

HH(I) us(z,ty) = u(z, ty) > v(z, ta).
e—
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Concluimos la demostracion observando que, como @ es al mismo tiempo sub-

solucion y supersolucion, es una solucion de viscosidad. O

Para probar el resultado de maximalidad de @ necesitamos un lema técnico

previo.

Lema 7.2 Sea u una solucién de viscosidad acotada tal que ug(x) < M, Entonces
u(z,t) < M en Q.

Demostracién. Supongamos que la solucién de viscosidad que estamos conside-
rando esta acotada por la cantidad M; > M. Sea entonces k el supremo de #
para 0 < u < My + 1.

Fijemos un tiempo 17" > 0 y para cada € > 0 suficientemente pequeno conside-
remos la funcién 2f?
Uz, t) = M + b% +et,
con parametros M’ = M +¢, 7" =2T, b =cy ¢ = O(e) elegidos segun (6.20).
De esta forma U es una supersolucién clésica estricta de Uy = a(U)AU + |U[* en
S =RY x (0,T), siempre y cuando U sea menor que M, + 1. En estas condiciones
U es inicialmente mayor que u. Ademds, ambas funciones estan separadas para

valores grandes de |z| uniformemente en 0 < ¢ < T.

Por tanto, si U no es estrictamente mayor que u en &, tiene que existir un
primer punto P, = (x1,¢;), con z; € RV y 0 < t; < T, en el que U toque a u por
arriba. En ese punto podemos aplicar la definicién de subsolucion de viscosidad a

u con funciéon test U para obtener
(U)(P1) < aU(P))AU(P) + [VU(P) .

Esta desigualdad contradice el hecho de que U sea una supersolucion estricta en

un entorno parabdlico de P; (en el que U < My + 1).
Concluimos que
|z]?

2T —1t

u(z,t) <U(z,t) =M +ec+¢ + O(e)t

en S. Por tanto, haciendo tender € a cero, obtenemos finalmente que u(z,t) < M
en S. 0
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Proposicién 7.3 La solucion de viscosidad T definida mediante (7.1) es la solu-

cion de viscosidad mazimal del problema de Cauchy (6.1)—(6.2).

Demostracién. Sea @ otra solucién de viscosidad de (6.1) con dato inicial ug. El
objetivo es demostrar que uw > 4. Para ello comparamos en primer lugar @ con la
familia u. cuyo limite es u. Obsérvese que en ¢ = 0 los datos iniciales satisfacen
Up,e > Up Y por tanto sélo tenemos que probar que u. esta por encima de @ para
t > 0.

En primer lugar nétese que la posibilidad de que @ salte por encima de u. y
que los puntos de cambio de signo se muevan hacia infinito cuando t — 0, queda

descartada por el lema anterior y por la propia construccion de wu..

Por tanto, si u. no esta siempre por encima de u, tiene que existir un primer
punto Fy en el que u toca a u. por abajo, es decir la diferencia entre ambas
funciones, u — u,., alcanza un maximo local cero. Como u. es positiva, 4 también
tiene que serlo en un entorno de Fy. Se sigue entonces que hay un entorno parabdlico
de Py en el que ambas funciones son positivas, y por tanto regulares. Ademads, o y
u. estan ordenadas en ese entorno. El Principio Fuerte del Maximo implica que u,
y @ no se pueden tocar en Fy. Esto es una contradiccién que descarta la hipdtesis

de que u toque a u. por abajo. Por lo tanto, u. > @ en Q.

Finalmente, pasando al cuando € — 0, obtenemos que
u=Ilimu. >4

para todo tiempo. Concluimos asi que @ es la solucién maximal de (6.1)—(6.2). O

A continuacién demostramos una de las principales propiedades de las solucio-

nes maximales: estan ordenadas en funcion de los datos iniciales.

Proposicién 7.4 Sean u y 4 dos soluciones mazimales con datos iniciales orde-

nados, Uy(x) > Gg(x) para todo x en RN, entonces
u(x,t) > a(,1)

para (x,t) en Q.

Demostracién. Sean iy y 1y dos datos iniciales tales que ug(z) > ug(z) y con-
).

sideremos los datos iniciales g .(z) = Up(x) + € > Up(x) + € = g (x). Gracias al
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Principio del Maximo tenemos que u.(x,t) > u.(x,t). El resultado para soluciones
maximales,
u(x,t) > a(w, 1),

se concluye pasando al limite cuando ¢ — 0. a

Proposiciéon 7.5 La imagen de la transformacion densidad-presion definida en el
Lema 6.7 aplicada a la solucidn débil acotada de (6.6), contiene a la solucion de

viscosidad mazximal de la ecuacion (6.1) obtenida en (7.1).

Demostracién. Dado un dato inicial py > 0 continuo y acotado, lo aproximamos
por datos iniciales positivos pg.(x). La tnica condiciéon que imponemos sobre la
familia py . es que aproxime a py uniformemente y de forma mondtona por arriba
cuando ¢ — 0. La teoria de ecuaciones parabdlicas cuasilineales, [84], afirma que
el problema de Cauchy p; = A®(p) asociado a cada py. tiene una tnica solucién.
Ademas las soluciones p. son clasicas y forman una sucesion decreciente. Gracias a
los resultados de regularidad demostrados en [45] y [103], sabemos que p, el limite
de p., es una solucién continua, (véase el Apéndice B). Por tanto, la sucesién {p.}

converge localmente uniformemente a p.

Por otro lado, gracias la Lema 6.7, tenemos que la funcién u. = P(p.) es una
solucién clasica de (6.1). Pasando al limite cuando ¢ decrece a cero, obtenemos

finalmente que

Pe (p/ P @/
7= lmu, =l P(p) = lim [ D g~ / 1) 4.

e=0 /. S S

por tanto @ = P(p) y el limite es localmente uniforme. O

7.2 Propiedades del soporte

Dedicamos esta seccién a estudiar el soporte de la soluciones de viscosidad y

determinar sus propiedades fundamentales.

Proposiciéon 7.6 Sea u una supersolucion de viscosidad. Entonces el soporte de

u es no decreciente en tiempo. Es mds, si ug # 0, entonces 1im sop(u(-,t)) = RY.
t—00
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Demostracién. Sea u una supersolucién de viscosidad y sea (zg, tp) un punto tal

que u(zg, tp) > 0. Queremos ver que u(xzg,t) > 0 para t > to.

Sea B una subsolucién tipo Barenblatt tal que
u(zo, to) > B(x — 0,0;7,C).

Del punto (ii) de la definicién de supersolucién de viscosidad, Definicién 6.6, con-

cluimos que B esta por debajo de u en todo tiempo posterior a ty. Por tanto
U(.T(),t)>B(Qf—l‘o,t—to;T,O)>O, t>tg.

La demostracién termina usando las propiedades del soporte de las funciones
Barenblatt. O

Proposicion 7.7 Sea u una solucion de viscosidad. Entonces el soporte de u se

expande de forma continua.

Demostracion. Basta restringirnos a analizar el movimiento en ¢ = 0. Seamos
mas concretos: dado € > 0 y un radio R > 0, tenemos que encontrar 7 > 0 tal
que sop(u(+,t)) N Br(0) esté incluido en un entorno de radio € de sop(ug) N Br(0)
si0<t<T.

Sea entonces zo € Br(0) un punto que esté a distancia e de sop(ug) N Br(0).
Queremos ver que u(xog,t) es cero para 0 < t < 7; es decir, que xp no esta en
el conjunto de positividad de u. Para demostrarlo utilizamos un argumento de
comparacion con las ondas viajeras esféricas construidas en la Seccion 6.4. La
idea fundamental de la prueba es que estas ondas viajeras tienen velocidad de
propagacién finita.

Sea u4.ppr la onda viajera definida en el conjunto {|z| < R,—T <t < 0}
mediante la férmula (6.17) y consideremos

W(z,t) = usces (T — xo,t — 7).

Como los pardmetros A, ¢ y 7 todavia no se han determinado, los elegimos de
forma que en t = 0 se cumpla ug(x) < W(x,0) en la bola B.(z¢), y que ademés
W(z,t) > M = ||u||s en la frontera parabdlica del cilindro en el que estd definido

W. Por tanto, ademas de las condiciones impuestas en el Lema 6.14 sobre los
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parametros que aseguran que W es supersolucion, también se tiene que cumplir
que A(e — er — b) > M. Todo ello implica que si € es pequeno, A tiene que ser

grande y por tanto ¢ también es grande (ya que ¢ > A) y 7 muy pequefio.

Por otro lado la construccion de las ondas esféricas, Lema 6.15, implica que W
es limite decreciente de supersoluciones positivas regulares, Wy. Asi Ws > W > M
en la frontera parabdlica y Ws(x,0) > W (x,0) > ug(z). Utilizando un argumento
de comparacién concluimos que Ws(zo,t) > u(xg,t) para 0 < ¢t < 7y por tanto,
pasando al limite, W (xg,t) > u(zo, t).

Para concluir la demostracién obsérvese que W (zg,t) = A(—ct —b). = 0y por
tanto,

u(zo,t) < Wixg,t) =0

para todo 0 <t < 7. O

El siguiente aspecto que nos ocupa es demostrar que, bajo ciertas condicio-
nes sobre la forma de la solucion cerca de la frontera libre, su soporte se mueve

inmediatamente.

Lema 7.8 Sea u una solucion de viscosidad tal que ug € C? en su soporte, Qq, ¥y
|Vug| # 0 cerca de un punto xy € T'g = 0. Entonces, ent =0 y cerca de xy, la

frontera libre de u se mueve inmediatamente en la direccion exterior.

Demostracion. Para dar mayor claridad a la exposicion dividiremos la demos-

tracién en cinco pasos.

Sea x¢ un punto de I'y. Mediante una traslacién y una rotaciéon de los
ejes podemos suponer que xg = 0y que Vu(z)

' = (21,000 aN-1) apunta en la direccién negativa del eje xy.

Como por hipétesis |Vug| # 0 en zg, podemos

suponer sin pérdida degeneralidad que
Vu(zo)

TN [ To auo

Oxy(x)

# (0, para x cercano a x.

El Teorema de la Funcion Implicita implica que existe un entorno, U, del punto
(Zoys - s Toy_,,u) = (2h,u) = (0,0) € RY y una funcién ¢ € C*(U) tal que se

verifica lo siguiente: si (2, u) es un punto de U con 2’ = (21, ,xny_1) € RV 7L,
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entonces la funcién

(2’ u) = (2, p(2',u))
es un difeormorfismo de clase C? de U en su imagen, V, que resulta ser un entorno
de g =0,y ®(0,0) = 2o = 0. Ademds, I'y NV es la imagen de U N {u = 0} por
®, con ecuacion

oy = (@', u),

y QoNV =&UN{u<0}); es decir xy < p(2',u) para (z',u) € U.
Gracias a la regularidad C' del dato inicial, la superficie dada mediante

z = up(x) tiene un plano tangente en zy = 0, de ecuacién
Z = VUQ(Q?()) - X.

Como ademés Vug(zg) # 0, el plano no es horizontal. Utilizando la notacién sim-
plificada que hemos introducido al principio de la demostracién, podemos escribir

la ecuacién del plano como

Ouo

(0).

Z=—-azrNy, o=—
N 8xN

Por otro lado, como ug € C? en su soporte y Vug # 0 cerca de 7o = 0, la
curvatura de I'g cerca de x( es finita, 0 < ky < oo. Concluimos por tanto que €2

tiene la propiedad de bola interior con una bola de radio R = % en x.

Sea B; una bola centrada en xy = 0 de radio J y sea B la subsolucion de
tipo Barenblatt, definida en (6.13), elegida de forma que B casi toque a z. Ademaés,
también podemos elegir las constantes que definen a B para que su soporte inicial,

sop(B(z,0)), sea una pequena bola B’ contenida en Qo N B;.
El objetivo de este paso es demostrar que la superficie z = B(z,0) se

puede poner por debajo de z = ug(x). Es decir, que
up(z) > B(x,0), reB.

Afirmamos que si |VB(xzg,0)| es suficientemente pequenio, supongamos por
ejemplo que 2|V B(zo,0)| < «, entonces para todo z € By, el plano tangente a
B en xq esta por debajo del plano tangente a ug en g y por tanto B(z,0) esta por
debajo de ug(x) en B;NB'. Para comprobar esta afirmacién consideramos la proyec-

cién x; = (2'y, 2’) del punto z = (xy,z’) sobre 9B y paralela al eje xy. También
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definimos z5 = (2, ') como la proyeccién de x en I'y, paralela al eje x v tal que

xy < oy < 2% < 0. Por el Teorema de Taylor, si x € By N B’ podemos escribir,

u " "
uo() ~ uo(2) + 5—(22)(xn — 2y) ~ alzy — 2w),
TN

B(z,0) ~ B(x1,0) + a—B(:pl)(mN —aly) <

Er (flzv — ).

| 9

El hecho de que 2y —zy < 2 —xn implica que B(x,0) < ug(x) para todo = € B,
véase la Figura 7.1.

sop(B) = B’

Figura 7.1: Soporte de B y frontera libre de u

Para concluir la demostracion observamos en primer lugar que la fron-
tera libre de B se mueve inmediatamente. Por otro lado, como B y u estan estric-
tamente separadas en t = 0, B no puede cruzar a u en un tiempo posterior, t > 0.
Como consecuencia, la frontera libre de u también se tiene que mover inmediata-

mente en t = 0. O
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7.3 Convoluciones con supremos e infimos

Dada una subsolucion de viscosidad u y un radio r > 0, definimos la funcién
U, COmMo

v, (2,t) = sup u(y,7), (7.2)
Er(a:,t)

donde B,.(z,t) = {(y,7) : |y —z|*>+ (1 —)?> < 7%} es una bola cerrada definida en

el dominio espacio-temporal.

De forma similar, dada una supersolucion de viscosidad u, definimos

v (2, t) = i u(y,7). (7.3)
Br(z,t)

Estas construcciones, ya utilizadas en [25], son subsolucién y supersolucién de

viscosidad, respectivamente. Esto, junto con las propiedades geométricas demos-

tradas en los lemas 7.10 y 7.11, se utilizara en el capitulo siguiente para demostrar

el teorema de comparacién, Teorema 8.2.

Lema 7.9 Las funciones v, y v, son, respectivamente, subsolucion de viscosidad

y supersolucion de viscosidad de (6.1) para t > r.

Demostracion. En primer lugar nétese que la condicién ¢t > r es necesaria pa-
ra que las bolas espacio-temporales, B,.(z,t), que aparecen en las férmulas (7.2)
y (7.3) estén definidas para tiempos positivos. Una vez hecha esta observacién
centrémonos en demostrar que las funciones son subsolucién y supersolucién de

viscosidad.

Empecemos con v,.. Dado un punto Py = (o, ty) del dominio, sea P, = (z1,11)
el punto de B,(Fy) donde se alcanza el supremo usado en la definicién de v,(F).

Definimos la funcién trasladada
up(z,t) = u(x + hy, t + he),

donde hy = 1 — xg y he = t; — ty. Como u es subsoluciéon de viscosidad, es
inmediato ver que u; también lo es en el dominio trasladado. Ademas se tiene que
up(Po) = u(Py) = v,(Fy) y por la definicién de v, como un supremo, u; < T, en

un entorno parabdlico de F,.
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Supongamos ahora que ¢ es una funcién test que toca a v, por arriba en Fj.
Entonces, ¢ también toca a uy por arriba en Py y como u;, < 7,, la diferencia

up — @ tiene un maximo local cero en Fy en un entorno de Fy. Concluimos que
e < a(p)Ap + |Vl

en Py, por ser uy, subsolucién de viscosidad. Obtenemos asi que v,.(z,t) también

es subsolucién de viscosidad.

Para demostrar que v, es una supersolucién de viscosidad usamos la misma

idea para cubrir la primera parte de la definicién.

Sin embargo, esto no es suficiente. Necesitamos comprobar también la condicién
(ii) de la Definicién 6.6; es decir, la comparacién con subsoluciones clésicas de

frontera libre.

Sea por tanto v una subsolucién clasica de frontera libre, tal que
v(x,to) < v, (z, ).

Obsérvese en primer lugar que, si h = (hq, hg), la definicién (7.3) es equivalente
a tomar el infimo de las funciones trasladadas

v.(x,t) = inf up(y, 1),

|h|<r

con up(y,7) = u(y + h1, 7 + he), para |h| < r. Se cumple entonces que
U(ﬂ?,to) < Qr(x7t0) < Uh(-f,to)-

Como las funciones trasladadas u;, son supersoluciones de viscosidad, tenemos que
v(x,t) < up(x,t) para t > to y finalmente, tomando el infimo sobre los valores

|h| < r, obtenemos el resultado deseado. O

Como hemos comentado antes, estas construcciones seran de gran utilidad en la
demostracion del Teorema 8.2. Son de relevancia no sélo por el hecho de que sean

subsolucién y supersolucién de viscosidad, sino por la regularidad de su frontera.

Lema 7.10 El conjunto de positividad de v, tiene en todos los puntos de su fron-
tera la propiedad de bola interior con una bola de radio r. El soporte de v, tiene

la propiedad de bola exterior con una bola de radio r.
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Demostracién. Sea P(7,) el conjunto de positividad de @, y By = (x¢,%p) un

punto de su frontera, 0 P(7,).

Como F, estd en la frontera del conjunto de positividad de v,., por la definicién
de v, como supremo, se concluye de forma inmediata que © = 0 en la bola cerrada
de radio r centrada en FP,. Ademads, tiene que existir un punto P; a distancia r de
Py que esté en la frontera del conjunto de positividad de u. Claramente se cumple
v (Py) > 0.

El siguiente paso consiste en probar que la bola de radio r centrada en P,
estd contenida en P(7,), y por tanto que es la bola interior a la frontera de 7,

mencionada en el enunciado del lema.

Como P, € 0P(u), por definicién existe una sucesién de puntos P, — P, tales
que u(P;,) > 0. Sea P’ un punto que dista de P, menos que r, d(P', P;) < r; es
decir, P’ € B,(P;). Ademads, existe n suficientemente grande tal que d(Py,, P') < r.

Finalmente, como

B(P) = sup u(P) > u(P,,) >0
B (P')
concluimos que P’ pertenece al conjunto de positividad de 7, y por tanto, al ser

P’ arbitrario, la bola B,.(P;) esta contenida en el conjunto de positividad de v,.

La segunda afirmacién que se enuncia en el lema se demuestra de manera

similar. O

Lema 7.11 FEn los puntos de la frontera del soporte de u donde estan centradas las
bolas del Lema 7.10 se cumple el enunciado complementario: hay una bola exterior

en el primer caso y una bola interior en el sequndo.

Demostracion. Veamos como demostrar la primera parte del lema. La segunda

afirmacion se prueba de forma andaloga.

Queremos ver que en todo punto P; de la frontera de u que sea el centro de
una bola interior de radio r para la frontera del conjunto de positividad de v,, hay

una bola exterior de radio r para el soporte de wu.
Sea P, un punto de la frontera de u y Fy el punto de la frontera de v, considerado
en la demostracién del Lema 7.10. Se cumple entonces que d(P;, Py) = r y ademés

sop(u) N B.(Fy) = 0. Si no fuese asi, v,(F) > 0, que es una contradictorio con el
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hecho de que Py esté en la frontera de T,. Por tanto la bola B,.(F) es una bola

exterior para el soporte de w. a

En el posterior desarrollo de la teoria de soluciones de viscosidad no sera su-
ficiente la construccién de supersolucién dada por (7.3). Necesitaremos hacer una
ligera modificacion y considerar el infimo sobre bolas cuyo radio disminuye segiin
pasa el tiempo. Definimos por tanto v, como

Qr75($, t) = B inf 5 u(yv T)’
r—&6t\T,

Sid > 0, la funcién v, s sigue siendo una supersolucién de viscosidad y el Lema 7.9
es cierto siempre que 0t < r. El argumento es similar al hecho en la demostraciéon
de este lema: dado un punto P, hay un punto P; a distancia (en espacio-tiempo)

menor o igual que ryg = r — dtg, en el cual
,.5(FPo) = u(Fy).

Podemos definir de nuevo la trasladada u,(P) = u(P + h) con h = Py — Py
para obtener que v, 5(Fy) = ux(Fp). Sea € un entorno parabélico de Fy. Entonces,
para un punto P € ) se tiene que t < tg, de forma que d(P + h,P) < rqg <71,y
por tanto

up(P) = u(P + h) > v, ;(P).

Concluimos asi que, como uy, es una supersolucion de viscosidad, v, 5 también tiene

que serlo.

También se puede demostrar facilmente el Lema 7.11 para esta nueva superso-
lucién: dado un punto Py = (g, to) de la frontera libre de v, 5, podemos demostrar
que la bola de radio rg = r — dty centrada en F, es una bola interior para el

conjunto de positividad de u con tangencia en un punto P;.

Sin embargo, la propiedad de bola exterior para el soporte de v, 5, Lema 7.11,
no es inmediata, ya que el radio de la bola sobre la cual se toma el infimo cambia

con el tiempo.

Lema 7.12 Dados los puntos Py = (zo,t0) y P1 = (21,t1) definidos anteriormen-
te, el conjunto de puntos para los cuales podemos asegurar que v, s es igual a 0,

incluye la region delimitada por el elipsoide

S={(z,t): (x—2)? +(t—t,)° = (r—t)?}
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que pasa por FPy. En consecuencia, existe una bola exterior para sop(ym;) en Py,

pero con un radio menor que ry.

Observacion 7.1 Dados los puntos Fy y P, el hiperplano H tangente a la su-
perficie S en Py depende de §. De hecho, siempre tiene la misma proyeccion sobre
el plano ¢t = ty: una esfera N-dimensional de radio |xg — x1| = rocos 3, donde
denota el angulo formado por el vector P;F, con el hiperplano espacial dado por

t =constante.

Sin embargo, la componente temporal de la normal unitaria a H en RV*! viene

dada por ny1(Fp) = sin(6s), donde

sin 8+ ¢

tan(0;) = o5 3

, (7.4)

que crece cuando § crece.

Nétese que tan(fs) es precisamente la velocidad a la que la proyeccién espacial

avanza con el tiempo.
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de soluciones de viscositdad

En este capitulo demostramos los teoremas fundamentales de la teoria de soluciones
de viscosidad para ecuaciones cuasilineales parabdlicas no degeneradas: unicidad,
comparacién y dependencia continua de los datos iniciales. Para ello veremos pri-
mero que soluciones de viscosidad con datos iniciales estrictamente separados estan
ordenadas en tiempos posteriores. Gracias a este resultado podremos construir so-
luciones minimales que, junto con las maximales, nos permitirdn demostrar la uni-
cidad. Después de probar los teoremas de comparaciéon y de dependencia continua
para soluciones de viscosidad, estableceremos definiciones equivalentes a la de su-
persolucion de viscosidad. Esto nos ayudara a completar algunos de los resultados
enunciados en el Capitulo 6.
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8. Teoremas principales

8.1 Preliminares

Una vez establecidas las bases de la teoria de viscosidad para ecuaciones pa-
rabdlicas cuasilineales degeneradas, capitulos 6 y 7, nos enfrentamos a demostrar
uno de los teoremas fundamentales de esta parte de la memoria, el Teorema 8.1.

Veremos a lo largo de este capitulo que el problema que estamos estudiando,
uy = a(u)Au + |[Vul?, (z,t) €Q (8.1)
con dato inicial continuo, acotado y no negativo
u(z,0) = uo(z), = €RY, (8.2)

esta bien puesto en la clase de las funciones continuas: existe una unica solucién
que depende continuamente de los datos. Ademas, se demuestra el teorema de

comparacion de soluciones.

Como ya dijimos en la Introducciéon de esta parte de la Memoria, el hecho de
que las hipotesis sobre a sean muy generales, véase la Pagina 138, introduce ciertas
dificultades adicionales en el estudio de las soluciones de viscosidad de este proble-
ma: no se pueden utilizar las soluciones clasicas de frontera libre para comparar,
ya que éstas no tienen por qué existir. Ademds, como vimos en el Capitulo 6, la

transformacién densidad-presién no es inmediata.

Teorema 8.1 Bajo las hipdtesis (H1) y (H2) el problema (8.1)—(8.2) estd bien
puesto en la clase de soluciones de viscosidad acotadas, continuas y no negativas.
Es mas, la solucion de viscosidad coincide con la transformada de la solucion débil

continua de la ecuacion de filtracion asociada,
pr = A®(p).

El Principio del Mdxzimo se pude aplicar a las soluciones de viscosidad.

Para demostrar el teorema empezaremos viendo que las soluciones de viscosidad
estrictamente separadas se pueden comparar. Gracias a este resultado podremos
construir las soluciones de viscosidad minimales, que junto con las soluciones maxi-
males y la transformacion densidad-presion, nos permitiran demostrar la unicidad
y el teorema de comparacion de soluciones de viscosidad. Finalmente demostrare-

mos la dependencia continua de los datos.
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8.2 Comparacion de soluciones de viscosidad estrictamen-

te separadas

Si una subsolucién de viscosidad y una supersolucion de viscosidad poseen datos
iniciales estrictamente separados, entonces estan ordenadas en tiempos posterio-
res. Para probar este resultado, enunciado con precision en el siguiente teorema,
utilizamos las construcciones de supremos e infimos descritas en el Capitulo 7. En
particular, usaremos las construcciones geométricas demostradas en los lemas 7.10
y 7.11, ya que necesitaremos hacer un anélisis geométrico detallado, inspirado

en [25], de los posibles puntos de contacto entre las soluciones.

Teorema 8.2 Sea u una subsolucion de viscosidad y v una supersolucion de vis-
cosidad de (8.1). Supongamos que los datos iniciales ug y vy estdin estrictamente
separados, uy < vy si ¥ € RY. Entonces u y v permanecen ordenadas para todo
tiempo

u(z,t) < vz, t), (z,t) € Q = RY x (0,00).

Demostracién. Desglosamos la demostracién en 5 pasos.

SUPREMOS E INFIMOS. Sea 6 > 0 y r > 0 pequeno, tal que r > 0.
Basédndonos en las construcciones hechas en el Capitulo 7, introducimos las si-

guientes funciones

W(z,t)=_1inf o(y,71),
Br—ét(xvt)

definida en (z,t) € RY x (¢,T), con t' = SyT=%y

Z(x,t) = sup u(y,7),
Er(m,t)

definida en RY x (r,T). Si § y r son pequeiios y t < %, se verifica que:

= IV es una supersolucion de viscosidad y Z es una subsolucién de viscosidad
de (8.1) en Qr = RN x (r,T);

w Z(,r) < W(,7r).
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La primera de estas dos afirmaciones quedé demostrada en la Seccion 7.3 del
Capitulo 7. La segunda es consecuencia de la separacion estricta de los datos y
de la Proposicién 7.7, que asegura que el soporte de u no se puede expandir de
forma discontinua en t = 0. En efecto, si el soporte de u no se expande de forma

discontinua en ¢t = 0, en un tiempo pequeno t = r > 0, seguira verificandose que
u(-,r) <v(-,7), 0<t<r.

Gracias a la continuidad de las soluciones y a la construcciéon de Z y W, tenemos
que, si r es pequeno,
Z(-,r) < W(,r).

La idea de la demostracién del teorema es la siguiente: probar que W esta por
encima de Z para todo z € RV, r < t < T y para toda eleccién de r y § sufi-
cientemente pequenos. Entonces, haciendo tender primero 6 — 0 y luego r — 0,

concluimos que u < v.

Supongamos por tanto que existe un primer punto en el que W y Z se tocan e

intentemos llegar a una contradiccion.

CONTACTO INTERIOR. Veamos en primer lugar que el posible punto
de contacto, Py, entre W y Z no puede estar en el interior.

Supongamos entonces que en dicho punto Z es positiva, lo que implica que W
también lo es, Z(Fy) = W(F,) > 0. Entonces, ambas funciones son positivas en
un entorno parabdlico de Py, digamos 2. Ademas, estan separadas en la frontera
de €.

En esta situacion podemos encontrar dos soluciones clasicas positivas, z y w,
definidas en 0€2 como z = Z 4+ ¢y w =W — €9, con g1 y &5 tales que z < w en
0f). Aplicando el Principio Fuerte del Maximo para soluciones clésicas a z y w,
obtenemos que z(Fy) < w(F). Por otro lado, el Lema 6.5, junto con el hecho de
que Z < z en 0f), implica que Z(z,t) < z(z,t) en . De forma andloga, gracias al

Lema 6.6 tenemos que w(x,t) < W(z,t) en €.
Resumiendo,

Z(P[)) S Z(P()) < w(P()) S W(Po),

de donde concluimos que W no puede tocar a Z por arriba en un punto en el que

ambas funciones son positivas.
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PASO 3| CONTACTO EN LA FRONTERA LIBRE. Una vez demostrado que el punto
de contacto entre W y Z no puede estar en el interior, veamos que tampoco puede

estar en la frontera.

Supongamos que el primer punto, Py = (Ao, to), en el que Z y W se tocan
estd situado en la frontera libre (es decir, en la frontera del conjunto de positividad).
El objetivo del resto de esta demostracion es ver que, si r < ty < T, tal punto no

puede existir.

Si Py es un punto de la frontera libre de Z, se cumple que Z(Fy) = W(F,) = 0.
Segun vimos en el Capitulo 7, el soporte de Z tiene una bola interior de radio r,

mientras que el soporte de W tiene una bola exterior de radio ' < r — dtg.

Por otro lado, como el primer punto de contacto entre los soportes de ambas
funciones ocurre en ty, para todo tiempo anterior, t < tgy, el soporte de Z tiene
que estar incluido en el soporte de W. Esto significa que las dos bolas antes men-
cionadas son disjuntas para t < to. En Fy pueden ser tangentes o no. Es decir, los
hiperplanos tangentes en P, pueden ser iguales o distintos en funcién de la tangen-
cia de las bolas. No obstante, en cualquiera de las dos situaciones, los hiperplanos
tangentes tienen una proyeccion espacial comin y tienen que estar ordenados en

tiempo de forma que se cumpla la inclusién de los soportes.

Existe un punto P; = (Aj, ;) de la frontera libre de u a distancia r de P,. Esto
se comprueba facilmente recordando la definiciéon de Z como un supremo: existe
una bola de radio r centrada en F, en la que u = 0. A distancia r+¢ de F, y cerca
del punto P, la funcién u tiene que ser positiva en algin sitio. Si no fuese asi, y

u fuese 0 en esa regién, Py no podria estar en la frontera de Z.

También sabemos, gracias a la definicion de W, que existe otro punto, digamos

Py = (A, ts), situado en la frontera libre de v y que dista ro = r — dty de B.

Como hemos dicho anteriormente, para 6 > 0, el hiperplano que acota la bola
exterior de la frontera libre de W en Py no puede ser perpendicular a la linea que
une Py con P,. Por tanto los puntos Py, Py y P, no estan alineados. Sin embargo,
las proyecciones espaciales de los hiperplanos en t; tienen que coincidir, lo que

implica que las proyecciones espaciales de Py, Py v P si que estan alineadas.

Antes de continuar con la demostracién del Teorema 8.2, demostremos primero

un lema que determina la posicion del hiperplano tangente a la frontera libre de
Z en F,.
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Lema 8.3 Sea H un hiperplano definido en espacio-tiempo tangente a la frontera

libre de Z en Py. Entonces H no es ni vertical ni horizontal.

Demostracion. La prueba de este lema consta de dos partes: primero veremos

que H no puede ser vertical y luego que no es horizontal.

Para ver que el hiperplano H no es vertical, usamos en primer lugar la definicién
de W como el infimo de v tomado en bolas de la forma B, _s(z,t). En esta situacién
podemos afirmar que la diferencia entre las velocidades de propagacién de los
soportes de Wy v es d: las bolas B,_s(z,t) disminuyen segin pasa el tiempo. Asi,
en tiempo t tienen radio r — dt, mientras que en una unidad de tiempo posterior
su radio es r — §(t + 1). Restando estas dos expresiones obtenemos la diferencia ¢

entre las velocidades de propagacién de los soportes.

Por otro lado, la Proposicion 7.7 implica que el soporte de v no se contrae y
por tanto, tampoco lo hacen ni el soporte de Z y ni el de W. En consecuencia,
podemos asegurar que Z y W se mueven hacia delante con una velocidad mayor
o igual que 0 en Fy. De esta forma hemos conseguido descartar la posibilidad de

que haya un hiperplano tangente vertical a los soportes de Z y W en F.

La demostracion de que el hiperplano H tampoco puede ser horizontal se basa
en un argumento de cambio de escala y en la comparacion con ondas viajeras.

Supongamos que existe un hiperplano tangente horizontal en Fy. Mediante
una traslaciéon en los ejes podemos suponer que Py = (0,—r) y P, = (0,0). El
hiperplano horizontal tangente al soporte de Z en F, es entonces de la forma
t = —r y ademas la bola exterior al soporte de u en P, tiene tangencia horizontal.

Por continuidad, para todo ¢ > 0 pequeno, existe un cilindro
Cr={(z,1) : Ja| <A, =X* <t <0}

en el que u < 4.

El siguiente paso consiste en definir en el cilindro C';, mediante un cambio de

escala de la funcién u, una nueva subsolucion, wuy, del problema (8.1):
uy(r,t) = u(Ax, A\*t).

Obsérvese que esta funcion vale cero en la base del cilindro C1, es decir en t = —1,

y ademas es menor que ¢ en la frontera lateral.
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Finalmente, si  es muy pequeno, la frontera libre de u no puede llegar a x = 0
en t = 0. Esto produce una contradiccion con la propiedad de propagacién finita.
Para comprobar este hecho, basta con construir una supersolucién con simetria

radial, que se mueva desde la frontera hacia el interior muy lentamente,
u(r,t) =A(r+ct —1+¢),,

con A > 5y cy e pequenos. Comparando u y u; en Cy concluimos que P, = (0,0)

no puede ser un punto de la frontera libre de u, lo que va contra su definicién. O

Demostracién del Teorema 8.2 (continuacién).

PAsoO 4| COMPORTAMIENTO LINEAL DE LA FRONTERA. Antes de establecer el

comportamiento lineal de la frontera libre de Z, fijemos una nueva notacion.

Por comodidad trasladamos los ejes, de forma que P, se convierta en el punto
(0,to) y elegimos las coordenadas espaciales para que la direccién positiva del eje
z1 apunte en la direccién del vector AyA;, que es la proyeccién espacial de PyP;.
Supongamos también que z = (z1,2’), con 2’ € RVN-1,

Sea H el hiperplano tangente a la bola interior de Z en £B.

t

J H

El vector normal interior a H en
Py lo denotamos por (ey,m), siendo
H m = tan« para algin angulo o en-
tre 0 y 7. En esta situacion, m es la

velocidad de avance de la frontera li-

1 Py =(0,%0)

bre de Z y P, = (dy,0,ty + rsena),
con d; = rcosa, es un punto de la
frontera libre de u. La velocidad de
Figura 8.1: Disposicién de los puntos avance de Hy, el hiperplano tangen-

te a W en Py, es menor o igual que

m. Esta velocidad queda determinada por el dngulo, /3, formado por PP, v su

proyeccién espacial, segin la férmula (7.4). En cualquier caso, 8 < a.

Lema 8.4 Se tiene la siguiente estimacion no tangencial cerca del punto Py
Z(x,tg) > m(l —e)(z1)4, (8.3)

y cuando x1 — 0, € — 0 en un cono no tangencial.
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Observaciéon 8.1 Un cono espacial no tangencial en 0 es un cono K definido en

RY . con vértice en cero, eje e; y abertura menor que 5

Demostracion. La demostracién del Lema 8.4 se basa en un argumento de con-

tradiccién.

Supongamos entonces que la desigualdad (8.3) no es cierta y que, por tanto,
para una sucesién de puntos A, = (z1,,7,) que converge a 0 € RY y que estd en

un cono no tangencial K en 0 existe € > 0 fijo tal que

2(Qn) <m(1 = e)(z1,)+, (8.4)

siendo @, = (Ap, o).
De la condicién (8.4) y de la definicién de Z como un supremo concluimos que
la funcién u tiene que ser menor o igual que p,, = m(1 —¢)zy, en una bola B,.(Q,,)

centrada en (Q,,. Ademas, u se anula en otra bola del mismo radio, pero centrada

en Py = (0,19), véase la Figura 8.2.

. El siguiente paso consiste en extender

U< Uy u=20
la region en la que u se anula. Por un lado
sabemos que v se anula en el punto P,
ya que éste esta situado en su frontera li-
@Qn Fo ’ bre. Ademsds, P, dista r — 0ty de Py en

la direccién del vector —(eq, tan (3). De la

definicién de W como un infimo se sigue
que, para t = ty, W vale cero en la bola
Figura 8.2: Valores de la funcién u. i .
espacial B’ de radio 0 < dy < r — 0ty cen-
trada en el punto ) = —dse;. En efecto,
cualquier bola de radio r — dty centrada en un punto P’ de B’ tiene que incluir
al punto P, y ademas el infimo de v en esa bola tiene que ser 0. Por tanto, W se
tiene que anular en P’. Como, por otro lado, Z < W en t = ty, Z también se anula
en P’. De nuevo, por la definicién de Z como el supremo de u en bolas de radio
r, concluimos que u se anula en el conjunto ¥ formado por la unién de las bolas

espacio-temporales de radio r centradas en B'.

Nos enfrentamos ahora al punto crucial de la demostracion de este lema: definir
el conjunto Ly, donde analizaremos el comportamiento de u. Concluiremos enton-

ces que u se anula en un entorno del punto P, llegando asi a una contradiccion.
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Para z;, = A > 0 pequeno, consideramos el conjunto espacio-temporal L = L,
en el que se tiene u < py = m(1l — €)A. Describimos la estructura del conjunto

detallando las partes que componen su frontera.

Por un lado tenemos las “ta- L=1Lx ¢
pas”, que pertenecen a los hiperpla-
nost =t —7yt=t. También b g
hay una parte de la frontera, cerca- t1—7
na al origen, formada por porciones
’ Q@n Py

de la frontera de ¥ que contienen al
punto P;. Esto corresponde a una

superficie concava en la que u = 0.

Por tultimo, en el lado opuesto, la
frontera esta formada por parte de
la frontera de la bola B,.(Q,), la es-

fera S,.(Qy), donde sabemos, por el anélisis hecho previamente, que u < py. Cuan-

Figura 8.3: El conjunto L) en espacio-tiempo.

do A tiende a 0, el conjunto L) adopta, alrededor de P;, la forma de una cuna
de profundidad X\ y ancho (’)(\/X) En efecto, asintoticamente, alrededor de P,
esta cuna es como la regién entre dos planos paralelos que avanzan a velocidad
m > 0. De esta afirmacién se concluye la profundidad A. Ademads, los planos estan
curvados en tiempo y hacia el origen espacial, lo que complica el estudio, pero

finalmente se deduce la estimacién O(v/\).

Una vez descrito Ly, analizamos u como solucién de (8.1) en este conjunto.
Veamos que si se cumple la condicién (8.4), para x;, suficientemente pequerno,
entonces u se tiene que anular en un entorno de Py, llegando asi a una contradiccion.

La prueba concluye por comparacién de u con una supersolucion de la forma
iz, t) = A(lz| +ct = b)4,

con parametros A, b y ¢ todavia por determinar.

Para facilitar la exposicién, desplazamos el eje t de forma que t; =ty + rsen «
se transforme en el ¢; = 0 y el punto P; en (dy,0,0). Elegimos la velocidad ¢ y la

pendiente A de la onda viajera esférica o préximas a m

c:m<1—§>, A:m(1—2—3€), (8.5)
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y tal que
c
— > 1.
A

Ademas, escogemos b = dy + A\e > dy, lo que asegura que en ¢t = 0 la funcién @ se
anula tanto en P,

A(Py) = i(d, 0,0) = A(dy — b)+ — m (1 _ %) (dy — dy — Ae), =0,

como en un entorno de este mismo punto.

Dado el dominio R = {|z| < R,—7 <t < 0}, con R > d; y T pequeno, gracias
al Lema 6.14, sabemos que, si b estd proximo a R y es tal que

b
b< R, T<<€,

entonces @ es una supersolucién de (8.1) en R. De hecho, eligiendo A y ¢ segin (8.5)

se cumple la condicién (6.18) y por tanto @ es una supersolucion clasica de frontera

libre en R.

Como tultimo paso de la demostracién comparamos la funcién @ con v en el
conjunto Ly, = LyN{—7 <t <0} para A y 7 mucho menores que . De hecho,

fijamos € pequeno, 7 mucho menor y 6\ = mer.

Empecemos la comparacién en la parte inferior de L) ;, donde t = —7. El
hecho de que hayamos elegido los pardmetros A, by ¢ de forma que @ > m(1—e)A
siempre que u sea positiva, implica automaticamente que @ > u. Para probar esta

afirmacion obsérvese que v = 0 en una bola espacial Bqy(-)(0) de radio
d(t) = dy + m7 + O(7?).

Por tanto, u > uwent = —7 si

ﬁ:m(l—%) (]x\—m<1—§>7—b>+zm(l—s))\,

lo cual es cierto bajo nuestras hipotesis. En efecto, basta con sustituir b por su

valor, b = d; + Ae, y tener en cuenta que 6\ = met. Asi,

2
u > m 1-= <d1+m7+(9(72)—m7+@—d1—)\5>
3 3 .

> m(l—%) (2X = Ae)y > m(l — )\ = w.
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En la frontera interior de L, . la comparacién resulta ser mas sencilla, ya que
u=0<u.
Finalmente, para analizar el comportamiento de u en la frontera exterior de
L, ;, observamos que ésta estd formada por puntos (z1,2’,t) de la esfera S,.(Q,),
dados por
|71 — AP + |2/ — kAP® + (t + rsena)? = 72

Dado que estamos trabajando en un cono no tangencial, se puede acotar k inde-

pendientemente de A. Por tanto
o = of 4 ()2
= 20 A+ 20'kA — N3(1 + k?) — t2 — 2trsen a + r%(1 — sen® ) (8.6)
= 2w\ + 20'kN — N2(1 + k?) — * — 2trsena + d3.
En esta parte de la frontera, se cumple en una primera aproximacién que
r1 ~ dy =rcosa,

ademas de la cota

Asi, sit € (—7,0) y despreciando los términos de orden superior en A, y por tanto
en t, obtenemos que
2| &= di + X+ m(—t).

Este hecho se comprueba facilmente comparando esta 1ltima expresién con (8.6),
suprimiendo los términos de orden superior y recordando que rsena = dym. Ob-

tenemos por tanto que % es mayor que u si

Q

@ m(1—§) (d1+A+m(—t)+(1—f)mt—d1—Ag>+

3 3
= m(l—%e) (A—%mt—ks>+:m(1—2—;) (/\(1—5)+§m‘t|>+
> m(l—e)A.

Concluimos que u < @ en la frontera parabdlica de Ly ., y por tanto u < @
en Ly .. Esto implica que u se anula en un entorno de P, contradicciéon a la que

desedbamos llegar. De esta forma queda demostrada la desigualdad (8.3). O
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Demostracién del Teorema 8.2 (continuacidn).

CONCLUSION.  Gracias a la estimacién (8.3), que determina que el com-
portamiento de la frontera libre de Z cerca del punto F, es lineal, podemos describir
el movimiento de las fronteras libres. En estas condiciones colocamos una subso-
lucién de tipo Barenblatt, B, por debajo de Z en ty, de forma que casi toque a F,
y tenga velocidad m, como el hiperplano H. Ademas elegimos B para que cruce
al mismo hiperplano cuando avanza con una velocidad menor m’ < m, después de
un corto intervalo de tiempo. De forma méds precisa: podemos asegurar que para
un intervalo de tiempo pequeno, tqg + 7 < t < tg + 79, el soporte de B cubre a la
bola espacial centrada en Py y de radio m/(t — ty). Obsérvese que acercando B a

Py podemos elegir 7 y 75 tan pequenos como sea necesario.

El siguiente paso consiste en traspasar esta informacién a v. Como Z esté por
debajo de W en tg, la funcion Barenblatt B también lo estd. Por tanto, por la
definiciéon de W como el infimo de v en bolas de radio r — dt, se puede colocar
una copia de B debajo de v. Para ello s6lo hace falta desplazar B una distancia
menor o igual que 7y = r — dty en espacio-tiempo. Como v es una supersolucion
de viscosidad, la propiedad de comparacién con subsoluciones clasicas de frontera
libre asegura que B tiene que permanecer por debajo de v en tiempos posteriores.
Ademas, como el soporte de B se mueve a lo sumo con velocidad m en el intervalo
de tiempo que estamos considerando, concluimos que el soporte de v crece hasta
distar al menos m’ veces incremento de tiempo de todos los puntos situados a

distancia menor que g de F,.

De lo expuesto en el parrafo anterior deducimos que el soporte de W se ex-
pande al menos con velocidad m’ + §. Como 0 es arbitrario (recuérdese que se
tomé pequeno en la Pagina 177), podemos elegirlo de forma que m’' + 4§ > m, lo
que es una contradiccién con el hecho de que exista un hiperplano tangente H; a

W en P, cuya velocidad de avance sea menor o igual que m (véase Figura 8.1).

Gracias a esta ultima contradiccion deducimos que no puede haber ningin

punto de contacto entre Z y W, lo que concluye la prueba del Teorema 8.2. O
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8.3 FExistencia de la solucion de viscositdad minimal.

Gracias al Teorema 8.2 demostrado en la seccién anterior y a la existencia de la
solucién de viscosidad maximal (véase el Capitulo 7) podemos construir un nuevo

tipo de soluciones de viscosidad: las soluciones minimales.

Para llevar a cabo esta construccion consideramos el limite de soluciones maxi-
males en el siguiente sentido: sea ug un dato inicial general para (6.1)—(6.2), y @ la
solucién de viscosidad maximal asociada a este problema. Consideremos también

una sucesién {ug,} de datos iniciales para la misma ecuacién (6.1) y tal que
Up,1 < Up2 < ... <X Ugp < ... < Up. (87)

Notese que cada uno de los problemas definido con uno de estos datos iniciales,

{ ur = a(u)Au + |Vul?, (5.5)

u(z,0) = ugp, n=12...

tiene una solucion de viscosidad maximal asociada, digamos u,,. Gracias al Teore-

ma 8.2, se tiene entonces que
U <TU<..<u,<..<u.
Pasando al limite cuando n — oo definimos

u(z,t) = lim @, <. (8.9)
Proposicion 8.5 Sea {ug,} una sucesion de datos iniciales para (8.8) definida

por (8.7). Si ug, / uy cuando n tiende a infinito, entonces u es la solucion de
viscosidad minimal de (6.1)—(6.2).

Demostracién. Como primer paso obsérvese que la continuidad del limite (8.9)
se obtiene utilizando el mismo argumento de regularidad que en la Proposicién 7.1.
Por otro lado, debido a la continuidad del limite y a la monotonia de la sucesion
{uo,n}, la convergencia de ug,,, a ug es localmente uniforme. Ademas, los soportes de
up, también convergen; es decir, sop(ug,) — sop ug, en el sentido de la distancia

entre conjuntos.
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Para probar que u es una solucion de viscosidad se usa un razonamiento similar
al que se utilizo para demostrar que el limite de soluciones clasicas es una solucién
de viscosidad (Proposicién 7.1). Sélo detallaremos aqui cémo comprobar el segundo
punto de la definicién de supersolucién de viscosidad, por ser ésta la parte mas

delicada.

Sea v una subsolucién clasica de frontera libre tal que v(x,0) < ug(x). Gracias
a la convergencia de los soportes y a la de los datos iniciales, para n suficientemente

grande podemos encontrar un dato inicial v, de forma que
v(x,0) < ugpn(r) < uo(z).

Como ademds g, es el dato inicial del problema con solucién maximal de visco-

sidad w,,, tenemos que

v(z,t) <z, t).

Finalmente, por la construccion de u como el limite de soluciones de viscosidad

maximales, obtenemos

v(x,t) < u(z,t).

Veamos por tltimo que u es minimal. Sea u otra solucién de viscosidad del pro-
blema (6.1) con en mismo dato inicial uy. Como por hipdtesis g, < ug, podemos
utilizar el Teorema 8.2 para concluir que la solucion maximal asociada al problema
con dato ug, verifica w, < @. Pasando al limite en esta ultima expresién obtenemos

finalmente que

u < u,

lo que implica que u es solucién de viscosidad minimal de (6.1)—(6.2). O

Observacion 8.2 La existencia de las soluciones de viscosidad maximal y mini-
mal ha sido obtenida para datos acotados y continuos generales. Esto supondra una
simplificacion para demostrar el resultado de unicidad: todas las posibles soluciones

del problema (6.1)—(6.2) estan encajonadas entre la maximal y la minimal.

Observacion 8.3 Ambas soluciones comparten la propiedad de construirse como

el limite, localmente uniforme, de soluciones regulares.
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Observacién 8.4 El mismo argumento usado en la Proposicion 7.5 se aplica para
ver que la solucién minimal es la transformada de una solucién débil del problema

de filtracion asociado.

En la siguiente secciéon demostraremos un resultado de unicidad general, Teo-
rema 8.7. No obstante, en las condiciones actuales, tenemos las herramientas ne-
cesarias para enunciar otro resultado, menos general, pero cuya demostracién, que
se basa en el Teorema 8.2 para soluciones estrictamente separadas, es mas directa,

ya que no requiere utilizar la transformacién densidad-presion.

Proposicién 8.6 Sea u una solucién de viscosidad tal que ug € C? en la clausura
de su conjunto de positividad, Qq, y |Vug| # 0 cerca de un punto xo € Ty = 0.
Entonces, la solucion de viscosidad de (6.1) es tnica y coincide con la solucion
débil del problema de filtracion asociado (6.6).

Observacion 8.5 Las hipdtesis impuestas sobre g coinciden con las del Lema 7.8,

y por tanto la frontera libre de u se mueve inmediatamente.

Demostracién. Sean u y u una solucién de viscosidad maximal y una minimal,
respectivamente, de (6.1). La idea de la demostracion es ver que u = @, lo que
implica, dado que cualquier posible solucién u verifica u < u < u (véase la Obser-
vacion 8.2), la unicidad de soluciones.

Bajo las condiciones impuestas sobre el dato inicial ug, usamos la invarianza

bajo cambios de escala de la ecuacion para definir
ue(z,t) = (1 4 e)u(z, (1 + &)t).
La funcion u,. es otra solucién de viscosidad de (6.1) con dato inicial
Ue0(z) = u(2,0) = (1 4 €)up(x).

Obsérvese que el hecho de que u. o(x) > ug(z) implica que la frontera libre de u.
también se tiene que mover inmediatamente, como lo hace la de ug. Concluimos
asi que, para algin 7(¢) > 0 pequeno, las soluciones u. y @ estdn estrictamente

separadas en el siguiente sentido

us(x,7) > u(x,0), sop(u(+,0)) C Int(sop(ue(-,7))). (8.10)
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Para comprobar esta afirmacion basta elegir ¢ > 0 tal que
sop(u(+,0)) C Int(sop(u(-,7))),
para algun 7/ > 0 pequeno. Si ahora definimos
u(z,7) = (1+e)u(z,7) = (1 +&)u(x, (1 +¢)7)

concluimos (8.10).

Por ultimo, del Teorema 8.2 se sigue que w tiene que estar por debajo de u.
para todo t > 7 y todo € > 0. En el limite, cuando ¢ — 0, obtenemos u < u, lo

que implica la unicidad. O

8.4 Unicidad general, comparacion de soluciones y depen-

dencia continua.

La unicidad de soluciones para el problema (6.1)—(6.2) enunciada en el Teo-
rema 8.1 sélo se puede demostrar (hasta donde nosotros sabemos) utilizando la
transformacién 7 definida en la Seccién 6.3 del Capitulo 7 y un resultado de uni-

cidad para el problema de filtracién asociado.

Sean u y u una solucién de viscosidad maximal y una minimal, respectivamen-
te, de (6.1), con dato inicial, ug, no negativo, continuo y acotado. Al igual que
en la prueba de la Proposicién 8.6, el objetivo es demostrar que @ = u. Para ello
utilizamos la transformacion a la ecuacién de filtracién: tanto @ como u tienen
una solucién débil de (6.6) asociada, p y p, construidas gracias a la transforma-
cién densidad-presion en la Seccién 6.3. Gracias a estas funciones demostramos la

unicidad de soluciones de viscosidad.

Teorema 8.7 Sean p y p dos soluciones débiles, no negativas, continuas y orde-
nadas de la ecuacion de filtracion (6.6), p, = A®(p), con el mismo dato inicial.
Entonces si ® es Lipschitz en el rango donde las soluciones estan definidas, p y p

son iguales.

Demostracién. Sea p(z,t) = p(z,t) — p(z,t) > 0. Como p y p tienen el mismo
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dato inicial, p(z,0) = 0. Consideremos

MO = [ platip)ds

para alguna funcién ¢ € L'(RY) regular, que definiremos méas adelante. Integrando

por partes obtenemos que

d

v = [ G-ped= [ a@@)-ap)pds

= / Ap (®(p) — @(p)) da.
RN
En esta situacién, si ¢ € LYRY), ¢ > 0, elegimos ¢ como la solucién de la ecuacién
—Ap+ =1,
que existe, es tnica y ademas verifica ¢ > 0y / pdr = / Y dx.

Usando ahora el hecho de que ® es monétona y Lipschitz obtenemos

W) = [ o) - @) [ o) - o) ds
RN RN
< K (p—plpde <K ppdr = KMI(t),
RN - RN
siendo K una cota superior de ® en el rango de p y p. Nétese que, como ¢ > 0,

el término
— [ ¥(®(p) — @(p)) dx
RN
es negativo y por tanto se puede despreciar.

Finalmente, como M (0) = 0, la ecuacién
M'(t) < KM(t)

implica que M = 0. De esta forma concluimos la unicidad de soluciones de (6.6) y

por tanto también la unicidad de soluciones de viscosidad. a

Teorema 8.8 Sean uy y us respectivamente una subsolucion de viscosidad y una

supersolucion de viscosidad de (6.1), con datos iniciales uy1 y ug 2, tales que

up1(x) < wupa(x), re RN,
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Entonces uy y uy permanecen ordenadas en todo tiempo posterior,

uy(z,t) < us(x,t), (x,1) € Q.

Demostracién. Sea u una solucién de viscosidad de (6.1) con dato inicial ug, tal
que

up1(x) < wup(zr) < upa.

Dividimos la prueba en dos pasos: primero veremos que la subsolucion u; esta por
debajo de u y luego que us esta por encima de wu.

Para ver que u;(z,t) < wu(z,t) siempre que up1(x) < up(x) recordemos que
para construir las soluciones maximales definimos una sucesion {u.} de soluciones
clasicas de (6.1) con dato inicial ug () > ug(x) + & > up(z). Como demostramos
en la Seccion 7.1 del Capitulo 7 el limite, u, de esta sucesién es la solucién de
viscosidad maximal del problema y por tanto, segin el Teorema 8.7, la tunica
solucién.

Por otro lado, una vez fijado £ > 0, utilizando la teoria de ecuaciones parabdli-
cas cuasilineales, [84], podemos aproximar u. por arriba por una solucién regular
¢ = @5 de la ecuacion

v = alp)Ap + |Vl +4, (8.11)
y con el mismo dato inicial up.. Ademas, cuando § — 0, la funcién ¢. s converge

a u. de forma monodtona decreciente y localmente uniforme.

Supongamos ahora que ¢ toca a uj por arriba en un punto P, = (x1,¢;). Por

la definicién de subsolucién de viscosidad (Definicién 6.2), tenemos que
oo < a(p)Ap + [Vl

en Pp, lo que contradice la férmula (8.11). Concluimos por tanto que ¢ y u; no se
pueden tocar y asi u; < ¢ = .. Si hacemos tender primero ¢ a 0 y después e,

obtenemos finalmente que
U1<J;’t) SU(I,t), (xat) GQ'

Para ver que u < wus utilizamos la definicién de solucién minimal. Dado wug,
inspirados en la construccién hecha en la Seccion 8.3, aproximamos wug por una

sucesién de datos iniciales de (6.1), de forma que

1)071<Uo’2<...<Uo7n<...<U0§U072.
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Gracias al Teorema 8.2, sabemos que

m<ve<...<wv,<...<us. (8.12)

También tenemos por otro lado que lim v, = u, siendo u la solucién minimal

n—oo

de (6.1) y por tanto tnica. Pasando al limite en la ecuacién (8.12) obtenemos
u(@,t) <ws(z,t),  (r,1) € Q.

Queda asi demostrado el teorema de comparacién para soluciones de viscosidad

con datos iniciales ordenados. O

Teorema 8.9 Sea u una solucion de viscosidad y {u,} una sucesion de soluciones
de viscosidad tal que la sucesion de sus datos iniciales {ug,} estd uniformemente
acotada y converge localmente uniformemente al dato ug. Entonces u, converge a

u de forma localmente uniforme.

Demostracién. Una vez demostrado el Teorema 8.8, podemos reducir esta prueba

al caso de sucesiones {u,} mondtonas.

Consideremos datos iniciales ug,, con soporte compacto y tales que la sucesién
{up} converge a ug por abajo. Supongamos también que los datos iniciales, y por
tanto las soluciones asociadas, estan ordenados. De esta forma, como {u,} es una
sucesion monodtona y acotada tiene limite, el cual, debido a la convergencia de los

datos iniciales, tiene que ser necesariamente la solucion de viscosidad wu.

Sea ahora {ug,} una sucesién decreciente de datos iniciales positivos definidos

por

Up,p = Uy + -

que converge a ug por arriba. Obsérvese que estos datos iniciales son estrictamente
positivos, y por tanto no tienen soporte compacto. Sin embargo, la idea de la
demostracion es la misma que en el caso anterior. Como los datos estan ordenados,
las soluciones asociadas también tienen que estarlo. Por la convergencia de ug,, a

ug concluimos que u,, tiene que converger a . a
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8.5 Definiciones

En el Capitulo 6 dejamos algunos problemas, referentes a la equivalencia en-
tre supersoluciones de viscosidad y supersoluciones clasicas, sin resolver. A con-
tinuacién nos centraremos en estudiar la posibilidad de debilitar el concepto de

supersolucion de viscosidad para poder completar asi estos resultados.

Definicién 8.1 Una funcién continua y no negativa u definida en () es una su-
persolucién débil de viscosidad de (6.1) si y s6lo si se satisfacen las siguientes

condiciones:

(i) Toda funcién ¢ € C*!(Q) que toca a u por abajo en un punto (x, %) con
u(zo, to) > 0 satisface
v 2 a(p)Ap + [Vl

en (zo,1p).

(ii) Ninguna subsolucién de tipo Barenblatt B que estd estrictamente separada
de w en un tiempo t = t; > 0, v(x,t;) < u(z,t1), puede cruzar a u en un

tiempo posterior. Es decir, v(z,t) < u(z,t) para todo x € RY y t > t;.

Definicién 8.2 Una funcién continua y no negativa u definida en () es una su-
persolucién estricta de viscosidad de (6.1) si y sélo si se satisfacen las siguientes

condiciones:

(i) Toda funcién ¢ € C*!'(Q) que toca a u por abajo en un punto (x, %) con

u(zo, to) > 0 satisface

en (zo, o).

(ii) Ninguna subsolucién clasica de frontera libre v (que no se mueve) que esté es-
trictamente separada de w en un tiempo ¢t = t; > 0, v(x, t1) < u(z,t;), puede
cruzar a uw en un tiempo posterior. Es decir, v(z,t) < u(z,t) para todo
r RN yt>t.

Obsérvese que estas dos definiciones coinciden en el primer punto con la de

supersolucion de viscosidad.
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Proposicién 8.10 Sea u una funcion continua, acotada y no negativa. Entonces

son equivalentes

(i) u es una supersolucion de viscosidad de (6.1).
(ii) u es una supersolucion débil de viscosidad de (6.1).

(ili) u es una supersolucion estricta de viscosidad de (6.1).

Demostracién.

(ili)==(i)==(ii) | Claramente, de las definiciones se concluye que una superso-

lucion estricta de viscosidad es una supersolucion de viscosidad y que ésta es a su

vez una supersolucién débil de viscosidad.

(ii)==-(iii)| Veamos ahora que una supersolucién débil de viscosidad es una su-

persolucién estricta de viscosidad.

Sea u una supersolucién débil de viscosidad y v una subsolucién clésica de

frontera libre que esta estrictamente separada de u en el tiempo inicial t = 0.

La idea de la demostraciéon es la siguiente: queremos demostrar que u < v en
Q; es decir, que si u y v estan separadas inicialmente, v no puede cortar a u en
un tiempo posterior. Para ello consideramos © una subsolucion de viscosidad con
el mismo dato inicial que v. Veamos que v < ¥ en ) y luego que v < u en (), con

lo que la proposicién quedaria demostrada.

Como v es una subsolucién clasica de frontera libre, por el Lema 6.2 sabemos
que v es en particular una subsolucion de viscosidad. Concluimos por tanto, gracias

al Teorema 8.8, que v < v en Q).

Por otro lado, como u y v estan estrictamente separadas inicialmente, podemos
repetir la misma demostracién que se usé para probar el Teorema 8.2 para ver que
v < wen Q. Obsérvese que para ello sélo utilizamos un argumento de comparacion
con funciones Barenblatt; es decir no hizo falta usar la definicién de supersoluciéon
de viscosidad, sino sélo el punto (ii) de la definicién de supersolucién débil de

viscosidad, Definicion 8.1. Por tanto v < u en @) lo que implica que v < uw en ). O

En el Capitulo 6 vimos, Lema 6.1, que una funcién v € C*'(Q) no negativa

es subsolucién de viscosidad si y sélo si es subsolucion clasica. Ademas también
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vimos, Lema 6.2, que si u es subsolucion clasica de frontera libre entonces u es en

particular una subsolucion de viscosidad.

El final de este capitulo estda dedicado a encontrar resultados analogos a los es-
tablecidos en el Capitulo 6 para subsoluciones, para supersoluciones. Para ello nos
resultara de gran utilidad el haber relajado la definicién de supersolucién de visco-
sidad, demostrando la equivalencia entre las distintas nociones de supersolucion.
Empecemos recordando que, segin el Lema 6.3, si u € C*!(Q) es una supersolu-
cién de viscosidad de (6.1) entonces u es una supersolucién cldsica. Veamos ahora

que el reciproco también es cierto.

Proposicién 8.11 Sea u € C*'(Q) una supersolucion cldsica. Entonces u es una

supersolucion de viscosidad.

Demostracion. Gracias a la Proposicién 8.10, basta con ver que u cumple la

definicion de supersolucién débil de viscosidad.
Consideremos una funcién test ¢ de clase C*! tal que ¢ — u tiene un méximo

local cero en un punto (zg,%y) en el que u es positiva. Razonando como en la

demostracion del Lema 6.1 se tiene que
pr < up < a(w)Au + [Vul* < a()Ap + [Vl

en (xo,tp), de donde concluimos que se verifica el punto (i) de la Definicién 8.1.

Comprobamos ahora que se cumple el punto (ii): sea B(z,t) una subsolucién
clasica de frontera libre de tipo Barenblatt que esta estrictamente separada de u
en t = 0. Veamos que v y B no se pueden tocar en un tiempo posterior.

Como tanto u como B son clasicas, aplicando el Principio del Maximo conclui-
mos que el posible punto de contacto no puede estar en el interior. Tampoco puede
estar en la frontera libre, ya que la supersolucién u tiene en esos puntos gradiente

cero.

La supersolucién clésica u es por tanto una supersolucion de viscosidad. a

Proposicién 8.12 Sea u € C*'(Q) una supersolucién cldsica de frontera libre.

Entonces u es una supersolucion de viscosidad.
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Demostraciéon. Si u es una supersolucién clasica de frontera libre comprobamos
que u es una supersolucion de viscosidad comparandola con una Barenblatt B

modificada, de forma que
B; < a(B)AB +¢|VBJ?,
con € < 1. En esta situacion, la velocidad de propagacién de B viene dada por

v =¢|VB|.

Supongamos que B y u estan estrictamente separadas en ¢t = 0. El argumento
habitual, usado también en la demostracién anterior, nos permite concluir que B

y u no se pueden tocar en el conjunto de positividad.

El contacto tampoco puede ser en la frontera libre. Si existiese un punto de
contacto P entre ambas funciones se tendria que cumplir |[VB| < |Vu| en P.
Por otro lado, como B esta inicialmente separada de u, para que pueda existir
un punto de contacto la velocidad de B tiene que ser mayor o igual que la de wu.
Ambas situaciones no pueden coexistir, por tanto v y B no se cruzan y u es una

supersolucion de viscosidad. a






Conclusiones y comentarios

1. Unicidad. No wunicidad. Uno de los puntos fundamentales para demos-
trar el resultado de unicidad general, Teorema 8.7, es la transformacion densidad-
presion descrita en la Seccion 6.3 del Capitulo 6. De hecho, la demostracién de este
teorema es indirecta: probamos la unicidad de soluciones de viscosidad demostran-
do primero la unicidad de las soluciones de la ecuacién de filtracion asociada. Este
hecho no es algo excepcional de la ecuacién estudiada en esta parte de la Memo-
ria. Incluso en [25], donde se estudia un caso més sencillo, tampoco se da una
demostracién directa (utilizando inicamente técnicas de soluciones de viscosidad)

de que el problema esté bien puesto.

Obviamente seria deseable encontrar una demostraciéon para el Teorema 8.7
que se base sélo en la nocién de solucion de viscosidad y no requiera usar la

transformacién densidad-presion.

Por otro lado, obsérvese que existen ejemplos de ecuaciones relacionadas con
la estudiada aqui, en los que no hay unicidad ni para las soluciones débiles ni para

las de viscosidad.

Para ilustrar este hecho consideremos el caso limite en el que el término cua-
drético del gradiente de la ecuacién desaparece. Tomemos ademés a(u) = u. La

ecuacion resultante,

uy = ulAu,
ya fue propuesta en [25] por presentar dificultades a la hora de desarrollar la teorfa:
aunque las herramientas construidas nos permiten definir para cada dato inicial la

solucién de viscosidad maximal y la minimal, no hay unicidad dentro de la clase

de soluciones de viscosidad con dato inicial continuo y no negativo.

199
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2. Contraejemplo. El objetivo del ejemplo que mostramos a continuacion es
ilustrar la importancia de controlar el comportamiento de la frontera libre a la
hora de definir las soluciones de viscosidad.

Si se suprime el punto (ii) en la definicién de supersolucién de viscosidad,
Definicién 6.6, y no se anade otro equivalente, el concepto de solucién de viscosidad

resulta muy vago, lo que puede implicar la pérdida de unicidad.

Consideremos la ecuacion de los medios porosos un dominio acotado, 2,
pr=Ap™,  (z,t) € Q x (0,00),
p=0, (x,t) € ¥ =00 x (0,00),
con m > 1. Tomamos como dato inicial una funcién no trivial
p(-,0) = po € L'(Q), po > 0.

Este problema tiene una tunica solucién débil no negativa que depende de forma
continua de los datos en la norma L'(£2). Ademads, en [6] se demuestra que existe
una unica solucién autosemejante de la ecuacién de los medios porosos, que des-
cribe el comportamiento asintético de todas las soluciones de este problema de

Cauchy-Dirichlet. Esta solucion autosemejante es de variables separadas,

1
oz, t) =17 =——
pat) = 1of@),  a=
donde f es una solucién estacionaria de
Af"+af =0.

En [6] también se prueba que si f™ es una solucién acotada de esta ecuacion,
entonces f™ € C*(2). Por otro lado, el Principio del Maximo implica que f™
es estrictamente positiva en €2, a no ser que sea idénticamente cero. Véase tam-
bién [108] para los detalles.

El siguiente paso consiste en extender la soluciéon clasica p a todo el espacio.
Para ello definimos
plz,t) =0, x ¢ Q, t>0.

Sea u la funcién obtenida a partir de p a través de la transformacién densidad-
presion descrita en el Capitulo 6:
771(p), r €N, t>0,
u(x,t) =
0, x g Qt>0.
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Gracias al Lema 6.7 sabemos que % es una solucién clasica de
iy = a() At + |Vil?

en {2, siempre que p sea una solucién clasica de la ecuacion de filtracion asociada.
Es decir, 4 es clasica en  x (0,00). Por otro lado, como @ se anula fuera de €2
también es solucién clasica ahi. Esto implica en particular que @ es solucién de

viscosidad en €2 y fuera de €.

Queda por tanto pendiente estudiar el comportamiento de @ en 3 = 92, donde
no hemos comprobado aun si es supersolucion de viscosidad. De hecho, la con-
dicién (ii) de la definicién es falsa en los puntos de X: toda subsolucién clésica
de frontera libre, v, que esta estrictamente separada de @ en un cierto tiempo ¢
tiene que cruzar a % en un tiempo posterior. Esto es asi porque el soporte de v se

expande con el tiempo, mientras que el de % permanece fijo.

Concluimos por tanto que % no es una soluciéon de viscosidad. La solucién de
viscosidad “verdadera” se obtiene a través de la transformacion densidad-presion

aplicada a la solucién débil del problema.

3. Otros datos wniciales. Generalizacion de la ecuacion. Una posible
generalizacion del problema que estudiamos podria consistir en tomar un dato

inicial uy cualquiera, es decir que no estuviera necesariamente acotado.

Otra posible extension del estudio hecho en esta parte de la Memoria consistiria

en generalizar la ecuacion a una de la forma
= o, w)Au + b, u) F(|Vul?),

con condiciones apropiadas sobre a, by F.

Los métodos desarrollados en los capitulos anteriores se basan fundamental-
mente en la construccién de subsoluciones y supersoluciones para poder utilizar
técnicas de comparacion. Es por ello que nos inclinamos a pensar que las técni-
cas descritas no se puedan utilizar directamente para describir las soluciones de

viscosidad de la ecuacion generalizada.
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Introduccion

La ecuacion de los medios porosos,
uy = Au'™, m > 1,

ha sido objeto de estudio sistematico desde mediados del siglo pasado. Una de sus
principales propiedades es la de velocidad de propagacién finita: si el dato inicial
del problema tiene soporte compacto, la soluciéon también lo tiene para cualquier
tiempo posterior y aparece un frente, denominado frontera libre, que separa la

region donde la solucion es positiva de la zona donde es cero.

Una de los posibles aspectos a estudiar es el comportamiento asintético de la

solucion. Para ello, uno intenta contestar, entre otras, a estas preguntas:

Jexiste alguna funcién que determine el comportamiento de la solucion

de la ecuacion de los medios porosos cuando el tiempo es grande?

Y si es asi,

jcudl es esta funcién?

Si la ecuacién de los medios porosos estd definida en todo R™ con ¢ > 0, tomando
datos iniciales ug > 0 en L'(RY) se puede demostrar que existe una constante
Co > 0 tal que u se comporta como Bg, cuando ¢t — oo (véase [107] y las
referencias que incluye), donde

Blm —1) |=\w=
TR

es una solucion autosemejante conocida como solucion de Barenblatt. La funcién

Beo(z,t) =t (C — =t “Fo(at™),

Fo se denomina perfil y los exponentes o y (3, que se denominan usualmente
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exponentes de autosemejanza, vienen dados por

N 1

= Nm-D1z P°

En concreto se prueba que

I ju(z,t) = Boy (2, 1)1 @y) = 0

tlir&t“”u(x,t) - BCO(xat)HL"O(RN) =0.

Ademas, como para este problema existe una ley de conservacién de masas, la

convergencia en norma L' implica en particular que

/RN u(e, t) de = /RN wo(x) dx = /RN B, (1.1) do.

El comportamiento de la solucién de la ecuacion de los medios porosos es bien
distinto si la ecuacion se define en un dominio exterior, ya que entonces también
influyen los datos de frontera. El objetivo de esta parte de la Memoria es dar
respuesta a las preguntas anteriores cuando se considera el problema de Dirichlet

con dato de frontera homogéneo.

Un problema similar al que nos ocupard aqui ya fue propuesto en [101]. En
ese trabajo se estudia el comportamiento de la ecuacién de los medios porosos
en Q = RV \ G, siendo G C RY un abierto acotado con frontera regular. No es
necesario que el abierto GG sea conexo, lo que implica que puede haber uno o varios

agujeros. El dato de frontera, g, es de tipo Dirichlet no trivial y no depende del

tiempo
u = Au™, (x,t) € Q2 x (0, 00),
u(z,t) = g(x), (x,t) € 092 x (0, 00),
u(z,0) = ug(x), x € .

El comportamiento asintotico de la solucién queda determinado utilizando la
técnica de matching o matched asymptotics®.

En primer lugar se muestra que en las variables originales, z y t, la soluciéon se

. . . . 1 . .,
estabiliza a una solucion estacionaria, H =, del problema, siendo la funcién H una

LConexién de desarrollos asintéticos.
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solucion de la ecuacion de Laplace en el dominio exterior €2, con dato de frontera

g. Esto es lo que se conoce con el nombre de limite interior.

Por otro lado, haciendo un cambio de escala apropiado, se demuestra que en
la regién cercana a la frontera libre el comportamiento asintético de la solucion,
que denominaremos limite exterior, viene dado por una soluciéon autosemejante de
la ecuacién de los medios porosos, que resulta ser singular en x = 0, para todo
t. Esta solucién esta completamente determinada salvo por una constante, que se

ajusta utilizando matching con el limite interior.

En [82] se hace un primer estudio sobre el comportamiento asintético de la
solucion del problema cuando el dato de frontera es idénticamente cero, tanto para
N > 3 como para N = 2. Los resultados que se presentan son formales y se limitan

al caso radial.

Inspirados en la técnica de matching usada en [101], abordamos el problema

estudiado en [82] cuando N > 3, considerando datos y dominios generales,

up = Au™, (x,t) € Q x (0, 00),
u(z,t) =0, (x,t) € 00 x (0, 00),
u(z,0) = up(x), x € S

La solucion u de este problema se comporta de maneras muy distintas depen-
diendo de la dimensiéon N. Asi, distinguimos tres casos diferentes: N mayor, igual
y menor que 2. Para N > 3 la masa asintética no es cero, mientras que si N = 1,

dicha masa tiende a cero como una potencia del tiempo,

/Ru(ac,t) do = O(t77),

(véase [79]). En el caso intermedio, N = 2, estudiado recientemente en [66], se
muestra la transicién entre ambos comportamientos, ya que en este caso la masa
tiende a cero en una escala logaritmica.

Una primera herramienta necesaria para estudiar el comportamiento de u se
obtiene en la Seccién 9.2, donde demostramos una ley de conservacién. Al con-
trario que en el caso del problema definido en todo el espacio, donde la masa,

u(x,t) dx, se conserva, la solucién u del problema en el dominio exterior pier-
RN
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de masa con el tiempo. Sin embargo, veremos que hay una cierta cantidad,

1) = / f(@yu(x,t) dr,

con f una funcién arménica concreta que definiremos en la Seccion 9.2, que si se
conserva. Esta ley de conservacion permitira calcular, en el Capitulo 10, la masa

asintética de w.

Por otro lado, necesitaremos construir subsoluciones y supersoluciones que nos
permitan identificar tanto el decaimiento de la solucién, como su tasa de expansion.
Las supersoluciones se obtienen directamente tomando una Barenblatt con una
constante C' suficientemente grande. Para las subsoluciones no es tan sencillo.
Debido al dato de frontera y al soporte compacto de u, nos vemos obligados a
combinar dos familias de subsoluciones de la ecuacion de los medios porosos para
poder construir una subsoluciéon del problema completo. Finalmente, gracias a
estas construcciones, veremos que u decae como O(t~%), mientras que su soporte
se expande como O(t%), siendo a y 8 los exponentes de autosemejanza de las

soluciones fuente de la ecuacion de los medios porosos.

En vista de esta afirmacién, para poder estudiar el comportamiento asintético
de u cerca de su frontera libre necesitamos hacer un cambio de escala, segin los
exponentes a y 3, que amplifique el tamano de la solucién y “acerque” la frontera

desde el infinito. Definimos por tanto la nueva funcién
vest(y, 7) = tu(yt’, 1), T =logt.

En el Capitulo 10 demostramos que vy converge al perfil Fio, de una solucién

Barenblatt con constante C,, Be,.

Teorema. Sea N > 3 y u una solucion débil de la ecuacion
de los medios porosos en el dominio exterior €2 con dato de

frontera trivial. Entonces existe una constante C, tal que

lim t*|u(z,t) — B, (x,t)] =0

t—o0

uniformemente en conjuntos {x € RN : |z| > §t°}, 6 > 0.
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Obsérvese que la convergencia es uniforme en una region exterior que llega

hasta la frontera libre.

La constante limite C, se calcula en términos del dato inicial del problema

mediante la férmula

c.— (m /Q H(x)uo () dx>2(mm,

donde k(m, N) es una constante y H es una funcién arménica que vale 1 en infinito

y 0 en 0f).

Como la masa no se conserva, es natural preguntarse cuanta masa se pierde por
la frontera fija del dominio. Esta cantidad se calcula mediante la proyeccion del
dato inicial sobre una determinada funcién armonica (véase la Observacién 10.1)
que mide la capacidad del agujero GG. Una de las conclusiones a nuestro juicio mas
importantes de esta parte de la Memoria es que, en una primera aproximacién, esta
es la tnica influencia que tiene la estructura del dominio sobre el comportamiento

asintotico de la solucidn.

Finalmente, para concluir la caracterizacién del comportamiento de u en el

exterior, analizamos el movimiento de su frontera libre.

Corolario. La frontera libre de u se comporta cuando t
tiende a infinito como la frontera libre de la solucion de
Barenblatt Be, .

Completamos el estudio del comportamiento asintotico de la solucién de la
ecuacion de los medios porosos en el dominio exterior €2 viendo qué sucede en la
region interior, es decir, cerca de los agujeros. En este caso el cambio de escala
que necesitamos es mas sencillo: basta con amplificar la solucién con el factor t*,
manteniendo la variable espacial fija (es decir, un cambio cuasi-estacionario). Asi,

demostramos que

Uing (2, ) = t%u(z, t)

converge al estado estacionario

He(z) = Cm1H(x).
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Teorema. Sea N > 3 yu una solucion débil de la ecuacion de
los medios porosos en el dominio exterior ) con dato de fron-
tera trivial. Entonces el comportamiento asintotico interior de

u queda determinado por el estado estacionario He, , donde

He. () = CF TH(x).

Obsérvese que en las posibles componentes acotadas de 2 el limite que se
obtiene es trivial. De hecho, la ecuacion de los medios porosos en un dominio
acotado con dato de frontera Dirichlet homogéneo decae como O(tiﬁ) (nétese
que a < ﬁ) Maés precisamente,

lim [tmTu(z,t) — F(z)| = 0,

t—o0

para una determinada funcién F', véase [108].

Aunque existe toda una familia de funciones armonicas He, que se distinguen
entre si mediante el pardametro C, s6lo una de ellas define el comportamiento
asintotico de u. Ajustando la constante C' mediante la técnica de matching con la
solucién de Barenblatt que da el comportamiento exterior obtenemos que la funcién

armonica correcta es precisamente la que tiene altura en el infinito C' = Ci.

Comparando la técnica de matching usada en [101] y la que utilizamos aqui se
observa que el sentido de las implicaciones es distinto: en [101] el limite interior
queda completamente determinado mediante la funcién g y se usa el matching
para describir el limite exterior, mientras que en nuestro caso usamos esta técnica

para obtener el limite interior a partir del exterior.

Una vez caracterizado el comportamiento de la solucién cuando el tiempo tiende
a infinito en términos de su limite exterior y su limite interior, surge de forma

natural la siguiente pregunta:

jexiste alguna funcién explicita que determine de forma global el com-
portamiento de la solucién cuando el tiempo es grande?
La respuesta a esta pregunta es si: la funcion

1

Ug(a,t) = (Be. (1) — 7°CF (1 — H(2))
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que se caracteriza, entre otras cosas, por valer cero en la frontera de €2 y por tener
soporte compacto, nos permitird, en la ultima seccion del Capitulo 10, determinar

globalmente el comportamiento de w.

Teorema. Sea N > 3 y u una solucion débil de la ecuacion
de los medios porosos en el dominio exterior € con dato de
frontera trivial. Entonces,

lim t*|u(z,t) — Ug(z,t)| = 0,

t—o0

uniformemente en x € €.

Concluimos esta Introduccién recordando los resultados obtenidos en [79] para

el caso N = 1. Después de hacer una extension impar, se identifica el problema ori-
ginal con otro en el que el dato inicial cambia de signo y tiene masa cero, [ ug = 0.
Se demuestra entonces que la solucién converge uniformemente a un peﬂiﬁl anti-
simétrico, la solucién dipolo D, introducida previamente en [9]. Concretamente,

lim t*|u(z,t) — D(x,t)| =0,

t—o0

uniformemente en R, donde

con

o =

y F una determinada funcién.

Obsérvese que en dimensiéon N = 1 no es necesario considerar por separado las
regiones interior y exterior, ya que la solucién dipolo proporciona directamente la
formulacion global. Nétese también que los exponentes a y 3 no coinciden con los
de dimension superior lo que corrobora el hecho de que el efecto que produce el
agujero en el dominio en el comportamiento de la solucion es distinto cuando se
tratade N =10 N > 3.






Preliminares

Dedicamos este capitulo a establecer las herramientas que serdan necesarias para de-
terminar el comportamiento asintético de la solucién de la ecuacién de los medios
porosos en un dominio exterior. Después de definir el concepto de solucion, demos-
tramos una ley de conservacién para este problema. Finalmente, construimos las
subsoluciones y supersoluciones que permitirdn demostrar la tasa de decaimiento

de la solucién y de avance de su frontera libre.
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9. Preliminares

9.1 Definiciones

Sea G C RY un abierto acotado con frontera regular y sea Q@ = RY \ G. En
principio no supondremos que G sea conexo, de forma que puede representar uno
o varios agujeros en RY. El objetivo de esta parte de la Memoria es estudiar el
comportamiento asintético de la ecuacién de los medios porosos (EMP en lo que

sigue) en el dominio exterior 2 con dato cero en la frontera,

u = Au™, (x,t) € Q2 x (0, 00),
u(z,t) =0, (x,t) € 002 x (0, 00), (9.1)
u(z,0) = ug(x), x € Q,

donde m > 1. Supondremos que los datos iniciales uy pertenecen a L!(f2), son no
negativos (y no triviales) en Q y de soporte compacto en Q. Esta tltima hip6te-
sis implica que el soporte de u(-,t) también permanece acotado en todo tiempo
posterior, ¢ > 0 (propiedad de propagacién finita, que se deduce facilmente por
comparacién con soluciones definidas en todo el espacio). El hecho de que u tenga
soporte compacto nos permite estudiar el comportamiento con el tiempo de su

frontera libre,

[(t) =0{x € Q:u(x,t) >0} \ 0N. (9.2)

Ademds, gracias a la regularizaciéon L' — L>, [13], [105], [109], podemos suponer,
sin pérdida de generalidad que uy € L*(1Q).

Fijemos en primer lugar la notacién que utilizaremos a lo largo de esta parte de
la Memoria. Denotaremos mediante ¢ a una constante positiva que puede cambiar
su valor de una linea a otra o incluso dentro de la misma linea. Al igual que
en la Parte II, B,.(zy) es la bola abierta de radio r y centro xy. Nos centraremos
unicamente en el caso de dimensién espacial N > 3 y por tanto de aqui en adelante
no volveremos a mencionarlo explicitamente. Los casos N = 1y 2 fueron estudiados

previamente en [79] y [66] y por tanto no son objeto de esta Memoria.

Definicién 9.1 Sea Qr = Q x (0,7] y sea u € C((0,7] : LY(Q)) N L>=(Q7) una
funcién definida en Q7. Diremos que u es una solucién débil de (9.1) en [0, T si
para cada funcién test, ¢ € C°(Qr) N C*'(Qr), de soporte compacto en Qr, que
ademds verifique ¢ > 0 en Qr y ¢ = 0 en 99 x (0,7, u satisface la identidad
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integral

/Qu(x, t)p(x,t) dx = /Ot/g{um(x, t)Ap(x,t) + u(x,t)gzﬁt(x,t)} dx dt

+ /Quo(a:)¢(:c, 0) dz,

para 0 <t <T.

Definicién 9.2 Sea Qr = Q x (0,7] y sea u € C((0,T] : L*(Q2)) N L*®(Qr) una
funcién definida en Q7. Diremos que u es una solucién débil de (9.1) en [0, 00) si

es una solucién débil en el sentido de la Definicién 9.1 en cualquier intervalo [0, T].

Definimos subsoluciones y supersoluciones de (9.1) como es habitual: reem-
plazamos en la definicion de solucion la igualdad por desigualdades; < para la

definicién de subsolucién y > para la de supersolucion.

9.2 Ley de conservacion

Como ya dijimos en la Introduccion, la masa total de la solucién de la ecuacién
de los medios porosos definida en R™ se conserva. Esto no es asi en el proble-
ma (9.1), ya que parte de la masa de u se pierde a través de los agujeros del
dominio. No obstante, veremos que existe una masa asintética para la solucién,

que calcularemos explicitamente utilizando la expresién (10.1) en la férmula (10.5).

Demostremos a continuacién que para el problema (9.1) hay una ley de con-
servacion modificada en la que la cantidad que se conserva representa a la la masa

Ccon un peso.

Sea f una funcién armonica definida en €2 y tal que f = 0 en la frontera de 2.

Inspirados en [82] introducimos la siguiente cantidad,

I(t) = /Q F@)ulz, t) da.

Veamos que I no depende del tiempo.
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Lema 9.1 La funcion I es un invariante integral. Es decir,
10) = [ f@hun(a)do = [ faule.t)ds = 100
Q Q
Demostracién. Consideremos la derivada de I con respecto a t e integremos por

i _ m_ oun _ m9f
E_/QfAu _/89< o 8y>’

siendo v la normal exterior. Obsérvese que para obtener la tultima igualdad usamos

partes en ),

que u es de soporte compacto en 2.

Por otro lado, como ™ y f son, por definicién, cero en 052, concluimos que
dl
dt

Esta ultima igualdad implica finalmente que I no depende del tiempo y que por

0. (9.3)

tanto se conserva. O

9.3 Subsoluciones y supersoluciones

Para caracterizar el comportamiento asintético de la solucién cuando el tiem-
po es grande, necesitamos construir subsoluciones y supersoluciones del proble-
ma (9.1). Gracias a estas funciones podremos ver que u decae como O(t~%), mien-
tras que su soporte se expande como O(t?), siendo

N 1

N(m—1)+2’ ﬁzN(m—l)—i—Q' (94)

o =

1. Supersoluciones. Consideremos la familia de funciones de tipo Barenblatt

Bm —1) |I|2>

om 28

1
Be(z,t) =t ((J — rfl =t"“Fe(§),
con C > 0y & = a2t P. Es bien sabido que estas funciones son soluciones de la

EMP en todo el espacio. El parametro C' depende de la masa total de Bg; mas

concretamente, la masa Mqo = Be(z,t) dx se relaciona con C' mediante la
RN
féormula

Me = k(m, N)C'7m3 (9.5)
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donde

wfZ

k(m, N) = zwﬁg(m:ﬁ 1)) Nz o= (9.6)

véase [107].

Dado que B¢ es solucion de la EMP en todo el espacio, es facil ver que es una
supersolucién del problema que estamos considerando aqui, (9.1), para C' grande y
t >t > 0: dado un tiempo positivo ¢, basta con escoger C suficientemente grande,
de forma que Be(+,t) esté por encima de u(+,t). Nétese que esto es posible, porque

u(+,t) es una funcién acotada y de soporte compacto.

2. Subsoluciones. Las funciones Barenblatt no se pueden usar como subsolu-
ciones del problema: si bien es verdad que tomando C' suficientemente pequeno,
una traslacion apropiada permite colocarlas por debajo de u en un determinado
tiempo, la propiedad de expansién de su soporte implica que en un tiempo poste-
rior serdan positivas en la frontera fija €2 y por tanto dejaran de estar por debajo

de wu.

Otra posibilidad, que elimina el inconveniente presentado por las funciones

Barenblatt en la frontera fija, es considerar la familia de funciones

HA(x,t) = At_a(l _ (R_)N_2>T1n7

2/ J+

donde R_ es una constante positiva mayor que 1. Estas funciones son subsoluciones
de la EMP, ya que su m-ésima potencia es armonica en su soporte y (Ha); < 0.
Ademas, valen 0 en la frontera de €2 y tienen el decaimiento esperado, t~¢. Sin
embargo no son de soporte compacto, luego tampoco se pueden usar como subso-
luciones de (9.1).

La idea por tanto para construir una subsolucién del problema es combinar
estas dos familias de funciones, desechando de cada una las propiedades que le

impiden ser subsolucion de (9.1).

Un primer intento consiste en definir la subsolucién tomando el minimo entre
Be y Hy. Como cada una de estas funciones es subsolucién de la ecuacion, sélo
tenemos que comprobar que el dngulo que forman al intersecarse sea el correcto.

Sin embargo, esto no es asi. Segtn se observa en la Figura 9.1 ambas funciones se
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tOlA ..........................................................................................................................

tacl/(m—l)
Bc

||

Figura 9.1: Subsoluciones

cortan formando un pico hacia arriba, que es el angulo “malo” para construir la

subsolucién.

Modificando ligeramente H 4 antes de “pegarla”con B¢, podemos por un lado
aprovechar el hecho de que Be y H,4 sean subsolucion, y por otro conseguir que

intersequen con el dngulo correcto. Veamos cémo hacerlo.

Para un retardo 7 > 0, consideramos

~

At =0+ (1= ()" - SRR

Y

Bm—1) |z >ml—1

Boyrlw 1) = (t+7)7" <CO 2m (t+7)¥) 4

siendo R_, rq, a, Cy, y v constantes positivas y v < 3. Sea ¢ > 0, y definamos
1
A(t) =2C7" (14+(t+7)77).

En esta situacién el maximo de H A(t),r €8 siempre mayor que el de Bg, . Sea R, (t)
el radio de la interfase exterior de H A@),r Y B4(t) el radio de la interfase de Bcy ;.
Veremos durante la demostracion del Lema 9.2 que si los parametros se eligen de
forma apropiada, entonces H A@t),r Y Bey,r intersecan con el angulo correcto en un
punto r,(t), que verifica R, (t) < r,(t) < By (t), véase la Figura 9.2.

En estas condiciones definimos
0, lz] < R_ o |z| > By (t),
wcor(T,t) = Haw-(2,1), R_ < x| <rt),

BCO,T(xvt)v T’*<t) < ‘$| < B+(t)>
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que resulta ser la subsolucién de (9.1) en (z,t) € Q x (tp, 00) que buscabamos.

Lema 9.2 FEziste un tiempo to > 0 suficientemente grande y un retardo T, cons-

tantes Cy pequena y o < 4v — 1 tal que

Pcor(r,1) < u(w,t), x€Q, t >t

(t+7)*Hagsy,r

(t+7)"Ha

it " nO R B

Figura 9.2: Subsolucién ¢¢, -

Demostracién. Desglosaremos la prueba en tres pasos: veremos en primer lugar
que existe un tiempo ¢ tal que ¢¢, . es subsolucién de la EMP para todo tiempo
posterior ¢ > ¢. Demostraremos a continuacién que u y ¢, , estdn ordenadas ini-
cialmente. Para ello comprobamos que existen ¢, > ¢, un retardo 7 y constantes
R_, r, ay Cy tal que u(z,ty) estd por encima de pc, -(z,tp). Finalmente, pro-
baremos que ¢, -(2,t) esta bien definida; es decir, que el dngulo de interseccién
entre Hy)r y Be,,r es el correcto, no sélo inicialmente, sino para todo tiempo
t > 1.
Como B, , es solucién de la EMP, obtenemos directamente que ¢¢, -
también lo es (y es por tanto subsolucién) en r,(t) < |z| < By (t).

Por otro lado, la definiciéon de H A(t),~ implica que, como H 4(;) , es subsolucion,
sélo tenemos que comprobar el caso r; < |z| < r, y t > t. Dicho de otra forma,
definiendo r = |z| y H(r,t) = }AIA(t),T(a:, t) tenemos que ver que

N—1 ~ . i
(H™), — (H™),, <0, rm<r<r, t>t

H, —
”
Esto se obtiene facilmente si t es suficientemente grande teniendo en cuenta sim-

plemente que o < 4y — 1.
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9. Preliminares

Sea A = B4, (0)\ B4_(0) un anillo tal que, para un tiempo fijo t, > ¢,
suficientemente grande, A C Int(sop(u(-,t))), véase [6].

Fijamos R_-. = A_ y A_ < r; < A, y elegimos Cy, que mide la altura de
©cy,r, de forma que ug esté por encima de ¢¢, » en ty; es decir, necesitamos que
A(t) < minu(-,ty) dentro del anillo A.

Una vez determinada la altura de ¢¢,, debemos ajustar su soporte inicial
para que esté contenido en el soporte de u y poder asi utilizar un argumento de

comparacion. Obsérvese que todavia no hemos elegido los parametros a y 7.

Por tanto, para que

s0p(pcy (5 t0)) = [R-, B (to)] C Int(sop(u(:,t0))),

imponemos en primer lugar que

[N

Bi(ty) = (cCo)2(to+7) = AL

Esto determina el valor de 7. El valor de a se fija de forma que la subsoluciéon
esté bien definida inicialmente; es decir, elegimos a para que la construccién hecha
con las funciones B¢, ; v Ha),» produzca el 4ngulo de interseccién correcto. Para

ello es necesario que

Ry (to) < By(to)- (9.7)
Asi, como R, (t) verifica
t+ 7)Y
Ro(t) <+ LT 98)
ai

basta con escoger a de forma que

to+7)7
(017)<

a4

1+ BJr (to)

para que se cumpla la condicién (9.7).

PAso 3| Asegurar que el dngulo de interseccién entre Be, » ¥ Ha),- en 7, es el
correcto y asi poder definir ¢¢, » en todo tiempo, no sélo requiere que se cumpla

la condicién (9.7) inicialmente, sino que también es necesario que Ry (t) < B, (t)
para t > .

Gracias a (9.8), basta con comprobar para ello que
(t+ )

a

1 + < B+<t)

=
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Definamos
(t+71)

F(t):T1+ 1
a1

~ B, (1)

De la condicién (9.7) sabemos que F'(ty) < 0. Supongamos que existe un primer

tiempo t; tal que F'(t;) = 0. Entonces, como v < 3,

y(ty +7)7 !
a

F'(t)) = — B (t)B(t1+7) = By(t)(ti+7) (v — 8 —r1) <0,

N

que es una contradiccién.

Concluimos asi que @, . es subsoluciéon del problema (9.1). Ademds, como
esta por debajo de ug en ty, un argumento de comparacién permite concluir que u

Y ©c,,- tienen que estar ordenadas en cualquier tiempo posterior ¢ > t. O
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Comportamiento asintotico de la

solucion

En este capitulo demostramos que el comportamiento para tiempos grandes de la
solucion de la EMP en el dominio exterior queda determinado por una Barenblatt
lejos de la frontera fija y cerca de la frontera libre. Por otro lado, lejos de la fron-
tera libre, en el interior, la solucién se comporta como una funcién cuya m-ésima
potencia es armoénica. Esta funcion queda totalmente determinada por su altura en
infinito, la cual se obtiene a partir del limite exterior usando la técnica de matching.
Para concluir los resultados presentados en el capitulo definimos una funcién que

describe el comportamiento de la solucién globalmente.

Contenido
10.1. Limite exterior . . . . . . . . . . . L 224
10.2. Limite interior . . . . . . . ... oL L 229
10.3. Formulacién global . . . . . . . ... oo L 235
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10. Comportamiento asintotico

10.1 Limate exterior

Consideremos una solucién de Barenblatt, B¢, , con constante C, definida me-

diante la férmula

C, - (W /Q H(@)u(z) dx)Q(m_l)ﬁ, (10.1)

donde H es la tnica funciéon armoénica que vale 0 en la frontera de ) y tiende a 1
cuando |z| tiende a infinito, y k(m, N) es la constante que relaciona C, con la
masa de Be, (véanse las férmulas (9.5), (9.6) y [107]).

Teorema 10.1 Sea N > 3. Si u es la solucion débil de (9.1), entonces

lim t*|u(x,t) — Be, (z,t)] =0

t—o0

uniformemente en conjuntos de la forma {x € RV : |z| > §t°}, § > 0.

Demostracion. Estructuramos la prueba en varios pasos: en primer lugar, uti-
lizamos un cambio de escala para demostrar que el Teorema 10.1 es cierto para
subsucesiones. A continuacion veremos que el limite a lo largo de cualquier subsuce-
sion es una Barenblatt y que en particular tiene que ser la Barenblatt con constante
C,, Be,. Como el resultado es cierto independientemente de la subsucesién elegida,

esto implica finalmente que el teorema es cierto sin ninguna restriccién.

CAMBIO DE ESCALA Y COMPACIDAD. Definimos
uy(z,t) = Nu(\x, \t), (10.2)

con oy 3 constantes dadas por la férmula (9.4). Como las soluciones Barenblatt
son invariantes bajo este cambio de escala, existe una constante, digamos C, tal
que Bg acota a la familia {u,} uniformemente. Por tanto, gracias a los resultados
de compacidad para la EMP demostrados en [46], [117], existe una subsucesién
{Ar} v una funcién u., tal que

Uy, = Ueo

k

uniformemente en subconjuntos compactos de RM\{0} x (0,00). Es més, us, es
una solucién débil de la EMP en RY\{0} x (0, 00).
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PAso 2| EL LIMITE ES UNA BARENBLATT. Veamos a continuacién que .. es

una funcion tipo Barenblatt.

Gracias a las subsoluciones y supersoluciones construidas en el capitulo ante-

rior, sabemos que existen constantes C, 7, tg y Cp, tales que
(pcoﬂ—(l’,t - tO) < u(x, t) < BC(SL’,t),

para t grande. Si cambiamos la escala de esta tltima expresién (segin la férmu-
la (10.2)) y pasamos al limite cuando Ay — oo obtenemos que uy, esta acotada

por arriba y por abajo por soluciones de Barenblatt,
BC’O S Uso S Bc, T 7& 0. (103)

Concluimos de esta relacién que u,, es una solucién no trivial de la EMP en
RN\ {0}, t > 0, y que ademds estd acotada para todo tiempo positivo. Esto
implica, al ser N > 3, que se puede eliminar la singularidad; es decir, se puede

definir u., como solucién de la EMP para todo t > 0, x € RV,

La demostracion de esta ultima afirmacion utiliza un argumento estandar: sea
1 una funcién de corte tal que 0 < ¢ < 1, que se anula cerca de z = 0 y
que vale 1 en [z| > 1y definamos ¢,(z) = ¥(%). Escribamos a continuacién la
formulacién débil de la EMP con respecto a la funcién test ¢(x,t) = ((x,t)y,.(z)
con ¢ € C*(RM x (0,00)). Obsérvese que, como ¢ = 0 cerca de z = 0, ésta
es una funcién test admisible para la solucién de la EMP con una singularidad
acotada. La prueba concluye tomando el limite cuando r tiende a 0, ya que, como
U estd acotada, obtenemos que us, es una solucion de la EMP para todo ¢ > 0,

xr € RV,

La relacion (10.3) también implica que
sop B, € sop us C sop Be,

y por tanto, en t = 0, tenemos que sop(us(x,0)) = {0}. Como la traza inicial es
una medida finita, [39], concluimos que tiene que ser un miltiplo de una delta.
Por tanto, u., es una solucion de tipo Barenblatt, llamémosla B¢, , con constante
C., que verifica Cy < C, < C.
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PAsO 3| CONVERGENCIA A LO LARGO DE SUBSUCESIONES. La invarianza por

el cambio de escala (10.2) de las funciones de Barenblatt, implica que
[ux (y, 1) = Be. (y, D] = At fu(Xy. M) — Be, (A, Av)|
= )\(Iz‘u(xv )‘k) - BC*(xa )‘k)ya

para A\, grande y con x = )\gy. Por tanto, de la convergencia uniforme de uy, a Be,
cuando A, — oo en conjuntos de la forma {|y| > d} deducimos, tomando Ay = ty,

que el resultado enunciado en el Teorema 10.1 es cierto para subsucesiones.

PAsSO 4| CoNCLUSION. El tltimo paso de la demostracién consiste en ver que,
independientemente de la subsucesién elegida, el parametro C, de la funcion limite

viene dado por (10.1).

Gracias a la ley de conservacion (9.3) obtenemos que

/H x)ug(z dx—/H u(z, ty,) dx

donde H es la funcién arménica definida en la Pagina 224. Obsérvese que, conocido
el dato inicial, la primera integral se puede calcular de forma tan precisa como se

desee. Para la integral de la derecha tenemos,

10.4
/ H(x)u(z, t) dz + / Hulo ty)de 0P
{lz|<ot 10 {lz|>0t}}
n L

para cualquier 9 > 0 y t; suficientemente grande. Veamos cémo estimar las inte-

grales I; e I.

Acotando u por una Barenblatt y usando que H < 1, obtenemos

L <t® / Fo(zt,”) dr < / Fo(€) de,
{|z|<6t? 1nQ {l§1<d}

donde Fg es el perfil de una Barenblatt con constante C. Asi, lim [; puede hacerse

kﬂoo

tan pequeno como sea necesario simplemente tomando d pequeno.

Para calcular Is hacemos de nuevo el cambio de variables © = ftk y pasamos

al limite cuando t; — oo utilizando el resultado de convergencia uniforme para
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subsucesiones. Como o = N3, obtenemos

lim I, = / lim H () ety t )t de = Fe, (€) de.
b0 {le]>5) te {1€]>68}

Finalmente, pasando al limite en la expresién (10.4) y haciendo tender § — 0,

concluimos que
/H(:v)uo(x) dr = / Fe, (&) dé = Mg, = k(m, N)C2" 7, (10.5)
Q RN

donde k(m, N) es la constante dada por (9.6) y Me, es la masa asintética de u.

Nétese que este resultado es independiente de la sucesion {t;} elegida. O

Observacién 10.1 (Pérdida de masa) La masa asintética de u coincide con
la masa de la solucién de Barenblatt con constante limite C,. Esta afirmacion se
comprueba facilmente con calculos similares a los realizados en el ultimo paso de
la demostracién anterior. Asi, la cantidad de masa perdida en el proceso, Mp(u),
viene dada por

Mp(u) = /Quo(x) dxr — lim Qu(:c,t) dr = /Q(l — H(z))uo(x) dz > 0.

t—o00

Si definimos una nueva funcién, ®, como ®(z) = 1—H(x), entonces, la cantidad

de masa perdida es
Mp(u) = / uo(z)®(z) dx.
Q

De esta expresion se concluye que la geometria del dominio influye en el compor-
tamiento asintético mediante la proyeccion del dato inicial sobre ®, que representa
asi la capacidad de G. Este hecho se justifica mediante la teoria del potencial,
ya que ® es la funcién armonica definida en €2 que vale 1 en 92 y 0 en infinito.
Dicho en otras palabras, ® mide la capacidad de G mediante la férmula (véase por
ejemplo [65])

capl’Q(G):/Q\VQ)Ide.

Para concluir el analisis del comportamiento exterior de u estudiamos el avance

de su frontera libre cuando t es grande. Para ello definimos

t) = ma _(t) = mi
m(t) mix |, m-(?) Juin, |z,

donde I'(t) es la frontera libre de u, véase (9.2) para su definicién.
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Corolario 10.2 Sea N > 3. Si u es la solucion débil de (9.1), entonces

come(t)
tligé B _tlir?o 18

m_ mC, \3
= - <ﬂ(2m— 1)) '

Demostracion. Dado € > 0 obtenemos de forma inmediata, escribiendo el Teo-

rema 10.1 en las variables del cambio de escala, que

m_(t) 2mC, \z
R (5(m - 1)> oo (106)

para t suficientemente grande.

Veamos ahora como encontrar una cota superior para m+(t)t*ﬁ . De lo expuesto
anteriormente sabemos que la masa asintética de la solucién es My, . Por tanto,

para un tiempo suficientemente grande ¢; se tiene que
M(u(-,t1)) < M, + e,

véase la Observacién 10.1.

Consideremos ahora la solucién 4 de la EMP definida en todo RY con dato

N u(x, ty), x €,
u(x’tl):{o 1 v

inicial

Sea I'(t) la frontera libre de @ en tiempo ¢ y i (t) = max, ¢, |z[. Es facil ver
que para t > t;, u es una supersolucion del problema que estamos tratando y por
tanto

My (t) = mo(t).

Ademas, como la solucién del problema definido en todo el espacio conserva la
masa, véase [107], u tiene que estar siempre por debajo de la funcién de Barenblatt
de masa M¢, + €. Asi,

M) <M>% (10.7)

Bm —1)

Finalmente, como m_(t) < my(t) < my(t) y € es arbitrariamente pequeno,

combinando las expresiones (10.6) y (10.7) deducimos el resultado. O
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10.2 Limate interior

Gracias al estudio hecho hasta el momento sabemos que u decae como O(t%),
ya que las subsoluciones y supersoluciones construidas en el Capitulo 9, que acotan
a u inferior y superiormente respectivamente, tienen este decaimiento. En esta
situacion es natural preguntarse cual serd el perfil asintotico de la solucién si

cambiamos su escala segiin este factor.

A lo largo de esta seccién daremos respuesta de forma rigurosa a esta pregunta.
Previamente haremos algunas cuentas formales con el fin de ilustrar las ideas que

residen detras de los resultados.

Sea v = t%u. Entonces v es solucion de la ecuacién
Av™ = 728 (ty, — av), (x,t) € Q x (0, 00),
con el mismo dato de frontera que u,

v=0, x € 0f.

Supongamos momentédneamente que t~?$*ly, — 0 cuando ¢t — oo. Como
t~2%qv también tiende a 0, esperamos entonces que el limite de v™ sea una so-
luciéon no trivial de la ecuacién de Laplace en €2 con dato de frontera Dirichlet
homogéneo. Todas las posibles soluciones de este problema son multiplos de la
funcién H. Por tanto quedan completamente definidas por su altura en infinito.
Para calcular dicha altura utilizamos la técnica de matching: determinamos la al-
tura del limite interior en infinito haciéndola coincidir con la ya conocida altura

del limite exterior en cero.

Teorema 10.3 Sea N > 3. Si u es la solucion débil de (9.1), entonces el com-

portamiento asintdtico interior de u viene dado por el estado estacionario He,,
donde
He (v) = O " H(x).

Mas concretamente, dado € > 0 existen 6 = () y ting = tine(g,0) tales que
1 (0 1) — Hey(2)] < ¢

para todo |x| < 5t°, 2 € Q yt > ti.
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Observacion 10.2 Del enunciado del teorema deducimos que la convergencia es
uniforme en conjuntos de la forma |z|t=% < \(¢), x € Q, para cualquier funcién

positiva A(t) tal que th A(t) =0.

Como primer paso, antes de demostrar el teorema, veamos que t*"u™(z,t)

converge en media a He, (). Para ello definamos

donde
w(z, ) =t u™(z,t), T =logt. (10.8)

Lema 10.4 Dadose >0y T > 0 existen 6 = 6(e,T) y Tiy = Tins(g, T, 0) tales que
\Wr(z,7) — He, (z)| < e (10.9)

para todo |x| < 5T, 2 € Q y T > Tine.

Demostracién. Dado ¢ > 0 sabemos, gracias a la convergencia exterior (Teore-
ma 10.1), que para todo § > 0, existe un tiempo tg = t¢(J), que depende de 6, tal

que, para t > ty se tiene

F(0) —e < t“u(ot? 1) < F(0) + ¢, (10.10)

1

donde F(§) = (C,—Kd§%)7~", K > 0 constante, es el perfil de la funcién Barenblatt
limite, Be, .
Consideremos el dominio . = QN Bg;)(0), con R(1) = §e". La funcién w,
definida mediante (10.8), es solucién de
—Aw = —e"(v, —av), (2,7) € Q; x (0,00),
w =0, (x,7) € 02 x (0,00),
w =g, (33‘,7') € a‘BR(T)(O) X (07 OO)

Obsérvese que de (10.10) deducimos que la restriccién, g, de w a OBp(r), verifica

(F(0) =)™ < g(x,7) < (F(d) +¢)",



Fenomenos no lineales en problemas parabdlicos 231

para 7 > 19 = log ty.
La idea de la demostracién pasa por escribir w utilizando la Férmula de Re-
presentacion para la ecuaciéon de Laplace y acotar las integrales resultantes en

términos de ¢, § y T

Sea por tanto 7 un coeficiente congelado y G la Funcién de Green para el

dominio €2,. Asi, dado z( € (2., consideramos

AG=6,, ze,
G =0, xr €00,

donde §,, denota la medida de Dirac que dota de masa unidad al punto xy. La

funcién w se escribe entonces como

w(x,7) = —/ ga—g do — / e (v, — av)G dx.
o) OV 0,

Afirmamos entonces que, para 7' > 0 fijo y |z]| < 5e’7, se tiene

652(1 T e(N—Q)ﬁT)
T

1 T+T
‘?/ w(z,s)ds — He, (z)| <e+cle +0)+ +c6%, (10.11)

de donde se concluye el lema.

Obsérvese en primer lugar que, como

1 /T+T 1 T+T ag
— w(z,s)ds — He, (x)| < —( —/ / g—dods — He, ()
’T - ‘ T ‘\ T aBR(s)(O) ov

/

-~
[11]

T+T
—|—‘ / / e 5 (v — av)G dx ds D,

-~
12|

la idea para demostrar (10.11) es acotar independientemente las integrales I, e Is.

Empecemos estimando [ en términos de T, § y €. Como g—f es una cantidad
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negativa en 0Bg(;)(0), para 7 > 7y tenemos que

T+T ag
L<- / / (F(6) + )" do ds — He, (x)
T OBR(s)(0) v

T4+T 89
- / / (F™(0) + 20 + 26) 22 dor ds — He, ()
aBR(s 81/

T+T T+T o
/ / §dads—HC )+ c(e + 0) / / agdads,
8Bp(s) (0 9Brys)(0 ) Ov

siendo ¢ y ¢o constantes positivas. Continuamos con el argumento observando que,

T+T
/ / % do ds
BBR( y(0

es la solucién, digamos H , de la ecuacién de Laplace en €2, que es igual a 0 en 052
y vale F™(0) = C;""' en OBg(,)(0) y por el otro

/ —09 dods = 1.
0,

OBR(s)(0) v

IN

por un lado

Entonces, podemos acotar I por

T+T T+T
I < / (H(z;7) —HC*(x))ds—l—c(a—i—é)/ ds,

Para concluir obsérvese que H converge uniformemente a Heo, cuando 7 — 00; por

tanto, si 7 > 7y es suficientemente grande, H(-;7) — H(-) < e. Asf obtenemos que

I <Te+Te(e+9).

Procediendo de forma similar tenemos que I; > —Te — T'¢(e +6) y concluimos
asi que
|| <Te+Te(e+9).

Encontrar una cota para I, requiere mas esfuerzo, ya que pasa por estimar
las integrales de la Funcién de Green. Utilizamos en primer lugar la propiedad de
semiconvexidad de la solucion de la EMP,

S u
u _——
S m =1
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véase por ejemplo [106] para los detalles. Esta expresién se reescribe para v = t®u

—20v
(m—1)
—20v

Por tanto sumando y restando ety Y utilizando que v esta acotada obtenemos,

T+T 9
s [ o 2o
T+T
—l—‘/ / e_ws(i—l—a)vgdxds‘
T Qs m—1
T+T 2 T+T
< / / <(e_2ﬁsv)s + %ve_ws)Q dx ds + c/ / e—%sgm dx ds

+T T+T
< / / (6_2651))55 + e 2G da ds + c/ / e~ 295G dx ds.
T Qs T Qs

Sea ahora Ry el radio de una bola estrictamente contenida en G, Bg,(0), v
consideremos el anillo A. = Bp(;)(0) \ Bg,(0). Por comparacién obtenemos que

G < G4 en ()., siendo G4 la Funcién de Green para A,. Por tanto,

T+T QBm T+T
|I5] < / / ((e’zﬁsv)s + —1116’2/85)9,45 dr ds + c/ / e 205G 4. dx ds.
T Qs m — T s

J

CcOomo

(e

v~ g

121 I

Usando la expresion explicita de G4_,

R N—2
Gu (o 0) = (o = o = (T ) —
R N-2
o= TP+ (o) g (Tnfao) ~ o)
2-N 2-N 2| R} o
§C<|$—LUO| +R (T) 1—m ),

con Ip(x) = (%)2:5, obtenemos

G dx < c¢(R(1))* = 6%,
A
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y por tanto

T+T T+T
Iy < c/ 6_2[35/ Ga,drds < c/ e 205 Ga,drds < cd*T
T Qs T

As

Para encontrar una estimacién para la integral I5; obsérvese que para 7 sufi-

cientemente grande (cémo de grande depende tinicamente de G) se tiene

R |
R2(r) [zl

‘ 1
1— > —.
2

Asi, manipulando las integrales y usando la monotonia de R, se obtiene que

~
i’ T+T T+T )
I Sc/ / (7250 |z — xo|* ™™ dax ds + cR*™N (1) / / (e7%%), dx ds

T+T 9
+ c/ ﬁm ve_QﬁsQAs dz ds.
Q, m

El dltimo término de esta expresion se puede estimar usando la misma idea que se

utilizo para I5. Para acotar Z intercambiamos el orden de integracién:

T+T
I< c/ |z — x0|2N/ (e72P%), ds dx
Qr o(z)

T+T
+ cR*N(7) / / (e72550) ds do < c6*(1 + N2,
T+T

para una funciéon o concreta.

La estimacion para [5 es por tanto

L] < e6?(1 + eN=28T) 4 162,

Resumamos el resultado obtenido: si |z| < e y 7 es suficientemente grande,

entonces
c6?(1 4 eN=2)8T)

T
lo que prueba la afirmacién (10.11). En consecuencia, tomando § = (g, T") sufi-

1
T(|]1|+|]2|)§8+C(5+6)+ + b2,
cientemente pequeno, demostramos también el lema. O

Una vez probada la convergencia en media, la demostracion del Teorema 10.3

resulta ser un lema de cdlculo.
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Demostracién del Teorema 10.3. Argumentemos por contradiccion suponiendo

que existe una sucesién de puntos {(z,,7,)} con 7, — oo tal que
[zple ™™ =0, n—00 v w(Tn, ) > He, (z,) + 26

Usemos de nuevo la propiedad de semiconvexidad para la EMP, escrita ahora
en términos de w,
wy; > —Cw,

con C' una constante positiva. Integrando esta expresion entre 7,, y 7,+s concluimos
que
W( Ly, Ty 4+ 8) > w(y, 7,)e" " > (He, (1) + 28)e ",
Por tanto
1—e¢T

W2, 7) Z%(HC*(xn) +2) /0 e=Cs ds — %(HC*(%) roo)(F5—)

>(He, (2n) +26)(1 = CT) > (He, (zn) + 2¢) <1 - m>

:HC'* ('/:Cn) + &,
si OT < min{—=m—, 1}
20:”71

De esta forma llegamos a una contradiccion con el resultado obtenido en el

Lema 10.4, quedando asi demostrado el teorema. a

10.3 Formulacion global

En las dos secciones anteriores hemos presentado los resultados que describen
el comportamiento asintético de la solucién de (9.1) mediante una formulacién en
el exterior, cerca de la frontera libre, y un limite interior, cerca de los agujeros. Sin
embargo, hasta el momento no hemos podido dar ninguna representacion global

para el limite de v cuando ¢ tiende a infinito.
La formulacién global del comportamiento asintético de u se obtiene combi-

nando los teoremas 10.1 y 10.3. Para ello consideremos la funciéon

1

Ug(,t) = (Be. (2, 1) — 7°CF (1 — H(2)) . (10.12)
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Esta aproximacion global se caracteriza por valer 0 en la frontera fija del dominio
y por tener soporte compacto. Ademas su interfase exterior se comporta, cuando

t es grande, como la frontera libre de B¢, , y por tanto como la frontera libre de u.

Teorema 10.5 Sea C, la constante dada por (10.1) y Ug la funcién definida

en (10.12). Entonces, si u es la solucion débil de (9.1) se tiene que

lim t*|u(z,t) — Ug(z,t)| = 0,

t—o0

uniformemente en x € ).

Demostracién. Como Bg, (z,t) =t Fg, (zt~"), de la definicién de Ug tenemos

que

1 1

(e, 1) — Ug(e,1)] < |t"u(e,t) — CF 7 H (@)| + |CF T — Fo, (at )|
1 1
= |t*u(w, t) — Hg ()| + O = Fe, (at™7)].
Para estimar el primer valor absoluto usamos la convergencia uniforme del limite
interior, Teorema 10.3. El segundo valor absoluto se acota utilizando la definicién
de Fg,. Concluimos entonces que, dado £ > 0, existen 6 = §(¢) > 0 y un tiempo
tint tales que
tYu(x,t) — Uglz,t)| < e
si|z] <8(e)tP y t > ting.
Una vez vista la convergencia cerca de la frontera fija, analizamos la conver-

gencia lejos de ésta, cerca de la frontera libre. Razonando de forma similar al caso

anterior, obtenemos que

1

t*u(z,t) — Ug(z,t)| < t¥u(x,t) — Be, (z,t)] + ]C{”%l(l — Hm (x))].

Se sigue del Teorema 10.1 y del comportamiento en el infinito de H que, para todo

0 > 0, y en particular para §(¢), existe un tiempo t.y tal que
tYu(z,t) — Uglz,t)| < e

si|z| > 8(e)tP y t > tog.
Combinando estas dos estimaciones concluimos la convergencia global de u a

Ug, es decir en = € €, para t > max{text, tint }- O
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Observacién 10.3 Existe una region donde el limite exterior y el interior se su-
perponen, véase la Figura 10.1. Es decir, si § es suficientemente pequeno, se tiene
que

%) Bo, — t “H | < e,

en la region

1/6 5t8

Figura 10.1: Regidn de superposicién de limites

Este hecho se comprueba facilmente utilizando el comportamiento de B¢, cerca

del origen y el de Hg, en infinito. Obsérvese en primer lugar que
19| Be, — t°HZ | < |t°Be, — CF 7| + |HE — CFY). (10.13)
Asi, si |z| < 0t con § pequefio, tenemos que
[t Be, — CF 7| <

Por otro lado,

si |x| > % y 0 pequeno.
Estas dos estimaciones nos permiten acotar la expresién (10.13) y concluir que
1
ta|BC* — t_aHC”«i’ <e
si |x| pertenece a la regién (%, 5t?) para & pequeiio.
De forma analoga se demuestra que, si x € (%, 6t%), § es pequedio y t es suficien-

temente grande, entonces u se comporta simultaneamente como el limite exterior

y el interior.
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Para concluir el capitulo demostramos que también hay convergencia de u a la

aproximacion global Ug en norma L'(€).

Corolario 10.6 Sean u y Ug como en el Teorema 10.5. Entonces

tli)rglo |u(z,t) = Ug(x,t)||11@) = 0.
Demostracion. En primer lugar obsérvese que, como tanto la frontera libre de
u como la de Ug se propagan como O(t9), existe una constante C' tal que ambas
funciones se anulan en el conjunto |z| > Ct?. Por tanto, utilizando el teorema de

convergencia a la aproximacion global, Teorema 10.5, tenemos que
[ lute~Us (w0 ds
Q
_ / lu(z, ) — Ug(x, 1)) dz + / u(z, £) — Ug(x, £)] dz
lz|<CtP

|z|>CtP

< / tedr =t (CtP)N = CNe
ja|<C1P

para t suficientemente grande. El hecho de que ¢ sea arbitrariamente pequeno

implica la convergencia en L'((Q). O

Observacion 10.4 En esta parte de la Memoria hemos trabajado con datos ini-
ciales de soporte compacto, y por tanto este resultado de convergencia en L! se
enuncia y demuestra para esta clase de datos. Sin embargo, se puede extender a
datos iniciales mds generales, uy € L'(f2), utilizando un argumento de densidad,
véase [107].
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1. Capacidad. Dado un conjunto acotado @), la capacidad de () se define como el
limite de las capacidades de una sucesion anidada de conjuntos acotados regulares
que aproximan a (). Equivalentemente, utilizando la caracterizacion variacional,

se define la capacidad de ) como

cap,(@) = jut [ VoL

donde K = {® € C}(RY) : & =1 en Q}, véanse por ejemplo [65], [86].

Podemos calcular la pérdida de masa de la solucién de los problemas definidos
en cada uno de los dominios de la sucesién que aproxima a () en términos de su
capacidad. Si la capacidad limite es 0, entonces el problema limite, definido en @),

no pierde masa.

2. p-Laplaciano. Consideremos ahora soluciones u de la ecuacion p-laplaciana

de evolucién (EPL en lo que sigue),

uy = Apu = div(|Vul[P~2Vu), (x,t) € Q x (0, 00),
u(z,t) =0, (x,t) € 9Q x (0, 00),
u(m,O) = uO(w)a WS Qa

con p > 2.
Al igual que sucedia en el caso de la EMP con las funciones Barenblatt, para
la EPL también existen unas soluciones fuente. Estas son de la forma
-1

Be(e,t) =t (C - k(m> ‘) "

(2 +

239
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donde
N 1 p—2

e, fp= e, k=P
Np-2)+p P p 7

o= N(p—2)+p’

La constante C de la solucion fuente se relaciona con la masa M de la solucién

mediante la siguiente expresion,

C = e(p, NYM 55,

En este caso también podemos definir una funciéon ®, que mide la p-capacidad
del agujero G es decir, @, es una funcién p-armoénica, que vale 1 en 0€) y tiende

a 0 cuando |z| — oc.

Nos gustaria demostrar un resultado analogo al Teorema 10.5 para la solucién
u de la EPL.

Teorema. Sea u una solucion de la EPL. Existe una constante C, tal que
p=2
Up(x,t) = Be, (x,t) —t7*C~ ®p(x)
es una aprorimacion global para u; es decir,
t?|lu(z,t) — Up(x,t)| — 0

uniformemente cuando t — oo.

Recordemos que uno de los puntos fundamentales en el analisis del compor-
tamiento asintético de la EMP fue determinar la masa limite de la soluciéon, o
lo que es equivalente, determinar la constante asintotica C,. El calculo de dicha
constante se realizo utilizando la ley de conservacién demostrada en la Seccién 9.2

del Capitulo 9. Intentemos reproducir esta idea para la EPL. Para ello definimos

I(t)z/gf(x)u(m,t)dx.

Como u es de soporte compacto, integrando por partes en {2 obtenemos que

a_ / fuydx = —/ |VulP2V f - Vudz.



Fenomenos no lineales en problemas parabdélicos 241

Obsérvese que, llegados a este punto, no podemos continuar con el mismo desarrollo
que el hecho para la EMP. La principal dificultad que nos encontramos es que el
operador p-laplaciano no es autoadjunto.

Podriamos demostrar por tanto, al igual que hicimos para la EMP, que el limite
exterior es una solucion fuente B¢ a lo largo de subsucesiones, pero al no conocer
la masa asintética, no podemos concluir la convergencia independientemente de la

subsucesion escogida.

3. Hot spots. Una posible extension de los resultados presentados en esta parte
de la memoria consiste en determinar los hot spots, H(t), del problema (9.1); es

decir, estudiar el movimiento de los puntos determinados por

H(t) = {r € Q:u(x,t) = mixu(y,t)},

yeQ

cuando t — oo.

Cuando N = 1, el comportamiento de H(t) se concluye directamente de la

convergencia de u a la solucion dipolo.

Sea

H(t) = sup ||, H_(t) = inf |x|.

zEH(t) x€H(t)

Si llamamos &, al inico punto donde el perfil del dipolo alcanza un maximo, en-

tonces ”
t
lim ﬁ( ) _ £,
t—o00 tam
Para N general, sélo se conocen resultados parciales para el caso m = 1.

En [75], se prueba que si = RY \ Br(0) entonces

t
lim 70 _ (2(N — 2)RN?) ¥, N >3,
l—oo W
i 20 _ V2, N =2.

t—co (tlogt)2

En el caso que nos ocupa a nosotros, m > 1y N > 3, la existencia de la aproxi-
macién global Ug, véase el Teorema 10.5, implica que los hot spots se localizan en

la regién donde el comportamiento exterior y el interior se superponen. Se verifica



242

Conclusiones y comentarios

ademas que

cuando t — oo.

Aunque el comportamiento exacto de H(t) es un problema abierto, conjetura-
mos que deberd ser como el caso de una dimensién espacial: H(t) se deberd mover

como el maximo de la aproximacion global,

28

Hi(t) ~ O(tN).
4. Datos de frontera con decaitmiento rdpido. Otro aspecto a tener en
cuenta es el analisis del comportamiento de u cuando se sustituye el dato de fron-

tera trivial por uno de la forma
0 <u(x,t) <ect™?, x € 01,

con o > «. En este caso se pueden seguir utilizando las funciones tipo Barenblatt
como supersoluciones. Por tanto el teorema de convergencia sigue siendo cierto y

ademas la frontera libre se mueve como O(t9).

Por otro lado, si

u(z,t) =(x)t™7, x € 01,

donde o € (—o0, %) y 1 es una funcion no trivial, no negativa y acotada, la frontera

libre de u se mueve como O(t#™(1=e(m=1)) "yéase [101].

A la vista de estos dos resultados se observa que todavia no estd cubierto todo
el rango de posibles valores para o, ya que falta por estudiar el caso en el que u
decae como
0 <wu(z,t) <ect™, x € 01,

para o € [+, ).

5. Ecuacion del calor y difusion rdpida. Otros datos iniciales. El pro-
blema (9.1) restringido a m = 1, es decir, la ecuacién del calor, y con datos iniciales
de la forma

Ug ~ C|I|77, 7>0

se estudia en [72], tanto para v > N como para 7 < N.
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Si v > N se obtienen resultados similares a los descritos en esta parte de la
memoria, exceptuando los relativos al comportamiento de la frontera libre. Las
técnicas descritas en los capitulos anteriores permiten extender estos resultados
a datos mas generales, ug € L*(€2), e incluso desarrollar la misma teorfa para el

problema con difusién rapida (m < 1).

En el caso v < N las demostraciones presentadas en [72] dependen de la linea-
lidad del problema y por tanto no se pueden aplicar cuando m # 1. Sin embargo, el
caso m # 1 si se puede tratar con las herramientas descritas en esta Memoria para
datos iniciales de soporte compacto. Se puede demostrar que el comportamiento
exterior de la solucion viene dado por una solucién autosemejante de la EMP, defi-
nida en todo el espacio y con el decaimiento apropiado en infinito. Estas soluciones
autosemejantes, construidas en [4], se unen, utilizando la técnica de matching, con
la solucién cuasi-estacionaria que define el comportamiento en el interior. El agu-
jero del dominio no produce ningin efecto sobre el desarrollo exterior, ya que es

insignificante comparado con el tamano de la solucién en infinito.
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Un método totalmente discreto

Este apéndice pretende recoger los resultados obtenidos cuando se discretiza total-
mente, en espacio y en tiempo, una ecuacién parabdlica con difusion no lineal y con

un flujo no lineal de tipo potencia a través de la frontera.
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A. Un método totalmente discreto

A.1 Preliminares

Como ya comentamos en el capitulo dedicado a conclusiones y comentarios de
la Parte I de esta Memoria, al estudiar un método numérico disenado para re-
solver problemas parabdlicos, no solo se debe discretizar la variable espacial, sino
que también ha de tenerse en cuenta la discretizacién temporal. En el método
utilizado en el Capitulo 5 se consideraba la variable ¢ continua y se discretizaba
unicamente en espacio. Para completar el estudio queremos presentar brevemente
un método adaptativo totalmente discreto para un problema con una tnica ecua-
cion parabdlica y flujo no lineal a través de la frontera. El objetivo es el mismo
que nos planteabamos en el Capitulo 5: reproducir correctamente las propiedades

de explosién de un problema dado.

Consideremos el problema

ug(z,t) = (™) g (2, ), (x,t) € (0,1) x (0,7,
(u™).(0,t) =0, te (0,7), (A1)
(u™)(1,t) = uP(1,1), te(0,7),

con un dato inicial u(z,0) = f(z), z € (0, 1), estrictamente positivo y compatible
con los datos de frontera.
Antes de desarrollar el método totalmente discreto para (A.1), resumamos bre-

vemente los resultados continuos conocidos para este problema, véase [58] para

los detalles:

1. Para todo dato inicial positivo, las soluciones explotan si y solo si

, m+1
p>mm{1,T}.

2. Si u explota la tasa de explosion viene dada por

1

(s oo ~ (T =1)77, = max{p — 1,2p — (m+1)}'

3. El conjunto de explosién es, [35], [58],
0, 1], 1<p<m,
B(u) =
{1}, p>m.
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Observacion A.1 En el caso que tratamos aqui no aparece la posibilidad de
explosion regional por ser el intervalo de definicién del problema pequeno. Si tra-

bajamos en [0, L] con L grande y p = m la explosién es regional.

Un primer intento para aproximar el problema (A.1) es el realizado en [53], que
considera un esquema semidiscreto basado en la discretizaciéon espacial con malla
fija de tamano h y manteniendo la variable temporal continua. Los resultados

obtenidos se enuncian a continuacion:

1. La aproximacion numérica U explota si y solo si p > 1.
2. La tasa de explosion de U viene dada por
U@l ~ (Th = )7,
donde T}, denota el tiempo de explosiéon de U.
3. El conjunto de explosion de U es
B(U)=[1—- Kh,1],

siendo K una constante que depende solo de p y de m. Al igual que en el
Capitulo 5, B(U) se entiende como el conjunto de explosién de la interpolada

de Lagrange, U’, de U en los nodos de la malla.

Se observa por tanto que el esquema con malla fija no reproduce correctamente
las propiedades de explosién de la solucién continua del problema (A.1) cuando

p>m.

El objetivo del apéndice es desarrollar un método adaptativo en espacio, ins-
pirado en [54] y en las ideas descritas en el Capitulo 5, que permita reproducir
el comportamiento de la solucion continua. La discretizacién espacial se combina
con una discretizaciéon temporal basada en ideas de [2]. Para la integracién tem-
poral presentamos extensamente un método de Euler explicito con paso de tiempo
adaptativo. Se comentard brevemente cémo adaptar la técnica descrita en [2] a un

método Euler implicito.
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Observacion A.2 Aunque los métodos explicitos no son adecuados para resolver
discretizaciones de problemas parabdlicos, ya que éstos dan lugar a problemas stiff,

los hemos utilizado aqui, por ser mas sencillos a la hora de ilustrar la teoria general.

Este apéndice pretende unicamente ilustrar cémo construir un método adap-
tativo totalmente discreto; por tanto sélo enunciaremos los resultados mas sig-
nificativos. El Teorema A.1 muestra que el método que desarrollamos reproduce
correctamente las propiedades de explosion del problema (A.1). El lector interesado

puede encontrar los detalles y las demostraciones en [17].

A.2 FEl método adaptativo

El esquema adaptativo totalmente discreto que describimos a continuacién se

construye siguiendo tres pasos:
= discretizacion espacial;
= discretizacién temporal adaptativa;

= refinado de la malla espacial.

1. Discretizaciéon espacial. Siguiendo la misma idea que la descrita en el
Capitulo 5 consideramos el conjunto de nodos, {zo,...,xy} con xg =0, xy = 1,

y buscamos una aproximacién numeérica
U(t) = (uo(t), ..., un(t)) = (u(xo,t), ..., ulzy,t))

que sea solucion del sistema de ecuaciones ordinarias
( 2

u6 - h_%<u71n - u(r)n)7
2 ut, —u™ ut —u?
U = ol =) 1<i<N-—1, A2
‘ hz’+1+hi< Pt hi - (A.2)
2
Uy = —(uh_; —uR) + —uk,,
\ N h?\[( N—-1 N) hN N

donde h; = x; — x;_1 y con dato inicial
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2. Discretizacion temporal. Para discretizar la variable temporal se pueden
utilizar diversos métodos. Describiremos aqui con detalle un esquema de Euler
explicito y explicaremos brevemente el método de Euler implicito. Aunque no
nos centraremos aqui en métodos Runge-Kutta de mayor orden, éstos también
se pueden usar para la integracion temporal. La idea para ello es la misma que
mostramos a continuacion.

Fijemos primero la notacién. Sea U’/ = (u?, ..., u)) la discretizacién de U(t)
en un tiempo 7 y 7; el paso de tiempo adaptativo, que serd elegido por el método

usado para la discretizacion temporal. Se cumple entonces que

Método de Euler explicito. Inspirados en [2], elegimos el paso de tiempo 7;
segun la siguiente regla
7 (uh)2P = )\, p>m,
7 (A.3)
Tj(ug\f)p = )‘7 p S m,
donde el parametro del método, A, tiene que ser pequeno para que se cumpla una
determinada condicién de estabilidad propia los métodos explicitos. Obsérvese que,
segln esta definicién, el paso de la discretizacién temporal 7; decrece cuando la

solucién crece (es decir, segiin avanza el tiempo t).
Aplicando entonces el método de Euler explicito a (A.2), obtenemos

J+1 J

Tj hiv1+ hi hisa h;
it — ] 2 Cm D 2
\ % = %(( vo)" = (uy)™) + E(“?v)p,

conl <i<N-—1.
Método de Euler implicito. De forma analoga al esquema explicito definimos
el método implicito. Elegimos 7; segiin la férmula (A.3), sin imponer ahora ninguna

restriccion sobre el tamano del pardmetro A. En este caso, la parte correspondiente
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a la discretizacién de (u™),, se evalia en el tiempo /71, Asi, el sistema (A.2) se
convierte en

¢, Jt1

W=l 2 1vm i+1\m
% = F((U{Jr ) (UJ0+ ™),
J 1
A2 (e @ -
Tj N hi+1 + h; hisa hi 7
wit — 2 1 m S lvm 2
NN () ) (),
\ T] h’N hN

conl <i<N-—1.

Notese que este método no es totalmente implicito, ya que la discretizacion de
la condicién de frontera no lineal u? se evaliia en tiempo t/, cuando deberfa ser
evaluada en t/*!1. Este hecho evita, cuando m = 1, tener que resolver un sistema
no lineal en cada paso. Si m # 1 no aporta ninguna ventaja, ya que en este caso

la no linealidad aparece también a través del término de difusién (u™),,.

Métodos de cualquier orden. Describamos brevemente como construir méto-
dos de cualquier orden con un paso de tiempo adaptativo. Siguiendo las ideas
descritas en [2] introducimos una nueva variable temporal s = s(t) para el proble-
ma semidiscreto (A.2), de forma que U(s) = U(t(s)). Elegimos s para que U(s)
esté definida globalmente y asi poder usar un método de paso de tiempo fijo. El

cambio de escala viene dado por

a1
ds — ul(s)’ (A.5)
t(0) =0,

donde el pardmetro n se elegird més adelante en funcion de p y m.

En estas condiciones reescribimos el sistema (A.2) en términos de U y s como

( 2
N A A~ A~
UnUy = m(’u,;n - uz)n)?
1
2 T L L
alal, = ot w1 <i<N -1, (A.6)
hig1 + Dy hit1 h

2
NV am N N
UNUN = 75 (Uy_y — ) + o U
N N

\

con 4;(0) = f(z;), 0<i<N.
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La idea del método consiste en definir discretizaciones temporales adaptativas
para el sistema (A.2) a partir de esquemas con paso fijo A para (A.5)—(A.6). Veamos

c6mo hacerlo con un ejemplo concreto.

Si discretizamos (A.5) con un método de Euler explicito, obtenemos

-t 1
A (u§v+1)n7 (A7)
t(0) = 0.
El sistema (A.6) se convierte entonces en
(- aj+1_aj 2 i i
U?v% = F((U{) — (@)™),
1
A S S 0 0 ) LN )t /Y CA NN
N A hit1 + Dy hita hi ’
~ 'LAI,]Jrl—'LAL] 2 ~7 m ~F \m 2 ~J
il = = (@)™ = (@)™) + (@),
\ A h3 hn

con 1 <4 < N — 1. Si definimos ahora 7; = ##*! — #/| y denotamos U7 = U,

entonces (A.8) coincide con el esquema (A.4) descrito anteriormente. Ademés, si

2p—m, p>m,
’r]:
D, p<m,

de (A.7) obtenemos que el paso de tiempo adaptativo, 7;, verifica la definicién

dada en (A.3).

3. Refinado de la malla. El método utilizado para refinar la malla espacial
utiliza la técnica que describimos en el Capitulo 5: se anade un nuevo punto a la

malla cada vez que una cierta cantidad alcanza una tolerancia dada.

Centrémonos en el caso en el que la discretizacién temporal se realiza utilizando
un método de Euler explicito y consideremos tinicamente el caso p > m, ya que,
cuando p < m el esquema con paso fijo reproduce correctamente las condiciones

de explosién del sistema continuo.

Siguiendo los argumentos del Capitulo 5, podemos elegir una constante r tal

que la condicién
_ Sy
ruy)?™m < A (A.9)
7j
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A. Un método totalmente discreto

se verifique inicialmente. La idea que reside detras de esta eleccién es la de conse-
guir que el problema discreto tenga la misma tasa de explosién que el problema

continuo.

Por otro lado, como la ecuacion que describe el comportamiento del ultimo

nodo es
TR 2 0 vmdvmy 2 i
Uy — Uy =T; h_Q((uNfl) — (uy) )+h—(uzv) : (A.10)
N N
la expresién (A.9) es equivalente a
7 \2p—m 2 7 m 7 \m 2 J\p J \2p—m
T(UN) < h_Q((uN—l) - (UN) ) + EWN) < CQ(UN) . (A.11)
N
Asi, si definimos
l((u] )= (uj ™) + L(uj )P
R(ji hy) = B e

(uy)?=m ’

siguiendo los argumentos descritos en el Capitulo 5, tendremos que anadir un nuevo

punto a la malla espacial siempre que R(j;hy) < 7.

A.3 Propiedades de la solucion numérica adaptativa

Sea uy,  la solucién numérica de (A.1), obtenida por interpolacién en espacio y
tiempo a partir de U’. Recordemos que h denota el tamaio de la malla espacial y
A es el parametro de la discretizacion temporal. De forma andloga a la definicion
de explosién en el problema continuo, diremos que uy » explota si existe un tiempo
finito 7}, 5 tal que

Ii 1 = 00.
im0l = 00

Nétese que si Tj, 5 es el tiempo de explosion de la soluciéon numérica, se tiene

que

Th)\ = ZTk. (A12)
k=0

Observacion A.3 La solucion del método numérico explota en tiempo finito si

wjy — 0o cuando j — oo y ademds la serie (A.12) converge.
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El resultado que enunciamos a continuacién afirma que la solucién numérica
obtenida al discretizar (A.1) mediante un método adaptativo (diferencias finitas
en espacio y Euler explicito en tiempo), reproduce correctamente las propiedades

de explosién de la solucién continua, w.

Teorema A.1 Sea u una solucion de (A.1) creciente en espacio, suficientemente
reqular y que explota en tiempo T' y sea up x la aproximacion numérica obtenida con
el método adaptativo descrito en la Seccion A.2. Entonces para > 0,0 <7 <T,
upx converge uniformemente a w en conjuntos de la forma [0,1] x [0, — 7]. Es

mds:

(i) La solucion numérica up, » explota si y sélo si
) m+1
p > min {1, —}
2
(ii) Siupy explota en tiempo Ty, y, su tasa de explosion viene dada por

1
max{p—1,2p— (m+ 1)}

(- 8)[loo ~ (T — )77, v =

(iii) Cuando uyy explota su conjunto de explosion viene dado por

{1}, p>m,
B(“h,A) =
[0,1], p<m.

Demostramos también la convergencia del tiempo de explosién discreto al con-
tinuo, obteniendo en el caso m = 1 una cota para |T),, — T'| en términos de h
vy A

Teorema A.2 SeanT y T}, los tiempos de explosion de u y uy, » respectivamente.
Entonces,

lim |Th,)\ - T| =0.
(h,\)—(0,0)

Es mds, sim =1, existen a > 0 y C' > 0 tales que

|Thx — T) < C(R* + \)™.
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A. Un método totalmente discreto

La idea principal de la demostracién de la segunda parte de este teorema (el
caso m = 1) es encontrar una supersolucién, € para la ecuacién que verifica el

error, e, y de forma que
e(z,t) < C(R* + (T —t)™". (A.13)

Esto permite encontrar una cota, en funciéon de h y A, para |1, » — 7.

El resultado cuando m # 1 no es tan fuerte, ya que sélo afirma que |1}, — 7|
tiende a cero, pero no determina cémo lo hace. No hemos podido demostrar el
resultado andlogo al del caso m = 1, ya que para construir la supersolucién € y

obtener la cota (A.13) se usé la linealidad de la ecuacién que verifica el error.



B

Continuidad de las soluciones de

la ecuacion de filtracion

Resumimos aqui los resultados relacionados con la continuidad de soluciones de la
ecuacion de filtracion. Recordemos que dicha ecuacion se usé repetidas veces en la

Parte II para definir la trasformacién densidad-presién.
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B. Continuidad de soluciones

B.1 Preliminares

La posible continuidad de las soluciones débiles de la ecuacion de filtracién

oy = AD(p) (B.1)

en funcién de las condiciones impuestas sobre ® ha sido ampliamente estudiada,
véase por ejemplo [45], [46], [103], [117].

Como vimos en el Capitulo 6 (Seccién 6.3), gracias a la transformacién

uzP(p)E/f@ds

podemos convertir soluciones u de
uy = a(u)Au + |Vul?

en soluciones p de (B.1). La relacién entre ambas ecuaciones queda determinada
por la férmula
a(u) = &' (P~ (u)) > 0. (B.2)

Esta definicién introduce algunas restricciones que tendran que ser tenidas en
cuenta a la hora de estudiar la posible continuidad de la solucién p. Entre estas

limitaciones cabe destacar la impuesta por la condicion
a(u) < ku (B.3)

introducida en la Seccion 6.1.

La teoria para la ecuacién de filtraciéon (B.1) estd enunciada para funciones @
tales que @’ estd localmente acotada, tanto superior como inferiormente, véase [46]
y [117]. Obsérvese que los resultados presentados en estos trabajos no se pueden
utilizar en nuestro caso: la definiciéon de ', (B.2), junto con la hipétesis (B.3) no

nos permite asegurar que @’ esté acotada inferiormente.

Afortunadamente esta situacién queda cubierta por [45] y [103], como veremos

en la siguiente seccion.

Antes de enunciar el Teorema B.1, que asegura la continuidad de soluciones de

la ecuacién (B.1) bajo nuestras hipdtesis, recordemos la importancia que de hecho
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tiene que tales soluciones sean continuas, recordando los resultados en los que es

necesaria dicha regularidad y esbozando su demostracion.

La continuidad de las soluciones de (B.1) se usa por primera vez en la Pro-
posiciéon 7.1, que afirma la existencia de soluciones de viscosidad maximales. La
demostracion de esta proposicién comenzaba probando que la funciéon u es una

funcion continua. Luego se veria que ademas es una solucién de viscosidad.

Es para probar que u es continua donde utilizamos la continuidad de p. En lugar
de hacer un estudio de la regularidad de la ecuacion, se obtiene el resultado como
consecuencia de la transformacién densidad-presion, que permite transformar las
funciones u. en soluciones p., y de la continuidad de las soluciones de la ecuacion

de filtracion.

También se utiliza la continuidad de p en la demostracion de la Proposicién 7.5.
Recordemos que para demostrar esta proposicion partiamos de un dato inicial

po > 0 continuo y acotado, que era aproximado por datos iniciales positivos pg . (z).

En esta situacién, la teoria de ecuaciones parabdlicas cuasilineales, [84], afirma
que el problema de Cauchy (B.1) asociado a cada pp. tiene una tnica solucion.
Ademas las soluciones p. son clésicas y forman una sucesién decreciente, cuyo
limite p es continuo (como veremos a continuacién). Por tanto, la sucesién {p.}

converge localmente uniformemente a p.

B.2 Teorema de Continuidad

Para poder establecer la continuidad de las soluciones de la ecuacién de filtra-

ci6n (B.1) utilizando [45], en primer lugar definimos
v=®(p), B=o"
Asi, reescribimos (B.1) como

B(v) — Av = 0. (B.4)

Sea ) un dominio de RY. Definimos el dominio cilindrico Q7 = Q x (0,7,
para T > 0.



260

B. Continuidad de soluciones

Definicién B.1 Diremos que la funcién v € L} (0, T; W,L?(Q)) es una solucién
débil de (B.4) si

t — B(v(-,t)) es débilmente continua en L2 (£2),

loc

/Q B(o)p(z, ) da

s=to to
+/ /—ﬁ(U)SOtJer-Vgodxds:O
Sztl tl Q

para toda funcién test ¢ € W,22(0,T; L2 .(Q)) N L3 (0, T; Wy *(2)).

oc loc loc

Obsérvese que, debido a la definicién de 8 como 3 = ®~!, ésta hereda las

propiedades de ®. Es decir:

= la funcién 3 : [0,00) — [0, 00) es de clase C*(0, c0);

para todo v > 0 se verifica 3 > 0;

[ esta acotada sobre compactos;

f'(v) > C, por ser ®'(p) = a(u) < C.

Esta tltima condicién aparece en [45] como necesaria para poder establecer que
las soluciones débiles acotadas v son continuas y que ademas tienen un maédu-

lo uniforme de continuidad. Enunciamos a continuacién el teorema que aparece
en [45].

Teorema B.1 (E. DiBenedetto, V. Vespri, [45]) Sea v una solucion débil de
la ecuacion de filtracion (B.4) en el sentido de la Definicion B.1. Supongamos que

0 wverifica las hipotesis anteriores y que
[0][cc.0r < M.

Entonces v es continua en Qp.

Ademds, para cada compacto K C Qrp, existe un modulo uniforme de continui-
dad. Es decir, existe una funcion continua, no negativa y estrictamente creciente
w: K —=R,

S — wdatos,lC(S)a wdatos,lC(O) = 0.
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Esta funcion que se puede determinar a priori unicamente en funcion de los datos

y de la distancia de IC a la frontera parabolica de Qr, es tal que
1
[u(z1,t1) — (w2, t2)] < Waatos k(|21 — 22| + [t — t2]2),

para todo par de puntos (z;,t;) € K, i =1,2.

En la situacion que hemos descrito, para poder aplicar este teorema y poder
asegurar que p es continua, falta comprobar que v, la solucién débil de (B.4),
verifica

[0lloc.r < M,

con M > 0 una constante. Para demostrar este hecho, basta observar que v = ®(p),

de donde obtenemos, utilizando de nuevo la definicién de @', que ||P(p)||oc.0; < M.

Por tanto concluimos que v es continua. Esta continuidad se traslada au-
tométicamente a la solucién p de (B.1) usando que [ es continua y que ademés
p(x,t) = B(v(x,t)). De esta forma obtenemos el médulo de continuidad para solu-

ciones p acotadas de la ecuacién de filtracion.






Comportamiento exterior de la
EMP. Un ejemplo radial

En este apéndice pretendemos ilustrar los resultados descritos en la Parte III de
la Memoria. Utilizando un ejemplo con simetria radial calculamos explicitamente
la constante asintética del problema e implementamos un método numérico que
permite observar tanto la convergencia de la solucién a su limite exterior y a su

limite interior como el avance de la frontera libre.
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C. Un ejemplo radial

C.1 Preliminares

Sea = RY \ G con G la bola de radio 1 centrada en el origen, B;(0). El

objetivo de este apéndice es estudiar el comportamiento de

u = Au™, (x,t) € Q2 x (0, 00),
u(z,t) =0, (x,t) € 092 x (0, 00), (C.1)
u(z,0) = ug(x), x € Q,

cuando ug es un dato inicial radial.

Obsérvese que, como tanto el dominio de definiciéon del problema como el dato
inicial tienen simetria radial, la solucién u del problema también es radial. En

consecuencia, el problema que estamos estudiando, (C.1), se puede reescribir como

u = (u™)yy + N = 1ur, (r,t) € (1,00) x (0, 00),
u(1,t) =0, t € (0,00), (C.2)
u(r,0) = ug(r), r e (1, 00).

Centrémonos en el caso concreto en el que el dato inicial es
uo(r) = ((L=7)(r —10)).

Tomemos N = 3 y m = 2. Los exponentes de autosemejanza « y [, que
describen el decaimiento de la solucién y la velocidad de avance de la frontera

libre respectivamente, son entonces

N 3 3 1 1
o0N= = = = — = —,
Nim—-1)4+2 5 Nm—-1)+2 5

Con estos parametros y teniendo en cuenta la simetria radial del problema, la

solucion de Barenblatt que describe el comportamiento exterior de u es

_ Bm—1) r’\=tr s 1 7r2\3
Be,(ryt) =t (Co = B2 )™ =i (G- o505 )
c.(rt) 2m 26/ 4 2043/ +
El limite interior viene dado por la funcién armonica

E(He, ()% = £°CI T (H()w =730, (1~ -)”11.
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Obsérvese que, de las dos expresiones anteriores, se deduce que para determinar
exactamente el comportamiento cuando ¢ tiende a infinito de u es necesario conocer
la constante asintética del problema, C,. En este ejemplo concreto, utilizando la

férmula (10.1), obtenemos

C, - (m /Q H (2)uo(x) dx)z(m_l)ﬁ

o
— (W/ (r —1)*(10 — r)r dr) ~ 9.705,
) 1

3

siendo k(m, N) =202 - 8 - = ~ 149.8627.

EN

C.2 Resultados numéricos

Utilizando un esquema numérico apropiado podemos aproximar la solucién
del problema radial (C.2) e ilustrar asi su comportamiento asintético. El método

numeérico que implementamos consta de tres pasos:

= front tracking; !
= discretizacion espacial;
= discretizacion temporal.

El algoritmo de front tracking que usamos para determinar la frontera libre utiliza
ideas descritas en [44] y [73]. La discretizacién de la variable r se hace mediante un
esquema en diferencias finitas manteniendo la variable ¢ continua. Resolvemos el
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que resulta con el integrador ODE15s

que proporciona MATLAB® para este tipo de problemas.

Mostramos en primer lugar, Figura C.1, como evoluciona la soluciéon con el
tiempo. La linea punteada representa la solucién en el tiempo ¢t = 10*. Represen-

tamos mediante “punto-raya” a la solucién en ¢ = 10°. El resto de las lineas, las de

I'Una posible traduccién al espaifiol serfa “persecucién de la frontera”. Preferimos el término

anglosajén, por ser mas habitual.
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0.03

Figura C.1: Evolucién de u

trazo continuo, corresponden a tiempos intermedios entre 10* y 10°. En la figura
se observa que la solucion decrece y la frontera libre crece segtin avanza el tiempo.
Una vez vista la evolucion temporal de la solucién nos centramos en mostrar su

comportamiento asintotico. Para ello dibujamos en las escalas correspondientes al

limite interior y exterior la solucién del problema obtenida para el tiempo ¢ = 10%.

121
3 i i
tou(r, t) 4 TS ——Solucién u en t = 10*
I ~ .7 ’ .
! N Funcién arménica
L ¢ O Solucién v en t =1
‘N
RN
RN
L N
\,
AY
X
L .
\,
\,
0 LN n )
0 7 20

Figura C.2: Limite interior

En la Figura C.2 dibujamos la solucién multiplicada por t*. Obsérvese que,

segun lo expuesto en el Capitulo 10, u converge a la solucién estacionaria

[NIES

HZ (r) = c*<1 . 3) ,

* r
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que esta representada por medio de la linea punteada.

La Figura C.3 muestra el limite exterior. Se observa que u converge a la funcién
correcta, que en este caso corresponde a una Barenblatt con constante C,. En la
escala que usamos en esta figura, la frontera interior se contrae a cero. Esto significa
que el agujero del dominio es cada vez mas pequeno y segin pasa el tiempo deja

de influir en el comportamiento de la solucién.

12

----- Solucién v en t
—— Solucién u en t
------- Barenblatt

=1
=104

t*u(r, t)

Figura C.3: Limite exterior

Obsérvese que tanto He, como Bg, se conocen de antemano y por tanto no es

necesario calcularlas numéricamente.

logr

logt

Figura C.4: Frontera libre
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C. Un ejemplo radial

Finalmente nos centramos en la frontera libre. Gracias al Corolario 10.2 sabe-
mos que la frontera libre de u crece como = ~ t°, para t suficientemente grande. De
forma més precisa, se comporta como #° multiplicada por una constante concreta.
En nuestro caso esta constante es aproximadamente 13.932. Este hecho se ilustra
en la Figura C.4: dibujando la frontera libre en escalas logaritmicas podemos ob-
servar que converge a una recta de pendiente 3 = 0.2 y con ordenada en el origen
K ~log(13.932).
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