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SUMMARY AND
CONCLUSIONS

“CHARACTERIZATION AND PROPERTIES OF
SCALING FUNCTIONS AND LOW PASS FILTERS
OF A MULTIRESOLUTION ANALYSIS”

A multiresolution analysis (MRA) is a general method introduced by Mallat
[59] and Meyer [60] for constructing wavelets. On R"™(n > 1), we will mean by
an MRA a sequence of subspaces V;, j € Z of the Hilbert space L?(R") that
satisfies the following conditions:

(i) Vj e Z, Vi CVjsy;
(ii) Vj € Z, fx) eV, & f(2x) € Vji1;
(iii) W =UjegV; = L2(R") and NjezV; ={0}.
)

(iv) There exists a function ¢ € Vj, that is called scaling function, such
that { ¢(x — k) : k € Z" } is an orthonormal basis for Vj.

Our aim in this text is to study in depth the notion of MRA and understand
better the behavior of scaling functions and related functions, as low pass filters
and wavelets in R".

We will study MRA in a more general context in L2(R"), n > 1, where
instead of dyadic dilations one considers dilations given by a fixed linear map
A:R" — R" such that A(Z™) C Z", i.e. all entries of the corresponding matrix
with respect the canonical basis of R"™ are integers, and A is an expansive map,
i.e. all (possibly complex) eigenvalues of A have absolute value strictly greater
than 1. Given a such linear map A one defines an A-MRA as a sequence of
subspaces Vj, j € Z of the Hilbert space L?(R™) that satisfies the conditions
(1), (iii), (iv) and

(ia) Vi €2, f(x)€V; & f(Ax) € Vg,

(see [14], [58], [34], [71], [75]).

This thesis consists of Introduction, five chapters and two appendixes. In
Chapter 1 we give a complete characterization of scaling functions of an A-
MRA. In Chapter 2 we obtain necessary and sufficient conditions of low pass
filters associated with scaling functions of an A-MRA. In Chapter 3, we study
minimally supported frequency scaling functions of an A-MRA. In Chapter 4

VII
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we compare the notion of A-approximate continuity for different linear maps A.
In Chapter 5, the conditions in the definition of an MRA are relaxed. We give
a complete characterization of functions which generate frame multiresolution
analysis. Furthermore, we study shift invariant subspaces. Finally, we include
two appendices. In Appendix A one can find some notions and basic properties
which we have used in this text. The results of Appendix B are new. We present
them separately because they are related mainly with Classical Analysis. We
study new concepts introduced in this text for characterizing scaling functions.

Let us introduce some notation before formulating our results.

The natural numbers without the zero will be denoted by N, and we will
write Ng = N U {0}. Moreover, R and C will be the field of the real and the
field of the complex numbers respectively. For x € R"™, n > 1, we will write
x = (21, ..., o) such that x; € R, Vi € {1,...,n}.

For a € R, [a] is the integral part of a.

We will define B, (x) ={y € R" : | x—y ||<r}, the ball of radius r > 0
with center in the point x € R", where || x —y ||= (i, |z — v 2)2. If the
center is the origin, we will write B,.. Moreover, Q,.(x) = {y € R" :
| 2; —y; |< r,Vi=1,..,n}, and if the center of the cube is the origin, we will
write Q..

Furthermore, T" = R"™/Z" and sometimes, with some abuse of the notation
we will consider also that T™ is the unit cube [0,1)".

We will work with both real or complex vector spaces W. Let Wj be a
subspace of W and let A : W — W be a linear map, then Aly, will be the
restriction to W7 of the map A. Also if W is a space with inner product, the
orthogonal complement of Wy in W is Wf- Let W7 and W5 be two subspaces
of W such that W7 N Wy = {0}, we will denote de direct sum of W7 and Ws by
W=WieWsy If A, : W, — W,, p=1,2 are linear maps, we will denote by
A1 ® As the linear map defined on Wy @ Ws such that (41 ® Ag)(wy + wa) =
Aywy + Aywy, where w, € W, n=1,2.

Let V and W be two finite dimensional vector spaces, the vector space of all
linear maps A : V. — W will be denoted by L(V,W), if V' = W the notation
will be £(V) and if V =W = R" we will write £. Furthermore, the set of all
expansive linear maps A : R” — R will be denoted by £E and we will write
LEP if also A is a positive definite linear map.

Given A € L, we will use the same notation for the linear map and for
the corresponding matrix associated to the canonical basis. We will write the
absolute value of det A, by dy =| det A |. If dy > 0, A* is the adjoint linear
map of A. If also, AZ"™ C Z", the induced map AT — T" of A will be
the application such that given x € T", Ax = Ax + k for a k € Z" such that
Ax +k € T™.

One can observe easily that if A € £E and A(Z") C Z", then its adjoint
map A* will have the same properties. We will consider the quotient groups
Z"/A(Z") and Z" /A*(Z"™). We have that

card (Z"/A(Z"™)) = card (Z" JA*(Z")) =da > 2 (see [34] and [75, p. 109]).
Let & and &F, (0 < i < da — 1), be the distinct cosets of Z"/A(Z") and

of Z"/A*(Z") respectively, and let Ay and A+ be full collections of repre-
sentatives of those cosets. To be precise, we will suppose that & = A(Z"),
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& = A*(Z™), and that Ax = {p;}74, ", where p; € & and Ay = {pi}dat
where p} € &;.

Let E C R™ be a set, then AF = {Ax : x € E}. Moreover, if y € R",
E+y={x+y : x € E}. The complement of E in R" will be E°=R"\ E
and we will write Eqn = {x € [0,1)" : Jkyx € Z" such that x + kx € E}.

The Lebesgue measure of E C R™, n > 1, will be denoted as | E |,.
Furthermore, in this text we will call a set measurable if it is a Lebesgue mea-
surable set. The volume of any measurable set F changes under A according to
| AE |,=da | E |n.

Let f : R® — C be a measurable function, we will say that f is a Z"-
periodic function if Vk € Z™, Vx € R", we have f(x+ k) = f(x). Furthermore,
if we write f € L?(T") we will understand that f is defined on the whole space
R"™ as a Z"-periodic function. We will write the support of f by sopf. The
translation by a € R™ of a function f € L?(R™) will be denoted by 7af(x) =

1

f(x —a). We will denote by D4 the dilation operator D4 f(x) = d3 f(Ax) in
L*(R™).

The inner product will be written (-, -), and we will write || - || to indicate a
norm. (See Appendix A for more details about notation)

Chapter 1: Characterization of scaling functions
in a Multiresolution Analysis

The main objective of Chapter 1 is to study the notion of a Multiresolution
Analysis, {V; : j € Z},in L*(R™), n > 1, where the dilation is given by a fixed
expansive linear map A : R" — R" such that A(Z") C Z". We will see that not
all the conditions in the definition of an A-MRA are independent. We will fix
our attention on scaling functions, and we will give a complete characterization
of them. In this general case, it is easy see that the conditions presented in our
characterization depend on the map A. The results in this chapter have been
published in [16].

The problem to give a complete characterization of scaling functions of an
MRA was posed in the paper by R. Strichartz [71], and was studied by several
authors.

The novelty of our study is the type of necessary and sufficient conditions
on a scaling function ¢ of an A-MRA for the union of all closed subspaces V;;,
j € Z, to be dense in L*(R™). These conditions are given in terms of the Fourier

transform of ¢. In this text we adopt the convention that the Fourier transform
of a function f € L*(R"™) N L?(R") is defined by

Fo) = | feoe2midax.
R”
The following result should be probably attributed to I. Daubechies (see
[24]) who proved it for n = 1. (See also [46]).
Theorem (Daubechies). Let V;, j € Z be a sequence of closed subspaces of
L?(R) satisfying (i), (ii) and (iv) where & is such that | QZ\ is continuous at the
origin. Then the following two conditions are equivalent:

a)  $(0) #0;
b)  UjezV; = L*(R).



C. de Boor, R. DeVore, A. Ron [6] proved the following result.
Teorema (de Boor, DeVore y Ron). Let V;, j € Z be a sequence of closed
subspaces of L*(R) satisfying (i), (ii) and (iv) with n = 1. Then the following
two conditions are equivalent:

a) Ujez (27 sop ;5) =R a.e;
b UjezV; = L*(R).

Afterwards, E. Herndndez and G. Weiss ([46, Theorem 5.2, p. 382], [45],
[42]) proved the following result.
Theorem (Herndndez and Weiss). Let V;, j € Z be a sequence of closed
subspaces of L?(R) satisfying (i), (ii) and (iv) with n = 1. Then the following
two conditions are equivalent:

a) lim |<§S\(2*jy)\ =1 forae yeR;
j—o0

b) UjeZVj = Lz(R)-

Another necessary and sufficient condition has been given by R. A. Lorentz,
W. R. Madych and A. Sahakian [56].
Theorem (Lorentz, Madych and Sahakian). Let V}, j € Z be a sequence
of closed subspaces of L*(R) satisfying (i), (ii) and (iv) with n = 1. Then the
following conditions are equivalent:

a) lim |p(277y)|  exists and is positive for a.e. y € R;
j—00

b) UjezV; = L*(R);
c) The set {y € R : | d(y) |> 0} is dyadically absorbing,
i.e., for a.e. y € R, there exists a positive integer jo,
which may depend on y, such that if j > jo then | q§(2_jy) [> 0.

All of the above characterizations are “global” conditions. Our aim is to achieve
“local” conditions and a bit deeper understanding of the relation between the
behavior of the function ¢ in the neighborhood of the origin and condition
(iii). In particular our result permits us to get rid of the assumption that |¢| is
continuous at the origin in the Daubechies’s Theorem.
We need the following definitions to formulate our results.

Definition 1. [t is said that xq is a point of density for a set E C R", |E|,, > 0,
if

. |EN By(x0)|n

lim

=1
r—=0  |Br(%0)|n

We set
D(x0) = {E C R"™ measurable set : xq is a point of density for E}.

Furthermore, we will write D if xq is the origin.
Definition 2. Let f : R" — C be a measurable function. We say that
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xo € R" is a point of approximate continuity of the function f if there exists
E C R", |E|, > 0, such that x¢ is a point of density for the measurable set E
and

lim  f(x) = f(x0). (1)
X — Xq
xeFE
The notion of approximate continuity was introduced by A. Denjoy [26]. In the
following result, we can find a relationship between measurable functions and
points of approximate continuity of those functions (see also [61], [10]).
Theorem (Denjoy). Let f be a finite measurable function defined on [a,b].
Then almost all points of [a,b] are points of approzimate continuity of f.

Definition 3. A measurable function f: R™ — C is said to be locally nonzero
at the point xg € R"™ if for any € > 0, there exists r, 0 < r < 1, such that

[{x € Br(x0) : f(x) = 0}[n <e|Br(x0)|n-

Given A € LE, we define more general notions.
Definition 4. Let A € LE. It is said that xg € R"™ is a point of A-density for
a measurable set E C R™, | E |,> 0, if for all v > 0,

L BOAIB, +%0) |

- =1.
j—o0 | A_]BT + X0 |n

Given A € LE and given a point x9 € R"™, we set
Da(xo) = {E C R" measurable set : xq is a point of A-density for E}.

Furthermore, we will write D4 when xq is the origin.

Observe that for any j € Z and for any r > 0 we have the following equality
AIB, = (—A)/B,, and thus:
Remark. Given A € LE, for any point xy € R"™, we have

DA(X()) = ’D,A(Xo).

Definition 5. Let A € LE and let f : R™ — C be a measurable function. It
is said that xg € R™ is a point of A-approzimate continuity of the function f
if there exists a measurable set E C R™, | E |,> 0, such that x¢ is a point of
A-density for the set E and (1) holds.

Definition 6. Let A € LE. A measurable function f : R®™ — C is said to
be A—locally nonzero at a point xg € R™ if for any £ > 0 and for any r > 0
there exists j € N such that

{x € A7B, +x¢ : f(x) = 0}|,, < e]A™ B, + Xo|n. (2)

The main result of Chapter 1 is the following.
Theorem 1. Let A € LE such that A(Z"™) C Z". Let V; be a sequence of
closed subspaces in L?(R™) satisfying the conditions (i), (iia) and (iv). Then
the following conditions are equivalent:

(A1) W =UjezV; = L*(R");
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(B1) ¢ —the Fourier transform of the scaling function ¢— is A*-locally
nonzero at the origin;

(C1) the origin is a point of A*-approzimate continuity of the function |q§|
if we set |¢p(0)| = 1.

As a consequence of Theorem 1, we obtain the following.
Theorem 2. Let V; be a sequence of closed subspaces in L*(R™) satisfying the
conditions (i), (i) and (iv). Then the following conditions are equivalent:

(A) W =UjezV; = L*(R");

(B) (/b\ —the Fourier transform of the scaling function ¢— is locally nonzero
at the origin;

(C) the origin is a point of approximate continuity of the function |qA5\,
setting |¢(0)| = 1.

A complete characterization of scaling functions in an A-MRA is given in the
following theorem. In this way we give a characterization of scaling functions in
an A-MRA of the type the presented in Theorem 5.2 by Herndandez and Weiss
[46, p. 382] in the classical setting.

Theorem 3. Let A € LE such that A(Z"™) C Z" and let ¢ € L*(R"). The

following conditions are equivalent:

(1) ¢ is a scaling function of an A-MRA;

(2) (a) The function ¢ is A*-locally nonzero at the origin;

()

Z |$(t +k)?=1 in a.e. t € R"; (3)
kez’ﬂ
(7) There exists H € L*(T"), | H ||o< 1, called low pass filter,
such that
o(t) = HA* ")d(A*'t) inae teR (4)

(3) (a*) The origin is a point of A*-approximate continuity of |$|, setting
|¢(0)| = 1; and the conditions (3) and (v) hold.

It turns out that the condition a) in the Theorem of Herndndez and Weiss is
stronger than condition (C) in Theorem 2 when n = 1. Moreover, the condition
(B) in Theorem 2 when n = 1 is weaker than condition ¢) in the Theorem of
Lorentz, Madych and Sahakian.

We give a result analogous to the Theorem of Denjoy.

Theorem 4. Let A € LE and let f : R™ — C be a measurable function. Then
almost all points of R™ are points of A-approzimate continuity of f.

Chapter 2: Characterization of low pass filters in
a multiresolution analysis

We characterize the low pass filters associated with scaling functions of a
multiresolution analysis in a general context when one considers the dilation
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given by a fixed expansive linear map A : R™ — R" such that A(Z") C Z",
(see [70]).
We recall that given ¢ € L2(R"), a scaling function of an A-MRA, then

~

P(A*t) = H(t)p(t), inae tecR” (5)

where H € L*°(T") such that || H ||o< 1. This function H is called low pass
filter associated with the scaling function ¢.

For an MRA on L?(R), there are a number of sufficient conditions on a low
pass filter H which allow to assert that the infinite product Hjoi1 H(277t) exists
a.e. and is equal to the Fourier transform of the scaling function ¢.

A. Cohen [18] gave the first necessary and sufficient conditions for a trigono-
metric polynomial H to be a low pass filter of an MRA on L?(R). Cohen’s
conditions may be viewed as geometric restrictions on H. Afterwards, Cohen’s
approach was developed by E. Herndndez and G. Weiss [46] and furthermore
by M. Papadakis, H. Siki¢ and G. Weiss [62] and by R. F. Gundy [36], where
the requirements on the function H were weakened. About the same time as
Cohen’s condition appeared, W. Lawton [54] gave another sufficient condition
of a different nature when H(§) = EkN:O are~ 2™ He constructed a specific
matrix @ from the sequence {ay}2_,, and considered the subspace of eigenvec-
tors of () with eigenvalue one. If this subspace is of dimension one, then H is
a low pass filter. The necessity of that condition was settled in 1990 by both
Cohen (see [20]) and Lawton [55], independently, (see also [24, p. 182-193] ).
Following the ideas of Cohen and Lawton, more conditions when n > 1 and
dyadic dilation appear in [53].

For the general case when the MRA is defined on L?(R™), n > 1, and for
dilations given by a transformation A as described above, a generalization of
Cohen’s and Lawton’s conditions was obtained by M. Bownik [7].

Thus, there are two distinct, but equivalent characterizations of low pass
filters H if we assume it to be a trigonometric polynomial.

Characterizations of low pass filters for an MRA on L?(R) are already
known. M. Papadakis, H. Siki¢ and G. Weiss [62] have formulated one of them.
Another characterization is given by V. Dobri¢, R. F. Gundy and P. Hitczenko
[27] in probabilistic terms. Afterwards, R. F. Gundy [37] addressed on a slightly
more general question: Describe low pass filters for a (possibly nonorthogonal)
Riesz basis.

The problem of when a function H € L*°(T") is a low pass filter was posed
in the book by E. Herndndez and G. Weiss [46].

Our study is based on the characterization of scaling functions obtained
in Theorem 3 and on Lawton’s strategy. Note that the conditions presented
here are new even in the classical case, i.e., for an MRA on L?(R) and dyadic
dilations.

Given H € L°(T") the continuous linear operator P : L}(T") — L*(T")
given by

da—1
Pf(t)= > |H(A ' (t+p)) > F(A (t+p])) (6)

=0

is well defined. This operator was first introduced by M. Bownik [7] as a general-
ization of the analogous operator introduced for dyadic dilations by W. Lawton.
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M. Bownik has proved the following.
A generalization of Lawton’s theorem. Let H be a trigonometric polyno-
mial with H(0) = 1 such that ¥74" | H(t + A*~'pf) |*= 1, Vt € R". Let 0
be a function such that é\(t) = Hji1 H(A*77t). Then the following conditions
are equivalent:

1) The function 0 is a scaling function of an A-MRA;

2) There is no non constant trigonometric polynomial invariant under
the operator P.

Moreover, we generalize the conditions appeared in [62] to our general con-
text.

The first step for the study of low pass filters which give rise to a scaling
function of an A-MRA is obvious: one should study the infinite product

[T 1@y, (™

Let us suppose that the infinite product (7) converges almost everywhere on
R"™. We are going to look for a scaling function ¢ for an A-MRA which satisfies
the condition

o) 1= T 1 A |

Hence, by Theorem 2 on characterization of scaling functions in a multireso-
lution analysis, we should also suppose that | ¢ | is A*-locally nonzero at the
origin. In order not to repeat those conditions let us introduce the class of 11 4
which consists of all measurable functions on R™ such that 0 < f(t) < 1 a.e.
on R™ and the origin is a point of A*-approximate continuity of f when we set
f(0) = 1. The class II4 will be denoted by IT when the origin is a point of
approximate continuity of f.
The following results hold true.

Theorem 5. Let H € L>®(T") be a function such that the infinite product (7)
converges almost everywhere on R™ and is A*-locally non zero at the origin.
Then the following conditions are equivalent:

A) The function 0, where 5(t) = Hj’;l |H(A*77t)|, is a scaling function
of an A-MRA and |H]| is its associated low pass filter.

B) The only function f € L*(T") (14 invariant under the operator P
is the function f = 1.

As a consequence of Theorem 5 we can give a complete characterization of
all low pass filters associated with scaling functions. We need the notion of a
filter multiplier which was introduced in [76] for the one dimensional case.
Definition 7. We will say that a measurable function m is a filter multiplier
if whenever H is a low pass filter associated with a scaling function of an A-
MRA, then mH is a low pass filter associated with a scaling function of an
A-MRA. In the above definition we avoid to introduce in the notation the letter
A, because the class of filter multipliers is the same for all expansive linear maps
A:R" — R" such that A(Z") C Z".
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Set

_ | e HIH®)#0
mH(t)_{lHS)l if [H(t)] =0, ®)

and let 1 be any measurable function on R™ such that

|u(t)|=1 ae. on R™ and mp(t) = pu(A*t)u(t), (9)

where my is defined by (8).

Theorem 6. Let H € L>®(T") be a measurable function such that the infinite
product (7) converges almost everywhere on R™ and is A*-locally non zero at
the origin. Then the following conditions are equivalent:

(A) VYu verifying (9), (,ué\)v 18 a scaling function of an A-MRA, where
o(t) := Hj‘;l |H(A*77t)|, and H is its associated low pass filter.

(B) The only function f € LY(T™")(\Il4 invariant under the operator P
1s the function f = 1.

When n = 1 and for dyadic dilations, we will denote the operator P by

P =l HG) P F+ | HCED 2 (. (10)
In this case Theorem 6 implies the following Corollary
Corollary 7. Let H € L*°(T) be a measurable function such that the infinite
product Hjil |H(279t)| converges almost everywhere on R and is locally non
zero at the origin. Then the following conditions are equivalent:

(a) Yu verifying (9), (,ua)v is a scaling function of an MRA, where
0(t) := [1,2, [H(277t)| and H is its associated low pass filter.

(b) The only function f € L*(T)(II invariant under the operator Py is
the function f = 1.

Chapter 3: Minimally supported frequency wavelets,
scaling functions and low pass filters

We study scaling functions of an A-MRA such that the modulus of their
Fourier transform is a characteristic function and the dilation is given by an
expansive linear map A : R™ — R"™ such that AZ™ C Z".

We will say that a wavelet is a minimally supported frequency wavelet
(MSF wavelet) if the modulus of its Fourier transform is a characteristic func-
tion (cf. [38], [29], [44], [43], [23], [22], [2], [35], [9]). Given a multiwavelet
{p@ e L2(R") : d=1,..,s} associated with the fixed dilation A such that

| (@ |= xk, where K; C R", d = 1,..., s, are measurable sets, it is well known
that | K4 |,=1for d =1, ..., s, and consequently the measure of the support of
1(d) is minimal for all d = 1, ..., s. Hence, this multiwavelet is called a minimally
supported frequency (A-MSF) multiwavelet. In the same sense, we will say that
¢ is A-MSF scaling function when ¢ is a scaling function of an A-MRA such
that |¢| = xs, where S C R" is a measurable set. The set S is called a scal-
ing function set. The wavelets (or multiwavelets) derived from multiresolution
analysis with dilation A are called A-MRA wavelets (or multiwavelets).
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Perhaps, from an applied point of view, minimally supported frequency A-
MRA wavelets may not be very useful as they lack the regularity and localization
properties, but, on the other hand, they are useful to understand a bit better
the structure of the wavelets. A classical example in L?(R) is the Shannon
wavelet, i.e. 1) € L?(R) such that

TZ(LL) =™ty (1) where I =[-1, —%) U (%, 1].

We study also the scaling function sets S.

Papadakis, Siki¢ and Weiss [62] gave a characterization of such sets when
n =1 and for dyadic dilations.

In this direction, Gu and Han [35], proved
Theorem (Gu and Han). Let A be a real n X n expansive matriz A(Z™) C Z™
and dg = 2. Then there is an A-MRA wavelet set E C R". That is, there is a
measurable set E such that (ﬁxbﬂ)v is an A-MRA wavelet.

They build a set F and from there, get a measurable set S C R™ where the
function ¢ = (xs)V s is a scaling function of an A-MRA.

Without the added hypothesis d4 = 2, the proof of the following proposi-
tion is in fact contained in the proof of Theorem 4.2 of the article by Bownik,
Rzeszotnik and Speegle [9].

Proposition (Bownik, Rzeszotnik and Speegle). There exists a scaling
function ¢ of an A—MRA such that qAﬁ = xg where E C R" is a measurable set.

Moreover they give, in particular, a characterization of scaling function sets.
[9, Theorem 3.3].

As an easy consequence of Theorem 3 we give another characterization for
the scaling function sets.
Corollary 8. Let A € LE such that AZ™ C Z" and let E C R"™ be a measurable
set. The following conditions are equivalent:

(A*) The function ¢ € L*(R™) such that | 0 |= xE is a scaling function
of an A-MRA.

(B*) (a) | E|n=1 and Eq» =[0,1]" a.e.
(b) E € Dy-.
(c) A*"'ECE ae.

(C*) (b*) The function | ¢ |= xg is A*-locally nonzero at the origin, and
conditions (a) and (c) hold.

We prove the following proposition in a constructive way.
Proposition 9. Let A € LE such that AZ™ C Z", there exists a measurable
set £ C R™ such that no neighborhood of the origin is contained in E, and the
function ¢ € L2(R™) such that ¢ = xg is a scaling function of an A-MRA.
We give the following characterization of measurable sets £ C R, E+Z" =
E such that the function H where | H |= xg is a low pass filter associated with
a scaling function of an A-MRA.
Theorem 10. Let A € LE such that AZ™ C Z", and let E C R™ be a measur-
able set such that E = E + Z™ and satisfies

da—1
1= Z xe(t+A*p!)  inae teR" (11)
=0
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The following conditions are equivalent:

(A) The function H such that | H |= xg is a low pass filter associated
with a scaling function of an A—MRA.

(B) («) There exists a measurable set K C E such that K € Dy~ and
A*1K C K ae.

B) |2 AV E |o=1.

(C) (/) There exists a measurable set K C E such that A* 'K C K
a.e. and the function x i is A*-locally nonzero at the origin, and
condition (B) holds.

In particular our result permits us to get rid of the assumption that H is
continuous at the origin in the following theorem.
Theorem (Herndndez, Wang and Weiss). Let H be a 1-periodic measurable
function defined on R such that H is continuous at 0 and | H(0) |= 1. Then H
is a low pass filter for an 2-MSF wavelet if and only if | H |= xg, where E C R
s a measurable set that satisfies

1 <
j=1

Finally, we give examples of A-MSF (multi)-wavelets 1)(¥), d = 1, ..., s, where
the novelty is that the origin is not a point of continuity for some of the functions

| 9@ |, de{1,..,s})

Chapter 4: Equivalence of A-approximate conti-
nuity

If we compare the condition (Cy) in Theorem 1 with the condition (C) in
Theorem 3, it is not difficult to observe that if we consider the polar decomposi-
tion of a map A and have that all eigenvalues of the positive operator v/ A* A are
equal, then it is easy to show that for those maps the conditions (C1) and (C)
are equivalent. Moreover, if we observe the definitions of point of approximate
continuity and point of A-approximate continuity of a measurable function, it
is easy to see that we can find an expansive linear map A : R — R" for
which given a point in R™ there exists a measurable function f : R* — C
such that this point is a point of approximate continuity of f but it is not a
point of A-approximate continuity of f and viceversa. The following problems
are posed in [16].

Problem 1: Characterize those expansive linear maps A for which the
concept of approximate continuity coincides with the concept of A-approximate
continuity.

The following problem is a little bit more general.

Problem 2: Characterize those expansive linear maps A; and A for which
the concept of Aj-approximate continuity coincides with the concept of As-
approximate continuity.

Remark. From the definition of point of approximate continuity of a measurable



XVIII

function on R™, it is easy to see that given xo € R" and given a measurable set
E C R", then the point xq is a point of approximate continuity for the function

J(X) = XBUfxo} (X) = { (1) gi ; gU{Xo}

if and only if F € D(xg).
An analogous remark is true for points of A-approximate continuity.

Moreover, clearly, E € D (resp. E € Dy) if and only if E 4+ xo € D(xo)
(resp. E+ %0 € Da(x0))-

Thus, we can simplify our problems in the following way.

Problem 1: Characterize those expansive linear maps A : R* — R" for
which D = Dy4.

Problem 2: Describe under what conditions on two expansive linear maps
A1, Az : R™ — R™, we have that Dy, = Da,.

We study the two problems above. Firstly, we give a complete solution to
Problem 1. After that, we give an answer to Problem 2 in the particular case
when the maps are defined on R2. Finally, we will give a solution to Problem 2
when the maps are defined on R™ and are expansive self-adjoint linear maps.

The following two theorems were obtained jointly with Professor Peter Os-
wald.

Theorem 11. Let A € LE. Then D = Dy if and only if A is a isotropic linear
map, i.e., A is diagonalizable linear map and all its (complex) eigenvalues have
the same absolute value.

Theorem 12. Let A;, As : R? — R? be two expansive linear maps. Then if
Da, = Dy, one of the three following assertions holds.
(1) Ay and Ay are isotropic linear maps.

(2) There exists two invertible real 2 X 2 matrices, C and D, dc > 0,
dp > 0, such that Ay = C71A\C and Ay = D LALD, where the
matrices corresponding to the linear maps A} and A} are respectively,

Al = A0 , M, A €R, 1<) A <] A2 |,
0 Ao
r %1 0
Al = ) v, ER, 1<y |<| 1],
0 1%
with log | Az | _ log | v2 |
log | A\ | log| v |
and CD7! = ( g Z ) such that a,b,d € R.

(8) There exists two invertible 2x 2 real matrices C and D, de > 0, dp >
0 such that A1 = CilAAJC and Ay = D’lA%lD, where the matrices
corresponding to the linear maps Ay 1 and A, are respectively

Al
@J_<0A>,AER|ApL
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v 1
A”’l_(O 1/)’ veR |v]|>1,

a b

-1
where CD _(O d

), with a,b,d € R,

and a_vlog|v|
d Alog| |

The following result is a joint work with Professor Szildrd GY. Révész [65].
Theorem 13. Let A1, Ay € LEP.

Da, =Dy, <=  ds>0 such that A = A,.
For a slightly more general result, let A1, A : R™ — R™ be self-adjoint ex-

pansive linear maps, without assuming that they are positive. We now consider
the diagonal matrices

AW o0 0 L0
0 A» o 0 ()

J, = 2 , AW e R. (12)
0 0 0 .. AW

where A,, = C#J#Cljl, w = 1,2, with some invertible linear mappings C4,Cs :
R™ — R". Let us denote

AW 0 0 .0
(k)
0 0 0 .. [

Then as a consequence of the above Theorem 13 we can assert the following.
Corollary 14. Let A1, As : R — R" be self-adjoint expansive linear maps.
Let C1,Cy : R™ — R be such that A, = C,J,C', p = 1,2, where J, are
the respective diagonal maps as in (12). Then

Da, =Da, <= 3Is>0 suchthat (A})° = A,

where Aj, = CMJLCljl, w=1,2, with J,, as in (13).

Chapter 5: Characterization of scaling functions

The purpose of Chapter 5 is the characterization of the functions ¢ € L%(R™)
which generate frame multiresolution analysis (FMRA) (cf. [13, p. 285]). This
question for MRA and, later, for FMRA has been treated by several authors
[6], [14], [46], [75], [13] and others). We obtain the characterization of scaling
functions of a multiresolution analysis as a particular case. The fact that in the
closed linear span of translates of a single function there exists a tight frame
permits us to obtain the characterization of scaling functions for more general
cases from our main result in Chapter 5.
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Since the pioneer works on wavelets the conditions (i), (ii), (iii) y (iv) in a
multiresoltuion analysis have been modified in order to attend different purposes
required by applications. One of the most “suffered” conditions is condition (iv)
which a priori looks independent from the previous three conditions. First, the
requirement that {¢(x — k) }xez» is an orthonormal basis for V; was weakened,
requiring that the shifts of the scaling functions constitute a Riesz basis for Vj.
Afterwards, the notion of a frame multiresolution analysis (FMRA) in L?(R)
was formulated by J. Benedetto and S. Li [3]. An FMRA is a natural extension
of the MRA and is obtained by replacing the condition (iv) with the following
one:

(iv)* There exists a function ¢ € Vp, that is called scaling function, such
that {¢(x — k) }kezn is a frame for V.

The theory of frames was introduced by Duffin and Schaeffer [28].

Recently ([67], [25]), MRA generated by a scaling function ¢, where the
condition (iv) is replaced by the requirement that V; is the closed linear span
of {¢(x — k) }kezn, have been studied. Moreover, the notion of MRA has been
extended to more general spaces as LP(R"), 1 < p < o0, [30], or Sobolev sapces
[57].

We prove our main result in Chapter 5 for the more general context of
an FMRA in L?(R"), however we only consider the dyadic case. We can get
conditions in a general case where the dilations are given by a fixed expansive
lineal map on R™ combining the approaches of Chapter 1 and Chapter 5, that
we will show below.

In order to shorten the notation, we will consider % =0 or O% = 0 in some
expressions where such indeterminacy appears. Given ¢ € L?(R"), we denote

By(t) = > |t + k) (14)

keczZ”

and denote
Ny ={t € T" : Dy4(t) = 0}. (15)

Let L be a subset of a complex, separable Hilbert space H. The vector space
generated by all finite linear combinations of elements in L is spanL, the closure
of spanl is SpanlL.

Definition 8. A sequence {h,}52, of elements in a Hilbert space H is a frame
sequence if it is a frame for span{h,}5° .

Definition 9. A function ¢ € L?>(R"™) generates an FMRA if {1cd}xezr is a
frame sequence and the subspaces

V= span{D%Tk(b}kezn, jeZ (16)

of the Hilbert space L*(R") satisfy the conditions (i) and (iii).
We prove the following result.
Theorem 15. Let ¢ € L?>(R™). Then the following conditions are equivalent:

(A1) ¢ generates an FMRA;

(B) (a) The function gg is locally monzero at the origin;
(B) There exist positive constants A and B such that

A< Dy(t) < B ae on T"\Ny; (17)
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(v) There exists H € L>®(T™), a 1-periodic function with respect to
each variable, called low pass filter, such that

~ t.~t

o(t) = H(i) (5) a.e. ont € R™. (18)

(C) (a*) The origin is a point of approzimate continuity of | <$ |2 /@y,
provided that we take (| $(0) |? /®,(0)) =1 ; and the conditions (j3)
and () hold.

The corresponding result for MRA is just a direct corollary of the main result
but we would like to formulate it for the sake of completeness.
Definition 10. We will say that a function ¢ € L*(R") generates an MRA
if {Tk®}tkezr s a Riesz sequence and the subspaces (16) of the Hilbert space
L?(R") satisfy the conditions (i) and (iii).

We prove the following result.
Theorem 16. Let ¢ € L*(R™). Then the following conditions are equivalent:

(A1) ¢ generates an MRA;

(B1) The conditions (o), (v) of Theorem 15 hold and
(B1) There exist positive constants A, B such that

A< ®(t)<B a.e in T (19)

(C1) The conditions (a*), (v) of Theorem 15 and (1) hold.

If $ € Vp is such that {¢(x — k)}kez» is an orthonormal basis for Vy we
obtain Theorem 3.

A characterization of the scaling functions ¢ for MRA, when the condition
(iv) is replaced by the following one:

(iv)™ Vo = span{é(x — k) }kezn,

is the following
Theorem 17. Let ¢ € L>(R™). Then the following conditions are equivalent:

(A3) The conditions (i), (ii), (4i) and (iv)** hold;

(B3) The function gg is locally nonzero at the origin, and there exists Gy €
L>(T™), a Z™-periodic function, such that

6(t) (D(£)) % = Go(t/2)6(t/2) (@(t/2)) V?  ae in R (20)

(C3) The origin is a point of approximate continuity of the function |<;A5|2/<I>¢
if we set [¢(0)]? - (24(0))~ = 1, and there exists Gy € L>(T"), a Z"-
periodic function, such that (20) holds.

Following papers related with this thesis were
published and are submitted for publication

P. Cifuentes, K. S. Kazarian, A. San Antolin; Characterization of scaling
functions in a multiresolution analysis, Proc. Amer. Math. Soc. 133 No. 4
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Sz. Gy. Révész, A. San Antolin; A-Equivalence of self-adjoint linear maps.
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INTRODUCCION

Si se pregunta a un gedlogo sobre una forma de detectar petréleo, empezard
hablando de estratos y capas terrestres a diferentes niveles de profundidad.
Entonces, continuard comentando que existen varios métodos para determinar la
densidad de estas. Uno de los mas utilizados es el método sismografico o sismico
que consiste en lo siguiente: En una zona en la previamente suponemos que
puede haber presencia de hidrocarburos se perfora un pozo a una profundidad
determinada. En él se hace estallar una pequena carga que provoca una agitacion
en las capas terrestres. La explosién provoca unas ondas sonoras que se propagan
en el interior de la tierra. Cuando esas ondas viajan sobre capas de diferente
densidad su comportamiento varfa. Algunas de ellas se reflejan y vuelven a la
superficie y otras se refractan cambiando su velocidad de propagacién. La llegada
de las ondas a la superficie es recogida por los sismégrafos que transladan la
informacion a una estacion sismografica. Esencialmente los simégrafos miden el
tiempo que transcurre desde que fue emitida la onda tras la explosion hasta
su llegada a la superficie. Con esta informaciéon podemos saber, por ejemplo, la
profundidad, composicién e inclinacién de las capas profundas.

La herramienta principal que se usaba para estudiar los ecos recibidos desde
1960 era el andlisis de Fourier con ventanas. Los resultados que se obtenian con
este método no satisfacian al geofisico francés Jean Morlet, quien en 1975, pro-
puso considerar sistemas en los que la anchura de la ventana fuera variable man-
teniendo constante el numero de oscilaciones en cada ventana. De manera més
precisa, propuso comenzar con una “onda pequefia” u “ondicula”, ¢ €L?(R), y
considerar el sistema de traslaciones y dilataciones

(G = 2502z — k) : j,k € Z) (21)

de manera que la “onda pequena”, 1), se repite a todos los niveles 27 con una
amplitud adecuada al nivel.

Llamamos ondicula ortonormal en R a una funcién ¢ € L?(R) tal que el
sitema (21) es una base ortonormal de L?(R).

J. Morlet empezd a trabajar con Alex Grossmann en 1981 con el fin de dar
sentido a los experimentos sobre la bisqueda de petréleo. Los esfuerzos de estos
dos ingenieros llegaron a oidos del matemaético francés Yves Meyer, quien penso
que seria imposible usar una ondicula suave y bien localizada para analizar
las sefiales con el sistema (21). Al querer probar que sélamente en algunas
ocasiones poco interesantes el sistema (21) podia ser una base ortonormal de
L2(R), llevaron a P. G. Lemarié y a Y. Meyer, en 1985, a todo lo contrario, es
decir, a construir las “ondiculas” que Y. Meyer pensaba que no existian.

Obsérvese que de acuerdo con lo anterior, las ondiculas son relativamente
recientes, de principios de los anos 80. Desde entonces la teoria de ondiculas



ha crecido considerablemente. De hecho, si se escribe la palabra “wavelet” en
un buscador de internet, como por ejemplo en “Google”, apareceran mas de
2.500.000 enlaces, y si se escribe es “Mathscinet” aparecerdan més de 4.000
articulos que incluyen la palabra “wavelet” en su titulo, y més de 6.500 articulos
relacionados.

Existen varias razones para su presente éxito. Por un lado, el concepto de
ondicula puede ser visto como una sintesis de ideas generadas durante los ultimos
cuarenta anos en muy diversas disciplinas. Por ejemplo, ideas procedentes de la
ingenieria aplicadas a la compresién de imagenes. Ideas procedentes de la fisica
para el estudio de los estados coherentes los cuales son fundamentales en la
mecanica cuantica, e ideas procedentes de las matematicas puras en el estudio
de los operadores de Calderén-Zygmund.

Por otro lado, las ondiculas son una herramienta matematica relativamente
simple y con una gran variedad de posibles aplicaciones, de hecho, han en-
cabezado interesantisimas aplicaciones en el andlisis de senales y en el analisis
numérico.

Uno de los problemas que presentan las ondiculas de Lemarié y Meyer es
que tienen una expresién complicada y no se adaptan bien a los cédlculos con
ordenador. La posibilidad de usar las ondiculas en la tecnologia moderna partio
de una idea de Stéphane Mallat. Se cuenta que durante tres dias, en el otono de
1986, S. Mallat e Y. Meyer sentaron las bases de un modelo llamado Andlisis
Multirresolucion.

Un anélisis multirresolucién (MRA) es un método general introducido por
Mallat [59] y Meyer [60] para la construccién de ondiculas. En R™, (n > 1) por
MRA entenderemos una sucesién de subespacios cerrados Vj, j € Z, del espacio
de Hilbert L?(R™) que satisfacen las siguientes condiciones

(i) Vj€Z,  f(x)€V;e f(2x) € Vji;
(iii) W =UjezV; = L*R") vy NjezV; = {0}
)

(iv) Existe una funcién ¢ € Vg tal que { ¢(x—k) : k € Z" } es una base
ortonormal para Vj. A esta funcién ¢ se la llama funcidn de escala.

Mas informacién sobre el origen y aplicaciones de las ondiculas puede verse
en [24], [50], [46], [75], [11].

Consideraremos un M RA en un contexto mds general sobre L?(R"™), n > 1,
donde en vez de la dilatacién diddica tendremos una dilatacién dada por una
aplicacién lineal y expansiva fija A : R" — R" tal que AZ" C Z". Dada una
aplicacién lineal A que cumple las propiedades anteriores, definimos un A-MRA
como una sucesién de subespacios cerrados V;, j € Z, del espacio de Hilbert
L?(R™) (ver [58], [34],[71] [75]) que satisface las condiciones (i), (iii), (iv) y

(iia) Vj € Z, f(x) eV, & f(Ax) € Vj41.

Esta tesis consta de una introduccién, cinco capitulos y dos apéndices. En
el Capitulo 1 damos una caracterizaciéon completa de las funciones de escala
de un A-MRA. En el Capitulo 2 obtenemos condiciones necesarias y suficientes
para los filtros de paso bajo asociados con funciones de escala de un A-MRA.
En el Capitulo 3 estudiamos las funciones de escala de un A-MRA que tienen
frecuencia con soporte minimal. En el Capitulo 4 hacemos una comparacién de



la nocién de A-continuidad aproximativa para diferentes aplicaciones A. En el
Capitulo 5 se relajaran las condiciones de MRA y trataremos los Frame-MRA y
los subespacios invariantes por translaciones por enteros. Finalmente, incluimos
dos apéndices. En el Apéndice A podemos encontrar conceptos y propiedades
bésicas que utilizaremos a lo largo del texto. Los resultados presentados en
el Apéndice B son nuevos. Los escribimos aparte, porque estdn estrechamente
relacionados con el Andlisis Cldsico. Estudiamos nuevas definiciones que intro-
ducimos en este texto para dar una caracterizacion de las funciones de escala
de un A-MRA.

Empezaremos escribiendo la notacién, definiciones y conceptos béasicos que
utilizaremos a lo largo del texto.

Denotaremos por N los nimeros naturales sin el cero y No = N U {0}.
Ademias R y C serdn los numeros reales y los complejos respectivamente. Por
supuesto, un punto x € R™ n > 1, serd x = (x1,...,x,) tal que z; € R,
Vie{l,...,n}.

Si tenemos a € R, [a] serd la parte entera de a.

Dado un punto x € R"” y dado r > 0, escribiremos la bola abierta de
centro x y de radio r como B,(x) = {y € R” : || x—y ||< r} donde
| x—y = (", | i —y:|?)7. Siel centro de la bola es el origen, escribiremos
B,. Ademis, Q,(x) ={y e R" : |x;—y; |<nVi=1,...n}, ysiel centro del
cubo es el origen, escribiremos Q..

Denotaremos T = R"/Z"™ y alguna vez, con algin abuso de notacién, con-
sideraremos T" = [0,1)".

Trabajaremos con espacios vectoriales W reales o complejos. Dado W7 un
subespacio vectorial de W y dada A : W — W una aplicacién lineal, de-
notaremos por Aly, la restriccién de la aplicacién A sobre los elementos de
W;. Si ademés, W es un espacio con producto interior, denotaremos por Wit
al complemento ortogonal de Wy en W. Sean W7 y W5 dos subespacios de W
tales que Wy N Wy = {0}, escribiremos W = W @ Wy para indicar que W es
suma directa de Wy y Wa. Si AW, :— W, n = 1,2 son dos aplicaciones
lineales, denotaremos por A; ® A, la aplicacién lineal definida en Wy @ W5 tal
que (A1 ® A2)(w1 +wa) = A1wy + Aawe, donde w, € W, n=1,2.

Si V y W son espacios vectoriales de dimensién finita, al espacio vectorial
de todas las aplicaciones lineales A : V. — W lo denotaremos por L(V, W),
si tenemos que V = W, entonces la notacién serd L(V) ysi V = W = R",
escribiremos simplemente £. Ademds, denotaremos por LE al conjunto de to-
das las aplicaciones lineales expansivas A : R® — R y escribiremos LEP si
ademds A es definida positiva.

Dada A € L, utilizaremos la misma notacién para la aplicacién lineal y
para su matriz asociada con respecto de la base candnica. Denotaremos por
da =| det A |, el médulo del determinante de A. Sida > 0, A* serd la aplicacién
adjunta de A. La aplicacién A:Tn — T" serd la aplicacién inducida de la
aplicacién A, es decir, dado x € T", Ax = Ax + k para algiin k € Z" tal que
Ax +k € T".

Se puede observar facilmente que dada A € LE tal que AZ™ C Z™, entonces
su aplicacién adjunta tendra esas misma propiedades. Asi, si consideramos los
siguientes grupos cocientes Z"/AZ™ y Z™ /A*Z"™, tenemos que

card (Z"/AZ") = card (Z"JA*Z") =da > 2 (ver [34], [75, pag. 109]).



Denotaremos por & y por £, 1 =0,...,da — 1, las diferentes clases de equiva-
lencia del grupo cociente Z" /AZ"™ y de Z™ | A*Z™ respectivamente, y serdn A 4 y
A 4+ colecciones completas de representantes de esas diferentes clases de equiva-
lencia. Para ser precisos, & = A(Z"™) y & = A*(Z"™), donde podemos tomar
por comodidad py = p§ = 0, y ademds, Ay = {pi}f;*(;l y A« = {p! ?;4071.

Dado E C R", denotaremos AE = {Ax : x € E}. Ademds, dado y € R",
E+y={x+y : x € E}. El complementario de £ en R" serd E°=R"\ E'y
escribiremos Frn = {x € [0,1)" : Jkx € Z" tal que x + kx € E}.

A lo largo de este texto, dado un conjunto ¥ C R™, n > 1, denotaremos por
| E' |, la medida de Lebesgue de dicho conjunto, es més, nos referiremos como
conjuntos medibles a todos aquellos conjuntos que son medibles con respecto
a la medida de Lebesgue. De esta manera, el volumen de E cambia bajo A de
acuerdo con | AE |,=da | F |p.

Sea una funcién medible f : R® — C, diremos que f es Z™-periddica si
vk € Z", ¥x € R" se verifica que f(x +k) = f(x), y si escribimos f € L*(T")
entenderemos, ademas, que f estd definida en todo el espacio R™ como una
funcién Z™-periédica. Escribiremos el soporte de f como sop f. La traslacion

de una funcién f € L?(R") por a € R" la denotaremos por 7,f(x) = f(x — a)
y por D4 al operador dilataciéon D4 f(x) = dif(Ax) en L?(R").

Denotaremos el producto interior en un espacio vectorial por (-,-), y es-
cribiremos || - || para indicar la norma. (Ver Apéndice A para més detalles sobre
la notacién).

Recogemos y hacemos una descripciéon de los resultados més importantes
que hemos obtenido.

Capitulo 1: Caracterizaciéon de las funciones de
escala de un analisis multirresolucion

En este capitulo estudiaremos el concepto de Andlisis Multirresolucion,

{V; : j € Z}, en L*(R"), n > 1, donde la dilatacién viene dada por una
aplicacién lineal expansiva fija A : R" — R" tal que A(Z") C Z". Veremos
que no todas las condiciones que usualmente se piden para un A-MRA son
independientes. Nuestra atencién se centrara en el estudio de las funciones de
escala y daremos una caracterizacién completa de ellas.

En el caso general, es facil ver que las condiciones obtenidas dependen de la
aplicacién A.

Los resultados de este capitulo han sido publicados en [16].

El problema de dar una caracterizacién completa de las funciones de escala
de un MRA fue propuesto por R. Strichartz en [71], y estudiado por varios
autores.

Las condiciones se presentan sobre la transformada de Fourier de ¢. En este
texto, adoptamos el convenio de que la transformada de Fourier de la funcién
feLY(R")NL*R") esta definida por

J?(Y) = (X)e_%i<x’y>dx, (ver Apéndice A).
R’!L

Probablemente, el siguiente resultado, probado paran = 1, se deberia atribuir
a I. Daubechies (ver [24] y ademds [46]).



Teorema (Daubechies). Sea V;, j € Z una sucesion de subespacios cerrados
de L?>(R) que satisfacen (i), (i) y (iv) donde ¢ satisface que | ¢ | es continua
en el origen. Entonces las siguientes dos condiciones son equivalentes:

a)  $(0) #0;
b)  UjezV; = L*(R).

C. de Boor, R. DeVore, A. Ron [6] probaron lo siguiente.
Teorema (de Boor, DeVore y Ron). Sea V;, j € Z una sucesion de subes-
pacios cerrados de L*(R) que satisfacen (i), (i) y (iv).

Entonces son equivalentes:

a) Ujez (27 sop ¢) =R en c.t.p.;
b)  UjezV; = L*(R).

Después, E. Herndandez y G. Weiss ([46, pag. 382], [45], [42] ) probaron la
siguiente caracterizacion.
Teorema (Hernandez y Weiss). Sea V;, j € Z una sucesion de subespa-
cios cerrados de L?>(R) que satisfacen (i), (i) y (iv) para n = 1. Entonces las
siguientes dos condiciones son equivalentes:

a) lim |$(2*jy)| =1 paract yeR;
j—o0

b)  UjezV; = L*(R).

El teorema anterior estd formulado de diferente manera a la que nos lo
encontramos en [46, Teorema 5.2, pdg. 382] , para indicar la parte esencial del
resultado en el que estamos interesados.

Otras condiciones necesarias y suficientes han sido dadas por R.A. Lorentz,
W.R. Madych y A. Sahakian [56].

Teorema (Lorentz, Madych y Sahakian). Sea V;, j € Z una sucesion de
subespacios cerrados de L?(R) que satisfacen (i), (ii) y (iv) paran = 1. Entonces
las siguientes condiciones son equivalentes:

a) lim |p(277y)| emiste y es positivo para c.t. y € R;
j—oo

b)  UjezV; = L*(R);
c) El conjunto {y e R : | cg(y) |> 0} es diddicamente absorbente,
es decir, para casi todo y € R, existe un entero positivo jo,

que puede depender de y, tal que si j > jo entonces | $(2_jy) [> 0.

Todas las caracterizaciones anteriores presentan condiciones “globales”, asi,
nuestro objetivo es encontrar condiciones “locales” y alcanzar un entendimiento
algo mas profundo de la relacién entre el comportamiento de la funcién ¢ en un
entorno del origen y la condicién (iii). En particular, nuestro resultado permite
deshacernos de la hipétesis de que |<;A5\ es continua en el origen que aparece en el
Teorema de Daubechies.



Necesitamos las siguientes definiciones para formular nuestro resultado.
Definicion 1. Se dice que xg € R" es un punto de densidad de un conjunto
medible E CR", | E |[,> 0, si

lim | EN(B; +%0) |n
r—s0 | B, + xg |n

=1 (22)

Denotamos
D(x¢) = {F C R" conjunto medible : xq es un punto de densidad de E},

y ademads escribiremos simplemente D si xq es el origen.
Definicién 2. Sea f : R — C una funcion medible. Se dice que xo € R™
es un punto de continuidad aprorimativa de la funcion f si existe un conjunto
medible E C R, | E |,> 0, tal que xg es un punto de densidad del conjunto E
y ademds,

dim f(x) = f(x0). (23)

——xq

xelE

El concepto de continuidad aproximativa fue introducido por A. Denjoy [26].
(para més informacién ver [61], [10]). El siguiente resultado de Denjoy nos da
una relacién entre funciones medibles y puntos de continuidad aproximativa de
esas funciones (véanse [26], [61], [10]).

Teorema (Denjoy). Dada f una funcidn medible definida en el intervalo ce
rrado [a,b] y finita en casi todos los puntos, entonces casi todos los puntos de

[a,b] son puntos de continuidad aproximativa de la funcién f.

Definicion 3. Una funcion medible f : R™ — C se dice que es localmente

distinta de cero en el punto xg € R si para cualquiere > 0, exister, 0 <r < 1,
tal que

{x € By(x0) : f(X) = 0}|n < &[By(x0) -

Ahora, dada A € LE definimos unos conceptos algo mas generales.
Definicion 4. Sea A € LE. Se dice que xg € R™ es un punto de A-densidad de
un conjunto medible E C R™, | E |,> 0, si para cualquier r > 0,

. =1.
j—o0 ‘ A_]BT —+ Xp |n

Dada A € LE y dado un punto xg € R", denotamos
Da(x0) = {F C R" conjunto medible : x( es un punto de A-densidad de E},

y escribiremos D4 cuando el punto x( sea el origen.

Para cualquer j € Z y para cualquier » > 0 tenemos la siguiente igualdad
AIB, = (—=A)B,, por lo tanto:
Observacion 1. Dada A € LE, para cualquier punto xg € R", tenemos que

DA(X()) = D_A(Xo).

Definicion 5. Sea A € LE. Sea f : R™ — C una funcion medible. Se dice que
xg € R™ es un punto de A-continuidad aproximativa de la funcion f si existe
un conjunto medible E C R™, | E |,> 0, tal que xq es un punto de A-densidad
del conjunto E y ademds se cumple (23).



Definicién 6. Sea A € LE. Una funcién medible f : R™ — C se dice que es
A—localmente distinta de cero en el punto xg € R si para cualquier e > 0y
para cualquier r > 0, existe 7 € N tal que

{x € A7B, +x¢ : f(x) = 0}|,, < e|]A™ B, + Xo|n. (24)

El principal resultado del Capitulo 1 es el siguiente.
Teorema 1. Sea A € LE tal que AZ™ C Z". Sea V;, j € Z, una sucesion de
subespacios cerrados de L*(R") que satisfacen las condiciones (i), (iia) y (iv).
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(A1) W =UjezV; = L*(R");

~

(B1) ¢ —la transformada de Fourier de la funcidn de escala ¢— es A*-
localmente distinta de cero en el origen;

(C1) el origen es un punto de A*-continuidad aproximativa de la funcion
|@| si tomamos |$(0)] = 1;

El siguiente teorema es una consecuencia inmediata del anterior resultado.
Teorema 2. Sea V;, j € Z, una sucesién de subespacios cerrados en L*(R")
que satisface las condiciones (i), (ii) y (iv). Entonces las siguientes condiciones
son equivalentes:

(A) W =UjezV; = L*(R");

(B) $ —la transformada de Fourier de la funcion de escala ¢— es local-
mente distinta de cero en el origen;

(C) El origen es un punto de continuidad aprozimativa de la funcion |qA5\
siempre que tomemos |$(0)| = 1.

Una caracterizacién completa de las funciones de escala en un A-MRA viene
escrita en el siguiente teorema. De esta manera conseguimos dar la caracteri-
zacién de las funciones de escala de un A-MRA de forma andloga a la dada en
[46, Teorema 5.2, pag. 382].

Teorema 3. Sea A € LE tal que AZ™ C Z"™ y sea ¢ € L*>(R"™). Las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) ¢ esla funcion de escala de un A-MRA;

(2) (a) La funcidn ngS es A*-localmente distinta de cero en el origen;

(®)
St +k)P =1 en c.t. t € R (25)
kezZ"
(y) Eziste H € L*(T"), | H ||co< 1, llamada filtro de paso bajo, tal
que
o(t) = HAA*'6)3(A*'t) enct t € R (26)

(3) (o*) El origen es un punto de A*-continuidad aprozimativa de |@| si
tomamos |¢(0)| = 1; y, ademds tenemos las condiciones (8) y (7v).



A través de la tesis se puede observar que la condicién a) del Teorema de
Herndndez y Weiss es mas fuerte que la condicién (C) del Teorema 2 cuando
n = 1. Ademsds, la condicién (B) del Teorema 2 cuando n = 1 es méas débil que
la condicién ¢) del Teorema de Lorentz, Madych y Sahakian.

Obtenemos un resultado analogo al Teorema de Denjoy.

Teorema 4. Sea A € LE y sea f : R" — C una funcidn medible. Entonces
casi todo punto de R™ es un punto de A-continuidad aproximativa de f.

Capitulo 2: Caracterizacién de los filtros de paso
bajo en un analisis multirresolucion

Caracterizamos los filtros de paso bajo asociados con funciones de escala
de un A-MRA donde la dilatacion A : R™ — R"™ es una aplicacién lineal
expansiva tal que AZ™ C Z".

Recordamos que dada ¢ € L*(R") una funcién de escala de un A-MRA,
entonces

o~

B(A*t) = H(t)p(t), enct. teR" (27)

donde H es una funcién de L (T™) tal que || H ||o< 1. A esta funcién H se la
llama filtro de paso bajo asociado a la funcién de escala ¢.

Para un MRA en L?(R), se pueden encontrar varias condiciones suficientes
sobre los filtros de paso bajo para los cuales el producto infinito 1132, H (277¢)
exista en c.t.p. y sea igual a la transformada de Fourier de una funcién de escala
o.

A. Cohen [18] dio las primeras condiciones necesarias y suficientes para que
un polinomio trigonométrico H sea un filtro de paso bajo asociado a una funcién
de escala de algin MRA. Estas condiciones de Cohen involucran la estructura
del conjunto de ceros de H. Continuando con las mismas ideas, Herndndez y
Weiss [46], y después M. Papadakis, H. Siki¢ y G. Weiss [62] y R. F. Gundy [36]
presentan unas condiciones necesarias y suficientes donde las hipotesis sobre la
funciéon H se debilitan.

Mas o menos al mismo tiempo que aparecieron las condiciones de Cohen,
Lawton [54] dié una condicién suficiente de muy distinta naturaleza cuando
H¢) = Zszo are” ™k El construye una cierta matriz M a partir de la suce-
sién {ak}ivzo y considera el subespacio generado por los autovectores de M aso-
ciados con el autovalor uno. Si este subespacio tiene dimensién uno, entonces
H es un filtro de paso bajo asociado con una funcién de escala de algin MRA.
Que la condicién de Lawton era también necesaria fue probado en 1990 tanto
por Cohen (ver [20]) como por Lawton [55] de forma independiente.

En el caso general en el que trabajamos, es decir, cuando el espacio es
L?(R™), n > 1, y dilatacién A, una generalizacién del Teorema de Cohen y
del Teorema de Lawton aparece escrita por M. Bownik en [7].

Ademés, en el articulo de Lagarias y Wang [53] aparecen més condiciones
necesarias y suficientes para polinomios trigonométricos siguiendo las ideas origi-
nales de Cohen y Lawton.

De la discusién anterior se concluye que existen, esencialmente, dos formas
distintas pero equivalentes de dar la solucién a la caracterizacion de los filtros
de paso bajo cuando son polinomios trigonométricos.




El problema de dar condiciones necesarias y suficientes a una funcién arbi-
traria H € L?(T™) para que sea filtro de paso bajo estd propuesto en las notas
del final del Capitulo 7 del libro de Herndndez y Weiss [46].

Para un MRA definido en L?(R) y con dilatacién diadica, aparecen varias
caracterizaciones diferentes en la literatura. Papadakis, Siki¢ y Weiss [62] han
formulado una de ellas. Dobri¢, Gundy e Hitczenko [27] dieron otra en términos
probabilisticos. Ademds, Gundy [37] trata una cuestién ligeramente mds gene-
ral: describir los filtros de paso bajo para una (posiblemente no ortogonal) base
de Riesz.

A priori, si tenemos una caracterizacién de las funciones de escala de un
MRA, una forma trivial para obtener una caracterizacién de los filtros de paso
bajo H es la siguiente: Se define el producto infinito Hjoil | H(277t) | que
supongamos que existe y es no trivial, llamamos gg(t) = H;’;l | H(277t) | v
reescribimos todas las condiciones que gg deberia satisfacer de acuerdo con la
caracterizaciéon de las funciones de escala que tengamos.

Por lo tanto, en el actual estado de conocimiento es un riesgo intentar dar
una descripcién de todas esas funciones H € L (T") que son filtros de paso bajo
para algin A-MRA. De todas formas, hemos decidido presentar los resultados
de nuestro intento, entendiendo que la principal dificultad es encontrar una
formulacién adecuada que nos sirva para ese propdsito.

Parece que nuestra formulacion esta cerca de la version final, si es que existe.
Nuestras esperanzas estan basadas en el hecho de que las condiciones obtenidas
son suficientemente simples y que su formulacién, incluso para el caso general
de A-MRA, no es complicada.

Empezaremos desde la caracterizacién de las funciones de escala obtenida
en el Teorema 3 y seguiremos la estrategia de Lawton. Hacemos notar que las
condiciones presentadas aqui son nuevas incluso en el caso clasico, es decir, para
un MRA definido en L?(R) y con dilatacién diddica.

Dada H € L>°(T™), el siguiente operador lineal y continuo

P:LYT") — LY(T™)

tal que

da—1

Pf(t)= Y [H(A" ' (t+p]) [ f(A (t+p]))

i=0
estd bien definido. El operador anterior fue introducido por M. Bownik como
una generalizaciéon de un operador analogo introducido para el caso diddico en
dimensién uno por W. Lawton.
Una generalizacién del Teorema de Lawton. Sea A : R" — R" una apli-
cacion lineal expansiva tal que A(Z™) C Z™. Sea H un polinomio trigonométrico
definido en R™ tal que Y45 | H(t+ A*~'p?) 2= 1Vt € R" y con H(0) = 1.
Sea la funcion 6 tal que su transformada de Fourier es é\(t) =TI32, H(A*7t).

Las dos siguientes condiciones son equivalentes.

(1) 6 es una funcién de escala de algin A-MRA.

(2) No existe ningun polinomio trigonoméltrico no constante que sea un
punto fijo del operador P.
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El primer paso para el estudio de los filtros de paso bajo asodiados con una
funcién de escala de un A-MRA es obvio: Se deberia estudiar el producto infinito

H | H(A*7t) | . (28)

Supongamos que el producto infinito (28) converge en casi todo punto de R".
Vamos a buscar una funcién de escala ¢ para un A-MRA que satisface la condi-
cién de que

o) 1= T] 1 A |

Asi, por el Teorema 3, deberfamos ademds suponer que | QAS | es A*-localmente
distinta de cero en el origen. Con d4nimo de no repetir condiciones, introducimos
la clase II4 que consiste en todas las funciones medibles definidas en R" tales
que 0 < f(t) < lenct. t € R" yel origen es un punto de A*-continuidad
aproximativa de f si tomamos f(0) = 1. La clase II4 serd denotada por II
cuando el origen sea un punto de continuidad aproximativa de f.
Probamos el siguiente resultado.

Teorema 5. Sea A € LE tal que AZ™ C Z™, y sea H € L*>°(T") una funcién tal
que el producto infinito Hjoil |H(A*~7t)| converge en casi todo punto de R" y es
A*-localmente distinto de cero en el origen. Entonces las siguientes condiciones
son equivalentes:

~

A) La funcion 6, donde 6(t) := H]Oil |H(A*77t)|, es una funcion de
escala de un A-MRA y |H| es su filtro de paso bajo asociado.

B) La tnica funcion f € LY(T™)(\I1a que es un punto fijo del operador
P es la funcion f = 1.

Como una consecuencia del Teorema 5, podemos dar una caracterizacién

completa de los filtros de paso bajo asociados con funciones de escala. Para ello,
necesitamos la nocion de multiplicador de filtros, la cual para el caso unidimen-
sional fue introducida en [76].
Definicion 7. Se dice que una funcion medible m es un multiplicador de filtros
si cuando H es un filtro de paso bajo asociado con una funcion de escala de
algin A-MRA, entonces mH es un filtro de paso bajo asociado con una funcion
de escala de algin A-MRA.

En la definicién anterior, evitamos introducir la letra A, porque la clase
de multiplicadores de filtros es la misma para todas las aplicaciones lineales
expansivas A : R" — R" tal que A(Z") C Z".

Sea ©
_ L) si |[H(t)|#0
mpy(t) = { |Hét)| i [H(t)] = 0, (29)

y sea p cualquier funcién medible definida en R™ tal que

[pu(t)|=1 enct.teR"y mpu(t) = p(A"t)u(t), (30)

donde mp estéd definida por (29).
Teorema 6 A € LE tal que AZ™ C Z"™, y sea H € L*>°(T") tal que el producto
infinito H;’il |H(A*7t)| converge en casi todo punto de R" y es A*-localmente
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distinto de cero en el origen. Entonces las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

~

(A) Vu que verifica (30), (ub)Y es funcién de escala de algin A-MRA,
donde 0(t) := [[;2, |H(A*77t)|, y H es su filtro de paso bajo aso-
ciado.

(B) La tnica funcién f € L*(T"™) (114 que es un punto fijo del operador
P es la funcion f = 1.

Cuando n = 1y tenemos una dilatacién diddica, al operador P se le denotara
P; donde
t+1

t+1,
P

t t
Pt =\ HZ) P £(5)+ | H
En este caso, el Teorema 6 implica lo siguiente.
Corolario 7. Sea H € L>(T) tal que el producto infinito Hjoil |H (277t)| con-
verge en casi todo punto de R y es localmente distinto de cero en el origen.
Entonces las siguientes condiciones son equivalenes:

)- (31)

(a) Vu que verifica (30), (uB)" es una funcién de escala de algin MRA,
donde 9(t) :== H;i1 |H(279t)| y H es su filtro de paso bajo asociado.

(b) La inica funcién f € L*(T)NII que es un punto fijo del operador Py
es la funcion f = 1.

Capitulo 3: Ondiculas, funciones de escala y fil-
tros de paso bajo con soporte minimal en la fre-
cuencia

Estudiamos propiedades de las funciones de escala de un A-MRA tales que
el médulo de su transformada de Fourier es una funcién caracteristica y la
dilatacién A : R® — R™ es una aplicacién lineal expansiva tal que AZ™ C Z".

Un tipo de ondiculas que ha interesado a varios autores son aquellas cuya
transformada de Fourier es una funcién caracteristica. A estas ondiculas se les
llama ondiculas con soporte minimal en la frecuencia (cf. [38], [29], [44], [43],
23], [22], [2], [35], [9]).

Dada una familia de ondiculas asociada _con una dilatacién fija A,

(@ e L2R™) : d=1,..,s} tal que | (@ |= g, donde K; C R™, Vd €
{1, ..., s}, son conjuntos medibles, es bien sabido que | K4 |,=1,Vd € {1,..., s},
y como consecuencia el soporte de (@), Vd € {1, ..., s}, tiene medida minimal.
Asi, a estas multiondiculas se les llama multiondiculas con soporte minimal en la
frecuencia (A-MSF). En el mismo sentido ¢ es A-MSF funcién de escala cuando
¢ es una funcién de escala de algin A-MRA tal que |QA5| = xgs, donde S C R"” es
un conjunto medible.

Quizas, desde el punto de vista de las aplicaciones, este tipo de ondiculas
no tiene demasiado interés debido en gran parte a la falta de regularidad, pero,
por otro lado, nos son de gran utilidad para comprender méas profundamente la
estructura de las ondiculas en general. Un ejemplo clésico de una MSF ondicula
es la ondicula de Shanon, es decir, la funcién ¢ € L?(R) tal que

Pty =e""xr donde T=[-1,—2)U(51]
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Estudiamos las A-MSF funciones de escala de algin A-MRA, en particular,
estudiaremos los conjuntos medibles E C R™ para los que la funcién ¢ € L?(R"™)
tal que | o |= xE es una funcién de escala de algin A-MRA.

Papadakis, Siki¢ y Weiss [62] dan una caracterizacién de estos conjuntos en
el caso particular n = 1 y dilatacién diddica.

En esta direccién, Gu y Han [35] probaron lo siguiente.

Teorema (Gu y Han). Sea A una matriz real y expansiva n x n tal que
A(Z"™) CZ"™ y da = 2. Entonces existe un conjunto E C R" tal que (ﬁXE)V
es una ondicula que surge de algin A-MRA.

Ademads, a partir del conjunto F, construyen un conjunto medible S C R"
para el que la funcién ¢ € L?(R") tal que ¢(t) = xs(t) es una funcién de escala
de algin A-MRA.

Sin la hipétesis adicional d4 = 2, la siguiente proposicion esta contenida en
la prueba del Teorema 4.2 del articulo de Bownik, Rzeszotnik y Speegle [9].
Proposicién (Bownik, Rzeszotnik y Speegle). Sea una aplicacion A € LE
tal que AZ™ C Z". Existe un conjunto medible S C R™ para el que la funcidn
¢ tal que ¢(t) = xs(t) es una funcidn de escala de algin A-MRA.

Ademads, dan una caracterizacién de tales conjuntos S.

Como una consecuencia de la caracterizacién de las funciones de escala dada
en el Teorema 3, damos una caracterizacion de los conjuntos medibles £ C R"
para los que la funcién ¢ € L2(R") tal que | ¢ |= xg es una funcién de escala
de algin A-MRA.

Corolario 8. Sea A € LE tal que AZ™ C Z" y sea E C R™ un conjunto medible.
Las siguientes condiciones son equivalentes.

(A*) La funcion ¢ € L*(R") tal que | ¢ |= xE es una funcidn de escala
para algin A-MRA.

(B*) (a) | E =1y Er» =[0,1]" en c.t.p..
(b) E €Dy
(c) A*"'EC E en c.tp..

(C*) (b*) La funcion | 0 |= xE es A*-localmente distinta de cero en el
origen, y ademds, se cumplen (a) y (c).

Probamos la siguiente proposiciéon de manera constructiva.
Proposiciéon 9. Dada A € LE tal que AZ™ C Z" existe un conjunto medible
E C R"™ que no contiene ningin entorno del origen y para el que la funcion
¢ € L*(R") definida mediante ¢ = xg es una funcion de escala para algin
A-MRA.

Damos la siguiente caracterizacién para los conjuntos medibles £ C R",
E +Z" = F tales que la funcién H tal que | H |= xg es un filtro de paso bajo
asociado con una funcién de escala de algin A-MRA.
Teorema 10. Sea A € LE tal que AZ™ C Z™, y sea E C R™ un conjunto
medible tal que E = FE + Z". Las siguientes condiciones son equivalentes.

(A) La funcion H tal que | H |= xg es un filtro de paso bajo asociado
con una funcion de escala de algin A—MRA.
(B) (a)
da—1
1= Z xe(t+ A" 'p)) en c.t. t € R". (32)
i=0
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(B) Existe un conjunto medible K C E tal que A* 1K C K en c.t.p.
y K € Dy-~.

() [MG2 AVE o= 1.

(C) (B') Ewiste un conjunto medible K C E tal que A* 'K C K en c.t.p.
y la funcion xx es A*-localmene distinta de cero en el origen, y
ademds, se cumplen (o) y (7).

En particular nuestro resultado nos permite quitar la hipdtesis de con-
tinuidad en el origen de la funcién H en el siguiente teorema en [43].
Teorema (Herndndez, Wang y Weiss). Sea H una funcién medible y 1-
periddica definida en todo el espacio R tal que H es continua en el origen y
| H(0) |= 1. Entonces H es un filtro de paso bajo asociado con una MSF
ondicula si y solo si | H |= xg, donde E C R es un conjunto medible que
satisface

1 <
xp(@) +xp(+5)=1 emct.(eR y | 2E h=1.
j=1

Finalmente daremos ejemplos de familias de A-MSF de ondiculas (®, d =
1,..., s, donde la principal novedad es que el origen no serd punto de continuidad

de alguna de las funciones | ¥4 | d € {1, ..., s}.

Capitulo 4: Equivalencia de la A-continuidad apro-
Ximativa.

Si comparamos la condicién (Cq) del Teorema 1 y la condicién (C) del
Teorema 2, no es dificil observar que si consideramos la descomposicién polar de
la aplicacion lineal A y tenemos que todos los autovalores del operador positivo
Vv A* A son iguales entonces las condiciones (Cy) y (C) son equivalentes. Ademaés,
si observamos las definiciones de punto de continuidad aproximativa y punto
de A-continuidad aproximativa de una funcién medible, nos daremos cuenta,
entre otras cosas, de que podemos encontrar alguna aplicacién lineal expansiva
A: R" — R" para la que dado un punto de R existe una funcién medible
f : R® — C tal que ese punto es un punto de continuidad aproximativa
de f pero no es un punto de A-continuidad aproximativa de f, y ademads, por
supuesto también ocurre el caso contrario. Con esta motivacién, en [16] aparecen
propuestos los siguientes problemas.

Problema 1: Dar una caracterizacién de las aplicaciones lineales expansivas
A : R® — R™ para las cuales el concepto de continuidad aproximativa y el
concepto de A-continuidad aproximativa coinciden.

El siguiente problema es algo més general.

Problema 2: Caracterizar las aplicaciones lineales expansivas A; y As
para las que ambos conceptos, el de Aj-continuidad aproximativa y el de As-
continuidad aproximativa, coincidan.

Observacion 2. A partir de la definicién de punto de continuidad aproxima-
tiva de una funcién medible en R™ es facil ver que dado un punto xg € R" y
dado un conjunto medible £ C R"”, el punto x¢ es un punto de continuidad
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aproximativa de la funcién

J(X) = XBufxo} (X) = { (1) : z ; gU{Xo}

si y solo si E € D(xop).

El andlogo de la Observacién 2 se cumple para puntos de A-continuidad
aproximativa.

Ademds, claramente, si E € D (resp. E € D4) entonces E + xg € D(Xo)
(resp. E 4+ x¢ € Da(X0))-

Asi, podemos simplificar nuestros problemas de la siguiente manera.

Problema 1: Dar una caracterizacién de las aplicaciones lineales expansivas
A:R"™ — R" para las cuales D = Dy4.

Problema 2: Describir bajo qué condiciones de dos aplicaciones lineales
expansivas Aj, As : R® — R", tenemos que Dy, = Dagy,.

Estudiaremos los dos problemas anteriores. En primer lugar damos una solu-
cién completa al Problema 1. A continuacién, damos una solucién al Problema
2 cuando las aplicaciones lineales expansivas estan definidas en R?2. Por tltimo,
damos una solucién al Problema 2 cuando las aplicaciones lineales expansivas
estan definidas en R"™ y ademads son autoadjuntas.

Los dos siguientes teoremas fueron obtenidos conjuntamente con el profesor
Peter Oswald.

Teorema 11. Sea A € LE. Entonces D =Dy si y solo A es una aplicacion li-
neal isotrdpica, es decir, A es diagonalizable y todos sus autovalores (complejos)
tienen el mismo mddulo.

Teorema 12. Sean Ay, A; : R? — R? dos aplicaciones lineales y expansi-
vas. Entonces existen exactamente los siguientes casos en los que D, = Da,.

(1) Ay y Ay son isotrdpicas.

(2) Ezisten dos matrices reales 2x2, C y D, do >0 ydp > 0, tales que
Ay =C71A\C y Ay = D7YALD, donde las matrices asociadas a las
aplicaciones A} y Al son respectivamente,

4(% £>7 Mz € R, 1< A <] Ag |,
A I R, 1
2 — 0 Vo ) vy, V2 € ) <|V1 |<|V2|7

log | Xo| log| s |

log|)\1|_log|yl\

i C’D1:<g Z) tal que a,b,d € R.

(3) Ewmisten dos matrices reales 2 x 2 C' y D, de > 0, dp > 0 tales que
Al = C”1A>\71C' y As = D’lA%lD, donde las matrices asociadas a
las aplicaciones Ay 1 y A, 1 son respectivamente

Al
&J_<0A>,AER|AbL
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Al,,1:<g i), veR |v]|>1,
donde CD_lz(g Z), con a,b,d € R,

a viog|v|

d~ Xog | X[

El siguiente resultado se ha obtenido en un trabajo conjunto con el profesor
Szildrd GY. Révész [65].
Teorema 13. Sean Ay, As € LEP.

Da, =Da, < Is>0 tal que A] = A,.

Podemos enunciar ahora un resultado ligeramente mas general.
Sean A, As : R™ — R™ dos aplicaciones lineales expansivas y autoadjuntas,
no necesariamente positivas. Consideramos C', Cy : R™ — R™ dos aplicaciones
lineales tales que d¢, ,dc, >0y A, = C#J#C’/jl, w=1,2 donde J1,Jo : R* —

R™ son aplicaciones lineales con matrices asociadas,

AW 0 0
.= 0 A o0 . o0 , A e R, (33)
0 0 0 . AW
Ademés, denotamos
AW 0 0 0
7 0 A 0 .. 0 (34)
0 0 0 .. [AM]

Entonces como una consecuencia del Teorema 13 podemos afirmar lo siguiente.
Corolario 14. Sean A;, As : R™ — R™ dos aplicaciones lineales expansivas
y autoadjuntas. Sean Cq,Cy : R™ — R™ dos aplicaciones lineales tales que
de,,dc, >0y A, = C#JMCJI, w = 1,2, donde J,, vienen definidas como en
(38). Entonces

Da, =Da, <= s> 0 tal que (A})° = Aj,

donde Aj, = CNJLCljl, p=1,2, con J, como en (34).
Capitulo 5: Caracterizacion de funciones de escala
en casos mas generales

Damos una caracterizacién completa de las funciones ¢ € L%(R") las cuales

generan un frame analisis multirresolucién. A partir del principal resultado de
este capitulo se deduce la caracterizacion de las funciones de escala de un analisis
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multirresolucién. El hecho de que en un subespacio cerrado de L?(R™) generado
por los trasladados por enteros de una sola funcién existe un tight frame, nos
pemite obtener la caracterizacién de las funciones de escala para casos més
generales a partir de nuestro resultado principal de este capitulo.

Desde los trabajos pioneros sobre ondiculas, las condiciones (i), (ii), (iii) y
(iv) de un andlisis multirresolucién han sido modificadas para atender los dife-
rentes propdsitos requeridos por las aplicaciones. Una de las condiciones que mas
cambios ha tenido es la condicién (iv), la cual a priori parece que es indepen-
diente de las demds. Primero, el requerimiento de que {¢(x—k) }xez» es una base
ortonormal de V fue debilitado imponiendo que los trasladados de la funcién de
escala constituyen una base de Riesz de Vj. Después, la nocion de frame andlisis
multiresolucién (FMRA) en L%(R) fue formulado por J. Benedetto y S. Li [3].
Un FMRA es una extensién natural de un MRA y es obtenida reemplazando la
condicién (iv) por la siguiente condicién:

(iv)* Existe una funcién ¢ € Vj, llamada funcidn de escala, tal que
{¢(x—k) : ke Z"} esun frame de V.

Recientemente ([67], [25]), se han estudiado los MRA generados por una
funcién de escala ¢, donde la condicién (iv) es reemplazada por el requerimiento
que V es el subespacio vectorial lineal cerrado generado por {¢(x — k) }kezn.
Ademsds, se ha extendido el concepto de MRA a otros espacios como los LP(R"),
1 < p < o0, [30] o espacios de Sobolev [57].

Probamos nuestro resultado principal de este capitulo en un contexto algo
més general que un FMRA en L?(R"), aunque sélo consideraremos el caso
diddico. Se puede obtener el caso general donde la dilatacién viene dada por una
aplicacion lineal en R™ si combinamos los resultados obtenidos en el Capitulo 1
y los que presentaremos en este capitulo.

La teoria de frames fue introducida por Duffin y Schaeffer [28].

Para facilitar la notacién, consideraremos g =06 0% = 0 en las expresiones
donde aparezca esta indeterminacién. Dada ¢ € L*(R™), definimos

By(t) = > |t + k) (35)

kez”

y denotamos
Ny ={t e T": ®y(t) =0}. (36)

Sea L un subconjunto de un espacio de Hilbert complejo y separable H. El
espacio vectorial generado por todas las combinaciones lineales de elementos de
L es spanl, y la clausura de spanl es SpanL.

Definicién 8. Una sucesion {hn,}52, de elementos del espacio de Hilbert H es
una sucesion frame si es un frame de span{h,}22 ;.

Definicién 9. Una funcion ¢ € L*(R") genera un FMRA si {m¢}xez~ es
una sucesion frame y el subespacio

Vj = span{ Djricdluezr, J€Z (37)

del espacio de Hilbert L>(R™) satisface la condicion (i) y (iii).

Probamos lo siguiente.
Teorema 15. Sea ¢ € L?(R"). Entonces las siguientes condiciones son equi-
valentes:
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(A) ¢ genera un FMRA;

(B) (o) La funcién ¢ es localmente disitinta de cero en el origen;
(8) Existen dos contantes positivas A y B tales que

A< P,(t)<B enct teT"\ Ny (38)

(v) Eziste H € L*°(T"), una funcidn Z" -periddica, llamada filtro de
paso bajo, tal que

~ t .~ t
o(t) = H(§)¢(§) en c.t. t € R™. (39)
(C) (a*) El origen es un punto de continuidad aproximativa de
| ¢ |2 /@y si tomamos (| ¢(0) |2 /®4(0)) =1 y ademds, tenemos las
condiciones (8) y (7).

El resultado correspondiente para MRA es una consecuencia directa del an-
terior teorema, pero nos gustaria formularlo aqui en virtud de la completitud
del texto.

Definicién 10. Se dice que una funcién ¢ € L*(R") genera un MRA si
{Tkd}xezn es una sucesion de Riesz y el subespacio (37) del espacio de Hilbert
L?(R™) satisface las condiciones (i) y (iii).

Probamos lo siguiente.

Teorema 16. Sea ¢ € L2(R"). Las siguientes condiciones son equivalentes:

(A1) ¢ genera un MRA;

(B1) Se cumplen las condiciones («), (v) del Teorema 15 y
(B1) Existen dos constantes positivas A, B tales que

A<P(t)<B enct teT" (40)

(C1) Tenemos las condiciones (a*), (v) del Teorema 15 y ademds (B1).

Si la funcién ¢ € Vj es tal que {¢(x — k) }kez» es una base ortonormal de
Vb, obtenemos el Teorema 3 para el caso particular de dilataciones diddicas.

El siguiente teorema es una caracterizacion de las funciones de escala ¢ de
un MRA, donde la condicién (iv) se reemplaza por la siguiente

()™ Vo = Span{o(x — k) ez
Teorema 17. Sea ¢ € L2(R"). Las siguientes condiciones son equivalentes:

(A3) Se cumplen Las condiciones (i),(ii), (i) y (iv)**;

(Bs) La funcidn QAS es localmente disitinta de cero en el origen, y existe
G € L>(T"), una funcién Z"-periddica, tal que
6(t) (B4 (1) 1/% = G(t/2)6(t/2) (Do(£/2)) " en et t €R™;
(41)

(C3) El origen es un punto de continuidad aproximativa de la funcién
|62/® si tomamos (|¢(0)|?/®(0)) = 1, y existe G € L>(T"), una
funcion Z" -periddica, tal que se verifica (41).
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Capitulo 1

CARACTERIZACION DE
LAS FUNCIONES DE
ESCALA EN UN
ANALISIS
MULTIRRESOLUCION

En este capitulo estudiaremos el concepto de Andlisis Multirresolucién (MRA),
que es un método general para construir ondiculas y se basa en la existencia de
una familia de subespacios cerrados de L*(R™), n > 1, que satisfacen ciertas
propiedades. Veremos que las condiciones que usualmente se piden para un MRA
no son todas independientes. Nuestra atencién se centrara en el estudio de las
funciones de escala y daremos una caracterizacion completa de ellas. Ademas,
escribiremos nuestra caracterizacién de las funciones de escala de un MRA en un
contexto general, donde en vez de tomar una dilataciéon diddica, consideramos
una dilatacién dada por una aplicacién lineal expansiva fija A : R" — R" tal
que A(Z"™) C Z". En el caso general, es facil ver que las condiciones obtenidas
dependen de la aplicacién A. El principal propdsito de este capitulo esté rela-
cionado con un resultado probado por E. Herndndez and G. Weiss (cf. [46, p.
382], [45] [42]) y nuestro objetivo es alcanzar un entendimiento algo més profun-
do del comportamiento de la transformada de Fourier de una funcién de escala
en un entorno del origen. Finalmente escribiremos una forma de construir una
familia de ondiculas que surgen de un MRA general.

1.1. Analisis Multirresoluciéon

Un anélisis multirresolucién (MRA) es un método general introducido por
Mallat [59] y Meyer [60] para la construccién de ondiculas. En R™, (n > 1) por
MRA entenderemos una sucesién de subespacios cerrados Vj, j € Z, del espacio
de Hilbert L?(R") que satisfacen las siguientes condiciones

() Vj€Z,  V;C Vs
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(ii) Vj € Z, f(x) € V; © Dyf(x) € Vjta;

(i) W =UjezV; = L*(R");

(iv) Existe una funcién ¢ € V; tal que { 7x¢(x) : k € Z"™ } es una base
ortonormal para V. A esta funcion ¢ se le llama funcion de escala.

Observacion 1.1. Usualmente en la definicion de MRA aparece la siguiente
condicién: NjezV; = { 0 }, pero no la hemos incluido en la definicién ya que se
sigue desde las condiciones (i),(ii) y (iv) (cf. por ejemplo [14], [46] para n = 1).
Daremos la prueba para el caso general (ver Lema 1.9 més abajo).

Un ejemplo de subespacios V}, j € Z que satisfacen las condiciones (i), (ii), (iii)
y (iv) es

Vi={feL*R) : f(z)= Z akX(2-ik2-i(k+1)) () donde aj € R}.
kEZ

En este caso se puede tomar ¢(x) = x|o,1)(z) como una funcién de escala para
este MRA. Llamaremos a este ejemplo el andlisis multirresolucién de Haar ya
que estd relacionado con la base de Haar para L?(R) (ver Apéndice A).

Consideraremos un MRA en un contexto general, donde en vez de tener
una dilatacién diddica, tendremos una dilatacién dada por una aplicacion lineal
expansiva fija A : R" — R" tal que A(Z") C Z", es decir, todos los autovalores
(posiblemente complejos) de A tienen mdédulo mayor que 1 y los elementos de
la matriz asociada a A respecto de la base candnica son enteros.

Dada una aplicacién lineal A que cumple las condiciones anteriores men-
cionadas, definimos un A-MRA como una sucesién de subespacios cerrados V7,
j € Z, del espacio de Hilbert L?(R™) (ver [58], [34],[71] [75]) que satisface las
condiciones (i), (iii), (iv) y

(iia) Vj € Z, f(x) €V e Daf(x) € Viqi.

Observacion 1.2. La condicién (iis) nos dice que {mx¢(x) : k € Z"} es una
base ortonormal de Vj si y solo si dado j € Z, {Dy7xp(x) : k € Z"} es una
base ortonormal de V.

Existe, formalmente, una definicién méas general de MRA donde se considera
un reticulo discreto I' C R™ (un subgrupo discreto del grupo aditivo de R™ dado
por todas las combinaciones lineales enteras de los vectores vy, vs,...,Vv,, que
forman base de T') y una dilatacién dada por una aplicacién lineal expansiva
M :R" — R" tal que M(T') C I'. Entonces el M-MRA relacionado se define
como una sucesion de subespacios cerrados V", j € Z, de el espacio de Hilbert
L?(R™) que satisface las condiciones (i), (iii) y

(iipg) Vj € Z, f(x) eV & Duf(x) €V,
(ivar) Existe una funcién ¢ € Vjf tal que { 7y¢(x) : v € I' } es una base

ortonormal para V[. Esta funcién ¢ recibe el nombre de funcion de
escala.

Si a partir del reticulo I" tomamos la aplicacién lineal C' : R" — R" que
satisface
CVj =€y 1 S] S n, (11)

donde {e;}_; es la base natural de R", es decir, CI' = Z", obtenemos la
siguiente propiedad (ver [71] y [75, p. 108]).
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Proposicién 1.3. Sea VI, j € Z, una sucesion de subespacios cerrados de
L?(R™). Entonces Vi, g e Z, es un M-MRA siy solo si V;, j € Z, es un A-
MRA , donde V; = {f(C~'-): f € V}'}, con la dilatacién dada por la aplicacion
lineal A= CMC!.

Observacion 1.4. La matriz de la aplicacién M respecto de la base {v;}"_; es
la misma que la matriz de A respecto de {e;}7_

Demostracion. Probamos la condicién necesaria. Es evidente que si V", j € Z
es cerrado, entonces Vj, j € Z es cerrado. Ademds, tenemos que comprobar que
los Vj, j € Z, satisfacen las condiciones (i), (ii4), (iii) y (iv).

Primero veamos que se verifica (i). Sea j € Z y sea f € Vj, desde la definicién
de Vj tenemos que f(C-) € V" y como V" C V7, entonces f(C:) € V.
Finadmente7 por la defincién de Vit podemos concluir que f € Vji1.

Veamos que se verifica (iia). Sea f € V}, desde la definicién de V; tenemos
que g() := f(C-) € V;*. Ademds, de acuerdo con la propiedad (iiyr), tenemos
que h(-) = g(M-) = f(CM-) € V;%,. Finalmente por la definicién de Vji;
podemos concluir que h(C~1) = g(MC~1) = fF(CMC™1) € V4.

Veamos que se verifica (iii). Dada h € L*(R") es cierto que h € L*(R"™)
si y solo si h(C-) € L2(R"). Como |J V= L?(R™) tenemos que Ve > 0
af € UjeZ V' tal que

JEZ

e> [ IhEx) - f0 P dx=dgt [ |h(y) - £(C ) P dy,

y como f(C~'-) € U;ez Vj podemos concluir que U]ez V; = L*(R").

Por tltimo, veamos que si ¢ € Vj;* es una funcién de escala de algin M-MRA
V¥, j € Z, entonces ¢(x) := Do-1¢(x) es una funcién de escala del A-MRA Vj,
j € Z, asociado.

Tenemos que probar dos cosas, una de ellas es que {p(- — k) : k € Z"} es un
sistema ortonormal. Para ello dado k € Z™ calculamos

/ e(x)p(x—k)dx = dz' [ ¢(C7'x)p(C~Tx — C~Tk)dx

R"

= - o(y)dp(y — C~'k)dy = bk o,

donde la ultima igualdad es cierta porque ¢ es funcién de escala de V[ con
reticulo I', C1Z" =T, y ademds, como C es lineal y biyectiva, el tinico elemento
k€ Z" tal que C"'k =0 es k = 0.

El segundo aspecto que nos falta por comprobar es que {¢(- — k) : k € Z"}
es base de Vj, es decir, Vf € Vj existe una tnica sucesién {ay }xezn € [*(Z")
tal que

fx) = ap(x — k)

keZn

con convergencia en L?(R™).
Sea f € Vp, entonces ¢(-) := f(C-) € Vi y como ¢ es funcién de escala de
Vi, tenemos que existe una tnica sucesién {b, } er € (#(T) tal que

(%) = > byd(x—7)

yel’
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con convergencia en L?(R™), entonces

f(X) = g(C_lx) = Z b7¢(c_1x - ’Y) = Z bc—lkdlcﬂdg«%d)(c_lx - C_lk)

~yel keZn
= Y beuddPp(x—k) = Y axp(x k),
keZn keZn

con convergencia en L2(R™), donde aj = bc—lkdév/27 k € Z™, y como la sucesion
{by}yer € I*(T'), entonces {ax}kez» € (*(Z™). Por ultimo, la unicidad de la
sucesién {ak }kezn se sigue desde la unicidad de la sucesion {b,} er.

La demostracion de la condicién suficiente se realiza de forma analoga. [

A priori la condicién (iv) parece independiente del resto de las condiciones
en la definicién de MRA y A-MRA. El siguiente resultado (cf. [24, p. 132], [71,
p. 34]), muy conocido, proporciona una caracterizacién para que la funcién ¢
cumpla la condicién (iv).
Lema A. El sistema { g(- — k) : k € Z" }, donde g € L*(R"), es un sistema
ortonormal si y solo si

S gt +k))P=1 en c.t. t € R™ (1.2)
kez’n

En este texto, adoptamos el convenio de que la transformada de Fourier (ver
Apéndice A) de la funcién f € LY(R™) N L2(R") est4 definida por

Fv) = [ flx)e2mitevx.
R’VL

La siguiente proposiciéon destaca una propiedad del subespacio V de un A-
MRA que no tiene ninguno de los demds Vj, j € Z\ {0}, del mismo A-MRA. En
el caso n = 1 y con una dilatacién diddica, podemos encontrar esta propiedad
en [63].

Proposicion 1.5. Sea A € LE tal que AZ™ C Z" y sea V un subespacio cerrado
no trivial del espacio de Hilbert complejo L?(R™). Supongamos que 3¢ € L*(R")
y existe j € Z \ {0} tal que el sistema {dffd)(Aj -—k) : k € Z"} es una base
ortonormal de V. Entonces no existe ninguna funcion f € L*(R™) tal que el
sistema {f(- — k) : k € Z"} sea una base ortonormal de V.

En particular, de acuerdo con la Proposicién 1.5, en un A-MRA dado, el
subespacio V; es el tinico subespacio de entre todos los Vj, j € Z, que tiene una
base ortonormal que consiste en los trasladados por elementos de Z™ de una
tnica funcién.

Demostracion. Haremos la prueba de forma indirecta para j = 1. Supongamos
que {f(-—-k) : keZ"}y {di‘m(ﬁ(A -—k) : k € Z"} son bases ortonormales
de V. Entonces desde la Observacién 1.2 y desde el Lema A tenemos que

STt +KP = > st +k)[*=1 enct teR" (1.3)

kecZn kecZn
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Por otro lado, como en particular tenemos que a A ¢( -) € V, entonces

d?p(Ax) = Y af(x — k)

keZn»

con convergencia en L*(R™) y >, cz. ax|® < oo. Si tomamos transformada de
Fourier a ambos lados de la igualdad anterior tenemos que

D6 = d 2640 = 3 ae 2N flt) = my () (1), (14)

kezn
en c.t. t € R, donde my(t) = Sy czm axe™ 270 Asi, my, € L2(T™) ya que
> kezn lax? < 0o y el sistema {e=2mks) . k € Z"} es una base ortonormal de
L3(T™).
Sea {p;} }dA '€ A4+ como en la introduccién. En virtud de la ecuacién (1.3)
tenemos la siguiente igualdad,

da—1
1= dy' > ) [e(A b+ pi] + q)f
i=0 q€zn
da—1 R
= Y > ldte(AT [t +p) + ATq))
1=0 qe€Zn
= S *e(A T [t +K])>  enct. teR™
keZn

Asi, desde la expresién (1.4) y como mg es Z™-periédica,

1= Z Ime(t+k)[? F(t+K)[? = |my(t)|? Z |F(t+k)[? para c.t. t € R".
keZn keZn

De esta manera, desde la ortonormalidad del sistema {f(- — k) : k € Z"}, el
Lema A nos dice que podemos concluir que

1 = |me(t)] enc.t. t € R™ (1.5)

Por otro lado, de manera andloga a nuestro desarrollo en (1.4), obtenemos
que Vg € V, 3my € L*(T") tal que g(t) = my(t)f(t) en c.t. t € R", entonces
desde (1.4) y (1.5) podemos escribir

N T 12 et
git) =my(t)——=d, "“p(A*""t) enc.t. t e R,
(6) = my () s 27

donde mgﬁ%q5 € L?(T™). Asi, como {e?7¥&) : k € Z"} es una base ortonormal
de L*(T"), existe {bk}keZ" € 1?(Z") tal que

my

E byee2mitkt) con convergencia en L*(T™).
keZn

De esta manera podemos escribir

_ Z bee— 2mi{kot) 7%$(A*’1t),

kezn
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con convergencia en L?(R™).
Si ahora tomamos antitransformada de Fourier a ambos lados de la anterior
ecuacién, tenemos

g(x) = d114/2 Z bp(Ax — Ak)  con convergencia en L?(R"),
keZn

con lo que el sistema {d114/2¢>(Ax — Ak) : k € Z™} es una base ortonormal de

V', pero esto es una contradiccién con que {d;ﬂ(b(Ax —k) : k€ Z"} es una
base ortonormal de V.

Si j > 1, basta tomar la matriz M = A’ y repetir los célculos anteriores.
Ademas, si j < 0, el resultado se sigue si aplicamos el caso anterior al subespacio
D’V ya que {d%zcé(ij —k) : keZ"}y{f(x—k) : k € Z"} son bases
ortonormales de V si y solo si {¢p(x—k) : k € Z"} y {d”/*f(A~ix—k) : ke
Z™} son bases ortonormales de D3V, O

El principal objetivo en este texto es dar una caracterizacién completa de
las funciones de escala de un A-MRA. Este problema fue propuesto por R.
Strichartz en [71] y estudiado por varios autores.

La mayor dificultad que se han encontrado los autores que han estudiado
este problema es dar las condiciones necesarias y suficientes de una funcién de
escala ¢ de un A-MRA para que la unién de todos los subespacios cerrados V;,
j € Z, sea densa en L?(R™). Las condiciones se presentan sobre la transformada
de Fourier de ¢.

Posiblemente, el siguiente resultado, probado para n = 1, se deberia atribuir
a I. Daubechies (Ver [24], [46]).

Teorema (Daubechies). Sea V;, j € Z una sucesion de subespacios cerrados
de L*(R) que satisfacen (i), (ii) y (iv) donde ¢ satisface que | </é\| es continua
en el origen. Entonces las siguientes dos condiciones son equivalentes:

a)  $(0) #0;
b) UjeZ‘/j = LZ(R)

C. de Boor, R. DeVore, A. Ron [6] probaron lo siguiente.
Teorema (de Boor, DeVore y Ron). Sea V;, j € Z una sucesion de subes-
pacios cerrados de L?(R) que satisfacen (i), (ii) y (iv).

Entonces son equivalentes:

a)  Ujez (2 sopd) =R en ctp;
b)  UjezV; = L*(R).

E. Herndndez y G. Weiss ([46, pdg. 382], [45], [42] ) probaron la siguiente
caracterizacion.
Teorema (Hernandez y Weiss). Sea V;, j € Z una sucesion de subespa-
cios cerrados de L*(R) que satisfacen (i), (ii) y (iv) para n = 1. Entonces las
siguientes dos condiciones son equivalentes:

a) Im [¢(277y)| =1 para c.t. y € R;
j—00

b) UjezV; = L*(R).
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El teorema anterior estd formulado de diferente manera a la que nos lo encon-
tramos en [46] para indicar la parte esencial del resultado en el que estamos
interesados. Probaremos maés adelante el Lema 1.7 para poder tener una for-
mulacién andloga a la dada por Herndndez y Weiss en [46, Teorema 5.2, p.
382].

Podemos encontrar otras condiciones necesarias y suficientes dadas por R.
A. Lorentz, W. R. Madych y A. Sahakian [56].

Teorema (Lorentz, Madych y Sahakian). Sea V;, j € Z una sucesion
de subespacios cerrados de L*(R) que satisfacen (i), (ii) y (iv) para n = 1.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

a) lim |$(2*jy)| existe y es positivo para c.t. y € R;
J—00

b) UjezV; = L*(R);
c) El conjunto {y € R : | ¢(y) |> 0} es diddicamente absorbente,
es decir, para casi todo y € R, existe un entero positivo jo,

que puede depender de y, tal que si j > jo entonces | ;5(27jy) [> 0.

Todas las caracterizaciones anteriores presentan condiciones “globales”, asi,
nuestro objetivo es encontrar condiciones “locales” y alcanzar un entendimiento
algo mas profundo de la relacién entre el comportamiento de la funcién ¢ en un
entorno del origen y la condicién (iii). En particular, nuestro resultado permite
deshacernos de la hipétesis de que |$\ es continua en el origen que aparece en el
Teorema de Daubechies.

1.2. Propiedades de las funciones de escala

Diferentes versiones de los siguientes Lemas 1.6-1.7 han aparecido en varias
publicaciones (cf. [24, pp. 131-132 |, [71, pp. 28-29]). Mencionamos [13] como
una reciente referencia para el caso diddico cuando n = 1, para el caso general,
ver [75].

Lema 1.6. Sea ¢ € L2(R") y suponemos que {Tx¢}xez» es una base ortonor-
mal de Vy. Suponemos que Vj,j € Z, es una sucesion de subespacios cerrados
en L2(R"™) que satisfacen la condicion (ii). Entonces la funcidn f estd en V;
si y solo si existe una funcion F € L*(T") tal que

DI F(t)=F(t)p(t) enctteR" si jeZ (1.6)

[fllz2@ny = [1F][ 21 (L.7)

Demostracion. Sea j € Z y sea f € V;. Entonces Di‘_lf € Vi v por nuestras
hipdtesis D7y, f(t) = Y czn ckTkd(t) en L*(R™), donde {ck}kezn € 1*(Z").
Tomando transformadas de Fourier a ambos lados de la anterior expresion,
obtenemos

Dl ft) = > cpe ™ ®04(t)  en LA(R™).
keZ™
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Asi, la igualdad (1.6) es cierta con F(x) = > 1 czn ce 2™ kX) - Ademds se
cumple la condicién (1.7) ya que D4~ es un operador unitario y las funciones
D’,_, f, F se representan mediante los mismos coeficientes respecto de los sis-
tema ortonormales.

Reciprocamente, supongamos que para f € L%(R") se cumple (1.6), donde
F; € L*(T™). Si escribimos Fj(x) = >y czn cxe”2mkX) entonces resulta que

DY f(t) = ) exmcd(A't) enct. t R,
kez"
y por tanto f € Vj. O

Lema 1.7. Sea ¢ € L?>(R") y suponemos que {Txd}xez» es una base orto-
normal de Vy. Sea Vj,j € Z, una sucesion de subespacios cerrados en L*(R")
que satisfacen la condicion (iia). Entonces son equivalentes las siguientes condi-
ciones:

a) VjeZ, Vi C Vit
b) Eziste H € L>°(T"), ||H||c0 < d1/2 tal que
Da-g(t) = H(t)p(t) en c.t. t € R". (1.8)

Demostracion. Supongamos que tenemos a) entonces ¢ € V;. Por el Lema 1.6
existe H € L*(T") tal que Da-¢(t) = H(t)p(t), c.t. t € R". Sea

= 3 o+ k)P

kez™
entonces
Dy(A%t) = > pAt+RP= Y [p(At+k)[
kezZ™ kcA*Z™
+ ) 1pAt+K)P=dyt Y [Da-d(t + k) + R(t)
k¢ A*Z" kezn

= d;'|H@t)*®(t) + R(t) enct.tcR",
donde R(t) es no negativo. Ahora, el Lema A nos dice que
1= ®(A*t) > d ' [H(t)|*®(t) > d' |H(t)]* enct. t e R,
y por lo tanto, || H ||c< dl/Q.
Finalmente, para probar b)=a), sea j > 0y f € Vj, entonces, por el
Lema 1.6, existe una funcién F' € L?(T") tal que
D F(t) = F(t)é(t) = d P F()H(A* 't)p(A* 't) enct. teR"
Asi, o R
DI f(t) = F(A*t)H(t)p(t) enct. t e R™

Como A*Z"™ C Z" tenemos que D4« F € L*(T"), ast HD s« F € L*(T") y por lo
tanto, de acuerdo con el Lema 1.6 obtenemos que f € V;;,. Para el caso j <0
la prueba es similar. O
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A continuacién vamos a demostrar un lema técnico de gran importancia para
nuestros calculos posteriores.

Lema 1.8. Sea g € L'(T") y sea A una aplicacion lineal fija A: R" — R" tal
que A(Z") C Z", da # 0, sea {p; 2120—1 €Axysea A:T" — T" la aplicacion
inducida. Entonces

(1) an g(Ax)dX = an g(x)dx.
(i1) Jigape 9(0)dx = 5" [ig a0 (A7 x 4+ A7 1py)dx.

Demostracion. Probamos (7). Sea T; : R" — R"™, i = 0,...d4 — 1, definida por
la ecuacién T;(x) = x + p;, v sean las aplicaciones inducidas /All_ L. T de
las aplicaciones A~!T; : R" — R"™.

Afirmamos que las imégenes las aplicaciones A;l(T”), Vi € {0,...,da — 1},
son mutuamente disjuntas. Supongamos que nuestra afirmacion no es cierta, asi,
iy, iz € {0,.,da — 1}, iy # ip y 3xo € T" tal que xo € A7 1 (T™) AN (T"), y
entonces

Jyo,z0 € T" tal que xo = Ai_ll(}’o) y Xo= Ai_zl(zo)-

Con lo que, Ja,b € Z" tal que xg +a = A;ll(yg) y Xo+ b= A;zl(z()). Por lo
tanto A(xo) + A(a) = yo + pi;, y ademds A(xo) + A(b) = zo + pi,, entonces

A(a) —yo — pi;, = A(b) — 2o — Py, (1.9)

y como yo,%Zo € T" v pi,, Piy, A(a), A(b) € Z", obtenemos que yo = zg. Desde
aqui hemos llegado a una contradiccién ya que por (1.9) obtenemos una igualdad
entre elementos de distintas clases de equivalencia de Z" /A(Z"™).

De manera similar se puede demostrar que dado x € T" existe un tnico
ky € Z" tal que x + k, € A;Y(T™), asi, | A7 H(T") |,=| A7 *(T") |,, y por lo
tanto,

| A7H(T™) |n=/ dx:/ dx=d;", 0<i<ds—1
AT AT

Si juntamos todo lo anterior llegamos a que Uf;‘o_ ! fli_ L(T™) = T". Si ahora
denotamos E; = A;'(T™),0 < i < ds — 1, entonces tendremos que A(F;) = T"
y por lo tanto

da—1 da—1

/ng(/lt)dt = ; /E g(At)dt = ; dgl/n g(t)dt = /ng(t)dt,

Probamos (ii). Como T" = U?ﬁo_l E{l(’ﬂ‘") y ademsds, los E{l(’ﬂ‘") son
disjuntos. Entonces

dy!

g(x)dx = / g(x)dx
/[0711" ) Z A7) )

i=0

—1

dy' !
- six =Y [ g(x)dx,
; O/A,il(il‘") Z AT +p;)

= =0
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donde la segunda 1gualdad se debe a que g es Z"-periddica, a la definicién de
los 4; v a que | A7H(T™) |=| A7Y(T™) |= d;', como habfamos visto en la
demostracién de (4 ) Si ahora hacemos el cambio de variable Ax — p; =y,
i =0,...,dga — 1, obtenemos el resultado deseado. O

El siguiente lema estd relacionado con la Observacion 1.1.
Lema 1.9. Sea V;,j € Z un A-MRA. Entonces N;jezV; ={ 0 }.

Demostracion. Sea f € NjezV; y supongamos que || f||2 = 1. Por el Lema 1.6
tenemos que para cada j < 0

DY F(t) = Fj(t)d(t) enct. teR", Fje L3 (T")

[fllz2@my = 1 Fj || L2y (1.10)
Asi para cualquier j < 0

F(t) = F;((A9)16) DYl (t)  en c.t. t € R™. (1.11)
Si probamos que para cualquier bola cerrada B C R que no contenga al origen,
/ 1F(£)|dt =0 (1.12)
B
entonces tendremos una contradicciéon con la condicién de que la norma de la

funcién f es uno y podremos dar por finalizada la demostracién del lema.
Desde la igualdad (1.11) obtenemos que

/If(t)\dt = d'j‘”/ |5 (A1) 3((A%)18) | dt
B B
1/2 1/2
{ ((AF)Vlg)? o axliley 2
(dA /B|F]((A )| It)\ dt) X (/B|¢(A t))| dt)
1/2 1/2
— 1l s - o\
(dA /(A*)J‘B|FJ( i > - (/(A*)IJIB|¢( i )

Usando el hecho de que la aplicacién A es expansiva y que la bola cerrada B no
contiene al origen, obtenemos inmediatamente que

IA

I

/ |$(x)\2dx — 0 cuando j — —o0. (1.13)
A )\J\B

Por otra parte, podemos encontrar un cubo con los lados paralelos a los ejes
coordenados y con sus vértices en Z™ tal que B C (). Entonces

[ iEePac= [ B0y,
(4%)1Q Q

Como Fj((A*)UIy) es una funcién Z"-periédica, obtenemos

& RGP Q] [ 1540 0P
(A)lIlQ
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Con lo que, desde la condicién (i) del Lema 1.8,

[ ImPe=1Ql [ 15 0Pax

(A*)‘J‘Q T
Asi, laigualdad (1.10) y nuestras condiciones nos dicen que para cualquier j < 0,
[ IBePaxc<|Ql
(A91Q
Desde aqui, para la bola fijada, B, la integral
df;‘/ |Fj(x)]Pdx < |Q| para cualquier j < 0.

(A*)IJ\ B

Finalmente por (1.13) obtenemos (1.12). O

La siguiente proposicién enuncia una propiedad importante de la funcién de
escala de un A-MRA.

Proposicion 1.10. Sea ¢ una funcion de escala de un A-MRA, entonces para
cada conjunto medible y acotado E C R",

1 ~
lim 7/ o(t))%dt = 1. 1.14
A TE oy ) (1.14)

Demostracion. Tomamos f € L2(R") tal que f: X - Entonces por la identi-
dad de Plancherel tenemos que

IF1I3 = I£15 = [Eln-

Sea P; la proyeccién ortogonal sobre V;. De acuerdo con la propiedad (iii) en la
difinicién de A-MRA, es cierto que [|f — P; f|l2— 0 cuando j — oco. Entonces

1P f1I3 = [I£13 = |Eln  cuando j — oo. (1.15)

De acuerdo con las propiedades (iis) y (iv), la Observacién 1.2 nos dice que el
sistema { @jk };cz xezn » donde

dic(x) = &{*p(ATx — k),

es una base ortonormal de V;. Observamos que

@:(t) = d,li qﬁ(ij—k)e_Qﬂi(&t)dx
Rn

— d;%e—27ri(k,(A*)7jt)a((A*)—jt).
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Ast, Pif = Y pezn (F S b ¥

IPifll? = D I<fiop>P= > F(x)bjx(x)dx
kcZn kezn VR
=R — 2
= ). (t)dt
é;g@ﬁﬂ>@u>
n 2
= S |aF | Je)emi e g((Ar) sty ds
kezZn R"
2
= Yl [ fAatiy)a(y)ermiteydy
kezZn R"
2
= d; dy)emitVay|
kEZZ" A/(*)j

donde (A*)7E={yecR": Ay c E}.

Como A* es expansiva, existe j; el nimero natural minimo tal que si j > ji,
entonces A* 7 E C [—1,1]". Asi, para cualquier j > j; la tltima suma es igual
a

& [ Xy -ss O30 Pt

ya que los términos de la suma son los coeficientes de Fourier de la funcién
¢X (a+)-i - De esta manera por (1.15) obtenemos (1.14). O

Dada A € LE, sea Gy = A™F(Z") para cada k € N y denotamos G =
U;il G- Entonces probamos el siguiente lema.

Lema 1.11. FEl conjunto G es denso en R™.
Demostracion. Es facil observar que Vx € R" y Vj € N, existe k € Z™ tal que
Vi S]] Alx — K|

Por otro lado, de acuerdo con nuestra hipétesis, A es expansiva, existen dos
constantes C' > 0y > 1 tal que Vj € Ny Vy € R,

A7y = CB [y II-

De esta manera, Vx € R™ y Vj € N, existe k € Z" tal que

Vi z|| Ax —k ||=| A (x = A7) | OB || x = A7k || . (1.16)
Nuestra prueba se concluye desde (1.16) si dado £ > 0 tomamos j € N tal
que %ﬁ% < E.

O
El principal resultado de este capitulo es el siguiente.

Teorema 1.12. Sea V;, j € Z, una sucesion de subespacios cerrados de L*(R™)
que satisfacen las condiciones (i), (iia) y (iv). Entonces las siguientes condi-
ciones son equivalentes:
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(A1) W =UjezV; = L*(R");

(B1) g/i; — la transformada de Fourier de la funcién de escala ¢— es A*-
localmente distinta de cero en el origen;

(C1) el origen es un punto de A*-continuidad aprozimativa de la funcidn
|o| si tomamos |p(0)| = 1;

Demostracion. Primero damos la prueba de la implicacién (B1) = (A1). Ob-
servamos que W es invariante por traslaciones. Para empezar, probamos que
W es invariante por traslaciones por vectores v € (. Fijamos algin v € G,
entonces v € Gy para algin [ € N. Para cualquier f € W y Ve > 0,3h € Vj, tal
que ||f — h||2 < e. Por (iia) tenemos que para todo j > jo, h € V; y entonces
h(x) = > wezn Al p(A7x — k) en L*(R"). Por lo tanto,

mh(x) =h(x—v) = Y dé(Ax— Alv—k) en L*(R").
kezm

Sij > max{l,jo } entonces A7v € Z" y en consecuencia 7yh € V}, por lo tanto
Tvf € W, es decir, W es invariante por traslaciones por vectores v € G. A
partir de aqui, como el conjunto G es denso en R", el subsespacio W es cerrado
y el operador 7, en L?(R™) es continuo, es inmediato que W es invariante por
traslaciones.

Para probar que W = L?(R") tomamos cualquier g € W+. Entonces para
cada f € W y para todo x € R", como W es invariante por traslaciones,

fly —x)g(y)dy =0
R

y asi, por la identidad de Plancherel

[ e fy vy =o.

Esto prueba que la transformada de Fourier de ]’”? es identicamente cero, lo

o~

que nos lleva inmediatamente a que f(y)g(y) = 0 en c.t. t € R". Si en particular
tomamos f(x) = d%2¢(ij) € Vj, entonces

Fly) = d3 2 6((4") 7y)

y ((A*)y)g(y) = 0 en c.t. t € R™ 0 ¢(t)g((A*)7t) = 0 en c.t. t € R™. De
acuerdo con nuestras hipétesis, para cualquier entero positivo N y r > 1 existe
k € N tal que

(b e (A8 B6) = 0], < (Al

entonces | )
. *\ — BT
{6 € (A) "B, G(AY) £0 | < %
y desde aqui, tomando j = k obtenemos

Bl

H{y €8 :gy) #0, 1 < —5

(1.17)
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Haciendo tender N — oo, obtenemos

|{y€Br:§(y)7£0}‘n:O.

Asi, g = 0 c.t.p., y por lo tanto, podemos concluir que W+ = { 0 }.

Ahora probamos la implicacién (A1) = (B1). Sea cualquier > 0 y deno-
tamos E; = {t € (A*) 7B, : $(t) =01} for j € N. Por el Lema A se sigue
que R

lo(t)] <1 enc.t. t € R", (1.18)

desde aqui,

a7 [

(A)=i B,

1B(6)[2dt = (A7) B, | / 1B(t)[2dt

(A%)=9 B,\E;
<A B (A" 7 Brl = [ Bjln).-

Aplicando la Proposicién 1.10 obtenemos que |(A*)™7 B, |, !|Ej|, — 0 cuando
j — 00, lo que termina la prueba.

Para probar (Aj) = (C1) demostraremos que se cumple la condicién (2°)
del Teorema B.26 del Apéndice B, es decir, para cualquier ¢ > 0 y cualquier
r >0,

o Y €AY B, 1 6) = 1] <2}

. =1.
j—oo [(A*) 7 By |n

Si la implicacién (A1) = (C1) no es cierta, entonces, teniendo en cuenta (1.18),
obtenemos que existe 0 < g9 < 1, 79 > 0 y una sucesion creciente de nimeros

naturales {m;}32; tal que

Uil = [{y € (A") 7™ By : [6(y)] < 1 =20} n = 0[(A") 7™ Byyn.

De acuerdo con la Proposicién 1.10 y la desigualdad (1.18) tenemos que

U= i a0 B [ B(t)2dt
(A*)"™iB

j—o0 )
ro

lim |(4%) 7By, ( / Boras+ [ |$<t>|2dt>
Jmoo (A%) ™73 By \T'; r;
Jim [(4%) 77 By 2 (1(47) 7 Byl = [T+ (1= 20)IT )

IA

< dim [(AT) 7™ Br [t (I(A%) ™™ By ln — €51(A") ™™ Bryln) <1 €.

Jj—0o0

La contradiccién obtenida finaliza la prueba.
La implicacién (Cq) = (B1) es trivial.
O

El siguiente teorema es una consecuencia inmediata del anterior resultado.

Teorema 1.13. SeaVj, j € Z, una sucesion de subespacios cerrados en L*(R"™)
que satisface las condiciones (i), (ii) y (iv). Entonces las siguientes condiciones
son equivalentes:

(A) W =UjezV; = L*(R");
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(B) $ —la transformada de Fourier de la funcion de escala ¢— es local-
mente distinta de cero en el origen;

(C) El origen es un punto de continuidad aprozimativa de la funcion ||
siempre que tomemos |$(0)| = 1.

Una caracterizacién completa de las funciones de escala en un A-MRA viene
escrita en el siguiente teorema, donde simplemente hemos recogido y ordenado
adecuadamente los resultados anteriores. De esta manera conseguimos dar la
caracterizacién de las funciones de escala de un A-MRA de forma andloga a la
dada en [46, Teorema 5.2, p. 382].

Teorema 1.14. Sea A € LE tal que A(Z™) C Z™ y sea ¢ € L?*(R"™). Las
siguientes condiciones son equivalentes:

(1) ¢ es la funcion de escala de un A-MRA;

(2) (a) La funcién ¢ es A*-localmente distinta de cero en el origen;

()

STt +k)P =1 en c.t. t € R™; (1.19)
kezZ"
() Erziste H € L>®°(T"), || H ||o< 1, llamada filtro de paso bajo, tal
que
o(t) = HA* '6)p(A*"'t)  enct t € R™; (1.20)

(3) (a*) El origen es un punto de A*-continuidad aprozimativa de \$| st
tomamos |$(0)| = 1; y, ademds tenemos las condiciones (8) y (7).

A partir del Teorema 1.14 es inmediato el siguiente resultado.

Teorema 1.15. Sea ¢ € L*(R"). Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1°) ¢ es la funcidn de escala de un MRA;

(2°) (a) La funcién ¢ es localmente distinta de cero en el origen;

) A
> let+k)P=1 en c.t. t € R"; (1.21)
kezZn
(y) Eziste H € L>®(T"), || H ||o< 1, llamada filtro de paso bajo, tal
que R R
o(t) = H2 't)p(27't) enct teR™ (1.22)

(3’) («*) El origen es un punto de continuidad aprozimativa de \$| st
tomamos |$(0)| = 1; y, ademds tenemos las condiciones (8) y (7).

Como otro corolario del Teorema 1.14 podemos dar las condiciones necesarias
y suficientes de una funcién de escala de algin M-MRA donde las traslaciones
se toman por elementos de un reticulo general T'.

Teorema 1.16. Sea M € LE tal que MT C T. Sea ¢ € L>(R"). Las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1*) ¢ es la funcion de escala de un M-MRA.
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(2*) (a) La funcidn & es M*-localmente distinta de cero en el origen;

) A
S 1t +Ck)|P=dot  enct teR"
keZnr
donde C viene definida en (1.1);
(v) Existe H € L>°(T"), con || H ||cc< 1 y tal que

H(M*t) = H(C* 't)p(t) en c.t. t € R".

(3*) (a*) El origen es un punto de M™*-continuidad aprozimativa de |ng5|
si tomamos |$(0)| = 1 y, ademds tenemos las condiciones (3) y

(v)-

Para la demostracién de este teorema necesitamos los siguientes lemas técnicos.

Lema 1.17. Sea C € L e invertible. Sean f,g: R"™ — C funciones medibles
1
tales que g(-) = do? f(C~1). Entonces
1:2 |g(t+k)|> enctteR"
kezZn

sty solo si
dg' =Y | ft+Ck) > enctteR"
keZn

Demostracion. Como g(t) = dlc/zf(C’*t), la demostracién es inmedata a partir
de la igualdad

1= 3 gt +k) = Y [d2F(Ct+Ck) 2 enct teR”,
keZn kezn

O

Lema 1.18. Sea ¢ € L*(R") y suponemos que {T,¢}-cr es una base ortonor-
mal de Vi©. Sea V', j € Z una sucesion de subespacios cerrados en L?(R") que
satisfacen la condicidn (iipr). Entonces las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(@) VjeZ,  ViCViy
(b) Existe H € L>®(T"), [[H||oo < d}v/[z tal que
Du-d(t) = H(C*'6)p(t) en c.t. t € R, (1.23)
donde C esta definida en (1.1).

Demostracion. (a) <= (b). Con la misma notacién que en la Proposicién 1.3,
tenemos que

Vj € Z, VicVig — Vj € Z, Vi C Vjqa,

con lo que, equivalentemente desde el Lema 1.7, existe H € L>(T"), || H||co <
d114/12 tal que
d*3(A*t) = H(t)3(t) enct. teR™
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Pero, como ¢(t) = dlc/ *QQAS(C*t), tenemos de manera equivalente, que existe H €

1/2

L>(T"), [|H|ls < dj” tal que

A2 H(C* A t) = d?G(M*C*t) = H(t)p(C*t) en ct. t € R™,

es decir,
d\P3(M*t) = H(C™')3(t) en ct. t € R™.

O

Demostracion del Teorema 1.16. (1*) <= (3*). En la demostracién de
la Proposicion 1.3 hemos visto que ¢ es funcién de escala de un M-MRA con

traslaciones por elementos del reticulo I' si y solo si ¢(-) = LZEV%QS(C*L)7 donde
C es la aplicacién lineal invertible definida en (1.1), es una funcién de escala de
un A-MRA con traslaciones por elementos del reticulo Z™.

Entonces, de manera equivalente ¢ satisface las condiciones escritas en (3)
del Teorema 1.14, y finalmente la Proposicién B.24 (ver Apéndice B), el Lema
1.17 y el Lema 1.18 nos dicen que tenemos equivalencia entre las anteriores
condiciones y las condiciones de (3*) en el Teorema 1.16. La prueba de (2*)
<= (1*) se hace de manera andloga cambiando la Proposicién B.24 por la
Proposicién B.33 (ver Apéndice B), As{ terminamos la demostracién. O

1.3. Construccion de ondiculas a partir de un
A-MRA

Recordamos que un A-MRA es un método general para construir familias
de ondiculas. En el caso n = 1y con dilatacién diddica el resultado de Stéphane
Mallat [59] para construir una ondicula ortonormal a partir de un MRA dado
es la siguiente (ver [24], [46, p. 57]).

Proposicién 1.19. Sea un MRA en L?(R) con mq el filtro de paso bajo aso-
ciado a la funcion de escala, ¢, del MRA dado. La funcion ¢ € V3 © V, el
complemento ortogonal de Vy en Vi, es una ondicula ortonormal de L2(R) si y
solo si

- , T
D(26) = ¥ (28)mo (€ + i)go(f) enct £E€R (1.24)
para alguna funcidn medible 1—periddica, v, tal que |v(§) |=1 c.t. £ € R.

En esta seccion veremos cémo se construyen ondiculas o familias de ondiculas,
en un contexto mas general, concretamente, a partir de un A-MRA dado donde
A € LE tal que AZ™ C Z". Para el caso diddico podemos encontrar una cons-
truccién andloga a la que presentaremos en estas lineas en [60] y [24]. En el
mismo caso general que trataremos en esta seccién, encontramos construcciones
de familias de ondiculas a partir de un A-MRA, en [75] y en [71].

Sea {V; : j € Z} un A-MRA en L(R"™) con funcién de escala ¢. Desde
el Lema 1.6 sabemos que si tenemos 6y, 61, ...,04, 1 funciones de V; entonces
existen Fy, Fy, ..., Fy,—1 funciones de LQ(T") tales que

Ds-0,(t) = Fi(8)p(t) 1=0,...,da—1, enct teR™ (1.25)
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De esta manera si denotamos H; = d;l/QFl, l=0,..,ds — 1, tenemos obvia-
mente que

~ ~

0, (A*t) = Hi(t)p(t) 1=0,....,ds — 1, enct. teR". (1.26)

Proposiciéon 1.20. Sea ¢ una funcion de escala de algin A-MRA y sean las
funciones 0y € L*(R™) y Hy € L*(T") tal que se verifica (1.26). El sistema
{6o(- — k) : k € Z"} es un sistema ortonormal si y solo si

da—1
> Ho(t+A7'p))>=1 enctteR"

=0

Demostracion. La parte principal de la demostracién consiste en calcular un
producto escalar. Sean kq, ks € Z™. Estamos interesados en

I = <90( + k1),90(' + k2>>'

Desde la identidad de Plancherel y las propiedades de la transformada de Fourier
obtenemos que

I = / |9/E)(t)‘26727ri<k27k1’t>dt
_ / |H0(A*71t)|2|($(A*71t)|26727”‘<k27k1’t>dt,

donde la segunda igualdad es debida a las hipétesis.
Si hacemos el cambio de variable t = A*s, entonces

1

[ (o)1) a0

I Sl R
kezn Y 0,1 +k

Como A*Z"™ C Z" y la funcién H, pertenece a L*(T"), entonces

1

dA/ |H(](S)‘26_2ﬂi<k2_k1"4*s> Z |$(s—|—k)|2ds
[0,1]" keZn

dA/ | Hy (s)[?e2mitka—knA%s) gg.
0,1]"

donde la segunda igualdad es cierta ya que como ¢ es funcién de escala de un
A-MRA, entonces segiin el Lema A, tenemos que ) 7 [¢(s + k)|? =1 en casi
todo punto de R™. Desde el Lema 1.8 (i7),

da—1

= [ 3 Ha(A (e p) e e e,
0,1 =g

Asi, si ponemos junto todo lo anterior conseguimos la siguiente igualdad,

(Oo(- — k1),60(- — k2))
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da—1
_ / S [Ho(A™ (6 + p}))|Pe2rifka Kt g, (1.27)

[0,1]™ 2o
Interpretamos el lado derecho de la igualdad (1.27) como los correspon-
dientes coeficientes de Fourier de la funcién Z?;‘O_l |Ho(A*~1(t + p}))|*. En-
tonces si el sistema {fp(- — k) : k € Z"} es un sistema ortonormal tenemos que
Zf;‘gl |Ho(A*~1(t + p}))|?> = 1 c.t. t € R™. Reciprocamente, si partimos de la
condicién S5 [Ho(A*~1(t + p}))|2 = 1 c.t. t € R™ obtenemos la ortonor-
malidad del sistema {6y(- — k) : k € Z"}. O

Proposicion 1.21. Sea ¢ una funcion de escala de algun A-MRA y sean las
funciones 6y,01, ...,0,, € L>(R™) y Hy, ..., H,, € L*>(T"), m < d —1, tal que se
verifica (1.26). Entonces el sistema {0,(- — k) :k € Z", | =0,1,...,m.} es un
sistema ortonormal si y solo si los vectores vi(t) = (Hj(t + A*~1p))Ht son

ortonomales en C% para casi todo punto t € R™.

Demostracion. Dados 1,1y € {0,...,da — 1} v k1,ka € Z™. De forma andloga a
la demostracién de la Proposiciéon 1.20, tenemos que

(61, (- = k1), 01, (- = k2))

da—1

:/[ | > H (ANt + ) Hiy (A1t + pf))e 2k tge, (1.28)
0,1]™ o

Desde aqui, la prueba es analoga a la demostraciéon de la Proposicién 1.20. [

Proposicién 1.22. Sea ¢ una funcion de escala de algin A-MRA {V;}jez, vy
sean las funciones 0o,01,....,04,-1 € V1 y Ho,...,Hq,—1 € L*(T"), tal que se
verifica (1.26). El sistema {0;(- — k) : k€ Z™, [ =0,1,...,da — 1} es una base

ortonormal de Vi si y solo si la matriz
M(t) = (Hi(t + A*'pp) sy

es una matriz unitaria para casi todo t € R™, es decir M (t)M*(t) = I para
cast todo t € R™.

Demostracion. A partir de la Proposicién 1.21, sélo nos falta comprobar que el
sistema {6;(- — k) : k € Z", 1 =0,1,...,da — 1} es una base ortonormal de V;.
Lo probaremos por reduccién al absurdo. Tomamos d4 funciones 6y, ...,04, -1
de V; tales que {6;(- — k) : k€ Z", | =0,...,ds — 1} es un sistema ortonormal
pero no es una base de V;. Entonces podemos tomar otra funcién 64, € V; tal
que || 0q, ||z2mny= 1y ademds, 04, es ortogonal a todas las funciones 6;(- — k),
keZ" 1=0,...dy— 1.

Desde (1.28), en la demostracién de la Proposicién 1.21, con l; = d 4 tenemos
que

da—1
> Ha (A 't +p))H (A (t+p;)) =0 enct teR"
1=0

para todo I = 0,1,...,d4 — 1. Esto nos dice que tenemos (d4 + 1) vectores
ortogonales en C% | lo que es imposible. O
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Ya estamos preparados para hacer la construccién de una ondicula o una
familia de ondiculas asociada con un A- MRA, V}, j € Z, con funcién de escala
¢. Para cada j € Z se define el subespacio cerrado W} como el complemento
ortogonal de V; en Vj1 con el producto escalar en L*(R™), con lo que V, 1 es
suma directa de los subespacios V; y W;, es decir, Vi1 = V; @ W;. De esta
manera, como ﬂjeZ Vi ={0}y m = L?*(R") podemos escribir

L*(R") = PW;. (1.29)
JEZ

Desde la condicién (ii4) de la definicién de A-MRA tenemos que
Vi € Z, feWy<= Dyif €W

Asi, para encontrar una familia de ondiculas asociadas con nuestro A-MRA es
suficiente con construir una familia de funciones ¥ € Wy, I € I, donde I es
un conjunto finito de superindices, tales que

{pO(—k): ke Z" lel}
es una base ortonormal de Wy. De esta manera
WO~k :kez" iel} |J{s(-—k) :kez"}

es una base ortonormal de V;. Ahora, la Proposicién 1.22 nos dice que la familia
de ondiculas asociadas con nuestro A-MRA tiene cardinalidad d4 — 1 y ademés
nos sugiere una forma para encontrar las funciones de ese conjunto de ondiculas.
Tomamos 0y(x) = ¢(x), y como hemos descrito en la Proposicién 1.22, escoge-
mos funciones medibles Z™-peridédicas H;, [ = 1,..,d4 — 1 tales que la matriz

M(t) = (Hi(t + A ')

sea una matriz unitaria para casi todo t € R, es decir, tenemos que construir
una matriz unitaria en casi todo punto cuya primera fila estd dada. Si hacemos
esto, por la Proposicién 1.22 y por nuestra discusion anterior sobre las familias
de ondiculas asociados con nuestro A-MRA, podemos asegurar que

(WO —k):keZ" I=1,...,ds — 1}
donde cada funcién ¢, 1 =1, ...,d4 — 1 viene definida por
PO (A*t) = Hi(6)d(t), (1.30)

es una familia de ondiculas que surgen a partir de nuestro A-MRA.
Con todo lo anterior, podemos enunciar el siguiente teorema que podemos
encontrar en [75].

Teorema 1.23. Para todo A-MRA se asocia una familia de ondiculas que con-
siste exactamente en da — 1 funciones.

Existen ondiculas que no surgen de un MRA. Un ejemplo de ello en L?(R)
y con dilatacién A = 2 es la ondicula dada por J. L. Journé que consiste en la
funcién ¢ que satisface | ¢ |= xx, donde

4 4 32
?7{') U (?71',77] U (4, 77r]
La comprobacién de que la ondicula de J. L. Journé no surge a partir de un

MRA la podemos encontrar, por ejemplo, en [46, pp. 64-65].

2
K= [—3771', —Am)U [-7, —



Capitulo 2

CARACTERIZACION DE
FILTROS DE PASO BAJO
DE UN ANALISIS
MULTIRRESOLUCION

En este capitulo daremos condiciones necesarias y suficientes para los filtros
de paso bajo asociados con funciones de escala de algiin A-MRA donde la di-
latacion viene dada por una aplicacion lineas expansiva fija A : R® — R" tal
que AZ™ C Z".
Recordamos que dada una funcién de escala ¢ € L?(R"), n > 1, de un
A-MRA, entonces
Ay Pe(A7%) = Y apd(x — k), (2.1)

keczn

con convergencia en L?(R™), donde

ac=d;"? [ $(AT'x)P(x — K)dx. (2.2)
Rn
Si tomamos transformada de Fourier a ambos lados de la igualdad (2.1), tenemos
que

S(A) =d 2 N e N G(t) = H(t)g(t), enct.teR"  (2.3)
keZzZn

donde
H(t) = d;1/2 Z aye2milkst)
keZn

es una funcién de L°°(T™) tal que | H ||oo< 1. A esta funcién H se le llama
filtro de paso bajo asociado a la funcién de escala ¢ (ver la condicién () del
Teorema 1.14 del Capitulo 1).

Desde la definicién de filtro de paso bajo, |QA5(A*t)\ < |QAS(t)\ en c.t. t € R",
vaque [H(t)| <lenct. teR"

39
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Para un MRA definido en LQ(R) y con dilatacién diddica, se pueden encon-
trar condiciones suficientes sobre un filtro de paso bajo que permiten asegurar
que el producto infinito H;il H(277t) existe en c.t.p. y es igual a la transfor-
mada de Fourier de una funcién de escala ¢.

2.1. Introduccion histdrica

A. Cohen [18] dio las primeras condiciones necesarias y suficientes para que

un polinomio trigonométrico H sea un filtro de paso bajo asociado con una
funcién de escala de algtin MRA definido en L*(R.).
Teorema (Cohen). Sea H un polinomio trigonométrico definido en R tal que
H(E)|>+ [H(E+ 3)> =1 y con H(0) = 1. Ademds, sea 0 la funcién tal que
0(§) =152 H(277€).

Las dos siguientes condiciones son equivalentes.

(1) 0 es funcidn de escala de algin MRA.

(2) Eziste un conjunto compacto K C R tal que Kt = [0,1), que contiene
un entorno del origen y tal que

inf inf | H(2™ .
;goggKl (2778 >0

Continuando con las misma ideas, Herndndez y Weiss [46], y después M. Pa-
padakis, H. Siki¢ y G. Weiss [62] y R. F. Gundy [36] presentan unas condiciones
necesarias y suficientes donde las hipotesis sobre la funcién H se debilitan.

Un corolario del Teorema de Cohen es el siguiente (ver [18], [46]).
Corolario. Sea H un polinomio trigonométrico definido en R tal que satisface
la ecuacion |H(&)[> + |H(E+ 3)[> =1V, € R con H(0) = 1. Ademds, sea 0 la
funcion tal que 5({) =112, H(277€). Si H no tiene ceros en el intervalo [-%, 3]
entonces 0 es una funcion de escala de algin MRA.

Ademsds, en su tesis doctoral, Cohen [17] prob6 que una determinada estruc-
tura de los ceros del polinomio trigonométrico H es la raiz del problema.
Teorema. Con las mismas condiciones que en el Teorema de Cohen, las condi-
ciones (1) y (2) de dicho teorema son equivalentes a

(3) No eziste un ciclo no trivial {&,....,&.} en [—3, %] para el operador
& — 2¢ (mod 1) tal que

H(G)| =1 Vi=1,..L.

Mas o menos al mismo tiempo que aparecieron las condiciones de Cohen,
Lawton [54] dio una condicién suficiente de muy distinta naturaleza cuando
H(¢) = Zg:o are~2m*E B construye una cierta matriz M desde una sucesion
{ak}{cvzo y considera el subespacio generado por los autovectores de M asociados
con el autovalor uno. Si este subespacio tiene dimensién uno, entonces H es un
filtro de paso bajo asociado con una funcién de escala de algin MRA.

Que la condicién de Lawton era una condicién necesaria fue probada por
ambos Cohen (ver [20]) y Lawton [55] de forma independiente. (Para més infor-
macién mirar [24, pp. 182-193])



41

En el caso en el que trabajamos, es decir, cuando el MRA estd definido en
L?(R™), n > 1, y la dilatacién viene dada por una aplicacién lineal A € LE tal
que AZ"™ C Z", una generalizacién del Teorema de Cohen es presentada por M.
Bownik [7], ademds, aparece una generalizacién del Teorema de Lawton como
sigue.

Dada H € L*°(T") el siguiente operador lineal y continuo

P: LYT") — LY(T")

tal que
da—1

Pit)= 3 | H(A M6+ D) > f(A*(t+p}))
i=0

estd bien definido. Este operador fue introducido por M. Bownik como una gene-
ralizacién de un operador analogo introducido para el caso diddico en dimensién
1 por W. Lawton.

Una generalizacién del Teorema de Lawton. Sea A : R" — R" una apli-
cacion lineal expansiva tal que A(Z™) C Z"™. Sea H un polinomio trigonométrico
definido en R™ tal que Zfigl | Ht+A*1py) P=1Vt € R" y con H(0) = 1.
Sea la funcion 0 tal que su transformada de Fourier es é\(t) = H‘J?';lH(A*_jt).

Las dos siguientes condiciones son equivalentes.

(1) 0 es una funcion de escala de algin A-MRA.

(2) No existe ningun polinomio trigonométrico no constante que sea un
punto fijo del operador P.

Ademés, en el articulo de Lagarias y Wang [53] aparecen més condiciones
necesarias y suficientes para polinomios trigonométricos siguiendo las ideas de
Cohen y Lawton originales.

Desde la discusién anterior se concluye que existen, esencialmente, dos for-
mas distintas pero equivalentes de dar la solucién a la caracterizacién de los
filtros de paso bajo cuando son polinomios trigonométricos.

El problema de dar condiciones necesarias y suficientes a una funcién arbi-
traria H € L?(T™) para que sea filtro de paso bajo estd propuesto en las notas
del final del Capitulo 7 del libro de Herndndez y Weiss [46].

Para un MRA definido en L?(R) y con dilatacién diddica, en la literatura
aparecen varias caracterizaciones diferentes. Papadakis, Siki¢ y Weiss [62] han
formulado una de ellas. Dobrié¢, Gundy y Hitczenko [27] dieron otra en términos
probabilisticos. Ademds, Gundy [37] trata una cuestién ligeramente mas general:
describir los filtros de paso bajo para una (posiblemente no ortogonal) base de
Riesz.

A priori, si tenemos una caracterizacién de las funciones de escala de un
MRA, una forma trivial para obtener una caracterizacién de los filtros de paso
bajo H es la siguiente: Se define el producto infinito [[;2, | H(277t) | que
supongamos que existe y es no trivial, llamamos gg(t) = H]Oil | H277t) | vy
reescribimos todas las condiciones que ¢A> deberia satisfacer de acuerdo con la
caracterizacién de las funciones de escala que tengamos.

Por lo tanto, en el actual estado de conocimiento es un riesgo intentar dar
una descripcién de todas esas funciones H € L (T") que son filtros de paso bajo
para algin A-MRA. De todas formas, hemos decidido presentar los resultados
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de nuestro intento, entendiendo que la principal dificultad es encontrar una
formulacion adecuada que nos sirva para ese propdsito.

Parece que nuestra formulacion esta cerca de la version final, si es que existe.
Nuestras esperanzas estan basadas en el hecho de que las condiciones obtenidas
son suficientemente simples y que su formulacién, incluso para el caso general
de A-MRA, no es complicada.

Empezaremos desde la caracterizacion de las funciones de escala obtenida
en el Capitulo 1 y seguiremos la estrategia de Lawton. Hacemos notar que las
condiciones presentadas aqui son nuevas incluso en el caso clasico, es decir, para
un MRA definido en L*(R) y con dilatacién diadica.

2.2. Resultados

Para una funcién ¢ € L?(R") dada, denotamos

By(t) = D [t + k)P (2.4)

keZ™

El primer paso para el estudio de los filtros de paso bajo asodiados con una
funcién de escala de un A-MRA es obvio: Se deberia estudiar el producto infinito

[T1H@ ). (25)

Supongamos que el producto infinito (2.5) converge en casi todo punto de R".
Vamos a buscar una funcién de escala ¢ para un A-MRA que satisface la condi-
cién de que

[o(6) |= [T | H(A ) |
j=1

Asi, por el Teorema 1.14 de caracterizacién de las funciones de escala del
Capitulo 1, deberiamos ademds suponer que | ¢ | es A*-localmente distinta
de cero en el origen. Con dnimo de no repetir condiciones, introducimos la
clase T4 que consiste en todas las funciones medibles definidas en R™ tales
que 0 < f(t) < 1 en casi todo punto de R" y el origen es un punto de A*-
continuidad aproximativa de f si tomamos f(0) = 1. La clase II4 serd denotada
por II cuando el origen sea un punto de continuidad aproximativa de f.

Probamos el siguiente resultado.

Teorema 2.1. Sea A € LE tal que AZ™ C Z"™, y sea H € L*>°(T") una funcion
tal que el producto infinito H]Oil |H(A*77t)| converge en casi todo punto de
R"™ y es A*-localmente distinto de cero en el origen. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

~

A) La funcién 0, donde 0(t) := H;}il |H(A*77t)|, es una funcion de
escala de un A-MRA y |H| es su filtro de paso bajo asociado.

B) La tnica funcion f € LY(T™) (4 que es un punto fijo del operador
P es la funcion f = 1.
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Como una consecuencia del Teorema 2.1, podemos dar una caracterizacion
completa de los filtros de paso bajo asociados con funciones de escala. Para ello,
necesitamos la nocién de multiplicador de filtros, la cual para el caso unidimen-
sional fue introducida en [76].

Definicién 2.1. Se dice que una funcién medible m es un multiplicador de
filtros si cuando H es un filtro de paso bajo asociado con una funcién de escala
de algin A-MRA, entonces mH es un filtro de paso bajo asociado con una
funcién de escala de algin A-MRA.

En la definicién anterior, evitamos introducir la letra A, porque como vere-
mos més adelante (ver la Proposition 2.8) la clase de multiplicadores de filtros
es la misma para todas las aplicaciones lineales expansivas A4 : R" — R" tal
que A(Z"™) C Z™.

Sea

H(t) .
_ oy SiIH(E)]#0
m(t) = { O | o, (2.6)

y sea p cualquier funcién medible definida en R™ tal que

[p)]=1 enct. teR"y mp(t) = p(A"t)u(t), (2.7)

donde my esta definida por (2.6) (ver la prueba de la Proposicién 2.8 mads
abajo).

Teorema 2.2. A € LE tal que AZ™ C Z™, y sea H € L>®(T") tal que el
producto infinito Hjoil |H(A*77t)| converge en casi todo punto de R™ y es A*-
localmente distinto de cero en el origen. Entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

(A) VY que verifica (2.7), (1B)Y es una funcion de escala de algin A-
MRA, donde 0(t) := [[;2, |[H(A*7t)| y H es su filtro de paso bajo
asociado.

(B) La dnica funcién f € L*(T™) (114 que es un punto fijo del operador
P es la funcion f = 1.

Cuando n = 1y tenemos una dilatacién diddica, al operador P se le denotara
P; donde
toy 1 t+1,
— — H(——
D P FG)+ I H() P

En este caso, el Teorema 2.2 implica lo siguiente.

t+1

Pyf(t) =| H( 9

). (2.8)

Corolario 2.3. Sea H € L>(T) tal que el producto infinito H;‘;l |H(277)|
converge en cast todo punto de R y es localmente distinto de cero en el origen.
Entonces las siguientes condiciones son equivalenes:

(a) Yu que verifica (2.7), (ué\)v es una funcién de escala de algin MRA,
donde 9(t) :== Hjoi1 |H(279t)| y H es su filtro de paso bajo asociado.

(b) La inica funcién f € L*(T) NI que es un punto fijo del operador Py
es la funcion f = 1.
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2.3. Propiedades de los filtros de paso bajo

Como hemos mencionado al principio de la introduccién, dado un A-MRA
con funcién de escala ¢, existe H € L>°(T"™) que satisface la condicién (y) del
Teorema 1.14 del Capitulo 1.

La siguiente proposicién fue probada en [7] (ver ademads [59], [60], [24], [46]
para el caso cuando n = 1 y tenemos una dilatacién diddica).

Proposicion B. Sea H el filtro de paso bajo asociado a una funcion de escala
de algin A-MRA. Entonces

da—1
S IH@t+AT'p)) =1  enct teR" (2.9)
=0

El siguiente resultado estd probado en [7] (ver [24] para el caso n = 1y
dilatacién diaddica).
Proposicién C. Sea H € L>*(T") una funcidon que verifica (2.9). Si el producto
infinito T[;2, | H(A*=3t) | converge en casi todo punto, entonces
f(t) := [[Z, | H(A*7t) | pertenece a L*(R") y || §||L2(Rn)§ 1.

El siguiente lema estd demostrado en [7] (ver [24], [46] para el cason =1y
con dilatacién diddica).
Lema D. Sea H € L*>°(T") que satisface (2.9). Definimos, para todo N € N,
una funcién Ty : R" — R por

N
H H(A*™ Jt |X éé]n(A Nt) teR"

FEntonces
> ICn(t+k)[>=1  enct teR" (2.10)
keZ

Para caracterizar los multiplicadores de filtros, necesitamos el siguiente lema
probado por Grochenig y Madych [34].
Lema E. Sea A € LE tal que A(Z"™) C Z". Entonces cualquier solucidn inte-
grable de
= > ¢(Ax k) (2.11)

keA 4

es unica salvo por multiplicaciones por una constante y estd soportada en el
compacto

Q={xeR" : x=) A7Jb;, b;jeA,}. (2.12)
j=1

Si ¢, es una funcién con soporte compacto que satisface (2.11), entonces por
el bien conocido Teorema de Paley-Wiener-Schwartz (ver [48] p. 181) tenemos
que | {t e R" ¢h( ) = 0} |,= 0. Por lo tanto si tomamos @ = ¢h(<1>¢h) z,
donde ®4, estd deﬁnlda por (2.4), entonces ¢ serd una funcién de escala de un
A-MRA (ver [6] seccién 2) y tenemos la siguiente afirmacion:

Afirmacion 1. FExiste un filtro de paso bajo H asociado con una funcion de
escala ¢ de algin A-MRA tal que | {t e R" : H(t) =0} |,=0.
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La prueba de la siguiente proposicién estd contenida en la demostracién
del Teorema 4.2 del articulo de Bownik, Rzeszotnik y Speegle [9] (ver ademds
Capitulo 3).

Proposicién F. Sea A € LE tal que A(Z"™) C Z". Existe una funcion de escala
¢ de un A—MRA tal que gg: xe donde E C R"™ es un conjunto medible.

Como una consecuencia directa del Teorema 1.14 en el Capitulo 1, y de la
Proposicién B, se tiene la siguiente proposicién.

Proposicién 2.4. Sea H el fitro de paso bajo asociado con una funcion de
escala de algin A-MRA. Entonces el origen es un punto de A*-continuidad
aprozimativa de la funcidn | H | si tomamos | H(0) |= 1 y cualquier punto
A*pr i =1,..da — 1, es un punto de A*-continuidad aprozimativa de | H |
si tomamos | H(A*~1p?) |= 0.

La siguiente proposicién nos da una expresion del médulo de la transformada
de Fourier de una funcién de escala de un A-MRA como un producto infinito

12, [ H(A*t) |

Proposicion 2.5. Sea H el fitro de paso bajo asociado con una funcion de
escala, ¢ de algin A-MRA. Entonces

16(t) |= [] | H(A*7t)|, enct teR" (2.13)
j=1
Demostracion. Desde la definicion de filtro de paso bajo, dado N € N, tenemos
que

o(t) = [[TH(A*7t)]p(A*Nt) enct. teR™

=

Jj=1

Por otro lado, de acuerdo con la condicién (a*) del Teorema 1.14, el origen es un

punto de A*-continuidad aproximativa de |(Z| si tomamos |(;A5(O)\ = 1. A partir
de aqui, la Proposicién B.30 del Apéndice B nos dice que existe una sucesion
creciente de nimero naturales {jn}3%_; C N, tal que

lim |p(A* V)| =1 para c.t. t € R".

N —o0c0

Ademds, como |p(A*t)| < |p(t)| en c.t. t € R, podemos concluir que
lm | p(A* Nt |=1, para c.t. t € R".
N—o00

De esta manera, si ponemos junto todo lo anterior, obtenemos que

N ~
, t ~
lim H | HLA*77t) |= lim M =| ¢(t)| paract.teR".
N—>ooj=1 N—oc0 | ¢(A**Nt) |

O

Una versién de la siguiente proposicién aparece en [62] para el cason =1y
con dilatacién diddica.

Proposicién 2.6. Sea A € LE tal que A(Z"™) C Z". Sea H € L>®(T") que
satisface (2.9). Ademds, sea 0(t) = Hjoil | HA*77t) | en c.t. t € R", entonces
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i) para cada N € Z, @\(A*’Nt) < §(A**N*1t) en c.t.p. de R";

i1) los limites en las siguientes desigualdades existen para c.t.p. de R™ y

0< lim B(A™Nt) <B(t) < lim A(A*Nt) < 1;

N—o0

iii) Hmy_oo O(A*"Nt) es 0 bien 0 o bien 1 en c.t. t € R". Ademds, el
primer caso ocurre si y solo si (A*~Nt) = 0 para todo N € Z.

Demostracion. La prueba de ) es una consecuencia inmediata de la definicién
de 6 y del hecho de que |[H(t)| < 1en c.t. t € R™

La propiedade i) se sigue desde el hecho de que 0 < a(t) <lenct.teR"
y de la monotonicidad expresada en i).

Para probar ii7) observar que por la condicién i4), existe el limy_ @(A*—Nt)
VYt € R"\ G donde G C R" es un conjunto medible tal que |G|, = 0. Ademds,
si denotamos F = {t € R" : 3N € Z tal que |[H(A*Nt)| > 1}, desde nuestras
hipétesis, |F|, = 0.

Dado t € R™ \ G, es obvio que si §(A*Nt) = 0 para todo N € Z, entonces
limpy oo a(A**Nt) = 0. Por otro lado, dado t € R" \ (G U F)), si existe un
Ny € Z tal que §(A*_N°t) = 0, tenemos

0<f(ANot) = T [H(A T Not)| = ] [H(A D),
=1 j=No+1

entonces

N .

I 1HA ) >0 VN >No+1.

j=No+1
Asi, cuando N > Ny + 1 tenemos que
oAty = T |H(A*7t)|6(ANt) >0,
Jj=No+1

N *—j o) 14
y consecuentemente, como {[[;_x i [H(A*77)[}F¥_n,41 s una sucesién no
creciente tal que

N
. *—j A7 Ax—N,
Jim T (HATI) = 4T Vo),
j=No+1
podemos concluir que
~ (A= Nog
lim (A Nt) = — ( ) — =1
N=eo Hj:N0+1 [H(A*7t)]|

O

Como una consecuencia de la Proposicién2.6, obtenemos el siguiente coro-
lario.
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Corolario 2.7. Sea H € L>(T") tal que se verifica (2.9). Ademds, sea

o(t) = [1Z, | H(A*9t) | en c.t. t € R™. Entonces o bien la funcién 6 no es
A*-localmente distinta de cero en el origen, o bien es un punto de A*-continuidad
aprozimativa de 6 si tomamos 6(0) = 1.

Demostracion. Es suficiente probar que si 9 es A*-localmente distinta de cero
en el origen, entonces el origen es un punto de A*-continuidad aproximativa
de 6 si suponemos que 6(0) = 1. Desde nuestras hipdtesis y de acuerdo con la
Proposicién B.34, existe una sucesién {Ny}72; C N, Ny > Nj_1, tal que existe
un kg € N tal que si k > kg, tenemos que 5(A*_th) # 0, en ct. t € R".
desde la condicién 4ii) de la Proposicién 2.6, limy_,s |§(A_Nt)\ = 1 para c.t.
t € R". Asi, podemos concluir nuestra prueba directamente desde la Proposicién
B.28. O

La siguiente proposicion generaliza una afirmacién similar para el caso uni-
dimensional probado en [76].

Proposicion 2.8. Una funcion medible m es un multiplicador de filtros si y
solo si m es una funcién Z"-periddica y | m(t) |=1 en c.t. t € R".

Demostracion. Sea A € LE tal que A(Z™) C Z™. Supongamos que m es una
funcién medible Z"-periédica y | m(t) |= 1 en c.t. t € R". Afirmamos que existe
una funcién medible p: R™ — C tal que | u(t) |[=1enct. t e R" y

m(t) = u(A*t)u(E). (2.14)

Tomamos el conjunto F' = By \ U2, A*7/Bi, y observamos que | F [,> 0.
Sabemos que d4 es un nimero natural, asi d4 > 2 y tendremos

A B |, < d7? | By ln=——— | B1 [n<| Bi |n,
\J!l 1] ;A| 1| dA—1| 1 [n<| By |

donde la primera desigualdad es cierta porque cualquier conjunto A*~7B; con-
tiene un entorno del origen, y la ultima desigualdad es cierta ya que d4 > 2.
Después, observamos que

ATF(AYF =0 sijicZyi#j. (2.15)

Si x € R™\ {0}, como A es una aplicacién lineal expansiva, existe N € Z
tal que x € A* VB y x ¢ U?‘;NH A*7IB;. De esta manera,
x e A*NpB; \U?‘;NJFI A*~IB; = A* N F. Entonces U;‘;ioo AYF =R"\ {0}
Ahora estamos preparados para construir una funcién medible p tal que
|(t)] = 1 en ct. t € R™ y se verifica (2.14). Primeramente definimos p sobre
F' que sea una funcién medible tal que |p(t)] = 1 si t € F. Desde (2.15), si
x € A*F, podemos definir

() = m(A* (A" %), (2.16)

y entonces (2.14) se satisface claramente para t € F. Asi, paso a paso podemos
definir p sobre los conjuntos Fy = Uj‘\;o A*F| y por lo tanto (2.14) es vélida
sobre Fly.
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De una forma andloga, si t € A*~'F podemos definir

() = p(A*6)m(E), (2.17)

y entonces (2.14) serd cierto para t € A*~!F. Si continuamos paso a paso

definiendo p sobre los conjuntos En = Ujv:1 A*7IF, de tal forma que se cumple
la condicién (2.14) sobre Ey, entonces terminamos la construccion.

Sea H un filtro de paso bajo asociado con una funcién de escala ¢ de algtin A-

MRA. Afirmamos que H = mH es un filtro de paso bajo asociado con la funcién

de escala 5 donde (E = /1,(/5. Veamos que para 5 se satisfacen las condiciones del
Teorema 1.14 en el Capitulo 1. Estd claro que las condiciones (a) y (3) se
verifican. Ademas,
HA') = p(At)9(A"t) = u(A"6) H ()o(t)
= (AT u(t)H(t)u(t)o(t
= m(t)H(t)d(t) = H(t)o(t),

con lo que ¢ también verifica la condicién (y) del Teorema 1.14.

Para probar la condicién necesaria, suponemos que m es un | multiplicador
de filtros. Sea ¢ una funcién de escala de un A-MRA tal que ¢ = xg donde
E C R" es un conjunto medible. Esta funcién de escala existe por la Proposicién
F. De acuerdo con la condicién (y) del Teorema 1.14, Hg(t) = xa+—1g1zn(t)
en c.t. t € R", serd un filtro de paso bajo asociado con la funcién de escala ¢g.
De esta manera, por la Proposicién B, tenemos

|(A*'E — A" tpr + Z7) ﬂ(A**lE — A p + 2], =0, (2.18)
1,1 €{0,....,ds — 1}, i #1, y ademds

U (A*'E - A pH) +Z" =R" enc.t.p. de R". (2.19)
i€{0,...,da—1}

Al ser mHg un filtro de paso bajo asociado con una funcién de escala de un
A-MRA, por la Proposicién B

da—1
1 = Y |mt+A7"p))Hp(t+ A 'p)) |
=0
da—1
= |mt)xa—1p1z () + Y It + AT p) P a1 po a1, ze (B)
=1

en c.t.p. de R"™. Asi, por (2.18) tenemos
|m(t)] =1 enct. te A B+ 7" (2.20)

Por otro lado, sea Hj, un filtro de paso bajo asociado con una funcién de escala
de un A-MRA tal que | {t € R" : Hp(t) = 0} |,= 0. Este filtro de paso bajo
existe de acuerdo con nuestra Afirmacién 1. Entonces, como mH}, es otro filtro
de paso bajo de algiin A-MRA, por la Proposicién B y por (2.20),

da—1
[Hu(6)*+ > [m(t+A" ') P|Hp(t+A"'pi)|> =1 enct. t€ A E+ 2"

i=1
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Por lo tanto, como particularmente Hj, satisface la Proposicién B, tenemos
da—1
> (Im(t+ AP = DIHp(t+ A" 'p)P =0 enct te ATE+Z"
i=1
(2.21)
asi, como habiamos supuesto que | {t € R" : Hp(t) = 0} |,= 0, desde (2.21)
y por (2.19), podemos concluir que

Im(t)] =1 para c.t. t € R".

Al ser Hp(t) # 0 en c.t.p. de R", y H := mH}, es un filtro de paso bajo de

un A-MRA, entonces la funcién m(t) = }i((tt)) estd bien definida en c.t.p. de R™

como una funcién Z"-periédica. O

Como una consecuencia directa de la Proposicién 2.8 podemos ver que una
funcién medible H es un filtro de paso bajo de un A-MRA si y solo si | H | es
un filtro de paso bajo de algin A-MRA.

2.4. Prueba del Teorema 2.1.

Empecemos con la prueba de la implicacién A) = B). Que f = 1 es un
punto fijo del operador P es una consecuencia inmediata de la Proposicién B.
Supongamos que f € LY(T™)(II4 es un punto fijo del operador P.

Vamos a probar que
/ ft)dt > 1.
[0,1]™

Esta condicién anterior junto con la hipétesis f € 114 nos dirdn que f = 1.
Si utilizamos la igualdad Pf = f, obtenemos

t)dt = P t)dt
/[O,l]nf() /H (Ht)

da—1
/[( 2 THAT ) P A e
U™ =0

daf CTHOP fod=di [ [HOP A
[0,1]" —3,3]"

donde la tercera igualdad es cierta por la condicién (4¢) del Lema 1.8, y la dltima

igualdad es cierta porque tanto H como f son funciones Z"-periédicas.

Si hacemos el cambio de variable A*t = v, obtenemos
[ f@d = [ P
0,1]n n

= [ TH@T P PR (47 e

donde la ltima igualdad es cierta ya que Pf = f.
Iterando los cdlculos anteriores y utilizando que A*Z"™ C Z", entonces

RS

N

C1ap (ATVE)dE (2.22)

| H(A™t) |7 f(A M)y
1
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Definimos

2

Tnf(t H H(A*77t) |2 f (A"‘*Nt)x[,%’%]n(A*th)7 para N € N.

Como el origen es un punto de A*-continuidad aproximativa de la funcién
X[-1.4m ¥ de f, entonces el origen es un punto de A*-continuidad aproximativa
de x|_ 1gn f. Asi, de acuerdo con la Proposicién B.30 del Apéndice B, existe

una sucesién creciente de nimeros naturales {Ix}3_; C N, Iy > Iy_1 tal que
oo
lim Ty, f(t) = H | H(A*77t) |?, paract.t€R". (2.23)
N—o00 .

Finalmente, si aplicamos el Lema de Fatou, podemos aseguar que

/ fO)dt = lim [ Ty f(t)dt > / Jim Ty f(t)dt
[0,1] —oo

N—oo Rn n
= / [T 2@ ) 2 dt:/ 16(t) | dt =1,
nj:1 R”

donde las tres tdltimas igualdades son ciertas por (2.23), por la Proposicién 2.5
y porque 6 es una funcién de escala.

Provbemos ahora la implicacion B) = A). En primer lugar, obsérvese
que podemos redefinir H en un conjunto de medida nula para que H satisfaga
(4.37) para todo t € R". Podemos hacer esto ya que tenemos la igualdad G =
UdA "(G+A*1p¥) donde G C T", | G |,= 0, es el conjunto excepcional donde
la igualdad (4.37) no se verifica. Que G C UdA "(G 4+ A*~1p?) es obvio. Para
probar que G D UM G+ A 1pr), sea s € UM (G + A 1p
3l € {0,...,ds — 1} tal que s =t + A*~'p; donde t € G. Hallamos

), entonces

da—1 da—1

> IH+ATP) P = Y [HE+ AT () +p))
b

> IH(t+ A (p; + A"k)) |
j=0

da—1

YOI H@E+ AT (p) P£ 1,

Jj=0

donde la segunda igualdad es cierta ya que {p; + pl}d*‘ ! recorre todas las

clases de equivalencia de Z"/A*(Z"), la tercera igualdad se verifica porque H
es una funcién Z"-periddica y tenemos la tltima desigualdad desde la definicién
del conjunto G.

Después, redefinimos | H(t) \7 sited.

Por la Proposicién C, tenemos que 0 € L*(R").
Tomamos la funcién ®y definida por (2.4). Vamos a probar que ®y es un
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punto fijo del operador P. Tenemos

da—1
Dp(t) = D [0t+R) = > Jot+k) P
kez" 1=0 kep;+A*Z"
da—1 R
= > > |0t+p;+A%q)
i=0 qeZ™

Asi, desde la definicién de 5, obtenemos

da—1
Bot) = > S [HA e+ AT pl +q) PlO(AT 6+ A p] 4 q)

i=0 qeZn"

da—1 R

= Y JHA T+ AT P Y 16(AT e+ A ) P

i=0 qeZn
da—1
N L H(AT e+ A p]) 2 @(AT T+ AT p]) = P(®)(8),
1=0

para c.t. t € R", donde la segunda igualdad es cierta porque H es una funcién
Z"-periédica.

Si probamos que la funcién ®y pertenece a L'(T™)(Il4, entonces por la
condicién B) del Teorema 2.1 tendremos que ®y(t) = 1 para c.t. t € T". Asi,
por el Teorema 1.14, la funcién 0 es una funcién de escala de algin A-MRA con
filtro de paso bajo asociado H. Con lo que terminaremos la prueba del teorema
si probamos que ®y pertenece a L' (T™) (N I4.

Obviamente, 0 < $y(t) en c.t. t € R" y es una funcién Z"-periddica.

Definimos, para cada N € N, una funcién I'y : R" — [0, 1] por

N
Tn(t) = [ IHA ) x1 10 (ANE)  teR™

j=1

ll
22

Dado cualquier t € R™ fijo, encontramos un Ny € N tal que t € A*N[—1 1]n

para todo N > Np. Asf, la sucesion {I'y (t) }F_ y, es una sucesién no decreciente
y no negativa que convergera en todo punto y evidentemente coincidira en c.t.p.

de R" con la funcién 6(t).

Asi,
sup essgc(_1 170 Po(t)
= ]\}im SUD eSSge(_1 1 Z |§(t+k)|2
- kezn
ke[-N,N]»
< 1\}1111 SUp €SSge( 1 1 Z |Tr,(t+k) 2
- kezn
ke[—N,N|"
< A}im SUp €SSgc[_L L} Z T (t+k) [P=1
o KeZ"
donde Ly € N tal que t + k € A*LN[ 1 1] para todo t € [75, 5} y para

todo k € [N, N|", y ademés, la dltima 1gualdad es cierta por el Lema D.
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Nos queda por probar que el origen es un punto de A*-continuidad aproxi-
mativa de @y si tomamos Py(0) = 1. Por hipétesis, 6 es A*-localmente disitinta
de cero en el origen, con lo que, de acuerdo con el Corolario 2.7, el origen es un
punto de A*-continuidad aproximativa de la funcién 6. Desde aqui, las desigual-

dades 6(t) < ®y(t) < 1 nos dicen que el origen es un punto de A*-continuidad
aproximativa de @y si tomamos Py(0) = 1. O



Capitulo 3

ONDICULAS,
FUNCIONES DE ESCALA
Y FILTROS DE PASO
BAJO CON SOPORTE
MINIMAL EN LA
FRECUENCIA

En este capitulo estudiaremos propiedades de funciones de escala de algin
A-MRA tales que el médulo de su transformada de Fourier es una funcién
caracteristica y la dilataciéon A : R® — R™ es una aplicacién lineal expansiva
tal que AZ™ C Z".

El siguiente resultado nos proporciona una idea de céomo es el soporte de la
transformada de Fourier de una ondicula o de una funcién de escala (cf. [46], p.
53).

Proposicién A. Sea g € L?*(R"™) tal que {g(- — k) : k € Z"} es un sistema
ortonormal. Entonces | sop g |n,> 1. Ademds, se tiene la igualdad si y solo si
| g |= xs donde S C R™ es algin conjunto medible.

Demostracion. Desde nuestras hipétesis, || g || 2(g»)=|| 9 || 2(g»)= 1, y ademads,
el Lema A del Capitulo 1 nos dice que |g(t)] < 1 en c.t. t € R", entonces

|sop gln :/ dt 2/ |9(t)|%dt = 1.
sop § "

Por otro lado, si |sop g], = 1 y existe un conjunto medible E C R"™, |E|, > 0,
tal que |g(t)] <1V t € E, tenemos una contradiccién ya que

L= = [ [5(0)Pds < sop G\ Bl + B = 1.

sop g

De esta manera podemos concluir que |[g(t)] = 1 en c.t. t € sop g. Finalmente,
si {g(- — k) : k € Z"} es un sistema ortonormal y | § |= xs, entonces tenemos

33
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que
IS]n = [s0p Gln =l G lL2mm)= 1.
O

Un tipo de ondiculas que han interesado a varios autores son aquellas cuya
transformada de Fourier es una funcién caracteristica. (cf. [38], [29], [44], [43],
[23], [22], [2], [35], [9]). Quizds, este tipo de ondiculas no tenga, hasta ahora, de-
masiado interés en aplicaciones debido en gran parte a la falta de regularidad,
pero, por otro lado, nos son de gran utilidad para comprender méas profunda-
mente la estructura de las ondiculas en general. Un ejemplo clasico es la ondicula
de Shanon, es decir, la funcién ¢ € L?(R) tal que

O(t) = e g donde I=[-1,—=

2) U (57”'

La Proposicién A nos dice que dada una familia de ondiculas ¢(¥ € L?(R"),
d =1,...,s, asociada con una dilatacién fija A y tal que | @\(d) |= xxk, donde
K; C R” es un conjunto medible, resulta que el soporte de ﬁ(d) tiene medida
minimal; en este sentido decimos que es una familia de ondiculas con soporte
minimal en la frecuencia (A-MSF ondiculas). En la misma direccién y sentido
¢ es unaA-MSF funcién de escala cuando ¢ es una funcién de escala de algin
A-MRA, tal que |¢| = xg, donde E C R™ es un conjunto medible.

Nuestro objetivo en este capitulo es estudiar las A-MSF funciones de escala
de algtin A-MRA, en particular, estudiaremos los conjuntos medibles £ C R"
para los que la funcién ¢ € L2(R™), tal que | ¢ |= x &, es una funcién de escala
de algin A-MRA.

Papadakis, Siki¢ y Weiss [62] dan una caracterizacién de estos conjuntos en
el caso particular n = 1 y dilataciéon diddica.

En esta direccién, Gu y Han [35] probaron lo siguiente.

Teorema (Gu y Han). Sea A una matriz real y expansiva n x n tal que
A(Z"™) CZ"™ y da = 2. Entonces existe un conjunto E C R" tal que (ﬁXE)V
es una ondicula que surge de algin A-MRA.

Ademads, a partir del conjunto F, construyen un conjunto medible S C R"
para el que la funcién ¢ € L?(R™) tal que ¢(t) = xs(t) es una funcién de escala
de algin A-MRA.

Sin la hipétesis adicional d4 = 2, la siguiente proposicion esta contenida en
la prueba del Teorema 4.2 del articulo de Bownik, Rzeszotnik y Speegle [9].
Proposicién (Bownik, Rzeszotnik y Speegle). Sea una aplicacion A € LE
tal que AZ™ C Z". Existe un conjunto medible S C R™ para el que la funcién
¢ tal que ¢(t) = xs(t) es una funcidn de escala de algin A-MRA.

Ademas, dan una caracterizacién de tales conjuntos S.

En este capitulo, daremos una caracterizacién diferente de esos conjuntos
medibles E.

Para el caso cuando n = 1 y la dilataciéon es diadica, se conocen algunos
ejemplos de funciones de escala ¢ de un MRA tales que el origen no es un
punto de continuidad de | ¢ |, (ver [24, pdg. 143], [32]). En este capitulo, para
cada dilatacién A, expondremos ejemplos de funciones de escala ¢ de algtin A-
MRA tales que el origen no es un punto de continuidad de | ¢ |. De esta manera,
veremos otra forma de construir A-MSF funciones de escala y por tanto familias
de ondiculas.
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__ Porotro lado, el filtro de paso bajo H asociado a la funcién de escala ¢ tal que
o(t) = xs(t), verifica que | H |= xg, donde E C R™ es un conjunto medible.
Ademés, reciprocamene, si un filtro de paso bajo H es tal que | H |= xg,
donde £ C R"™ es un conjunto medible, entonces H estd asociado con una
A-MSF funcién de escala. En virtud de esta relacién tan estrecha entre las A-
MSF funciones de escala y sus filtros de paso bajo asociados, también estamos
interesados en el comportamiento de tales filtros.

En particular, nuestro estudio sobre los filtros de paso bajo nos permite

quitar la hipétesis de continuidad en el origen de la funcién H en el siguiente
teorema en [43].
Teorema (Herndndez, Wang y Weiss). Sea H una funcidn medible y 1-
periodica definida en todo el espacio R tal que H es continua en el origen y
| H(0) |= 1. Entonces H es un filtro de paso bajo asociado con una MSF ondicula
sty solo si | H |= xg, donde E C R es un conjunto medible que satisface

1 X<
XE(§)+XE(§+§):1 enct. £€ER y | m23E|1: 1.
j=1

Finalmente daremos ejemplos de familias de A-MSF de ondiculas (®, d =
1,..., s, donde la principal novedad es que el origen no serd punto de continuidad

de alguna de las funciones | ¥4 | d € {1,...,s}.

3.1. Caracterizaciéon de A-MSF funciones de es-
cala

Como una consecuencia de la caracterizacién de las funciones de escala dada
en el Teorema 1.14 del Capitulo 1, mostraremos una caracterizacion de los con-
juntos medibles E C R™ para los que la funcién ¢ € L?(R") tal que | ¢ |= xg
es una funcién de escala de algin A-MRA.

Corolario 3.1. Sea A € LE tal que AZ™ C Z"™ y sea E C R™ un conjunto
medible. Las siguientes condiciones son equivalentes.
(A*) La funcion ¢ € L*(R") tal que | $ |= xE es una funcidn de escala
para algin A-MRA.
(B*) (a) | E |n,=1y Er. =[0,1]™ en c.t.p.
(b) E €Dy-.
(¢c) A*"'ECE enc.tp.

(C*) (b*) La funcion | 0 |= xE es A*- localmente distinta de cero en el
origen, y ademds, se cumplen (a) y (c).

Para realizar la demostracion del corolario necesitamos la siguiente obser-
vacion.
Observacién 3.2. Sea E C R™ un conjunto medible. Entonces Epn» = [0,1]" en
ct.p,y| E|n=1,sly solo si

Y xpt+k)=1 enct teT"
keZn



56

Demostracion del Corolario 3.1. (A*) = (B*). Al ser ¢ una funcién de
escala de algiin A-MRA, de acuerdo con el Teorema 1.14 del Capitulo 1, satisface
las condiciones (3) (a*), (8) y (7). Asi, desde (3) sabemos que

Y xpt+k)=1 enctteT”
kezZn

con lo que, la Observacién 3.2 nos dice que | E |,= 1y que Er» = [0,1]" en
c.t.p.
Desde la condicién (), sabemos que existe H € L>(T™) tal que

Xe(A't) =| H(t) | xg(t)  enct.teR"

con lo que A*"'E C E en c.t.p..

Finalmente, la condicién (a*) nos dice que el origen es un punto de A*-
continuidad aproximativa de xg si tomamos xg(0) = 1, asi, en particular, el
origen es un punto de A*-densidad de E.

(B*) = (C*). Es trivial.

(C*) = (A*). Es suficiente con comprobar que la funcién ¢ € L?(R") tal
que | ¢ |= xE, satisface las condiciones (2) (), (3) v (7) del Teorema 1.14.

Como tenemos por hipétesis que Ern = [0,1]" en c.t.p., vy | E |,= 1, por la
Observacién 3.2,

Z xe(t+k) =1 en c.t.t € T,
kezZn

es decir, se verfica la condicién (3).

Por otro lado, desde las hipdtesis, la funcién | (E |= xE es A*-localmente
distinta de cero en el origen.

Asi, nos falta probar la condicién (), es decir, que existe H € L>=(T") tal
que || H [[oc< 1y

o~

H(A*t) = H(t)p(t)  enct. te R

Al ser el conjunto E el soporte de la funcién QZ, estd bien definida la siguiente

funcién R R
d(A*t)/P(t) teE.
t) =
m(t) { 0 teR"\E.
Como por hipétesis tenemos que | F |,= 1y que Ern = [0,1]" en c.t.p.,

podemos definir una funcién medible H que sea Z™-periddica a partir de la
funcién m de la siguiente manera

Hit) = m(t+ky)  sidk, € Z" tal que t +ky € E.
o 0 si Yk € Z" tenemos que t + k ¢ F.

De la definicién de la funciéon H, es evidente que || H ||< 1y que

~

B(A*t) = H(t)p(t) enct. te E.
Asi, para finalizar la prueba del corolario, sélamente nos falta comprobar que

0=H(t)p(t) enct teR"\E. (3.1)
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Para ello es suficiente con comprobar que Yk € Z" \ {0} tenemos que

| ENA*"'E +k |,= 0, pero efectivamente, esto anterior es cierto ya que como
A*"1E C FE en c.t.p., tenemos que | EA*'E +k [,<| EN(E + k) [,= 0,
donde la ultima igualdad se sigue de la Observacién 3.2. O

Observacion 3.3. Hemos visto que el filtro de paso bajo, H, asociado con una
funcién de escala ¢ tal que | ¢ | es una funcién caracteristica, satisface que | H |
es una funcién caracteristica.

3.2. Construccion de A-MSF funciones de escala

Como hemos visto en la introduccién de este capitulo, en [9] se prueba que
para cualquier dilatacién A € LE tal que AZ™ C Z", existe un conjunto medible
E C R" para el que la funcién ¢ definida mediante ¢(t) = xg(t) es una funcién
de escala de algiin A-MRA. Nos preguntamos aqui si existen tales conjuntos con
la propiedad anadida de que no contengan nungun entorno del origen. Construi-
remos los conjuntos E de forma ligeramente diferente a la contruccién dada [9)].

Proposicién 3.4. Dada A € LE tal que AZ™ C Z™ existe un conjunto medible
E C R"™ que no contiene ningin_entorno del origen y para el que la funcion
¢ € L*(R"), definida mediante ¢ = xg, es una funcion de escala para algin
A-MRA.

Para probar la Proposicion 3.4 necesitamos los siguientes resultados previos.

Lema 3.5. Sea A € LE tal que AZ™ C Z" y sean E,G C R™ dos conjuntos
medibles tal que Etn = Gn. Entonces (AE)tn = (AG)n.

Demostracion. Por simetria en la notacién, es suficiente ver que se verifica la
inclusién (AE)p» C (AG)7~. Sea x € E' y sea kyx € Z™ tal que x + ky € [0,1)".
Como (E)r» = (G)r=, entonces existe k'y € Z™ tal que x + kyx + k'x € G. Asi,
hemos probado que Vx € E, dk € Z" tal que

x+ked. (3.2)

Por otro lado, seay € (AE)Tn, entonces existe ky, € Z™ tal que y+k, € AE.
Asi, A7y + A7 'k, € E. Ademas, desde las hipétesis y (3.2), existe k’y € Z"
tal que

Ay + A7y + Ky €G,

con lo que y + ky + Ak'y € AG.
Finalmente, como por hipétesis sabemos que AZ™ C Z", tenemos que ky, +
AK'y € Z", y desde aqui, podemos concluir que y € (AG)rn. O

Recordamos que nuestro objetivo en esta seccién es encontrar un conjun-
to con todas la propiedades que nos indica la Proposicién 3.4. Empezamos la
construccién mencionando algunos hechos. Al ser A € L&, IR > 0 tal que

11

U;=g A7 Br C [~3, 5]" Denotamos por S := (J;2) A~/ B y observamos que

| AS\ S |,> 0 ya que A es expansiva.

Observacion 3.6. Como A es expansiva Jjo € N tal que si j > jo entonces
A7IBpR C Bg, de esta manera podemos escribir S = ;“:0 A77Bpg.
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Si ahora, para cada | € {0,1,2,...} definimos S; = A~!S\ A~!=1S, entonces
podemos asegurar que S; son disjuntos y que S = J,2, Si.

Como | S\ A7LS |,,> 0, entonces Ir > 0 y existe yg € R™ tal que B, + yo
est4 contenido en el interior de Sp y ademas | So \ (B, + yo) |n> 0.

Tomamos el siguiente conjunto F' C R",

F=JA7(Bos, +y0)
j=0

y definimos

Ey=S \ F= Loj (SJ \A_j(Bgfj',« + Y())). (33)

Jj=0

Observacidon 3.7. Tenemos que | Ey |,> 0 ya que para cada j € N,
A7I(By +yo0) C S con | S; \A7(Br +yo0) |n> 0y By-i, C B,.

Proposiciéon 3.8. El conjunto Ey definido en (3.3) satisface las siguientes
propiedades.

a) AilEo C Ey.
b) Ey € Dy

Demostracion. Para comprobar a), hallamos

AT'Ey = | J(S;\ AT (By-sr + y0))
j=1
c | J(S; \ A7 (By-s, + y0)) = Eo,
=0

donde la inclusién es cierta porque los \S; son disjuntos y porque B, +yo C Sp.

Veamos b). Primero, observamos que el conjunto S satisface las condiciones
de la Proposicién B.7 en el Apéndice B. Ahora, como los S; son disjuntos y
A7 (By-i, +y0) C S;, 5 €{0,1,2,..}, dado | € N, tenemos que

| AN E | U2 S) NUZo(S \ A (Basr +¥0)) [n

| A~LS |, | Ujil Sj In

| U52(S5 \ A7 (Ba-ir + ¥0) |n
Uiz 95 |n
Q(i A_] B —jr+ n > —TA~I
U AD B i30S2 B,
| Uj:l Sj |n j=l dA ‘ S |n

oo

| By |n -
= 1= 2 (2Mda)™
dAl|S|nJZ_:l

o0

Jj=0

=1
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Desde aqui, al ser dg > 1, la serie Z;’;O(Q"dA)’j es covergente y podemos

concluir que
[ ATISNEo |n

lim =1

l—00 | AilS |n ’

con lo que, finalmente de acuerdo con la Proposicién B.7 damos por finalizada
la prueba de b). O

Lema 3.9. Sea A € LE tal que A(Z") C Z", y sea E C R" un conjunto medible
y acotado. Entonces existe un conjunto medible F C AE\ E para el que

Vx € AE\ E, Jun dnico qx € Z" tal que x + qx € F. (3.4)

Demostracion. Sea F = AE \ Ugezn (E + k). Observar que F es un conjunto
medible. Dado k € Z", denotamos por Qx = [0,1)" + k.

Definimos el conjunto medible F' mediante:

Sea Q : N — Z" una aplicacién biyectiva tal que si j; < jo entonces

1201 (1] 22) |-
Para cada j € N, tomamos los siguientes conjuntos medibles

Fy = (FN Qo) =Q0) v B = [F;\UenFi] +90).

Finalmente el conjunto F' = UjenF; cumple (3.4). Ademds, como AE es
acotado, ya que F es acotado y A es una aplicacién lineal, entonces sélo tenemos,
como mucho, un nimero finito de conjuntos F} distintos del vacio, y por lo tanto
podemos concluir que F' es medible. O

Proposicién 3.10. Sea A € LE tal que AZ™ C Z™. Para cada N C Ng existe
un conjunto medible En C R™ con las siguientes propiedades.

i) (Ex)m = (AN Ep)Tn.
i) | En [n=| (EN)1r |n -
iii) A"\Ey C Ey.

Demostracion. Si N = 0, tomamos el conjunto Ey definido en (3.3). A partir
del conjunto Ey, definimos el conjunto

G1 = AEy \ Ey. (3.5)

Después, de acuerdo con el Lema 3.9, podemos tomar un conjunto medible
Fy C G tal que

Vx € (G1)r» \ (Eo)r» 3 un unico qx € Z" tal que x + qx € Fi. (3.6)
Finalmente, definimos el conjunto E; € R™ como
Ei=F U Ej.

Si iteramos el proceso anterior, para cada N C Ng construimos un conjunto
medible Ex C R™.

Ahora nos falta comprobar que estos conjuntos En, N € Ng satisfacen las
propiedades deseadas. Lo haremos por induccién en N € Np.
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Desde la definicién de Ey estd claro que satisface las propiedades i) y ii).
Ademsds, la Proposicién 3.8 nos dice que Ej satisface la propiedad iii). Ahora,
sea N > 0 y supongamos que el conjunto Ey satisface las tres propiedades
anteriores, probaremos que el conjunto Ey1 también las satisface.

Primero, vamos a ver que Ey 1 satisface la propiedad 7). Desde la construc-
cién de nuestro conjunto Eny1, existen dos conjuntos medibles Gyy1 ¥y Fniy1
definidos de forma andloga a (3.5) y a (3.6), respectivamene. Asi,

(Ext1)mr = (Fnga UEN)’]I‘" = (GNni1 UEN)'E" = (AEN)Tn.

Finalmente, como el conjunto Ey satisface la propiedad i) y de acuerdo con el
Lema 3.5, obtenemos que

(En+1)mn = (AN T Ep)pa.

Veamos ahora que el conjunto Fx 1 también satisface la propiedad #7). Des-
de su construccion,

| Ens1 ln=| Fns1 | JEN |n=| Fx41 In + | EN |n,

ya que Fxy1 C AEN \ En.
Ademss, es facil observar que | Fxi41 [n=| (FN+1)T» |n, ¥ como, también el
conjunto Ey satisface la condicién ii), es decir, | Ex |n=| (EN)Tn |n, entonces

| Exitln = [ (Fve) o+ [ (EN) [n=| (Fy0) (JEN)T |0
| (P U Ev+1)mo ln=| (Exs1)m0 [,

donde la segunda igualdad es debida a que desde la definiciéon de Fiy 41, sabemos
que | (Fn41)rr (W(EN) [n= 0.
Finalmente vamos a comprobar que En. satisface la propiedad ii7).

A Bxyy € ATV(AEN\ Ex)|JEn]
C ENUA*EN C En C Enyi,

donde la tercera inclusién es cierta ya que el conjunto Ey satisface la propiedad
1i1), y la dltima inclusién es debida a la construccién del conjunto En 1 a partir
del conjunto Ey.

Observacion 3.11. Existe Ny € Ny tal que | En, |n= 1, ya que al existir B
una bola abierta en Ey, y como cada Fx, N € Ny, satisface la propiedad i), es
decir, (Ex)r» = (AN Egy)n, tenemos que (Ey)» O (AN B)p«. Entonces, como
la aplicacién A es expansiva, podemos asegurar que existe un Ng € N minimal
tal que se cumple que | [0,1)" \ (Eny )1 [2<] [0,1)" \ (AN B)n |,= 0.

Como consecuencia, si N > Ny entonces Ey = Ey,.

O

Demostracion de la Proposicion 3.4 Construimos conjuntos En, N € Np,
de forma andloga a los construidos en la demostracién de la Proposicién 3.10
si tenemos la aplicacién A*. Debido a la Observacién 3.11, para demostrar la
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proposicién es suficiente con comprobar que el conjunto E, satisface las condi-
ciones (B*) (a), (b) y (¢) del Corolario 3.1, y ademds, ver que el conjunto En,
no contiene ningin entorno abierto del origen.

La condicién (a) se sigue desde la propiedad i) de la Proposicién 3.10 y
del hecho de que | En, |,= 1. La condicién (b) se sigue de que Ey C En, y
Ey € D4~ de acuerdo con la condicién b) de la Proposicién 3.8. Ademsds, la
condicién (c) sigue desde la propiedad 4ii) de la Proposicién 3.10 .

Soélo nos falta ver que el conjunto Fy, no contiene ningiin entorno abierto
del origen. Efectivamente, nuestra afirmacién es cierta ya que

E=Ey, CA™NE, = A™N(S\F)=AN(| ] A"9Bp\ |J A" (Byos, +y0))
j=0 j=0
= U 47Br\ |J A" (Basr +y0)
j=—No j=—No
con A* una aplicacion lineal y biyectiva . O

Como una consecuencia de la Proposicién 3.4 obtenemos el siguiente resul-
tado ya probado en [9].

Corolario 3.12. Dada A € LE tal que AZ™ C 7", existe un A-MRA.

3.3. Filtros de paso bajo asociados con una A-
MSF funcion de escala

En esta seccién daremos una caracterizacién completa de los filtros de paso
bajo asociados con una A-MSF funcién de escala. Vamos a estudiar los conjuntos
medibles E C R", E +Z" = E y tales que la funcién H tal que | H |= xg es
un filtro de paso bajo asociado con una funcién de escala de algin A-MRA. De
esta manera podemos dar las siguiente caracterizacién.

Teorema 3.13. Sea A € LE tal que AZ" CZ", y sea ECR", E=FE+7Z",
un conjunto medible tal que
da—1
1= Z xe(t+A*"'pl) en c.t. t € R". (3.7
i=0
Las siguientes condiciones son equivalentes.

(A) La funcién H tal que | H |= xg es un filtro de paso bajo asociado
con una funcion de escala de algun A—MRA.

(B) (B) Euiste un conjunto medible K C E tal que A* 'K C K y K €
D,y
(1) N2 AYE o= 1.
(C) (B') Ewiste un conjunto medible K C E tal que A* 'K C K y la fun-

cion xx es A*-localmene distinta de cero en el origen, y ademds,
se cumple (7).

Para realizar la prueba del Teorema 3.13 necesitamos el siguientes lema
previo.



62

Lema 3.14. Sea A € LE tal que AZ™ C Z". Sea E C R™ un conjunto medible
tal que E = E + Z™ y que satisface la condicion (3.7). Si definimos
S =N;2, AYE, entonces

(i) | SN(S+Kk)|,=0, VkeZ"\{0}.
(ii) | S o< 1.
Demostracion. Veamos que se cumple (7). Sea k € Z™, denotamos
Fy = 5N (S +k). Desde el Lema A.17 del Apéndice A, sabemos que 3N € N

tal que
k:A*N_lpf—i—A*Nq conl1<i<dys—1y qeZ”

entonces, podemos escribir Fix = SN (S + A*N_lpf + A*Nq).
De esta manera, desde la definicién de S podemos asegurar que
B CANEN(ANE + A*Nq 4+ AN-1pt),
y como E = E + Z", entonces
A NR Cc En(E+ A 'p)).

Ademss, (3.7) implica que | EN(E+ A*"1p?) |,=0con lo que | A* N F |,=0
y consecuentemente

| Fx |n=] SN (S +Kk) |,=0.
Veamos que se verifica (i7). Desde (i) sabemos que los conjuntos S + k, k € Z",
son mutuamente disjuntos en casi todo punto, entonces

Z xs(t+k)<1 enc.t. t € R™ (3.8)
keZn

Desde aqui, concluimos que

> / xs(t)dt =/ > xst+k)dt < 1.
kezn 7 0,1]m+k 0,1]" yezn

S = / s (b)dt =
RTL

O

Demostracion del Teorema 3.13. Empezamos demostrando (A) = (B). Al
ser la funcién H tal que | H |= xg, un filtro de paso bajo asociado con una
funcién de escala ¢ de alguin A-MRA. Entonces, por la Proposicién 2.5,

o) | = |J[HA ) |= ] xe(A7t) = [ xawplt) (3.9
j=1 j=1 j=1
= Xﬂ;i1 A*jE(t) = Xs(t), enc.t. t e Rn, (310)

donde S = (2, AVE.

Como desde la condicién (B*) (b) del Corolario 3.1 tenemos que el origen
es un punto de A*-densidad del conjunto S, asi, si tomamos K = A*71S, el
Corolario B.14 del Apéndice B, nos dice que K € Dy«. Ademds, por como
hemos tomado K, vemos que satisface que K C E y que A* 'K C K.

Finalmente, la Proposicién A de este capitulo nos dice que | S |,= 1.

La demostracién (B) = (C) es trivial.
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Probamos (C) = (A). Sea la funcién ¢ tal que

oo

H H(A*7t)| enct. teR", (3.11)

donde | H |= xg. Desde la hipétesis es evidente que ¢ € L?(R™).

Para comprobar que esta funcién ¢ es una funcién de escala para algin A-
MRA es suficiente comprobar que satisface la condicién (2) del Teorema 1.14
del Capitulo 1.

Desde (3.11) es evidente que

o(t) = |[H(A* 't)|p(A*"'t)  enct. teR"

Por otro lado, como K C Ey K C A*K, tenemos que K C ﬂ;’il AYE, y
ademds, como la funcién yx es A*-localmente distinta de cero en el origen
entonces la funcién | ¢ |= XNz, A% E €S A*-localmente distinta de cero en el
origen.

Nos falta verificar que

S lot+k) P= > xp(t+k)=1 enct teR"
keZn keZn

Desde la condicién (i) del Lema 3.14, tenemos que los conjuntos S +k, k € Z™,
son mutuamente disjuntos en c.t.p. Asi,

> xe(t+k)<1 enct teR™ (3.12)
kezn

Por otro lado, desde nuestras hipdtesis obtenemos que

1:Sn:/xtdt: / Xtdt:/ xs(t +k)dt,
Sh= [ xswae= 3 [ swa= [ 3 w4

keZn 1] kezZn

asi, desde la desigualdad (3.12) podemos concluir que

Z xs(t+k)=1 en c.t. t € R™
keZn

Hemos comprobado que | H | es un filtro de paso bajo asociado con la funcién
de escala ¢ de un A-MRA. Entonces, como consecuencia de la Proposicion 2.8
del Capitulo 2, H es un filtro de paso bajo de algin A-MRA, con lo que hemos
terminado la prueba del Teorema 3.13. O

Observacion 3.15. Desde la expresién (3.10) vemos que un filtro de paso bajo H
tal que | H |= xg estd asociado con alguna funcién de escala ¢ tal que | ¢ |= xs.

Como consecuencia de la caracterizacién anterior, conseguimos condiciones
necesarias y suficientes de los filtros de paso bajo que nos recuerdan la carac-
terizacién dada por A. Cohen para polinomios trigonométricos.

Corolario 3.16. Con las mismas hipétesis que en el Teorema 3.13. La condi-
cion (A) es equivalente a las siguientes.

(D) (a) Ewiste un conjunto medible K C R™ tal que | K |,= 1.
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(b) El origen es un punto de A*-densidad de K.
(c) A 'K CE enctp VI>1.

(E) (a) Eziste un conjunto medible K C R™ tal que | K |,= 1.
(V') La funcion xx es A*-localmente distinta de cero en el origen.
(c) 'K CE enctp, VI>1.

Observacién 3.17. El Corolario 3.16 nos dice que la funcién ¢ € L?(R™) tal que
| & |= xkx es una funcién de escala cuyo filtro de paso bajo H satisface que
| H |= Xz

Demostracion. Probamos (A) = (D). Basta tomar K = S = (;2, AVE y
observar que desde la condicién (B) del Teorema 3.13, K cumple la condicién
(D).

La demostracién (D) = E es inmediata.

Probamos (E) = (A). Para ello, es suficiente con comprobar que se satis-
face la condicién (C) del Teorema 3.13.

Sea K C R"™ que satisface las condiciones de (E). En particular, (¢) nos dice
que A* 'K C E en c.t.p. VI > 1, entonces K C S = Nj=, A9 E en c.t.p., asi,
como | K |,=1, la condicién (i¢) del Lema 3.14 nos dice que

es decir, S = (;2,; A¥E satisface la propiedad (C) (7) del Teorema 3.13. Por
otro lado, si tomamos K’ = A*~1S, entonces K’ C Ey A* 'K’ C K', y ademés,
como la funcién y g es A*-localmente distinta de cero en el origen entonces la
funcién y g es A*-localmente distinta de cero en el origen (ver Proposicién B.33
en Apéndice B). De esta manera, K’ satisface la propiedad (C) (5'). O

El siguiente ejemplo nos muestra un ejemplo de un filtro de paso bajo H tal
que el origen no es un punto de continuidad de | H | cuando n = 1 y tenemos
una dilatacién diddica,

Ejemplo 1. La funcién H = xg es un filtro de paso bajo asociado con algin
MRA, donde el conjunto £ C R lo construimos de la siguiente manera. Sea

oo

U 274710,1] + 2797 = \U ;10,1] + a;),

donde a; = 2-i-ly b = 241
Se observa que para cada j > 2, se cumple que a; > b1 + ajy1.
Sea, ademads, el siguiente conjunto,

By =J@ ¥ 0, 1)+2797 —271).

Jj=2

Definimos
E=FEU(—E;)UEyU(—E3) + Z.

Para demostrar que nuestra mg es un filtro de paso bajo, es suficiente con
comprobar que el conjunto

K =2[E; U (—E1)UE; U (—E)]
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satisface la condicién (D) del Corolario 3.16.
Por construcion, es facil ver que se cumple

Xs () + xs(E+5) =1

Ademés, no es dificil comprobar que | K |;= 1.
Por otro lado, si comprobamos que %K C K, entonces 27'K C E, VI > 1.
Comprobamos nuestro objetivo dividiendo el conjunto K en diferentes partes.
El hecho de que E; C 2FE; es consecuencia directa de que para cada j > 2 tene-
mos que
aj =2aj:1 Yy bjta; > 2(bjp1 +aj4)

Por otro lado, como para j = 2, tenemos que

191 1 130
—279 :b2+a2— 5 < —2(a2+b2) :—2797
entonces Fy C 2(—Ey).
Finalmente, por la simetria del conjunto K podemos concluir que %K C K.
Ahora, sélamente nos queda probar que el origen es un punto de densidad
del conjunto K. Hallamos

| KeN[=2777N 27 . 1N oedl
lim - - = lim 2/* E 2
j — 00 —2-j-1 2-j-1 ) — 00
j | [-2—9-1,2=9-1] |4 j 51
= lim 27127 4UFD N o4l —

=0

con lo que desde la Proposicién B.7 podemos concluir que el origen es un punto
de 2-densidad del conjunto K y por lo tanto K € D (como veremos en el
Capitulo 4).

Observacion 3.18. La funcién ¢ tal que QAS = xx donde K es el conjunto definido
en el Ejemplo 1 es una funcién de escala de algin MRA.

Un ejemplo de filtro de paso bajo en L2(R™), n > 1, es el siguiente.

Ejemplo 2. Sea la dilatacién dada por una matriz diagonal, A, n X n, con todos
los elementos de la diagonal iguales a 2. Afirmamos que la funcién H € L?(R")
tal que H = x donde G = E x [-1,1]""' + Z" y E es el conjunto dado en el
Ejemplo 1, es un filtro de paso bajo asociado con algin A-MRA.

3.4. Ejemplos de A-MSF ondiculas que surgen a
partir de algin A-MRA

En esta seccién vamos a mostrar ejemplos de familias de A-MSF ondiculas,
{1p(@D}44a 71 tales que el origen no es un punto de continuidad de | (® | para
algin d € {1,...,d4 — 1}. Construiremos estas ondiculas a partir de una funcién
de escala ¢ de algiin A-MRA, con la propiedad de que el origen no es un punto de
continuidad de | ¢ |. Empezaremos escribiendo un lema que nos sera de utilidad
en los calculos posteriores.
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Lema 3.19. Sea ' C R tal que

XB(6) +Xp(E+3) =1, (313)

entonces
(i) E=E+Z.
- 1 c
(ii) E+ 5 = E°.

Demostracion. Veamos (). Primero probamos que E+4+1 C E. Sea £ € E, desde
la hipétesis (3.13) podemos asegurar que & + % ¢ E. Desde aqui, de nuevo desde
la igualdad (3.13) tenemos que

L

1
2

xe(€ + %) +xe(€+ % +

)

conloque {+1€ FE.
Ahora probamos que E C E+1. Sea & € E, desde la hip6tesis (3.13) podemos
asegurar que

xe(§ — %) +xe(€) =1

Entonces £ — % ¢ E. Desde aqui, de nuevo desde (3.13) tenemos que

XE(f_%_%)‘FXE(f_%):L

conloque{—1€FE.
Veamos (ii). Es evidente, desde la igualdad (3.13), que E+ 1 C E¢ y que
Ec—i—% C E. Por lo tanto, directamente desde (¢), obtenemos que E¢ = E—i—%. O

Ejemplo 3. Con la notacién del Ejemplo 1, de acuerdo con la férmula de Mallat
[58], que vimos en el Capitulo 1, para la construccién de ondiculas a partir de
un MRA y de la condicién (i) del Lema 3.19, la funcién ¢ € L?(R) tal que

o~

Y(€) = XaK ﬂ(2E+1)(f) = X2K (N 2E° &) (3.14)

es una ondicula. N

Nos gustaria escribir con mas detalle quién es 1, para ello hallamos ex-
plicitamente 2K () 2E°.

Primero, escribimos quién es

2K () 2E°( [0, %]

N Y@ o, 1]+ 277 ) ()( U 27400,1] + 277))
Jj=3 Jj=2
(oo}
=7 +2797% 277 4 27%).
j=2

Ahora calculamos explicitamente quién es

2Kﬂ2Ecﬂ[%,1]
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= (LA @01+ 272 ) ()~ G “900,1] +27)) +1)
= ([130-27%,191-278 U fj 1—277 —27% 1-27)).

Ahora buscamos una expresién de

2Kﬂ2ECﬂ[1,g]

oo

L:J2 2740,1]4277)— 1))ﬂ[1,g]ﬂ —-1,-2" Q 274[0,1]4+277)—1)+2)
:([382-2*8,2])ﬂ([1,‘;’] =,321.278 ]Q 27400, 1]+2" j+1))))=[382-2*8,g].

Finalmente hallamos,

2Kﬂ2ECﬂ[;Z]

(274[0,1] +277) — 1))ﬂ 21— [j ~470,1] +279)) +2)
j=2

Tt

= 2(—(

j=2

'C8

[2-279 2277 27473

j=2

Si juntamos todos estos cédlculos, por la simetria del conjunto K y del conjunto

E respecto del origen, podemos escribir de la siguiente forma la transformada
de Fourier de la ondicula ¥:

~

+XFs (5) + X-Fs (5) + XF, (5) + X-F, (g)a
donde
=JR7 +2797%, 277 4 27Y],
j=2
Fy=([130-278,191 - 278 U U [1—277 —27% 1 - 277)),
Fy =[382-278 g]
y

=JRr-27,2-27 —27%77]
=2
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En un contexto mds general, si la funcién medible H tal que |H| = xg,
donde E C R"™ es un conjunto medible, es un filtro de paso bajo asociado con
una funcién de escala ¢ de alguin A-MRA, por la Proposicién B del Capitulo 2,

se cumple
da—1

1= Z xe(t+ A 1p!) en c.t. t € R™.
i=0
Asi, por la Proposicién A.16 (ver Apéndice A) y como por hipétesis E = E+Z",
obtenemos que si tomamos las funciones

Hy(t) = Ho(t + A 'p}), d=1,..,da—1, (3.16)
tenemos que la matriz M(t) = (Hg(t + A**lpf))jﬁ;é es unitaria, es decir

M(t)M*(t) =1I,enct. t € R™

Desde nuestra discusiéon en el Capitulo 1 para construir una familia de
ondiculas a partir de un A-MRA, tenemos que para construir una familia de
A-MSF ondiculas es suficiente con tomar funciones Hy, d = 1,...,d4 — 1 como
en (3.16) y definir funciones ¢(?, d =1,...,d - — 1 tales que

— ~

YD (t) = Hy(A* 't)p(A* '), d=1,..,ds — 1. (3.17)

El siguiente ejemplo muestra una familia de A-MSF ondfculas en L?(R")
con dilatacién diddica.

Ejemplo 4. Sea Hy = xg donde G es el conjunto definido en el Ejemplo 2.
Definimos las funciones Hy, d = 1,...,2" — 1, como en (3.16) y por tltimo,
definimos las funciones (¥, d = 1,...,2" — 1, como en (3.17). De esta manera
{pD . d=1,..,2" —1} es una familia de A-MSF ondiculas. Atiin més, es facil
comprobar que para algin d € {1,...,2™ — 1} tenemos que el origen no es un
punto de continuidad de | (@ |.

Ejemplo 5. En el caso particular en el que tratemos con A € LE, tal que dy = 2
y AZ™ C Z", si tomamos el conjunto ' C R™ dado en la demostracién de la
Proposicion 3.4 y tratamos con la funcién de escala ¢ tal que ¢ = x g, entonces
la ondicula 1) que surgen a partir de esta funcién de escala de acuerdo con (3.17),
verifica que | 1Z | tiene soporte minimal y no tiene como punto de continuidad
al origen.



Capitulo 4

EQUIVALENCIA DE LA
A-CONTINUIDAD
APROXIMATIVA

Si comparamos la condicién Cy del Teorema 1.12 y la condicién C del Teo-
rema 1.13 del Capitulo 1, no es dificil observar que si consideramos la descom-
posicién polar de la aplicacién lineal A y tenemos que todos los autovalores
del operador positivo vV A*A son iguales entonces las condiciones Cq y C son
equivalentes. Ademas, si observamos las definiciones de punto de continuidad
aproximativa y punto de A-continuidad aproximativa de una funcién medible,
nos daremos cuenta, entre otras cosas, de que podemos encontrar alguna apli-
cacién lineal expansiva A : R — R"™ para la que dado un punto de R"™ existe
una funcién medible f : R™ — C tal que ese punto es un punto de continuidad
aproximativa de f pero no es un punto de A-continuidad aproximativa de f,
y ademds, por supuesto también ocurre el caso contrario (ver [16] Remark 5,
pag. 1016). Un ejemplo es cualquier aplicacién lineal cuya matriz respecto de
la base candnica es diagonal de nimeros reales y tales que al menos dos de los
elementos de la diagonal tienen distintos valores absolutos. Esto nos dice que la
definicién de punto de A-continuidad aproximativa depende de la aplicacién A
que tengamos previamente. Como recordatorio, hacemos notar que aunque en el
contexto de A-MRA hayamos impuesto la condicién extra de que A(Z"™) C Z™,
esta condicién no es necesaria dentro de la definiciéon de punto de A-continuidad
aproximativa de una funcién medible. Con esta motivacién, en [16] se proponen
los siguientes problemas.

Problema 1: Dar una caracterizacién de las aplicaciones lineales expansivas
A:R"™ — R" para las que el concepto de continuidad aproximativa coincide
con el concepto de A-continuidad aproximativa.

De forma mas general,

Problema 2: Caracterizar las aplicaciones lineales expansivas A y Ao para
que el concepto de Aj-continuidad aproximativa coincida con el concepto de
As-continuidad aproximativa.

Observacion 4.1. A partir de la definicién de punto de continuidad aproximativa
de una funcién medible en R es facil ver que dado un punto xg € R™ y dado un
conjunto medible £ C R", el punto x( es un punto de continuidad aproximativa

69
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de la funcién

(%) = YBUpe} (%) = { (1) 2 x ; gu{m}

si y solo si E € D(xq).

El andlogo de la Observacién 4.1 se cumple para puntos de A-continuidad
aproximativa.

Ademas, claramente, E € D (resp. E € D4) si y solo si E + xo9 € D(xo)
(resp. E 4+ x¢ € Da(X0))-

Asi, podemos simplificar nuestros dos problemas de la siguiente manera.

Problema 1: Dar una caracterizacién de las aplicaciones lineales expansivas
A:R"™ — R" para las que D = Dy.

Problema 2: Describir bajo qué condiciones de dos aplicaciones lineales
expansivas A, Ay : R" — R”, tendremos que D4, = Day,.

El esquema que seguiremos en este capitulo serd el siguiente: En primer lugar
daremos una soluciéon al Problema 1, a continuacién daremos una solucién al
Problema 2 cuando las aplicaciones lineales expansivas estan definidas en R?, y
por tltimo daremos una solucién a nuestro Problema 2 cuando las aplicaciones
lineales expansivas estan definidas en R™ y ademds son autoadjuntas.

En este estudio tendra gran importancia la forma especial que tienen las
matrices elementales de Jordan de las aplicaciones lineales (ver Apéndice A), y
por lo tanto el estudio de sus autovalores. Pero, al estar trabajando con aplica-
ciones lineales A : R® — R™, no todas estas aplicaciones tienen autovalores
reales, por eso en muchas ocasiones es conveniente extender la definicién de la
aplicacién A sobre los complejos A : C" — C" de la siguiente manera, dado
u=v+iw, donde v,w € R",

Au = Av +iAw.

Asi ya podemos asegurar que A tendrd n autovalores complejos, por eso lo que
debemos tener en mente a partir de este momento es que cuando hablemos de
autovalores de A, estaremos pensando exactamente en los autovalores complejos
de la aplicacion extendida A, aunque para facilitar nuestra notacién y la mejor
lectura del texto sigamos escribiendo A.

4.1. Equivalencia entre punto de Densidad y A-
densidad

En esta secciéon expondremos nuestra respuesta al Problema 1. Los resultados
se han obtenido en colaboracién con el profesor Peter Oswald.

Una propiedad que nos servird para simplificar algo mas nuestro problema
es la siguiente.

Proposicion 4.2. Sea C € L con dg > 0 y sea un conjunto medible E C R™,
| E |,> 0. Entonces, E € D si y solo si CE € D, es decir D = CD (la clase D
es invariante por C y por C~1).

Demostracion. =) Veamos la condicién necesaria.



71

Sea B € Dysea C € L con dc > 0, entonces existe § > 0, tal que C~1B; C
Bs. Desde aqui es facil ver que para cualquier 7 > 0,

CilBr C B5T' (41)

Sea r > 0, la inclusién (4.1) implica que

| (CE)N B |n _ | C(ECNC71B,) |n
| By |n | By |n
_ ‘ EcmcilBT’ ‘n < | Eanér |n ‘ Bér |n
|C'Byln = | Bsrln |C7'Brln
= dc5"|E|QB§rn — 0 cuando r — 0,
or n

donde el ultimo limite se cumple porque d y d¢o dependen tinicamente de C'y el
origen es un punto de densidad de F.
<=) La condicién suficiente se demuestra andlogamente. O

4.1.1. Ejemplos de aplicaciones para las que hay equiva-
lencia entre densidad y A-densidad

Daremos ejemplos de aplicaciones lineales expansivas A : R" — R" para
las que el concepto de punto de densidad coincide con el concepto de punto de
A-densidad, es decir, tenemos que D = D 4.

Lema 4.3. Sea A € L tal que AB; = Bgr, R > 1. Entonces D = Dy,.

Demostracion. En primer lugar, observamos que por las hipdtesis del lema, dado
j € Z, tenemos que A’By; = Bpri, R > 1. Asi, probar que D C Dy es trivial.
Probemos ahora que Dy C D. Sea un conjunto £ € D,. Tenemos que
demostrar que
| EN By |n

Ve > 0, 30 > 0 tal que si | r |< & entonces, W <e. (4.2)

Sea e >0, como E € Dy, djy € N tal que si j > jg, entonces

| E°N A7 By |

-1
TAT B | <edy . (4.3)

Nuestro objetivo es probar que para § = R™7° se cumple la condicién (4.2).
Sea 0 < 7 < § = R, como AB, = Br, R > 1, 35, > jo tal que
A=I»=1B, C B, C A=J* B;. Hallamos

|ENB,ln _ | ENA™ Bl | AB |,

| B, |n o ‘ A_jTBl |n | B, ‘n
| ESNA™"By | | A7 By | _da| E‘NA7"By |,
B | A= By |, [ A= 1By [, | A=irBy |,

y finalmente, desde (4.3) podemos asegurar que se verifica la expresién (4.2). O

A continuacién, mostraremos algunos ejemplos de aplicaciones lineales, A,
para las que AB; = Bgr, R > 1.
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Ejemplo 6. Sea A € L(R) tal que Az = ax, donde a € Ry | a |> 1. Entonces,
AB, = By,,.

Ejemplo 7. Sea A € L(R™) cuya matriz asociada es

A 0 0 ... O
A= O A 0 O R T < A = A | Vi€ {1,
0 0 0 ... A\

Entonces ABy = By,

Ejemplo 8. Sea A € L(R?") la aplicacién lineal 4 : R*® — R?" cuya matriz
asociada es

(651 ﬁl 0 ... 0 0 0

—61 a1 0 O 0 0
A= . TR

0 0 0 .. 0 an Ba

0 0 0 .. 0 -3, a,

donde o, B € R, 1 < a? + 2 =a? + B2, Vi € {1,...n}.
Es facil comprobar que AB, = B TR

Ejemplo 9. Sea A € L(R?) cuya matriz asociada es

a B 0
A=| =3 a 0 |, dondea,B3,AeR,1<a®+p5%=)\.
0 0 A

Entonces AB; = B)y|.

Ejemplo 10. Si consideramos la descomposicién polar de la aplicacién lineal
A € LE y tenemos que todos los autovalores A; del operador positivo v A* A son
iguales y mayores que uno, entonces AB; = By, .

4.1.2. Ejemplos de aplicaciones A y de conjuntos E en los
que FE € Dy pero E ¢ D

Veremos algunos casos particulares de aplicaciones A € LE y de conjuntos
medibles ' € R™ para los que el origen es un punto de A-densidad de E pero
no es un punto de densidad de F.

Comencemos con algunos ejemplos donde tendremos A € £(R?).

Ejemplo 11. Sea A € L(R?) cuya matriz asociada es la siguiente,

A= 2 D) meR T2 M <] 2. (4.4)
0 Ao

Definimos el conjunto
E:{(l'l,SCQ)ERz : |$1 |2‘£L’2 ‘}
Como para cualquier r > 0,

|EﬂQ’r‘2_1

|Qr |2 2,
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el origen no es un punto de densidad del conjunto FE.
Afirmamos que F € Dy. Para comprobar nuestra afirmacién observamos
que la imagen de la recta y = x por la aplicacién A es la recta y = %x Por lo

tanto,
. At
lim | A7E°(") Q1 |2= 2 lim ($2)7 =0,
J—0o0 J

yaque 1 <| A1 |[<| Az |. Desde aqui, la Proposicién B.3 (iv) y la Proposicién B.7
nos dicen que E € Dy.

Ahora, veamos algunos ejemplos en R", n > 2.

Ejemplo 12. Sea A € L(R") cuya matriz asociada es la siguiente,

M 0 0 .. 0
a—| 0 Az 0 .. 0 ) N €R, 1< N [ i=1,0m, [ A [<[ A2 ]
0 0 0 .. X

Sea el conjunto
E={(z1,...,zn) €ER™ ¢ |x1[>| 22 |}
Como para cualquier r > 0,

[ENQrn _ 1

| Qr |n 2’

el origen no es un punto de densidad del conjunto E. Pero, por otra parte,
podemos asegurar que F € D4 ya que el Lema B.11 nos dice que

EcDy < FecDy
donde F C R? es el siguiente conjunto
F={(zi,22) eR® : [a1[>] 22 [}

y M : R? — R? es la aplicacién lineal con la siguiente matriz asociada,

(A0
w4 D)

Efectivamente, el Ejemplo 11 nos dice que F € Dy, con lo que podemos
concluir que E € Dy.

Veamos a continuacion otra serie de ejemplos que van a tener gran impor-
tancia a lo largo de este texto.

Ejemplo 13. Sea A € L(R*) cuya matriz asociada es la siguiente,

o B 0 0

-6 o1 0 0
0 0 a B |’

0 0 —fB2

A:

donde ay, B, 00,82 €R, ¥ 1 < a? + 2 < a3 + 32.
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Dado é > 0, definimos el conjunto
Es = {x = (z1, 20, 23,24) € R 1 22 + 22 < 6%(2? 4 23)}.

Afirmamos que Es ¢ Dy que Es € Dy.

Veamos que Es ¢ D. Segin el Lema 4.3, D = D) donde M : R* — R* es
la aplicacién lineal tal que Mx = 2x = (21, 2x9, 223, 214).

Es facil ver que | B1 () Es |4a<| By |4 ¥y que MEs = Ej. Asi, se cumplen las
condiciones de la Proposicién B.9 y por lo tanto, E ¢ Djs. De esta manera,
concluimos que F ¢ D.

Nos falta ver que Es € D 4. No es dificil observar que
lims oo XB,  B5 (X) = XB,(x) para c.t. x € R*, entonces, el teorema de la
convergencia dominada nos dice que

6@00 | By mE(s la=| B1 |4 -

Veamos ademads, que dado § > 0 tenemos que FE,5 C AEj, donde
_ (0434-55
~ e

1 1. . .
)2. Podemos escribir AEs de la siguiente manera.

o1x1 + P12
—bBiz1 + a7
a3 + a1y
—faw3 + Pary

AEs = { e R* : 22+ 2% <0%(a? +23)}.

Sea'y = (Y1, Y2, Y3, ¥a) € Eas, tal que y; = ayzy + B2,
Y2 = —Siz1+anzs, Y3 = a2x3+ 224 € s = —Pox3+Poxa, donde z1, T2, 3,74 €
R. Observar que el sistema tiene solucién. Asi, tenemos que

a%-i—ﬂ%

pea LN GG
1 1

(a3 + B3) (23 + 23) < (

— x%—l—xi §52(x%+x§),

y por lo tanto y € AEs.
Si ahora iteramos el proceso anterior y juntamos todos los pasos anteriores,
obtenemos que

| B |n2 ]E)noo | B mAJE§ |n2 ]ﬁnoo | B mEajJ |n:| By |n,

donde la tdltima igualdad es cierta ya que a > 1. Finalmente, desde la Proposi-
cién B.7, Es € Dy4.

Ejemplo 14. De manera analoga al ejemplo anterior podemos probar que dada
A € L(R?) cuya matriz asociada es la siguiente,

(0%
A=| -p , a,BAeER, 1 <a?+ 624N,
0

oL ™
> o o

existen conjuntos £ C R3 tal que E € Da y E ¢ D.
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Ejemplo 15. Sea A € L(R"™) cuya matriz asociada es la siguiente,

A1 00 .. 000
0O Xx 10 .. 000
A= . . . - L L L], AeR 1AL
0 0 00 0 X 1
0 0 0 0 0 0 A

Sea el conjunto E C R™ tal que
E¢={(x1,...,2n) ER" : Axp_1 >0, 2, > 0}.

Es facil ver que este conjunto E no pertenece a D. Veamos ahora que E € D 4.
Observar que podemos escribir la matriz A = D+ N donde D es una matriz

diagonal con todos los elementos de la diagonal igual a A y N es una matriz

subdiagonal superior con todos los elementos por encima de la diagonal principal

iguales a 1. De esta manera, como la matriz diagonal D conmuta con cualquier

otra matriz, dado j € N, tenemos que 47 = Y7_, “(%il)!Dj*lNl.
Asi,sij>n—1,

iyl ! j—2 4! j—n+1
Y jAJ, W)ﬁ ’ . , e e WA 12
i 0 N G- Tt
0 0 0 0 0N N1
0 0 0 0 ... 00 by
Si fijamos j € N, j >n—1,
n—1
AJEC = Z l' j — l - ml-‘rla ) )‘jxn—l +.j)\j71$n7 )\jxn) cR"
: )\xn_l >0, z, > 0},
y si denotamos y; = Y l,(] l), a1, i =1,...,n, tenemos que
| Yn—1 | = ‘ AJ_I()\(Enfl +](En) |:| )\j_l || )\xnfl +]$n ‘

Y

- . J
‘A] 1||]$n|:‘>\||yn|a

donde la desigualdad es cierta porque Ax,_1 > 0, z,, > 0. De esta manera hemos
probado que dado j € N, 7 > n —1,

) A
B C Ey i ((gnses) € R < 5 s

Para concluir la demostracion hallamos

lim sup | AJECle ln < limsup | F; le I
j—00

]—)
J‘yw 1|
= limsup2"~ 2/ / AYndYn_1
j—)OO ‘M|yn 1‘

= lim 2”71/ |j | | Yn—1 | dyn—1
~1

J—00

A
= lim gn-1 1A ,|:0,
J——00 j
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con lo que, finalmente, la condicién (iv) de la Proposicién B.3 y la Proposicién
B.7 nos dicen que E € Dy.

Ejemplo 16. Sea A : R?™ — R?" una aplicacién lineal con la siguiente matriz
asociada,

a B 1 0 0 0O 0 0 o0
-6 a 0 1 0 0O 0 0 O
A= 0 0 0 0 0 a B8 1 0 |,

0 00 0 0 B a 0 1

0O 0 0 0 O 0 0 o p

0O 0 0 0 O 0 0 -0 «

a,8 €R, 1< a?+ 32 Para simplificar la notacién, podemos escribir

M I 0 .. 0 0 O
o M I .. 0 0 O

A=| . ],
0O 0 O o M I
0 0 O 0O 0 M

donde

v=(5a) =) o=(s0)

Escribiremos los vectores en R?" con la siguiente estructura (xi,Xa, ..., Xy,)
donde x; = (9;-1,22;), i = 1,...,n.
Sea el conjunto E C R?" tal que

E° = {(x1,%X2,....,%,) € R : Mx,_1 >0, x, >0},

donde las desigualdades para los vectores las entenderemos como desigualdades
para cada una de sus componentes. Afirmamos que E € Dy pero E ¢ D.

Como la aplicacién M es composicién de una rotaciéon y una dilatacion,
entonces, para cualquier r > 0, la proporcién

| E°“N By |n
‘ Br |n
es una constante, con lo que E ¢ D.
Veamos ahora que E € D 4. Para ello, primero se comprueba por induccién
que para cada j € N, j >n —1,

!

S | - | o
M jMJ‘ 1 72!(;?2)111141] 2 } . | 7(n71)!§j'7n+1)!M77 I;
4 0 M JM? o=y M’ o= M "
0 0 0 0 w0 M9 M
0 0 0 0 ... 0 0 M7
Entonces dado j € N, j > n — 1,
n—1 .
, ! , . A A
NE = (Y zv(jji_z)lMHXl“’ o MI%p_1 + M %, Mix,,) € R?"
— ! !

: Mxnflyxn 2 0}7
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y si denotamos y; = Zl —0 T(= l),M‘ X;4i, ¢ = 1,...,n, tenemos que

Iynt | = || M (Mxooy + jixn) |
= <2+mfinnhn1+ﬁnwvm?+mfiuxu|
— J@®+ )T || MIx, =@+ 8% | yn |,

donde la desigualdad es cierta porque Mx,,_1 > 0, ¥ x,, > 0. Con lo que hemos
probado que dado j € N,

L " 11
ATES € Fyim {320 yon) €R [y 12 (0% 4 83 < yna |1

Para concluir la demostracién, hallamos

lim sup | AJEcmBl [n< hmsup | F; ﬂBl I

J*)OO

<C lim

. / 1 dyndyn—1 =0,
IOy n-all<1/|lynll<(a?+62)2 Flyn-1l|

donde C' es alguna constante positiva, con lo que finalmente, la Proposicién B.3
(iv) y la Proposicién B.7 nos dice que F € Dy.

4.1.3. Ejemplos de aplicaciones A y de conjuntos E en los
que F € D pero E ¢ Dy

En el apartado anterior hemos visto unos cuantos ejemplos de aplicaciones
lineales A € LE y de conjunto medibles £ C R™ para los que el origen es un
punto de A-densidad de E pero no es un punto de densidad de E. En este
apartado nos proponemos mostrar algunos ejemplos del caso contrario, es decir,
veremos aplicaciones A € LE para las cuales existen conjuntos medibles £ C R"
tales que el origen es un punto de densidad de F pero no es un punto de A-
densidad de E.

Ejemplo 17. Sea A € L(R?) como en (4.4). Sea E C R? el siguiente conjunto,

log | A2 |

E= R? : >| 21 |*4 dond ="}
{(x1,22) € | zo |>| 21 | onde a4 oz [ A |

Afirmamos que el conjunto £ € Dy que E ¢ Dj4.
Para ver que F ¢ Dy es suficiente con comprobar que se cumplen las
hipdtesis de la Proposiciéon B.9. Como

1
4
E° —a | a%adyy = >0,
| E°(@Q1 ]2 /oxl =T

entonces

| E()@1 l2<| Q1 ]2 -

Ahora nos falta comprobar que AE = FE. Primero comprobaremos la in-
clusion AE C E. Dado (x1,22) € E,

A I o )\1 0 I o )\1£C1
To o 0 Ao T2 B A2T2 ’
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y como (z1,72) € F con ay = }ziiifi, obtenemos que
| Aoz [=| Ar [*4] @2 [2] Az [

con lo que

A(‘m)eE.
2

Ademds, tenemos que ver que E C AE. Sea'y = (y1,y2) € E, entonces
y € AE <= A~'y € E. Hallamos

A1 ( Y1 ) _ ( Aljyl ) (4.5)
Y2 5y )

y COmMO (ry = igéliﬂ tenemos que
1 1o 1
= — > — aA
‘ )\2y2| | )\1 | |y2 ‘7| Alyl | )

y por lo tanto

At ( u ) € E.
Y2

De esta manera concluimos la demostracién de nuestra primera afirmacién.
A continuacién probaremos que el origen es un punto de densidad del con-
junto E. Para ello, dado r > 0 estimamos

T 47,04A+1
E(\Qr o< 4 | 29%dey = ——,
B (Q <4 [ aftdn = 2

y a partir de aqui, como a4 > 1 obtenemos que

c aa—1
h/m ‘ E mQT |2 S ’ r —
r—s0 |Qr ‘2 r—0ay +1

)

es decir, el origen es un punto de densidad del conjunto FE.
Observacion 4.4. Lo que hemos probado es que dado o > 1, entonces F, € D,
donde E, es el siguente conjunto,

E, = {(iCl,(EQ) c R2 : ‘ o ‘2| 1 |oz}.

Veamos un ejemplo en R", n > 2.

Ejemplo 18. Sea una aplicacién lineal, A : R® — R™ que tiene la siguiente
matriz asociada,

A 0 0 ... O
A= O A 0 O e R < N L= 1y, | A< s .
0 0 0 .. A

Sea E C R™ el siguiente conjunto

log | A2 |

E = ey Ty, R" : > “4 dond = — =1
{(z1,22, ..., 2pn) € | zo |>| z1 | onde a4 Tog [ At |
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De manera analoga al Ejemplo 17 podemos ver que £ € D
Veamos ahora que E ¢ Dy. El Lema B.11 nos dice que

EeDy < FeDy
donde F C R? es el siguiente conjunto

log | A2 |
F = R? . > *4 dond = =1
{(21,22) € | Zo |>| 1 |“4, donde a g oz | A |

y M : R? — R? es la aplicacién lineal con la siguiente matriz asociada,

(A0
M= ( 0 A ) :
Efectivamente, el Ejemplo 17 nos dice que F' ¢ Dy, con lo que E ¢ D4.

4.1.4. Caracterizaciéon de las aplicaciones lineales A para
las que D =Dy

Ya estamos en disposicién de dar la solucién al Problema 1.

Teorema 4.5. Sea A € LE. Entonces D = Dy si y solo A es isotrdpica, es
decir, A es diagonalizable y todos sus autovalores (complejos) tienen el mismo
modulo.

Demostracion. Dada A € LE, sabemos que la matriz asociada a la aplicacion
A es semejante a alguna matriz de la descomposicién canénica de Jordan, es
decir existe una matriz n x n, C, con dc > 0 tal que A = CJC~!, donde
J es una matriz n x n formada por yuxtaposicién de matrices elementales de
Jordan (ver Apéndice A). El Lema B.13 nos dice que D4 = CD;, v ademas,
como por la Proposicién 4.2 tenemos que si D; # D entonces CD; # D, para
la demostracién del teorema es suficiente con probar que dada J € L& tal
que su matriz asociada esta formada por yuxtaposicién de matrices elementales
de Jordan, entonces Dy = D si y solo si J es una matriz diagonal tal que
todos sus elementos de la diagonal (reales o complejos) tienen el mismo médulo.
Recordamos que como J € L&, entonces el médulo de cada elemento en la
diagonal serd mayor que 1 (ver Apéndice A).

Empezemos estudiando los posibles casos de matrices J que tenemos.

Si J es una matriz diagonal con todos los elementos de la diagonal (reales
o complejos) que tienen el mismo médulo R mayor que 1, entonces JB; = Bp,
desde aqui el Lema 4.3 nos dice que Dy = D.

Por otro lado, si tenemos que J estd compuesta por una de las matrices
elementales de Jordan, J,,, (1), que corresponde al autovalor p y que tiene orden
m > 2, tenemos dos subcasos.

Si p es real, el Lema B.11 y el Ejemplo 15 nos dicen que Dy # D. Y si p es
complejo, el Lema B.11 y el Ejemplo 16, que trata la forma real de Jordan con
autovalores complejos (ver Apéndice A), también nos dicen que Dy # D.

El ultimo caso es si J es una matriz diagonal con al menos dos de sus
elementos en la diagonal (reales o complejos) que tienen diferentes mdédulos.
Aqui, volvemos a distiguir tres subcasos. Si estos elementos en la diagonal son
reales, el Lema B.11 y el Ejemplo 12 nos dicen que D; # D. Si los elementos en
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la diagonal a los que nos referimos son complejos, el Lema B.11 y Ejemplo 13,
que trata la forma real de Jordan con autovalores complejos, también nos dicen
que Dj # D. Finalmente, si uno de los elementos de la diagonal es real y otro
complejo, el Lema B.11 y el Ejemplo 14 nos dicen que D # D 4. O

4.2. Equivalencia entre A-densidades de R?

En esta seccién daremos una soluciéon al Problema 2 cuando las aplica-
ciones lineales expansivas A; y Ay estén definidas en R2. Para ello, al igual que
pasaba en la resolucién del Problema 1, serd de gran importancia estudiar qué
ocurre con las aplicaciones lineales que tienen como matriz asociada las difer-
entes matrices elementales de Jordan que nos podemos encontrar. Los resultados
se han obtenido en un trabajo conjunto con el profesor P. Oswald.

Empecemos viendo algunos casos particulares.

4.2.1. Ejemplos

Nuestro objetivo en esta seccién es mostrar algunos ejemplos concretos de
aplicaciones lineales expansivas A : R2 — R? y de conjuntos medibles £ C R?
para los que tendremos que E € Dy o que E ¢ Dj4.

Ejemplo 19. Sea A € L(R?) como en (4.4) y sea E C R? el conjunto tal que
E¢ = {(x1,15) € R?* : 29 > —bxy, x5 > ax; con a,b > 0}.

Veamos que E € D4. Como la imagen de una recta que pase por el origen y = cx
con ¢ € R\ {0} por la aplicacién A es la recta y = /A\—fcx, tenemos que

LM 11

lim | AYE° = 1 _
| (@i I2 A5 Dl
ya que | A1 |<| Az |. De esta manera, la condicién (iv) de la Proposicién B.3 y
la Proposicién B.7 nos dicen que F € Dy.

De forma anéloga podemos afirmar que G € D4 donde G = —E.

Ejemplo 20. Sea A € L(R?) como en (4.4) y sea E C R? el conjunto tal que
E¢ = {(x1,15) € R?* : 29 >0, 29 < ax; con a > 0}.

Vamos a comprobar que E ¢ Dy.
Empezamos observando que como | Ay |<| A2 |, existe jo € N tal que Vj > jo
tenemos que 0 < Ii;}j <a

Sea j > jo, hallamos

. 1 1
Ec[ 147 = , - — 4
entonces, como 0 < R;}j < a, obtenemos que
| ECNATQil 1 JMP 1
|A_jQ1 ‘2 4 8a|)\2 |j _8’

con lo que desde la Proposicién B.7 podemos concluir que el origen no es un
punto de A—densidad de E.
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De una manera andloga a la del ejemplo anterior podemos comprobar que
el siguiente ejemplo es cierto.

Ejemplo 21. Sea A € L(R?) como en (4.4). Sean los siguientes conjuntos
E., By, E3 C R? tales que

Ef = {(z1,22) € R? : 25, <0, z9 > —ax; con a > 0},
ES = {(x1,22) €R? : 25 <0, 29 > axy con a > 0},
ES = {(z1,m2) € R? : 2,>0, 2o < —az; con a > 0}.

Entonces E1, Eo, E3 ¢ Dy.

Lema 4.6. Sea A € L(R?) como en (4.4). Sea E C R? un conjunto tal que
E° es un cono con vértice en el origen. Entonces E € Dy si y solo si la recta
xo = 0, excepto quizds el origen, estd contenida en el interior de E.

Demostracion. Veamos la condicién suficiente. De acuerdo con nuestra hipotesis,
existe un conjunto G C R?, donde

G® = {(x1,13) € R* : 29 > —bxy1, T2 > axy, con a,b > 0}

y tal que E° C G° o E° C —G°. Entonces, para cualquiera de los dos casos
anteriores, la Proposicién B.2 y el Ejemplo 19 nos dicen que el origen es un
punto de A—densidad de E.

Haremos la demostracién de la condicién suficiente por reduccion al absurdo.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que existe un punto (p,0) € R2, p > 0,
tal que no pertenece al interior de FE, entonces la semirrecta {(x1,0) : x1 > 0}
no pertenece, excepto quizds el origen, a la clausura de E°. De esta manera,
existe un conjunto G C R?, donde

G ={(z1,22) €R? : 23>0, 3 < az con a > 0},

y tal que E C G o E C —G. Entonces, para cualesquiera de los dos casos
anteriores, desde la Proposicién B.2 y el Ejemplo 20 podemos concluir que el
origen no es un punto de A—densidad de E. O

Ejemplo 22. Sea A € L(R?) como en (4.4). Dado a > agq = {ZERT} definimos el
conjunto

E, ={(x1,22) € R? : | zo |>| 1 |“}.

Afirmamos que E, € D4 ya que como la imagen de la curva x5 = z¢ por la
aplicacién A es la curva xo = Q:ci‘, entonces tenemos que

AT
lim | A7ES = aim [ 2l e
]l)nolo | « le |2 - jl)Holo 0 | )\1 |j0¢x1 L1
P
= 1 , =0
oo [P (o 1) ~
ya que | Az |=| A1 [*4 <] A1 |*. De esta manera, la condicién (iv) de la Proposi-

cién B.3 y la Proposicién B.7 nos dicen que E, € Dy4.
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Ejemplo 23. Sea A € L(R?) como en (4.4). Dado 0 < a < g = }23??} definimos
el conjunto

Eo = {(z1,3) € R? : | xo |<| 21 |}

Vamos a demostrar que E, € D4. Para ello hallamos el siguiente limite,

; YA P (o)
lim | AE (@12 = 4 lim dzs
J—00

i Jo [ A2l T2
T [ AP 1
= lim .

P T T (T4 D)

ya que | Az [>] A1 |%. De esta manera, la Proposicién B.3 (iv) y la Proposicién
B.7 nos dicen que E, € Dy4.

Ahora veremos algunos resultados que se pueden extraer directamente desde
los dos ejemplos anteriores.

Lema 4.7. Sea A € L(R?) que tiene matriz asociada

A= 2 0 A meR 1< M. (4.6)
0 A

Dado o > 0 tomamos el conjunto E, C R? que viene dado por la siguiente
erpresion,
Eo = {(z1,72) € R? tal que | x5 |>| 2 |*).

Entonces By € Dy sty solo si o > ay = %.
Demostracion. Distinguimos dos posibles casos. Si | A1 |=| Az |, el Teorema 4.5

nos dice que D4 = D y desde la Observacién 4.4 podemos afirmar que E, € D
si @ > 1. Por otro lado, si a < 1, es fécil ver que E, C Ey, y como E; ¢ D, la
Proposicién B.2 nos dice que E, ¢ D.

Por otro lado, si | A1 |#| A2 |, sin pérdida de generalidad podemos suponer
que 1 <| A1 <] A2 |, entonces el resultado se obtiene a partir del Ejemplo 17,
del Ejemplo 22 y del Ejemplo 23. O

De manera anéloga al anterior lema, podemos probar lo siguiente.

Lema 4.8. Sea A € L(R?) que tiene matriz asociada

A= 2 0 A meR T<| M. (4.7)
0 A

Dado o > 0 tomamos el conjunto E, C R?, que viene dado por la siguiente
erpresion,
E, = {(x1,72) € R? tal que | xo |>| zy |*}.

__ log|As|
log|A1] "

Entonces ES, € D siy solo st v < g
Ejemplo 24. Sea la aplicacién lineal Ay, : R? — R? con la siguiente matriz
asociada,

Ax,a—<3 i), AMeR, 1<, 0<a. (4.8)
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Sea £ C R? el conjunto tal que
E¢ = {(x1,15) € R?* : 29 > 0,29 > —bxy, con b > 0}.
Probemos que £ € Dy, ,. Primero, por induccién vemos que, dado j € Z
. M\ ja)\j_l
J
A)x,a - ( 0 )\j > .

Asi, si tomamos j € N tal que abj > A, tenemos que la imagen de la recta

_ il AT _ _=Xb ‘
r9 = —bxy por la aplicacion AA,a es la recta xo = et Y ademas, la recta
x2 = 0 es invariante por A} . De esta manera,
) , , 1 =X
lim |A3ECﬂQ1 o= lim — — =
j—oo j—oo 2 A — jab

Desde aqui, la condicién (iv) de la Proposicién B.3 y la Proposicién B.7 nos
dicen que F € Dy, ,.

Observacion 4.9. De forma andloga, podemos afirmar que el origen es un punto
de Ay ,—densidad de G C R? donde G = —E.

Ejemplo 25. Sea Ay, € L(R?) como en (4.8). Sea E C R? el conjunto tal que
E¢ = {(z1,22) €R® : 3 < —bxy, 2 >0 con b > 0}.

De manera analoga al ejemplo anterior, tenemos que
lfm |AjECﬂQ1 |2=1|Q1 |2.
j—o00 2

Asi, el origen no es un punto de Ay o-densidad del conjunto E.

Observacion 4.10. De forma andloga, podemos afirmar que el origen no es un
punto de Ay ,—densidad de G C R? donde G = —E.

Ejemplo 26. Sea Ay, € L(R?) como en (4.8).
Sea Ey 4 C R? el conjunto construido a partir del tridngulo
T = {(.’El,xz) S R2 AN [07 ].], —x1 < a9 < 1}

como sigue:

Eye = {(x1,72) €eR? : xlz()}U{(:cl,xg)ER2 : xg <0}

A\

leZ

Afirmamos que Ey , ¢ Da, ., va que como evidentemente Ay o Ex o C Exq,
tenemos que

| Q1[4 Bra I<I Q1) Era <] Q1 |2,

donde la 1ltima desigualdad es cierta por la manera en la que hemos construido
el conjunto E) 4.
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Aunque ya hallamos terminado el ejemplo, para facilitar los célculos suce-
sivos, permitannos tomarme la licencia de escribir el conjunto E) , de forma
explicita como sigue:

Exe = {(z1,22) € R? : 1 >0}U{(x1,22) € R? : 5 <0}
AT
2 . 1 l
U {(Cﬂla«"@) ceR” : z; ¢ [wl,aao}am <zg <A }7
leZ
<2
donde
T — /\l‘l
°T A+l

es la recta que pasa por los puntos

0 Al 1Y\ [ A4t wm.
0 ’ Aa 1 o )\l B Y,a ’

con @y, = —Al + jaX "l y con 7y, = AL

v logv

Ejemplo 27. Sean 1 <A <vysea0<b< % Toox- Sean Ay 1, A, € L(R?) con
las siguientes matrices asociadas respectivamente,

A1 b
14,\,12(0 )\), Au,b:<(y) 1/)'

Afirmamos que el conjunto Ey; C R" definido en el Ejemplo 26 satisface
que K1 € Da,,,-

Empezamos observando que dados ji, j2 € N, tal que j; < jo, la pendiente
de la recta que pasa por (J) y por A;’Jf(l_l) es menor que la pendiente de la

recta que pasa por () y por A;jf(fl).
Por otro lado, dado j € N, tenemos que
pi = \TIRER < \TUsER], (4.9)
Ademds, como 0 < b < Flogyv y 1 < A < v, entonces para cada j € N,

. ~[eEX] —
tenemos que la pendiente de la recta que pasa por (§) y por Ay TN b,

—)\xl
T2 = T loguy
A+ []102,\]

es mayor que la pendiente de la recta que pasa por A;g(fl) y por A;i(:%),

—v v
To = —T1 — —.
PTG v
Por estas tres razones anteriores, dado j € IN tenemos que
| B4 () 403Q1 <1 T o (4.10)
donde T} es el tridngulo encerrado por las rectas xo = 0, la recta que pasa por

-1
~liex]

(3) y por A, (1Y), v la recta que pasa por A;g(l_l) y por A;{;(j), en otras
palabras, T} es el tridngulo con vértices en

1 A [1EX] A

I

(0,0), (;,0), (_ 1 . log vy’ i1 . -log v
VTN =gbA + v + v 25]) /(A + v + v E5])

).
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Asi,
11 A

203 yi—1(—jbA + v + V%)’

y como 0 < b < ¥logy v con 1< X <w, tenemos quej(u}gii —bA)+Av—v >0,
entonces
11 A

[ Tjle < 55— ; (4.11)
' 27 Vﬂ_l(—jb)\—l—)\y—i—u(jlggz -1))
11 A
= S 1 . (4.12)
27 Vﬂ—l(j(ylggi —bA\) + v —v)
Ahora, desde las desigualdades (4.10) y (4.12) podemos decir que
, ‘EilﬂA;in |2 , | T} |2
lim sup —— < limsup ———=
j—00 | Ay’le |2 j——00 41/ J
, v
< ,hm 1 )
I 2 4 (vigex — bA) + Av —v)

y como 0 < b < Xlogy v con 1l <A< v, entonces

BRI NAGQ |
i—ee [ AQ1 |2

=0.

Desde aqui, la Proposicién B.7 nos dice que Ex1 € Da,, .

Ejemplo 28. Sean 1 < A < v y sea %%ggi < b. Sean Ay1,A,p € L(R?) con la

siguientes matrices asociadas respectivamente,

Al v b
A)\,lz(o )\)7 Al/,b_(o V)-

Afirmamos que el conjunto E, ;, definido como en el Ejemplo 26 satisface que
Ey,b S DA)\,I'

De manera analoga al ejemplo anterior, empezamos observando que dados
ji,j2 € N tal que ji < jo, la pendiente de la recta que pasa por (j) y por
A;il(l_l) es menor o igual que la pendiente de la recta que pasa por (J) y por
Au,iz(l )

Por otro lado, dado j € N, tenemos que

AT <yl (4.13)
Ademads, como %%SEK < b existe jo € N tal que si j > jo, entonces
., Ab
]<logu —v)+Av—=Xb>0.
log A

De esta manera, podemos afirmar que si j > jo, la pendiente de la recta que
[z

pasa por (3) y por 4, ,"** h,

1
—VI
v+ [k )b

Tog X

T =

)
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es mayor que la pendiente de la recta que pasa por A;jl(l_l) y por A;ﬂ(j),

Por estas tres razones anteriores, dado j € N, 7 > jj, tenemos que
| B[ VANIQ1 1= T o, (4.14)

donde T} es el tridngulo encerrado por las rectas zo = 0, la recta que pasa por
~ iz . _

() ypor A, ,** (') y larecta que pasa por A% (') y por A} (Z1), o lo que

es lo mismo, T} es el tridngulo con vértices en

1 v+ gl v
(O)O), (Y;O), (_)\jfl . == ] Y —1 . ] )
(—jv + W+ Az b)) ML=y + v+ A D)
Tog X log A
ASi7 si J ZjOa
11 v
T. = . 4.15
| Tj |2 2N N=1(—jv + A + \[1L]b) (119)
log A
< L1 . v , (4.16)
2NN —jv+ M+ Mb(Ekr — 1)
log A
_ v . (4.17)

2A20-1(5(2L — ) 4+ v — \b)

log A

Ahora, desde las desigualdades (4.14) y (4.17) podemos decir que

| ES,NAQ1 |2 . T2
1im — < lim -
JTee |A>\,j1Q1 2 o0 ANTH
A
< lim —— —0,
i—0o00 8(j(E — V) + Av — Ab)
log A

donde la tltima igualdad es cierta ya que 5 log, v < b.

Desde aqui, la Proposicién B.7 nos dice que podemos afirmar que E,; €
Day,-
Ejemplo 29. Sean 1 < A < v, y sean A, M € L(R?) con las siguientes matrices
asociadas respectivamente,

(>0 (v 5EH
A= 3) m=(y FEE )

Entonces Dy = Dy,
Primero probaremos que D4 C D). Para ello, segin la Proposiciéon B.10 es
suficiente con comprobar que si tomamos ¢ € N\ {1} tal que

mm{A" (=X =), A" H=A—c—1)} > —1, (4.18)
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y ademds, Vj € N tomamos /; que sea la parte entera de j%, es decir,

l; = [j%}, entonces se verifican las dos siguientes inclusiones,

Ab=eQy c M1Q,, (4.19)
y .

M=Q, c A7liteQ,. (4.20)

Para ver que se verifica la inclusién (4.19), observamos que dado j € N,
AT Qc MTIQ) = M/ATTQ C Q.

Calculamos

j i ,j—1vlogy —lj—c —lj—c—1
A—li—e (Vg K Toax ATl (=l —c)x™h
MIA™Y = ( 0 Ui 0 N li—e

_ vixTlize yi(—l; — c))\_lﬂ'_‘c_l —l—juj)\_lf_‘%}ggi
0 pINTli—e

-log v
— iyt 1 3=l —e+iEx) _
0 1

Observacion 4.11. Dado j € N, como ¢ > 1, tenemos que

Observacion 4.12. Dado j € N, tenemos que
pINTTe <IN Iom L me -y miple 2 e <

donde la ultima desigualdad es cierta porque ¢ > 2y A > 1.

Por otro lado, como @7 es un conjunto convexo, la imagen de una recta por
una aplicacion lineal es otra recta y por la simetria respecto del origen de los
conjuntos Q1 y MIA=Li—¢Q, para ver que M7 A~47¢Q; C @1, es suficiente con
probar que

) _ ) 1\ 7. _ -log v
MJA‘IJ"C( 11 ) :V])\_lj_c< (A= . ¢+ i) ) €Q, (4.21)

Yy que

. ) 1 7 -log v
MJA—lj—C< } ) :yﬂ)\‘lﬂ'—0< YA =1 1c+]log)\) > € Q. (4.22)

Veamos que se cumple (4.21). Por la Observacién 4.12, dado j € N, la
segunda componente del punto en (4.21) es mayor que 0 y menor que 1. Ahora
nos falta comprobar que la primera componente de dicho punto es mayor que
-1 y menor que 0.

Que la primera componente de nuestro punto en (4.21) es menor que 0 se
sigue desde la Observacion 4.11 y de que v, A > 0. Y que, ademads, es mayor
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que -1 se comprueba como sigue. La Observacion 4.11 y la Observacion 4.12 nos
dicen que

PN () — c+]}2§§)
D S e (R W S +ji§i)
> XAy e i) = A (A=),
donde la dltima desigualdad es cierta ya que [; = [j EEK] Finalmente, debido a

como hemos tomado ¢ en (4.18), en particular ¢ satisface que A™¢(—=A—¢) > —1,
entonces

VINTETT N (A~ — et

con lo que hemos probado que se verifica (4.21).

A partir de aqui podemos afirmar que también se verifica (4.22) ya que las
segundas componentes de los puntos en (4.21) y en (4.22) son las mismas y desde
la Observacién 4.11 podemos asegurar que el médulo de la primera componente
de nuestro punto en (4.22) es menor que el médulo de la primera componente
de nuestro punto en (4.21).

De manera anéloga se puede comprbar que para cada j € N se satisface la
inclusién (4.20) o equivalentemente

AL=CMTIQ, C Q.

De esta manera, ya hemos demostrado que D4 C Dy;.
La prueba de que Dp; C D4 se hace de forma andloga al desarrollo anterior,
ya que si tomamos ¢ € N\ {1} tal que

1 1 logrv, . _ log v log v

AT (=A - AT (=N = - -1 4.23
N NS s e o SR N ()
y ademds, si Vj € N tomamos [; que sea la parte entera de $7 l; = [ﬁ],

entonces se verifican las dos siguientes inclusiones,
M7b=cQ, c A7IQy, (4.24)

y .

ATQrCc M. (4.25)
O

Corolario 4.13. Sea A € L(R?) con la siguiente matriz asociada,

A1
A(O)\), AER, 1<\

Sea |l € N, entonces Dy = Dy
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4.2.2. Resultados

Ya estamos preparados para poder dar nuestra soluciéon al Problema 2
cuando las aplicaciones lineales expansivas estan definidas en R2.

Teorema 4.14. Sea A € L(R?) con la matriz asociada

A= )\1 0 3 )\1;A2€R;1<|)\1 |’|>\2"
0 X

y sea otra aplicacion M : R?2 — R2 con la matriz asociada

v1 0
M(Ol 1/2)7 Vl,VQGR,'1<|I/1‘,‘I/2|.

Entonces, Da = Dy si y solo si

log | A2 | . _log | v |

aq =ap donde ap = ————— QM
log | A1 |

Clog |y |

Demostracion. Haremos la prueba de la implicacién necesaria por reduccién al
absurdo. Sin pérdida de generalidad suponemos que

Q< o,
entonces, por Lema 4.7 E,,, € D4 pero E,,, ¢ Dy donde
Eo,, = {(z1,72) € R? tal que |z |>| 21 |*M}.

Probaremos la implicacién suficiente. El Corolario B.15 nos dice que podemos
suponer, sin pérdida de generalidad, que 1 < A1, Ag,v1,v5. Con esta simpli-
ficacion, veamos que Dy C Dy. Para ello, es suficiente con verificar que se
cumplen las hipdtesis de la Proposicién B.10. Podemos escribir

o /\1 0 o 141 0
"“(o A?A)’ M‘(o )

Asi para cada j € N, existe [; € N, [; > [;_1, tal que [; — oo cuando j — oo

y
1. . -1
D Ve I

Ademas, como a4 > 0, entonces

7

—l; —j —1;—-1
v, JOA > )\1 Joa > Vg i—1aa

con lo que

1. _ Yy
Vs J 2)\2J >Vé J 1)'

De esta manera podemos concluir que para cada j € N, existe [; € N,
l; > 1;_1, tal que [; — oo cuando j — ooy

Mb71Q, Cc A79Q, c M@, (4.26)

De manera analoga se demuestra que D4 C D). O
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Un corolario del Teorema 4.14 es el siguiente.

Corolario 4.15. Sea A € L(R?) con la siguiente matriz asociada,

M0
A:(Ol )\2), Ao A €R; 1< AL |, Ao | | A |#] Aa s

y sea la aplicacion M = cA, con ¢ € R. Entonces Dy = Dy si y solo si| c|=1.

Demostracion. Para probar la implicacién suficiente, basta observar que
AQr = MQ;.
Probamos la implicacién necesaria. Como Dy = Dy, por el Teorema 4.14
tenemos que
log | A2 | log|cho |
log | A1 | log|ch |

y asi,

log|cAa|

(elog|c)\1\)log\)\rz\/logp\l\ — ¢ ,

con lo que
ey [loshal/oE I o, |,

entonces, como | A; [l°8P21/1ogl\l—=| X, || tenemos que
log|A2|/log|A1])—1
| ¢ |(oglAal/loglAa=1_ 1

log\)\g\
log|A1|

y finalmente observando que # 1, podemos concluir que | ¢ |= 1. O

En el siguiente lema encontramos un resultado més preciso que el obtenido
en el Teorema 4.14 en el caso en el que no tenemos igualdad entre Dy y Djy.

Lema 4.16. Sean A, M € L(R?) con las matrices asociadas, respectivamente,

A= N D) A meR < M e,
0 Ao

M = v 0 V1VQER'1<|Z/1||Z/2‘
0 1/2 b b ) 9 -

Siaa # an entonces Dy € Dar y Da P D

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ayq > ;.
Sea E C R? el siguiente conjunto

A+ o

E={(v1,22) € R* tal que |xo > 21 |* a= 5

1.

El Lema 4.7 nos dice que E € Dy y que E ¢ Dy. De esta manera hemos
probado que Dy 2 Dyy.

Por otro lado, el Lema 4.8 nos dice que E¢ ¢ Dy y que E¢ € Dy, por lo
tanto Dy ¢_ Dur. O
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Lema 4.17. Sean A, A’ € L(R?) tales que la matriz asociada a la aplicacion A
tiene la siguiente forma,

(M0
A<0 )\2>, 1 <A < g,

y la matriz asociada a la aplicacion A’ es de la forma A’ = C~1AC. Entonces

a b

Das =Dy siy solo si CZ(O d

) con a,b,d € R.

Demostracion. Haremos la prueba de la implicacién necesaria por reduccién al
absurdo. Supongamos que

OZ(Z Z) con a,b,c,d € R,y c#0.

Distinguiremos dos casos diferentes, si d # 0 o si d = 0.
En el caso d # 0, como

o) 1 d —b z\ 1 dx
0 ) ad—=bc\ —c a 0 ) ad—be\ —cx )’

la imagen por C~! de la recta x5 = 0 es la recta zo = —<ry, con 5 # 0.
Tomamos el siguiente conjunto £ C R2,

5 ¢ , 3 c
B={(or,0) € R talque |5 |< 5| S llan| ¥ [z |2 515 o |},

El lema 4.6 y la Proposicién B.8 nos dicen que F € Dy. Ademads, debido a
la construccién y al Lema 4.6, sabemos que CE ¢ Dy, o equivalentemente,
E ¢ C~'Dy, y asi, desde el Lema B.13 podemos concluir que E ¢ D 4.

En el otro caso, es decir, cuando d = 0, se puede comprobar facilmente que la
imagen por C~! de la recta x5 = 0 es la recta 2; = 0, y siguiendo un desarrollo
analogo al caso anterior, sabemos que el conjunto £ C R? que viene dado por
la siguiente expresién,

E ={(x1,22) € R? tal que <| x|},

satisface que E € Dy y que E ¢ Dy.

Para probar la implicacién suficiente, volvemos a distinguir dos casos.

Si b = 0. En este caso, es facil observar que A = A’ entonces, obviamente
Dy =Dyr.

Si b # 0 tenemos que

b M R =)
A< hoa ) ),

Observamos que a es distinto de cero ya que ¢ =0y dg > 0.
Entonces, para cada j € Z, tenemos

Al — XL = N) ’
Y
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Veamos que Dy C D4/. Segin nos indica la Proposicién B.10, es suficiente
con comprobar que Jc € N, V5 € N tal que

A'7IBy C ATITeBy, (4.27)

¥ que , ,
A=I=¢B, c A B,. (4.28)

En primer lugar queremos encontrar [y € N tal que dado cualquier j € N se
verifique la inclusién (4.27) VI > Iy, o equivalentemente

ATATIB, ¢ A'B. (4.29)

Para cada j € N, hallamos

M
wamio L al=5) )
0 1

entonces, es facil comprobar que
] b b 2
AIA"™IBy C Br, donde Rp =1+ |- |+ |- |,
a a
y como la aplicacién A es expansiva, g € N\ {0} tal que si ! > Iy, entonces
Br, C A'B;.

Desde aqui, podemos decir que VI > Iy y V5 € N la inclusién (4.29) es cierta.
En segundo lugar queremos encontrar I3 € N, tal que sil > [y, para cualquier
j € N, se verifica la inclusién (4.28), o equivalentemente

A7'B, c AVATIB,. (4.30)

Es facil comprobar que
B;:% Cc AVA By,
0

y como la aplicacién A es expansiva, dl; € N tal que si [ > [y, entonces
A™'Byc B
Ro

Desde aqui podemos afirmar que VI > [;, ¥j € N se cumple la inclusién (4.30).
Podemos concluir que si tomamos

Cc = méX{l(), Zl},

entonces Vj € N se satisfacen las inclusiones (4.27) y (4.28).
De manera anéloga al caso anterior se puede comprobar que Dy C Dy. O

Teorema 4.18. Sean A, A, M, M’ € L(R?) tales que las matrices asociadas a

las aplicaciones A y M son respectivamente,

A= M 0 Mde €R, 1< A <] A |,
0 A
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141 O
M = s V1,V2€R,1<|V1 |<|V2 |,
0 Vo
y ademds, existen dos matrices reales 2 X 2, C y D con dc > 0 y con dp > 0,

tales que A’ = CYAC y M' = D='MD. Entonces

D =Dy siy solo si

aa=apy Y C’D_1:<CCL Z) tal que a,b,c,d € R, con ¢ = 0.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, debido al Corolario B.15, podemos
suponer que 1 < A1 < Ay y que 1 < 11 < v. Ademas, recordamos que el Lema
B.13 nos dice que

Dy =Dy & C'Dy=D"'Dy & Da=CD 'Dy. (4.31)

<) Como ay = ay, desde el Teorema 4.14 sabemos que Dy = Dy,
entonces
Dy =CD'Dy < Dy =CD 'Dy.

Finalmente, como

Q

CD1< Z) tal que a,b,c,d € R, con ¢ = 0,

c

el Lema 4.17 nos dice que efectivamente se verifica que D4 = CD™1Dy4.
=) Por reduccién al absurdo. Si

CD1<(CZ Z) tal que a,b,¢,d € R, con ¢ # 0,

de forma anéloga a la demostracion de la parte necesaria del Lema 4.17, tenemos
que Dy # CD 1Dy
Nos falta comprobar el caso en el que aq # ap; y

C

CD_1:<a 2) a,b,c,d € R, con c=0.

En este caso, el Lema 4.17 nos dice que CD~'Dy; = Dy pero el Teorema 4.14
nos dice que £4 # Epr. Entonces debido a las equivalencias en (4.31) podemos
concluir que Dar # Dyyr. O

Lema 4.19. Sean A, A, Ay 1, A} | € L(R?) tales que A y Ay tienen las ma-
trices asociadas:

A= D) A meR 1< A< hl,
0 Ao

A1
A)\,l—(o A)’ 1< A

y ademds, A' ~ Ay A\ | ~ A1, entonces Dar # Day .
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Demostracion. Como A’ ~ A, existe C' una matriz real 2 X 2 con d¢ > 0 tal que
A" =C7TAC y como A’/\1 ~ Ay 1, existe una matriz real 2 x 2, D, con dp > 0,
tal que A | = D" A\ 1D.

Las siguientes equivalencias son ciertas, donde la primera de ellas es conse-
cuencia del Lema B.13.

Dar # Dy, <= C'Da# DDy, <= DC™'Dy # Da, - (4.32)
Sea

d

Distinguimos dos casos. Primero estudiamos cuando ¢ = 0. En este caso, el
Teorema 4.18 nos dice que DC 1D = D 4. Con lo que, desde (4.32) es suficiente
demostrar que

DCl((z b) con a,b,c,d € R.

Da 7é DAA,l :
Efectivamente, el Ejemplo 24 nos dice que el conjunto £ C R? tal que

B¢ ={(z1,22) € R 125 > 0,20 > —1}

pertenece a Dy, ,, v el Ejemplo 20 junto con la Proposicién B.2 nos dicen que
E¢Dy.

El segundo caso sera cuando ¢ # 0. Aqui volvemos a distinguir dos subcasos.
Si d # 0, como

oz 1 d —b z ) 1 dx
be (0)_ad—bc(—c a)(())_ad—bc —cx )’

la imagen por DC~! de la recta x5 = 0 es la recta zo = —4x1, con 5 # 0.
Sea E C R? el conjunto tal que

5 ¢ 3. ¢
E¢ = 2 tal <= ¢ > = .
{(o1,72) €R? tal que |22 1< 2| o] § 22]2 5|5 Nlan )

Desde nuestra construccién y desde el Lema 4.6, sabemos que CD™'E ¢ Dy,
o equivalentemente, E ¢ DC~'D4. Por otro lado, por el Ejemplo 24, por la
Proposicién B.8 y por la Proposicién B.2 sabemos que E € Dy;.

El segundo subcaso es si d = 0. En esta situacién, se puede comprobar
facilmente que la imagen por DC~! de la recta x5 = 0 es la recta z; = 0.
Y siguiendo un desarrollo andlogo al caso anterior, sabemos que el conjunto
E C R? que viene dado por la siguiente expresion,

E = {(z1,22) € R? tal que 9 <| ; |},

cumple que E ¢ DC~'D4. Por otro lado, el Ejemplo 24 y la Proposicién B.2
nos dicen que E € Da, ,. O

Lema 4.20. Sea 1 < \ y sean AY, A= € L(R?) con las siguientes matrices
asociadas respectivamente,

A1 A1
A+:(0 A)’ A—:<o —)\)'

-1 0
SDa_ =Dy,, donde S—( 0 1).

Entonces



95

Demostracion. Veamos la inclusiéon SDy_ C Da,.
Sea j € N. Si j es par, tenemos que

A A N P e N A |
SAy ( 1) AT =A 1

A AN AD S D e W I A |
SAL ( 1) ATI =41 )

entonces desde la linealidad de las aplicaciones A y A_,

Yy que

SAT Q1 = ATQ:. (4.33)

Si j es impar, de forma andloga, podemos ver que la igualdad (4.33) también se
cumple.
Sea E C D, . Hallamos

, \ SEﬂAIle |2 , | EQSAIle |2
lim sup — = limsup —
j—oo [ AYQ1 |2 j—oo | ATQ1 |2
. | ENAZ?Q1 |2
= limsup ————= =0,

j—oo | ATIQ1 |2

donde la 1ltima igualdad es cierta ya que E C D4_. Asi, la Proposicion B.7 nos
dice que SE C Dy, .
La inclusion SDa, C Da_, se demuestra de forma andloga. O

Lema 4.21. Sean 1 < \,v, y 0 < a,b. Sean Ay q,A_,p € L(R?) con las
stquientes matrices asociadas,

A a —v b
A“_<O A)’ A”vb_( 0 —u>'

DAA,(L g— DAfu,b Y DAA,Q ?7—5 DAﬂ/,b'

Demostracion. Veamos primero que Dy, , ¢ Da_,,- El Ejemplo 24 nos muestra
conjuntos £ C R? tales que E € Da, ,- Pero ademds, desde el Lema 4.20 y el
Ejemplo 25 podemos asegurar que E ¢ Da_,,-

Veamos ahora que Dy, , 2 Da_,,. El Ejemplo 25 nos muestra conjuntos
E C R? tal que E ¢ Dy, . Pero desde el Lema 4.20 y el Ejemplo 24 obtenemos
que E€Dy_,,. O

Entonces

Lema 4.22. Sean A, A', A_y1, A’_/\71 € L(R?) tales que las matrices asociadas
a la aplicacion A y a la aplicacion A_y 1 son respectivamente

A= D) A eR 1<l M <.
0 A

0 =X
y ademds, A' ~ Ay A"\ | ~ A_x1. Entonces Dar # Dar .

AM:<_A 1 > AER, A>1,
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Demostracion. Como A’ ~ A, existe una matriz real 2 x 2, C, con dg > 0y
tal que A’ = C~*AC y como A\ | ~ A1, existe una matriz real 2 x 2, D, con
dp>0ytalque A", , =D 'A_x,D.

Las siguientes equivalencias, donde la primera es debida al Lema B.13, son
ciertas.

Da #Dar, < C'Da# D 'Da_,, <= DC'Dy #Da_,,.

Por otro lado, el Lema 4.20 nos dice que Da_, , = SDa, , donde
-1 0
(0 1)

DC™'Dy#Dy_,, < DC "Dy # SDa,, <> SDC "Dy # Da, ,,

asi,

y efectivamente, debido al Lema 4.19 podemos asegurar que
SDC_LDA #* DA)\,y
O

Lema 4.23. Sean ijl,A:,,l,A,\J,A’)\’l € L(R?) tales que las matrices asoci-
adas a las aplicaciones Ay y A, 1 son respectivamente

Al
A)\,1<0 )\), A>1,

v 1
Au,l(o V)’ V>1,

y ademds, existen dos matrices reales 2 x 2 C y D, de > 0, dp > 0 tales que
A’)\’1 =C"14,,1Cy A= D='A,1D. Entonces

DA/M = DAL,l st y solo si

1 [ a b 4 . a_vlegv
CD _<c d)’ con a,b,c,de R, c=0 g i~ Aogh'

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, suponemos que 1 < A < v. Em-
pezamos observando las siguientes equivalencias, donde la primera y la tltima
son consecuencia del Lema B.13.

Day, =Da,, & C™'Da,, =D 'Dy,,

= DAk,l = CDil'DAUY1 = DAA,l = DCDflAy,lDCfl- (4.34)

Dividiremos la prueba en varios casos segun los valores que puedan tomar los
elementos de la matriz CD ™!, a,b, ¢, y d y veremos para cuales de ellos se verifica
(4.34).
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Sic# 0y d# 0 comprobaremos que Dy, , # CDleAV’1 de la siguiente
manera. Como la imagen por CD~! de la recta x5 = 0 es la recta zo = -1,
tomamos el conjunto £ C R? tal que

5 3
B = {(r.e2) € R” t|wa|< 7| Sl | § Jwal2 15 o ]},

El Ejemplo 24, la Proposicién B.8 y la Proposicién B.2 nos dicen que el conjunto
E € Da, ,. Desde nuestra construccién, por el Ejemplo 25 y la Proposicién B.2
sabemos que DC™'E ¢ Dy, ., o equivalentemente, E ¢ CD™'Dy, .

Sic# 0y d= 0 comprobaremos que Dy, , # CDleAV,1 de la siguiente
manera.

Se puede comprobar facilmente que la imagen por DC~! de la recta 25 = 0
es la recta x1 = 0, y siguiendo un desarrollo analogo al caso anterior, sabemos
que el conjunto E C R?,

E ={(x1,29) € R?: 1, <| z1},

verifica que E € Dy, , y que E ¢ CD Dy, .
Estudiemos ahora los distintos casos que podemos tener cuando ¢ = 0.
Primero calculamos
v logv

Sie=0y § = Nlogx’ el Ejemplo 29 nos dice que Dy =Dy .

14

0

T ale

CD 'A,,DC™! = (

Sic=0y0<g< %igg;, el Ejemplo 27 nos dice que Dy | #Da .

Sic=0y %}ggl}’\ < g, el Ejemplo 28 nos dice que Da;  # Day ..

Sic=0y § =0 el Teorema 4.5 nos dice que Dy;  # bAl,f

Sic=0y 4 < 0la Observacién B.1 y el Lema 4.21 nos muestran que

DA/A,l 7& DAL,I' N

Lema 4.24. Sean Ay, A, A1, A", | € L(R?) tales que las matrices aso-
ciadas a las aplicaciones Ay 1 y A_, 1 son respectivamente,

A—l/71<_oy jy), l/>].,

y ademds, existen dos matrices reales 2 x 2 C' y D, de > 0, dp > 0, tales que
Al = C'A\1C y A,y =D 'A_,1D. Entonces

DA/“ =Dy, siysolo si

1_ [ a b _ .0 _ viegy
CD <c d)’ conmb,c,deR,chydf Nog A’

Demostracion. Sin pérdida de generalidad suponemos que 1 < A < v.
Empezamos observando las siguientes equivalencias, donde la primera de
ellas es consecuencia del Lema B.13,

Dy, =Dar,, & C'Da,, =D"'Da_,, & Da,, =CD'Dy4_,,.
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Como el Lema 4.20 nos dice que Dy, , = SDa_, , donde

-1 0
=(0h)

entonces
Da,, =Da ©Da,,=CD'SDy,,,
y como
—1 —a b
CD S = con a,b,c,d € R,
—c d
desde el Lema 4.23 damos la prueba por terminada. O

Lema 4.25. Sean A_x1,A", |, A_,1,A",; € L(R?) tales que las matrices
asociadas a las aplicaciones A_x 1 y A_, 1 son respectivamente

A_M:(OA _&) A1,

Afl/,l = ( _OV —1V ) v > ].,

y ademds, existen dos matrices reales 2 X 2 C y D, con dg > 0 y con dp > 0
tales que A’y | =C~'A_\,C y A", =D 'A_,1D. Entonces

Dy =Dy, siysolosi

’
-1

1 _f(a b _n.a_vieg|v|
CD _<c d>’ cona,b,c,dER,C—Oyd—Alog”\'.

Demostracion. Empezamos observando las siguientes equivalencias, donde la
primera de ellas es debida al Lema B.13

Do, =Da & C "Dy, ,=D"'Dy_,, & Da_,,=CD'Dy_,,.
Ademds, el Lema 4.20 nos dice que Dy_, , = SDa,, y que Da_,, = SDa,,
donde

-1 0
=(0h)
entonces

v,19

Dar,,=Da, ©Da,, =SCD'SDy

—A,1

y como tenemos que

SCD™ 1S = ( —ac _db > con a,b,c,d € R,
desde el Lema 4.23 damos por finalizada nuestra demostracion. O

Si ahora recogemos y unimos adecuadamente los resultados que hemos visto
anteriormente, tenemos lo siguiente.

Teorema 4.26. Sean Ay, Ay : R? — R? dos aplicaciones lineales y expansi-
vas. Entonces existen exactamente los siguientes casos en los que Da, = Da,.
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(1) Ay y Ay son isotrdpicas.

(2) Existen dos matrices reales 2 x 2, C y D, do >0, dp > 0, tales que
Ay =C71AC y Ay = D7YALD, donde las matrices asociadas a las
aplicaciones A} y Al son respectivamente,

A 0
Ai;( 01 Ny >7 )\1,)\2€R,1<‘)\1 |<|)\2 |,
a0 vi,vre ER, 1 <| 1y <] 1o |
2 — 0 Vs ) 1,2 ’ 1 2 |s

a b

con o =ay, Y C’Dl(O J

) tal que a,b,d € R.

(3) Ezisten dos matrices reales 2 x 2 C y D, do > 0, dp > 0 tales que
A = C_IA)\JC y Ay = D_lA,,,lD, donde las matrices asociadas a
las aplicaciones Ay y A, 1 son respectivamente

Al
:(0 /\>’ AeR | A]>1,

AM(V 11/>, veR |v]|>1,

1 [ a b a_vlog|v|
con CD <O d)’ cona,b,dER,ydf)\log|)\|.
4.3. Equivalencia de A-densidades para aplica-
ciones autoadjuntas

En esta seccién daremos una solucién al Problema 2 cuando las aplicaciones
lineales expansivas que tengamos estén definidas en R™, n > 1, y sean autoad-
juntas. En este estudio tendra gran importancia la forma especial que tienen las
matrices elementales de Jordan de las aplicaciones autoadjuntas. Los resultados
se han obtenido en un trabajo conjunto con el profesor Szildrd GY. Révész [65].

4.3.1. Algunos casos particulares

Ejemplo 30. Sea A € LEP. Con la notacién dada en el Apéndice A (Autovalores,
autovectores y Teorema Espectral), dado § > 0, definimos el conjunto medible

Es={x=y+z: yEUl;ZEUll,||Z||<6||y||}

={x=yi+..4+yr ryic€Us,i=1,..k|ys+..+ye <o |y}

Entonces en el caso en el que dimU; < n, es decir, cuando no todos los auto-
valores de A son iguales a u1, tenemos que Es € Dy.
Claramente,

| Bl ﬂE5 |n:/ XE&(X)dX7
B,
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y lims_ o0 XE; (X) = X B, (X) c.t. x € R™. As{ desde el teorema de la convergen-
cia dominada,

6@00 | By mE6 ‘nzl By ‘n : (4'35)
Segundo, queremos ver que dado § > 0, tenemos que EFrs s C AEj5.
Al ser los subespacios U; ortogonales entre ellos, poﬂélemos escribir AEs de
la siguiente manera.
AEs = {,u1y1 + ot uryr  yi€Un,t=1,.k,
[ye 2+t [yn 1< 8% [ ya 1)
= {z1+..+z; : 2, €U;,i=1,...,k,

1 1 1
= 22 | 4o+ =5 2 [P< 82— [l 20 [P}
“3 1 I
Sea x € Eu2 4, entonces
K1

X=yi1+..+yr dondey, €U;,i=1,..k,

Lot L lvs Pt e 2 L6 g |2
ytalque — [[y2 [ +.. 4+ — [ ye IF< =07 [ y1 [I°
125 Ha K1

y como [; > pa, it = 2, ..., k, tenemos que
1 1 1 1 1
Sy P+ + 5 lye IP< 5 1 v2 P+ + = lye 1P< =8 Iy 17
13 1, 13 13 I
Asi, hemos llegado a que x € AFEs, probando que Frz 5 C AFEs. Siahora iteramos
k1

el proceso anterior y lo ponemos junto a (4.35), entonces
| Bi|n> lm | By (A Es |n> Jlim | By (VE2)s5 [n=| B | -
Finalmente, la condicién (i7) de la Proposicién B.3 y la Proposicién B.7 nos

dicen que Es € Dy4.

Ejemplo 31. Sea A € LEP con autovalores 1 < p1 < ... < g, 1 < k < n. Sea
U; C R™ el subespacio generado por todos los autovectores asociados con el
autovalor p1, y ademas, sea V' C R™ un subespacio ortogonal de Uj.

Dado ¢ > 0, definimos el conjunto medible Fs C R"™ de la siguiente manera,

Fs = {x=u+v+w: ueUl,VEV,WE(Uleav)L
ytal que ||v]<d]| ul}

Entonces, por la Proposicion B.2, Fs € D4 ya que el conjunto Fs € R™ definido
en el Ejemplo 30 pertenece a Dy y Es C Fs.

Lema 4.27. Sean A1, Ay € LEP con las siguientes matrices asociadas respec-
tivamente.

AWo0 0 L0
0 A¥ o0 . o0

A, = ,

0 0 .. Aw

0
)\E“) eER, 1< )\g“) < )\éﬂ) <. < )\51“), w=1,2. Entonces Da, =Da, sty solo
st ds > 0 tal que
(A1)® = As.
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Demostracion. Haremos la prueba de la condicién necesaria por reduccién al
absurdo. Supongamos que no existe s > 0 tal que(A;)® = As, entonces 3i,l €
{1,...,n}, i < I, tal que ()\1(-1))51 = )\52) y ()\l(l))s2 = )\1(2) con 0 < s1,82 pero
$1 # So, es decir,

_log )\52) log )\1(2) B
e log )\Z(-l) log )\l(l) -
0 equivalentemente
log )\1(1) log )\l(z)
log )\51) log )\Z(-Q) .
Denotamos ) )
o = log)\l( ) ) g = log )\l( ).
log ALY log A\

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que (1 <) a1 < ao.
Sea E C R™ un conjunto con la siguiente forma

E={x=(x1,..,zn) E R" :| z |>| z; |*?}.
El Lema B.11 nos dice que
Ee€Dy, p=12<=FeDy, n=1,2,
donde F C R? es el siguiente conjunto
F = {(z;,x) € R*:| zy |>] z; |2}

y Mi,M> : R?> — R? son las aplicaciones lineales expansivas y positivas con
las siguientes matrices asociadas,

A0
M, = " : =12
g ( 0 AW 8

Asi, el Teorema 4.14 nos dice que Dy, # Da,.
Probamos, ahora, la condicién suficiente. Como Ay = Aj si y solo si

1
As = Ay, si s > 0, es suficiente con probar que Dy, C Day,.
Para cada j € N, tomamos [; € Ny, con [; = [jt] la parte entera de jt y
por lo tanto, {/;}32; es una sucesién no decreciente tal que [; — oo cuando

j — oo. Ademds, como 1 < )\gﬂ)

tenemos que

,t=1,..,n, p =12y s > 0, entonces

A < YT = ) = ) < WD) Vie {1} (4.36)

Es facil ver que A{L(Ql), j € Z, p = 1,2, es un prisma cuyo centro es
el origen y tiene los ejes soportados sobre los ejes coordenados y de longitud
209N e {1, n}, p=1,2.

De esa manera, desde (4.36), tenemos que para cualquier j € N, 3l; € Ny
tal que

ATV T € A C AT QL (4.37)

Finalmente, el resultado se sigue desde la Proposicién B.10. O
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Ejemplo 32. Sea A : R® — R una aplicacién tal que Ax = Ax, Vx € R",
donde A € R, tal que | A |[> 1. Ademds, sea V C R™ un subespacio de R™ tal
que R" =V @PV+y Vet £{0} Sea E C R" el siguiente conjunto medible,

E = {x=u+veR":ucV,veV+
y tal que || v [|<[f w{]}.

Entonces E ¢ Dy.

Para comprobar esta afirmaciéon veremos que se satisfacen las condiciones
del Lema B.9.

Observamos que como V+ # {0},

‘ Bl mE |n<| Bl |na
y ademas, AE = E ya que

AE = {Mx=Xu+IveR" : ueV,veV™
y tal que || v [[<[[ul}
= {X=u+VveR" : ueV,veVvt

1, -, 1, -
y tal que + || v[|< [ ul}=E.

4.3.2. Resultados

Empezaremos escribiendo dos lemas que necesitaremos para la demostracién
de nuestros resultados.

Lema 4.28. Sean Ay, Ay € LEP tales que Dy, = Da,. Entonces
dm UM NUP > 1.

Demostracion. Supongamos lo contrario, es decir, Ul(l) N U1(2) = {0}, asi podemos
definir V := Ul(l) + Ul(z) = Ul(l) @ U1(2). Recordamos que por la definicién de los
subespacios U 1(1) y UI(Q), ambos tienen al menos dimensién uno, y ademés, como
dim Ul(l) +dim U1(2) =dimV :=p < d, ninguno de ellos pueden tener dimensién
total. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que V' = RP. En primer
lugar trabajamos con V. Denotamos V), := (Ul(”))l-, u = 1,2, el complemento
ortogonal de Ul(“ JenV.

Por otro lado, si S es la espera unidad en V, S := {x € V : [|x|| = 1},

entonces desde nuestra indirecta suposicién, las trazas T, := SN Ul(” ) son dis-
juntas para g = 1,2. Como ademas, estos conjuntos son compactos, tenemos
que la distancia entre ellos, que denotaremos por

p =dist(T1,T2) = inf{||x1 — x2|| : x1 € Th, x2 € Ta},

es una distancia positiva, y por supuesto, menor que 2.
Ahora, fijamos un pardmetro s, 0 < x < 4 y definimos los siguientes con-
juntos

Ky ={utv : ueU veV,|v|<sulul} (z=12).
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Afirmamos que los dos conjuntos satisfacen que |K; N Ks|, = 0, con més pre-
cisién, Ky N Ky = {0}. Ahora fijemos x =1 0o u = 2, y consideremos cualquier
x € K, \ {0}. Desde la representacién de x como suma de vectores ortogonales
uy v, tenemos que

lall < Il = V[l + vI? < Vul? + s2flul = V1 + s2[[ul,  (4.38)

y ademads, como x # 0, desde la definicién de K, tenemos que u # 0.

Denotamos por y = H}TIX € S la proyeccion homotécica de x sobre S.
Entonces
dist(y,T,) = f{||y—z| : z€T,}
Iy — e <y = x| e = |
< y——ull<||ly—- —x ——X— ——u
[ a | [ a | fafl™ fuf
1
< |1—”§”|+u”|v|| <(WVI+rZ—1)+5K<26< g,

donde la antepenitltima desigualdad es consecuencia de (4.38) y de la definicién
de K.

De esta manera, y estd a una distancia de 7, menor estrictamente que p/2.
Entonces la proyeccién homotécica, y,, de los elementos x,, € K, p = 1,2,
nunca puede coincidir. Pero, ademds, como K, son conos, y por lo tanto son
invariantes bajo dilataciones homotécicas, obtenemos que K3 N Ky C {0}, que
era lo que queriamos probar.

i
Ahora denotamos W = (Ul(l) &) U1(2)) el complemento ortogonal de

Ul(l) S Ul(z) en R™ y consideramos los conjuntos

H,: = K,oW={x+w:xeK,weW}
= {ut+v+w:ueUW veV,weW|v|<sul} (z=1,2).

Observar que |Hy N Hal, =0 ya que Hi N Hy =W y dim W < n, por lo tanto
|W1, = 0. Estos conjuntos H,, son de la forma Fs en el Ejemplo 31, con lo que
podemos asegurar que H,, € D4, para p = 1,2.

Si ahora recordamos el Corolario B.5, que nos dice que dos conjuntos esen-
cialmente disjuntos no pueden simultdneamente ser elementos del mismo Dy,
tenemos que Hy € Dy, pero Hy ¢ Dy,,y Ha € Dya, pero Hy ¢ D4, . Asi hemos
llegado a una contradiccion con Dy, = D4, lo cual concluye nuestra prueba. U

Lema 4.29. Sean Ay, Az € LEP tales que Dy, = Da,. Entonces A1 y Ay son
aplicaciones simultineamente diagonalizables.

Demostracion. Probaremos el lema por induccién en la dimensién. Obviamente
el caso con dimensién mads baja, n = 1, es cierto. Ahora sea n > 1 y supongamos
que para cualesquiera My, My : R™ — R™ dos aplicaciones lineales, expansivas
y positivas tales que Dy;, = Dyy,, tenemos que M; y Ms son simultdneamente
diagonalizables. Probaremos que nuestra afirmacién es cierta para dimensién
n+ 1. Sean Ay, Ay : R*™1 — R™*! dos aplicaciones lineales, expansivas y
positivas tales que Dy, = Dg4,. Desde el Lema 4.28 sabemos que existe un
subespacio con dimensién uno, [u], tal que [u] € Ul(l) ﬂUl(Z), donde u es un
autovector de ambas Ay y As.
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Al ser u un autovector de A; y de As, [u] es un subespacio invariante con
respecto de A; y de Ay, y ademds, como A; y A, son autoadjuntas, [u]t es
un subespacio invariante con respecto de ambas A; y As. Asi, desde el Lema
B.12, sabemos que Dy, = Dy, donde M, := A, ‘[U]L, @ = 1,2. Entonces por
la hipdtesis de induccion, sabemos que las aplicaciones lineales, expansivas y
positivas My, My : [u]* — [u]* son simultdneamente diagonalizables. Por lo
tanto, como A, = A, | ®M,, p = 1,2, y u € [u] es un autovector de A,
y de Ay, podemos concluir que las aplicaciones A; y As son simultdneamente
diagonalizables. O

Teorema 4.30. Sean Ay, Ay € LEP.
Da, =Da, <= 3I5>0 tal que A] = As.

Demostracion. <) Debido al teorema espectral, sabemos que existe una apli-
cacién lineal C : R® — R™ con d¢ > 0, tal que A; = CJ;C~! donde
J1 : R — R es una aplicacién lineal expansiva con la siguiente matriz
asociada,

A0 0 0
(1)
a=| 0 A 0 0 Mg g AD <D< <D,
0 0 0 .. AP

Al tener la condicién As = Af con s > 0, podemos escribir la matriz asociada
de la aplicacién Ay como Ay = C(J1)*C~1L.
El Lema 4.27 nos dice que Dj, = D(;,)s. Ademds, tenemos la siguiente
equivalencia,
Dy, = D(Jl)s — CDJl = CD(JI)S,

y finalmente, como el Lema B.13 implica que CDy, = Dga,, vy CDy, = Da,,
concluimos que

1

C'DJ1 = CD(Jl)s — DA1 = DA2~

=) El Lema 4.29 nos dice que existe una base ortonormal de R", uy, ..., u,,
tal que tanto A; como As tienen una matriz asociada diagonal respecto de esta
base, es decir, si definimos una aplicacién lineal C' : R® — R"™ cuya matriz
asociada es C = (uj,uq,...,u,) donde u;, [ = 1,...,n son vectores columna,
podemos escribir A4, = C'JMC_l7 p = 1,2, donde J, : R* — R" es una
aplicacion lineal expansiva con la siguiente matriz asociada,

AP0 0 .0
(1)
Jlt _ 0 )\2 0 .. 0 , AEH) c ]17 1< )\gﬂ) < )\(2H) <. < A;ﬂ)
0 0 0 .. AW

Observamos que dc = 1 > 0 porque los vectores u;, [ = 1, ..., n, son ortogonales.
Desde el Lema B.13 sabemos que

Dy, = Da, < CD,, = CD,, <> D;, =Dy,
y finalmente, el Lema 4.27 nos dice que
Dy, =Dy, < 3Js>0 talque (J1)°=Jo.
Entonces, podemos escribir Ay = C(J;)5C~! = (A4;)* O
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Podemos enunciar ahora un resultado ligeramente més general que el Teo-
rema 4.30. Sean A;, A3 : R® — R"™ dos aplicaciones lineales expansivas y
autoadjuntas, sin suponer que son positivas. Consideramos C7,C5 : R — R
dos aplicaciones lineales tales que d¢,,dc, > 0y A, = C’MJMC’;l7 w =172
donde Ji,Js : R™ — R son aplicaciones lineales con matrices asociadas,

AW0 0 0
s=| 0 00| A e R, (4.39)
0 0 0 .. AW
Ademsds, denotamos
AW 0 0 .0
7 0 [A¥1 0 . 0 (4.40)
0 0 0 . AP

Entonces, como una consecuencia directa del Teorema 4.30 y del Corolario B.15,
podemos afirmar lo siguiente.

Corolario 4.31. Sean A1, As : R™ — R™ dos aplicaciones lineales expansivas
y autoadjuntas. Sean C1,Cy : R™ — R™ dos aplicaciones lineales tales que
de,,dc, >0y A, = CMJMCI:l, w = 1,2, donde J, vienen definida como en
(4.39). Entonces

Da, =Da, <<= 3Is>0 tal que (A})° = A,

donde A}, = C,J,,C", p=1,2, con J), como en (4.40).
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Capitulo 5

CARACTERIZACION DE
FUNCIONES DE ESCALA
EN CASOS MAS
GENERALES

Damos una caracterizacion completa de las funciones ¢ € R™ que gene-
ran un frame analisis multirresolucién. A partir del principal resultado de este
capitulo se deduce la caracterizacion de las funciones de escala de un analisis
multirresolucién. El hecho de que en un subespacio cerrado de L?(R™) generado
por los trasladados por enteros de una sola funcién exista un tight frame, nos
pemite obtener la caracterizacion de las funciones de escala para casos mas
generales desde nuestro resultado principal. Los resultados que mostraremos en
este capitulo han sido publicados en [15].

Desde los trabajos pioneros sobre ondiculas, las condiciones (i), (ii), (iii) y
(iv) de un andlisis multirresolucién han sido modificadas para atender los dife
rentes propésitos requeridos por las aplicaciones. Una de las condiciones que
més cambios ha tenido es la condicién (iv), la cual a priori parece independiente
de las deméds. Primero, el requerimiento de que {¢(x — k)}xez» fuera una base
ortonormal de Vj fue debilitado imponiendo que los trasladados de la funcién
de escala constituyeran una base de Riesz de V. Después, la nocién de frame
andlisis multiresolucion (FMRA) en L?(R) fue formulada por J. Benedetto y
S. Li [3]. Un FMRA es una extensién natural de un MRA y es obtenida reem-
plazando la condicién (iv) por la siguiente condicién:

(iv)* Existe una funcién ¢ € Vj tal que {¢(x — k) }kezr es un frame de Vj.
A esta funcién se le llama funcion de escala.

Recientemente ([67], [25], [6]), se han estudiado los MRA generados por una
funcién de escala ¢, donde la condicién (iv) es reemplazada por el requerimiento
que V} es el subespacio vectorial cerrado generado por {¢(x —k) }xez». Ademas,
se ha extendido el concepto de MRA a otros espacios como los LP(R™), 1 <p <
00, [30] o espacios de Sobolev [57].

Probamos nuestro resultado principal de este capitulo en un contexto algo
més general que un FMRA en L?(R"™), aunque sélo consideraremos el caso

107
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diadico. Se puede obtener el caso general donde la dilatacién viene dada por

una aplicacién lineal expansiva en R™ tal que AZ" C Z", si combinamos los

resultados obtenidos en el Capitulo 1 y los que presentaremos en este capitulo.
La teoria de frames fue introducida por Duffin y Schaeffer [28].

Definicién 5.1. Una sucesién {¢,}52; de elementos de un espacio de Hilbert
separable H es un frame de H si existen constantes A, B > 0 tales que

oo

AllR? < Z o)? < B|R|%,  VheH.

Queda claro que un frame es un conjunto de elementos completo de H, ya
que la relacién (h,¢,) = 0,n € N, implica que h = 0. Se dice que un frame
{dn )52, es tight frame si podemos tomar A = B. Un frame {¢,, }52; se dice que
es un frame exacto si deja de ser un frame de H al quitar uno de sus elementos.

Si {¢n}22, es un frame de H entonces el operador frame S : H — H es un
operador lineal y acotado definido por

oo

Sh="(h,¢u)u.

n=1

Se puede probar que el operador S es autoadjunto, positivo e invertible (cf.
[28] 0 uno de los monogréficos [24] o [13]) y que {S™1¢,}5 ; es un frame de H
Ademsés, Vh € H

h=S85"h= Z ST, n)bn = (1, S )b (5.1)
n=1

En este capitulo, denotaremos por D el operador dilatacién D f(x) = 22 f(2x)
en L2(R"™). Sea L un subconjunto de un espacio de Hilbert complejo y sepa-
rable H. Al espacio vectorial generado por todas las combinaciones lineales de
elementos de L lo denotaremos por spanl, y la clausura de spanL serd Spanl.

Definicién 5.2. Una sucesién {h,}52; de elementos del espacio de Hilbert H
es una sucesidn frame si es un frame de span{h, }22 ;.

Definicién 5.3. Una funcién ¢ € L?*(R") genera un FMRA si {Txd}rezn es
una sucesién frame y los subespacios

V; = span{ D’ e Ykezn, JjEZ (5.2)

del espacio de Hilbert L?(R") satisfacen las condiciones (i) y (iii).

5.1. Caracterizaciéon de funciones de escala de
un FMRA

El propésito de la presente seccion es caracterizar las funciones ¢ que generan
un FMRA (cf. [13], p. 285). Esta cuestién para MRA y, después, para FMRA
ha sido tratada por varios autores (cf. [24], [14], [6], [46], [75],[13] y otros).
Obtenemos la caracterizacién de las funciones de escala de un MRA como un
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caso particular. Para facilitar la notacién, consideraremos % =0o0 O§ =0
en las expresiones donde aparezca esta indeterminacién. Dada ¢ € L*(R"™),
recordamos que
Oy(t) = D ot + k) (5.3)
kezZ"
y denotamos
Ny ={t €T": ®,(t) = 0}. (5.4)

Probamos lo siguiente.

Teorema 5.1. Sea ¢ € L?(R™). Las siguientes condiciones son equivalentes:
(A) ¢ genera un FMRA;

(B) (a) La funcion o es localmente distinta de cero en el origen;
(B) Existen dos constantes positivas A y B tales que

A< Dy(t) < B enct teT"\Ny; (5.5)

(v) Eziste H € L>°(T"), una funcidn Z" -periddica, llamada filtro de
paso bajo, tal que

B6)=H())d(5)  enct t R (5.6)

(C) (a*) El origen es un punto de continuidad aprozimativa de la fun-
cion | ¢ |? ()"t si tomamos | ¢(0) |* -(®4(0))"r = 1 y ademds,
tenemos las condiciones (8) y ().

Para la prueba del Teorema 5.1 establecemos una serie de lemas. En [3]
(ver ademds [13]) se da una caracterizacién de las funciones en L?(R) cuyos
trasladados por enteros genera una sucesién frame. Se tiene un resultado similar
cuando consideramos los trasladados por elementos de Z" de una funcién de
L?*(R™).

Lema 5.2. Sea ¢ € L>(R") y sea Vi definido por la condicién (5.2). Entonces
{1k P}kezn es un frame de Vy si y solo si existen dos constantes positivas A y
B tales que tenemos (5.5). Ademds, {Tx®}txez es una base de Riesz (un frame
ezacto) de Vi si y solo si |Ngl|, = 0.

No daremos aqui la prueba del lema anterior porque es completamente si-
milar al caso L?(R) (cf. [13], pp. 143-145; [3], 395-398). Por otro lado, diferentes
versiones de los siguienes lemas 5.3-5.6 han aparecido en varias publicaciones.
En particular, en el caso n = 1 una de las mejores referencias es [13].

Lema 5.3. Sea ¢ € L?>(R") y supongamos que {Tx¢}xezn €s una sucesion
frame, entonces una funcion f estd en V;, j € Z, donde V; estd definido por
(5.2), siy solo si existe una funcion F € L*(T™) tal que

~

DIf(t) = F(t)¢(t)  en c.t. t € R". (5.7)

La funcidn F estd unicamente determinada si asumimos que F(t) = 0 cuando

t€N¢.
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Demostracion. Dada f € Vj, entonces f = >\ zn cxDiTeg en L2(R"). Si
tomamos transformada de Fourier en esta expresién, tenemos que

f(£) =D 3" epe ™ G(b).

keZ"

Asi, se verifica (5.7) con F(t) = 3, czn cke 2", Evidentemente, cualquier
funcién Fy € L*(T") tal que Fy(t) = F(t) para t € T" \ N, satisface la condi-
cién (5.7). Ademds, la funcién F estard univocamente determinada si suponemos
que F(t) =0, cuando t € Ny.

Por otro lado, supongamos que para una funcién f € L?(R"™) tenemos que
se cumple (5.7), donde F' € L?*(T") es una funcién Z"-periddica. Si escribimos
F(t) = Yyezn cke 2™ tenemos que f(t) = >y czn cxDITid(t) en c.t. t €
R", y por lo tanto f € V. O

En el siguiente lema se dan condiciones necesarias y suficientes para que
Vi C Vit

Lema 5.4. Sea ¢ € L*(R"™) y supongamos que {Txd}lkezn €s una sucesion
frame. Si los subespacios Vj, j € Z, estdn definidos por (5.2), entonces las
stguientes condiciones son equivalentes:

a)Vj€Z, V;CVji;

b) Existe H € L>®(T"), una funcion Z"-periodica tal que se verifica (5.6).
Demostracion. Empecemos probando la implicacién a)=b). Si tenemos a) en-
tonces D~ 1¢ € Vp. Asi, de acuerdo con el Lema 5.3 existe I € L?(T") tal que
D-1¢(t) = F(t)¢(t). Por otro lado, D—1¢(t) = 2"/26(2%), con lo que

o~ ~

$(2t) = 272 F(t)h(t) = H(t)o(t),

donde H(t) = 27"/2F(t), H € L*(T"). Redefinimos H que sea cero en el
conjunto Ny. Entonces

Bs(t) = D Iot+KI= Y (St +k)

kezZn ke(2Z)n
+ 3 1ot + k)P = [H(t/2)*®y(t/2) + R(t)
k¢ (2Z)"

donde R(t) es no negativa. Ahora, por el Lema 5.2, para cualquier t ¢ A
B > 4(2t) > |H(t)[2y(t) > AH(t)]

y por lo tanto, |H(t)| < B/A.

Finalmente, para probar b)=-a) dada f € V}, el Lema 5.3 nos dice que existe
una funcién F € L*(T") tal que
t. ~t

Dif(e) = F(4)d(t) = FOH(5)d(3).

Asi, . N
DI+ f() = 2% FOH®)A(),

y como F(2t)H(t) € L*(T"), de acuerdo con el Lema 5.3 podemos concluir que
f € Vi O



111

Lema 5.5. Sea ¢ € L*(R") y supongamos {Tk¢}xez» es un frame de Vp,
donde Vi estd definido por (5.2). Entonces el operador frame S y su inverso
S~1 conmutan con el operador traslacion Ty para cualquier k € Z™.

Demostracion. La prueba estd basada en la siguiente identidad obvia:
(Tmh, Tmg) = (h,g) para cualquier h,g € L*(R™), y paratodo m € Z".
Dada g € Vj tenemos que
Sg=>_ (g, ).
kezZn
De esta manera, para cualquier m € Z"

TmSg = Z <g’ Tk¢>7—k+m¢ = Z <ngv7'k+m¢>7-k+m¢ = STmg-

kezZn kez"
Desde aqui obtenemos que Tm S~ = S~ . O

Lema 5.6. Sea ¢ € L*(R") y supongamos que {Tx¢}xezn es un frame de Vp,
donde Vi estd definido por (5.2). Entonces n

STl =¢- ()"

Demostracion. Denotamos ¢ = S~1¢, entonces, por el Lema 5.5 tenemos que

b= (¢ k) k).

kezn
Si aplicamos otra vez el Lema 5.5 obtenemos
p=95"6="Y (6, np)cp.
kezn
Asi,
P(t) = > (b mep)e > ROG(t). (5.8)

kezZn

De acuerdo con el Lema 5.3,

@(t) = n(t)¢(t) para algin e L2(T"). (5.9)
Esto muestra que N, O N. Teniendo en cuenta que la tltima condicién deberia
ser simétrica, concluimos que [N, ANy|, = 0. De esta manera, desde la igualdad
(5.8) tenemos que

Z (&, Tk<p>€—27ri(k7t> =1 enct. teT" \N¢~
keZ’IL

Si examinamos los coeficientes de la serie anterior y aplicamos la igualdad de
Plancherel, tenemos que

(¢, Tiep) = B()B(t)e2 k) gt
R’IL

:/ o) Pa(t)em M dt = / By (£)7(t)e2mi ) d.

n

De esta manera, ®,(t)n(t) = 1 en c.t. t € T" \ Ny y por lo tanto, desde (5.9)
terminamos la prueba. O
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Lema 5.7. Sea ¢ € L?>(R") tal que {T®}xez es un frame de Vy. Ademds, sean
V;,j € Z" definidos por (5.2) y supongamos que se cumple la condicidn b) del
Lema 5.4. Entonces si

W = UjezV; = L*(R") (5.10)

tenemos que para cualquier conjunto medible y acotado E C R",|E|,, # 0,

1 ~
lim t)]?(®y(t)) " 'dt = 1. 5.11
Jin o [ 80P @,(0) (5.11)
Demostracion. Sea f € L*(R™) una funcién tal que su transformada de Fouri-
er es f = xg, donde E C R"|E|, # 0 es un conjunto medible y acotado.
En primer lugar, observamos que ||f||3 = ||f||3 = |E|,. Sea P; la proyeccién
ortogonal sobre V;. Entonces desde (5.10) tenemos que || f — P;f|l2 — 0. Asi,

1P £1I3 = 1£13 = [Eln. (5.12)

Si denotamos ¢ = S~'¢, entonces el Lema 5.5, (5.2) y (5.1) nos dice que ten-
dremos que Pjf =" cpn (f, D' 1) DI 1c¢. De esta manera,

1P f1I3 = > (f, DInep) (DI, Pi f)

kEZ”

=y /f DJTkap dt/f )Dined(t

keZ"

Z 9= ]n/f @2 Jt —27i277 (k,t) dt/f 2 jt 27ri2’j(k,t>dt

keZ™
— gjn Z /f 2Jx a —27ri(k,x>dx/?(2jx>$(x)€27ri(k,x)dx

keZn

_ 9in Z a(x)672ﬂ'i<k,x) dx $(X)62ﬂ<k’x> dx.
2-iE

keZn 2-IFE

Sea ahora jg el nimero natural minimo tal que 277°E C [—m,7]". Entonces
para cualquier j > jo la dltima suma es igual a

gin / Xoms £ (6)B(t)B(8)dt

Finalmente, de acuerdo con el Lema 5.6 y (5.12) obtenemos (5.11). O

Demostracion del Teorema 5.1. Veamos la prueba de la implicacién (B) =
(A). Desde las condiciones (5.5) y (5.6) obtenemos, si aplicamos el Lema 5.2
y el Lema 5.4, que {7x¢}xezn es un frame de V; donde Vj estd definido por
(5.2) y V; C Vj41 para cualquier j € Z. Tenemos que probar que se verifica la
condicién (iii) de FMRA. Afirmamos que W es invariante por traslaciones.

En primer lugar, vamos a probar que, dado 1 = (¢1,¢4s,...,£4,) € Z" y dado
m = (my,me,...,my,) € Z", W es invariante por traslaciones por vectores
de la forma v = [2'm] = (2%4my, ..., 2%"m,,). Para cualquier f € W y Ve > 0
podemos encontrar h € Vj, tal que || f — h ||2< €. Desde la condicién (ii) de
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FMRA tenemos que si j > jo, h € V; y por lo tanto h(x) = > 1 czn clj(qb(ijfk).
De esta manera,

Tom (%) = h(x — 2'm]) = Y q¢(2'x — 27[2'm] — k).
kezZ"

Si j > méax{|{;], jo} entonces Tjay, h € Vj, y por lo tanto, 71y, f € W. Ademds,
al ser el conjunto {2'm} denso en R, la clausura del subespamo W y la con-
tinuidad del operador 7, f como valor en L?(R™) respecto de u € R™ para una
funcién fija f € L?(R"), podemos concluir la invariancia por traslaciones del
subespacio W.

Para probar que W = L?(R") tomamos una funcién cualquiera g € W+,
Entonces para cualquier f € W y para todo x € R"

f(x+t)g(t)dt =0
Re

y por lo tanto, desde la identidad de Plancherel,
[ emen fegiede —o.

Esto muestra que la transformada de Fourier de f g es identicamente cero, lo que
nos lleva a que f( )9(y) =0enct.y € R" Sien particular tomamos f( ) =

#(27x) € V7, tenemos que f( )=2" "]¢(2 Jy), v entonces ¢(2 iy)g(y) = 0 en
ct.p. 0 Bt )3(27t) = 0 en c.t. t € R™. Asi, de acuerdo con la condicién () de
(B), para cualquier entero positivo N existe on,0 < oy < %, tal que

‘B(SN'"

{6 € Bsy : 6(t) = 0} < =

Entonces para cualquier 5 € N, tenemos que

, Bs. |
b€ By 1 3(28) # 0}, < ol

y por lo tanto

_ BaigsxIn
Hy € Baisy 1 9(y) #0,}n < % (5.13)

Fijamos un entero positivo p. Para cada N podemos encontrar un jy € IN tal
que .
2P < NGy < 2PFL

Asi, desde la desigualdad (5.13) conseguimos

‘B2V+1|n

[{y € Bor 1 9(v) # 0, o < 250

Haciendo N — oo obtenemos

Hy € Bar : g(y) #0, }|n = 0.

Pero como p es un ntmero arbitrario, llegamos a que g = 0 en c.t.p., y por lo
tanto W+ = {0}.
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Probemos ahora la implicacién (A) = (C). Desde el Lema 5.2 y el Lema 5.4
obtenemos inmeditamente las condiciones (5.5) y (5.6). Es obvio que

BE)P(®(t) <1 enct teR™ (5.14)

Tenemos que mostrar que existe un conjunto medible £ C R", |E|, > 0, tal
que el origen es un punto de densidad de FE y

lin [5(y)F(@(x) " = 1.
yeE

Supongamos que nuestra afirmacién es falsa. Entonces, teniendo en cuenta
(5.14), obtenemos que existe 0 < g9 < 1 y una sucesién decreciente de nimeros
reales positivos {r;}52;, r1 <1, lim;_,oc 7; = 0 tal que

|Giln = {y € By,  [6()P(@(y)) ™ < 1 =20} > 20| By, |n-

Para cualquier j € N podemos encontrar m; € N tal que 2-mi—l < Ty <279,
Con lo que desde el Lema 5.7y (5.11) tenemos

L= i By | /B 1B()2(@(t))dt

J

= lim |By [ (/ \G_|$<t>|2 ) dt + / )hu)

< j1in010|32w 2 (I1By=mjln = |Giln + (1 — €0)|Gjln)
. —1 2
< j{n;om?m (|By-m; —EO\B”\”)
< lim |By-m; " (|B, —eg|By-m;-1]n) < 1—gd27™
J—00

De esta manera, la contradiccién obtenida termina la prueba. La implicacion
(C) = (B) es trivial. Podemos dar por concluida la demostracién del teorema.
O

5.2. Caracterizaciéon de las funciones de escala
en otros casos
Los resultados correspondientes para MRA son una consecuencia directa de

nuestro principal resultado, pero nos gustaria formularlos aqui en virtud de la
completitud del texto.

Definicién 5.4. Se dice que una funcién ¢ € L?(R") genera un MRA si
{TkP}xez~ es una sucesién de Riesz y los subespacios definidos en (5.2) del
espacio de Hilbert L?(R") satisface las condiciones (i) y (iii).

Probamos lo siguiente.

Teorema 5.8. Sea ¢ € L?>(R"™). Las siguientes condiciones son equivalentes:

(A1) ¢ genera un MRA;
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(B1) Se cumplen las condiciones (o), () del Teorema 5.1 y
(81) Existen dos constantes positivas A y B tales que

A< Dy(t)<B en c.t. t € T". (5.15)

(C1) Tenemos las condiciones (o), (v) del Teorema 5.1 y ademds la
condicién (31 ).

Si la funcién ¢ € Vj es tal que {¢(x — k) }kez» es una base ortonormal de
Vo entonces de acuerdo con el Lema A del Capitulo 1, sabemos que ®,(t) =1
en c.t.p., y obtenemos el Teorema 1.13.

Se puede encontrar el siguiente teorema de forma implicita en [6]. Desde él,
podemos caracterizar las fuciones de escala para un MRA, donde la condicién
(iv) se reemplaza por la siguiente

(V)™ Vo = Span{o(x — k) hez-

Teorema 5.9. Sea ¢ € L*(R") y Vo = span{kd}xez». Entonces existe una
funcion g € Vy tal que {1cgtxez» es un tight frame de Vi donde podemos tomar
las constantes A = B = 1.

Desde el Teorema 5.1 y el Teorema 5.9 obtenemos lo siguiente.
Teorema 5.10. Sea ¢ € L2(R"). Las siguientes condiciones son equivalentes:
(A3) Se cumplen las condiciones (i),(it), (iii) y (iv)**;

(B3) La funcidn a es localmente distinta de cero en el origen, y existe
G € L>®(T"), una funcidn Z"-periddica, tal que

B(t) (Dy(t)) 2 = G(6/2)0(£/2) (Py(£/2))*  en ct. t € R
(5.16)

(C3) El origen es un punto de continuidad aprozimativa de la funcidn
|p|% (D)~ si tomamos |¢(0)]?(®4(0)) "L = 1, y existe G € L=(T"),
una funcidn Z" -periédica tal que se verifica (5.16).
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Apéndice A

APENDICE

A.1. Espacios vectoriales y aplicaciones adjun-
tas

Los espacios vectoriales con los que trabajamos son espacios vectoriales reales
o complejos.
Sea W un espacio vectorial y sean W7 y W5 dos subespacios de W, denotamos

Wi+ Wy :{w1+w2:w1 € Wi, we GWQ}.

Definiciéon A.1. Sean W; y Wy dos subespacios de un espacio vectorial .
Se dice que W es suma directa de Wy y Wa, y escribimos W = Wy @ Wa, si
W =W+ Wy leﬂWQZ{O}.

La siguiente proposiciéon nos da una caracterizacién de la suma directa.

Proposicion A.1. Sea W un espacio vectorial y sean W1 y Wy dos subespacios
de W . Entonces las siguientes condiciones son equivalentes.

(Z) W = W1®W2,'

(i) Para todo v € W existe una descomposicion unica de la forma v = vi+vs
con vy € Wy yve € Ws.

Definicién A.2. Sea W un espacio vectorial y sea A : W — W una aplicacién
lineal. Un subespacio vectorial Wi de W se llama invariante respecto de A si
AW, C Wh.

Definicién A.3. Si sobre un espacio vectorial W se ha definido un producto
interior (-,-) se dice que W es un espacio con producto interior. Si ademés, W
tiene dimensién finita, se dice que W es un espacio Fuclideo.

Dado un espacio con producto interior W, decimos que v,w € W son vec-
tores ortogonales si (v, w) = 0 y ademds, se dice que dos subespacios Wy y Wa
de W son subespacios ortogonales, y lo escribiremos como Wy 1L Ws, si todos los
vectores de W; son ortogonales a todos los vectores de Ws.

117
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Definiciéon A.4. Sea W un espacio con producto interior y sea W un subes-
pacio de W. Al subespacio

Wi={weWw : (w,v)=0VveW}
se le llama el complemento ortogonal de Wy en W.

Recordamos también (ver [52, pdg. 246], [47, pag. 237] ) que si W es un
espacio euclideo y A : W —— W es una aplicacion lineal, existe una tnica
aplicacién lineal, llamada aplicacion adjunta de A, A* : W — W tal que

(Aw,v) = (w,A"v) para cualquier w,v € W.
Si A = A* se dice que A es una aplicacion autoadjunta.

Proposicion A.2. Dado W un espacio con producto interior y una aplicacion
A:W — W, si Wi es un subespacio invariante respecto de A, entonces Wit

) ) 1
es un subespacio invariante respecto de A*.

Sean Wi y W, dos subespacios vectoriales del espacio vectorial W tales
que tienen dimensién finita y W7 (W2 = (. Ademds, sean A, : W, — W,,,
1= 1,2, dos aplicaciones lineales, entonces denotamos por A; ® A, la aplicacién
definida en W7 + W5 tal que

(Al ® Ag)(’wl + w2) = Ajw; + Asws

donde w, € W, p=1,2.

Sea W7 un subespacio de un espacio vectorial W y ademas, sea A : W — W
una aplicacién lineal. Denotamos por A|yw, la restriccién de la aplicacién A sobre
los elementos de Wj.

A.2. Espacios de Banach y espacios de Hilbert

Un espacio vectorial W en el que se ha introducido una norma, || - ||, se
llama espacio normado, y a un espacio normado completo se le llama espacio
de Banach.

En un espacio con producto interior W es facil ver que se puede definir una
norma para cada x € W de la siguiente manera,

% [|= (x,x)*. (A1)

Algunas propiedades que relacionan la norma con el producto interior son
las siguientes.

Proposiciéon A.3. (Ley del Paralelogramo) En un espacio con producto
interior W siempre se cumple

Ix+y P+l x-yIP=2x|*+2[y > VxyeW.

Proposicién A.4. (Identidad de Polarizacién) En un espacio real con pro-
ducto interior W, se cumple

1
y)=3(lx+y P =lIx=yl") ¥xyew
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Ademds, en un espacio complejo con producto interior W, se cumple
xy) =10l x+y P =l x=y [P +illx+iy [IF =i x =y [|) Vx,y € W.

Hemos visto que a partir de un producto interior se puede definir una norma.
Lo que nos gustaria saber ahora es cudndo una norma proviene de un producto
interior. Encontramos una respuesta en la siguiente proposicion.

Proposicién A.5. Sea W un espacio vectorial con la norma || - ||. Si esta nor-
ma cumple la ley del paralelogramo, entonces proviene de un producto interior.

Si W es un espacio con producto interior y es completo con respecto a la
norma definida en (A.1), se dice que W es un espacio de Hilbert.

Un ejemplo de espacio de Hilbert es R" si para cada x,y € R™ definimos
un producto interior como (x,y) = > ., x;y;. Otro ejemplo es C" si definimos
sobre él el producto interior

n
<Xa y> = Z‘TZE> VX7y € c".
i=1

Veremos algunos ejemplos de espacios de Banach y de Hilbert en dimension
infinita.
Sea (Q, A, u) un espacio de medida. Para cada 1 < p < oo, definimos

LP(Q, A, p) ={f: Q — C p-medibles : /Q | f(x) P du(x) < oo}/ ~

donde f ~ gsiysolosiu{xeQ : f(x)# g(x)} =0. Ademds, junto con el
espacio cociente anterior definimos para cada f € LP(, A, ) la norma

I £ o= ([ 1760 P dux)?.
Si p = oo, definimos

LA p) = {f:Q— C p-medibles : 3IM >0
con | f(x)|< Menct.xe}/ ~

junto con la siguiente norma, para cada f € L>(Q, A, u),
Il f Iz (@.a,m=f{C € R tal que p{x € Q:| f(x)|>C} =0}

En la prictica no pensaremos en los elementos de LP(2, A, 1), 1 < p < 0o como
clases de equivalencia de funciones, sino como funciones definidas en c.t.p., rele-
gando la anterior distincién como dice Rudin “ ... al status de un entendimiento
tacito”.

Todos los espacios LP(Q, A, 1), 1 < p < 0o son espacios de Banach, pero en
el tinico en el que se cumple la ley del paralelogramo es en L2($, A, u1); asf el
tnico espacio de entre todos los LP(2, A, i), 1 < p < 00, que es un espacio de
Hilbert es L2(Q, A, u1).

Una forma explicita de escribir el producto interior del cual proviene la
norma en L2(, A, ) es

(f.9) = / F)a(du(x) Vi, g€ L3 A, p).
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Si p es la medida de Lebesgue en R™ escribiremos, simplemente por co-
modidad en la notacién, LP(R™) o LP([0,1]"), 1 < p < oo, dependiendo de
donde estemos trabajando. Si escribimos f € LP(T"), 1 < p < oo, entendere-
mos ademas que la funcién f estd definida sobre todo el espacio R™ como una
funcién Z"-periddica.

Si p es la medida cardinal en un conjunto I, se acostumbra denotar el cor-
respondiente espacio LP por [P(I), o simplemente por [P si I es numerable. Un
elemento de [? puede ser considerado como una sucesién compleja z = {x;};ecr

y
1
@ llw= O lz;7)7.
jel
Sil<p < oo, diremos que f € L} (R™) si para cualquier conjunto medible

y acotado E € R™, tenemos que ygf € LP(R"™), donde

(x) = 1 sixeFl
XEX) =90 six¢E

Algunas propiedades de los espacios de Hilbert son las siguientes.

Teorema A.6. Si Wi es un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert W,
entonces W = W, @ Wit.

El teorema anterior implica que cada vector v de W posee una descomposi-
cién tnica de la forma v = w +u con w € Wy y u € Wit. El vector w recibe el
nombre de proyeccién ortogonal de v sobre W7 y se escribe w = Py, (v) = P(v).
Ademds, se puede demostrar que P(v) es el inico elemento de Wi tal que

|v—P)||=hf{||v-w]| : weW}.

El dangulo que forma un vector v € W con un subespacio vectorial W7 se define
como el dngulo que forma el vector v € W con el vector P(v), por lo tanto,

(v.P(v) _[IPV) I (A.2)

cos £(v, Wh) = cos £(v, P(V)) = 55y T = v |

A.3. Matrices de una aplicacién lineal

En esta seccion V' y W denotaran dos espacios vectoriales de dimensién fini-
ta sobre el mismo cuerpoy A : V — W serd una aplicacién lineal. Al espacio
vectorial de todas las aplicaciones lineales A : V. — W lo denotaremos por
L(V,W), si V =W entonces la notacién serd L(V) y si V =W = R" escribire-
mos simplemente £. Una de las méas importantes herramientas en el estudio
de las aplicaciones lineales sobre espacios vectoriales finito dimensionales es el
concepto de matriz asociada a una aplicacion lineal. Procedemos a explicarlo
con mas detalle.

Sea A = {x1,...,X4} una base de V' y sea T = {y1,..., ¥} una base de W.
Puesto que todo vector de W es una combinacién lineal de los elementos de la
base Y, podemos escribir

AXZ' = Za]‘iy]’ 1= ].,2, 7d
j=1
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Asi, diremos que la matriz asociada a la aplicaciéon A con respecto de las bases
Ay T, la cual denotaremos por [A]X, es

ail a12 e a1d

T _ a21 a22 24
[A]a =

aml Am2 ... (Gmd

Podemos observar que la i-ésima columna de la matriz de la aplicacion lineal A
con respecto a las bases A y T son las componentes de Ax; con respecto de la
base T de W.

Cuando no sea necesario indicar las bases A y T que se consideran en los
espacios V' y W respectivamente, escribiremos la matriz asociada a la aplicaciéon
lineal A : V. — W respecto de las bases A y T por [A]. En el caso particular
en que V =W = R" y la base que tengamos para R" sea la base canonica,
utilizaremos la misma letra para denominar a la aplicacién lineal y a su matriz
asociada con respecto de la base candnica, siempre que esta economia en la
notacién no sea causa de confusion. Ademds, cuando nos refiramos a la matriz
asociada de una aplicacién lineal A : R® — R™ y no especifiquemos la base
respecto de la que la estamos escribiendo, siempre sera respecto de la base
canodnica ordenada.

Dada A = {x1,...,X4} una base de V y dada A : V. — V una aplicacién
lineal, A — [A]4 es una correspondencia uno a uno entre el conjunto de todas
las aplicaciones lineales en V' y el conjunto de todas las matrices d x d. (ver [39,
pag. 85]; [47, pag. 80]).

Si A ={x1,...,Xq} es una base de V.y T = {y1,...,ym} s una base de W.
Sea A : V — W una aplicacién lineal donde [A]X es la matriz asociada de A
con respecto de las bases Ay T. Sean A’ = {x/1,... x4} y ¥ ={y'1, -, ¥ '}
otras dos bases de V' y de W respectivamente, donde [A] Xi es la matriz asociada
de A con respecto de A’ y de Y’. Entonces

[A]X, = D'[AJXC, (A.3)

donde C, d¢ > 0, es la matriz d X d de cambio de base de A a A’, y D, dp > 0,
es la matriz m x m de cambio de base de Y a Y.

Definicién A.5. Sea A = (a;j)i j=1,..n una matriz tal que a;; € R (o C),
Vi,j € {1,...,n}, y sea otra matriz A" = (a};); j=1,..n tal que aj; € R (o C),
Vi, j € {1,...,n}. Se dice que A es semejante a A’, y denotaremos por A ~ A’,
si existe una matriz C' = (¢;;); j=1,..n tal que ¢;; € R (o C), Vi,j € {1,...,n},
con dg > 0y tal que A’ = C~1AC.

De esta manera, podemos decir que [A]R, y [A]X son matrices semejantes.

A.4. Autovalores, autovectores y Teorema es-
pectral

Definicién A.6. Dado W un espacio vectorial real (o complejo) y dada una
aplicacion A € L(W), un vector w € W, w # 0, se llama vector propio o
autovector de la aplicacién A si existe un escalar A en R (o en C) tal que
Aw = Aw; este nimero A se denomina valor propio o autovalor de la aplicacién
A correspondiente al autovector w.
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Definicién A.7. Sea W un espacio vectorial real (o complejo) y sea A € L(WV).
Se dice que A es diagonalizable si existe una base de W formada por autovectores
de A.

Definicién A.8. Una matriz A = (ai;)i,j=1,..n tal que a;; € R (o C),

Vi,j € {1,...,n}, se llama diagonalizable en R (o en C) si la aplicacién lineal
A:R" — R" (0 A: C" — C") que tiene A como matriz asociada es
diagonalizable.

De esta definicién se deduce que una matriz A = (a;;); j=1,.n con a;; € R
(o C), Vi,j € {1,...,n}, es diagonalizable en R (o en C) si existe una matriz
diagonal A" = (aj;)i j=1,.n con aj; € R (0 C), Vi,j € {1,...,n}, tal que A ~ A".

En el siguiente teorema encontramos una caracterizacion de los autovalores
de una aplicacién lineal.

Teorema A.7. Sea W un espacio vectorial n dimensional sobre R (o C). Sea
AW — W una aplicacion lineal y sea u € R (o C). Las tres siguientes
condiciones son equivalentes.

(1) El escalar p es un autovalor de A.

(2) La aplicacion A — ul : W — W es una aplicacion no invertible,
donde I es la aplicacion identidad.

(3) det[A—pul] =0, donde [A—pl] es una matriz asociada a la aplicacion
A — ul con respecto de una base cualquiera de W.

Definicién A.9. Sea una matriz A = (a;;); j=1,..» tal que a;; € R (o C),
Vi,j € {1,...,n}. Se dice que p € R (0 C) es un autovalor de A si
det(A — pI) = 0, donde I denota la matriz identidad.

El desarrollo de la expresién det(A — pl) tal y como lo hemos encontrado
en la definicién anterior, nos lleva a un polinomio en p de grado exactamente n.
A este polinomio se le denomina polinomio caracteristico de la matriz A y a la
ecuacién det(A—ul) = 0 se le llama ecuacion caracteristica de A. Una propiedad
de los polinomios caracteristicos viene escrita en la siguiente proposicién

Proposiciéon A.8. Sea una matriz A = (aij)ij=1,..n tal que a;; € R (0 C),
Vi,j € {1,...,n}. Y sea otra matriz A’ tal que A ~ A’. Entonces A y A’ tienen
el mismo polinomio caracteristico.

Como los autovalores de A son las raices en R (o C) de la ecuacién carac-
teristica det(A—sul) = 0 entonces el Teorema Fundamental del Algebra nos
dice que la ecuacién det(A—pl) = 0 tiene n soluciones complejas contando cada
una con su multiplicidad. Pero no podemos asegurar que det(A — ul) = 0 tenga
n soluciones reales, con lo que una matriz A = (a;j)i j=1,..» tal que a;; € R,
Vi, j € {1,...,n}, puede no tener ningiin autovalor real.

En el caso de las aplicaciones lineales, dada una aplicaciéon lineal
A: W — W donde W es un espacio vectorial real (o complejo) y de dimensién
finita, tenemos que dos matrices asociadas a W respecto de dos bases diferentes
de W son semejantes, entonces la Proposicién A.8 nos dice que podemos definir
el polinomio caracteristico de la aplicacién A como el polinomio caracteristico
de cualquier matriz asociada a la aplicacién A respecto de cualquier base.
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En el caso particular de aplicaciones lineales A : R — R podemos asegu-
rar que no todas estas aplicaciones tienen autovalores reales, por eso en muchas
ocaciones es conveniente extender la definicién de la aplicacién A sobre los
complejos A : C" — C™ de la siguiente manera, dado u = v + iw, donde
v,w e R", N

Au = Av 4+ iAw.

Asi ya podemos asegurar que A tendrd n autovalores complejos.
La siguiente definicién la podemos encontrar en [47, p. 177].

Definicién A.10. Sea W un espacio euclideo y sean Ay, Ay € L(W). Se dice que
Ay, As son simultdneamente diagonalizables si existe una base de W formada
por vectores propios de Ay y de As simultdneamente.

Escribiremos a continuacién el Teorema Espectral para el caso de un espacio
euclideo y una aplicacién autoadjunta.

Teorema Espectral. Sea W un espacio euclideo y sea A : W — W una apli-
cacion lineal autoadjunta. Entonces existe una base ortonormal de W formada
por vectores propios de A.

Una consecuencia de la anterior versién del Teorema Espectral (ver [39, The-
orem 1, p.156]) es que para cualquier aplicacién lineal autoadjunta A en R™ exis-
ten U;, i = 1, ..., k subespacios de R™ formados por los autovectores asociados al
autovalor pi; (necesariamente real), ¢ = 1, ..., k, de A, tales que son mutuamente
ortogonales, invariantes respecto de Ay R" = Uy @ - - - ® Ug. Ademads, podemos
escribir A = ®f:1Az- donde A; := A |y, son homotecias dadas por x; — pu;X;,
Vx; € U;, 1 = 1,...,k‘.

Para cada i = 1, ...,k podemos encontrar una base ortonormal de U,

B = {umo+.»-+m7’,_1+17 (X2} umo+--.+mi—1+mi}

donde m; es la multiplicidad del autovalor u; y mg = 0 por convenio. Sea

uy’ e Uy
(1) (n)
c=| " - " . de=1>0,
uS}) ug")
donde u; = (u(ll)7 ...,ug)), l=1,..,n,ysea C:R" — R" la aplicacién lineal

cuya matriz asociada es C. Entonces A = CJC~!, donde

M 00 .. 0
J= 0 )\2 0o .. 0 ’ )\1 GR, 7= 17...,771
0 0 0 .. A

y los nimeros A; son los correspondietes autovalores de A escritos sin multipli-
cidad.

Nos gustaria mencionar que en el caso general de aplicaciones lineales M en
R"™, podemos, de forma similar, encontrar una descomposicion
R" = U1®,...,®U; la cual no es necesariamente ortogonal. Ver [39, Theorem
2, p.113].
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Recordamos que una aplicacién lineal A : R™ — R™ se llama positiva si es
una aplicacién lineal autoadjunta y todos sus autovalores (los cuales son nece-
sariamente reales) son positivos. Se puede observar que A*A es una aplicacién
positiva. Llamamos A = Vv A* A una descomposicion polar para A donde V es
una aplicacién ortogonal o unitaria en R™, i.e. V¥V = I. (ver [39, pdg. 205],
[47]).

Sea J : R® — R™ una aplicacién lineal positiva, cuya matriz asociada
viene dada por una matriz diagonal y sean Aq, ..., A, € [0,00) los elementos en
la diagonal, entonces si A : R™ — R" es un aplicacién lineal tal que podemos
escribir A = CJC~! donde C, do > 0, es una matriz n x n , las potencias A%,
s € R, se definen como A* = CJ*C~! donde J° es una matriz diagonal y sus
elementos en la diagonal son A7, ..., \J.

A.5. Forma de Jordan

En esta seccion mostraremos un teorema de clasificacion de matrices que se
atribuye a C. Jordan.

Denominamos matriz elemental de Jordan de orden m € N y autovalor
€ C ala matriz m x m, J,, (1), cuyos elementos son todos nulos excepto los
de la diagonal principal que valen p y los situados inmediatamente encima de
la diagonal principal que son unos.

Jiw)=(n),
u 10 0 0
0 p 1 .. 00
() =1 . « « o ], m € N.
000 . pu 1
000 ... 0 u

Llamamos matriz de Jordan a cualquier matriz cuadrada formada por yux-
taposicién de matrices elementales de Jordan a lo largo de la diagonal de la
siguiente forma

Jm1 (,U1) 0 0 .. 0
A— 0 Jm2(,u2) 0 .. 0

Teorema de clasificacién de Jordan. Toda matriz cuadrada (real o com-
pleja) es semejante a una matriz de Jordan (compleja), determinada de manera
Unica salvo por permutaciones de las matrices elementales de Jordan que la
componen.

Obsérvese que la forma de Jordan de una matriz asociada con una aplicacién
lineal A : R™ — R"™ puede ser compleja. Escribiremos una forma de Jordan
real para A.

Sip=a+if, o, € R, es un autovalor complejo de A con 8 # 0, la forma
de Jordan real de la matriz elemental de Jordan correspondiente al autovalor p
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vendra dada por

a B 0 0 0 0
B a 0 0 0 0
0 0 0 0 a §B
0 0 0 0 -8 «
0 por
o« B 1 0 0 0 0 0 0
B3 a 010 .. 0 0 0 0
0 000 O a B 1 0
0 00 0 0 B a 0 1
0 00 0 0 0 0 a B
0 00 0 O 0 0 -3 a

Asi, la matriz de Jordan real de A se obtiene mediante yuxtaposiciéon de ma-
trices del tipo anterior y matrices elementales de Jordan correspondientes a los
autovalores reales.

Definiciéon A.11. Sea A € L. Se dice que A es isotrépica si es diagonalizable
y todos sus autovalores (posiblemente complejos) tienen el mismo médulo.
Definicién A.12. Sea A = (aij)ije{,..n} tal que a;; € C, Vi, j € {1,...,n}.

Se dice que Aes isotrépica si es diagonalizable y todos sus autovalores (posible-
mente complejos) tienen el mismo mdédulo.

A.6. Operadores continuos y radio espectral

Se dice que un operador lineal T : X — Y donde X e Y son espacios
normados, es un operador continuo cuando para todo € > 0 y todo x¢9 € X
existe & > 0 tal que si || xo — x ||x< d entonces || T(x) — T'(xo) |lv< &.

Al espacio vectorial de todos los operadores lineales continuos 7' : X — Y
lo denotaremos por B(X,Y).

Dado un operador lineal T': X — Y donde X e Y son espacios normados,
se dice que es un operador acotado si

AC > 0tal que | T(x) [|[vy<C || x|x, VxeX

Una forma de caracterizar la continuidad de un operador lineal viene refle-
jada en el siguiente resultado.

Proposicion A.9. Sea un operador lineal T : X — Y donde X e Y son
espacios normados, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(i) T es continuo.
(ii) T es continuo en el punto 0 € X.
(iti) T es continuo en algin punto Xo € X.

(iv) T es acotado.
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Se define la norma del operador T' € B(X,Y) en el espacio vectorial B(X,Y)
como

[T [[=mf{C>0:[T(x)[v<C x|x}
y de forma equivalente,
| T [|=sup{]| T(x) [ly: | x lx< 1} = sup{[| T'(x) [[y: || x [|x=1}.

Esta norma asi definida satisface que dados X,Y y Z tres espacios normados, y
dados ademds, T € B(X,Y) y S € B(Y,Z), entonces

ISTI<I ST - (A4)

Algunos ejemplos de operadores lineales continuos son los siguientes.

Toda aplicacion lineal A : R™ — R™ es un operador lineal continuo.

Para todo a € R" definimos el operador traslacion 7, : L*(R™) — L?(R")
como T, f(x) = f(x — a).

Dada A € L con ds > 0, definimos el operador dilatacion
Dy : L>(R™) — L?*(R™) por medio de D4 f(x) = dif(Ax). El término di se
incluye para que D4 tenga norma 1.

Definicién A.13. Sea A € L. Definimos el radio espectral de A, p(A), como
p(A) = max{| p |: p es un autovalor de A}.

Algunas propiedades del radio espectral vienen dadas en la siguiente proposi-
cién. (Ver [64, pdg. 192]).

Proposicién A.10. Sea A € L y sea p(A) el radio espectral de A, entonces
(1) p(A) < Al

(2) emiste lim; . || A7 ||7= p(A).

A.7. Aplicaciones lineales expansivas
Definicion A.14. Sea A € L. Se dice que A es una aplicacion expansiva si
3C >0, 33 > 1tal que Vj € N, || Aix ||> OB || x|, ¥x € R™. (A.5)

Denotaremos por LE al conjunto de todas las aplicaciones lineales expansivas
A : R" — R" y denotaremos por LEP al conjunto de todas la aplicaciones
lineales expansivas y positivas A : R” — R™.

Observacion A.11. Si A € LE y se cumple (A.5) entonces
vje N\ {0} | A~x <177 | x || vx € R™. (A.6)

Lema A.12. Sea A € L. La aplicacion A es expansiva si y solo si todos los
autovalores (posiblemente complejos) de A tienen mddulo estrictamente mayor
que 1.
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Demostracion. =) Haremos la demostracion por reduccién al absurdo. Sea p
un autovalor real o complejo de A tal que | u |[< 1y sea u un autovector asociado
al autovalor yu, para cada j € N,

| ATa =] g [ w <[l a . (A7)

donde la dltima desigualdad es cierta ya que | p |< 1. Por lo tanto, la desigualdad
(A.7) contradice la definicién de aplicacién lineal expansiva ya que si existieran
C >0y 3> 1 que cumplen (A.5), existirfa un jo € N tal que C3%° > 1y por
lo tanto

| A > all.

<) Como todos los autovalores de A tienen médulo estrictamente mayor que
1, entonces todos los autovalores de A~! tienen médulo estrictamente menor
que 1, de esta manera p(A~') < 1. Ademads, la Proposicién A.10 nos dice que

. —it —
tim [ A7 [F= p(a™),

en particular, si fijamos € = %ﬂ, Jj0 € N tal que si j > jp tenemos que
— —i ot
[ p(A™ = 1A |7 ]<e,

y de aqui, Vj = jo,

TA™ < (p(A71) +e). (A.8)
Hacemos la observacién de que si denotamos o = p(A~1) + ¢, entonces a < 1.
Tomamos C := meix{l,(ﬂ(‘:il”) Y sij € {0,...,jo}}. Entonces, de acuerdo

con la desigualdad (A.8), Vj > jo tenemos que
| A7 <o <alC. (A.9)

Ahora, vamos a comprobar que también se cumple la desigualdad (A.9) si
j €{0,...,50} De acuerdo con la desigualdad (A.4) y por cémo hemos tomado
C,sijed0,...,j0} tenemos que

LA _ o WA A
o T e = A =0
(A.10)

De esta manera, desde la definicién de norma de un operador, las desigual-
dades (A.9) y (A.10) nos dicen que Vj € N

AT <] A7H [P= o

| A9x ||[< a?C' || x ||, ¥x € R™. (A.11)

Finalmente, para comprobar que A cumple la definiciéon de aplicacién lineal
expansiva, es suficiente con renombrar y = A77x en (A.11).

Observacion A.13. La prueba es cierta si tomamos cualquier ¢, 0 < ¢ < 1 —
p(A™1).
O

Como consecuencia del lema anterior, sabemos que si A € L&, entonces
da > 1.
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A.8. Transformada de Fourier

Una herramienta muy tutil es la transformada de Fourier. En este texto,
adoptamos el convenio de que la transformada de Fourier de la funcién f €
LY(R™) N L?(R") est4 definida por

Fo)= [ fxpemitvax.
Rn

La transformada de Fourier inversa de la funcién g € L*(R") serd

g(x) = / g(y)e*™ ¥ dy.

La siguiente proposicién recoge las principales propiedades de la transformada
de Fourier que utilizaremos en este texto. (Ver [68]).

Proposicién A.14. Sea f € L*(R"). Sea A€ L conda > 0, y sea a € R".
Entonces se verifica que

(1) Sig=Taf, entonces g(t) = f(t)e*Qﬂ’i(a,t).

~

Si g(x) = Daf(x), entonces g(t) = D p«—1 f(t).

®

Si f e LY(R™), entonces f es acotada.

N

)
)
) Si f € LY(R"), entonces f es continua.
)
)

Sea f € LY(R™) tal que f(t) =0 en c.t. t € R", entonces f(x) =0
en c.t. x € R".

(5

Teorema A.15. (Identidad de Plancherel) Sean f,g € L*(R™) N L?(R").
Entonces

(f.9)=(].9)-

La densidad de L'(R™) N L*(R™) en L?*(R™) nos permite definir la trans-
formada de Fourier sobre L?(R"™). En efecto, sea f € L*(R™) y supongamos
{fitnen € L*(R™) N L3(R") tal que

w15 = fllze@ey=0.
Entonces, el teorema de Plancherel nos dice que
I fi = flZe@ny=Il fi = fi lZe@ny— 0 sijil — oo,

con 1o que {f;};en es una sucesion de Cauchy en L2(R"), y como L2(R™) es
completo, la sucesion {j?j}jeN tiene limite. Este limite sélo depende de f y no
de la sucesién aproximante {f;}jen. A este limite lo llamaremos transformada
de Fourier en L?(R™).

Con esta definicién, la transformada de Fourier es invertible en L?(R") y
se verifica, ademas, que la aplicacién f — fes un isomorfismo de espacios de
Hilbert de L?(R™) sobre L?(R").
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A.9. Grupo cociente Z"/AZ"

Si tenemos A € L que verifica ademdas que AZ™ C Z", podemos definir el
siguiente grupo cociente Z™/AZ™ como el conjunto de las clases de equivalencia
que se obtienen al definir en Z" la siguiente relacién de equivalencia,

dados kl,kg S Zn, ki=ky <= k; —ky € AZ".

Sea A € LE tal que AZ™ C Z™, entonces card(Z™/AZ™) = dg > 2 (ver [34],
[75]).

Denotamos por &;, i =0, ...,d4 — 1, las diferentes clases de equivalencia del
grupo cociente Z"/AZ". Ademas, p;, i = 0,...,d4 — 1, serd un representante de
la clase de equivalencia &;. Por comodidad tomamos py = 0.

Proposicién A.16. Sea A € L tal que AZ™ C Z™. Dado |l € {0,...,ds — 1},
el conjunto {p; — p; ;1;(;1 es un conjunto de representantes de cada una de las
distintas clases de equivalencia de Z™/AZ™.

Lema A.17. Sea A € LE tal que AZ™ C Z™. Con la notacion anterior, dado
k € Z" \ {0}, entonces AN € N tal que

k=A""Yp) +AN(qn) con1<i<ds—1 ¢ qn €2 (A.12)
Demostracion. Sea k € Z™ \ {0}, entonces, podemos escribir
k =p;+ A(q1) paraalginp;, 0<i<ds—1,y donde q; € Z". (A.13)

Ahora bien, si en la expresién (A.13) tenemos que ¢ € {1,...,d4 — 1}, hemos
terminado la prueba. Si por el contrario tenemos que ¢ = 0 en (A.13), escribimos

q1 = p; + A(q2) paraalgin p;, 0 <i<ds —1,y donde g2 € Z" (A.14)

y volvemos a actuar como antes.

Como A es una aplicacién expansiva, continuando con el desarrollo anterior,
siempre llegaremos a que k = AN (qy) donde qy € Z" tal que qn # A(qn+1)
para todo qy+1 € Z". De esta forma, podemos escribir

av =pi + A(qd'yy1) paraalginp;, 0<i<da—1,yq vy €27,
pero p; # po = 0 ya que qn # A(an+1), Van+1 € Z", por lo tanto,

k=AN(p;) + AN Y (qny1) conl1<i<ds—1 § qny1 €2Z"

A.10. Bases y bases ortonormales

Definimos el concepto de base en los espacios de Banach LP(Q, A, p), 1 <
p < 0.

Definicién A.15. Se dice que el sistema ® = {f;}52, C LP(Q,A,p), 1
p < 00, es una base de Schauder (o simplemente una base) de LP(, A, p1), si

—
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para cualquier f € LP(2, A, 1) existe una tnica serie Z;’;l a;(f)f; que converge
a fen LP(Q, A, pn), es decir,

N
G [ - z;aj(f)fj e (@.8,)= 0-
o

Nuestro interés se centra en las bases ortogonales de L?(€, A, 11). Empecemos
recordando qué es un sistema ortogonal.

Definicién A.16. Llamaremos sistema ortogonal (SOG) a cualquier conjunto
P = {f;}32, C L*(2, A, ) de funciones que sean ortogonales dos a dos, es decir,
que cumplan

(fi, fiy=0 Vi, 1 € {1,...} tales que j # l.

Si ademds cada f; € L*(Q,A,p), j = 1,... tienen norma || f; |[z2(.a,m= 1,
diremos que ® es un sistema ortonormal (SON)

Proposicién A.18. Sea ® C L?(2, A, ) un SON, entonces ® es linealmente
independiente.

Teorema A.19. Sea ® = {f;}32, un sistema ortonormal en L?(Q,A, ). En-
tonces, las siguientes propiedades son equivalentes.

(a) ® es un sistema ortonormal mazimal, es decir, si g € L?(2, A, i) es
tal que (g, f;) =0Vj € {1,2,...}, entonces g = 0.

(b) El conjunto de las combinaciones lineales finitas de elementos de ®
es denso en L*(Q, A, ).

(c) Yg € L?(2, A, i) se cumple

oo

Il g ||2L2(Q,A7N Z g, fi)l% (identidad de Plancherel).

(d) ¥g,h € L*(Q, A, 1) se cumple

oo

(g, fiy(h (identidad de Parseval).

Jj=1

(e) Yg € L*(Q, A, i) se cumple

oo
Z (9, i 1 con convergencia en L*(Q, A, ).
j=1

Definicién A.17. Se llama base ortonormal (BON) o también sistema orto-
normal completo (SONC) del espacio de Hilbert L?(2, A, u) a cualquier ® =
{fit5e € L2(, A, 1) que sea sistema ortonormal y ademas cumpla alguna (y
por lo tanto, todas) de las condiciones del Teorema A.19.
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El sistema trigonométrico {€27*¥)}} czn es una base ortonormal de L ([0, 1]™).

Ademds, un ejemplo de base ortonormal en L?(R) es el sistema de Haar,
H = {hj,k}j,kEZa donde

23 osize (& 24
hin(@) =4 —22 size (L) (A.15)

0 sizeR\[SEH YIS

y en los puntos de discontinuidad, las funciones de Haar se definen de manera
que el valor de la funcién sea igual a la media aritmética de los limites laterales
en ese punto.

A.11. Ondiculas

Una ondicula ortonormal, o simplemente una ondicula, es una funcién
1 € L?(R) tal que el conjunto

{Yjr : jke€Z} donde v;i()= 2%¢(2j - —k),

es una base ortonormal de L*(R).
Un ejemplo de ondicula es t(x) = hg o(z) definida en el sistema (A.15).
Una caracterizacién completa de las ondiculas viene escrita en el siguiente
teorema.

Teorema A.20. Una funcién ¢ € L*(R), con || ¢ || 2m)= 1, es una ondicula
ortonormal si y solo si

SNE@nP? = 1 ctteR, y
JEZ
o0 R -
P(2I)p(2(t+q) = 0 et teR,qe2Z+1.
j=0
Estas dos ecuaciones eran conocidas desde el principio de la teoria de ondiculas,
pero la prueba de esta caracterizacion aparecié en la literatura anos mas tarde
(ver [33], [46], [32]).
De manera natural podemos encontrar la definicién de ondicula en un contex-
to més general (ver [23], [75], [12], [71]), donde trabajamos en L*(R"), n > 1,
y en vez de tener una dilatacion diadica, nuestra dilatacién viene dada por
una aplicacién lineal expansiva fija A : R — R™ tal que AZ™ C Z". En
este contexto, una familia de funciones ¥ = {41 = 1,...,L} ¢ L?*(R™), con
| ™ l2mn)> 1,1 =1,..., L, es una familia de ondiculas ortonormales cuando

(W 1=1,.,L jkeZ} donde ¢)()=dip® (A7 k),
es una base ortonormal de L*(R").

Una caracterizacién de estas familias es la siguiente (ver [12])

Teorema A.21. Sea A € LE tal que AZ" C Z", ysea ¥ = {yp, 1 =1,...,L} C
L*(R™), con || v¥ le2ry> 1, 1 = 1,..., L. Entonces ¥ es una familia de
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ondiculas ortonormales si y solo si las funciones v 1 = 1,...,L satisfacen
las dos siguientes ecuaciones,

L
SN TW(AYE)P = da et teR", gy

I=1 jEZ

L oo
SN d(ATT) (A (t + q)) 0 ectteR" qeZ"\AZ"
=0

=1 j=



Apéndice B

APENDICE

B.1. Punto de densidad y punto de A-densidad

Unas de las nociones que tienen mayor importancia en este texto son las de
punto de densidad y punto de A-densidad de un conjunto medible en R™. En
esta seccién daremos sus definiciones junto con algunas propiedades basicas que
nos seran de gran utilidad.

Definicién B.1. Se dice que xg € R™ es un punto de densidad de un conjunto
medible E C R, | E |,> 0, si

hfm | En(BT +X0) |n
r—0 | Br =+ X0 |n

=1 (B.1)

Denotaremos
D(xg) = {F C R" conjunto medible : xo es un punto de densidad de E},

y ademas denotamos D si xg es el origen.

Observar que en esta definicién podemos tomar cubos @, en vez de bolas
B, y obtener una definicién equivalente.

Ahora, dada A € LE definimos un concepto algo més general, que fue intro-
ducido en [16].

Definicién B.2. Sea A € LE. Se dice que xg € R™ es un punto de A-densidad
de un conjunto medible £ C R"™, | E |,> 0, si para cualquier r > 0,

I | ') ﬂ(A_jB'r' + XO) |n

- =1.
j—s00 | A7IB, + xg |n

Dada A € LE y dado un punto xg € R", denotamos
Da(xg) = {F C R" conjunto medible : xg es un punto de A-densidad de E'},

y escribiremos D4 cuando el punto xq sea el origen.
Para cualquer j € Z y para cualquier r > 0 tenemos la siguiente igualdad
A’B, = (=A)7 B, y por lo tanto:

133
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Observacion B.1. Dada A € LE, para cualquier punto xy € R"™, tenemos que
Da(x0) = D-a(x0)-

Claramente, E € Dy si y solo si E 4+ x¢ € Da(xp). Asi, sin pérdida de
generalidad, consideraremos solamente los conjuntos para los cuales el origen es
un punto de A-densidad.

Algunas propiedades de los conjuntos para los que el origen sea un punto de
A-densidad son las siguientes.

Proposiciéon B.2. Sea A € LE y sean E, F C R™ dos conjuntos medibles tales
que EC F yque E € Dy. Entonces FF € Dy.

Demostracion. Como E C F, entonces para cualquier 7 > 0 dado, tenemos que

) |FNABy |0 . . | FNATB, s
1>limsup—————— >1 f——m——
=P T A=, Y [AB, |,
. . JENATB, |, . |ENATB, |
>1 f————— =1 —_— =1
= T TATB, [ itk [ATIB, | ’
donde la ultima igualdad es cierta ya que E € Dy4. O

En las siguientes proposiciones veremos diferentes condiciones equivalentes
a la condicién de que el origen sea un punto de A-densidad de un conjunto
medible £ C R™. Ademds, encontraremos relaciones entre propiedades de un
conjunto E y su complementerio F€ = R™\ E.

Proposicién B.3. Sea A € LE y sea E C R™ un conjunto medible. Dado
r > 0, las siguientes cuatro condiciones son equivalentes.

(i) }
. |ENATB, |,

Jlim ATB L =1. (B.2)
(ii)
i [ AE(Y By |u=| By | (B.3)
(iii) ‘
c —Jj
(iv)
Jlim | AVE°() By |n=0. (B.5)

Demostracion. (i) <= (ii) Esta equivalencia es una consecuencia directa de que
para cualquier r > 0 y para cualquier j € N es cierta la siguiente igualdad.

| ENATB: |a | A/(ATEN By) |n
| A=IB, |, | A9 B, |n

dy |YENB, |n _ | AEN B |
A | Byl IBrla
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(i) < (iii) Obviamente, para cualquier r > 0 y para cualquier j € N,

| A7B, | _ |(EUE)NATB, |n

| A_jBT |7l B | A_jBr |n
B |ENAB, |,  |E°NAB, |
| A-IB, |n | A-IB, |n .

(iii) <= (iv) Esta equivalencia se verifica porque para cualquier r > 0 y para
cualquier 5 € N, tenemos que

|ECNATBr |n _ |AT(AENB) |n
| AijB”‘ |7l B ‘ AijBr ‘n
_ 4 [(WENB) | _ | (WENB) |
dy’ | Br |n | By |n

O

Corolario B.4. Dada A € LE. Un conjunto E € D4 si y solo si se cumple una
(y por lo tanto, todas) de las condiciones (i) — (iv) de la Proposicion B.3 para
todo r > 0.

Corolario B.5. Sea A € LE y sean E, F C R dos conjuntos medibles tales que
|ENF|, =0. Entonces como mucho uno de los dos conjuntos puede pertenecer
a DA.

Demostracion. Hagamos una prueba indirecta. Supongamos que E, F € Dy4.
Sea ademds, r > 0. Como |E N F|, = 0 es cierto
| FNAB, |, < | E°NA7B, |
| A=iB. |, — |A7 By |,

y desde aqui, como E € Dy, la propiedad (#ii) de la Proposicién B.3 nos dice
que

. | FNA7B, |,
1 — =0.
i— | A7IB, |,
Con lo que tenemos contradiccién con el hecho de que F' € D 4. O

En la siguiente proposicién se muestra que comprobar que se cumple la
condicién (B.2) para un ¢ > 0 fijo es suficiente para probar que el origen es un
punto de A-densidad.

Proposicion B.6. Sea A € LE y sea g > 0. Ademds, sea E C R™ un conjunto
medible tal que
ENA7B,, |»

. =1.
j——00 ‘AiJBTO |n

Entonces E € Dy.

Demostracion. De acuerdo con el Corolario B.4 es suficiente con probar que
para todo r > 0,
E°NA7'B
1im —l N rn

- =0.
J——00 | A_]Br |n
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Distinguimos dos casos. El primero de ellos es cuando r es tal que 0 < r < rg.
Asi, dado j € N tenemos que A~/ B, C A7/ B,, y entonces

BNATB | _ | ENA Byl
| A9 B, |, B | A=IB, |

| ENA By |[n | A Bry |n

| A7 By [n | AT By |

ro | ECNNA By |n
= &) | A=iB,, |a

— 0 sij— o0,

donde el limite es cierto de acuerdo con nuestras hipdtesis y porque rg, 7 y n
son numeros fijos.

El segundo caso que consideramos es cuando r > rg. Aqui, obsérvese que
como A es expansiva, 3j, € N tal que B, C A’ B, , entonces

|ESNAB, |, _ | ESNAB,, |,

| AijBr |n - | AijBr |n

‘ EcﬂA—j-&-jTBTO |n | A_j"l'jrBTO ‘n
| A=3+3r By |y, | A9 B, |

‘ ECmA_j"rjrBro |TL dﬁ(@)n
| A=i+ir B, |, AN,

| ENAH By [ .

< — A7 — 0 sij — oo,

| A=i+ir B, |, A

donde el limite es cierto de acuerdo con nuestras hipdtesis y porque d4 y j, son
nimeros fijos.

Desde aqui, si juntamos los dos casos anteriores, por el Corolario B.4 obte-
nemos el resultado deseado. O

Proposicion B.7. Sea A € LE y sea K C R™ un conjunto medible tal que
existen r1,m2 € R, 0 <1 <7y <00 tal que By, C K C B,,. Entonces E € Dy

si y solo si ‘
. |ENATK |

| - =1 B.
j—s [ATIK |, ’ (B.6)
o equivalentemente,
E°NATK
g LEOATE L (B.7)

Jj——00 ‘ A-TK |n

Demostracion. =) Desde la condicién B,, C K C B,,, tenemos que

. | ECNATK |, . | E°NA™B,, |»
limsup—————— < limsup -
Jj—00 | ATIK |n Jj——00 | A_]Brl |n
E‘NA B, |n| A7 B,, |a
— HmSup | m 2 ‘ ‘ 2 |

j—o0 | A= By, |n | AIB,, |n

3 | EC A_j-B’I“Q |TL
( ) jLoo | 14_JB7-2 |n

T2

= O’
T1

donde las dos tultimas igualdades son ciertas ya que (%)” es un numero fijo y
E €Dy
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<) Como B,, C K C B,,, entonces

A

, | E°NA7B,, |n , | E°NATK |, | A7K |,
lim sup . ! < limsup . .

j——00 | A= By, | j—00 | A K | |ATB,, |
| E“N AT K |n | A7 By, |n

< I g -

= Y TTAGKL, 149B, |
T2\ 1. |ECﬂA—jK I

= ()" lim =L
(Tl) jinoo |A—]K ‘n ]

donde las dos ultimas igualdades son ciertas ya que (:—f)" es un numero fijo y
por hipdtesis se satisface (B.7). Finalmente la Proposicién B.3 y la Proposicién
B.6 nos dicen que el origen es un punto de A-densidad de E. O

Proposicién B.8. Sea A € LE y sean E,G € D4. Entonces E(1G € Dy4.
Demostracion. Sea r > 0, hallamos

c —J c ¢ —j
fsup LEDCI NATB o () (5D G VAB, |

j—00 | AijBr |n j—00 ‘ AijBr ‘n

. | E°NATB, | . | G°NATIB, |,
< 1 —_ 1 —_
S TTATB S 4B
donde la ultima igualdad es cierta ya que E, F' € D 4. De este modo, finalmente,
de acuerdo con el Corolario B.4 damos por finalizada la prueba. O

=0

Proposiciéon B.9. Sea A € LE y sea E € R™ un conjunto medible tal que
AE =FE y | Bi(\E |n<| B1 |n. Entonces E ¢ Dgy.

Demostracion. El resultado es consecuencia de que desde nuestras condiciones
tenemos que

- |AYBINE _ . [BINAEl, _ . [BINE]|s
hm —_— Y = hm —_— = hm —_— < 1.
i—oo |AZiBi|,  i—e |Bila j—oo | Biln

O

Proposicién B.10. Sean A, As € LE y sea K C R™ un conjunto medible tal
que Ir1,m2 € R, 0 <7y <7rg <00, tal que B, C K C By,. Si 3{1;}52; C N tal
que l; — 00 cuando j — oo y ademds

AT R CAYK C ATV, donde Iy € No,

entonces Dy, C Da,.

Demostracion. Sea E € Dy,, de acuerdo con nuestras hipdtesis,

—j —1+1 —1i+l

i sup | ECN A K | Lt sup | ECNA T K | | AT K
j—oo | ASK | i—oo | ATPTRKE, | AK |,
i sup LECQAL K | | AR
i—oo AR K L AT TRK L,

EeO Ao,
| ﬂ 1 ‘ d?ql;) _ 0’

IA

= limsup
. —lj+l
i—oo  |ATTPK,
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donde la ultima igualdad es cierta ya que [y es un numero fijo que no depende
de j y yaque E € Dy, . Por lo tanto, desde la Proposicién B.7 podemos concluir
que € Dy,. O

Lema B.11. Sea A € LE. Supongamos que Y C R™ es un subespacio vectorial
de R™ de dimension p, 1 < p < n, e invariante respecto de A, y que ademds, Y+
es otro subespacio de R™ e invariante respecto de A. Sea E C R™ un conjunto
medible de la forma E :=Y + F donde F C Y*. Entonces E € Dy si y solo si
Fe DA|YJ- .

Demostracion. Como R" =Y @ Y~ y los subespacios Y e Y= son invariantes
respecto de A, podemos escribir A = Aly @ Aly..

Denotamos K := K; + Ky = {s =81 +82 : s1 € Kj,82 € K}, donde
Ki={yeY : ||yl<1l},yKao={yeY!t : | y|£1}. Se puede observar
que K satisface las condiciones de la Proposiciéon B.7.

Con esta notacién, dado j € N llegamos a que

EﬂA*jK

(Y + F)[)(Aly ® Aly2) ™ (K1 + Ka)
(Y + F)((Aly) 7Ky + (Aly+) 7 Ka)
(Y (\(Aly) 7 K1) + (F(\(Alyr) 7 K)
(Aly) 7K1+ (F[(Aly2) 7 Ky).

Como los sumandos de la tiltima suma son subconjuntos de Y y de Y+ respec-
tivamente, tenemos que
| ENATEK) |n [ FO(Aly2) 7K [np
| ATK |y | (Aly2) 77Kz |n—p

Finalmente, tomando limites a ambos lados de la igualdad anterior y de acuerdo
con la Proposicién B.7 finalizamos la prueba. O

Lema B.12. Sean A1, Ay € LE y ademds, suponemos que W C R™ es un subes-
pacio de R™ tal que W y W+ son invariantes respecto de ambas aplicaciones
Ay y Az. Si Da, = Da, entonces Dy, = Da,)y, -

Demostracion. Consideramos el conjunto cilindrico E = F + W=. De acuerdo
con el Lema B.11 sabemos que £ € Dy, <= F € Dy, p = 1,2. Por lo
tanto, el lema queda demostrado. O

Lema B.13. Sean A, A’ € LE y suponemos que existe C € L, dc > 0, tal que
A’ =C~YAC. Ademds, sea E C R", | E |,,> 0, un conjunto medible. Entonces
E €Dy siysolosiC'E €Dy, es decir, Dy = C'Dy.

Demostracion. Dado E C R™ un conjunto medible, para cualquier j € N,
tenemos que

| (C'E)*NA By |,  |(CT'E)*NCrATICB |, (B8)
| A'=iB |, - | C-1A=iCB |, '
dz' | ENATICBy |y, (B.9)

dz'| A=iCBy |y
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Por otro lado, como C' es una aplicacién lineal y biyectiva, existen dos nimeros
reales positivos 1 y ra, 0 < r1 < rg < 00, tales que B,, C CB; C B,,. Entonces,
nuestro resultado sigue desde la igualdad (B.9) y la Proposicién B.7. O

Un par de consecuencias directas del Lema B.13 son las siguientes.
Corolario B.14. Sea A € LE. Entonces E € Dy < AE € Dy.

Corolario B.15. Sean Ay, Ay € LE y sean C, J1,J2 € L, dc > 0,d;, > 0, tales
que A, = C_lJHC, w=1,2, donde las matrices asociadas a las aplicaciones J,,

son diagonales con los elementos de la diagonal que satisfacen | )\El) |=] )\52) [,
i =1,...,n. Entonces
Da, =Da,.

Demostracion. Desde nuestras condiciones, el Lema B.13 nos dice que

DAI :DA2 <:>DJ1 :Djz.

Ademés, se cumple la igualdad Dy, = Dj, porque como | /\El) =] )\22) |, i =
1,...,n, sabemos que para cualquier j € Z y para cualquier r > 0, tenemos que
JIB, = JiB,. O

B.1.1. Relacion entre conjuntos medibles y puntos de A-
densidad

Una propiedad importante y de sobra conocida que nos relaciona los con-
juntos medibles y los puntos de densidad es la siguiente (ver por ejemplo [61],

[10]).

Proposicién B.16. Sea E C R™ un conjunto medible. Entonces casi todo punto
de E es un punto de densidad de E.

Nuestra intenciéon es escribir una propiedad andloga a la Proposiciéon B.16
que nos relacione los conjuntos medibles con los puntos de A-densidad.

Proposicion B.17. Sea A € LE y sea E C R™ un conjunto medible. Entonces
casi todo punto de E es un punto de A-densidad de E.

Para demostrar esta proposicion, emplearemos las misma técnicas que se
utilizan en diferentes textos basicos para probar la Proposiciéon B.16.
Empezamos escribiendo el siguiente lema de recubrimiento.

Lema B.18. Sea A € LE. Sea Q la union de una coleccion finita de conjuntos
de la forma

AliQ, +x; € R™, donde i€{l,..,N}, j,€Z, x; €R"
Entonces existe un conjunto I C {1,..., N} tal que
(a) ATiQ1 +x;, i € I, son disjuntos.

() @ C Uie; A74H:Q3 + x; donde tomamos ja € N tal que Vj > ja
tenemos que A771Q1 C Q.

(C) | Q |n§ 3ndixA Zie[ | Ainl ‘n .
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Demostracién. (a)  Ordenamos y renombramos los conjuntos A7 Q; + x; de
tal manera que j; > jo > --- > jn.
Tomamos 71/ := j1 y eliminamos todos los j;, i € {2,..., N} tal que

(A" Q1 +x,) (YA Q1 +x11) # 0.

Sea jor uno de los j; que sea maximo de entre los que no hemos quitado, jor # j1/,
si es que queda alguno. Ahora eliminamos de entre todos los j/s que nos quedan,
todos los j; tal que

(A7Qq + x;) ﬂ(Aj2’Q1 + xo/) # 0.

Continuamos con este proceso mientras sea posible. Después de una cantidad
finita de etapas se termina el proceso. Hagamos I = {1’,2',...., M’} y con esta
eleccién queda claro que se verifica (a).

(b) Seaie€{l,..,N}\I,asi, por cémo hemos tomado los elementos de I,
existe i’ € I tal que j; > j; v ademés

(A7Q1 +xi) [ (A% Q1 +xy) # 0. (B-10)

Por otro lado, como A es expansiva, dj4 € N tal que si j > ja entonces
A77Qq C @1, de esta manera podemos afirmar que

ATQy C ATATI Q) (B.11)
ya que, por como hemos tomado ja, j; ¥y ji tenemos que
A_jA"l‘ji_ji/Ql C Q.
Desde la interseccién (B.10) y la inclusién (B.11) se puede asegurar que
(AT Q) + x;) m(Aji/Ql +xir) # 0,
y por lo tanto, como @ C A74Q1, tenemos que
(AI4H9 Q) +x;) ﬂ(AjAH"'Ql +xi) # 0.

Ademsds, como la imagen de un paralelepipedo por A es un paralelepipedo,
podemos concluir que

(A7Q1 +x;) C (A4 Q1 +x;) C (AT M7 Q3+ x41).

(¢) La condicién (c¢) es una consecuencia directa de la condicién (b) ya que

12 < | U @Qu+x) <l @ Qs +x0) I

i€{1,...N} Vel
< Z | ATATT Qs + xp0 |p= 3nd{f Z | A7 Qn |y -
el el
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Definicién B.3. Sea A € LE. Para cada f € L}, (R") definimos la siguiente
funcién maximal:

1
Myf(x) =sup ————
Af( ) jEIZ)|A‘7Q1 ‘n

Teorema B.19. Sea A € LE. Sea f € LY(R™) y sea X\ > 0, entonces existe una
constante C' > 0 que sdlo depende de la aplicacion A y de la dimension tal que

/, | (v +) | dy.
ATQ1

n C
[{xeR" + Maf(x)> A} o< + I fllrwey -
Demostracion. Sea A > 0, denotamos
Ey={xeR": Maf(x)> A}.

Si| Ex |n= 0, se verifica el teorema. Comprobemos el teorema en el caso en el
que | Ey [n> 0.
Como
| Ex |n=sup{| K |, : K compacto, K C E\},

tomamos un conjunto compacto K C R™ tal que K C E). Entonces para cada
x € K existe j = j(x) € Z tal que

1
|Ale+X|/A'Q | f(y) [ dy > A (B.12)
n TQ1+x

Obsérvese que si para cada x € K tomamos el conjunto A7)Q; + x definido
en (B.12), la unién de los anteriores conjuntos recubren K. Entonces, como K
es compacto, la condicién (a) del Lema B.18 nos garantiza la existencia de una
subcoleccion disjunta de ellos, a los que denotaremos

{Alel + X3, ~"7AjNQ1 + XN}u

para la que se satisface, de acuerdo con la condicién (¢) del mismo Lema B.18,
que existe una constante C' > 0 que sélo depende de la aplicacion A y de la

dimensién tal que
N

| K [n<C> A Qu+%i |-

i=1
Ademis, como los conjuntos A7 Q1 +x;,% = 1, ..., N satisfacen la desigualdad
(B.12) y son disjuntos, tenemos que

N N
i 1
CY A Qi +xiln < CZX o | f(y) | dy
i=1 i=1 1T,
C C
= |f(.Y)|dYSX | fllzrmny -

U, A%iQi+x;
De esta manera, si juntamos todo lo anterior podemos concluir que
C
| K [n< 5y I f e -

La prueba se finaliza tomando supremos sobre todos los conjuntos compactos
K C E,. O
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Lema B.20. Sea A € LE. Sea x € R™ y sea f una funcidn continua definida
en R™. Entonces

Hm———i—f/_ | £y + %) — f(x) | dy = 0.
ATIQy

J——00 | A_]Ql |n
Demostracion. Primero observamos que dado x € R™, como f es continua,
tenemos que

sup | Fy +%) | dy < oc.

ot
jeN | ATIQ1 |n Ja-ig,
Por otro lado, sea x € R™, como f es continua en x y A es expansiva, Ve > 0
Jjo € N tal que si j > jo y ademéds y € A~7Qq, entonces | f(y +x) — f(x) |< g,
con lo que si j > jo, es cierto que

1

WQ1|n/AJ'Q1 | fly +x) = f(x) | dy <e.

O

Teorema B.21. Sea A € LE y sea f € L}, .(R"™). Entonces para casi todo
x € R” se tiene que

1
lim ———— x)— f(x) | dy =0.
[ 1) = 16 Ly =0

i—o | ATIQ1 |n
Demostracion. Basta demostrar el resultado en cada bola Br, 0 < R < oco.
_ Recordamos que al ser A una aplicacién expansiva, existe una constante
C>0y0<a<ltal que Vj € N tenemos que

| A77x |[<Co/ | x|, xeR™

Por otro lado, dado R, 0 < R < oo, como para cada x € Br vamos a integrar
fen A77Q1 +x, j € N, asi, s6lo evaluaremos f en puntos de la bola By 55,
y de esta manera podemos considerar que f se anula fuera de la bola By, 55
y por lo tanto que f pertenece a L'(R").

Dado 5 € N y dado x € R", sea

1

(Ty-i f)(x) = A0,

[ =60 ldy
ATIQ1

y sea ademaés
(Ta f)(x) = limsup(Ty . £)(%).

oo

Tenemos que demostrar que
Tyf=0 en c.t.p..

Como las funciones continuas con soporte compacto definidas en R, C.(R"),
son densas en L'(R™), entonces Ve > 0 3g € C.(R") tal que || f—g |11 @< e
Asi, utilizando la desigualdad de Minkowski, podemos escribir que

(Taf)(x) = limsup(T4-; f)(x)

oo
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= lim sup | fy+x)—g(y+x)+g(y+x)—g(x)+g(x)—f(x) | dy

an
j—too | ATIQ1 |n Ja-ig,

< limsup{————
j*>+oo{| ATIQ1 |n

TAGTT o 19630 =) v+ 1900 = £6) I}
Desde el Lema B.20 sabemos que T4y g = 0, entonces
(Taf)(x) < Ma(f = g)(x)+ [ g(x) = f(x) | . (B.13)
Por otro lado, dado A > 0, denotamos
Fy={xeR": (Taf)(x) > A},
Ex={xeR": Ma(f - g)(x) > A}

/ | fy+x)—gly+x)|dy
ATIQ

+

y
Gr={xeR":| f(x) —g(x) [> A}.

La desigualdad (B.13) nos dice que
Fox C Ex| G (B.14)

ya que si un punto no estd en Ey ni en G, no puede estar en Fy).
Ahora bien, si x € G entonces

1
X6y (%) < £ [f(x) —g(x) |
con lo que
1 1
= [ xetix< S [ [f0-g0dx<ge (B3

donde la ultima desigualdad es cierta por como habiamos tomado la funcién g.
Por otro lado, el Teorema B.19 nos dice que existe una constante C' > 0 que
solo depende de la aplicaciéon A y de la dimensién n tal que

By lu< § /R 1709~ g0) [dx < S (B.16)

donde la ultima desigualdad es cierta por como hemos tomado g.
Asi, la inclusién (B.14) y las desigualdades (B.15) y (B.16) nos dicen que
C+1
A

y como | Fyy |, no depende de €, entonces | Fy |,= 0.
Finalmente, como

| F2>\ |n< g,

{XGR”Z(TAf)(X)>O}C F%,
NeN

podemos concluir que

[ {x €R": (Taf)(x) > 0} [n<| [ Fz [.=0.
NeN
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A partir de los resultados que hemos probado hasta ahora, ya podemos dar
la prueba de la Proposicién B.17.

Demostracion de la Proposicion B.17. Obsérvese que es una consecuencia
directa del Teorema B.21 y de la Proposiciéon B.7. O

B.2. Continuidad aproximativa y A-continuidad
aproximativa

El concepto de continuidad aproximativa fue introducido por A. Denjoy [26]
(para més informacién ver [61], [10]), en su estudio sobre la derivada de una
funcién medible. El concepto de A-continuidad aproximativa, introducido en
[16], generaliza el anterior. Veremos varias propiedades relacionadas con estos
conceptos y en particular veremos relaciones entre funciones medibles y puntos
de A-continuidad aproximativa.

Definicién B.4. Sea f : R" — C una funcién medible. Se dice que x¢ € B
es un punto de continuidad aproximativa de la funcién f si existe un conjunto
medible E C R™, | E |,> 0, tal que x¢ es un punto de densidad del conjunto F
y ademas,

lim f(x) = f(xqo). (B.17)

Un resultado de Denjoy, (véase [26], [61], [10]), que proporciona una relacién
entre funciones medibles y puntos de continuidad aproximativa es el siguiente.

Teorema B.22. Dada f una funcion medible definida en el intervalo cerrado
[a,b] y finita en casi todos los puntos, entonces casi todos los puntos de [a, b]
son puntos de continuidad aprozimativa de la funcion f.

Definicién B.5. Sea A € LE. Sea f : R" — C una funcién medible. Se
dice que xg € R™ es un punto de A-continuidad aproximativa de la funcién f
si existe un conjunto medible £ C R"™, | E |,> 0, tal que x¢ es un punto de
A-densidad del conjunto E y ademés se cumple (B.17).

Es facil ver que dada f : R" — C una funcién medible, xo € R" es un
punto de continuidad aproximativa (resp. A-continuidad aproximativa) de f si
y solo si el origen es un punto de continuidad aproximativa (resp. A-continuidad
aproximativa) de la funcién g(x) := f(x+x¢). Ademds, el origen es un punto de
continuidad aproximativa (resp. A-continuidad aproximativa) de g si y solo si el
origen es un punto de continuidad aproximativa (resp. A-continuidad aproxima-
tiva) de g—g(0). Debido a nuestra discusién anterior, sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que el origen es un punto de continuidad aproximativa (resp.
A-continuidad aproximativa) de f si tenemos que f(0) = 0, de esta manera
pretendemos agilizar la lectura y no perdernos en detalles superfluos.

Ahora veremos propiedades de los puntos de A-continuidad aproximativa de
una funcién medible.

Proposicion B.23. Sea A € LE. Sean f,g: R" — C funciones medibles. Si
xo0 € R" es un punto de A-continuidad aprozimativa de [ y de g, entonces son
ciertas las siguientes afirmaciones:
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(i) Ve € R, el punto xg es un punto de A-continuidad aproximativa de la
funcion cf.

(i) El punto x¢ es un punto de A-continuidad aproximativa de f + g
(iii) El punto xo es un punto de A-continuidad aprozimativa de f - g.

(iv) Si ademds, g(xgo) # 0, entonces Xo es un punto de A-continuidad aproxi-
mativa de f/g.

Demostracion. La demostracién de la afirmacién (i) es trivial. Veamos la afir-
macién (i¢). Como xg es un punto de A-continuidad aproximativa para f y para
g, entonces 3E¢, B, € D4(xo) y ademds

m f(x) = f(x0), lim g(x) = g(xo0). (B.18)

——xq x——XQ

XEEy x€eE,

La Proposicién B.8 nos dice que x¢ es un punto de A-densidad de E; () E,,
entonces de acuerdo con los limites (B.18) tenemos que

m  (fx)+9(x) = lim  fe)+ lim  g(x)

= f(xo) + g(x0).

Asi, queda finalizada la prueba de la afirmacién (i7). Las demostraciones de las
afirmaciones (ii¢) y (iv) son andlogas. O

Proposicién B.24. Sea A € LE y sea C' € L invertible. Sea f: R" — C una
funcion medible. Entonces el origen es un punto de A-continuidad aprozimativa

de f(-) si y solo si el origen es un punto de A’-continuidad aprozimativa de
foC- donde A = C~1AC.

Demostracion. =) Como el origen es un punto de A-continuidad aproximativa

de f, dE € D4 tal que
Jim f(x) = (0),

xEFE

0 equivalentemente

lim f(Cx) = f(0).

xgéj?E
Si ahora tomamos el conjunto F donde FF = C~'E, el Lema B.13 nos dice que
FeDyy
lim f(Cx) = f(0),

x——0

xeF

es decir, el origen es un punto de A’-continuidad aproximativa de la funcién
foC.

<) La demostracién es andloga al caso anterior. O
Una consecuencia inmediata de la Proposicién B.24 es la siguiente.

Corolario B.25. Sea A € LE. Sea f: R™ — C, funcién medible. El origen
es un punto de A-continuidad aproximativa de f(-) si y solo si el origen es un
punto de A-continuidad aprozimativa de f o A.
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Veamos una caracterizacion de cudndo el origen es un punto de A-continuidad
de una funcién medible.

Teorema B.26. Sea A € LE y sea f: R. — C una funcidn medible tal que
f(0) =0. Ademds, sea K C R"™ un conjunto medible tal que existen r1,72 € R,
0<mr <ry < oo tales que B, C K C B,,. Las siguientes condiciones son
equivalentes.

(1°) El origen es un punto de A-continuidad aproximativa de la funcion
I
(2°) Ve > 0 y para cualquier r > 0

o [ x€ATB, 1 f) 1<

, =1.
Jj——00 | A_JBT |n

(8°) Ve > 0 y para cualquier r > 0, Jjo € N tal que si j > jo, entonces

|{X€A_jBr : |f(x) |> E} |

[AB, |, =e
(4°) Ye >0 ‘
[ {x€eAVK ¢ [ f(x)I<et|n _
SAm [AIK |, =1

(5°) Ye >0, Fjo € N tal que si j > jo, entonces

[ IxeAVK : |fx)[zehln _
| A=K |,

Demostracion. El esquema de la prueba serd probar primero las implicaciones
(1°) = (2°) = (3°) = (1°) y una vez lo hayamos hecho, observar que la prueba
de (1°) = (4°) = (5°) = (1°) es andloga.

Empecemos probando la implicacién (1°) = (2°). Como el origen es un punto
de A-continuidad aproximativa de la funcién f, primero sabemos que IF € D4,
es decir, si fijamos 7 > 0 y tomamos un €; > 0 Jj; € N tal que si j > ji,
tenemos que ‘
_ENATB, |a

1 -
| A=IB. + X0 |n

€1,
y segundo, que ademds se verifica la condicién (B.17) para este conjunto E.
Entonces, dado ¢ > 0 3§ > 0 tal que si || x ||< § y x € E, tenemos que
| f(x) |<e.

Por otro lado, como A es una aplicacién expansiva, 3jo € N tal que si j > ja,
se cumple que A~ B, C Bjs.

Sea jo = méx{ji, j2}, entonces si j > jo tenemos que

|ENATB, I
g1 > 1 |A_jBT |n
_ 1_‘{X€EmAijBr C L f(x) [<etn
| A=3B; |n
o, LxcATB : [f69|<ch ]y

| A=9B, |,
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De esta manera podemos concluir que Ve > 0 y para cualquier r» > 0,

hfIn | {X € AijB'r‘ : | f(X) ‘< 6} "n

- =1
j——00 | A_]BT |n

La prueba de la implicacién (2°) = (3°) es trivial.
Vamos a probar la implicacién (3°) = (1°). Desde la condicién (3°), dado
er =271 k=123, 3 €N, jp > jr_1, tal que si j > jr se cumple

[ {x€ A7B;, : | f(x)|>27%1} ], < 1

VeI < - (B.19)

De esta manera obtenemos una sucesién estrictamente creciente {ji}7>, C N.
Para cada k = 1,2, ... definimos los conjuntos

Gr={x€A7*B; : | f(x)|>27""1}.

Veamos una observacion sobre los conjuntos Gy.

Observacion B.27. Sea k € {1,2,3..} y sea j € N tal que jir < j < jg+1,
entonces

k
(UG)NATB € {xe A7By ¢ | f(x)]= 27"},
=1

Definimos el conjunto
E:&\UGK
k=1

Comprobamos que el conjunto E no tiene medida nula. Para ello calculamos

Blo _ B\ Gily g $5 Gl

[ B [ [ Byl By |
> 1- 1-y ==
= ZlAﬂkBlln ;2“1 2’

donde la segunda desigualdad es cierta ya que d4 > 1, y la ultima desigualdad
se sigue desde (B.19). De esta manera, | E |,> 1 | By |,> 0.

Continuamos con la demostracién del teorema.

Afirmamos que E € Dy, y para comprobarlo, por la Proposicién B.7, es
suficiente con verificar que se cumple la condicién (B.4) para r = 1. Empezamos
tomando jo € N tal que si j > jo, se cumple que A=7B; C B;. Este jy existe
yva que A es una aplicacién expansiva.

Sea j € N, j > méax{jo, j1}, entonces Ik € {1,2,3...} tal que jr < j < jrt1-
Hallamos

|E°NA7B1]n _ [(Bi\UZ G)*NATIB) |
| A=9By |y, | A=IBy |y,
_ LU GINATB, |,
N |A7jBl |n

(U, G)NAB; |, N | (UZk1 GONA By |
- | A=iBy |, | A=iBy |, ’
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Asi, desde la Observacién B.27 es cierto que

| ENATBi | _ [{x€A7B : | [(¥) IZT'H}InJr i |G |n

[ABi . A8 ], 2 TAB
R P C1E S TN S
: (4798, ], 2 TA B

donde la segunda desigualdad es cierta ya que dg > 1y j < jrr1 < Jrtz < -...
Finalmente, por la expresién (B.19) obtenemos

|ECnA_jBl |n = —1-1
— < 2
| A7j31 ‘n - ; ’

y de esta manera, podemos concluir que

| ENATB |,
lim —————— =0,
Jj—00 | A_JBl |n
es decir, se verifica la condicién (B.4) para r = 1.
Para finalizar la prueba, todavia nos falta comprobar que se cumple
lim f(x) = f(0) =0,

x——0

xeF

es decir,
Ve > 0,30 > 0 tal quesi || x ||<d y x € E, entonces | f(x) |< e. (B.20)

Sea € > 0, buscamos § > 0 con el que se cumpla (B.20). Para ello tomamos
ko € {1,2,3,..} tal que 27%0~1 < ¢ Como A : R® — R™ es una aplicacién
lineal y biyectiva, entonces 36 > 0 tal que Bs C A~ B;. Para este § > 0, como
E = By \ Uz~ Gi, con

Gr={xeA "B : | f(x)|>27%1},

tenemos que si | x ||< § y x € E, entonces | f(x) |< 2 %1 < ¢
O

Las siguientes proposiciones nos relacionan la condiciéon de que el origen sea
un punto de A-continuidad aproximativa de una funcién medible f, con el limite
en c.t.p. de una sucesién de funciones dilatadas adecuadamente a partir de f.
Concretamente tenemos los siguientes resultados.

Proposicion B.28. Sea A € LE. Sea f: R® — C una funciéon medible tal
que f(0) =0. Si

lim f(A77x)=0 para c.t. x € R",
J——00

entonces el origen es un punto de A-continuidad aproximativa de la funcion f.

Para la demostracién de esta proposicion necesitamos el siguiente lema técnico.
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Lema B.29. Sea A € LE y sea f: R — C una funcion medible. Entonces
Ve > 0, para cualquier r > 0 y para cualquier 3 € N tenemos
| {x € B,:| f(A7x) |<e} |lho=d’y | {x € A9B, | f(x) |< e} |n-

Demostracion. Seane > 0,7 > 0y j € N fijos. Si hacemos el cambio de variable
A7Ix =y es cierto

|[{xe€B, : |f(A7x)|<e} ], = dx

/{XGBr [ f(A-Ix)|<e}
dﬁ/ dy
{y€A=iB, : [f(y)I<e}
&y {x€eA7B, : |f(x)|<e}|n-
O]

Demostracion de la Proposicion B.28. Fijamos ¢ > 0. Para cada j € N
definimos el siguiente conjunto

Fi={xeB; : | f(A7x)|<¢}
y para cada N € N definimos
Ey =) F
j>N

De esta forma el conjunto E3; representa, para € y IV fijos, el conjunto de todos
los puntos x € B para los cuales | f(A77x) |< e cualquiera que sea j > N.
Estd claro, desde la definicién de los conjuntos E% que para € > 0 fijo,
tenemos que
EfCcESC---CEj;C---

entonces, desde la monotonicidad de la medida de Lebesgue,
1i Y = Y ln - .
o | EN [n=| U Ey In (B.21)
N=1
Por otro lado, podemos afirmar que
| B\ U Ex =0, (B.22)
N=1

ya que, en caso contrario existirfa F C (By \ Uxy~; E%) medible con | F |,> 0
y por lo tanto Vx € F Vj € N Jjx > j tal que | f(A79*x) |> e, es decir, F es
un conjunto de medida positiva tal que

lim f(A79x)#0 Vx€F,
j——00
con lo que hemos llegado a una contradiccién con nuestras hipotesis.

Continuemos con la demostracién de la proposicién.
Como E% C By, el limite (B.21) y la igualdad (B.22) nos dicen que

lim | B |n=| Bi |n . (B.23)
N —o0c0
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Ademsds, como EY, C F5 v Fy C Bj, tenemos que

N O
1 = liminf
N—00 |Bl |n

[{x€B1 : |JA %) [<ebln

FE
< h’minf| N In
N—o0 | Bl |n

= liminf

N—o00 |B1 |n
o {xe€AVB | f® <} |
= lminf T ANBy |, ’

donde la ultima igualdad es consecuencia del Lema B.29. De esta manera, hemos
obtenido que se verifica (4°) en el Teorema B.26. O

El siguiente ejemplo muestra que la implicaciéon contraria en la Proposicién
B.28 no es cierta.

Ejemplo 33. Construimos un conjunto medible £ C R, | E |> 0, tal que el
origen pertenece a E y es un punto de continuidad aproximativa de la funcién
XE Pero no existe el lim; o, xg(277z) para ningtin x € R.

Empezamos tomando, para cada j € {0,1,2,...}, y cada k € {0,...,27 — 1},
los siguientes conjuntos

2 +k 29 +k+1
25 27

A = )
Renombramos los conjuntos Afcj ) d4ndoles un orden determinado de la siguiente
manera,

A =AY m =24k

Finalmente, definimos el siguiente conjunto

E=E | J(~E1) donde E;=[0,00)\ (] 27" A

m=1

Es f4cil ver que dado x € R, no existe lim; o xg(277%). Si z € (1, 2], entonces
existen infinitos A,,, tales que x € A,,,, v € N. Es mds, supongamos que
x ¢ Ay sim # m, (v € N). Asi, desde la definicién del conjunto E, tenemos
que

xe(27™x) =1 paratodo v € N,

xe(27™z) =0 sim#m,.

De esta manera, no existe el lim;_,o xg(277z).
Después, podemos observar que para cualquier z > 0, se puede encontrar
I € Z tal que 2!z € (1,2]. Asi, podemos utilizar el argumento anterior con la
sucesion
l+m, : v=ri,i+1,..
donde hemos tomado 4; el nimero natural més pequeno tal que [ +m, > 0 si

v = 4;. Cuando = < 0, el razonamiento puede ser analogo debido a la simetria
respecto del origen el conjunto F.
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Por otro lado, vamos a comprobar que el origen es un punto de continuidad
aproximativa de y g. Para ello es suficiente con demostrar que E € D. Seal € N,
hallamos

o0

2E(\(-1,1) | = 2[2'B5()0,1) [=2[2'(|J 27 Am) [0, 1) |
= 2/ (J27A) O =21 [ 27mA) |,
m=1 m=Il+1

donde la dltima igualdad es cierta ya que A,, C [1,2], m € N.
Si escribimos [ + 1 = 270 + ko donde jo € N y ko € {0,...,2%° — 1}, de esta
manera, recordando el orden que hemos dado a los conjuntos A,,, tenemos que

|2'E{(1)(0,1) |

‘ (Uij:f)l;)12ko—1—kA](€jo)) U(qu ) UZ’;Ol 22j0+ko—1—2j—kA](Cj)) |

J=jo+
270 -1 s ‘ 271
< Z oko—1—k | Aéjo) | + Z 2230+ko—1—2J(Z o~k | Aéj) )
k=ko Jj=jo+1 k=0
j = jo+1_1_oi j j 1
< AP YD 2T A <2 AGY =25
Jj=jo+1
Entonces

11 2l e 1) |=
i [ 2'5F()(0,1) [=0,

y asi, desde la condicién (iv) de la Proposicién B.3 y la Proposicién B.6 obtene-
mos que E € Dy =D.

Aunque el ejemplo anterior muestra que la implicacién contraria de la Proposi-
cién B.28 no se cumple siempre, es cierto el siguiente resultado.

Proposiciéon B.30. Sea A € LE. Sea f : R™* — C wuna funcion medible
tal que origen es un punto de A-continuidad aproximativa de la funcion f si
tenemos f(0) = 0. Entonces existe una sucesion creciente de nimeros naturales
{Jk}721 © N, Jrgr > Ji, tal que

Jim f(A7*x) =0  para c.t. x € R™. (B.24)

Demostracion. Al ser el origen un punto de A-continuidad aproximativa de
la funcién f si tenemos f(0) = 0, desde la condicién (3°) del Teorema B.26
tenemos que, sobre cualquier bola B, con centro cero y radio r, la sucesién
de funciones {f(A77/x)}52, tiende a cero en medida. Asi, aplicando el Teo-
rema de Egorov, podemos encontrar una subsucesién de nimeros naturales
{j,(f)}keN C {j,(:_l)}keN, para cualquier r € N, tal que

lim f(A*j'(f)x) =0 paract.x € B,.

k— 00

Finalmente, usando el método de eleccién diagonal de Cantor, obtenemos que

kh’m f(A_j’(vk)x) =0 paract. xeR".
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Afirmamos que podemos escribir un teorema anédlogo al Teorema B.22, pero
para el caso general de la A-continuidad aproximativa. Para demostrar el resul-
tado, necesitamos otro de los grandes teoremas del andlisis que fue demostrado
por N. N. Luzin en 1913.

Teorema de Luzin. Sea f: R" — C una funcion medible tal que
| {x € R": f(x) # 0} |,< oo. Entonces para cada € > 0 existe g : R" — C
una funcion continua tal que

| {x €R": (%) # g(x)} [o< e.

Teorema B.31. Sea A € LE y sea f : R™ — C una funcién medible. Entonces
casi todo punto de R™ es un punto de A-continuidad aproximativa de f.

Demostracion. Para cadak € Z", denotamos gx(x) = f(x)x[0,1» (x—k). Como,
f(x) =D kezn 9k(x), es suficiente con demostrar que se cumple el resultado para
cada gi. Sin pérdida de generalidad, lo comprobaremos para gg.

El Teorema de Luzin nos dice que existe una sucesién de conjuntos com-
pactos, {K;}32, C [0,1]", tal que K; C K41, Vj € {1,2,...}, donde todo punto
de K; es un punto de continuidad de la funcién f, y ademads se verifica que
| [0,1]™ \ (U521 K5) [n= 0. El resultado se sigue desde la Proposicién B.17, ya
que nos dice que casi todo punto de K, j € {1,2, ...}, es un punto de A-densidad
de K;. O

B.3. Funciones localmente distintas de cero y A-
localmente distintas de cero

Las siguientes definiciones fueron introducidas en [16] para explicar el com-
portamiento de la transformada de Fourier de la funcién de escala de un analisis
multirresolucién en el origen.

Definicion B.6. Una funciéon medible f : R® — C se dice que es localmente
distinta de cero en el punto xg € R” si para cualquier € > 0, existe r, 0 < r < 1,
tal que

Hy € B:(x) : f(y) = 0}|n < e[Br(x)|n

Toda funcién medible f para la que el origen es un punto de continuidad
aproximativa y f(0) # 0 es una funcién localmente distinta de cero en el origen.

El siguiente ejemplo nos muestra una funcién medible localmente distinta de
cero en el origen pero tal que el origen no es un punto de continuidad aproxi-
mativa de esta funcién.

Ejemplo 34. Definimos los siguientes conjuntos en R,
- —27 . n
Ey = -U02 31y E=RU\(BLU(=E)).
j=

Afirmamos que x g es localmente distinta de cero en el origen. Para comprobarlo,
sea {B,,}jen una sucesiéon de intervalos centrados en el origen y con radio
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Ty = 9-2-1, Entonces, dado j € N, hallamos

|Een2~2-1(-1,1)|  |Efn2-¥-10,1) |
[2=¥-Y (=1, | [ 27P1(0,1) |
_oi+1
\ [0»2 2 ] | _2727‘+1
= 9—-2i—1 - )

De esta manera, dado € > 0, si tomamos in intervalo centrado en el origen y
con radio r; = 2-2"~1 donde j € N es tal que 2-2'*! < ¢, tenemos que

{z € By, : xm(@) =0} =272 (-1, )N B <27+ <c,

Por otro lado, para probar que el origen no es un punto de continuidad
aproximativa de x g, es suficiente observar que el origen pertenece a F y que
E ¢ D. Para ver esto 1ltimo, tomamos {B,, }jen una sucesién de intervalos

centrados en el origen y con radios r; = 2-2 ,y dado j € N, hallamos

|Ecn2 (=L | _ |Bfn22(0,1)
| 2_2](_17 1) | | 2_2J (Oa 1) ‘

st 1Y

- 2-2 2

Definicién B.7. Sea A € L. Una funcién medible f : R” — C se dice que es
A—localmente distinta de cero en el punto xg € R"™ si para cualquier € > 0 y
para cualquier r > 0 existe j € N tal que

Hy € A7B, +x0 : f(y) =0}, < e|A7 B, + Xo|n. (B.25)

Toda funcién medible f para la que el origen es un punto de A-continuidad
aproximativa y f(0) # 0 es una funcién A-localmente distinta de cero en el
origen.

La siguiente proposicion nos muestra que comprobar que se cumple la condi-
cién (B.25) en vez de para toda las bolas, para un conjunto con ciertas propiedades
es suficiente para asegurar que nuestra funcién es A-localmente disitinta de cero
en el punto xg € R™. Ademds, no daremos aqui su demostraciéon porque es
andloga a la de la Proposiciéon B.7.

Proposicion B.32. Sea A € LE y sea K C R™ un conjunto medible tal que
existen r1,79 € R, 0 <1y < ry < oo tal que B,, C K C B,,. Ademds, sea una
funcion medible f : R™ — C tal que en el punto x¢9 € R™, para cualquier € > 0
existe 3 € N tal que

|{y € AK +Xo : f(Y) = O}|n < 5‘147].]( + X0|n-
Entonces f es A-localmente distinta de cero en el punto Xg.

Veremos otra propiedad cuya demostracion es analoga a la prueba del Lema
B.13.

Proposiciéon B.33. Sea A € LE y sea [ : R™ — C una funcién medible A-
localmente distinta de cero en el origen. Ademds, supongamos que C € L tal
que do > 0. Entonces f o C es C~YAC-locamente distinta de cero en el origen.



154

El siguiente ejemplo nos muestra una funcién medible A-localmente distin-

ta de cero en el origen pero que el origen no es un punto de A-continuidad
aproximativa de esta funcion.
Ejemplo 35. Sea A € LE. Empezamos tomando el conjunto F = U;io A7IB;.
Observar que F satisface que A~'F C F, y desde aqui, no es dificil comprobar
que los conjuntos S; = AVF\ A77'F, j ={0,1, ...}, son disjuntos. Ademds,
se tiene que | S; |[> 0, 5 = {0,1,...}, ya que en caso contrario tene- mos
una contradiccién con la hipdtesis de que A es expansiva. Por tltimo, ver que
U;io S; = F (Para més detalles mirar la demostracién de la Proposicién 2.8 en
el Capitulo 2).

Definimos los siguientes conjuntos

B=Jsu (=JAa s, EB=@®\ B o)
=0 =0

Afirmamos que la funcién y g es A-localmente distinta de cero en el origen. Para
comprobarlo, de acuerdo con las propiedades de los conjuntos S; que hemos
mencionado mas arriba, dado j € N, hallamos

|ECNA21By |,  |AYTENB |,
| A72j7131 |n B | Bl |n
J 00 _ol
< | AP UZ0 A2 So) N F
- ‘ Bl |n

ol
N | (U?ij-&-lA 2 SO) |n \ So |n Z d_21
| Bl ‘n 1 |n 1=
J+1
Ademés, como por hipétesis tenemos que da > 1, la serie > ;2 d;zl es conver-
gente, y por lo tanto, dado € > 0 existe un nimero natural j. = 27 4+ 1, donde
1
7 € N, tal que Z?ijﬂ df < sllgé‘l”. Finalmente, desde la Proposicién B.32
con K = Bj, concluimos que nuestra afirmacion es cierta.
Ver que el origen no es un punto de A-continuidad aproximativa de yg se
sigue si observamos que el origen pertenece a E'y que E ¢ D 4. Asi, para probar
esto ultimo, dado j € N, hallamos

| AY By (VF =] (A% |J A7 S0) () F In
=0

| So[ ) F [n=I So [>0,

donde el desarrollo anterior es cierto de acuerdo con las propiedades que hemos
enunciado més arriba sobre de los conjuntos F'y S;, I = 0,1, .... Asi, finalmente,
desde la Proposicién B.7 tenemos que nuestra afirmacion es cierta.

| A2 BC()F |

%

El siguiente resultado nos muestra una propiedad de las funciones A-localmente
distintas de cero en el origen.

Proposicion B.34. Sea A € LE y sea f : R" — C una funcidn medible y
A-localmente distinta de cero en el origen. Entonces existe una sucesion estric-
tamente creciente de nimeros naturales {ji}52; C N, ji > jr—1, tal que para
c.t. x € R", existe kg € N tal que si k > kg, tenemos que

f(A77Rx) 0. (B.26)
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Demostracion. Como la funcién f es A-localmente distinta de cero en el origen,
tenemos que para k = 1,2,3,... y ep = 277 | By, |7}, Fjr € N, ji. > jr_1, tal
que

[{x € ABy : f(x) =0} o< 27" | By [7'| A9 By |, (B.27)
o equivalentemente, segiin el Lema B.29,
| {x € B : f(A7*x) =0} |,< 27"
Obsérvese que ciertamente, tenemos que jr41 > jr porque si

n [{x€ A7By : f(x)=0}|n

: <27%| By [,'=0
0<5< ‘ A_]Bk ‘n | k |n )

entonces el soporte de la funcién f contiene (en casi todo punto) un entorno
abierto del origen y por lo tanto podemos escoger ji+1 > jr. Por otro lado, si

tuf [ {x€ A7By), : f(x)=0}|»

: <27 | By |7t=C >0,
0<5<dn | A=iBy |, | Be I

podemos tomar e;11, 0 < e441 < mf{C, 2751 | By, |71}, y entonces, desde la
definicién de A-localmente distinta de cero en el origen, existe jr41, jk+1 > Jk,
que satisface (B.27).

Veamos que para c.t. x € R™ kg € N tal que si k > ko,

f(A™Ixx) £ 0. (B.28)
Dado N € N, sean
Fy=|J{xeBw: f(A7x)=0}, E=[)Fn.
k=N N>1

Como
FlDFQD"'DFND"',

por la monotonicidad de la medida de Lebesgue, limy_oo | FN |n=| E |n.
Ademas, estd claro que dado NV € N tenemos que

‘ FN |n§ Z 27}6 — 271\/:‘1’17
k=N

de donde se desprende que limy__,o, | Fiv |,= 0, con lo que | E |,= 0.
Nos falta probar que tenemos la relacién (B.24) para todos los puntos del
conjunto R™ \ E.
Sea y € R™\ E, entonces existe un Ny € N tal que y ¢ Fy,, en otras
palabras,
y ¢ {xe By : f(A %) =0}

para todo k > Ny, y en consecuencia

F(A™Tky) £ 0, si k> Np.
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