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En primer lugar, me gustaŕıa agradecer a Ireneo la confianza que depositó en mı́.
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A mis compañeras de piso durante estos años, por el buen ambiente y por aguantar
mi ritmo.
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Notaciones

Notaciones generales

Śımbolo Significado

x = (x1, x2, ..., xN ) Punto de RN

r = |x| =
√

(x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
N ) Módulo de x

Diu = ∂iu =
∂u

∂xi
= uxi Derivada parcial de u respecto a xi

Diju = ∂iju =
∂2u

∂xi∂xj
= uxixj Segunda derivada parcial de u respecto

a xi y xj

Du = ∇u =
(

∂u

∂x1
,

∂u

∂x2
, . . . ,

∂u

∂xN

)
Gradiente de u

D2u = (Diju) Matriz Hessiana de u

∆u = div(∇u) Laplaciano de u

∆pu = div(|∇u|p−2∇u) Laplaciano p de u

p′ Exponente conjugado de p. Se cumple
que 1

p + 1
p′ = 1

p∗ =
Np

(N − p)
Exponente cŕıtico de Sobolev

p∗γ =
p(N − pγ)

(N − p(γ + 1))
Exponente cŕıtico de Sobolev en el caso
−∞ < γ < N−p

p

∂Ω Frontera de Ω
supp (u) Soporte de la función u

|A| Medida de Lebesgue de A ⊂ RN

‖ · ‖s Norma en el espacio Ls(Ω)
‖ · ‖X Norma en el espacio X

BR Bola en RN de centro el origen y radio R

BR(x0) Bola en RN de centro x0 y radio R

ωN Medida de la esfera unidad en RN

X ′ Espacio dual de X

〈·, ·〉 Producto escalar en RN / dualidad X, X ′

\ Diferencia conjuntista

Ω′ ⊂⊂ Ω Ω′ es subconjunto abierto de Ω con Ω′ ⊂ Ω
δx0 Delta de Dirac en x0

c.t.p. Casi todo punto



xiv Notaciones

Śımbolo Significado

V + Parte positiva de la función V , V + = máx{V, 0}
V − Parte negativa de la función V , V − = máx{−V, 0}
C(Ω) ó C0(Ω) Funciones continuas en Ω
C0(Ω) Funciones continuas en Ω con soporte compacto
C0,β(Ω) Funciones Hölder continuas en Ω
Ck(Ω) Funciones de clase k en Ω
Ck,β(Ω) Funciones Hölder continuas de clase k en Ω
Ck

0 (Ω) Funciones de Ck(Ω) con soporte compacto
C∞(Ω) Funciones indefinidamente diferenciables en Ω
C∞0 (Ω) = D(Ω) Funciones de C∞(Ω) con soporte compacto
D′(Ω) Espacio dual de C∞0 (Ω), es decir, espacio de las

distribuciones
Lp(Ω) {u : Ω → R : u medible,

∫
Ω |u|p < ∞}, 1 ≤ p < ∞

L∞(Ω) {u : Ω → R : u medible y ∃C tal que |u(x)| ≤ C en
c.t.p. x ∈ Ω }

Lp
r(Ω) {u : Ω → R | u medible,

∫
Ω |x|−pr|u|p < ∞}, 1 ≤ p < ∞

Lp′(Ω) Espacio dual de Lp(Ω)
W k,p(Ω) Espacio de Sobolev con derivadas hasta orden k

en Lp(Ω)

W k,p
0 (Ω) Espacio de Sobolev con traza cero

W−k,p′(Ω) Espacio dual de W k,p
0 (Ω)

D1,2(RN ) Compleción de C∞0 (RN ) con respecto a la norma
‖φ‖D1,2(RN ) ≡

∫
RN |∇φ|2dx

D1,p
γ (Ω) Compleción de C∞(Ω) con respecto a la norma

‖φ‖ ≡ (
∫
Ω(|∇φ|p + |φ|p)|x|−pγdx)

1
p

D1,p
0,γ(Ω) Compleción de C∞0 (Ω) con respecto a la norma

‖φ‖D1,p
0,γ(Ω)

≡ (
∫
Ω |∇φ|p|x|−pγdx)1/p

D−1,p′
−γ (Ω) Espacio dual de D1,p

0,γ(Ω)

V2(ΩT ) L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;W 1,2
0 (Ω))

M(Ω) Espacio de las medidas de Radon en Ω
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Introducción

La teoŕıa de Ecuaciones en Derivadas Parciales, y en particular la de Ecuaciones No
Lineales, es una de las herramientas más importantes para describir modelos reales y
también uno de los motores más solidos del desarrollo matemático. En efecto, este es el
caso de las ecuaciones que aqúı se estudian. Nuestro interés principal es obtener resultados
matemáticos que presenten comportamientos novedosos respecto a los ya conocidos y que
resulten de describir situaciones cŕıticas.

En esta Memoria nos centramos en algunas ecuaciones eĺıpticas y parabólicas, cuyas
partes principales son, en general, las ecuaciones de Laplace y del calor respectivamente.
Las primeras describen los estados estacionarios de modelos de difusión regidos por las
segundas. Los modelos que aqúı se estudian están fuera del marco variacional. Este hecho
y la propia naturaleza de los problemas, hace necesario que constantemente haya que
especificar el concepto de solución, por salirse de los marcos clásicos.

Hay una extenśısima literatura acerca de los antecedentes de los temas que en esta
Memoria se tratan. Muchos de ellos, los más cercanos a la problemática tratada, se recogen
en la bibliograf́ıa. En ningún caso se pretende que la bibliograf́ıa sea exhaustiva, pero es
justo decir que con las referencias expĺıcitas y las fuentes en ellas citadas, se tiene una idea
bastante completa del estado del arte.

En esta Introducción tratamos de ubicar precisamente los problemas dentro del marco
general y de precisar ńıtidamente las contribuciones en relación con los resultados previos.

Hemos de resaltar que el denominador común de los problemas modelo que se estudian
es su carácter cŕıtico y es ah́ı donde probablemente resida su interés.

Como hemos anticipado, los problemas modelo que se estudian están basados en la
ecuación de Laplace y en la ecuación del calor, pero con términos de órdenes menores que
modifican su comportamiento, en algunos casos de forma drástica.

Es oportuno advertir que muchos de los resultados admiten extensiones a ecuaciones
eĺıpticas y parabólicas más generales, pero los hemos preferido formular en un contexto
lo más preciso y elemental posible. En este sentido la Memoria trata de modelos clásicos.
No obstante, los resultados ponen de manifiesto que sobre los modelos clásicos se pueden
descubrir comportamientos nuevos, un tanto sorprendentes a veces, interesantes y extra-
polables a modelos menos clásicos, accesibles por el tipo de técnicas que se usan.

El trabajo se divide en dos grandes apartados:

Parte I: Ecuaciones eĺıpticas. Estudiamos precisamente la ecuación de Laplace con
términos de orden inferior, compitiendo o cooperando.
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Parte II: Ecuaciones parabólicas. Analizamos la ecuación del calor con términos
de orden inferior que presentan un comportamiento cŕıtico.

En ambas partes tratamos de obtener las condiciones óptimas necesarias para tener solu-
ción en el sentido que se precisará en cada problema.

Motivación de los problemas

Si hay dos protagonistas en esta Memoria, sin duda son el potencial de Hardy y los
términos que son potencias de la incógnita o del módulo de su gradiente. Los problemas
que vamos a estudiar tratan esencialmente de ver cómo cooperan o compiten nuestros
protagonistas.

Parece que la primera referencia a la relación entre el potencial (y la desigualdad) de
Hardy y las ecuaciones en derivadas parciales, se encuentra en el famoso art́ıculo de Jean
Leray del año 1934, [99]. En él se hace un estudio seminal de las ecuaciones de Navier-Stokes
en tres dimensiones espaciales y se plantean problemas que aún están abiertos. Bastante
posterior es un art́ıculo de Baras-Goldstein, [21], donde se describe el comportamiento
pátologico de la ecuación del calor en presencia de un término de orden cero de la forma

u
|x|2 . Volveremos un poco más adelante sobre este tema para precisar concretamente el
resultado principal de dicho art́ıculo.

En otro contexto, en un trabajo sobre un modelo de combustión sólida de Peral-
Vázquez [114] aparecen también de forma natural el potencial y la desigualdad de Hardy.

El potencial de Hardy es una función familiar para los f́ısicos cuánticos cuando estudian
la ecuación de Schrödinger. Fefferman en su art́ıculo [65], hace notar la peculiaridad del
potencial de Hardy en este contexto. Considera el estudio de autovalores del operador
L ≡ −∆ + V (x) en RN , con N ≥ 3 y V con sumabilidad local conveniente. Fefferman
cita un teorema de Cwickel-Lieb-Rosemblum que establece que el número N(L, µ) de
autovalores de L menores que µ está controlado por una constante que sólo depende de la
dimensión multiplicada por el volumen en el espacio de las fases (RN ×RN ) del conjunto

A(L, µ) = {(x, ξ) ∈ RN × RN | |ξ|2 + V (x) < µ},
es decir,

N(L, µ) ≤ CN |A(L, µ)|.
Como consecuencia, si para µ fijo |A(L, µ)| < C−1

N , entonces, L ≥ µ. Si ahora se toma L ≡
−∆− λ

|x|2 , es claro que |A(L, µ)| = +∞, con lo cual podŕıa pensarse que L no está acotado
inferiormente (véase [65] para más detalles). No obstante, uno de los resultados clásicos
más relevantes relacionados con el potencial de Hardy es la siguiente desigualdad, que
contradice esta idea de que el operador L ≡ −∆− λ

|x|2 no está acotado inferiormente.

Desigualdad de Hardy. Sea u ∈ C∞0 (RN ), N ≥ 3. Entonces u
|x| ∈ L2(RN ) y además

ΛN

∫

RN

|u|2
|x|2 dx ≤

∫

RN

|∇u|2dx, (1)
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donde ΛN =
(

N−2
2

)2 es óptima y no se alcanza.

Una demostración elemental (que hemos aprendido de Maŕıa J. Esteban) de la de-
sigualdad de Hardy es la siguiente. Consideremos la siguiente identidad que resulta de
integrar por partes,

0 ≤
∥∥∥∇u + λ

x

|x|2 u
∥∥∥

2

L2
=

〈
∇u + λ

x

|x|2 u,∇u + λ
x

|x|2 u
〉

=
∫

RN

|∇u|2 dx + (λ2 − (N − 2)λ)
∫

RN

|u|2
|x|2 dx.

La función f(λ) = λ((N−2)−λ) alcanza su máximo en (N−2)
2 y se obtiene que la constante

óptima es f
( (N−2)

2

)
= ΛN .

La desigualdad de Hardy es conocida también como principio de incertidumbre por los
f́ısicos cuánticos, véase por ejemplo [123, Cap. X, pág. 169].

Volviendo al operador L ≡ −∆− λ
|x|2 , resulta que es positivo si λ < ΛN y es no acotado

inferiormente en caso contrario.

Un ejemplo en el que la desigualdad de Hardy aparece de forma natural en Mecánica
Cuántica, es el estudio de la ecuación de Schrödinger

iut + ∆u = V (x, t)u, V (x, t) = −(Zq −Q)
4π|x| − Q

4π|x− v0t| , Z ∈ N, t > 0,

que representa la función de onda de un electrón bajo la acción de una part́ıcula α con
carga Q = 2q, que en t = 0, abandona el núcleo de un átomo con una velocidad v0 ∈ R3.
Al estudiar cuándo la forma bilineal asociada al problema es coerciva, se llega de forma
natural a la necesidad de probar la desigualdad de Hardy (véase [61, Cap. XVIII, pág.
752–758]).

Para obtener más información acerca de la desigualdad de Hardy nos referimos al libro
clásico de Hardy-Littlewood-Polya, [82] y al art́ıculo de Leray, [99]. Para una demostración
en el caso p 6= 2 puede consultarse, por ejemplo, [70].

Es claro que si Ω ⊂ RN con 0 ∈ Ω, entonces a(x) ≡ |x|−2 ∈ Lr
loc(Ω) si y sólo si r < N

2 ,
y además a(x) ∈ MN

2 (Ω), espacio de Marcinkiewicz que definiremos posteriormente con
detalle.

Es bien sabido que el valor N
2 es cŕıtico para unicidad, acotación, verificación del

principio fuerte del máximo para el operador −∆ + a(x)I, etc.

Sea D1,2(RN ) la compleción de C∞0 (RN ) con respecto a la norma L2 del gradiente. En-
tonces podemos interpretar la desigualdad de Hardy diciendo que la inclusión de D1,2(RN )
en L2(RN ), con respecto al peso |x|−2 es continua, aunque no es una inclusión compacta.

De la desigualdad de Hardy enfatizamos dos hechos fundamentales que serán útiles en
los análisis posteriores.
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(i) La constante ΛN es óptima, además es la misma para cualquier dominio Ω acotado
conteniendo el origen.

(ii) La constante optimal ΛN no se alcanza en el espacio de Sobolev W 1,2(RN ), ni tam-
poco en el espacio W 1,2

0 (Ω) si 0 ∈ Ω. Es conocido también, como consecuencia de
la simetrización de Schwarz, que de alcanzarse los minimizantes deben ser radi-
ales. Además, las soluciones menos singulares dentro de este conjunto asociadas a la
ecuación de Euler son múltiplos de u2(x) = |x|− (N−2)

2 y están fuera del espacio de
enerǵıa.

Por consiguiente, desde el punto de vista de la teoŕıa espectral de las ecuaciones eĺıpti-
cas, la desigualdad de Hardy se interpreta como sigue.

Si se considera el problema de autovalores en un dominio Ω ⊂ RN , N ≥ 3 con 0 ∈ Ω,



−∆u =

λ

|x|2 u en Ω,

u = 0 en ∂Ω,

resulta que ΛN es el ı́nfimo de los cocientes de Rayleigh y no se alcanza. Es decir, lo que
debeŕıa ser el autovalor principal no es más que el extremo inferior del espectro esencial.

* * *

Análisis del comportamiento de los problemas eĺıpticos respecto al potencial de Hardy
pueden verse, por ejemplo, en [7], [8], [9], [12], [42], [44], [46], [70], [126] y en las referencias
contenidas en ellos.

Análisis del comportamiento de los problemas parabólicos con respecto al potencial
de Hardy pueden verse, por ejemplo, en [3], [13], [21], [44], [58], [70] y en las referencias
contenidas en ellos.

Precisamente en [21] se obtiene el resultado siguiente.

Teorema de Baras-Goldstein. Consideremos el problema de valores iniciales con dato
frontera Dirichlet,

(PL)





ut −∆u =
λ

|x|2 u si x ∈ Ω ⊂ RN , N ≥ 3, t > 0, λ ∈ R,

u(x, 0) = u0(x) si x ∈ Ω, u0 ∈ L2(Ω),

u(x, t) = 0 si x ∈ ∂Ω, t > 0,

donde Ω es un dominio tal que 0 ∈ Ω. Entonces:

(i) Si λ ≤ ΛN , el problema (PL) tiene solución global única.

(ii) Si λ > ΛN el problema (PL) no tiene solución local si u0 > 0. Además, si vn es la
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solución del problema truncado para n ∈ N,




ut −∆u = mı́n
{

n,
λ

|x|2
}

u si x ∈ Ω ⊂ RN , N ≥ 3, t > 0, λ ∈ R,

u(x, 0) = u0(x) si x ∈ Ω, u0 ∈ L2,

u(x, t) = 0 si x ∈ ∂Ω, t > 0,

entonces ĺım
n→∞ vn(x, t) = ∞, para todo (x, t) ∈ Ω× (0,∞).

A este comportamiento lo denominaremos explosión espectral instantánea y completa.

Este comportamiento y los contenidos en las referencias ya anuncian las patoloǵıas que
el potencial de Hardy proporciona.

* * *

Los términos que son potencias de la incógnita, cuando aparecen en el lado derecho
de la ecuación, es bien sabido que representan términos de reacción. Por otra parte, los
términos dependientes del gradiente, cuando aparecen en el lado derecho, describen ciertos
problemas de crecimiento; mientras que si aparecen en el término de la izquierda, con
adecuada estructura, resultan como ecuaciones de Euler de funcionales del Cálculo de
Variaciones.

Nos interesa especialmente el problema,

(P )





ut −∆u = |∇u|p + λ
u

|x|2 + f(x, t) en ΩT ≡ Ω× (0, T ),

u(x, t) > 0 en ΩT ,

u(x, t) = 0 en ∂Ω× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x) si x ∈ Ω,

que es una aproximación viscosa a la ecuación de Hamilton-Jacobi. Por ejemplo, en el caso
λ = 0 y p = 2, este modelo aparece en la teoŕıa f́ısica del crecimiento de rugosidades en
superficies por deposición de part́ıculas por gravedad, donde es conocido como modelo de
Kardar-Parisi-Zhang, véase [87]. Una modificación del problema de Kardar-Parisi-Zhang
ha sido considerado por H. Berestycki, S. Kamin, G. Sivashinsky en [27], como un modelo
para la propagación de llamas.

Tanto en el caso estacionario como en el de evolución, si λ = 0 y p = 2, un resultado
de no unicidad de soluciones positivas ha sido probado en los art́ıculos [5] y [6], donde
los autores establecen la caracterización de todas las soluciones en relación a medidas
concentradas en conjuntos de capacidad cero. Este fenómeno de no unicidad salvaje es
producido por el término |∇u|2.

Para p > 1 general y λ = 0, el modelo (P ) se conoce como la ecuación de Kardar-Parisi-
Zhang generalizada y fue introducido por Krug-Spohn en [92]. En este caso, encontramos
resultados de existencia de solución para el problema de Cauchy, es decir, con Ω = RN , y
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para datos regulares iniciales u0, en [23] y [76]. Por tanto, el término en el gradiente tiene
una influencia notoria y no trivial en el comportamiento del problema.

Con los antecedentes descritos se motivan los puntos que centran la atención en este
trabajo. Son los siguientes.

Influencia del potencial de Hardy en problemas que tienen un término |∇u|2. Según
se sumen o compitan obtendremos respectivamente un resultado de explosión o un
resultado de rotura de resonancia.

Análisis del fenómeno de rotura de resonancia observado para el potencial de Hardy
en potenciales más generales y en otras potencias |∇u|q para 1 < q < 2.

Estudio de la sumabilidad de soluciones de la ecuación del calor respecto a la sumabil-
idad del término fuente. De hecho, nuestros resultados completan algunos resultados
clásicos.

Análisis de la potencia cŕıtica para la existencia de la ecuación del calor semilineal
respecto a la perturbación por un potencial de Hardy. La contrapartida eĺıptica de
este problema ha sido abordada en [46].

Estudio de la potencia cŕıtica para determinar la existencia o la no existencia de un
término dependiente del gradiente cuando se perturba por un potencial de Hardy.
El caso eĺıptico fue abordado en [12].

Es oportuno notar que todas las potencias cŕıticas y, por tanto optimales, dependen del
valor espectral λ, que es el coeficiente del término |x|−2.

Descripción del contenido de la Memoria

A continuación, vamos a describir cuidadosamente cual es la estructura de la Memoria,
aśı como los resultados más relevantes que presentamos en ella.

Parte I: Problemas eĺıpticos

Esta primera parte de la Memoria comienza con el estudio de la actuación conjunta del
término no lineal de primer orden |∇u|2 y el término de orden cero u

|x|2 . En el Caṕıtulo
1 abordamos los siguientes problemas:

(P±)





−∆u± |∇u|2 = λ
u

|x|2 + f en Ω,

u > 0 en Ω

u = 0 en ∂Ω,
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donde Ω ⊂ RN es un dominio abierto acotado, N ≥ 3, 0 ∈ Ω, f es una función medible
positiva y λ ∈ R.

Cuando el gradiente se encuentra al lado derecho de la ecuación,

−∆u = |∇u|2 + λ
u

|x|2 + f en Ω, u > 0 en Ω, u = 0 en ∂Ω,

demostraremos que para todo λ > 0, no existe solución ni siquiera en el sentido más débil
posible. Este hecho resalta fuertemente la influencia del potencial de Hardy, puesto que
en su ausencia, el problema

−∆u = |∇u|2 + f en Ω, u > 0 en Ω, u = 0 en ∂Ω,

tiene solución para un dato f adecuado (para más detalles, véanse [18] y [81]). Además, si
reemplazamos el potencial de Hardy |x|−2 por un peso g ∈ Lm(Ω) con m > N

2 , existe λ0,
con 0 < λ0 < λ1(g), tal que para 0 < λ < λ0, el problema tiene una solución débil para
un dato f adecuado.

Como consecuencia de este resultado tan fuerte de no existencia, probamos además
que la interacción del potencial de Hardy con el término cuadrático del gradiente produce
una explosión completa.

Por otro lado, cuando el gradiente aparece en el lado izquierdo de la ecuación:

−∆u + |∇u|2 = λ
u

|x|2 + f en Ω, u > 0 en Ω, u = 0 en ∂Ω,

demostraremos que si λ ≥ 0, entonces existe solución para toda función f ∈ L1(Ω), f ≥ 0,
sin ninguna restricción en el tamaño de λ. De hecho, probaremos un resultado de existencia
general para una amplia clase de pesos a los que llamaremos pesos admisibles, entre los
que en particular se encuentra el potencial de Hardy.

La importancia de este resultado es el fuerte efecto regularizante del gradiente sobre
el potencial de Hardy, ya que en [42] se prueba que para todo λ > 0, la ecuación

−∆u = λ
u

|x|2 + f(x) en Ω ⊂ RN , N ≥ 3 y 0 ∈ Ω, (2)

no tiene en general solución para una función positiva f ∈ L1(Ω).

Nota. Los resultados de este caṕıtulo aparecen recogidos en [14].

* * *

Motivados por estos resultados, en el Caṕıtulo 2, estudiamos el problema,




−∆u + |∇u|q = λg(x)u + f(x) en Ω,

u > 0 en Ω,

u = 0 en ∂Ω,
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donde 1 ≤ q ≤ 2, f , g son funciones medibles positivas y Ω es un dominio acotado. Nuestro
objetivo será encontrar hipótesis acerca de g con respecto a q para las que el problema
tiene una solución positiva, para todo λ > 0 y toda f ∈ L1 tal que f ≥ 0. En particular,
centramos nuestra atención de nuevo en el potencial de Hardy g(x) = 1

|x|2 y probamos que
las hipótesis obtenidas para g son optimales.

Nótese que el efecto del término del gradiente es sorprendente, ya que en su ausencia,
el problema lineal 




−∆u = λg(x)u + f en Ω,

u > 0 en Ω,

u = 0 en ∂Ω,

donde λj(g) es el j-ésimo valor propio asociado al peso g y φj es un vector propio asociado,
se comporta del modo siguiente:

(i) Si λ < λ1(g), entonces existe una solución débil positiva.

(ii) Si λ1(g) se alcanza y λ = λ1(g), entonces existe una solución positiva cuando∫
Ω fφ1 dx = 0.

(iii) Si λj(g) < λ < λj+1(g), entonces existen soluciones que necesariamente cambian de
signo, con lo que no existe ninguna solución positiva.

Este resultado pone de manifiesto que el término |∇u|q en el lado izquierdo de la ecuación,
es suficiente para romper cualquier efecto de resonancia del término lineal de orden cero
g(x)u.

Por otra parte, deducimos que si u es una solución positiva del problema, entonces
u ∈ W 1,p

0 (Ω), ∀p ≤ q si q ≥ N
N−1 y p < N

N−1 , si q < N
N−1 . Comparándolo con la regularidad

obtenida usando la teoŕıa de soluciones renormalizadas, observamos que |∇u|q ejerce un
efecto regularizante siempre que q ≥ N

N−1 .

Además, en este caṕıtulo extendemos los resultados anteriores a operadores más ge-
nerales que el operador de Laplace y, de hecho, lo hacemos sin imponer condiciones de
positividad a la función f .

Nota. Los resultados de este caṕıtulo aparecen recogidos en [2] y [15].

Parte II: Problemas Parabólicos

En el Caṕıtulo 3 estudiamos la existencia y sumabilidad de las soluciones de la
Ecuación del Calor: 




ut −∆u = f en ΩT ≡ Ω× (0, T ),

u(x, t) = 0 en ∂Ω× (0, T ),

u(x, 0) = 0 en Ω.
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De hecho, mostraremos que la sumabilidad de la solución está fuertemente relacionada con
la regularidad del dato f ∈ Lr(0, T ; Lq(Ω)), donde r, q ∈ [1, +∞].

Sorprendentemente, en la literatura no están cubiertos todos los posibles casos de
regularidad para la función f . Nosotros mejoramos y completamos los resultados para
todos los posibles valores de r, q ∈ [1, +∞].

Nota. Los resultados de este caṕıtulo han sido enviados para su publicación (véase [43]).

* * *

Una vez estudiada la ecuación del calor, analizamos cómo influye en ella la presen-
cia del potencial de Hardy con términos semilineales. Concretamente, en el Caṕıtulo 4
consideramos el siguiente problema:





ut −∆u = λ
u

|x|2 + up + f en ΩT ,

u(x, t) > 0 en ΩT ,

u(x, t) = 0 en ∂Ω× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x) en x ∈ Ω,

donde p > 1 y u0(x) ≥ 0, f ≥ 0 son funciones medibles de una clase adecuada.

La principal diferencia con respecto a la ecuación del calor, es la existencia de un
exponente cŕıtico p+(λ) tal que:

(i) Para p ≥ p+(λ), no hay solución positiva para ningún dato f no trivial.

(ii) Para p < p+(λ) demostramos la existencia de soluciones positivas bajo condiciones
adicionales que deben cumplir los datos f y u0.

Por otra parte, analizamos también el problema de Cauchy para Ω = RN en el caso
p < p+(λ) y obtenemos un exponente de tipo Fujita que depende de λ y que es mayor
que el correspondiente a la ecuación del calor que se obtiene para λ = 0. Nótese que esto
es razonable ya que las soluciones para λ > 0 son supersoluciones de la ecuación del calor
que se obtiene para λ = 0.

Nota. Los resultados de este caṕıtulo han sido enviados para su publicación (véase [16]).

* * *

En el Caṕıtulo 5, continuamos estudiando la influencia conjunta que ejercen en la
ecuación del calor el potencial de Hardy y una potencia del gradiente en el lado derecho
de la ecuación. Con más precisión, buscamos resultados de existencia y no existencia de
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soluciones positivas para el siguiente problema parabólico:




ut −∆u = |∇u|p + λ
u

|x|2 + f(x, t) en ΩT ≡ Ω× (0, T ),

u(x, t) > 0 en ΩT ,

u(x, t) = 0 en ∂Ω× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x) si x ∈ Ω,

donde Ω ⊂ RN es un dominio abierto acotado con N ≥ 3, 0 ∈ Ω, p > 1 y λ > 0.

Los resultados que obtenemos ponen de manifiesto profundas diferencias con respecto
a la ecuación del calor, que corresponde al valor λ = 0, con una potencia del gradiente
p > 1. Nótese que

(i) Si λ > 0, existe un exponente cŕıtico q+(λ) tal que para p ≥ q+(λ) no hay solución
para ningún dato inicial no trivial. Sin embargo, para λ = 0, bajo ciertas hipótesis
en el dato inicial, se mantiene un resultado de existencia global para todo p > 1.

(ii) Si λ > 0, en el problema de Cauchy para Ω = RN , existe un exponente de tipo Fujita
Fg(λ) < q+(λ) tal que si 1 < p < Fg(λ), toda solución explota en tiempo finito. Sin
embargo, para λ = 0, existe solución para dato no trivial.

Nota. Los resultados de este caṕıtulo están recogidos en la prepublicación [17], que será someti-
da de inmediato a publicación.

Preliminares

A continuación, presentamos algunos resultados previos, que pueden considerarse clásicos
y que usaremos a lo largo de toda la Memoria. Para evitar que la exposición se extienda
excesivamente, omitiremos los detalles de las demostraciones de muchos de los resultados
y métodos introducidos. No obstante, propondremos para cada uno de ellos, una referencia
precisa en la que aparezcan demostrados con todo detalle.

(A) Desigualdades de interpolación

Denotamos por D1,p
γ (Ω) al espacio de Sobolev con peso, definido como el cierre de

C∞ (Ω) con respecto a la siguiente norma:

‖φ‖p,γ =
(∫

Ω
(|φ|p + |∇φ|p)|x|−pγdx

)1/p

.

Aśımismo, denotamos por D1,p
0,γ(Ω) al cierre de C∞0 (Ω) con respecto a esta misma norma.

De hecho, usando una desigualdad de tipo Poincaré, podemos definir D1,p
0,γ(Ω) como el
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cierre de C∞0 (Ω) con respecto a la norma Lp del gradiente con un peso:

‖φ‖p,γ =
(∫

Ω
(|∇φ|p)|x|−pγdx

)1/p

.

Por otra parte, definimos el espacio de Marcinkiewicz Mp(Ω) como sigue:

Mp(Ω) =
{

f : Ω → R medibles: ∃c > 0 tal que µ{x : |f(x)| ≥ k} ≤ c

kp
, ∀k > 0

}
. (3)

Dicho espacio es un espacio de Banach con respecto a la norma

‖f‖Mp(Ω) = ı́nf
{

c > 0 : µ{|f | > k} ≤
( c

k

)p }
.

Nótese que si Ω es un dominio acotado, se cumple que

Lp(Ω) ⊆ Mp(Ω) ⊆ Lp−ε(Ω)

para todo ε ∈ (0, p− 1] y además las inclusiones anteriores son continuas.

A continuación, introduciremos las siguientes desigualdades de interpolación de Ga-
gliardo-Nirenberg que se usarán de forma esencial a lo largo de toda la Memoria.

Lema 0.0.1 Sea v una función en W 1,h
0 (Ω) ∩ Lρ(Ω), con h ≥ 1 y ρ ≥ 1. Entonces existe

una constante positiva C1, que depende sólo de N,h y ρ, tal que

‖v‖Lη(Ω) ≤ C1‖∇v‖θ
Lh(Ω)‖v‖1−θ

Lρ(Ω), (4)

para cada par de exponentes η, θ que satisfacen

0 ≤ θ ≤ 1, 1 ≤ η < +∞ y
1
η

= θ

(
1
h
− 1

N

)
+

1− θ

ρ
.

Demostración. Véase [110, Lecture II].

Por otra parte, entre los resultados que necesitaremos están las siguientes desigualdades
demostradas por Caffarelli-Kohn-Nirenberg en [53].

Proposición 0.0.2 (Caffarelli-Kohn-Nirenberg) Sean N ≥ 3 y r, γ y β constantes
reales tales que

p ≥ 1, r > 0, y
1
p
− γ

N
,

1
r
− β

N
> 0.

Entonces existe una constante positiva C tal que para cualquier u ∈ C∞0 (RN ) se tiene
∥∥|x|−βu

∥∥
Lr(RN )

≤ C
∥∥|x|−γ |∇u|∥∥a

Lp(RN )

si y sólo si
1
r
− β

N
=

(1
p
− γ + 1

N

)
y 0 < β − γ ≤ 1.
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No es casualidad que el resultado anterior, que no es otra cosa que un teorema de
interpolación de tipo Gagliardo-Nirenberg con pesos, aparezca como una herramienta de
trabajo en un art́ıculo magistral [52] de Caffarelli-Kohn-Nirenberg sobre algunos problemas
que Leray dejó abiertos para las ecuaciones de Navier-Stokes. De las desigualdades de
Caffarelli-Kohn-Nirenberg se obtienen como casos particulares las siguientes desigualdades
de Sobolev y Hardy-Sobolev para los espacios D1,p

0,γ(Ω).

Teorema 0.0.3 (Desigualdad de Sobolev)Sea u ∈ D1,p
0,γ(Ω). Entonces existe una cons-

tante positiva S = C(N, p, γ) tal que

S

(∫

Ω
|u|p∗ |x|−p∗γdx

)1/p∗

≤
(∫

Ω
|∇u|p|x|−pγdx

)1/p

, (5)

donde p∗ = pN
N−p .

Nótese que para γ = 0 obtenemos la desigualdad de Sobolev clásica.

Teorema 0.0.4 (Desigualdad de Hardy-Sobolev) Sean 1 < p < N y −∞ < γ <
N−p

p . Entonces para todo u ∈ D1,p
0,γ(Ω) se cumple que

∫

RN

|u|p|x|−p(γ+1)dx ≤ Λ−1
N,p,γ

∫

RN

|∇u|p|x|−pγdx,

donde ΛN,p,γ =
(

N − p(γ + 1)
p

)p

. (6)

Además, la constante Λ−1
N,p,γ es óptima y no llega a alcanzarse en D1,p

0,γ(Ω) (véase [53]).

Nótese que para el caso particular de p = 2 y γ = 0, obtenemos la desigualdad clásica
de Hardy:

Desigualdad de Hardy. Sea u ∈ D1,2(RN ). Entonces u
|x| ∈ L2(RN ) y además

ΛN

∫

RN

|u|2
|x|2 dx ≤

∫

RN

|∇u|2dx,

donde la constante ΛN =
(

N−2
2

)2 es óptima y no se alcanza.

Como consecuencia de las desigualdades de interpolación se obtienen los siguientes
resultados.

Lema 0.0.5 Sea v ∈ Lh(0, T ; W 1,h
0 (Ω)) ∩ L∞(0, T ; Lρ(Ω)). Entonces

∫

Q
|v|σ ≤ C‖v‖L∞(0,T ;Lρ(Ω))

∫

Q
|∇v|h,

donde h ≥ 1, ρ ≥ 1 y σ = h(N+ρ)
N
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Demostración. Véase [62, Prop. 3.1]).

Para el caso h = 2, tenemos lo siguiente:

Lema 0.0.6 Sea v una función en L2(0, T ; H1
0 (Ω))∩L∞(0, T ;Lρ(Ω)), con ρ ≥ 1. Entonces

v pertenece a Lm(Q), con m = 2N+ρ
N .

Lema 0.0.7 Sea v ∈ V2(Q). Entonces, v ∈ Lδ(0, T ; Lη(Ω)) para cada η ∈ [2, 2∗] y δ =
4η

N(η−2) .

Demostración. Consideramos la desigualdad (4) con h = ρ = 2. Entonces, tenemos que
1
η = 1

2 − θ
N para cada θ ∈ [0, 1] fijo. Elevando a la potencia δ = 2

θ = 4η
N(η−2) e integrando

en la variable temporal, deducimos que

(∫ T

0
‖v‖δ

Lη(Ω)dt

) 1
δ

≤
(

C

∫ T

0
‖∇v‖θδ

2 ‖v‖(1−θ)δ
2

) 1
δ

≤ C
1
δ ‖v‖1−θ

L∞(0,T ;L2(Ω))

(∫ T

0
‖∇v‖θδ

2 dt

) 1
δ

,

de donde se sigue el enunciado teniendo en cuenta como hemos definido δ.

(B) Desigualdades de Harnack

Siguiendo la terminoloǵıa de [83], recordamos que los pesos wγ(x) = |x|−pγ son admisi-
bles en el sentido de que cualquier solución variacional positiva de la ecuación homogénea

−div (|x|−pγ |∇u|p−2∇u) = 0

satisface la desigualdad de Harnack clásica. Con más precisión, si u es una solución débil
positiva de la ecuación

−div (|x|−pγ |∇u|p−2∇u) = 0 en Ω,

entonces para cualquier Bρ(x0) ⊂⊂ Ω existe una constante positiva C que depende única-
mente de ρ, N , p y γ, tal que

sup
Bρ(x0)

u ≤ C ı́nf
Bρ(x0)

u.

Nos referimos a [64] y a [83] para obtener una discusión completa acerca de las propiedades
de pesos admisibles y la demostración de la desigualdad de Harnack.

Por otro lado, nótese que también se verifica la desigualdad de Harnack débil para las
supersoluciones positivas que no son necesariamente acotadas.
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Teorema 0.0.8 (Desigualdad de Harnack eĺıptica) Sean u ∈ (D1,p
γ )loc(Ω) una su-

persolución débil no negativa del problema

− div (|x|−pγ |∇u|p−2∇u) = 0 en B4r ⊂⊂ Ω. (7)

y q > 0 tal que 0 < q < κ(p− 1), donde 1 < κ = p∗γ
p . Entonces

(
1

µ(Br)

∫

Br

uq|x|−pγdx

)1/q

≤ C ı́nf
Br

u, (8)

donde µ(C) ≡ ∫
C dµ para C ⊂ RN , dµ = |x|−pγdx y C ≡ C(r,N, p, q).

Para su demostración nos referimos, por ejemplo, a [83, pág. 74] o [105].

* * *

En el caso parabólico la desigualdad de Harnack es también una herramienta impor-
tante. Sea R el rectángulo R = Bρ(x0) × (t0 − β, t0 + β) ⊂ Ω × (0, T ), 0 < β < t0.
Consideramos la ecuación del calor,

(EC) ut −∆u = 0 en R.

Decimos que u ∈ L2((0, T );W 1,2(Ω))∩C([0, T ]; L1(Ω)) es solución de enerǵıa de la ecuación
(EC) si ∫ T

0

∫

Ω
vtu +

∫ T

0

∫

Ω
∇u∇v = 0,

para toda v ∈ L2((0, T );W 1,2
0 (Ω)) ∩ C([0, T ];L1(Ω)). Denotamos por sup, ı́nf el supremo

y el ı́nfimo esenciales respectivamente.

Teorema 0.0.9 (Desigualdad de Harnack parabólica) Sea u solución de enerǵıa po-
sitiva de la ecuación (EC), entonces existe C = C(N, ρ, t0, β) tal que

sup
R−

u ≤ C ı́nf
R+

u, (9)

donde R− = Bρ/2(x0)×
(
t0 − 3

4β, t0 − 1
4β

)
, R+ = Bρ/2(x0)×

(
t0 + 1

4β, t0 + β
)
.

Para la demostración de la desigualdad de Harnack parabólica nos referimos al art́ıculo
clásico de J. Moser [107] y para ecuaciones parabólicas con peso a los art́ıculos [54] y [80].

Como en el caso eĺıptico será util la siguiente desigualdad de Harnack débil, aplicable
a supersoluciones no negativas incluso no acotadas.

Teorema 0.0.10 Sea u ∈ L2((0, T );W 1,2(Ω)) ∩ C([0, T ]; L1(Ω)), u ≥ 0, una una super-
solución de (EC), entonces existe C = C(N, ρ, t0, β) tal que∫

B ρ
2
(x0)

u(x, t)dx ≤ C ı́nf
R+

u, ∀t ∈
(
t0 − 3

4
β, t0 − 1

4
β
)
.

Además ∫∫

R−

u(x, t)dxdt ≤ C ı́nf
R+

u. (10)
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(C) Estudio local de problemas lineales con el potencial de Hardy

Consideremos el siguiente problema homogéneo con el potencial de Hardy:

−∆u− λ
u

|x|2 = 0 en RN . (11)

Se verifica que |x|−α1 y |x|−α2 son las soluciones radiales, donde

α1 =
N − 2

2
−

√(N − 2
2

)2
− λ y α2 =

N − 2
2

+

√(N − 2
2

)2
− λ, (12)

son las ráıces de la ecuación α2 − (N − 2)α + λ = 0. Obsérvese que |x|−α1 es la menos
singular de las dos soluciones.

Las supersoluciones de este problema homogéneo no están acotadas en un entorno del
origen. En particular, verifican la siguiente propiedad que nos permite conocer cómo es (al
menos) su singularidad cuando nos acercamos al cero.

Lema 0.0.11 Sea u una función no negativa definida en Ω tal que u 6= 0, u ∈ L1
loc(Ω) y

u
|x|2 ∈ L1

loc(Ω). Supongamos que u satisface

−∆u− λ
u

|x|2 ≥ 0 en D′(Ω) con λ ≤ ΛN .

Entonces para cada bola BR(0) ⊂ Ω, existe una constante positiva C tal que u(x) ≥ C|x|−α1

en BR(0).

Demostración. En primer lugar, afirmamos que existe η > 0 tal que u ≥ η en una bola
suficientemente pequeña Br(Ω), con r > 0. En efecto, consideramos un dominio regular
Ω1 ⊂⊂ Ω, entorno del cero, tal que u 	 0 en Ω1.

Denotamos w la solución del problema



−∆w = λ

u

|x|2 en Ω1,

w = 0 en ∂Ω1.
(13)

Como λ u
|x|2 ∈ L1(Ω1), la existencia y la unicidad de w se siguen fácilmente usando la

teoŕıa clásica L1 para la ecuación de Laplace (véase [124, Thm. 4.4., pág. 216] y [60, Thm.
3.1, pág. 760] para algunas extensiones a datos medidas). Usando el principio fuerte del
máximo, concluimos que existe η > 0 tal que w > η en Br(0) ⊂⊂ Ω1. Como u es una
supersolución del problema (13), entonces u ≥ w y se tiene la afirmación.

Proseguimos la demostración fijando R > 0 y considerando w ∈ W 1,2(BR(0)), la única
solución de 



−∆w − λ

w

|x|2 = 0 en BR(0),

w = η en ∂BR(0).
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Mediante un cálculo elemental con la ecuación radial, se sigue fácilmente que w(r) = Cr−α1

en la bola BR(0), donde C = η
R−α1

.

Para concluir, basta aplicar el principio de comparación débil (véase [46]) y se tiene
que u ≥ w en BR(0), con lo que u ≥ C|x|−α1 en BR(0).

De la misma forma, conocemos el comportamiento de las supersoluciones de la ecuación
parabólica homogénea:

ut −∆u− λ
u

|x|2 = 0 en RN .

Lema 0.0.12 Sea u una función no negativa definida en Ω tal que u 6≡ 0, u ∈ L1
loc(ΩT )

y u
|x|2 ∈ L1

loc(ΩT ). Supongamos que u satisface

ut −∆u− λ
u

|x|2 ≥ 0 en D′(ΩT ) con λ ≤ ΛN .

Entonces para cada cilindro Br(0)×(t1, t2) ⊂⊂ ΩT , existe una constante C = C(N, r, t1, t2)
tal que u ≥ C|x|−α1 en Br(0)× (t1, t2).

Demostración. Como u 6≡ 0, entonces por el principio fuerte del máximo para la ecuación
del calor, se sigue que para cada cilindro Br1(0)× (T1, T2), existe η > 0 tal que u ≥ η > 0
en Br1(0)× (T1, T2).

Sea w ∈ L2((T1, T2);W 1,2(Br1(0))) la única solución positiva del problema




wt −∆w − λ
w

|x|2 = 0 en Br1(0)× (T1, T2),

w = η en ∂Br1(0)× (T1, T2),

w(x, T1) = 0 en Br1(0).

(14)

Está claro que w > 0 en Br1(0)× (T1, T2). Probamos que

w(x, t) ≥ C|x|−α1 en Br(0)× (t1, t2) ⊂⊂ Br1(0)× (T1, T2).

En efecto, definimos v(x, t) = |x|α1w(x, t). Como w ∈ L2((T1, T2);W 1,2(Br1(0))), entonces

v ∈ L2((T1, T2);W 1,2
α1

(Br1(0)) ∩ C((T1, T2);L2
α1

(Br1(0))),

donde L2
α1

(Br1(0)) y W 1,2
α1 (Br1(0)) son los espacios pesados de Lebesgue y Sobolev definidos

como la compleción de C∞0 (Br1(0)) dotada con las normas

‖φ‖2
L2

α1
=

∫

Br1(0)
|φ|2|x|−2α1dx,

‖φ‖2
W 1,2

α1

=
∫

Br1(0)
|φ|2|x|−2α1dx +

∫

Br1 (0)
|∇φ|2|x|−2α1dx.
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Nótese que además v resuelve




|x|−2α1vt − div (|x|−2α1∇v) = 0 en Br1(0)× (T1, T2),

v = η rα1
1 en ∂Br1(0)× (T1, T2),

v(x, T1) = 0 en Br1(0).

(15)

Como v está en el correspondiente espacio de enerǵıa y el peso |x|−2α1 está en la clase
de Muckenhoupt (véanse por ejemplo [73] y [77] para más detalles acerca de los pesos
Ap), podemos aplicar la desigualdad de Harnack obtenida en [80] (véase también [54])
y concluir que v ≥ C en Br(0) × (t1, t2) ⊂⊂ Br1(0) × (T1, T2). Por tanto, w(x, t) ≥
C|x|−α1 en Br(0)× (t1, t2).

Finalmente, como u es una supersolución del problema (14), usando el principio de com-
paración débil, concluimos que u ≥ w en Br(0) × (T1, T2), luego u ≥ C|x|−α1 en Br(0) ×
(t1, t2).

(D) Algunas desigualdades diferenciales y numéricas

En lo que sigue será útil la extensión de la siguiente observación debida a Picone en
[115] a espacios de Sobolev.

Lema 0.0.13 Sean v > 0, u ≥ 0 dos funciones diferenciables. Entonces

|∇u|2 ≥ ∇
(u2

v

)
∇v. (16)

Una versión integral del Lema 0.0.13 es la siguiente.

Teorema 0.0.14 Sean u ∈ W 1,p
0 (Ω), v ∈ W 1,p

0 (Ω), tales que −∆v = ν, donde ν es una
medida de Radon positiva y acotada, v = 0 en ∂Ω y v 	 0. Entonces,

∫

Ω
|∇u|2dx ≥

∫

Ω

−∆v

v
|u|2dx. (17)

Observemos que si se considera el problema de autovalores




−∆φ1 = λ1ρ(x)φ1,

φ1 ≥ 0 en Ω,

φ1 = 0 en ∂Ω,

donde ρ ≥ 0 y ρ ∈ Lr(Ω) para algún r ≥ N/2, entonces si v := φ1 en el Teorema 0.0.14,
la desigualdad de Picone se traduce en

λ1

∫

Ω
u2ρ(x)dx ≤

∫

Ω
|∇u|2dx,
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que es la desigualdad de Poincaré con el peso ρ.

Este tipo de problemas de autovalores está en el origen de la identidad clásica de
Picone. Es decir, la desigualdad de Picone también está profundamente relacionada con las
ecuaciones eĺıpticas de segundo orden y con las desigualdades que relacionan las funciones
con sus gradientes.

Teorema 0.0.15 (Desigualdad parabólica de Kato) Sean Ω un subconjunto abierto
de RN , ΩT = Ω × (0, T ) y p una función acotada no decreciente y continua salvo en un
número finito de saltos. Consideramos la función P : R→ R definida por

P (r) =
∫ r

0
p(s) ds.

Sea u ∈ L1
loc(ΩT ) con ut −∆u ∈ L1

loc(ΩT ). Entonces se cumple que

∂P (u)
∂t

−∆P (u) ≤
(∂u

∂t
−∆u

)
p(u) en D′(ΩT ).

En particular, para p(u) = sign(u), se tiene que

∂|u|
∂t

−∆|u| ≤
(∂u

∂t
−∆u

)
sign(u) en D′(ΩT ),

y para p(u) = sign+(u) obtenemos

∂u+

∂t
−∆u+ ≤

(∂u

∂t
−∆u

)
sign+(u) en D′(ΩT ).

Demostración. La demostración de este teorema se encuentra en [113, Appendix]. Sin
embargo, la incluimos a continuación con todo detalle, para la conveniencia del lector.
Como p es una función no decreciente se concluye facilmente que P es una función convexa.
Distinguimos dos casos:

Caso I: Funciones regulares. Supongamos en primer lugar que u y p son funciones
suaves en las hipótesis del teorema y sea P (u) =

∫ u
0 p(s) ds. Inmediatamente se sigue que

Pt(u)−∆P (u) = p(u)(ut −∆u)− p′(u)|∇u|2 ≤ p(u)(ut −∆u).

Caso II: Funciones no regulares. Supongamos ahora que u y p son funciones arbitrarias
no necesariamente suaves. Comenzamos aproximandolas mediante funciones regulares pε

y un tales que
pε −−−→

ε→0
p y un −−−→

n→∞ u en L1
loc(ΩT ).

Como consecuencia del Caso I, deducimos que

∂Pε(un)
∂t

−∆Pε(un) ≤
(

∂un

∂t
−∆un

)
pε(un). (18)
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Tomando ahora 0 ≤ ϕ ∈ D(ΩT ) como función test en la desigualdad previa (18), tenemos
que ∫

ΩT

(
∂Pε(un)

∂t
−∆Pε(un)

)
ϕdx dt ≤

∫

ΩT

(
∂un

∂t
−∆un

)
pε(un)ϕdx dt.

Nótese que
∫

ΩT

(
∂Pε(un)

∂t
−∆Pε(un)

)
ϕdx dt =

∫

ΩT

(
∂ϕ

∂t
−∆ϕ

)
Pε(un) dx dt.

Usando el hecho que p es una función acotada, el teorema de la convergencia dominada y
haciendo tender n →∞, obtenemos que

∫

ΩT

(
∂Pε(u)

∂t
−∆Pε(u)

)
ϕdx dt ≤

∫

ΩT

(
∂u

∂t
−∆u

)
pε(u)ϕdx dt.

Finalmente, tomando ĺımites cuando ε tiende a cero, concluimos que
∫

ΩT

(
∂P (u)

∂t
−∆P (u)

)
ϕdx dt ≤

∫

ΩT

(
∂u

∂t
−∆u

)
p(u)ϕ dx dt,

con lo que termina la demostración.

El siguiente lema de Stampacchia, [125], será útil para obtener resultados de acotación.

Lema 0.0.16 Sea ϕ una función real, no negativa y no creciente que verifica

ϕ(h) ≤ C

(h− k)δ
(ϕ(k))ν ∀ h > k > k0, (19)

con C y δ constantes positivas y ν > 1 . Entonces existe una constante positiva d tal que
ϕ(k0 + d) = 0.

(E) Definición de capacidad

(0.0.17) p-capacidad y casicontinuidad. Para p > 1, se define la p-capacidad de un
conjunto compacto K de Ω como

capp(K) = ı́nf
{∫

Ω
|∇u|p dx : u ∈ C∞(Ω), u ≥ χK

}
, (20)

donde χK denota la función caracteŕıstica de K y capp(∅) = ∞ por convenio. Esta defini-
ción puede ser extendida a subconjuntos abiertos A y borelianos B de Ω del modo siquiente:

capp(A) = sup
{
capp(K) : K ⊂ A, K compacto

}
,

capp(B) = ı́nf
{
capp(A) : B ⊂ A, A abierto

}
.
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Recordamos a continuación que una función u se dice casicontinua con respecto a la
capp si para cada ε > 0 existe un conjunto E ⊂ Ω tal que capp(E) < ε y u es continua en
Ω \ E. Es bien conocido que cada función u ∈ W 1,p

0 (Ω) admite un único representante ũ

que es capp-casicontinuo en W 1,p
0 (Ω), es decir, una función ũ que es igual a u en casi todo

punto de Ω y que es capp-casicontinuo. Como consecuencia de este resultado, se prueba
que para u ∈ W 1,p

0 (Ω), con representante capp-casicontinuo ũ,

capp(B) = ı́nf
{∫

Ω
|∇u|p dx : u ∈ W 1,p

0 (Ω), ũ ≥ χB en c.t.p. de Ω
}

.

Para obtener un estudio más detallado acerca de la capacidad, puede consultarse por
ejemplo [105].

(F) Algunas funciones test standard

Una herramienta sistemáticamente utilizada a lo largo de toda la Memoria, es la función
de truncamiento.

Dada una función medible u, definimos su k-truncamiento del modo siguiente.

Tk(u) =





u si |u| ≤ k,

k
u

|u| si |u| > k.

-

6

Tk(u)

k

−k

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡

Si u ∈ W 1,p
0 (Ω) entonces para todo k > 0 se tiene que Tk(u) ∈ W 1,p

0 (Ω) (véase [83, Thm
1.18]).

A partir de Tk(u), construimos también Gk(s) = s− Tk(s) y ϕk−1(s) = T1(Gk−1(s)):

Gk(s) =

{
0 si |s| ≤ k,

s− k si |s| > k,
ϕk−1(s) =





0 si |s| ≤ (k − 1),

s− (k − 1) si k − 1 < |s| < k,

1 si |s| ≥ k,
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-

6

Gk(s)

−k k

©©©©©©©©©

©©©©©©©©©

-

6

ϕk−1(s) = T1(Gk−1(s))

−k + 1 k − 1−k k

1

−1

©©©©©©

©©©©©©

de tal forma que,

∇Gk(s) =

{
0 si |s| < k,

1 si |s| > k
∇ϕk−1(s) =





0 si |s| < k − 1,

1 si k − 1 < |s| < k,

0 si |s| > k.
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Caṕıtulo 1

Potencial de Hardy y crecimiento
cuadrático en el gradiente

1. Introducción

A lo largo de este primer caṕıtulo, vamos a considerar los siguientes problemas:

(P±)





−∆u± |∇u|2 = λ
u

|x|2 + f en Ω,

u > 0 en Ω,

u = 0 en ∂Ω,

donde Ω ⊂ RN es un dominio abierto acotado, N ≥ 3, 0 ∈ Ω y λ ∈ R. La función f es
medible, positiva y satisface ciertas hipótesis de sumabilidad que especificaremos en cada
caso.

Estas ecuaciones pueden ser entendidas como la parte estacionaria de varios modelos
matemáticos. Ejemplos significativos son las aproximaciones viscosas

ut − ε∆u± |∇u|2 = 0

de las ecuaciones de tipo Hamilton–Jacobi de teoŕıa de control estocástico (véase [97] y
[104]).

Las mismas ecuaciones parabólicas aparecen en la teoŕıa f́ısica del crecimiento de ru-
gosidades por deposición de materiales en las superficies y son conocidas como ecuaciones
de Kardar–Parisi–Zhang (véase [87]). También aparece en algunos modelos de propagación
de llamas (véase por ejemplo [27]).

Presuponiendo eu ∈ W 1,2
0 (Ω), el clásico cambio de variables v = eu − 1, conecta el

problema
−∆u = |∇u|2 + f(x), u ∈ W 1,2

0 (Ω),

con el estudio de soluciones positivas de las ecuaciones de Schrödinger (consúltese el re-
ciente art́ıculo [116] para tener una lista de referencias sobre este interesante problema).

A lo largo de las últimas décadas se han estudiado extensamente las ecuaciones de la
forma (P±) con λ ≡ 0. Existen ya resultados relativos a dichas ecuaciones en referencias
clásicas como [94] y [100]. También pueden consultarse este tipo de resultados en trabajos
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posteriores como son, por ejemplo, [5], [18], [37], [38], [39], [66], [81] y las referencias que
aparecen recogidas en ellos. Para el caso λ = 0, en [81] se prueba que bajo ciertas hipótesis
acerca del dato f , hay solución en presencia del término fuente |∇u|p con signo menos,
para todo p > N+1

N (véase también [18]). Cuando |∇u|2 aparece con signo más en (P±) y
λ = 0, entonces se tiene el resultado de existencia [35].

También es muy extensa la literatura acerca de problemas relacionados con el potencial
de Hardy sin el término cuadrático en el gradiente; señalamos por ejemplo los trabajos
[42], [44] y [46]. Otros resultados, enunciados en un marco más general, son [8] y [9].

Los resultados más relevantes de este caṕıtulo hacen referencia al estudio de la ac-
tuación conjunta del término no lineal de primer orden |∇u|2 y el término de orden cero

u
|x|2 . Con más precisión, los principales resultados son los siguientes:

(1) Término de competición cuadrático en el gradiente, es decir,

−∆u = |∇u|2 + λ
u

|x|2 + f en Ω, u > 0 en Ω, u = 0 en ∂Ω.

Probaremos que para todo λ > 0, no existe solución al problema anterior en el
sentido más débil posible. Como consecuencia de este resultado tan fuerte de no
existencia, probaremos además que la interacción del potencial de Hardy con el
término cuadrático del gradiente, produce una explosión completa.

Este hecho resalta fuertemente la influencia del potencial de Hardy, puesto que en
su ausencia, el problema

−∆u = |∇u|2 + f en Ω, u > 0 en Ω, u = 0 en ∂Ω,

tiene solución para un dato f adecuado (para más detalles véanse [18] y [81]).
Además, si reemplazamos el potencial de Hardy |x|−2 por un peso g ∈ Lm(Ω) con
m > N

2 , existe λ0, con 0 < λ0 < λ1(g) tal que para 0 < λ < λ0, el problema tiene
una solución débil para un dato f adecuado.

(2) Término de cooperación cuadrático en el gradiente, es decir,

−∆u + |∇u|2 = λ
u

|x|2 + f en Ω, u > 0 en Ω, u = 0 en ∂Ω.

Demostraremos que si λ ≥ 0, entonces existe solución para toda función f ∈ L1(Ω),
f ≥ 0, sin ninguna restricción en el tamaño de λ. De hecho, probamos un resultado
de existencia general para una amplia clase de pesos a los que llamaremos pesos
admisibles, entre los que en particular se encuentra el potencial de Hardy.

La importancia de este resultado es el fuerte efecto regularizante del gradiente sobre
el potencial de Hardy, ya que en [42] se prueba que para todo λ > 0, la ecuación

−∆u = λ
u

|x|2 + f(x) en Ω ⊂ RN , N ≥ 3 y 0 ∈ Ω, (1.1)

no tiene en general solución para una función positiva f ∈ L1(Ω).



Caṕıtulo 1 27

Para simplificar la escritura, a lo largo de este caṕıtulo escribiremos un ⇀ u débilmente
en W 1,2

loc (Ω) para referirnos al hecho de que un ⇀ u débilmente en W 1,2(Ω′) para todo
Ω′ ⊂⊂ Ω.

Referencia. Los resultados de este caṕıtulo aparecen recogidos en [14].

2. Término de competición cuadrático en el gradiente

Consideramos el problema:




−∆u = |∇u|2 + λ
u

|x|2 + f en Ω,

u > 0 en Ω,

u = 0 en ∂Ω,

(1.2)

con λ > 0 y una función positiva f ∈ L1(Ω).

En primer lugar, precisamos el concepto de solución que usaremos a lo largo de es-
ta sección. La idea es elegir condiciones mı́nimas necesarias para que la ecuación tenga
significado en el sentido de las distribuciones, es decir, en el sentido más débil posible.

Definición 1.2.1 Decimos que u ∈ L1
loc(Ω) es una supersolución (resp. subsolución) muy

débil del problema (1.2) si |u|
|x|2 ∈ L1

loc(Ω), |∇u|2 ∈ L1
loc(Ω) y para toda φ ∈ C∞0 (Ω) tal que

φ ≥ 0, se cumple que

∫

Ω
(−∆φ)u dx

(resp. ≤)

≥
∫

Ω

(
|∇u|2 + λ

u

|x|2 + f
)
φdx.

Si u es una super y subsolución, entonces diremos que u es una solución muy débil.

2.1. No existencia

Antes de analizar la influencia del potencial de Hardy en el modelo con el gradiente al
lado derecho de la ecuación, analizamos este problema en presencia de un peso más regular.
Recordemos que el potencial de Hardy 1

|x|2 , pertenece al espacio de Lebesgue Lm(Ω) para

m < N
2 . En particular, con la definición vista en (3) en la Introducción, se cumple que

1
|x|2 ∈ M

N
2 (Ω). Si reemplazamos en el problema (1.2), el potencial de Hardy por un peso

g(x) en Lm(Ω), con m > N
2 , tenemos





−∆u = |∇u|2 + λg(x)u + f en Ω,

u > 0 en Ω,

u = 0 en ∂Ω.
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Realizando el clásico cambio de Hopf–Cole, v = eu − 1, (véanse [90] y [63, pág. 194 ]),
pasamos al siguiente problema equivalente





−∆v = λg(x)(v + 1) log(v + 1) + f(v + 1) en Ω,

v > 0 en Ω,

v = 0 en ∂Ω.

Sea G(v) = (v+1)2

2 (log(v + 1)− 1
2) una primitiva de la función (v + 1) log(v + 1). Entonces

el correspondiente funcional de enerǵıa asociado, que está bien definido en W 1,2
0 (Ω), viene

dado por

J(v) =
1
2

∫

Ω
|∇v|2 dx− λ

∫

Ω
g(x)G(v) dx− 1

2

∫

Ω
f(v + 1)2 dx.

Obsérvese que

(v + 1) log(v + 1) ≤ (v + 1)1+ε + C(ε)(v + 1), ∀ε > 0,

con lo que el funcional de enerǵıa asociado verifica

J(v) ≥ 1
2

∫

Ω
|∇v|2 dx− λ

2

∫

Ω
g(x)(v + 1)2+ε dx

− λC(ε)
∫

Ω
g(x)(v + 1)2 dx− 1

2

∫

Ω
f(v + 1)2 dx.

Para demostrar la existencia de una solución, se usa un argumento de sub-supersolución
(véanse los detalles en [5, Prop. 3.1]).

Concluimos por tanto que existe λ0 con 0 < λ0 < λ1(g) y tal que para 0 < λ < λ0

el problema equivalente tiene una solución débil para un dato f adecuado, es decir, f ∈
Lr(Ω), r > N

2 y tiene norma suficientemente pequeña.

Sin embargo, al considerar el problema de reacción con el potencial de Hardy y realizar
el cambio de Hopf–Cole, pasamos al siguiente problema equivalente





−∆v = λ
(v + 1) log(v + 1)

|x|2 + f(v + 1) en Ω,

v > 0 en Ω,

v = 0 en ∂Ω,

con funcional de enerǵıa

J(v) =
1
2

∫

Ω
|∇v|2 dx− λ

∫

Ω

G(v)
|x|2 dx−

∫

Ω
f(v + 1)2 dx.

Como 1
|x|2 ∈ Lm(Ω), donde m < N

2 , no tenemos control del segundo término y no podemos
aplicar métodos variacionales. Además, Brezis-Cabré comprueban que el problema anterior
no tiene solución positiva en el sentido de distribuciones (consúltese [44]).

Demostramos a continuación un resultado de no existencia muy fuerte. Con más pre-
cisión, no existe solución al problema (1.2) en el sentido más débil posible.
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Teorema 1.2.2 Sea λ > 0 y f una función positiva, entonces el problema (1.2) no tiene
supersolución muy débil positiva.

Demostración. Argumentamos por reducción al absurdo. Supongamos que u es una su-
persolución muy débil de (1.2). Distinguimos dos casos:

Caso I: Si 0 < λ ≤ (
N−2

2

)2, entonces como u es una supersolución positiva, en particular
se tiene que

−∆u− λ
u

|x|2 ≥ 0

y por tanto, conocemos su comportamiento en un entorno del origen. Sabemos que para
cada bola BR(0) ⊂ Ω, existe una constante C > 0 tal que u(x) ≥ C|x|−α1 en BR(0) (véase
el Lema 0.0.11). Consideramos φ ∈ C∞0 (BR(0)) y usando |φ|2 como función test en (1.2)
obtenemos que

λ

∫

BR(0)

u|φ|2
|x|2 dx ≤ 2

∫

BR(0)
〈φ∇u,∇φ〉 dx−

∫

BR(0)
φ2|∇u|2dx ≤

∫

BR(0)
|∇φ|2 dx.

Sustituyendo la singularidad de la u en BR(0),

Cλ

∫

BR(0)

|φ|2
|x|2+α1

dx ≤
∫

BR(0)
|∇φ|2 dx, ∀φ ∈ C∞0 (BR(0)). (1.3)

Como 2+α1 > 2, entonces (1.3) contradice la desigualdad de Hardy ??, con lo que termina
la prueba de este caso.

Caso II: Si λ >
(

N−2
2

)2, el resultado es una consecuencia del caso anterior puesto que u
es una supersolución muy débil de





−∆u = |∇u|2 + λ0
u

|x|2 + f1 en Ω,

u > 0 en Ω,

u = 0 en ∂Ω,

(1.4)

donde f1(x) = (λ− λ0) u
|x|2 + f y 0 < λ0 < (N−2)2

4 .

2.2. Explosión de las soluciones de los problemas aproximados

Como consecuencia del resultado 1.2.2 de no existencia, se produce una explosión de
las soluciones de los problemas aproximados. Consideramos para cada n ∈ N, el problema





−∆un = |∇un|2 + λan(x)un + f en Ω,

un > 0 en Ω,

un = 0 en ∂Ω,

(1.5)
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donde f 	 0, λ ≤ ΛN y an(x) = 1
|x|2+ 1

n

(cualquier otro truncamiento del potencial de

Hardy es también válido).

Sin pérdida de generalidad, mediante un argumento de aproximación, podemos con-
siderar que nos encontramos en el mejor de los casos, es decir, que f ∈ L∞(Ω) y que
λ es pequeño. Para pesos regulares podemos encontrar soluciones. Sin embargo, vamos
a demostrar que todas las soluciones de estos problemas aproximados explotan en cada
punto del dominio. Como la unicidad de solución de (1.5) en general no es cierta, hay que
probar la explosión de las soluciones minimales. Antes de esto, necesitamos introducir el
siguiente lema.

Lema 1.2.3 Sea f ≥ 0, f ∈ L∞(Ω) y λ ≤ ΛN . Entonces el problema (1.5) tiene una
solución minimal.

Demostración. Sea wn una solución de (1.5). Para cada n ∈ N, consideramos
vk ∈ W 1,2

0 (Ω) ∩ L∞(Ω) la solución del problema




−∆v0 = λan(x)v0 + f,

−∆vk = λan(x)vk−1 +
|∇vk|2

1 + 1
n |∇vk|2

+ f en Ω,

vk > 0 en Ω,

vk = 0 en ∂Ω.

Usando el Lema de comparación de Alaa–Pierre recogido en [18] (véase también [12, Lem-
ma 3.4]), se obtiene vk ≤ vk+1 y vk ≤ wn que para cada n ∈ N. Por tanto, existe una
función un ∈ W 1,2

0 (Ω) que satisface un = ĺımk→∞ vk ≤ wn. Aplicando ahora el mismo
argumento usado en [35], concluimos que un es una solución minimal del problema (1.5).

A continuación, probamos el siguiente resultado de explosión para las soluciones min-
imales de los problemas aproximados y por tanto, para todas las soluciones.

Teorema 1.2.4 Sea un ∈ W 1,2
0 (Ω) la solución minimal del problema (1.5) para cada

n ∈ N. Entonces, se cumple que

un(x0) −−−→
n→∞ ∞ ∀x0 ∈ Ω.

Demostración. Si un y un+1 son las soluciones minimales de los correspondientes proble-
mas (1.5), entonces siguiendo el mismo argumento de comparación de [18], concluimos que
un ≤ un+1.

Demostramos la explosión puntual mediante un argumento de reducción al absurdo.
Supongamos que un(x0) → C < ∞ para algún x0 ∈ Ω. Por la desigualdad de Harnack
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obtenida en [44], sabemos que existe una constante positiva estructural C ′ = C ′(Ω) tal
que

un(x0) ≥ C ′ δ(x0)
∫

Ω
(λan(x)un + |∇un|2 + f) δ(x) dx, (1.6)

con δ(x) = dist(x, ∂Ω). Como consecuencia de (1.6) y de la monotońıa de la sucesión {un},
deducimos que 




an(x)un ↗ u

|x|2 en L1
loc(Ω),

∫

Ω
|∇un|2δ(x) ≤ C ′.

Por tanto {un} está acotada en W 1,2
loc (Ω) y para una subsucesión se cumple que un ⇀ u

débilmente en W 1,2
loc (Ω).

Para contradecir el resultado de no existencia del Teorema 1.2.2, basta con demostrar
que u es una supersolución muy débil de (1.5). Como que un → u en L1

loc(Ω), entonces
−∆un → −∆u en el sentido de las distribuciones.

Nótese que si demostramos que |∇Tkun|2 → |∇Tku|2 en L1
loc(Ω) para todo k > 0,

habremos terminado ya que salvo una subsucesión, ∇un → ∇u en casi todo punto y por
el Lema de Fatou tenemos que

∫

Ω
|∇u|2φdx ≤

∫

Ω
|∇un|2φdx,

para toda φ ∈ C∞0 (Ω) tal que φ ≥ 0.

Probamos por tanto que

|∇Tkun|2 → |∇Tku|2 en L1
loc(Ω) para todo k > 0. (1.7)

Utilizamos para ello funciones test no lineales (véase por ejemplo [35]). Consideramos la
función φ(s) = se

1
4
s2

, que satisface la desigualdad φ′(s)− |φ(s)| ≥ 1
2 .

Sea ψ una función no negativa en C∞0 (Ω). Tomando φ(Tkun−Tku)ψ como función test
en los problemas aproximados (1.5), tenemos que

∫

Ω
∇unφ(Tkun − Tku)∇ψ dx +

∫

Ω
ψ∇unφ′(Tkun − Tku)∇(Tkun − Tku) dx =

∫

Ω
ψ|∇un|2φ(Tkun − Tku) dx +

∫

Ω
ψ(λan(x)un + f)φ(Tkun − Tku) dx. (1.8)

Estimemos cada término de la igualdad (1.8). Comenzamos con el lado izquierdo.

(1) Estimación del primer término. Como Tkun − Tku → 0 en casi todo punto cuando
n → ∞, entonces φ(Tkun − Tku) → 0 fuertemente en L2

loc(Ω) cuando n tiende a ∞. Por
tanto, ∫

Ω
∇un∇ψ φ(Tkun − Tku) dx = o(1) con n →∞.
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(2) Estimación del segundo término.
∫

Ω
ψ∇unφ′(Tkun−Tku)∇(Tkun − Tku) dx

=
∫

Ω
ψ∇Tkunφ′(Tkun − Tku)∇(Tkun − Tku) dx

+
∫

Ω
ψ∇Gk(un)φ′(Tkun − Tku)∇(Tkun − Tku) dx

=
∫

Ω
ψ|∇Tk(un)−∇Tku|2φ′(Tkun − Tku) dx

+
∫

Ω
ψ∇Tku∇(Tkun − Tku)φ′(Tkun − Tku) dx

−
∫

Ω
ψ∇Gkun∇Tkuφ′(Tkun − Tku) dx.

Como los soportes de ∇Gkun y ∇Tku son casi disjuntos, entonces
∫

Ω
ψ∇Gk(un)∇Tku φ′(Tkun − Tku) dx = 0.

Teniendo en cuenta que Tk(un) ⇀ Tku en W 1,2
loc (Ω), se tiene que

∫

Ω
ψ∇Tk(u)∇(Tk(un)− Tku)φ′(Tkun − Tku) dx −−−→

n→∞ 0.

Por tanto, deducimos que
∫

Ω
ψ∇unφ′(Tkun − Tku)∇(Tkun − Tku) dx =

∫

Ω
ψ|∇Tk(un)−∇Tk(u)|2φ′(Tkun − Tku) dx + o(1).

Estimamos ahora el lado derecho de la ecuación (1.8).

(1) Estimación del primer término. Como {un} es una sucesión monótona, tenemos que
φ(Tkun − Tku)χ{un≥k} = 0 y, por tanto,
∫

Ω
ψ |∇un|2φ(Tkun − Tku) dx

=
∫

{un≤k}
ψ |∇un|2φ(Tkun − Tku) dx +

∫

{un≥k}
ψ |∇un|2φ(Tkun − Tku) dx

=
∫

Ω
ψ |∇Tkun|2φ(Tkun − Tku) dx

=
∫

Ω
ψ |∇Tkun −∇Tku|2 φ(Tkun − Tku) dx−

∫

Ω
ψ |∇Tku|2φ(Tkun − Tku) dx

+ 2
∫

Ω
ψ ∇Tkun∇Tkuφ(Tkun − Tku) dx.
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Como ∇Tk(u)φ(Tkun−Tku) → 0 en (L2
loc(Ω))N y ∇Tkun ⇀ ∇Tku débilmente en L2

loc(Ω),
entonces

∫

Ω
ψ ∇Tkun∇Tkuφ(Tkun − Tku) dx −−−→

n→∞ 0
∫

Ω
ψ |∇Tku|2φ(Tkun − Tku) dx −−−→

n→∞ 0.

Por tanto, pasando al ĺımite cuando n tiende a ∞, concluimos que
∫

Ω
ψ |∇un|2φ(Tkun − Tku) dx =

∫

Ω
ψ |∇Tkun −∇Tku|2 φ(Tkun − Tku) dx + o(1).

(2) Estimación del segundo término. Se puede comprobar fácilmente que
∫

Ω
ψ (λan(x)un + f)φ(Tkun − Tku) dx → 0 cuando n →∞.

De las estimaciones anteriores, concluimos que

o(1) =
∫

Ω
ψ (φ′(Tkun − Tku)− φ(Tkun − Tku))|∇Tkun −∇Tku|2 dx

≥ 1
2

∫

Ω
ψ |∇Tkun −∇Tku|2 dx.

En particular, si ψ ≥ χΩ′ con Ω′ ⊂⊂ Ω, tenemos que Tkun → Tku fuertemente en W 1,2(Ω′),
lo cual prueba (1.7) y como consecuencia el teorema.

Nota 1.2.5 Nótese que la demostración de no existencia de supersolución muy débil puede
extenderse de manera análoga a una amplia gama de problemas (operador p-Laplaciano,
operadores relacionados con las desigualdades de Caffarelli–Kohn–Nirenberg, etc).

3. Término de cooperación cuadrático en el gradiente

En esta sección, estudiamos la existencia, unicidad y regularidad de las soluciones del
problema 




−∆u + |∇u|2 = λ g(x)u + f en Ω,

u ≥ 0 en Ω,

u = 0 en ∂Ω,

(1.9)

para λ > 0 y f ∈ Lm(Ω), con m ≥ 1. Consideramos que g es un peso admisible en el
sentido que veremos posteriormente en (1.10).

Para comenzar, probamos un principio fuerte del máximo que utilizaremos a lo largo
de toda la sección.
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Lema 1.3.1 Sea f una función acotada tal que f ≥ 0. Supongamos que w ∈ W 1,2
0 (Ω) es

una supersolución débil no negativa del problema
{
−∆w + |∇w|2 ≥ f en Ω,

w = 0 en ∂Ω.

Entonces w > 0 en Ω.

Demostración. Consideramos v ≡ 1− e−w. Entonces 0 ≤ v ≤ 1,

−∆v ≥ f(1− v) en Ω y v = 0 en ∂Ω.

Como v ≥ 0, v 6≡ 0 y −∆v ≥ 0, concluimos que v > 0 y por tanto w > 0.

3.1. Existencia de soluciones para λ > 0 con pesos generales admisibles

En esta subsección probaremos la existencia de solución del problema (1.9) para todo
λ > 0 y con pesos admisibles g. Decimos que g es un peso admisible si cumple la siguiente
condición

g ∈ L1(Ω), g ≥ 0 y λ1(g) = ı́nf
φ6≡0,

φ∈W 1,2
0 (Ω)

∫

Ω
|∇φ|2 dx

∫

Ω
g|φ|2 dx

> 0. (1.10)

Obsérvese que si g es un peso admisible, entonces en particular g ∈ W−1,2(Ω). Los ejemplos
más t́ıpicos son:

(i) El caso g ∈ Lm(Ω) con m > N
2 , para el que λ1(g) se alcanza.

(ii) El potencial de Hardy, g(x) ≡ 1
|x|2 , para el que λ1(g) ≡ ΛN no se alcanza.

Probaremos que la condición (1.10) implica la existencia de una solución no negativa
del problema,

−∆u + |∇u|2 = λg(x) u + f en Ω, u = 0 en ∂Ω, (1.11)

donde λ > 0, f ≥ 0 y f ∈ L1(Ω).

Este mismo resultado de existencia se mantiene además cuando f es una medida absolu-
tamente continua con respecto a la capacidad clásica.

Nota 1.3.2 El efecto del término del gradiente es sorprendente. Consideremos el problema
lineal, 




−∆u = λg(x)u + f en Ω,

u > 0 en Ω,

u = 0 en ∂Ω.
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Sea λj(g) el j-ésimo valor propio asociado al peso g y de vector propio asociado φj . Se
cumple que:

(i) Si λ < λ1(g), entonces existe solución débil positiva.

(ii) Si λ1(g) se alcanza y λ = λ1(g), entonces existe solución positiva si
∫
Ω fφ1 dx = 0.

(iii) Si λj(g) < λ < λj+1(g), entonces existen soluciones que cambian de signo, y por
tanto no existe ninguna solución positiva.

Sin embargo, la ecuación

−∆u + |∇u|2 = λg(x)u + f en Ω, u = 0 en ∂Ω,

tiene solución para todo λ > 0. En otras palabras, el gradiente rompe cualquier posible
efecto de resonancia del término lineal de orden cero.

Además, si g(x) = 1
|x|2 , en [42] se prueba que para todo λ > 0 la ecuación

−∆u = λ
u

|x|2 + f(x) en Ω ⊂ RN , N ≥ 3 y 0 ∈ Ω, (1.12)

en general no tiene solución para una función positiva f ∈ L1(Ω). En [10] se presenta
una condición necesaria y suficiente para la existencia de solución con la presencia del
potencial de Hardy. Hay que requerir una condición de regularidad extra de integrabilidad
a la función dato f . El problema (1.12) tiene solución si y sólo si

∫

Ω
f |x|−α1 dx < ∞, donde α1 =

N − 2
2

−
√(N − 2

2

)2
− λ,

véanse más detalles acerca de este exponente en la Introducción.

Además, al añadir el término del gradiente en el primer miembro de la ecuación,
encontramos una solución positiva para toda función positiva f ∈ L1(Ω). Esto implica que
el término |∇u|2 produce un fuerte efecto regularizante.

La demostración del principal resultado de esta sección, que es el teorema que presen-
tamos a continuación, va a consistir en considerar los problemas aproximados, obtener esti-
maciones a priori para sus soluciones usando funciones test adecuadas y finalmente, pasar
al ĺımite. Nótese que para tener solución distribucional se debe cumplir que u ∈ W 1,2

0 (Ω).

Teorema 1.3.3 Sea f ∈ L1(Ω) positiva y g satisfaciendo la condición (1.10), entonces el
problema (1.9) tiene solución débil positiva u ∈ W 1,2

0 (Ω) para todo λ > 0.

Empezamos probando el resultado en casos particulares más sencillos, que tienen in-
terés en śı mismos y como consecuencia, obtendremos el resultado general. La primera
aproximación natural es la siguiente.
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Teorema 1.3.4 Sean f, g en Lm(Ω), con m > N
2 dos funciones positivas. Entonces para

todo λ > 0 existe una solución débil positiva u ∈ W 1,2
0 (Ω) ∩ L∞(Ω).

Demostración. La demostración se desarrolla en varias etapas.

Etapa 1: Para cada k > 0, consideramos v ∈ W 1,2
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) tal que

−∆v = λkg(x) + f en Ω.

Denotamos por M la norma ‖v‖L∞ . Para todo n ∈ N, se tiene que el cero es una subsolución
y v es una supersolución del problema





w0 = 0,

−∆wn +
|∇wn|2

1 + 1
n |∇wn|2

= λg(x)Tkwn−1 + f,

wn ∈ W 1,2
0 (Ω),

wn > 0 en Ω.

(1.13)

Como consecuencia de los argumentos utilizados en [39] y [90], encontramos una sucesión
de soluciones no negativas {wn} a los problemas (1.13).

Por otra parte, como consecuencia de (1.13), deducimos que −∆wn ≤ λkg(x) + f =
−∆v, y por el principio de comparación débil para el operador de Laplace, concluimos que
0 ≤ wn ≤ v ≤ M , uniformemente en n. En particular, wn ∈ W 1,2

0 (Ω) ∩ L∞(Ω). Por tanto,
si tomamos wn como función test en (1.13) y denotamos

Hn(∇wn) =
|∇wn|2

1 + 1
n |∇wn|2

,

tenemos que
∫

Ω
|∇wn|2 dx +

∫

Ω
Hn(∇wn) wn dx = λ

∫

Ω
gTkwn−1wn dx +

∫

Ω
f wn dx.

Aplicando las desigualdades de Young y Poincaré, concluimos que existe una constante
positiva C(k, g, f,Ω) tal que

∫

Ω
|∇wn|2 dx ≤ C(k, g, f,Ω).

Se tiene entonces que wn ⇀ uk débilmente en W 1,2
0 (Ω) con uk ∈ W 1,2

0 (Ω) ∩ L∞(Ω) y
uk ≤ M . Además, se cumple que

wn → uk fuertemente en W 1,2
0 (Ω). (1.14)

En efecto, para demostrarlo basta usar funciones test no lineales (véase por ejemplo [35]).
Consideramos φ(s) = se

1
4
s2

, tal que φ′(s)− |φ(s)| ≥ 1
2 .
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Tomando φ(wn − uk) como función test en (1.13), obtenemos que
∫

Ω
∇wnφ′(wn − uk)∇(wn − uk) dx +

∫

Ω
Hn(∇wn)φ(wn − uk) dx

= λ

∫

Ω
g(x) Tkwn−1φ(wn − uk) dx +

∫

Ω
fφ(wn − uk) dx. (1.15)

A continuación, estimamos cada miembro de la ecuación anterior (1.15). Empezamos
por el lado izquierdo:

(1) Estimación del primer término. Como wn ⇀ uk en W 1,2
0 (Ω), entonces

∫

Ω
∇wnφ′(wn − uk)∇(wn − uk) dx

=
∫

Ω
|∇(wn − uk)|2φ′(wn − uk) dx +

∫

Ω
∇uk∇(wn − uk)φ′(wn − uk) dx

=
∫

Ω
|∇(wn − uk)|2φ′(wn − uk) dx + o(1).

(2) Estimación del segundo término.
∫

Ω
Hn(∇wn)φ(wn − uk) dx ≤

∫

Ω
|∇wn|2|φ(wn − uk)| dx

=
∫

Ω
|∇wn −∇uk|2|φ(wn − uk)| dx−

∫

Ω
|∇uk|2|φ(wn − uk)| dx

+ 2
∫

Ω
∇wn∇uk |φ(wn − uk)| dx.

Como |φ(wn − uk)| → 0 en casi todo punto, y como consecuencia del Teorema de
Lebesgue tenemos ∫

Ω
|∇uk|2|φ(wn − uk)| dx −−−→

n→∞ 0.

Además, como wn ⇀ uk débilmente en W 1,2
0 (Ω) y como |φ(wn − uk)| → 0 en L2(Ω),

entonces se sigue que ∫

Ω
∇wn∇uk φ(wn − uk) dx −−−→

n→∞ 0.

Es decir,
∫

Ω
Hn(∇wn)φ(wn − uk) dx ≤

∫

Ω
|∇wn −∇uk|2 |φ(wn − uk)| dx + o(1).

Por otra parte, como consecuencia de la convergencia débil, concluimos que (1.15)
tiende a cero cuando n →∞. Como φ′(s)− |φ(s)| > 1

2 , obtenemos

1
2

∫

Ω
|∇wn −∇uk|2 dx ≤

∫

Ω
(φ′(wn − uk)− |φ(wn − uk)|)|∇wn −∇uk|2 dx ≤ o(1).
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Por tanto, wn → uk en W 1,2
0 (Ω). En particular, para una subsucesión, Hn(∇wn) → |∇uk|2

en casi todo punto de Ω y por el Teorema de la convergencia dominada,

Hn(∇wn) → |∇uk|2 en L1(Ω).

Como −∆wn → −∆uk en el sentido de las distribuciones, concluimos que uk resuelve el
problema

−∆uk + |∇uk|2 = λg(x) Tkuk + f en Ω, uk ∈ W 1,2
0 (Ω). (1.16)

Etapa 2. Tomando uk como función test en (1.16), tenemos que

∫

Ω
|∇uk|2 dx +

4
9

∫

Ω
|∇u

3/2
k |2 dx =

λ

∫

Ω
g(x)ukTkuk dx +

∫

Ω
f uk dx ≤ λ

∫

Ω
g(x)u2

k dx +
∫

Ω
f uk dx.

Aplicando ahora las desigualdades de Poincaré y Young, obtenemos que para todo ε > 0
existen constantes positivas Cε, α, β tales que

α

∫

Ω
|∇uk|2 dx + β

∫

Ω
|∇u

3/2
k |2 dx ≤ Cε‖f‖LN/2 + λCε‖g‖LN/2 = C(ε, f, g, λ),

uniformemente en k. Como f, g ∈ Lm(Ω) con m > N
2 , se prueba, usando la teoŕıa de

regularidad clásica, que la sucesión {uk} está uniformemente acotada en L∞(Ω). Además,
uk ⇀ u en W 1,2

0 (Ω) y u
3/2
k ⇀ u3/2 en W 1,2

0 (Ω). Como consecuencia, u ∈ W 1,2
0 (Ω)∩L∞(Ω).

Siguiendo los mismos argumentos que en la demostración de (1.14), probamos que
uk → u en W 1,2

0 (Ω), con lo que u es una solución de (1.9).

Enunciamos a continuación el siguiente lema elemental que nos permite trabajar con
soluciones no acotadas.

Lema 1.3.5 Sean ε, k > 0. Entonces existe una constante Cε tal que

s Tk(s) ≤ εΨ2
k(s) + Cε, para s ≥ 0

donde

Ψk(s) =
∫ s

0
Tk(t)

1
2 dt =

{
2
3s3/2 si s ≤ k,

2
3k3/2 + (s− k)k1/2 si s > k.

Demostración. Por un lado, si s ≤ k basta encontrar Cε tal que

Cε ≥ s2 − ε
(2

3

)2
s3 = g(s).

Esto es inmediato ya que g(s) tiene un máximo en s = 1
ε

(
3
2

)
.
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Por otro lado, si s ≥ k basta encontrar Cε tal que

sk ≤ ε
(2

3
k3/2 + (s− k)k1/2

)2
+ Cε.

Escribiendo s = tk con t ≥ 1, buscamos Cε tal que tk2 ≤ ε
(

2
3 + (t− 1)

)2
k3 + Cε. Por

tanto,

Cε ≥ tk2 − εC ′
tk

3 = f(k), C ′
t =

(2
3

+ (t− 1)
)2
≥

(2
3

)2
para t ≥ 1.

Como f(k) tiene un máximo en k = 2t
3εC′t

≤ 1
ε t

(
3
2

)
y además 1

ε

(
3
2

) ≤ 1
ε t

(
3
2

)
, entonces es

suficiente considerar Cε = 1
ε t

(
3
2

)
, con lo que concluye la demostración.

Veamos ahora un resultado intermedio que será fundamental para la demostración del
Teorema 1.3.3.

Teorema 1.3.6 Sean f ∈ L1(Ω) y g ∈ Lm(Ω), con m > N
2 , dos funciones positivas.

Entonces el problema (1.9) tiene una solución positiva u ∈ W 1,2
0 (Ω), para todo λ > 0.

Demostración. Consideramos una sucesión fn ∈ L∞(Ω) tal que fn ↑ f en L1(Ω). Por el
Teorema 1.3.4, se sigue que para todo n ∈ N existe un, una solución positiva acotada del
problema 




−∆un + |∇un|2 = λ g(x) un + fn en Ω,

un > 0 en Ω,

un = 0 en ∂Ω.

(1.17)

Tomando Tkun como función test en (1.17), tenemos
∫

Ω
|∇Tkun|2 dx +

∫

Ω
|∇un|2Tkun dx = λ

∫

Ω
g(x) unTkun dx +

∫

Ω
fnTkun dx.

Por el Lema 1.3.5 y como consecuencia de las desigualdades de Poincaré y Young, con-
cluimos que para todo ε > 0 existe una constante positiva Cε > 0 tal que

∫

Ω
|∇Tkun|2 dx +

∫

Ω
|∇Ψkun|2 dx

≤ ελ

λ1(g)

∫

Ω
|∇Ψkun|2 dx + λCε

∫

Ω
g(x) dx + k‖fn‖L1 . (1.18)

Eligiendo 0 < ε ¿ λ1(g)
λ , obtenemos

∫

Ω
|∇Tkun|2 dx + β

∫

Ω
|∇Ψkun|2 dx ≤ λC ′(g,Ω, ε) + k‖fn‖L1 .

Por tanto, para todo k > 0 se tiene que
∫

Ω
|∇Tkun|2 ≤ C(λ, ε,Ω, f, k)

∫

Ω
|∇Ψkun|2 ≤ C(λ, ε,Ω, f, k)





uniformemente en n ∈ N.
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Usando la definición de Ψk, encontramos u ∈ W 1,2
0 (Ω) tal que un ⇀ u débilmente en

W 1,2
0 (Ω).

Para demostrar la convergencia fuerte, seguimos argumentos similares a los que apare-
cen en [35]. Consideramos Gk(s) = s− Tk(s) y ψ k−1(s) = T1(Gk−1(s)). En particular,

ψ k−1(un)|∇un|2 ≥ |∇un|2χ{un≥k}.

Usando ψ k−1(un) como función test en (1.17),
∫

Ω
|∇ψ k−1(un)|2 dx +

∫

Ω
ψ k−1(un)|∇un|2 dx =

∫

Ω
(λg(x)un + fn)ψk−1(un) dx.

Como {un} está uniformemente acotada en Lp(Ω) para todo p < 2∗, tenemos que
{ ∣∣{x ∈ Ω, tal que k − 1 < un(x) < k}∣∣ → 0 si k →∞,∣∣{x ∈ Ω, tal que un(x) > k}∣∣ → 0 si k →∞.

De aqúı se concluye que

ĺım
k→∞

∫

{un≥k}
|∇un|2 dx = 0 uniformemente en n ∈ N. (1.19)

Además, Tkun → Tku en W 1,2
0 (Ω). En efecto, tomamos como antes φ(Tkun−Tku) como

función test en (1.17), donde φ(s) = se
1
4
s2

. Obsérvese que φ(Tkun−Tku) → 0 fuertemente
en Lp(Ω), p ≥ 1. Por el teorema de la convergencia dominada se tiene que

∫

Ω
(λg(x)un + fn)φ(Tkun − Tku) dx → 0 cuando n →∞.

Usando los mismos argumentos que en la demostración de (1.14) dentro del Teorema
1.3.4, concluimos que Tkun → Tku fuertemente en W 1,2

0 (Ω). En particular, para alguna
subsucesión, se cumple que ∇un → ∇u en casi todo punto.

Para terminar la prueba, es suficiente comprobar que

|∇un|2 → |∇u|2 fuertemente en L1(Ω).

Como la sucesión converge en casi todo punto de Ω, basta demostrar, por el Teorema de
Vitali, que la sucesión es equi-integrable. En efecto, sea E ⊂ Ω un conjunto medible y |E|
su medida de Lebesgue. Entonces

∫

E
|∇un|2 dx ≤

∫

E
|∇Tkun|2 dx +

∫

{un≥k}∩E
|∇un|2 dx.

Para cada k > 0, se tiene que Tk(un) → Tk(u) fuertemente en W 1,2
0 (Ω). Por tanto, la

integral
∫
E |∇Tk(un)|2 dx es uniformemente pequeña cuando |E| es pequeña. Por otra

parte, como consecuencia de (1.19), tenemos que
∫

{un≥k}∩E
|∇un|2 dx ≤

∫

{un≥k}
|∇un|2 dx → 0
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uniformemente en n ∈ N, cuando k → ∞. De aqúı se sigue inmediatamente la equi-
integrabilidad de |∇un|2 y por tanto concluye la demostración del Teorema 1.3.6.

Demostración del Teorema 1.3.3. Sea gn(x) = mı́n{g(x), n} ∈ L∞(Ω). Como consequencia
del Teorema 1.3.6, sabemos que para todo n ∈ N, existe solución positiva un de





−∆un + |∇un|2 = λ gn(x) un + f en Ω,

un > 0 en Ω,

un = 0 en ∂Ω.

(1.20)

Para concluir seguimos de nuevo los mismos argumentos de la demostración del Teorema
1.3.6. La estimación uniforme de un en W 1,2

0 (Ω), se realiza como en (1.18). Además, usando
los mismos argumentos de la demostración de la última parte del Teorema 1.3.6, obtenemos
que |∇un|2 → |∇u|2 en L1(Ω).

Falta probar únicamente que gn(x)un → g(x)u fuertemente en L1(Ω). Nótese que gnun

está acotada en L1(Ω) y converge en casi todo punto a g(x)u ∈ L1(Ω).

∫

Ω
gn(x)un dx =

∫

Ω
g1/2
n (x)g1/2

n un dx

≤
( ∫

Ω
g(x) dx

)1/2(∫

Ω
g(x)u2

n dx

)1/2

≤
‖g‖1/2

L1 ‖un‖W 1,2
0√

λ1(g)
< C.

Para poder aplicar el Teorema de Vitali, necesitamos una condición de equi-integrabilidad
que comprobamos a continuación.

En efecto, sea E un conjunto medible. Se cumple que

∫

E
gn(x)un dx =

∫

E
g1/2
n (x)g1/2

n (x)un dx ≤ C

(∫

E
g(x) dx

)1/2

,

donde C es una constante positiva independiente de n. Por tanto, deducimos que

gn(x)un → g(x)u en L1(Ω),

con lo que concluye la demostración.

Nota 1.3.7 Este mismo resultado de existencia se mantiene si f es una medida de Radon
positiva tal que f ∈ L1(Ω) + W−1,2(Ω). Nótese que si este es el caso, f es absolutamente
continua con respecto a la capacidad clásica que definimos en 0.0.17. Además, en este caso,
la solución es una solución renormalizada en el sentido definido en [60]. La demostración de
este hecho se sigue fácilmente usando los mismos argumentos de aproximación utilizados
en 1.3.6.
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3.2. Regularidad de soluciones

Como consecuencia de lo que hemos visto en la sección anterior, sabemos que existe
solución u ∈ W 1,2

0 (Ω) al problema (1.9) para toda f ∈ L1(Ω). En esta subsección estudi-
aremos cómo una mayor sumabilidad en f produce regularidad adicional en u. Empezamos
considerando el problema (1.9) con un peso general g que satisface la condición (1.10).
Posteriormente estudiaremos el caso del potencial de Hardy, donde podemos obtener re-
sultados más precisos.

Caso general: un peso admisible

Consideramos el problema (1.9) con g satisfaciendo (1.10) y f ∈ Lm(Ω). Distinguiremos
dos casos dependiendo de la dualidad. Por un lado, m ≥ 2N

N+2 que implica que f está en
el espacio dual W−1,2(Ω), y por otro lado, el intervalo complementario 1 < m < 2N

N+2 .

Teorema 1.3.8 Supongamos que f ≥ 0, f ∈ Lm(Ω) con m ≥ 2N
N+2 y g que satisface la

condición (1.10). Sea u ∈ W 1,2
0 (Ω) una solución del problema (1.9). Entonces

∫

Ω
up|∇u|2 dx < ∞,

∫

Ω

uq

|x|2 dx < ∞, para todo 1 ≤ p < 2, q < 4. (1.21)

Demostración. Como f ∈ W−1,2(Ω), entonces tomando u
1+εu como función test en (1.9)

y pasando al ĺımite cuando ε → 0, tenemos que
∫

Ω
|∇u|2 dx +

∫

Ω
u|∇u|2 dx = λ

∫

Ω
g(x)u2 dx +

∫

Ω
fu dx.

De aqúı se deduce que u3/2 ∈ W 1,2
0 (Ω). Repitiendo el mismo argumento para u3/2, con-

cluimos de la misma forma que u7/4 ∈ W 1,2
0 (Ω). Iterando el proceso, obtenemos que

up ∈ W 1,2
0 (Ω) para todo 1 ≤ p < 2. Como consecuencia, usando la desigualdad de Hardy

tenemos que ∫

Ω

uq

|x|2 dx < ∞ para todo q < 4,

con lo que concluye la demostración.

Teorema 1.3.9 Sean f ≥ 0, f ∈ Lm(Ω) con 1 < m < 2N
N+2 y g satisfaciendo la condición

(1.10). Supongamos que u ∈ W 1,2
0 (Ω) es una solución al problema (1.9). Entonces

∫

Ω
up|∇u|2 dx < ∞, ∀p < p̄ =

2∗2(m− 1)
2m− 2∗(m− 1)

< 2, donde 2∗ =
2N

N − 2
.

Demostración. Sea α0 = 2∗ 1
m′ , con m′ = m

m−1 , entonces se sigue que

α0 < 1, α0m
′ = 2∗ y

∫

Ω
f uα0 ≤

(∫

Ω
fm dx

) 1
m

(∫

Ω
uα0m′

dx

) 1
m′

< ∞.
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Tomando uα0

1+εuα0 como función test en (1.9) y pasando al ĺımite cuando ε → 0,
∫

Ω
uα0 |∇u|2 dx < ∞, es decir, u

α0+2
2 ∈ W 1,2

0 (Ω).

Por tanto, aplicando la desigualdad de Sobolev, deducimos que u ∈ L
2∗
2

(α0+2)(Ω).

Denotamos ahora α1 = 2∗
2 (α0 + 2) 1

m′ e igual que antes, concluimos que
∫

Ω
f uα1 ≤

(∫

Ω
fm dx

) 1
m

(∫

Ω
uα1m′

dx

) 1
m′

< ∞.

Usando los mismos argumentos de aproximación para uα1 , deducimos que
∫

Ω
uα1 |∇u|2 dx < ∞, es decir, u

α1+2
2 ∈ W 1,2

0 (Ω).

Aplicando de nuevo la desigualdad de Sobolev, u ∈ L
2∗
2

(α1+2)(Ω) con α1 = 2∗
2

α0
m′ + 2∗

m′ .

Por inducción, usando uαn

1+εuαn como función test en (1.9) con αn = 2∗
2

αn−1

m′ + 2∗
m′ y

haciendo tender ε a cero, concluimos que u
αn+2

2 ∈ W 1,2
0 (Ω) y u ∈ L

2∗
2

(αn+2)(Ω). Denotamos

a =
2∗

2
1
m′ < 1, b = 2∗

1
m′ y αn = anα0 + b(an−1 + an−2 + · · ·+ 1).

Nótese que αn es una sucesión creciente con αn → p̄ cuando n → ∞ y p̄ = b 1
1−a =

2∗2(m−1)
2m−2∗(m−1) , con lo que concluye la demostración.

La siguiente tabla resume los resultados de regularidad obtenidos para un peso general
admisible.

f ∈ Lm(Ω) 1 ≤ m < 2N
N+2 m ≥ 2N

N+2

u ∈ W 1,2
0 (Ω)

∫

Ω
up|∇u|2 dx < ∞,

∫

Ω
up|∇u|2 dx < ∞,

∫

Ω

uq

|x|2 dx < ∞,

∀p < p̄ = 2∗2(m−1)
2m−2∗(m−1) < 2 ∀1 ≤ p < 2, q < 4

Un caso especialmente interesante: El potencial de Hardy

Consideramos ahora el problema (1.9) con un peso especialmente interesante, el po-
tencial de Hardy, g(x) = 1

|x|2 , (obsérvese que en este caso, la constante en (1.10) no se
alcanza). 




−∆u + |∇u|2 = λ
u

|x|2 + f en Ω,

u > 0 en Ω,

u = 0 en ∂Ω.

(1.22)
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Como el potencial de Hardy es un peso admisible, los resultados de regularidad del Teorema
1.3.8 y del Teorema 1.3.9 se mantienen. Además, tenemos un resultado más preciso acerca
de la regularidad de las soluciones.

Teorema 1.3.10 Supongamos que f ∈ Lm(Ω) con m ≥ 2N
N+2 . Sea u ∈ W 1,2

0 (Ω) una
solución del problema (1.9) con g(x) = 1

|x|2 . Se cumple que:

(i) Si m > N
2 , entonces up ∈ W 1,2

0 (Ω) para todo p > 1. En particular, tenemos que
∫

Ω

up

|x|α dx < ∞, ∀p > 1, α < N.

(ii) Si 2N
N+2 ≤ m < N

2 , entonces up ∈ W 1,2
0 (Ω) para todo p ≤ r = m(N−2)

N−2m .

Demostración. Usando ( u
1+εu)α como función test en (1.9), con 1 < α < 6, tenemos que

∫

Ω

( u

1 + εu

)α−1 |∇u|2
(1 + εu)2

dx +
∫

Ω

( u

1 + εu

)α
|∇u|2 dx

≤
∫

Ω

(
λ
( u

1 + εu

)α u

|x|2 + f
( u

1 + εu

)α
)

dx. (1.23)

Se cumple que
∫

Ω

( u

1 + εu

)α
|∇u|2 dx =

1(
α
2 + 1

)2

∫

Ω

∣∣∣∇
(( u

1 + εu

)α
2
+1)∣∣∣

2
dx. (1.24)

Por otro lado, aplicando las desigualdades de Young y Hardy, se tiene que

∫

Ω

( u

1 + εu

)α u

|x|2 dx ≤ ε

∫

Ω

uα+2

(1 + εu)α+2|x|2 dx + C(ε)
∫

Ω

u
α+2

2

|x|2 dx

≤ εΛ−1
N

∫

Ω

∣∣∣∇
(( u

1 + εu

)α
2
+1)∣∣∣

2
dx + C(ε)

∫

Ω

u
α+2

2

|x|2 dx. (1.25)

Como consecuencia de (1.23), (1.24), (1.25) y eligiendo ε suficientemente pequeño, con-
cluimos que

( 1
(α

2 + 1)2
− εΛ−1

)∫

Ω

∣∣∣∇
(( u

1 + εu

)α
2
+1)∣∣∣

2
dx

≤ C(ε)
∫

Ω

u
α+2

2

|x|2 dx +
∫

Ω
f
( u

1 + εu

)α
dx.

Como α < 6, se sigue que α+2
2 < 4 y entonces, por el Teorema 1.3.8, se cumple que

∫

Ω

u
α+2

2

|x|2 dx < ∞.
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Además, tenemos que

∫

Ω
f
( u

1 + εu

)α
dx ≤

( ∫

Ω
fm dx

) 1
m

(∫

Ω
(

u

1 + εu
)m′α dx

) 1
m′

. (1.26)

Empezamos probando el caso (i). Supongamos que m > N
2 . Entonces m′ < N

N−2 ≡ 2∗
2

y por tanto, para todo α ≥ 0, tenemos que m′α < 2∗
2 α. Aplicando ahora la desigualdad

de Hölder, deducimos

(∫

Ω

( u

1 + εu

)m′α
dx

) 1
m′ ≤ C

(∫

Ω

( u

1 + εu

) 2∗
2

α+2∗
dx

) α
2∗
2 α+2∗

.

Dado que α
2∗
2

α+2∗
< 2α

2∗ , obtenemos, como consecuencia de las desigualdades de Young y

Sobolev, que

( ∫

Ω

( u

1 + εu

) 2∗
2

α+2∗
dx

) α
2∗
2 α+2∗ ≤ C + ε

( ∫

Ω

( u

1 + εu

) 2∗
2

α+2∗
dx

) 2α
2∗

≤ C + εS−1

( ∫

Ω

∣∣∣∇
(( u

1 + εu

)α
2
+1)∣∣∣

2
dx

)α

.

De este modo, tenemos que

( ∫

Ω

∣∣∣∇
(( u

1 + εu

)α
2
+1)∣∣∣

2
dx

)α

< C +
(∫

Ω
fm dx

) 1
m

< ∞.

Haciendo tender ε a cero, se cumple que
∫

Ω
uα|∇u|2 dx < ∞ =⇒ u

α+2
2 ∈ W 1,2

0 (Ω).

Aplicando las desigualdades de Sobolev y Hardy, deducimos que

u
2∗
2

(α+2) ∈ L1(Ω) y
∫

Ω

uα+2

|x|2 dx < ∞.

Denotamos ahora α1 = α y tomamos ( u
1+εu)α2 como función test en (1.9) con α2 =

α1 + 1. Como m > N
2 , se sigue que N(α1+2)

N+2(α1+1) < m y por tanto,

∫

Ω
f
( u

1 + εu

)α2

dx ≤
(∫

Ω
f

N(α1+2)
N+2(α1+1) dx

)N+2(α1+1)
N(α1+2)

( ∫

Ω
u

2∗
2

(α1+2) dx

) 2(α1+1)
2∗(α1+2)

< ∞.

Por otro lado, ∫

Ω

uα1+2

|x|2 dx =
∫

Ω

uα2+1

|x|2 dx < ∞,
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y aśı, al igual que antes, concluimos que
∫

Ω

∣∣∣∇
(( u

1 + εu

)α2
2

+1)∣∣∣
2
dx < C.

Haciendo ahora tender ε → 0, obtenemos que
∫

Ω
uα2 |∇u|2 dx < ∞ =⇒ u

α2+2
2 ∈ W 1,2

0 (Ω).

Aplicando la desigualdad de Sobolev deducimos que u
2∗
2

(α2+2) ∈ L1(Ω) y por la desigual-
dad de Hardy, concluimos que ∫

Ω

uα2+2

|x|2 dx < ∞.

Razonando por recurrencia, si uαk ∈ W 1,2
0 (Ω), para αk+1 = αk + 1, tenemos que∫

Ω fuαk+1 dx < ∞. Se sigue entonces que

∫

Ω

uαk+2

|x|2 dx < ∞ =⇒ u
αk+2

2 ∈ W 1,2
0 (Ω).

Usando ahora que αk →∞ cuando k →∞, terminamos la demostración del apartado (i).

A continuación, probamos el apartado (ii). Sea 2N
N+2 ≤ m < N

2 , es decir, N
N−2 < m′ ≤

2N
N−2 . Está claro que la elección de 1 < α < 6 es independiente de la regularidad de f , que
a su vez es independiente de m. Al igual que en el apartado anterior (i), tenemos que

( 1
(α

2 + 1)2
− εΛ−1λ

)∫

{u(x)≥σ}

∣∣∣∇
(( u

1 + εu

)α
2
+1)∣∣∣

2
dx

≤ C(ε)
∫

Ω

u
α+2

2

|x|2 dx +
(∫

Ω
fm dx

) 1
m

( ∫

Ω

( u

1 + εu

)m′α
dx

) 1
m′

,

donde ∫

Ω

u
α+2

2

|x|2 dx < ∞.

Como consecuencia de la desigualdad de Sobolev, tenemos que

∫

Ω

∣∣∣∇
(( u

1 + εu

)α
2
+1)∣∣∣

2
dx ≥ S

( ∫

Ω

( u

1 + εu

) 2∗
2

α+2∗
dx

) 2
2∗

.

Necesariamente se cumple que m′α ≤ 2∗
2 α+2∗ y entonces α ≤ 2∗

m′− 2∗
2

= 2N(m−1)
N−2m . Haciendo

ahora tender ε → 0, obtenemos que

u
2∗
2

(α+2) ∈ L1(Ω) donde α ≤ 2N(m− 1)
N − 2m

.
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Por hipótesis, se tiene que 1
m′ < 2

2∗ y de aqúı concluimos que
∫

Ω
uα|∇u|2 dx < ∞ para todo α ≤ 2N(m− 1)

N − 2m
.

Por tanto, up ∈ W 1,2
0 (Ω) para todo p ≤ r, con r = 1

2
2∗

m′− 2∗
2

+ 1 ≡ m(N−2)
N−2m ≥ 2.

La estructura especial del potencial de Hardy, nos permite dar un resultado más preciso
acerca del comportamiento de la solución del problema (1.22) en un entorno del origen.

Teorema 1.3.11 Supongamos que λ > 0 y f ≥ 0 y sea u una solución no negativa del
problema (1.22). Entonces u no está acotada en ningún entorno del origen.

Demostración. Denotamos v = 1− e−u, entonces



−∆v = λ

(1−v) log( 1
1−v

)

|x|2 + f(1− v) en Ω,

v = 0 en ∂Ω

y 0 ≤ v(x) ≤ 1. Basta comprobar que ‖v‖
L∞(Br(0))

= 1, para toda Br(0) ⊂ Ω. Supongamos,
por reducción al absurdo, que existe una constante positiva c < 1 tal que v(x) ≤ c para
todo x ∈ Br(0). De aqúı, se tiene que

(1− v(x)) log
( 1

1− v(x)

)
≥ c1 en Br(0) =⇒ −∆v ≥ λ

c1

|x|2 en Br(0),

lo que contradice el hecho de que v está acotada.

Teorema 1.3.12 Sea f ≥ 0, f ∈ Lm(Ω) con m ≥ 2N
N+2 y u ∈ W 1,2

0 (Ω) una solución al
problema (1.22). Entonces

∫

Ω
|x|−2γ |∇u|2 dx < ∞, ∀γ <

N − 2
4

.

Demostración. Para cada c tal que 0 < c < ΛN , sea v la solución del problema
{
−∆v − c

v

|x|2 = 1 en Ω,

v = 0 en ∂Ω.
(1.27)

Sabemos que v(x) ≈ |x|−N−2
2

+
√

ΛN−c cerca de x = 0. Tomando v ∈ W 1,2
0 (Ω) como función

test en (1.22), se sigue que
∫

Ω
u(−∆v) dx +

∫

Ω
|∇u|2v dx = λ

∫

Ω

uv

|x|2 dx +
∫

Ω
fv dx.
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Por tanto, si 2γ = N−2
2 −√ΛN − c,

∫

Ω
|x|−2γ |∇u|2 dx ≤ C

∫

Ω
|∇u|2v dx ≤

∫

Ω
f |x|−2γ dx + C

∫

Ω
u|x|−2(γ+1) dx.

Como 2γ < N−2
2 y f ∈ Lm(Ω) con m ≥ 2N

N+2 , entonces
∫

B1(0)
u|x|−2(γ+1) dx < C1 y

∫

Ω
f |x|−2γ < ∞ =⇒

∫

Ω
|x|−2γ |∇u|2 dx < ∞

para todo γ < N−2
4 .

La siguiente tabla resume los resultados anteriores acerca del potencial de Hardy:

f ∈ Lm(Ω) 1 ≤ m ≤ 2N
N+2

2N
N+2

≤ m < N
2

m > N
2

u ∈ W 1,2
0 (Ω)

∫
Ω

up|∇u|2 dx < ∞, up ∈ W 1,2
0 (Ω), ∀p ≤ r, up ∈ W 1,2

0 (Ω), ∀p > 1,

∀p < p̄ = 2∗2(m−1)
2m−2∗(m−1)

< 2. r ≡ m(N−2)
N−2m

≥ 2.
∫
Ω

up

|x|α dx < ∞, ∀p > 1, α < N .

A continuación, resumimos en una tabla el efecto en la regularidad de las soluciones,
que produce la actuación conjunta del potencial de Hardy y el término cuadrático en el
gradiente.

Regularidad de las Soluciones

f ∈ Lm(Ω) −∆u = f −∆u = λ
u

|x|2 + f −∆u + |∇u|2 = λ
u

|x|2 + f

∀λ < ΛN ∀λ
Véase [125] Véase [42] Véase [14]

m > N
2

u ∈ L∞(Ω) ∩W 1,2
0 (Ω) u /∈ L∞(Ω) up ∈ W 1,2

0 (Ω),

∀p > 1, u /∈ L∞(Ω)

2N
N+2

≤ q < N
2

u ∈ Lm∗∗(Ω) ∩W 1,2
0 (Ω) u ∈ Lm∗∗(Ω) ∩W 1,2

0 (Ω) up ∈ W 1,2
0 (Ω),

∀λ < N(m−1)(N−2m)

m2 ∀p ≤ r = m(N−2)
N−2m

1 < q < 2N
N+2

u ∈ W 1,m∗
0 (Ω) u ∈ W 1,m∗

0 (Ω)
∫
Ω

up|∇u|2 < ∞,

∀λ < N(m−1)(N−2m)

m2 p < p = 2∗2(m−1)
2m−2∗(m−1)

Nota 1.3.13 Merece la pena destacar que f(m) = m∗∗ = Nm
N−2m es una función creciente

en m de forma que f( 2N
N+2) = 2N

N−2 y f(N
2 ) = ∞. Se tiene también que g(m) = m∗ = Nm

N−m

es una función creciente en m tal que g(1) = N
N−1 y g( 2N

N+2) = 2. De la misma forma,
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h(m) = m(N−2)
N−2m es una función creciente en m que satisface que h( 2N

N+2) = 2 y h(N
2 ) = ∞.

Por último, z(m) = 2∗2(m−1)
2m−2∗(m−1) es una función creciente en m tal que z(1) = 0 y z( 2N

N+2) =
2. Por tanto, hay continuidad en todos los resultados.

6

-

λ

λ(m)

m

ΛN

1
2N

N + 2

N

2

.
.............................

..........................

.......................

....................
.................
................
............... .............. ............

.
.............................

..........................

.......................

....................
.................

................
.........................................

Obsérvese que al añadir el gradiente al cuadrado obtenemos resultados de regularidad
para todo λ, mientras que sin él hay que restringir el parámetro λ a la siguiente curva,
λ(m) = N(m−1)(N−2m)

m2 .

3.3. Unicidad de soluciones

En esta subsección obtenemos resultados de unicidad para la solución del problema
(1.9). Otros resultados relacionados pueden encontrarse en [28]. En primer lugar, probamos
un lema de comparación que extiende el resultado de [47] a funciones no crecientes.

Lema 1.3.14 Consideramos λ, f y g en las mismas condiciones del problema (1.9). Sean
u1, u2 ∈ W 1,2

0 (Ω) dos funciones que satisfacen respectivamente





−∆u1 + |∇u1|2 ≥ λg(x)u1 + f en Ω,

u1 > 0 en Ω,

u1 = 0 en ∂Ω.

(1.28)





−∆u2 + |∇u2|2 ≤ λg(x)u2 + f en Ω,

u2 > 0 en ∂Ω,

u2 = 0 en ∂Ω.

(1.29)

Entonces u1 ≥ u2 en Ω.

Demostración. Tras al cambio de variables vi = 1− e−ui , obtenemos




−∆v1 ≥ λg(x)(1− v1) log
(

1
1−v1

)
+ f(1− v1) en Ω,

v1 > 0 en Ω,

v1 = 0 en ∂Ω,

(1.30)
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−∆v2 ≤ λg(x)(1− v2) log
(

1
1−v2

)
+ f(1− v2) en Ω,

v2 > 0 en Ω,

v2 = 0 en ∂Ω.

(1.31)

Basta comprobar que v1 ≥ v2. La demostración sigue los mismos argumentos utilizados
en [47] (véase también [49]). De (1.30) y (1.31) se concluye que

(−∆v1)v2 − (−∆v2)v1

≥ λg(x)v2v1

( 1
v1

(1− v1) log
( 1

1− v1

)
− 1

v2
(1− v2) log

( 1
1− v2

))

+ fv1v2

( 1
v1
− 1

v2

)
. (1.32)

Sea θ(t) una función no decreciente y suave tal que
{

θ(t) ≡ 1 si t ≥ 1,

θ(t) ≡ 0 si t ≤ 0,

y consideramos θε(t) = θ( t
ε), que satisface θε(t) ≥ 0, para todo t en R. Por otro lado, se

tiene que
∫

Ω
((−∆v1)v2 − (−∆v2)v1)θε(v2 − v1) dx

=
∫

Ω
v2θ

′
ε(v2 − v1)∇v1(∇v2 −∇v1) dx−

∫

Ω
v1θ

′
ε(v2 − v1)∇v2(∇v2 −∇v1) dx

=−
∫

Ω
v2θ

′
ε(v2 − v1)(∇v2 −∇v1)2 dx +

∫

Ω
(v2 − v1)θ′ε(v2 − v1)∇v2(∇v2 −∇v1) dx

≤
∫

Ω
(v2 − v1)θ′ε(v2 − v1)∇v2(∇v2 −∇v1) dx

=
∫

Ω
∇v2∇(γε(v2 − v1)) dx = −

∫

Ω
∆v2γε(v2 − v1) dx,

donde γε(t) =
∫ t
0 sθ′ε(s)ds. Como −∆v2 ∈ L1(Ω) y 0 ≤ γε(t) ≤ ε, ∀t ∈ R, entonces

concluimos que, ∫

Ω

(
(−∆v1)v2 − (−∆v2)v1

)
θε(v2 − v1) dx ≤ ε.

Por tanto, como consecuencia de (1.32), tenemos que

∫

Ω

(
λg(x)v2v1

( 1
v1

(1− v1) log
( 1

1− v1

)
− 1

v2
(1− v2) log

( 1
1− v2

))

+ fv1v2

( 1
v1
− 1

v2

))
θε(v2 − v1) dx ≤ 0.
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Pasando al ĺımite cuando ε → 0,
∫

{v1<v2}

(
λg(x)v2v1

( 1
v1

(1− v1) log
( 1

1− v1

)
− 1

v2
(1− v2) log

( 1
1− v2

))

+ fv1v2

( 1
v1
− 1

v2

))
dx ≤ 0.

Como 1
s y (1− s) log( 1

1−s) son funciones decrecientes en [0, 1) y puesto que si (1− v1) = 0
en v1 < v2 entonces (1− v2) 6= 0, se sigue que
∣∣{v1 < v2}

∣∣ = 0 en Ω ∩ (supp g ∪ supp f) =⇒ v1 ≥ v2 en Ω ∩ (supp g ∪ supp f).

Si denotamos w = v1 − v2, deducimos, de (1.30) y (1.31), que

−∆w ≥ λg(x)
(
(1− v1) log

( 1
1− v1

)
− (1− v2) log

( 1
1− v2

))
+ f(v2 − v1).

Tomando w− como función test y usando que w− = 0 en Ω ∩ (supp g ∪ supp f), se
tiene que ‖w−‖

W 1,2
0

= 0, con lo que v1 ≥ v2 en Ω y concluimos que u1 ≥ u2 en Ω.

Teorema 1.3.15 Supongamos que f ∈ L1(Ω) es una función positiva y que g satisface
(1.10). Entonces, para todo λ > 0 el problema





−∆u + |∇u|2 = λg(x)u + f(x) en Ω,

u > 0 en Ω,

u = 0 en ∂Ω,

(1.33)

tiene a lo más una solución positiva u ∈ W 1,2
0 (Ω).

Demostración. Si u ∈ W 1,2
0 (Ω) es una solución de (1.33), entonces v = 1 − e−u cumple

que 0 ≤ v ≤ 1 en Ω y es una solución de
{
−∆v = λg(x)(1− v) log( 1

1−v ) + (1− v)f(x) en Ω,

v = 0 en ∂Ω.
(1.34)

Definimos

H(v, x) =





λg(x)(1− v) log( 1
1−v ) + (1− v)f(x) si 0 ≤ v < 1,

0 si v ≥ 1.

Mediante un cálculo directo, obtenemos que H(v,x)
v es una función no creciente en v para

v ≥ 0. Por la anterior extensión 1.3.14 del resultado de comparación de [47], concluimos
que v es la única solución de (1.34). Por tanto, u es la única solución de (1.33).
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4. Otros resultados

Para completar nuestro análisis del estudio de la influencia conjunta del potencial de
Hardy con el término del gradiente, consideramos el caso λ = −σ con σ > 0 y la presencia
del término |∇u|2 al lado derecho de la ecuación. Es decir, tratamos el siguiente problema





−∆u + σ
u

|x|2 = |∇u|2 + αf en Ω,

u ≥ 0 en Ω,

u = 0 en ∂Ω,

(1.35)

con σ, α > 0 y f > 0 con suficiente sumabilidad. Empezamos probando resultados de
regularidad para las soluciones.

Teorema 1.4.1 Sea u ∈ W 1,2
0 (Ω) una solución del problema (1.35) y supongamos que

f ≥ 0 satisface (1.10). Entonces:

(i) up ∈ W 1,2
0 (Ω), ∀p > 1. En particular, u ∈ Lp(Ω), ∀p > 1.

(ii) up

|x|β ∈ L1(Ω),∀p ≥ 1, ∀β < N.

(iii) |x|−2γ |∇u|2 ∈ L1(Ω), ∀γ < N−2
2 .

Demostración. Como u ∈ W 1,2
0 (Ω), se tiene, por la desigualdad de Hardy, que

∫

Ω

u2

|x|2 dx < ∞.

Tomando ahora u
1+εu , ε > 0, como función test en (1.35), tenemos que

∫

Ω
|∇u|2 dx + σ

∫

Ω
u2|x|2 dx ≥

∫

Ω

|∇u|2
(1 + εu)2

dx + σ

∫

Ω

u2

|x|2(1 + εu)
dx ≥

∫

Ω

u|∇u|2
(1 + εu)

dx.

Pasando al ĺımite cuando ε → 0, deducimos que u3/2 ∈ W 1,2
0 (Ω), y por la desigualdad de

Hardy, concluimos que ∫

Ω

u3

|x|2 dx < ∞.

Tomamos ahora u2

1+εu2 como función test en (1.35) y usando que u3/2 ∈ W 1,2
0 (Ω), tenemos

que

2
∫

Ω
u|∇u|2 dx +

∫

Ω

u3

|x|2 dx ≥
∫

Ω

u2|∇u|2
1 + εu2

dx + α

∫

Ω
f

u2

1 + εu2
dx.

Aplicando de nuevo el Teorema de la convergencia monótona, obtenemos que

1
4

∫

Ω
|∇u2|2 dx =

∫

Ω
|∇u|2u2 dx < ∞.
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Por recurrencia, deducimos que up ∈ W 1,2
0 (Ω) para cualquier p > 1, con lo que se sigue

(i). Usando ahora la desigualdad de Sobolev concluimos que u ∈ Lp(Ω), ∀p > 1, y (ii) se
deduce gracias a la desigualdad de Hölder:

∫

Ω

up

|x|β dx ≤
(∫

Ω
upm dx

) 1
m

(∫

Ω

1
|x|βm′ dx

) 1
m′

.

De hecho, como m → ∞ entonces m′ → 1 y dado que β < N , terminamos la prueba de
(ii).

Pasamos a demostrar (iii). Consideramos,

vn =





1
|x|2γ + 1

n

− 1
1 + 1

n

en B1(0),

0 en Ω \B1(0),

con γ < N−2
2 . Tomando vn ∈ W 1,2

0 (Ω) ∩ L∞(Ω) como función test en (1.35) y usando que
∂vn
∂η |∂B1(0) < 0, se sigue que

−
∫

Ω
u(−∆vn) dx + σ

∫

B1(0)

uvn

|x|2 dx ≥
∫

Ω
∇u∇vn dx + σ

∫

B1(0)

uvn

|x|2 dx

=
∫

B1(0)
|∇u|2vn dx + α

∫

B1(0)
fvn dx.

Por tanto,
∫

B1(0)
|∇u|2v dx + α

∫

B1(0)
f |x|−2γ dx ≤ (C + σ)

∫

B1(0)
u|x|−2(γ+1) dx,

y entonces, concluimos que
∫

Ω
|x|−2γ |∇u|2 dx < ∞ y

∫

Ω
f |x|−2γ dx < ∞,

para todo γ < N−2
2 , lo que prueba (iii).

Nota 1.4.2 Si u ∈ W 1,2
0 (Ω) es una solución del problema (1.35), entonces necesariamente

∫

Ω
f |x|−2γ dx < ∞, ∀γ <

N − 2
2

.

Obsérvese que f satisface esta condición si f ∈ Lm(Ω), con m ≥ N
2 .

A continuación, demostramos un resultado de regularidad que nos permite justificar
en este caso el cambio de variables de Hopf–Cole v = eu − 1.
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Lema 1.4.3 Sean f ∈ L1(Ω) yu ∈ W 1,2
0 (Ω) una solución de (1.35) que cumple ue2δu

|x|2 ∈
L1(Ω) para todo δ < 1

2 . Entonces

eδu − 1 ∈ W 1,2
0 (Ω), ∀δ <

1
2
. (1.36)

Demostración. Seguimos los mismos argumentos utilizados en [5]. Es suficiente considerar
vε =

(
e

2δu
1+εu − 1

) ∈ W 1,2
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) como función test en (1.35). Entonces,

∫

Ω
|∇u|2e 2δu

1+εu
2δ

(1 + εu)2
dx =

∫

Ω
|∇u|2(e 2δu

1+εu − 1
)
dx

+ λ

∫

Ω

(
e

2δu
1+εu − 1

) u

|x|2 dx + α

∫

Ω
f
(
e

2δu
1+εu − 1

)
dx ≥

∫

Ω
|∇u|2(e 2δu

1+εu − 1
)
dx.

Por tanto,
∫

Ω
|∇u|2 dx + σ

∫

Ω

(
e

2δu
1+εu − 1

) u

|x|2 dx ≥
∫

Ω

(
1− 2δ

(1 + εu)2
)
e

2δu
1+εu |∇u|2 dx.

Como δ < 1
2 , basta aplicar el Lema de Fatou y se concluye la demostración.

Notas 1.4.4 (i) Si eδu − 1 ∈ W 1,2
0 (Ω) para todo δ < 1

2 , entonces por la desigualdad de

Sobolev, e
2δN
N−2 ∈ L1(Ω). Aplicando ahora la desigualdad de Hölder con v = eu − 1, para

1
2 < β < q, tenemos que

∫

Ω
|∇v|q dx =

∫

Ω
equ|∇u|q dx =

∫

Ω
eβue(q−β)u|∇u|q dx

≤ C1

∫

Ω
|∇u|2e 2

q
(q−β)u

dx + C2

∫

Ω
e

2β
2−q

u
dx.

Por tanto, si eδu − 1 ∈ W 1,2
0 (Ω) para todo δ < 1

2 , se tiene que v = eu − 1 ∈ W 1,q
0 (Ω) para

todo q < N
N−1 .

(ii) Por la desigualdad de Sobolev, concluimos además que eαu ∈ L1(Ω) para todo
α < N

N−2 .

(iii) La regularidad dada por el lema previo es óptima. De hecho, si consideramos
σ = f = 0 y Ω = B1(0), entonces la ecuación (1.35) admite la siguiente familia de
soluciones

um(x) = log
( |x|2−N −m

1−m

)
, 0 ≤ m < 1

(véase [66]), que satisface (1.36), pero e
u
2 − 1 /∈ W 1,2

0 (Ω).
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4.1. Existencia de soluciones regulares

Para probar resultados de existencia vamos a suponer que f satisface (1.10). Está claro
que la condición (1.10) implica que f ∈ W−1,2(Ω).

Definición 1.4.5 Decimos que u es una solución regular de (1.35) si eu − 1 ∈ W 1,2
0 (Ω).

Teorema 1.4.6 Sea f una función que satisface (1.10). Entonces (1.35) tiene una solu-
ción regular para todo α < λ1(f).

Demostración. Denotamos v = eu − 1. Entonces v cumple
{
−∆v +

σ

|x|2 (v + 1) log (|v + 1|) = αf(v + 1) en Ω,

v = 0 en ∂Ω.
(1.37)

Sea 0 < α < λ1(f). Consideramos el funcional de enerǵıa

J(v) =
1
2

∫

Ω
|∇v|2 dx + σ

∫

Ω

G(|v|)
|x|2 dx− α

2

∫

Ω
f(v + 1)2 dx,

donde G(s) = (s+1)2

2

(
log(s + 1)− 1

2

)
. Usando un argumento elemental de minimización,

deducimos que existe un mı́nimo v no negativo para J(v). Finalmente, basta tomar
u = log(1 + v) y obtenemos el resultado deseado.

Notas 1.4.7 (i) El intervalo de existencia en α es en general óptimo, como prueba el
ejemplo siguiente. Sea f(x) = 1

|x−x0| , con x0 ∈ Ω y x0 6= 0. Si para α > λ1(f) ≡ ΛN

existiera una solución u > 0, entonces consideramos una bola Br(x0) ⊂⊂ Ω tal que
0 /∈ Br(x0). Tomando φ2 ∈ C∞

0 (Br(x0)) como función test en (1.35), se tiene que
∫

Ω
|∇φ|2 dx + σ

∫

Ω

uφ2

|x|2 dx ≥ α

∫

Ω
fφ2 dx. (1.38)

Aplicando las desigualdades de Hölder y Sobolev, obtenemos

σ

∫

Br(x0)

uφ2

|x|2 dx ≤ σ

C(|x0| − r)2

(∫

Br(x0)
u

N
2 dx

) 2
N

( ∫

Br(x0)
|∇φ|2 dx

)
. (1.39)

Por la desigualdad de Hardy para peso f , sabemos que existe una sucesión {φn} ∈ W 1,2
0 (Ω)

tal que

α

1 +
σ

C(|x0| − r)2

(∫

Br(x0)
u

N
2 dx

) 2
N

≤

∫

Br(x0)
|∇φn|2 dx

∫

Br(x0)
fφ2

n dx

−→ ΛN ∀r > 0.
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Por tanto, cuando r ↓ 0, se sigue que α ≤ ΛN y llegamos a contradicción.

(ii) Existe un caso particular que proporciona existencia para todo α > 0. Considera-
mos |x|2f(x) ≤ A. En este caso, como para todo M, C > 0 existen constantes ε, k > 0
tales que si v ≥ k entonces,

M(v + 1)2 log(v + 1)− C(v + 1)2 ≥ ε,

deducimos que el correspondiente funcional J de arriba es coercivo para todo α.

4.2. Soluciones débiles: conexión con problemas eĺıpticos con dato me-
dida

En esta subsección mostraremos la profunda relación que existe entre problemas con
términos cuadráticos de primer orden y ecuaciones lineales con datos medida. Esta relación
implica un resultado de no unicidad muy fuerte para soluciones distribucionales del proble-
ma (1.35). Para ello, seguiremos las ideas de [5]. A continuación, enunciamos una propiedad
de monotońıa muy conocida para el operador (1.37).

Lema 1.4.8 (Principio de Comparación) Sea H : R → R una función creciente y
u, v ∈ W 1,2

0 (Ω) tales que H(u), H(v) ∈ L1(Ω). Supongamos que −∆u + H(u) ≤ −∆v +
H(v) en Ω. Entonces u ≤ v en Ω.

El siguiente resultado motiva la principal hipótesis que deberemos tener en cuenta en
las medidas que posteriormente vamos a considerar. Compárese dicho resultados con los
recogidos en [5] donde no aparece el potencial de Hardy.

Teorema 1.4.9 Sea Ω un dominio acotado con 0 ∈ Ω. Entonces, no existe v ∈ L1
loc(Ω)

tal que (v+1) log (v+1)
|x|2 ∈ L1

loc(Ω), f(v + 1) ∈ L1
loc(Ω) y




−∆v + σ

(v + 1) log (v + 1)
|x|2 = αf(v + 1) + δ0 en D′(Ω),

v ≥ 0 en Ω.

(1.40)

Demostración. Seguimos un argumento de reducción al absurdo. Supongamos que v ∈
L1

loc(Ω) es una solución de (1.40), tal que (v+1) log (v+1)
|x|2 ∈ L1

loc(Ω) y f(v +1) ∈ L1
loc(Ω). Por

tanto, v es una supersolución en Bη(0) ⊂⊂ Ω del problema




−∆w + σ
(w + 1) log (w + 1)

|x|2 = δ0 en D′(Bη(0)),

w > 0 en Ω,

w = 0 en ∂Bη(0).

(1.41)
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Afirmamos que (1.41) tiene una única solución renormalizada w ∈ W 1,q
0 (Ω) para todo

q < N
N−1 . Además esta solución es radial. Para probar esta afirmación, consideramos los

problemas aproximados




−∆wn + σ
(wn + 1) log (wn + 1)

|x|2 + 1
n

= δ0 en D′(Bη(0)),

wn > 0 en Ω,

wn = 0 en ∂Bη(0).

(1.42)

La existencia y unicidad de solución del problema (1.42), se obtiene usando los resultados
de [22] (se pueden consultar también los resultados de [25, §4]). Por la estructura de la
ecuación y por unicidad, es claro que la solución wn es radial. Como v es una supersolución
de (1.42), usando la desigualdad extendida de Kato en [50], concluimos que wn ≤ v.
Además, las funciones wn están uniformemente acotadas en W 1,q

0 (Ω) como consecuencia
de los argumentos que aparecen en [24]. Denotamos por w al ĺımite débil de {wn} en
W 1,q

0 (Ω). Para pasar al ĺımite en el término no lineal, usamos expĺıcitamente la existencia
de la supersolución v, es decir, usamos que

(wn + 1) log (wn + 1)
|x|2 ≤ (v + 1) log (v + 1)

|x|2 en L1(Bη(0))

y el Teorema de la convergencia dominada. La afirmación por tanto queda probada.

Integrando ahora la ecuación que satisface w en Br(0) con r < η, resulta que

−rN−1w′(r) + σ

∫ r

0

(w + 1) log(w + 1)
t2

tN−1dt = 1.

Por tanto, tenemos que

w′(r) = o
( 1

rN−1

)
− 1

rN−1
y w(r) = o

( 1
rN−2

)
− (N − 2)

rN−2
.

Como para r ↓ 0, w(r) ≈ (N−2)
rN−2 , entonces

(w + 1) log(w + 1)
|x|2 ≈ log

(
1 +

N − 2
|x|N−2

)( 1
|x|2 +

N − 2
|x|N

)
/∈ L1(Ω),

lo que contradice las hipótesis iniciales.

Nota 1.4.10 El Teorema 1.4.9 evidencia que |x|−2 es un caso ĺımite. De hecho, si consi-
deramos el problema





−∆w + σ
(w + 1)1−η log (w + 1)

|x|2−ε
= µ en D′(Ω),

w > 0 en Ω,

w = 0 en ∂Ω,

con ε > 0 ó η > 0, entonces existe una única solución para toda medida de Radon acotada
y positiva. Véase [22].
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El Teorema 1.4.9 también motiva la clase de medidas válidas que, como dato fuente,
pueden aparecer en problemas semilineales (1.37) para tener solución débil.

Denotamos por M(Ω) al conjunto de las medidas de Radon positivas en Ω. Decimos
que µ ∈ M(Ω) está concentrada en un conjunto de Borel E ⊂ Ω si µ(E) = µ(B ∩E) para
cada conjunto de Borel B. Además, denoretamos por cap(E) = cap1,2(E) a la capacidad
de los subconjuntos de Ω inducida por la norma

‖u‖2
W 1,2

0

=
∫

Ω
|∇u|2 dx.

Para obtener más detalles acerca de la capacidad consúltese el apartado 0.0.17 la Intro-
ducción.

El teorema siguiente se inspira en el estudio de la ecuación [25, (4.16), pág. 727].

Teorema 1.4.11 Sea µs una medida acotada positiva que está concentrada en un conjunto
A ⊂ Ω \ Br(0), con r > 0, de capacidad cero. Supongamos que f es una función positiva
tal que f ∈ Lp(Ω) con p > N

2 . Entonces, para todo 0 < α < λ1(f) y todo σ > 0, existe una
única solución v al problema





−∆v + σ
(v + 1) log (v + 1)

|x|2 = αf(v + 1) + µs en D′(Ω),

v ≥ 0 en Ω,

v = 0 en ∂Ω,

v ∈ W 1,q
0 (Ω) ∀q < N

N−1 ,

Tk(v) ∈ W 1,2
0 (Ω) ∀k > 0,

log(1 + v) ∈ W 1,2
0 (Ω).

(1.43)

Demostración. Al igual que en [111], seguimos un argumento de aproximación (véase
también [5]). Sea {gn} una sucesión de funciones acotadas positivas tales que

‖gn‖L1 ≤ C, supp gn ⊂ Ω \B r
2
(0) y gn → µs

en el sentido de las medidas. Siguiendo los mismos argumentos que en la demostración del
Teorema 1.4.6, obtenemos la existencia de una única solución vn ∈ W 1,2

0 (Ω) no negativa
al problema





−∆vn + σ
(vn + 1) log (vn + 1)

|x|2 = αf(vn + 1) + gn en Ω,

vn ≥ 0 en Ω,

vn = 0 en ∂Ω.

(1.44)

Como consecuencia de los mismos argumentos usados en [5], demostramos que vn

está acotado en Lq′(Ω), donde q′ = q
q−1 > N

N−2 . Usando [59, Thm. 4], se prueba que existe
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v ∈ W 1,q
0 (Ω) tal que vn ⇀ v en W 1,q

0 (Ω) con q < N
N−1 . La dificultad está en pasar al ĺımite

en el término no lineal y obtener luego que v es solución del problema (1.43).

Se cumple que −∆vn → −∆v en D′(Ω) y que

(vn + 1) log (vn + 1)
|x|2 −→ (v + 1) log (v + 1)

|x|2

fuertemente en L1
loc(Ω \ {0}). Por tanto, para terminar, basta comprobar que

(vn + 1) log (vn + 1)
|x|2 −→ (v + 1) log (v + 1)

|x|2 fuertemente en L1(Br0(0)), r0 < r.

(1.45)

Sea η una función test positiva tal que η = 0 en Ω \Br(0) y η = 1 en Br0(0). Usando
(vn + 1

m)βη2 como función test en (1.44) y tomando ĺımites cuando m →∞, se tiene que

β

∫

Ω
vβ−1
n η2|∇vn|2 dx +

∫

Ω

η2vβ
n(vn + 1) log (vn + 1)

|x|2 dx

≤ λ

∫

Ω
f(vn + 1)vβ

n dx + 2
∫

Ω
vβ
nη|∇η||∇vn| dx.

Como consecuencia de la desigualdad de Young, existen constantes c1, c2 > 0 tales que

c1

∫

Ω
vβ−1
n η2|∇vn|2 dx +

∫

Ω

η2vβ
n(vn + 1) log (vn + 1)

|x|2 dx

≤ λ

∫

Ω
f(vn + 1)vβ

n dx + c2

∫

Ω
vβ+1
n |∇η|2 dx.

Eligiendo β + 1 < N
N−2 , tenemos que

λ

∫

Ω
f(v + 1)vβdx + c2

∫

Ω
vβ+1
n |∇η|2 dx ≤ c3.

Por tanto, concluimos que
∫

Br0 (0)
|∇v

β+1
2

n |2 dx +
∫

Br0(0)

vβ
n(vn + 1) log (vn + 1)

|x|2 dx ≤ C uniformemente en n.

De aqúı se sigue que v
β+1/2
n está acotada en W 1,2(Br0(0)), luego vn → v fuertemente en

Lp(Br0(0)) para todo p < ( N
N−2)2. Como ( N

N−2)2 > N
N−2 , entonces 1

|x|2 ∈ L
N
2
−ε(Br0(0))

para todo ε > 0 y usando la desigualdad de Hölder, obtenemos la convergencia (1.45).

El resultado de unicidad es una consecuencia inmediata de la regularidad de v, la
estructura de la ecuación y de la desigualdad de Kato generalizada obtenida en [50].

Si |x|2f ≤ C, entonces existe una solución para todo α > 0. Además, se tiene unicidad
si C ≤ ΛN .
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Teorema 1.4.12 Sean µs una medida de Radon acotada y positiva que está concentrada
en un conjunto A ⊂ Ω \Br(0) tal que cap1,2(A) = 0 y f una función positiva que satisface
(1.10). Supongamos que α < λ1(f) y consideramos la solución v del problema





−∆v + σ
(v + 1) log (v + 1)

|x|2 = αf(v + 1) + µs en D′(Ω),

v ≥ 0 en Ω,

v = 0 en ∂Ω,

v ∈ W 1,q
0 (Ω) ∀q < N

N−1 ,

Tk(v) ∈ W 1,2
0 (Ω) ∀k > 0,

log(1 + v) ∈ W 1,2
0 (Ω).

(1.46)

Definimos u = log(v + 1). Entonces u cumple que




−∆u + σ
u

|x|2 = |∇u|2 + αf en D′(Ω),

u ≥ 0 en Ω,

u ∈ W 1,2
0 (Ω).

(1.47)

Demostración. La existencia de la solución v del problema (1.46) se tiene por el Teorema
1.4.11. Consideramos ahora una sucesión {gn} de funciones acotadas y positivas tales que
‖gn‖L1 ≤ C y gn → µs en el sentido de las medidas. Sea vn la solución minimal del
problema





−∆vn + σan(x)(vn + 1) log (vn + 1) = αf(vn + 1) + gn en Ω,

vn ≥ 0 en Ω,

vn = 0 en ∂Ω,

vn ∈ W 1,2
0 (Ω).

Definimos un = log(1 + vn). Mediante un cálculo directo obtenemos que

−∆un = −σan(x) log(vn + 1) + |∇un|2 + αf +
gn

vn + 1
en D′(Ω). (1.48)

Como −∆un → −∆u en D′(Ω), para concluir que u resuelve (1.47) basta probar que
el lado derecho de (1.48) converge a

−σ
u

|x|2 + |∇u|2 + αf en D′(Ω)

Como vn → v en Lp(Ω), entonces log(vn + 1) → log(v + 1) en Lp(Ω) para todo p. Veamos
que

gn

vn + 1
−→ 0 en D′(Ω). (1.49)
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En efecto, como µs está concentrada en A ⊂ Ω \ Br(0) con cap (A) = 0, para todo ε > 0
existe un conjunto abierto Uε tal que A ⊂ Uε y cap (Uε) ≤ ε. Es decir, para todo ε > 0
existe φ ∈ C∞0 (Ω) tal que

φ ≥ 0, φ ≡ 1 en Uε y
∫

Ω
|∇φ|2 dx ≤ ε

2
.

Si ahora definimos ψ = 2φ
φ+1 . Se sigue que

ψ ∈ C∞0 (Ω), 0 ≤ ψ ≤ 2, ψ ≡ 1 en Uε y
∫

Ω
|∇ψ |2 dx ≤ ε.

Usando la desigualdad de Picone del Lema 0.0.13, tenemos que

∫

Ω
|∇ψ |2 dx ≥

∫

Ω
−∆(vn + 1)

(vn + 1)
ψ 2 dx

≥ α

∫

Ω
fψ 2 dx +

∫

Uε

gn

vn + 1
dx− σ

∫

Ω
an(x) log(vn + 1)ψ 2 dx.

De esta forma,

∫

Uε

gn

vn + 1
dx ≤ ε + 2σ

(∫

Ω

(log(1 + vn))2

|x|2 dx

) 1
2
(∫

Ω

ψ 2

|x|2 dx

) 1
2

≤ (1 + 2CσΛN )ε

para cada n ∈ N. Por tanto, basta demostrar que para todo ψ ∈ C∞0 (Ω), se cumple que

ĺım
n→∞

∫

Ω
ψ

gn

vn + 1
dx = 0.

En efecto, como
∣∣∣∣
∫

Ω
ψ

gn

vn + 1
dx

∣∣∣∣ ≤ ‖ψ‖∞
∫

Uε

gn

vn + 1
dx +

∫

Ω\Uε

|ψ|gn dx,

usando que gn → µs en el sentido de las medidas y que µs está concentrada en A ⊂ Uε,
deducimos que ∫

Ω\Uε

|ψ|gn dx → 0 cuando n →∞,

y por tanto se sigue (1.49). Usando ahora el Teorema de Vitali y los mismos argumentos
que en [5], obtenemos que

|∇un|2 → |∇u|2 fuertemente en L1(Ω),

con lo que concluye la demostración.
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Notas 1.4.13 (i) Al igual que antes, el resultado del Teorema 1.4.12 se mantiene en el
caso |x|2f ≤ C sin ninguna restricción acerca de α.

(ii) Sea v la solución del problema (1.46). Haciendo el cambio de variables u = log(1+v),
es fácil comprobar que u formalmente satisface la ecuación

−∆u = |∇u|2 + λ
u

|x|2 + αf +
µs

1 + v
.

La demostración del Teorema 1.4.12 muestra que la fracción µs

1+v es cero, lo que corresponde
a decir que “v(x) = +∞ en el conjunto en el que la medida singular µs es diferente de
cero”. Este resultado es obvio en el caso en que µs es una delta de Dirac concentrada en
algún punto de Ω. Para resultados sobre el comportamiento de las soluciones de ecuaciones
eĺıpticas con datos medida, conviene estudiar los trabajos de [60] y [109].

Consideramos ahora el problema inverso.

Teorema 1.4.14 Sea u ∈ W 1,2
0 (Ω) una solución no negativa de (1.35) tal que ueu

|x|2 ∈ L1(Ω)

y supongamos que f satisface (1.10). Entonces v = eu − 1 ∈ W 1,q
0 (Ω), ∀q < N

N−1 , y existe
una medida µs, concentrada en un conjunto de capacidad cero, tal que





−∆v + σ
(v + 1) log (v + 1)

|x|2 = αf(v + 1) + µs en D′(Ω),

v ≥ 0 en Ω,

v = 0 en ∂Ω,

v ∈ W 1,q
0 (Ω) ∀q < N

N−1 ,

Tk(v) ∈ W 1,2
0 (Ω) ∀k > 0,

log(1 + v) ∈ W 1,2
0 (Ω).

(1.50)

Además, µs puede caracterizarse como el siguiente ĺımite débil en el espacio de medidas
de Radon acotadas

µs = ĺım
ε→0

|∇u|2e u
1+εu

(
1− 1

(1 + εu)2
)
. (1.51)

Demostración. Como ueu

|x|2 ∈ L1(Ω), siguiendo los mismos argumentos que en la Nota 1.4.3,

deducimos que eδu − 1 ∈ W 1,2
0 (Ω), ∀δ < 1

2 y por tanto, v = eu − 1 ∈ W 1,q
0 (Ω) para todo

q < N
N−1 . Para cada ε > 0, tomamos e

u
1+εu − 1 ∈ L∞(Ω) ∩W 1,2

0 (Ω) como función test en
(1.35), y aśı

∫

Ω
|∇u|2 dx =

∫

Ω
|∇u|2e u

1+εu

(
1− 1

(1 + εu)2
)

dx

+ α

∫

Ω
f
(
e

u
1+εu − 1

)
dx− σ

∫

Ω

u

|x|2
(
e

u
1+εu − 1

)
dx.
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Como el último término está acotado, tenemos que
∫

Ω
|∇u|2 dx ≥

∫

Ω
|∇u|2e u

1+εu

(
1− 1

(1 + εu)2
)

dx + α

∫

Ω
f(e

u
1+εu − 1) dx.

De aqúı, deducimos que

∫

Ω
|∇u|2e u

1+εu

(
1− 1

(1 + εu)2

)
dx ≤

∫

Ω
|∇u|2 dx y

∫

Ω
f
(
e

u
1+εu − 1

)
dx ≤

∫

Ω
|∇u|2 dx.

Por el Teorema de la convergencia monótona concluimos que
∫

Ω
f(e

u
1+εu − 1) dx −→

∫

Ω
fv dx ≤

∫

Ω
|∇u|2 dx < ∞.

Por otro lado, para una subsucesión, se verifica que

|∇u|2e u
1+εu

(
1− 1

(1 + εu)2
)

⇀ µs,

donde µs es una medida de Radon positiva. Además, µs está concentrada en el conjunto
A ≡ {x ∈ Ω : u(x) = ∞}. Esto último se sigue del hecho que

∫

u≤k
|∇u|2e u

1+eu

(
1− 1

(1 + εu)2
)

dx → 0 cuando ε → 0.

Como u ∈ W 1,2
0 (Ω), entonces se tiene que cap(A) = 0.

Para cada ε > 0, tenemos que e
s

1+εs ∈ W 1,2
0 (Ω)∩L∞(Ω) y definimos vε =

∫ u
0 e

s
1+εs ds ∈

W 1,2
0 (Ω) de tal forma que vε → v en L1(Ω) y −∆vε → −∆v en D′(Ω). Además,

−∆vε = −e
u

1+εu ∆u− 1
(1 + εu)2

e
u

1+εu |∇u|2

=
(
1− 1

(1 + εu)2
)
e

u
1+εu |∇u|2 − σe

u
1+εu

u

|x|2 + αe
u

1+εu f.

Pasando al ĺımite cuando ε tiende a 0, deducimos que v resuelve la ecuación (1.50) en el
sentido de las distribuciones.

Notas 1.4.15 (i) Obsérvese que en el caso e|u|/2− 1 ∈ W 1,2
0 (Ω), es decir, para la solución

regular, el ĺımite en (1.51) es cero gracias al Teorema de convergencia de Lebesgue.

(ii) Dada la estructura especial del operador de Laplace, se tiene que para datos medida,
las nociones de solución en el sentido de las distribuciones, en el sentido de dualidad (véase
[125]) y de soluciones renormalizadas (véanse [60] y [108]) coinciden (véase también [119]).
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(iii) Obsérvese que este fenómeno de multiplicidad aparece en general cuando el gra-
diente actúa en el segundo miembro de la ecuación con una potencia q ≥ N

N−1 . Para
q < N

N−1 se concluye, usando el resultado de Alaa–Pierre en [18], que hay una única
solución, si tenemos una condición razonable sobre f , para el problema

−∆u = |∇u|q + f.

En esta misma dirección se puede comprobar fácilmente, usando el resultado de multi-
plicidad de [1], que para q < N

N−1 se tiene que M(Ω) ⊂ W−1,p′(Ω), y por tanto, no hay
medidas singulares con respecto a la capacidad, lo que confirma el resultado de unicidad
citado antes.

A lo largo de este caṕıtulo, hemos comprobado cómo la influencia conjunta del término
cuadrático de primer orden |∇u|2 con el término de Hardy u

|x|2 , es muy diferente depen-
diendo de la posición de ambos en la ecuación. Para terminar este caṕıtulo, resumimos en
la siguiente tabla todos los resultados obtenidos, considerando las diferentes posibilidades
en que ambos términos pueden encontrarse.

Influencia conjunta del potencial de Hardy y el gradiente

−∆u− |∇u|2 = λ
u

|x|2 + f −∆u + |∇u|2 = λ
u

|x|2 + f −∆u + σ
u

|x|2 = |∇u|2+ αf

• Fuerte resultado de no existencia: • Fuerte resultado de existencia: • Existencia de una única
No existen soluciones ni en el Existe solución débil positiva solución regular, α < λ1(f)

sentido más débil ∀λ (rotura de resonancia) (eu − 1 ∈ W 1,2
0 (Ω))

∀f ∈ L1(Ω) (efecto regularizante)

• Las soluciones de los problemas • Unicidad de solución en • Múltiples soluciones no

aproximados explotan en todo W 1,2
0 (Ω) regulares, α < λ1(f)

punto del dominio
(
u ∈ W 1,2

0 , ueu

|x|2 ∈ L1(Ω)
)
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Caṕıtulo 2

Rotura de resonancia y efecto
regularizante

1. Introducción

Motivados por los resultados del caṕıtulo anterior, estudiamos el problema,




−∆u + |∇u|q = λg(x)u + f(x) en Ω,

u > 0 en Ω,

u = 0 en ∂Ω,

(2.1)

donde 1 ≤ q ≤ 2 , f , g son funciones medibles positivas y Ω es un dominio acotado. Damos
hipótesis en g con respecto a q bajo las cuales el problema (2.1) tiene una solución positiva
para todo λ > 0 y toda f ∈ L1, f ≥ 0. En particular, centraremos nuestra atención de
nuevo en el potencial de Hardy g(x) = 1

|x|2 , que nos servirá para ver que las hipótesis sobre
el peso g son optimales.

Para λ ≡ 0, las ecuaciones de la forma (2.1) se han estudiado ampliamente en la liter-
atura, véase por ejemplo [5], [18], [35], [37], [39], [40], [66], [81] y las referencias recogidas
en cada una de ellas. El caso en el que q > 2 y f es una función Lipschitz ha sido estudiado
en [103] usando métodos bastante diferentes. El problema con λ > 0, g(x) = 1

|x|2 y con la
presencia del término |∇u|q en el lado derecho de la ecuación, ha sido estudiado reciente-
mente en [12]. Los autores demuestran que para f ≥ 0 la ecuación no tiene supersolución
muy débil, si

p ≥ p+(λ) =
2 + α1

1 + α1
, donde α1 =

N − 2
2

−
√(N − 2

2

)2
− λ,

véanse más detalles acerca de α1 en (12) en la Introducción.

El objetivo de este caṕıtulo es encontrar condiciones para g en términos de q de forma
que (2.1) tenga solución para todo λ > 0. Esta rotura de resonancia se obtiene en términos
muy generales para toda función positiva f ∈ L1(Ω).

El principal resultado de este caṕıtulo es la existencia de solución para todo λ > 0 y
para todo f ∈ L1(Ω), f ≥ 0, si g ≥ 0 es un peso admisible en el sentido (2.2) que veremos
posteriormente. Además, mostraremos que, en general, la condición anterior es óptima.
Este resultado pone de manifiesto que el término |∇u|q en el lado izquierdo de la ecuación,
es suficiente para romper cualquier efecto de resonancia del término lineal de orden cero.
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Además, en este caṕıtulo probamos los siguientes resultados:

(1) Obtenemos condiciones acerca de g y λ de modo que para todo 1 < q ≤ 2, exista
solución al problema (2.1) siempre que f esté en una clase asociada expĺıcitamente
a g. Debido a la presencia del operador de Laplace y del témino lineal λ g(x) u, la
condición natural será (2.17).

(2) Consideramos el potencial de Hardy, g(x) = 1
|x|2 y probamos resultados de no exis-

tencia que muestran la optimalidad de la condición requirida en g para la existencia
de solución a (2.1).

(3) Estudiamos el potencial g(x) = |x|−α para 1 < α < N+2
2 y extendemos los resultados

previos a operadores más generales que el de Laplace.

Referencia: Los resultados de este caṕıtulo aparecen recogidos en [2] y [15].

2. Existencia de soluciones débiles positivas

En esta sección estudiamos la existencia de solución positiva al problema (2.1) para
todo λ > 0 y toda f ∈ L1(Ω), f ≥ 0. En primer lugar, debemos precisar el concepto de
solución.

Definición 2.2.1 Sea f ∈ L1(Ω). Decimos que u es solución débil del problema (2.1) si
u ∈ W 1,q

0 (Ω), g(x)u ∈ L1(Ω) y
∫

Ω
u(−∆φ) dx +

∫

Ω
|∇u|qφdx = λ

∫

Ω
g(x)uφ dx +

∫

Ω
f(x)φdx, ∀φ ∈ C∞0 (Ω).

2.1. Pesos admisibles

Consideramos el problema (2.1) con una potencia q, 1 < q ≤ 2. Decimos que g es un
peso admisible para la potencia q si satisface

g 	 0, g ∈ L1(Ω) y C(g, q) = ı́nf
φ∈W 1,q

0 (Ω)\{0}

(∫

Ω
|∇φ|q dx

) 1
q

∫

Ω
g|φ| dx

> 0. (2.2)

Notas 2.2.2 (1) Obsérvese que la condición que exigimos al peso (2.2) es más débil que
la condición de valores propios que impusimos en el Caṕıtulo 1. En particular, si se cumple
la condición de valores propios (1.10), entonces el peso es admisible en el sentido (2.2).

(2) Es claro que si g satisface (2.2), entonces g ∈ W−1,q′(Ω)∩L1(Ω) para q′ = q
q−1 . Se

comprueba también fácilmente que si g ∈ Lr(Ω) para r > (q∗)′ = qN
(q−1)N+q , entonces g es
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un peso admisible en el sentido (2.2). Sin embargo, puede suceder que se verifique (2.2) y
no estemos trabajando con un peso g ∈ Lr(Ω) con r > (q∗)′ = qN

(q−1)N+q . Por ejemplo, sea
δ(x) = dist(x, ∂Ω). Por la desigualdad de Hardy se tiene que

∫

Ω

∣∣∣ u

δ(x)

∣∣∣
q
dx ≤ C

∫

Ω
|∇u|q dx.

En el caso particular en el que Ω = B1(0) se sabe que 1
δa ∈ L1(B1(0)) para cualquier

a < 1. Fijamos q < 2. Entonces, existe a < 1 tal que 1
δa ∈ L1(B1(0)) \ L(q∗)′(B1(0)); para

ello, basta elegir (q−1)N+q
qN < a < 1.

Demostraremos que C
(

1
δa , q

)
> 0 y por tanto, que 1

δa ∈ W−1,q′ . En efecto,

∫

Ω

|u|
δa

dx =
∫

Ω

|u|a
δa
|u|1−a dx ≤

(∫

Ω

∣∣∣ u

δ(x)

∣∣∣
q
dx

)a
q
(∫

Ω
|u|

(1−a)q
q−a dx

) q−a
q

.

Como (1−a)q
q−a ≤ q, tenemos, usando la desigualdad de Hardy, que

∫

Ω

|u|
δa

dx ≤ C

(∫

Ω
|∇u|q dx

) 1
q

,

de donde concluimos que 1
δa ∈ L1(Ω) ∩W−1,q′(Ω) aunque 1

δa /∈ L(q∗)′(Ω).

(3) La condición (2.2) implica que:

(a)
∫
Ω g |u| dx < ∞ para todo u ∈ W 1,q

0 (Ω).

(b) Si definimos Ψ : W 1,q
0 (Ω) → R como

〈Ψ, u〉 ≡
∫

Ω
g u dx, (2.3)

entonces Ψ es una forma lineal y continua en W 1,q
0 (Ω). Esto implica que existe−→

F = (f1, f2, . . . , fN ) ∈ (Lq′(Ω))N tal que g = −div(
−→
F ) y entonces

〈Ψ, u〉 ≡
∫

Ω
g u dx =

∫

Ω
〈−→F ,∇u〉 dx.

Como consecuencia, el producto de dualidad es equivalente a la primera integral

‖Ψ‖W−1,q′ (Ω) = ‖−→F ‖(Lq′ (Ω))N .

El resultado siguiente se usará en la demostración del resultado de existencia 2.2.4.

Proposición 2.2.3 Supongamos que g satisface (2.2) y que Ψ está definida como en (2.3).
Consideramos gn(x) = mı́n{g(x), n} y la correspondiente forma lineal y continua

Ψn : W 1,q
0 (Ω) → R

u 7→ Ψn(u) =
∫

Ω
gnu dx.

Se cumplen las siguientes convergencias:
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(i) Ψn → Ψ fuertemente en W−1,q′(Ω).

(ii) Supongamos que un ⇀ u débilmente en W 1,q
0 (Ω), un ≥ 0. Entonces gnun → gu

fuertemente en L1(Ω).

Demostración. (i) Representamos el producto de dualidad por la integral

〈Ψn, u〉 =
∫

Ω
gnu dx.

Tenemos que

C(gn, q) = ı́nf
φ∈W 1,q

0 (Ω)\{0}

(∫

Ω
|∇φ|q dx

) 1
q

∫

Ω
gn|φ| dx

> 0.

Por definición,

‖Ψn‖W−1,q′ = sup
‖u‖

W
1,q
0

(Ω)
≤1
|〈Ψn, u〉|

≤ sup
‖u‖

W
1,q
0

(Ω)
≤1

∣∣∣
∫

Ω
gnu

∣∣∣ ≤ sup
‖u‖

W
1,q
0

(Ω)
≤1

∫

Ω
g|u| ≤ ‖Ψ‖W−1,q′ ,

y por tanto, para una subsucesión, {Ψn}n∈N converge débilmente en W−1,q′(Ω). Como
para toda u ∈ W 1,q

0 (Ω),

gn|u| → g|u| fuertemente en L1(Ω) y {Ψn}n∈N ⇀ Ψ,

entonces,

‖Ψ‖W−1,q′ ≤ ĺım inf
n→∞ ‖Ψn‖W−1,q′ ≤ ĺım sup

n→∞
‖Ψn‖W−1,q′ ≤ ‖Ψ‖W−1,q′ ,

y por tanto, deducimos que

Ψn → Ψ, fuertemente en W−1,q′(Ω).

(ii) Como consecuencia de la convergencia fuerte probada en (i), tenemos que si un ⇀ u
débilmente en W 1,q

0 (Ω), entonces,

〈Ψn, un〉 =
∫

Ω
gnun dx −→

∫

Ω
gu dx = 〈Ψ, u〉 cuando n →∞.

Si supongamos además que un ≥ 0, entonces usando un resultado de [48], obtenemos que
gnun → gu fuertemente en L1(Ω), (véase también [102, Thm 1.9, pág. 21]).
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2.2. Resultado de existencia global

El principal resultado es el siguiente:

Teorema 2.2.4 Supongamos 1 < q ≤ 2 y sea g una función positiva que satisface (2.2).
Entonces para todo λ ≥ 0 y toda f ∈ L1(Ω) tal que f ≥ 0, existe u ∈ W 1,q

0 (Ω), u ≥ 0, que
satisface (2.1) en el sentido de las distribuciones.

Al igual que hicimos en el teorema de existencia del Caṕıtulo 1, empezamos probando
el resultado en casos particulares. Procedemos por aproximación de g y f . Como 1 < q ≤ 2,
entonces N

2 ≤ N
q y por tanto la primera aproximación es bastante natural.

Teorema 2.2.5 Supongamos que f, g ∈ Lr(Ω) son funciones positivas con r > N
q . En-

tonces para todo λ ≥ 0, existe una solución débil positiva u ∈ W 1,2
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) de (2.1).

Demostración. Procedemos en dos etapas sucesivas.

Paso 1: Para cada k > 0, consideramos v ∈ W 1,2
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) solución de −∆v =

λkg(x) + f(x) en Ω y denotamos Mk = ‖v‖L∞ . Como consecuencia de las hipótesis en g
y f y usando estimaciones eĺıpticas clásicas, deducimos que v está acotada (véase [125],
[100]). Es claro que el cero es una subsolución y v es supersolución de los problemas





−∆wn +
|∇wn|q

1 + 1
n |∇wn|q

= λg(x)Tkwn + f(x),

wn ∈ W 1,2
0 (Ω),

wn ≥ 0,

(2.4)

para todo n ∈ N. Usando una variación de los argumentos utilizados en [18] y [39], se
prueba que existe una sucesión de soluciones minimales no negativas {wn} de los problemas
(2.4). Por tanto,

−∆wn ≤ λkg(x) + f(x) = −∆v.

Ahora, por el principio de comparación débil concluimos que 0 ≤ wn ≤ v ≤ M , uniforme-
mente en n y, en particular, wn ∈ W 1,2

0 (Ω) ∩ L∞(Ω).

Tomando wn como función test en (2.4) y denotando Hn(s) = |s|q
1+ 1

n
|s|q , tenemos que

∫

Ω
|∇wn|2 dx +

∫

Ω
Hn(∇wn) wn dx = λ

∫

Ω
g(x)Tkwnwn dx +

∫

Ω
f(x) wn dx.

Por tanto existe una constante positiva C > 0 tal que ∀n ∈ N,
∫

Ω
|∇wn|2 dx ≤ C(f, g,Ω, k).
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Existe entonces una subsucesión wn tal que wn ⇀ uk débilmente en W 1,2
0 (Ω). Usando la

convergencia débil* en L∞(Ω), tenemos también que uk ∈ W 1,2
0 ∩ L∞(Ω) y que uk ≤ Mk.

Demostramos que uk resuelve el problema

−∆uk + |∇uk|q = λg(x) Tkuk + f(x) en Ω, uk ∈ W 1,2
0 (Ω). (2.5)

Para ello, probamos el resultado de convergencia siguiente:

wn → uk fuertemente en W 1,2
0 (Ω). (2.6)

En efecto, para ellos, seguimos el tipo de argumentos empleados, por ejemplo, en [35].
Consideramos φ(s) = se

1
4
s2

que satisface φ′(s) − |φ(s)| ≥ 1
2 . Tomando φ(wn − uk) como

función test en (2.4), deducimos que
∫

Ω
∇wnφ′(wn − uk)∇(wn − uk) dx +

∫

Ω
Hn(∇wn)φ(wn − uk) dx

= λ

∫

Ω
g(x) Tkwnφ(wn − uk) dx +

∫

Ω
f(x)φ(wn − uk) dx. (2.7)

Como wn ⇀ uk débilmente en W 1,2
0 (Ω), un cálculo directo muestra que

∫

Ω
∇wnφ′(wn − uk)∇(wn − uk) dx =

∫

Ω
|∇(wn − uk)|2φ′(wn − uk) dx + o(1).

Si q = 2, el resultado de existencia se sigue por el Teorema 1.3.4. Si q < 2, sabemos que
para todo ε > 0 existe una constante no negativa Cε tal que

sq ≤ εs2 + Cε, para s ≥ 0. (2.8)

De este modo, el segundo término del lado izquierdo de la ecuación (2.7) se puede estimar
del modo siguiente:

∫

Ω
Hn(∇wn)φ(wn − uk) dx

≤ ε

∫

Ω
|∇wn|2|φ(wn − uk)| dx + C(ε)

∫

Ω
|φ(wn − uk)| dx

= ε

∫

Ω
|∇wn −∇uk|2|φ(wn − uk)| dx− ε

∫

Ω
|∇uk|2|φ(wn − uk)| dx

+ 2ε

∫

Ω
∇wn∇uk |φ(wn − uk)| dx + C(ε)

∫

Ω
|φ(wn − uk)| dx.

Como wn ⇀ uk débilmente en W 1,2
0 (Ω) y como |φ(wn−uk)| → 0 en casi todo punto (y en

L2(Ω)), deducimos que
∫

Ω
|∇uk|2|φ(wn − uk)| dx → 0 y

∫

Ω
∇wn∇uk φ(wn − uk) dx→ 0 cuando n →∞.

Por tanto, pasando al ĺımite cuando n tiende a ∞, tenemos que
∫

Ω
Hn(∇wn)φ(wn − uk) dx ≤ ε

∫

Ω
|∇wn −∇uk|2 |φ(wn − uk)| dx + o(1).
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Además, está claro que el lado derecho de (2.7) tiende a cero cuando n → ∞. Como
φ′(s)− |φ(s)| > 1

2 , eligiendo ε ≤ 1 concluimos que

1
2

∫

Ω
|∇wn −∇uk|2 dx ≤

∫

Ω

(
φ′(wn − uk)− ε|φ(wn − uk)|

)|∇wn −∇uk|2 dx ≤ o(1).

Por tanto, wn → uk en W 1,2
0 (Ω) y el resultado de convergencia (2.6) queda probado.

Ahora, por (2.8) tenemos que

Hn(∇wn) ≤ c1|∇wn|2 + c2.

y como consecuencia del resultado de convergencia (2.6), se deduce en particular la con-
vergencia en casi todo punto de los gradientes, con lo que concluimos que

Hn(∇wn) → |∇uk|q en L1(Ω).

Paso 2. Estimación L∞-uniforme de {uk}. Demostramos que existe M > 0 tal que
‖uk‖L∞(Ω) ≤ M para todo k > 0.

Para ello, empezamos probando que {guk + f}Lr(Ω) está uniformemente acotado en k,
para algún r > N

2 . Como g ∈ Lr(Ω) con r > N
q , entonces para todo θ ≥ q,

λ1(θ, g) = ı́nf
φ∈C∞0 (Ω),

φ6=0

∫

Ω
|∇φ|θ dx

∫

Ω
g |φ|θ dx

> 0,

(definición de autovalor del θ–Laplaciano, véase por ejemplo [71]). Como uk ∈ L∞(Ω),
para a > 1 usamos ua

k como función test en (2.5), y obtenemos que

a

∫

Ω
ua−1

k |∇uk|2 dx +
∫

Ω
ua

k|∇uk|q dx ≤ λ

∫

Ω
gua+1

k dx +
∫

Ω
fua

k dx.

Por tanto,

4a

(2 + a)2

∫

Ω

∣∣∣∇u
a
2
+1

k

∣∣∣
2
dx+

( q

a + q

)q
∫

Ω

∣∣∣∇u
a
q
+1

k

∣∣∣
q
dx ≤ λ

∫

Ω
gua+1

k dx+
∫

Ω
fua

k dx. (2.9)

Usando ahora las desigualdades de Hölder, Young y Poincaré sucesivamente, resulta que
∫

Ω
gua+1

k dx =
∫

Ω
g

a
2(a+q) u

a
2
k g

1
2 u

a
2
+1

k g
q

2(a+q) dx

≤
( ∫

Ω
gua+q

k dx

) a
2(a+q)

( ∫

Ω
gua+2

k dx

) 1
2
( ∫

Ω
g dx

) q
2(a+q)

≤ ε

∫

Ω
gua+q

k dx + ε

∫

Ω
gua+2

k dx + C(ε)
∫

Ω
g dx

≤ ε

λ1(q, g)

∫

Ω

∣∣∣∇u
a
q
+1

k

∣∣∣
q
dx +

ε

λ1(2, g)

∫

Ω

∣∣∣∇u
a
2
+1

k

∣∣∣
2
dx + C(ε, g),

(2.10)
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donde ε es una constante positiva que será elegida más tarde.

Por otro lado, tenemos que

∫

Ω
fua

k dx ≤
( ∫

Ω
u2∗(a

2
+1) dx

) a
2∗( a

2 +1)
( ∫

Ω
f

N(a+2)
2(N+a) dx

) 2(N+a)
N(a+2)

≤ C(f, S)
( ∫

Ω

∣∣∣∇u
a
2
+1

k

∣∣∣
2
dx

) a
a+2

≤ ε

∫

Ω

∣∣∣∇u
a
2
+1)

k

∣∣∣
2
dx + C(f, S, ε). (2.11)

Como consecuencia de (2.9), (2.10) y (2.11), resulta

( 4a

(2 + a)2
− ελ

λ1(2, g)
− ε

)∫

Ω

∣∣∣∇u
a
2
+1

k

∣∣∣
2
dx

+
(( q

a + q

)q
− ελ

λ1(q, g)

)∫

Ω

∣∣∣∇u
a
q
+1

k

∣∣∣
q
dx ≤ C(f, g, S, ε).

Eligiendo ε suficientemente pequeño se concluye que
∫

Ω

∣∣∣∇u
a
2
+1

k

∣∣∣
2
dx +

∫

Ω

∣∣∣∇u
a
q
+1

k

∣∣∣
q
dx ≤ C,

donde C es una constante independiente de k. Usando la desigualdad de Sobolev, se tiene
que

‖uk‖La(Ω) ≤ C(a, λ, f, g), ∀a > 1.

Por tanto, {guk + f}Lr(Ω) está uniformemente acotado en k, para algún r > N
2 . La co-

ta uniforme es una consecuencia de las estimaciones L∞ para operadores eĺıpticos, véase
[125]. Por tanto, si k > M , uk es una solución al problema (2.1).

Nota 2.2.6 Obsérvese que si q ≤ 2, el paso al ĺımite en el resultado de convergencia (2.6)
puede ser realizado de un modo distinto. De hecho, usando un resultado de compacidad de
Boccardo–Murat recogido en [30], los gradientes convergen en casi todo punto. Como con-
secuencia del Teorema de Vitali, tenemos además la convergencia fuerte de los gradientes
en W 1,2

0 (Ω).

Sin embargo, hemos probado la convergencia (2.6) con argumentos válidos en un marco
más general, para aśı poder usar este resultado en condiciones de sumabilidad de f y g
más débiles.

A continuación, probamos un resultado intermedio antes del Teorema 2.2.4, que se
puede entender como una segunda aproximación de las funciones f y g.

Teorema 2.2.7 Supongamos que f, g son funciones positivas, f ∈ L1(Ω), f ≥ 0 y g ∈
Lr(Ω) con r > N

q . Entonces para todo λ ≥ 0, el problema (2.1) tiene una solución positiva

u ∈ W 1,q
0 (Ω).
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Demostración. Consideramos una sucesión {fn} ⊂ L∞(Ω) tal que fn ↑ f en L1(Ω). Como
consecuencia del Teorema 2.2.5, existe una sucesión de funciones acotadas positivas {un}
que son soluciones de los problemas





−∆un + |∇un|q = λ g(x) un + fn(x) en Ω,

un > 0 en Ω,

un = 0 en ∂Ω,

un ∈ W 1,2
0 (Ω) ∩ L∞(Ω).

(2.12)

Tomando Tkun como función test en (2.12), se sigue que
∫

Ω
|∇Tkun|2 dx +

∫

Ω
|∇un|qTkun dx = λ

∫

Ω
g(x) unTkun dx +

∫

Ω
fn(x)Tkun dx.

Definimos la función

Ψk(s) =
∫ s

0
Tk(t)

1
q dt =





q
q+1s

q+1
q si s ≤ k,

q
q+1k

q+1
q + (s− k)k

1
q si s > k.

Usando las hipótesis relativas a g y f , se tiene que para todo ε > 0, existe Cε > 0 tal que
∫

Ω
|∇Tkun|2 dx +

∫

Ω
|∇Ψkun|q dx

≤ kελ

(∫

Ω
g(x)un dx

)q

+ λkC(ε) + k‖fn‖L1

≤ εkλ

C(q, g)

∫

Ω
|∇un|q dx + λkC(ε) + k‖fn‖L1 .

(2.13)

Por tanto,
∫

Ω
|∇un|q dx ≤

∫

Ω
|∇Tkun|2 dx + k

∫

{un≥k}
|∇un|q dx + Cq|Ω|

≤ εkλ

C(q, g)

∫

Ω
|∇un|q dx + λkC(ε) + Cq|Ω|+ k‖f‖L1 .

De este modo, un ⇀ u débilmente en W 1,q
0 (Ω) y Tkun ⇀ Tku débilmente en W 1,2

0 (Ω).
Está claro por la hipótesis acerca de g, que g un → g u fuertemente en L1(Ω).

Seguimos las ideas de [35]. Sean Gk(s) = s− Tk(s) y ψ k−1(s) = T1(Gk−1(s)) tales que
ψ k−1(un)|∇un|q ≥ |∇un|qχ{un≥k}. Usando ψ k−1(un) como función test en (2.12), resulta
que

∫

Ω
|∇ψ k−1(un)|2 dx +

∫

Ω
ψ k−1(un)|∇un|q dx =

∫

Ω
(λg(x)un + fn(x))ψ k−1(un) dx.

Como {un} está uniformemente acotada en Lp(Ω) para todo p ≤ q∗, tenemos que
∣∣{x ∈ Ω : k − 1 < un(x) < k}∣∣ → 0 y

∣∣{x ∈ Ω : un(x) > k}∣∣ → 0 cuando k →∞,
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uniformemente en n. De aqúı, concluimos que

ĺım
k→∞

∫

{un≥k}
|∇un|q dx = 0 uniformemente en n. (2.14)

Seguimos los mismos argumentos que en la prueba del resultado de convergencia (2.6) en
el Teorema 2.2.5. Tomamos φ(Tk(un)− Tk(u)) como función test en (2.12). Entonces

Tkun → Tku fuertemente en W 1,2
0 (Ω). (2.15)

Para terminar la prueba, basta demostrar que

|∇un|q → |∇u|q fuertemente en L1(Ω).

Como la sucesión de gradientes converge en casi todo punto de Ω, es suficiente de-
mostrar que nuestra sucesión es equi-integrable y aplicar el Teorema de Vitali. En efecto,
sea E ⊂ Ω un conjunto medible. Entonces,

∫

E
|∇un|q dx ≤

∫

E
|∇Tkun|q dx +

∫

{un≥k}∩E
|∇un|q dx.

De (2.15) se sigue que para todo k > 0, la sucesión Tk(un) → Tk(u) fuertemente en W 1,p
0 (Ω)

para todo p ≤ 2. En particular, obtenemos la convergencia fuerte para p = q. De aqúı,
deducimos que la integral

∫
E |∇Tk(un)|q dx es uniformemente pequeña si |E| también es

suficientemente pequeña. Por otro lado, como consecuencia de (2.14), se tiene que
∫

{un≥k}∩E
|∇un|q dx ≤

∫

{un≥k}
|∇un|q dx → 0 uniformemente en n cuando k →∞.

La equi-integrabilidad de |∇un|q se sigue inmediatamente y concluimos la demostración.

Por último, realizamos la tercera aproximación.

Demostración del Teorema 2.2.4. Sea gn(x) = mı́n{g(x), n} ∈ L∞(Ω). Como consecuencia
del Teorema 2.2.7, existe una sucesión de funciones positivas {un} tales que





−∆un + |∇un|q = λ gn(x) un + f(x) en Ω,

un > 0 en Ω,

un = 0 en ∂Ω,

un ∈ W 1,q
0 (Ω).

(2.16)

Tomando Tkun ∈ W 1,q
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) como función test en (2.16), tenemos que

∫

Ω
|∇Tkun|2 dx +

∫

Ω
|∇Ψkun|q dx

≤ λ

∫

Ω
gn(x)Tkunun dx +

∫

Ω
f(x) Tkun dx

≤ kλ

∫

Ω
gn(x)un dx + k

∫

Ω
f(x) dx.
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Por otro lado, como
∫

Ω
|∇Ψkun|q dx ≥

∫

{un≥k}
|∇Ψkun|q dx ≥ k

∫

{un≥k}
|∇u|q dx,

tenemos que
∫

Ω
|∇Tk(un)|2 dx + k

∫

{un≥k}
|∇un|q dx

≤ kελ

(∫

Ω
gn(x)un dx

)q

+ k

∫

Ω
f(x) dx + λkC(ε, Ω).

De la condición (2.2) se sigue que
∫

Ω
|∇un|q dx ≤ kελ

C(g, q)

∫

Ω
|∇un|q dx + k

∫

Ω
f(x) dx + λkC(ε, q, Ω),

con lo que un ⇀ u débilmente en W 1,q
0 (Ω). Aplicando los Teoremas de Sobolev y Rellich,

sabemos que para una subsucesión, un → u en casi todo punto. Por la Proposición 2.2.3,
se sigue que

gnun → gu fuertemente en L1(Ω).

Para terminar la demostración, basta comprobar que un → u fuertemente en W 1,q
0 (Ω).

Como en los pasos anteriores, se prueba primero que Tkun → Tku fuertemente en W 1,2
0 (Ω)

y se usa después el Teorema de Vitali.

Notas 2.2.8 (1) La solución del problema (2.1) que obtenemos en el Teorema 2.2.4, es
también una solución en el sentido de entroṕıa que se define en [24]. Es decir, si tomamos
F (x) = λg(x)u(x) + f(x), entonces u es solución de −∆u + |∇u|q = F (x) en sentido
entrópico, pudiendo tomar funciones test de la forma Tk(u− v) con v ∈ W 1,2(Ω)∩L∞(Ω).

(2) El mismo resultado de existencia se tiene si f es una medida de Radon positiva
tal que f ∈ L1(Ω) + W−1,2(Ω). Nótese que si este es el caso, entonces f es absolutamente
continua con respecto a la capacidad clásica. Este resultado se obtiene usando los mismos
argumentos de aproximación, basta realizar algunos pequeños cambios técnicos; véase
[60] para encontrar el significado preciso de solución en este marco y las definiciones
equivalentes. Usando la teoŕıa de regularidad de soluciones renormalizadas obtenemos
fácilmente que si u es una solución positiva del problema (2.1), entonces u ∈ W 1,p

0 (Ω),
∀p ≤ q si q ≥ N

N−1 y p < N
N−1 , si q < N

N−1 . Vemos por tanto que |∇u|q ejerce un efecto
regularizante siempre que q ≥ N

N−1 .

(3) El resultado de existencia obtenido en el Teorema 2.2.4 implica, en particular, que si
añadimos |∇u|q en el primer miembro de la ecuación, entonces el fenómeno de resonancia
del término lineal no se produce. Sin embargo, sin el término del gradiente, sólo existe
solución positiva asumiendo que λ es menor que el ı́nfimo del espectro del operador −∆

con el correspondiente peso g y con f satisfaciendo
∫

fφ1 dx < ∞, con φ1 el vector propio

asociado a este ı́nfimo.



78 Rotura de resonancia y efecto regularizante

Como aplicación directa del Teorema 2.2.4, obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.2.9 Supongamos λ = 0. Entonces, para toda 0 ≤ f ∈ L1(Ω) y todo 1 ≤
q ≤ 2, el problema (2.1) tiene una solución positiva obtenida como ĺımite de soluciones de
problemas aproximados.

2.3. Existencia de solución para todo q ∈ [1, 2] y λ pequeño

Consideramos q ∈ [1, 2] y buscamos condiciones en g y f que aseguren la existencia de
solución para todo q. La presencia del término lineal λ g(x) u motiva la siguiente hipótesis
sobre g,

g ≥ 0, g 6≡ 0 y g ∈ L1(Ω) con λ1(g, 2) = ı́nf
φ∈W 1,2

0 (Ω)\{0}

∫

Ω
|∇φ|2 dx

∫

Ω
g|φ|2 dx

> 0. (2.17)

Obsérvese que esta condición es la misma la condición (1.10) que impusimos en el Caṕıtulo
1 a los pesos g(x) para ser admisibles.

Es fácil comprobar que bajo la condición (2.17), para cada λ < λ1(g, 2) existe una
única solución débil positiva ϕ ∈ W 1,2

0 (Ω) del problema

−∆ϕ = λg(x)ϕ + g(x) en Ω, ϕ = 0 en ∂Ω. (2.18)

El resultado principal de esta sección es el siguiente:

Teorema 2.2.10 Supongamos que 0 < λ < λ1(g, 2) y sean ϕ la solución del problema
(2.18), con λ < λ < λ1(g, 2) y f una función positiva tal que

∫
Ω fϕ dx < ∞. Entonces

existe una solución positiva u ∈ W 1,q
0 (Ω) del problema (2.1) tal que

∫
Ω |∇u|p dx < ∞, ∀p ≤

q si q ≥ N
N−1 y p < N

N−1 , en caso contrario.

Demostración. Por el Teorema 2.2.5, existe una sucesión {un} de soluciones positivas de
los problemas aproximados

{ −∆un + |∇un|q = λgn(x)un + fn(x) en Ω,

un ∈ W 1,q
0 (Ω),

(2.19)

con gn(x) = mı́n{g(x), n} ∈ L∞(Ω) y fn(x) = mı́n{f(x), n} ∈ L∞(Ω).

Se puede comprobar fácilmente que
∫
Ω fn(x)ϕdx < C uniformemente en n. Además,

∫

Ω
un(−∆ϕ) dx +

∫

Ω
|∇un|qϕdx = λ

∫

Ω
gn(x)unϕdx +

∫

Ω
fn(x)ϕdx,
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y por tanto,

(λ− λ)
∫

Ω
g(x)unϕ dx +

∫

Ω
g(x)un dx +

∫

Ω
|∇un|qϕdx

≤
∫

Ω
fn(x)ϕdx ≤

∫

Ω
f(x)ϕdx ≤ C.

De aqúı concluimos que
∫

Ω
g(x)unϕdx ≤ C

(λ− λ)
,

∫

Ω
g(x)un dx ≤ C y

∫

Ω
|∇un|qϕdx ≤ C,

uniformemente en n. Tomando Tkun como función test en (2.19), tenemos que
∫

Ω
|∇Tkun|2 dx +

∫

Ω
|∇un|qTkun dx ≤ λ k

∫

Ω
gn(x)un dx + k

∫

Ω
f(x) dx.

De este modo,

1
k

∫

Ω
|∇Tkun|2 dx ≤ C y Tkun ⇀ Tku débilmente en W 1,2

0 (Ω).

En particular, para k = 1 se tiene que
∫

Ω
|∇un|q ≤

∫

Ω
|∇T1un|2 dx + C(q,Ω) +

∫

Ω
|∇un|qT1un dx ≤ C,

con lo que un ⇀ u débilmente en W 1,q
0 (Ω). Si q > N

N−1 y g ∈ Lm(Ω) con m > N
2 o

g(x) = |x|−2, el resultado de existencia es una consecuencia del resultado anterior. Por el
contrario, si q ≤ N

N−1 , entonces, usando el resultado de regularidad de soluciones entrópicas
obtenido en [24] (véase también [60] para el caso de medidas de Radon), obtenemos una
regularidad extra, es decir, un ⇀ u en W 1,p

0 (Ω) para todo p < N
N−1 .

Además, gn(x)un → g(x)u fuertemente en L1(Ω). En efecto, consideramos la sucesión
{wn} ∈ W 1,2

0 (Ω) de soluciones de los problemas,
{
−∆wn = λgn(x)wn + fn(x) en Ω,

wn = 0 en ∂Ω.
(2.20)

Como λ < λ1(g, 2), entonces usando la hipótesis acerca de f , obtenemos que wn ↗ w en
todo punto y que wn ⇀ w débilmente en W 1,p

0 (Ω) para todo p < N
N−1 , donde w es la única

solución de entroṕıa del problema −∆w = λg(x)w + f . Obsérvese que las soluciones de
(2.19) son subsoluciones de (2.20), con lo que gnun ≤ gnwn ≤ g w. Como consecuencia del
Teorema de la convergencia dominada, gn(x)un → g(x)u en L1(Ω).

Para terminar, basta con demostrar la convergencia fuerte de |∇un|q a |∇u|q en L1(Ω).
Hacemos la demostración en dos pasos. Primero probamos la convergencia fuerte de Tk(un)
a Tk(u) en W 1,2

0 (Ω), que se obtiene aplicando a Tk(un) y Tk(u) las técnicas usadas en la de-
mostración del resultado de convergencia (2.6) en el Teorema 2.2.5. Después, para obtener
la principal convergencia usamos de nuevo el Lema de Vitali y una función test adecuada
(igual que en el último paso de la demostración del Teorema 2.2.7).
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Notas 2.2.11 (1) Nótese que si g(x) = |x|−2, entonces la regularidad requerida para f
en el Teorema 2.2.10, depende de λ, véase [42].

(2) Mostramos más adelante que la condición de integrabilidad de f en el Teorema
2.2.10 es en general óptima.

2.4. Resultados de comparación para el operador −∆u + |∇u|q

En el Caṕıtulo 1 vimos que, para q = 2, el cambio de variables v = 1−e−u nos permit́ıa
encontrar un principio de comparación y unicidad. En esta sección, vamos a probar un
principio de comparación para q pequeño, sin usar un cambio de variables.

Teorema 2.2.12 Supongamos que 1 ≤ q < N
N−1 y f ∈ L1(Ω). Sean v, u dos funciones no

negativas tales que u, v ∈ W 1,q(Ω), ∆u,∆v ∈ L1(Ω) y





−∆u + |∇u|q ≥ f(x) en Ω,

−∆v + |∇v|q ≤ f(x) en Ω,

v ≤ u en ∂Ω.

(2.21)

Entonces v ≤ u en Ω.

Demostración. Consideramos w = v−u. Se ve fácilmente que w ∈ W 1,q(Ω), w ≤ 0 en ∂Ω
y ∆w ∈ L1(Ω). Para concluir, basta probar que w+ = 0. En efecto, tenemos que

−∆w + |∇v|q − |∇u|q ≤ 0.

Como 1 ≤ q < N
N−1 ≤ 2, tenemos que





−∆w ≤ |a(q, x)||∇w| en ∂Ω,

w ≤ 0 en ∂Ω,

w ∈ W 1,q(Ω),

∆w ∈ L1(Ω),

con |a(q, x)| ≤ q|∇u|q−1 si q > 1 y a(q, x) = 1 si q = 1. De este modo, aplicando la
desigualdad de Kato (véanse [50] y [88]) se sigue que





−∆w+ ≤ a(q, x)|∇w+| en ∂Ω,

w+ = 0 en ∂Ω,

w+ ∈ W 1,q
0 (Ω).

Como q < N
N−1 , deducimos que a(q, x) ∈ Lr(Ω) con r > N . Aplicando ahora los resultados

de [18], concluimos que w+ = 0.
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Nota 2.2.13 En el teorema anterior, basta considerar f más regular para ganar también
más regularidad en la u y por tanto tener un control de a(q, x). Usando w+ como función
test, para f suficientemente regular, tendŕıamos además unicidad para todo q.

Corolario 2.2.14 Supongamos que q < N
N−1 . Entonces:

(1) Si f ∈ L1(Ω) es una función positiva, el problema
{
−∆u + |∇u|q = f(x) en Ω,

u = 0 en ∂Ω,
(2.22)

tiene una única solución positiva obtenida como ĺımite de aproximaciones.

(2) El problema (2.1) tiene una solución minimal.

3. El potencial de Hardy: optimalidad de los resultados

Nos centramos a continuación en el estudio del problema (2.1) en el caso particular del
potencial de Hardy, es decir, cuando g(x) = 1

|x|2 . Consideramos





−∆u + |∇u|q = λ
u

|x|2 + f(x) en Ω,

u > 0 en Ω,

u = 0 en ∂Ω,

(2.23)

donde Ω ⊂ RN es un dominio abierto acotado, N ≥ 3 y 0 ∈ Ω. Se puede comprobar
fácilmente que |x|−2 ∈ L(q∗)′ si y sólo si q > N

N−1 . Es más, se cumple que

C
( 1
|x|2 , q

)
> 0 ⇐⇒ q >

N

N − 1
.

Es claro que si q > N
N−1 , se comprueba, usando la desigualdad de Hölder, que C

(
1
|x|2 , q

)
>

0. Para completar la discusión, tenemos que probar que si q ≤ N
N−1 , entonces C

(
q, 1
|x|2

)
= 0.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que Ω = B1(0). Distinguimos dos casos:

Caso 1: q < N
N−1 . Consideramos u(x) = |x|−α − 1 con N − 2 < α < N−q

q (obsérvese
que este conjunto no es vaćıo puesto que q < N

N−1). Se puede comprobar fácilmente que
u ∈ W 1,q

0 (B1(0)) y que
∫
B

u
|x|2 dx = ∞, y por tanto C(q, 1

|x|2 ) = 0.

Caso 2: q = N
N−1 . Sea ε > 0 y definimos uε como

uε =

{
|x|−(N−2) − 1 si ε ≤ |x| ≤ 1,

ε−(N−2) − 1 si |x| ≤ ε.
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Está claro que uε ∈ W
1, N

N−1

0 (B1(0)), para cualquier ε > 0. Mediante un cálculo directo
obtenemos que

∫

B
|∇uε|

N
N−1 dx = wN

∫ 1

ε
r−(N−1) N

N−1 rN−1dr = wN

∫ 1

ε
r−1dr = −wN log ε.

De este modo, se tiene que

(∫

B
|∇uε|

N
N−1 dx

)N−1
N

= (− log ε)
N−1

N wN .

Por otro lado, se verifica que
∫

B

|uε|
|x|2 dx = (ε−(N−2) − 1)wN

∫ ε

0
rN−3 dr + wN

∫ 1

ε
(r−(N−2) − 1)rN−3 dr = −wN log ε.

Por tanto, deducimos que

C
( N

N − 1
,

1
|x|2

)
≤

(∫

B
|∇uε|

N
N−1 dx

)N−1
N

∫

B

|uε|
|x|2 dx

=
1

(−wN log ε)
1
N

→ 0 cuando ε → 0,

y entonces concluimos que C
(

N
N−1 , 1

|x|2
)

= 0.

De este modo, para el caso del potencial de Hardy, tenemos las siguientes equivalencias:

|x|−2 ∈ L(q∗)′ ⇐⇒ q >
N

N − 1
⇐⇒ C

( 1
|x|2 , q

)
> 0

Obsérvese que f(N) = N
N−1 es una función decreciente en N tal que 1 < f(N) ≤ 2.

Llegados a este punto, recordamos que u es una supersolución (resp. subsolución) muy
débil positiva de (2.23) si u, u

|x|2 , |∇u|q ∈ L1
loc(Ω) y

∫ (
u(−∆φ) + |∇u|qφ

)
dx

(resp. ≤)

≥ λ

∫
uφ

|x|2 dx +
∫

f(x)φdx, ∀φ ≥ 0 ∈ C∞0 (Ω). (2.24)

Aplicando directamente el resultado de existencia general probado en el Teorema 2.2.4,
tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.3.1 Sea q > N
N−1 . Entonces para todo λ ≥ 0 y toda f ∈ L1(Ω), f ≥ 0, el

problema (2.23) tiene una solución.

Demostramos además los siguientes resultados de no existencia que prueban la opti-
malidad de la condición (2.2).
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Teorema 2.3.2 Sean q < N
N−1 y λ > ΛN = (N−2)2

4 . Entonces el problema (2.23) no tiene
supersolución débil positiva en el sentido (2.24).

Demostración. Argumentamos por reducción al absurdo. Supongamos que el problema
(2.23) tiene una supersolución débil positiva u para algún λ > ΛN . Entonces u ∈ W 1,q

loc (Ω).
Además, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que f ∈ L∞(Ω).

Veamos entonces que el problema (2.23) tiene una solución de entroṕıa. En efecto, sea
Br(0) ⊂⊂ Ω y consideremos la sucesión {un} definida como

−∆un + |∇un|q = λ
un−1

|x|2 + 1
n

+ f(x), un ∈ W 1,q
0 (Br(0)), (2.25)

donde
−∆u1 + |∇u1|q = f(x), u1 ∈ W 1,q

0 (Br(0)).

La existencia de u1 se sigue del Corolario 2.2.14. Por el Teorema 2.2.12, se tiene que 0 ≤
u1 ≤ u y por recurrencia, 0 ≤ un−1 ≤ un ≤ u. Usando Tk(un) como función test en (2.25)
y teniendo en cuenta que un ≤ u, obtenemos que ‖un‖W 1,q

0 (Br(0))
≤ C independientemente

de n. Por tanto, existe w ≥ 0 tal que un ⇀ w débilmente en W 1,q
0 (Br(0)), un ↑ w en

Lα(Br(0)), α < q∗ y w ≤ u. Por el Teorema de la convergencia monótona,

λ
un−1

|x|2 + 1
n

+ f(x) −→ λ
w

|x|2 + f(x) fuertemente en L1(Br(0)).

Con los mismos argumentos usados en la demostración del Teorema 2.2.4, tenemos que
w ∈ W 1,q

0 (Br(0)) resuelve el problema (2.23) en Br(0) en sentido de las distribuciones.
Como |∇w|q, w

|x|2 ∈ L1(Br(0)), concluimos que w es una solución de entroṕıa del problema
(2.23) obtenida como ĺımite de aproximaciones.

Por tanto, a la vista de [51] se sigue que w ∈ W 1,p
0 (Br(0)) para todo p < N

N−1 . En
particular, w ∈ Lm(Br(0)) para todo m < N

N−2 . Como q ≥ 1, usando el principio fuerte

del máximo probado en [121], resulta que w > 0. Podemos considerar por tanto φ2

w como
función test en (2.23) donde φ ∈ C∞0 (Bη(0)) y η ¿ r un número pequeño positivo que
elegiremos más tarde. De este modo,

−
∫

Bη(0)

|∇w|2φ2

w2
dx+2

∫

Bη(0)

φ∇φ

w
∇w dx+

∫

Bη(0)

|∇w|qφ2

w
dx ≥ λ

∫

Bη(0)

φ2

|x|2 dx. (2.26)

Analizamos término a término el lado izquierdo de la desigualdad (2.26).
∫

Bη(0)

|∇w|qφ2

w
dx =

∫

Bη(0)

|∇w|q
wq

wq−1φ2 dx

≤
(∫

Bη(0)

|∇w|2
w2

φ2 dx

) q
2
(∫

Bη(0)
w

2(q−1)
2−q φ2 dx

) 2−q
2

≤ q

2
ε

2
q

0

∫

Bη(0)

|∇w|2
w2

φ2 dx +
2− q

2
ε
− 2

2−q

0

∫

Bη(0)
w

2(q−1)
2−q φ2 dx,
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donde ε0 es un número positivo que elegiremos más tarde.

Por otro lado, tenemos

2
∫

Bη(0)

φ∇φ

w
∇w dx ≤ ε2

1

∫

Bη(0)

φ2|∇w|2
w2

dx + ε−2
1

∫

Bη(0)
|∇φ|2 dx.

De aqúı se sigue que

λ

∫

Bη(0)

φ2

|x|2 dx ≤ −(
1− ε2

1 −
q

2
ε

2
q

0

) ∫

Bη(0)

∣∣∣∣
∇w

w

∣∣∣∣
2

φ2 dx

+
(2− q

2

)
ε
− 2

2−q

0

∫

Bη(0)
w

2(q−1)
2−q φ2 dx + ε−2

1

∫

Bη(0)
|∇φ|2 dx.

Fijado ε1 > 0 tal que ε2
1λ > ΛN , podemos considerar ε0 lo suficientemente pequeño para

que
(
1− ε2

1 − q
2ε

2
q

0

) ≥ 0, y concluimos que

ε2
1λ

∫

Bη(0)

φ2

|x|2 dx ≤ ε2
1

(2− q

2

)
ε
− 2

2−q

0

∫

Bη(0)
w

2(q−1)
2−q φ2 dx +

∫

Bη(0)
|∇φ|2 dx.

Tratamos ahora con el término mixto

∫

Bη(0)
w

2(q−1)
2−q φ2 dx ≤

(∫

Bη(0)
|φ|2∗ dx

) 2
2∗

(∫

Bη(0)
w

N(q−1)
2−q dx

) 2
N

≤ S−1

( ∫

Bη(0)
w

N(q−1)
2−q dx

) 2
N

∫

Bη(0)
|∇φ|2 dx.

Como q < N
N−1 , entonces N(q−1)

2−q < N
N−2 , y deducimos que

∫

Bη(0)
w

N(q−1)
2−q dx → 0 cuando η → 0.

Por tanto, podemos elegir ε0 y ε1 tales que

ε2
1

2− q

2
ε
− 2

2−q

0 S−1

( ∫

Bη(0)
w

N(q−1)
2−q dx

) 2
N

→ 0 cuando η → 0.

Entonces existe η > 0 suficientemente pequeño y ε0, ε1 < 1 con ε1 ∼ 1 tales que

ε2
1λ

(
1 + ε2

1

(2− q

2

)
ε
− 2

2−q

0 S−1

(∫

Bη(0)
w

N(q−1)
2−q dx

) 2
N

)−1

≡ λ1 > ΛN .

De este modo, tenemos

λ1

∫

Bη(0)

φ2

|x|2 dx ≤
∫

Bη(0)
|∇φ|2 dx,
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que contradice la desigualdad de Hardy.

Consideramos de nuevo q < N
N−1 , λ < ΛN y α1 = N−2

2 −√ΛN − λ. Supongamos que
ϕ ∈ W 1,2

0 (Ω) es la única solución positiva de



−∆ϕ = λ

ϕ

|x|2 +
1
|x|2 en Ω,

ϕ = 0 en ∂Ω.

(2.27)

Es conocido que ϕ ' C|x|−α1 en BR(0), para algún R > 0. Aplicando el Teorema 2.2.10
con g(x) = 1

|x|2 , deducimos que si f es una función no negativa tal que
∫
Ω f |x|−α1 dx < ∞,

entonces existe u ∈ W 1,q
0 (Ω), solución positiva de (2.23), tal que

∫
Ω |∇u|p dx < ∞, ∀p ≤ q

si q ≥ N
N−1 y p < N

N−1 , en caso contrario.

Nota 2.3.3 El problema (2.27) con λ = ΛN tiene una solución ϕ ∈ H(Ω) (véase [72]) y

entonces el problema (2.23) tiene una solución siempre que
∫

Ω
f |x|−N−2

2 dx < ∞.

4. Otros resultados

En primer lugar, analizaremos el problema (2.1) con el peso potencial g(x) = |x|−α,
para 1 < α < N+2

2 y obtendremos resultados de existencia y no existencia de solución.
En segundo lugar, extenderemos los resultados previos obtenidos para un peso general
admisible g(x), a operadores más generales que el de Laplace y sin imponer que f sea una
función positiva.

4.1. Peso potencial: g(x) ≡ |x|−α

Consideramos el problema (2.1) con g(x) = 1
|x|α , α ∈ (−∞, N+2

2

)
, 1 < q ≤ 2, y f una

función positiva adecuada,




−∆u + |∇u|q = λ
u

|x|α + f(x) en Ω,

u > 0 en Ω,

u = 0 en ∂Ω.

(2.28)

Para evitar los casos triviales, a partir de ahora supondremos que α ∈ (1, N+2
2 ).

Con una demostración similar a la del caso del potencial de Hardy, que se corresponde
con la sustitución α = 2, se prueban las siguientes equivalencias:

|x|−α ∈ L(q∗)′ ⇐⇒ q >
N

(N + 1)− α
⇐⇒ C

( 1
|x|α , q

)
> 0
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Aplicando directamente el resultado de existencia general probado en el Teorema 2.2.4,
tenemos lo siguiente:

Corolario 2.4.1 Sean α ∈ (1, N+2
2 ), qα = máx

{
1, N

(N+1)−α

}
y q > qα. Entonces para

todo λ ≥ 0 y toda f ∈ L1(Ω), f ≥ 0, el problema (2.28) tiene una solución.

Demostración. Como consecuencia del Teorema 2.2.4, basta comprobar que 1
|x|α ∈ Lr(Ω),

con r > (q∗)′. Como q > qα, entonces

α(q∗)′ =
αNq

(N + 1)q −N
<

αNqα

(N + 1)qα −N
≤ N.

Por tanto concluimos que 1
|x|α ∈ Lr(Ω) para algún r > (q∗)′ y obtenemos el resultado

deseado.

Si α = N+2
2 , entonces qα = 2 y no podemos aplicar el Teorema 2.2.4. Sin embargo,

tenemos el siguiente resultado de no existencia:

Teorema 2.4.2 Supongamos que α = N+2
2 y consideramos q = 2. Entonces el problema

(2.28) no tiene solución positiva para λ > (N−2)(N−1)
2 .

Demostración. Procedemos por reducción al absurdo. Supongamos que existe una solución
positiva u ∈ W 1,2

0 (Ω) de (2.28) con α = N+2
2 y q = 2. Como consecuencia del Lema 1.3.1

existen constantes C, R > 0 tales que u ≥ C en BR(0). Sea β un parámetro que elegiremos
después y definimos

wn(x) =
1

(r + 1
n)β

en BR(0).

Para la función escalada wn = γwn, se tiene que

−∆wn(x) + |∇wn|2 = − γ∆wn(x) + γ2|∇wn|2

=
γ

r(r + 1
n)β+1

(
(N − 2− β)β +

β

n

(β + 1)
(r + 1

n)

)
+

γ2β2

(r + 1
n)2(β+1)

≤ wn

r(r + 1
n)

(
(N − 2− β)β + β(β + 1)

)
+

γβ2wn

(r + 1
n)β+2

≤ wn

r(r + 1
n)β+1

(
(N − 2− β)β + β(β + 1) + γβ2

)
.

Elegimos β = N−2
2 . Como λ > (N−2)(N−1)

2 , para γ suficientemente pequeño obtenemos
que

−∆wn(x) + |∇wn|2 ≤ λ
wn

|x|N+2
2

≤ λ
wn

|x|N+2
2

+ f en BR(0).

Por tanto, wn es una subsolución de (2.28) con α = N+2
2 y q = 2. Como u ∈ W 1,2

0 (Ω) es
una solución de (2.28), entonces en particular es una supersolución. Tras realizar cálculos
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similares a los del Lema 1.3.15, obtenemos que wn ≤ u en BR(0), con lo que

wn

|x|N+2
2

≤ u

|x|N+2
2

.

Usando ahora el Teorema de Lebesgue y pasando al ĺımite cuando n →∞, tenemos que

u

|x|N+2
2

∈ L1(Ω) =⇒ γ

|x|N+2
2

+β
∈ L1(Ω),

lo que contradice la elección de β.

Para el caso q = 1 tenemos el siguiente resultado de no existencia.

Teorema 2.4.3 Supongamos q = 1. Entonces:

(i) Si α > 2, no existe solución positiva del problema (2.28) para ningún λ > 0.

(ii) Si α = 2, el problema (2.28) no tiene solución positiva para λ > ΛN .

(iii) Si α < 2, existe λ∗ > 0 tal que el problema (2.28) no tiene solución para λ > λ∗.

Demostración. Seguimos de nuevo un argumento de reducción al absurdo. Supongamos
que u es una solución débil de (2.28) con q = 1. Tomando φ2

u como función test en (2.28)
con q = 1 y φ ∈ C∞0 (Ω), tenemos que

−
∫

Ω

|∇u|2φ2

u2
dx + 2

∫

Ω

φ∇φ

u
∇u dx +

∫

Ω

|∇u|φ2

u
dx ≥ λ

∫

Ω

φ2

|x|α dx. (2.29)

Al igual que antes,
∫

Ω

|∇u|φ2

u
dx ≤ ε

∫

Ω

∣∣∣∇u

u

∣∣∣
2
φ2 dx + C(ε)

∫

Ω
φ2 dx,

2
∫

Ω

φ∇φ

u
∇u dx ≤ ε

∫

Ω
φ2

∣∣∣∇u

u

∣∣∣
2
dx +

1
ε

∫

Ω
|∇φ|2 dx.

Por tanto se sigue que el lado derecho de la ecuación (2.29) satisface

λ

∫

Ω

φ2

|x|α dx ≤ −(1− ε− ε)
∫

Ω

∣∣∣∣
∇u

u

∣∣∣∣
2

φ2 dx + C(ε)
∫

Ω
φ2 dx +

1
ε

∫

Ω
|∇φ|2 dx.

Eligiendo ε > 0 de tal forma que ε < 1− ε, obtenemos

λ

∫

Ω

φ2

|x|α dx ≤ C(ε)
∫

Ω
φ2 dx +

1
ε

∫

Ω
|∇φ|2 dx.

Comenzamos a continuación la discusión en función de los valores de α:
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(i) Si α > 2, entonces usando la desigualdad de Poincaré independientemente del valor de
λ, llegamos a contradicción con la desigualdad de Hardy. Por tanto, para λ > 0 no hay
solución.

(ii) Si α = 2, elegimos ε < 1 tal que ΛN < λε. Entonces existe un número positivo σ > 0
tal que

(ΛN + σ)
∫

Ω

φ2

|x|2 dx ≤ λε

∫

Ω

φ2

|x|2 dx ≤ εC(ε)
∫

Ω
φ2 dx +

∫

Ω
|∇φ|2 dx,

y por tanto,

(ΛN + σ)
∫

Ω

φ2

|x|2 dx ≤ εC(ε)
∫

Ω
φ2 dx +

∫

Ω
|∇φ|2 dx. (2.30)

Consideramos

A(c) = ı́nf
ψ∈C∞0 (Ω)\{0}

∫

Ω
|∇ψ|2 dx + c

∫

Ω
ψ2 dx

∫

Ω

ψ2

|x|2 dx

.

Basta comprobar que A(c) ≤ ΛN . En efecto, supongamos que A(c) > ΛN y sea η > 0 tal
que A(c) ≥ ΛN + η. Dado que la constante de Hardy no depende del dominio, podemos
elegir una sucesión {ψn} ∈ C∞

0 (Br(0)) de minimizantes en la bola, es decir, tales que
∫

Ω
|∇ψn|2 dx

∫

Ω

ψ2
n

|x|2 dx

→ ΛN .

Como ∫

Br(0)
|ψn|2 dx ≤ r2

∫

Br(0)

ψ2
n

|x|2 ,

se tiene que A(ψn) ≤ ΛN + cr2. Para llegar a contradicción basta con tomar r suficiente-
mente pequeño tal que cr2 < η.

(iii) Si α < 2, entonces se puede demostrar fácilmente la existencia de constantes positivas
c1, c2 > 0 dependiendo sólo de los datos, tales que

λ

∫

Ω

φ2

|x|α dx ≤ c1

∫

Ω
φ2 dx + c2

∫

Ω
|∇φ|2 dx ≤ (c1λ1 + c2)

∫

Ω
|∇φ|2 dx,

donde λ1 es el primer valor propio del operador de Laplace en Ω. Finalmente, si tomamos
λ∗ = (c1λ1+c2)λ1( 1

|x|α ), concluimos que el problema (2.28) no tiene solución para λ > λ∗.

Por otro lado, si α > 2 y q ≤ N
N−1 , no es dif́ıcil comprobar que el problema (2.28) no

tiene solución positiva para ningún λ > 0.
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Resumimos en la siguiente tabla las posibles situaciones en las que pueden actuar de
forma conjunta el gradiente y un término de orden cero con un peso admisible, que puede
ser tanto de carácter general g(x), como el potencial de Hardy o un peso potencia |x|−α.
Recordamos también la acción separada que ejercen el gradiente y el potencial de Hardy.

Acción separada del gradiente y del potencial de Hardy

|∇u|q Lado derecho |∇u|q Lado izquierdo Potencial Hardy

−∆u + |∇u|q = f −∆u = |∇u|q + f −∆u = λ
u

|x|2 + f

q ≤ 2 q >
N + 1

N
λ > 0, f ∈ L1(Ω)

Existencia, ∀f ∈ L1(Ω) Existencia para dato bueno f En general no hay solución

Véase [35] Véanse [18] y [81] Véase [42]

Actuación conjunta del gradiente y un término de orden cero

con peso general g(x)

Existencia de Solución: −∆u + |∇u|q = λg(x)u + f

Fijo, 1 < q ≤ 2 Variable, q ∈ (1, 2]

Peso admisible Condición λ1(g) > 0

Solución: ∀λ, ∀f ∈ L1(Ω) Solución: λ < λ1(g), integrabilidad en f
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Actuación conjunta del gradiente y el potencial de Hardy

Lado derecho Lado izquierdo

−∆u + |∇u|q = λ
u

|x|2 + f −∆u− |∇u|q = λ
u

|x|2 + f

Véase [8]

Existencia de solución Existencia de solución

q >
N

N − 1
, ∀λ, ∀f ∈ L1(Ω)

q <
N

N − 1
, λ ≤ ΛN .

q < q(λ). Condición de integrabilidad en f

Condición de integrabilidad en f

No existencia de solución débil No existencia de solución distribucional

q <
N

N − 1
, λ > ΛN q ≥ q(λ)

Acción conjunta del gradiente y una potencia |x|−α

−∆u + |∇u|q = λ
u

|x|α + f

Existencia No existencia

α ∈ (1, N+2
2 ), qα = máx{1, N

(N+1)−α} α = N+2
2 , q = 2

q > qα, ∀λ, ∀f ∈ L1(Ω) No hay solución para λ >
(N − 2)(N − 1)

2

Para q = 1, obtenemos lo siguiente:

α > 2, no existe solución positiva para ningún λ,

−∆u + |∇u| = λ
u

|x|α + f α = 2, no existe solución positiva para λ > ΛN ,

α < 2, no hay solución positiva para λ > λ∗.
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4.2. Extensión a operadores más generales

A continuación, extendemos los resultados previos a operadores más generales que
el de Laplace, con un término de absorción con crecimiento cŕıtico. Más precisamente,
consideramos las siguientes ecuaciones eĺıpticas casilineales:

{
−div (a(x, u)∇u) + g(x, u,∇u) = λh(x)u + f en Ω,

u = 0 en ∂Ω,
(2.31)

donde
λ ≥ 0, f ∈ L1(Ω), (2.32)

y a(x, s) : Ω × R → R, g(x, s, ξ) : Ω × R × RN → R son funciones de Caratheodory, es
decir, medibles con respecto a x y continuas con respecto a (s, ξ). Sean α, σ, µ ∈ R+ y β, θ
funciones de variable real, continuas, crecientes (posiblemente no acotadas) y tales que

0 < α ≤ a(x, s) ≤ β(s), (2.33)

|g(x, s, ξ)| ≤ θ(s)|ξ|2, (2.34)

g(x, s, ξ)s ≥ 0, ∀ s ∈ R, (2.35)

Supongamos además que para todo |s| ≥ σ se cumple que

|g(x, s, ξ)| ≥ µ|ξ|2. (2.36)

El principal objetivo de esta sección es encontrar condiciones para a, g y h de tal forma
que el problema previo tenga solución para todo λ > 0 y f ∈ L1(Ω).

En [34] se prueba que si m > 0 y λ = 0 existen soluciones de enerǵıa finita consideran-
do tan sólo la condición f ∈ L1(Ω). Esto es debido esencialmente a dos factores: (1) la
presencia del término de orden inferior g(x, u,∇u) con dependencia cuadrática en el gra-
diente; y (2) la condición de signo (2.35). Este hecho es un resultado sorprendente, ya que
no es cierto en el caso lineal, que corresponde a m = 0.

En [42] se prueba si λ > 0, m = 0 y f ∈ Lp(Ω), entonces el resultado clásico u ∈
Lm∗∗

(Ω) se mantiene si y sólo si λ < N(p−1)(N−2p)
p2 .

Ejemplo 2.4.4 Consideramos Ω ⊂ RN un subconjunto abierto acotado de RN tal que
0 ∈ Ω, donde N ≥ 3. Sean a(x, u) = (1+|u|m), g(x, u,∇u) = m

2 |u|m−2u|∇u|2 y h(x) = 1
|x|2 .

Este modelo tiene asociado el siguiente funcional de enerǵıa,

J(u) =
1
2

∫

Ω
(1 + |u|m)|∇u|2 dx− λ

2

∫

Ω

u2

|x|2 dx−
∫

Ω
f(x)u(x) dx, m > 1,

cuya ecuación de Euler–Lagrange es
{
−div ((1 + |u|m)∇u) + m

2 |u|m−2u|∇u|2 = λ
u

|x|2 + f en Ω,

u = 0 en ∂Ω.
(2.37)
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Sea h(x) verificando la condición (2.2), con q = 2. La existencia de solución será obteni-
da por aproximación. Para ello, seguimos las mismas técnicas empleadas en [14] y [26].
Definimos

gn(x, s, ξ) =
g(x, s, ξ)

1 + 1
n |g(x, s, ξ)| y an(x, s) = a(x, Tn(s)).

Consideramos ahora el problema (2.31) con f, h ∈ Ls(Ω) y s > N
2 .

Teorema 2.4.5 Supongamos (2.33), (2.34), (2.35), (2.36), λ ≥ 0 y f, h ∈ Ls(Ω), con
s > N

2 . Entonces existe una solución u ∈ W 1,2
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) al problema (2.31) en el

sentido distribucional, es decir,




u ∈ W 1,2
0 (Ω) ∩ L∞(Ω),

g(x, u,∇u) ∈ L1(Ω),∫

Ω
a(x, u)∇u∇ϕdx +

∫

Ω
g(x, u,∇u) ϕdx

= λ

∫

Ω
h(x)uϕdx +

∫

Ω
f ϕ dx, ∀ϕ ∈ W 1,2

0 (Ω).

(2.38)

Demostración. Como consecuencia del teorema de existencia de Leray–Lions (véase [100]),
para cada k > 0 podemos encontrar una sucesión de soluciones {um,k} a los problemas

{ −div (am(x, um,k)∇um,k) + gm(x, um,k,∇um,k) = λh(x)Tk(um) + f,

um ∈ W 1,2
0 (Ω) ∩ L∞(Ω),

(2.39)

para todo m ∈ N. Como f, h ∈ Ls(Ω) con s > N
2 , entonces, aplicando el Teorema de

regularidad de Stampacchia [125] y la hipótesis (2.35), existe una constante positiva C > 0
tal que

‖um,k‖∞ ≤ C(k, g, f, h,Ω). (2.40)

Tomando um,k como función test en (2.39), se prueba que existe una constante positiva
C(k, g, f,Ω) tal que

α

∫

Ω
|∇um,k|2 dx ≤ C(k, g, f, Ω),

y por tanto um,k ⇀ uk débilmente en W 1,2
0 (Ω). Es claro que ‖uk‖∞ ≤ C(k, g, f, h,Ω)

para la constante C(k, g, f, h,Ω) definida en (2.40). Para obtener la convergencia fuerte
de {um,k} en W 1,2

0 (Ω) utilizamos argumentos semejantes a los usados en [40]. Sea φ(s) =
seTs2

, donde T es una constante positiva que satisface

αTs2 + α− θ(C)s ≥ α

2
.

Usando φ(um,k−uk) como función test en (2.39) y argumentando igual que en el Teorema
de existencia 2.2.5, obtenemos que

1
2

∫

Ω
|∇(um,k − uk)|2 dx ≤ o(1).
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Se obtiene aśı la convergencia fuerte en W 1,2
0 (Ω). Usando además el hecho de que la

sucesión {un} está acotada en L∞(Ω), podemos pasar al ĺımite en el problema (2.39), para
concluir que uk es una solución de

{ −div (a(x, uk)∇uk) + g(x, uk,∇uk) = λh(x)Tk(uk) + f,

uk ∈ W 1,2
0 (Ω) ∩ L∞(Ω),

(2.41)

con f, h ∈ Ls(Ω) y s > N
2 . Tomamos ahora uk como función test en (2.41) y deducimos

que

α

∫

Ω
|∇uk|2 dx +

∫

Ω
|g(x, uk,∇uk)uk| ≤ λ

∫

Ω
h(x)u2

k dx +
∫

Ω
f uk dx.

Como f, h ∈ Ls(Ω) con s > N
2 , podemos probar que la sucesión {uk} está uniformemente

acotada en L∞(Ω). Además, uk ⇀ u en W 1,2
0 (Ω). Como consecuencia, tenemos también

que u ∈ W 1,2
0 (Ω)∩L∞(Ω). Para obtener el resultado de existencia que estamos buscando,

basta comprobar que uk → u en W 1,2
0 (Ω), pero ésto se tiene inmediatamente usando los

mismos cálculos anteriores.

Supongamos ahora que se verifican las hipótesis (2.32), (2.33), (2.34), (2.35) y (2.36),
y consideramos h(x) un peso admisible en el sentido de (2.2). Como consecuencia del
Teorema anterior 2.4.5, podemos considerar los problemas aproximados de Dirichlet,

un ∈ W 1,2
0 (Ω)∩L∞(Ω) : −div (a(x, un)∇un)+g(x, un,∇un) = λhn(x)Tk(un)+fn, (2.42)

donde {fn} es una sucesión de funciones suaves que converge uniformemente a f en L1(Ω)
y hn(x) = mı́n{h(x), n}. Nótese que, por ejemplo, podemos tomar fn = Tn(f).

Al igual que en [34], tomando para cada k > 0 la función test Tk(un) en los problemas
(2.42), tenemos que

∫

Ω
a(x, un)|∇Tk(un)|2 dx +

∫

Ω
g(x, un,∇un)Tk(un) dx

≤ λk

∫

Ω
hn(x)un dx + k

∫

Ω
fn dx.

Por otro lado, como

∫

Ω
g(x, un,∇un)Tk(un) dx

=
∫

{|un(x)|≤k}
g(x, un,∇un)un dx + k

∫

{|un(x)|≥k}
g(x, un,∇un)

un

|un| dx,

entonces, como consecuencia de (2.35) y(2.36) y considerando k = σ, obtenemos que para
todo ε > 0,

α

∫

Ω
|∇Tσ(un)|2 + µσ

∫

{x∈Ω: σ≤|un(x)|}
|∇un|2 ≤ σλεC(h)

∫

Ω
|∇un|2 dx + C ′(ε, k, f).
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Eligiendo ε suficientemente pequeño, concluimos que {un} está acotada en W 1,2
0 (Ω) y que

existe por tanto u ∈ W 1,2
0 (Ω) tal que un ⇀ u débilmente en W 1,2

0 (Ω) y un → u fuertemente
en Lp(Ω) para todo p < 2∗ = 2N

N−2 .

Consideramos u+
n = máx{un, 0} y u−n = máx{−un, 0} las partes positiva y negativa de

un respectivamente, que claramente cumplen que un = u+
n −u−n . Probamos a continuación

algunos resultados técnicos que serán muy relevantes para demostrar el resultado principal
de esta subsección.

Lema 2.4.6 Se cumple que

ĺım
k→∞

∫

{x∈Ω: |un(x)|≥k+1}
|g(x, un,∇un)| dx

= ĺım
k→∞

∫

{x∈Ω: |un(x)|≥k+1}
|∇un|2 dx = 0. (2.43)

Demostración. Usando T1(Gk(un)) como función test en (2.42) y como consecuencia de
la condición (2.35), obtenemos que para todo k > 0,

∫

{x∈Ω: k+1≤|un(x)|}
|g(x, un,∇un)| dx

≤ λ

∫

{x∈Ω: k≤|un(x)|}
hn(x)|un| dx +

∫

{x∈Ω: k≤|un(x)|}
|f | dx. (2.44)

Por tanto, la elección k = σ − 1 nos proporciona la siguiente estimación:

µ

∫

{x∈Ω: k+1≤|un(x)|}
|∇un|2 dx

≤ λ

∫

{x∈Ω: k≤|un(x)|}
hn(x)|un| dx +

∫

{x∈Ω: k≤|un(x)|}
|f | dx. (2.45)

Como un → u fuertemente en Lp(Ω) para todo p < 2∗, la medida de {x ∈ Ω : |un(x)| ≥ k}
tiende a cero cuando k tiende a infinito uniformemente en n; con lo que concluye la de-
mostración.

Proposición 2.4.7 Sea k > 0. Entonces Tk(un) → Tk(u) fuertemente en W 1,2
0 (Ω).

Demostración. Denotamos wn = Tk(un) y w = Tk(u), de modo que

‖wn − w‖
W 1,2

0 (Ω)

≤ ‖(w+
n − w+)+‖

W 1,2
0 (Ω)

+ ‖(w−n − w−)+‖
W 1,2

0 (Ω)
+ ‖(wn − w)−‖

W 1,2
0 (Ω)

. (2.46)



Caṕıtulo 2 95

A continuación, vamos a estimar cada término de la parte derecha de la desigualdad
anterior (2.46). Nótese en primer lugar que para cada ` > 0, se cumple que

‖(w+
n − w+)+‖

W 1,2
0 (Ω)

= ‖T`(w+
n − w+)+‖

W 1,2
0 (Ω)

+ ‖G`(w+
n − w+)+‖

W 1,2
0 (Ω)

. (2.47)

Para el resto de la prueba procedemos en varias etapas:

Paso 1: Estimación del primer término del lado derecho de la igualdad (2.47). Usando
T`(w+

n − w+)+ como función test en (2.42), deducimos que

α

∫

Ω
|∇T`(w+

n − w+)+|2 dx +
∫

Ω
gn(x, un,∇un)T`(w+

n − w+)+ dx

≤ λ

∫

Ω
hn(x)unT`(w+

n − w+)+ dx +
∫

Ω
fnT`(w+

n − w+)+ dx.

Como consecuencia de (2.35), se sigue inmediatamente que ‖T`(w+
n −w+)+‖

W 1,2
0 (Ω)

tiende
a cero cuando ` y n tienden a infinito.

Paso 2: Estimación del segundo término del lado derecho de la igualdad (2.47). Para
cada ` > 0, tenemos que

‖G`(w+
n − w+)+‖

W 1,2
0 (Ω)

=
∫

{x∈Ω: `≤w+
n (x)−w+(x)}

|∇(w+
n − w+)|2 dx

≤ 2
∫

{x∈Ω: `≤w+
n (x)}

|∇w+
n |2 dx + 2

∫

{x∈Ω: `≤w+
n (x)}

|∇w+|2 dx.

Por tanto, como consecuencia de (2.45), se obtiene que

‖G`(w+
n − w+)+‖

W 1,2
0 (Ω)

≤ 2λ

µ

∫

{x∈Ω: `−1≤w+
n (x)}

hn(x)w+
n dx

+
2
µ

∫

{x∈Ω: `−1≤w+
n (x)}

|f | dx + 2
∫

{x∈Ω: `≤w+
n (x)}

|∇w+|2 dx.

Como la medida del conjunto {x ∈ Ω : w+
n (x) ≥ `} tiende a cero cuando ` tiende a infinito

uniformemente en n, pasando al ĺımite cuando `, n tienden a infinito y dado que u+
n ⇀ u+

débilmente en W 1,2
0 (Ω), se tiene que ‖G`(w+

n − w+)+‖
W 1,2

0 (Ω)
tiende a cero.

Paso 3: Estimación del primer y segundo término del lado derecho de la desigualdad
(2.46). Por tanto, como consecuencia de la igualdad (2.47) y de las estimaciones obtenidas
en los Pasos 1 y 2 obtenemos que

ĺım
n→∞ ‖(w

+
n − w+)+‖

W 1,2
0 (Ω)

= 0. (2.48)

Análogamente, tenemos que

ĺım
n→∞ ‖(w

−
n − w−)+‖

W 1,2
0 (Ω)

= 0. (2.49)
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Paso 4: Estimación del tercer miembro del lado derecho de la desigualdad (2.46). Sea
φ(s) = seTs2

, con T satisfaciendo (αφ′−M |φ|) ≥ 1
2 . Tomando φ((wn−w)−) = φ((w−wn)+)

como función test en (2.42), deducimos que

∫

Ω
a(x, un)∇unφ′((w − wn)+)∇((w − wn)+) dx

+
∫

Ω
g(x, un,∇un)φ((w − wn)+) dx ≤

∫

Ω
(λh(x)un + fn)φ((w − wn)+) dx. (2.50)

A continuación, vamos a analizar cada uno de los términos de la desigualdad (2.50).
En primer lugar, tenemos que

∫

Ω
a(x, un)∇unφ′((w − wn)+)∇((w − wn)+) dx

=
∫

{x∈Ω:wn≤w≤k}
a(x, un)∇unφ′((w − wn)+)∇((w − wn)) dx

+
∫

{x∈Ω:wn≤w≤k}
a(x, un)|∇((w − wn))|2φ′((w − wn)+) dx

+
∫

{x∈Ω:wn≤w≤k}
a(x, un)∇wφ′((w − wn)+)∇((w − wn)) dx.

Como un ⇀ u en W 1,2
0 (Ω), argumentando por dualidad tenemos que

∫

Ω
a(x, un)∇unφ′((w − wn)+)∇((w − wn)+) dx

=
∫

Ω
a(x, un)|∇((wn − w)−)|2φ′((w − wn)+) dx + o(1). (2.51)

Estimamos ahora el segundo término en el lado izquierdo de la desigualdad (2.50).
Tomando φ((w − wn)+) como función test en (2.42), tenemos que

∫

Ω
g(x, un,∇un)φ((w − wn)+) dx

=
∫

{x∈Ω: wn≤w≤k}
g(x, un,∇un)φ((w − wn)+) dx

≤
∫

{x∈Ω: wn≤w≤k}
θ(un)|∇wn|2φ((w − wn)+) dx

=
∫

{x∈Ω: wn≤w≤k}
θ(un)|∇(wn − w)|2φ((w − wn)+) dx

−
∫

{x∈Ω: wn≤w≤k}
θ(un)|∇w|2φ((w − wn)+) dx

+ 2
∫

{x∈Ω: wn≤w≤k}
θ(un)∇wn∇w φ((w − wn)+) dx.
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Para cada k > 0, consideramos A = {x ∈ Ω : wn(x) ≤ w(x) ≤ k} y M = máxs∈A θ(s).
Recordamos que, por hipótesis, θ es una función creciente elegida en (2.34), wn = Tk(un)
y w = Tk(u). Como φ((w − wn)+) converge a cero en Lp(Ω) para todo p > 1, utilizando
un argumento de dualidad, tenemos que

∫

Ω
g(x, un,∇un)φ((w − wn)+) dx

≤ M

∫

{x∈Ω: wn≤w≤k}
|∇((wn − w)−)2|φ((w − wn)+)| dx. (2.52)

Como consecuencia de (2.51) y (2.52), deducimos que
∫

Ω
|∇((wn − w)−)2|(αφ′ −M |φ|)((w − wn)+) dx = o(1).

Como T ha sido elegido de tal modo que φ satisface que (αφ′−M |φ|) ≥ 1
2 , obtenemos que

ĺım
n→∞ ‖(w

+
n − w+)−‖

W 1,2
0 (Ω)

= 0. (2.53)

Paso 5: Finalmente, como consecuencia de (2.48), (2.49) y (2.53), deducimos que para
cada k > 0 fijo, se cumple que

Tk(un) → Tk(u) fuertemente en W 1,2
0 (Ω),

con lo que termina la prueba.

Proposición 2.4.8 La sucesión g(x, un,∇un) converge a g(x, u,∇u) en L1(Ω).

Demostración. Como g(x, un,∇un) → g(x, u,∇u) en c.t.p, basta probar que g(x, un,∇un)
es uniformemente equi-integrable. Para algún σ ∈ R+, se cumple que

∫

E
|g(x, un,∇un)| dx ≤

∫

E
θ(σ)|∇Tσ(un)|2 dx +

∫

{x∈E: |un(x)|≥σ}
|g(x, un,∇un)| dx.

Por tanto, eligiendo E con |E| es suficientemente pequeña y aplicando el Lema 2.4.6,
estamos en las condiciones para aplicar el Teorema de Vitali y concluir la prueba.

Por otra parte, del mismo modo, se prueba que |∇un|2 converge a |∇u|2 fuertemente
en L1(Ω).

De este modo, podemos pasar ahora al ĺımite en (2.42) y obtener que u es una solución
de (2.31) en un sentido apropiado. Supongamos que ϕ ∈ W 1,2

0 (Ω)∩L∞(Ω).Entonces usando
los resultados previos de regularidad, podemos tomar Tk(u−ϕ) como función test en (2.1).
Con más precisión, tenemos el siguiente resultado de existencia:
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Teorema 2.4.9 Supongamos (2.32), (2.33), (2.34), (2.35), (2.36) y sea h(x) un peso ad-
misible. Entonces existe una solución u al problema (2.31) en el siguiente sentido,





u ∈ W 1,2
0 (Ω),

g(x, u,∇u) ∈ L1(Ω),∫

Ω
a(x, u)∇u∇Tk(u− ϕ) +

∫

Ω
g(x, u,∇u) Tk(u− ϕ)

=
∫

Ω
f Tk(u− ϕ) ∀ϕ ∈ W 1,2

0 (Ω) ∩ L∞(Ω), ∀k > 0.

(2.54)

Nota 2.4.10 Hay que tener en cuenta que para este caso no se sabe si, en general,
a(x, u)|∇u|2 ∈ L1(Ω) ni tampoco si ug(x, u,∇u) ∈ L1(Ω).

Está claro que, en general, si u es una solución del problema (2.31) en el sentido del
Teorema 2.4.9, entonces no sabemos si u es una solución distribucional. Para superar esta
dificultad, necesitamos añadir condiciones extra a la función a. Con más precisión, tenemos
el siguiente resultado.

Teorema 2.4.11 Sea α < 1 y supongamos que a(x, s) satisface la siguiente condición

(H) ≡
{

a2α(x, s)|ξ|2 ≤ C|g(x, s, ξ)| ∀|s| ≥ σ,

a2(1−α)(x, s) ≤ C|s|β, β < 2∗, ∀|s| ≥ σ.
(2.55)

Entonces si u ∈ W 1,2
0 (Ω) es una solución al problema (2.31) en el sentido (2.54), tenemos

que u es una solución en el sentido distribucional.

Demostración. Basta comprobar que a(x, un)|∇un| converge a a(x, u)|∇u| en L1(Ω). En
efecto, sea E ⊂ Ω un conjunto medible. Entonces,

∫

E
a(x, un)|∇un| dx =

∫

E
a(x, un)|∇Tσ(un)| dx +

∫

{x∈E: |un(x)|≥σ}
a(x, un)|∇un| dx.

Eligiendo E con |E| suficientemente pequeña y como Tk(un) → Tk(u) en W 1,2
0 (Ω), se tiene

que ∫

E
a(x, un)|∇Tσ(un)| dx → 0 uniformemente en n. (2.56)

Analizamos a continuación el segundo término del lado derecho de la ecuación (2.56).

∫

{x∈E: |un(x)|≥σ}
a(x, un)|∇un| dx

≤
∫

{x∈E: |un(x)|≥σ}
a2α(x, un)|∇un|2 dx +

∫

{x∈E: |un(x)|≥σ}
a2(1−α)(x, un) dx.
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Como a(x, s) satisface la hipótesis (H) en (2.55), usando que un → u fuertemente en Lp(Ω)
para todo p < 2∗ y como consecuencia del Lema 2.4.6, eligiendo E con |E| suficientemente
pequeño, se tiene que

∫

{x∈E: |un(x)|≥σ}
a(x, un)|∇un| dx → 0 uniformemente en n.

Aplicando ahora el Teorema de Vitali, concluye la demostración.

Nota 2.4.12 Consideramos el modelo principal dado en (2.37). Aplicando el Teorema
anterior 2.4.11, obtenemos que

{
(1 + |u|m)2α|∇u|2 ≤ C m

2 |u|m−1|∇u|2 ∀ |u| ≥ σ,

(1 + |u|m)2(1−α) ≤ C|u|β β < 2∗, ∀ |u| ≥ σ.

Sea α = m−1
2m < 1. Entonces si 1 < m < 2∗ − 1 y u ∈ W 1,2

0 (Ω) es una solución del
problema (2.37) en el sentido entrópico, se tiene que u es además una solución en el
sentido distribucional.

Nota 2.4.13 (Regularidad de la solución) Si consideramos el problema (2.31) con
h satisfaciendo la condición del Caṕıtulo 1 (obsérvese que en particular dicha concidicón
implica (2.2) para q = 2), entonces se sigue que las soluciones del problema (2.31) satisfacen
también los resultados de regularidad de los Teoremas 1.3.8 y 1.3.9.
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Caṕıtulo 3

Existencia y sumabilidad de las
soluciones de problemas parabólicos

1. Introducción

En este caṕıtulo estudiaremos la existencia y sumabilidad de las soluciones (también de
sus gradientes) de una clase de ecuaciones parabólicas no lineales. De hecho, mostraremos
que la sumabilidad de la solución está fuertemente relacionada con la regularidad del dato
f ∈ Lr(0, T ; Lq(Ω)), donde r, q ∈ [1, +∞]. Para T > 0, denotamos por ΩT el cilindro
Ω × (0, T ), y por Γ la superficie lateral ∂Ω × (0, T ). Consideramos el siguiente problema
parabólico: 




ut − div (a(x, t, u,∇u)) = f en ΩT ,

u(x, t) = 0 en Γ,

u(x, 0) = 0 en Ω.

(3.1)

Aqúı a(x, t, σ, ξ) : ΩT × R × RN → RN designa una función de Caratheodory, es decir, a
es continua con respecto a σ para casi todo punto (x, t) ∈ ΩT y medible con respecto a
(x, t) para cada σ ∈ R, ξ ∈ RN . Se supone que satisface las siguientes condiciones:

a(x, t, σ, ξ)ξ ≥ α|ξ|2, α > 0, (3.2)

|a(x, t, σ, ξ)| ≤ α1(µ(x, t) + |σ|+ |ξ|), α1 > 0, µ ∈ L2(ΩT ), (3.3)

(a(x, t, σ, ξ)− a(x, t, σ, ξ′)) · (ξ − ξ′) > 0, ξ 6= ξ′. (3.4)

Representamos la regularidad del dato f ∈ Lr(0, T ; Lq(Ω)) con un diagrama de ejes 1
q y

1
r . Como r, q ∈ [1, +∞], todos los posibles casos de sumabilidad están dentro del cuadrado
[0, 1]× [0, 1]. Usamos la notación 1

∞ = 0.

Si f pertenece a Lr(0, T ;Lq(Ω)) con r y q suficientemente grandes, es decir, si

1
r

+
N

2q
< 1 (región 1 de la Figura 3.1), (3.5)

entonces cada solución u ∈ V2(ΩT ) ≡ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩L2(0, T ; W 1,2
0 (Ω)) pertenece tam-

bién a L∞(ΩT ). La demostración de este resultado de regularidad es debida a Aronson
y Serrin en el caso no lineal (véase [20]), mientras que la demostración del caso lineal se
puede encontrar en trabajos anteriores (véanse [19], [79], [84], [85] y [93]).



104 Existencia y sumabilidad para el problema de Cauchy

-

6
1

1
2

1
r

1 1
q

2
N

1
2

1
2

N+2
2N

1

2

3

L
L
L
L
L
L
L
L
L
L
L
L
L
L
L·

·
·
·
·
·
·
·
L
L
L
L
L
L
L
L

Figura 3.1: Resultados clásicos de regularidad

Llegados a este punto, recordamos que si r y q no satisfacen (3.5) pero cumplen

2 <
2
r

+
N

q
≤ mı́n

{
2 +

N

r
, 2 +

N

2

}
, r ≥ 1, (3.6)

es decir, están en las regiones 2 y 3 de la Figura 3.1, entonces Ladyženskaja, Solon-
nikov y Ural’ceva (véase [95, Thm 3.9.1]) prueban que cualquier solución débil de (3.1)
perteneciente a V2(ΩT ) satisface que

|u(x, t)|γ ∈ V2(ΩT ), (3.7)

con γ una constante > 1 dada por una fórmula expĺıcita en términos de N , r y q. Esta
regularidad (3.7) y las propiedades de inmersión en espacios parabólicos (véase el Lema
0.0.6) implican que

u ∈ Ls(ΩT ), s =
(N + 2)qr

Nr + 2q − 2qr
. (3.8)

Una pregunta natural es si existe al menos una solución de (3.1) que pertenezca a V2(ΩT )
cuando la sumabilidad de los exponentes (r, q) de f satisface (3.6). Por otro lado, obser-
vamos que si f ∈ Lr(0, T ; Lq(Ω)), con q > 2N

N+2 para todo r > 2, entonces para cada
u ∈ L2(0, T ; W 1,2

0 (Ω)) se cumple que

∫ T

0

∫

Ω
fu dx dt ≤

( ∫ T

0

( ∫

Ω
|f |qdx

) r
q

dt

) 1
r
(∫ T

0

(∫

Ω
|u|q′dx

) r′
q′

dt

) 1
r′

≤ Cf

(∫ T

0

(∫

Ω
|u|2∗dx

) r′
2∗

dt

) 1
r′

< ∞.

Por tanto, deducimos que si f ∈ Lr(0, T ;Lq(Ω)) con q > 2N
N+2 para todo r > 2,

entonces f ∈ L2(0, T ;W−1,2(Ω)). Como V2(ΩT ) ⊂ L2(0, T ; W 1,2
0 (Ω)), se cumple que



Caṕıtulo 3 105

L2(0, T ;W−1,2
0 (Ω)) ⊂ (V2(ΩT ))′. De este modo, en las regiones 3 y 4 de la Figura 3.2

es muy fácil deducir la existencia de al menos una solución débil.

Si f ∈ Lr(0, T ; Lq(Ω)), con N
2q + 1

r ≤ 1 + N
4 y r < 2, (es decir, N

2q′ + 1
r′ ≥ N

4 y r′ > 2)
deducimos, usando las desigualdades de interpolación (véase (0.0.1)), que ∀u ∈ V2(ΩT ) se
cumple que

∫ T

0

∫

Ω
fu dx dt ≤

( ∫ T

0

( ∫

Ω
|f |qdx

) r
q

dt

) 1
r
(∫ T

0

(∫

Ω
|u|q′dx

) r′
q′

dt

) 1
r′

≤ C Cf‖u‖1−θ
L2(0,T ;L∞(Ω))

‖u‖
L2(0,T,W 1,2

0 (Ω))
< ∞.

Por tanto, si f pertenece a la región 2 de la Figura 3.2, entonces f ∈ (V2(ΩT ))′. De
este modo, en esta región existe al menos una solución en V2(ΩT ). Este resultado se
puede encontrar en [95] para operadores lineales y en [33] para operadores no lineales más
generales (incluso con crecimiento p).

En [95, Thm. 3.4.1] se demuestra el resultado de existencia previo cuando los expo-
nentes de sumabilidad de f cumplen que

1
r

+
N

2q
= 1 +

N

4
q ∈

[ 2N

N + 2
, 2

]
, r ∈ [1, 2],

lo que implica que este resultado es verdad para cada elección de exponentes (r, q) que
cumplen

1
r

+
N

2q
≤ 1 +

N

4
, q ≥ 2N

N + 2
(las regiones 2, 3 y 4 de la Figura 3.2). (3.9)

-
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Figura 3.2: Resultados de existencia para las regiones 2, 3 y 4.

Obsérvese que la región descrita en la Figura 3.2 incluye estrictamente las regiones 2
y 3 de la Figura 3.1. Algunas cuestiones interesantes son las siguientes:
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(1) Estudiar el comportamiento de las soluciones cuando el dato pertenece a la región 4
de la Figura 3.2, donde sabemos que existe al menos una solución débil que pertenece
a V2(ΩT ).

(2) Analizar qué sucede fuera de estas regiones y si existen otras regiones donde haya
soluciones en V2(ΩT ).

(3) Donde no es razonable esperar soluciones en V2(ΩT ), como por ejemplo cuando r
y q no son suficientemente grandes, estudiar cuál es la regularidad de partida que
nos asegura más sumabilidad de las soluciones (de todas las soluciones) y hallar el
exponente óptimo de sumabilidad.

(4) Fuera de la región 1 de la Figura 3.1 es posible encontrar ejemplos de soluciones no
acotadas, analizamos si sucede lo mismo con los resultados de regularidad previos.

Sorprendentemente, no hay respuestas a estas cuestiones en la literatura. Sólo cono-
cemos un resultado de regularidad con dato f en L2(0, T ; W−1,2(Ω)) ∩ Lr(0, T ;Lq(Ω)) y
soluciones en el espacio de enerǵıa L2(0, T ; W 1,2

0 (Ω)) (véase [78]).

Por simplicidad, en este caṕıtulo nos centramos en el caso p = 2 y obtenemos los
siguientes resultados.

(1) Probamos que bajo la hipótesis (3.6), basta con tener soluciones cuyo truncamiento
Tk(u) pertenece a L2(0, T ;W 1,2

0 (Ω)) para tener el resultado de regularidad (3.7).
Además, este resultado puede ser extendido a toda la región C de la Figura 3.3, con
el mismo valor de γ que en [95]. Como en la nueva región no considerada antes, la
constante γ está en el intervalo (1

2 , 1), debemos reemplazar (3.7) por

(1 + |u(x, t)|)γ − 1 ∈ V2(ΩT ), (3.10)

que de nuevo implica la regularidad (3.8). Además, en toda la región C, probaremos
más propiedades de regularidad de las soluciones.

6
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1 1
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L

L
L
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Figura 3.3: Las regiones 2 y 3 de la Figura 3.2 están contenidas en la región C. La región
4 de la Figura 3.2 está contenida en la región E.
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La condición que imponemos al truncamiento de pertenecer a L2(0, T ; W 1,2
0 (Ω)) es

muy débil y se satisface con datos sumables (es decir, en el caso r = q = 1), (véase
[32]).

(2) Extendemos todos los resultados de regularidad previos también a la región E de la
Figura 3.3. Probamos también más propiedades de sumabilidad. En particular, si el
dato f tiene exponentes de regularidad en esa región, entonces todas las soluciones
con truncamiento en el espacio de enerǵıa pertenecen también a

L
2q∗∗
2∗ (0, T, Lq∗∗(Ω)), (3.11)

es decir, demostramos una especie de regularidad de Calderon-Zygmund en la varia-
ble espacial.

Referencia: Los resultados de este caṕıtulo han sido enviados para su publicación (véase
[43]).

2. Un problema casilineal: existencia de soluciones acotadas

Estudiamos, en primer lugar, problemas casilineales con términos de orden inferior con
“crecimiento natural”. Sea β > 0, consideramos





ut − div (a(x, t, u,∇u)) = β|∇u|2 + f en ΩT ,

u(x, t) = 0 en Γ,

u(x, 0) = 0 en Ω.

(3.12)

Definición 3.2.1 Decimos que una función u en L2(0, T ; W 1,2
0 (Ω)) es una solución débil

de (3.12) si a(x, t, u,∇u) ∈ (L1(ΩT ))N y
∫

ΩT

(− uϕt + a(x, t, u,∇u)∇ϕ
)
dx dt =

∫

ΩT

(
β|∇u|2 + f

)
ϕdx dt, (3.13)

para cada función test ϕ ∈ C∞(ΩT ) tal que ϕ = 0 en un entorno de Γ ∪ (Ω× {T}).

Obsérvese que la condición u ∈ L2(0, T ; W 1,2
0 (Ω)) garantiza que el término |∇u|2 pertenece

a L1(Ω).

Teorema 3.2.2 Supongamos que se satisfacen las condiciones (3.2)– (3.4), β > 0 y sea
f ∈ Lr(0, T ; Lq(Ω)) con r, q ∈ [1, +∞] tales que

1
r

+
N

2q
= 1− χ1, χ1 ∈ (0, 1). (3.14)

Entonces existe una solución débil de (3.12) que pertenece a L∞(ΩT ). Además existe una
constante positiva d, dependiendo sólo del dato (y por tanto independiente de u), tal que
‖u‖L∞(ΩT ) ≤ d.
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Notas 3.2.3 (1) Obsérvese que la hipótesis (3.14) implica que r ∈ (1, +∞] y q ∈ (
N
2 , +∞]

.

(2) Para β = 0 (que hace que el problema (3.12) se transforme en (3.1)), cada solución
débil verificando (3.13) pertenece también a L∞(ΩT ), pero el resultado es falso cuando
β > 0. Por ejemplo, el problema modelo,





ut −∆u = |∇u|2 + f en ΩT ,

u(x, t) = 0 en Γ,

u(x, 0) = 0 en Ω,

(3.15)

tiene soluciones no acotadas cuando f ∈ Lr(0, T ;Lq(Ω)) con r y q pertenecientes a
[1,+∞] y satisfaciendo (3.14). En [6] se prueba que (3.15) admite infinitas soluciones en
L2(0, T ;W 1,2

0 (Ω)). Como (3.15) sólo puede tener una solución acotada u, pues v = eu − 1
resuelve el problema 




vt −∆v = (v + 1)f en ΩT ,

v(x, t) = 0 en Γ,

v(x, 0) = 0 en Ω,

(3.16)

que tiene una única solución, concluimos que el problema (3.15) tiene infinitas soluciones
no acotadas.

(3) Como consecuencia del Teorema 3.2.2, se cubre la regularidad en la región 1 de la
Figura 3.1. Este resultado, a diferencia del caso previo, sólo es cierto para una solución
particular (obtenida por aproximación).

Notas 3.2.4 (1) Tanto la prueba como el resultado del Teorema 3.2.2 se mantienen para
β ∈ R. La existencia de soluciones acotadas de (3.12) ya se prueba en [40] para β 6= 0 y
r = q = +∞. En [112] está demostrada para r = +∞, q > 1 + N

2 y en [117] se estudia el
caso r = q > 1+ N

2 . Nosotros completamos estos resultados de existencia previos cubriendo
todos los valores de r y q satisfaciendo (3.14).

(2) Por simplicidad, consideramos u0 ≡ 0. Todos los resultados se mantienen para dato
inicial u0 ∈ L∞(Ω) distinto de cero.

(3) Los resultados son iguales si en (3.12) reemplazamos β|∇u|2 por H(x, t, u,∇u), con
H una función de Caratheodory que verifica

|H(x, t, s, ξ)| ≤ β|ξ|2 + f0,

y f0 tiene la misma sumabilidad de f .
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(3.2.5) Demostración del Teorema 3.2.2. Consideramos los problemas aproxima-
dos 




(un)t − div (a(x, t, un,∇un)) = β
|∇un|2

1 + 1
n |∇un|2

+ fn en ΩT ,

un(x, t) = 0 en Γ,

un(x, 0) = 0 en Ω,

un ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩ L∞(0, T ; L2(Ω)),

(3.17)

donde fn es una sucesión de funciones acotadas tal que fn → f en Lr(0, T ; Lq(Ω)) y

‖fn‖Lr(0,T ;Lq(Ω)) ≤ ‖f‖Lr(0,T ;Lq(Ω)).

Por las hipótesis de estructura se tiene que existe un solución de (3.17). Probaremos en
primer lugar una “estimación a priori”.

Lema 3.2.6 Existe una constante positiva d, que depende sólo del dato y es independiente
de n, tal que

‖un‖L∞(ΩT ) ≤ d. (3.18)

Demostración. Usaremos la notación clásica

At
k = {x ∈ Ω : |un(x, t)| > k}, (3.19)

ϕ(s) =
∫ s

0
(e2λ|Gk(y)| − 1) sign(y) dy, λ >

β

2α
,

donde α es la constante que aparece en la hipótesis (3.2). Se cumple que

ϕ(s) =
1
2λ

(
e2λ|Gk(s)| − 2λ|Gk(s)| − 1

)
, (3.20)

ϕ(s) ≥ 1
2λ

(
eλ|Gk(s)| − 1

)2
. (3.21)

Tomando (e2λ|Gk(un)| − 1)sign(un) como función test en (3.17), integrando en (0, t1] × Ω,
donde t1 ≤ T será elegido más tarde y usando la hipótesis (3.2), deducimos que

∫

Ω
ϕ(un(x, t1)) dx +

(
α

2
λ
− β

λ2

)∫ t1

0

∫

Ω
|∇(eλ|Gk(un)| − 1)|2 dx dt ≤

∫ t1

0

∫

At
k

|fn|(e2λ|Gk(un)| − 1) dx dt.

Como consecuencia de (3.21) tenemos que
∫

Ω
ϕ(un(x, t1)) dx ≥ 1

2λ

∫

Ω
(eλ|Gk(un(x,t1))| − 1)2 dx,
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y por tanto

C0

(∥∥eλ|Gk(un)| − 1
∥∥2

L∞(0,t1;L2(Ω))
+

∥∥∇(
eλ|Gk(un)| − 1

)∥∥2

L2(0,t1;L2(Ω))

)

≤
∫ t1

0

∫

At
k

|fn|
(
e2λ|Gk(un)| − 1

)
dx dt, (3.22)

donde C0 = mı́n
{(

2α
λ − β

λ2

)
, 1

2λ

}
> 0. Usando que para M > 1, se cumple que

(t2 − 1) ≤ M(t− 1)2 +
1

M − 1
, ∀t ≥ 0, (3.23)

obtenemos que el lado derecho de (3.22) se puede estimar del modo siguiente:

∫ t1

0

∫

At
k

|fn| ·
(
e2λ|Gk(un)| − 1

)
dx dt ≤

M

∫ t1

0

∫

At
k

|fn|
(
eλ|Gk(un)| − 1

)2
dx dt +

1
M − 1

∫ t1

0

∫

At
k

|fn| dx dt. (3.24)

Analizamos las dos integrales del lado derecho de la desigualdad anterior (3.24). Como
consecuencia de la desigualdad de Hölder, tenemos que

∫ t1

0

∫

At
k

|fn|
(
eλ|Gk(un)| − 1

)2
dx dt ≤ Cf

( ∫ t1

0

( ∫

At
k

(
eλ|Gkun| − 1

)2q′
dx

) r′
q′

dt

) 1
r′

≤ Cf

(∫ t1

0

∥∥eλ|Gkun| − 1
∥∥2r′

L2q′ dt

) 1
r′

,

donde Cf = ‖f‖Lr(0,T ;Lq(Ω)). Definimos

r = 2r′, q = 2q′, r̂ = r(1 + χ), q̂ = q(1 + χ) y χ =
2χ1

N
, (3.25)

tales que 1
r̂ + N

2q̂ = N
4 , con χ1 como en (3.14), y denotamos

µ(k) =
∫ t1

0

( ∫

At
k

dx

) r̂
q̂

dt. (3.26)
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Aplicando de nuevo la desigualdad de Hölder, concluimos que

∫ t1

0

∫

At
k

|fn|
(
eλ|Gk(un)| − 1

)2
dx dt ≤ Cf

(∫ t1

0

∥∥eλ|Gk(un)| − 1
∥∥r

Lq(At
k)

dt

) 2
r

= Cf

( ∫ t1

0

( ∫

At
k

∣∣eλ|Gk(un)| − 1
∣∣ q̂
1+χ dx

) r̂
q̂

dt

) 2(1+χ)

r̂

≤ Cf

( ∫ t1

0

( ∫

At
k

∣∣eλ|Gk(un)| − 1
∣∣q̂ dx

) r̂
q̂(1+χ)

( ∫

At
k

dx

) χ
1+χ

r̂
q̂

dt

) 2(1+χ)

r̂

≤ Cf

( ∫ t1

0

( ∫

At
k

∣∣eλ|Gk(un)| − 1
∣∣q̂ dx

) r̂
q̂

dt

) 2
r̂
( ∫ t1

0

( ∫

At
k

dx

) r̂
q̂

dt

) 2χ
r̂

= Cf

∥∥eλ|Gk(un)| − 1
∥∥2

Lr̂(0,t1;Lq̂(Ω))
· µ(k)

2χ
r̂ .

(3.27)

Estimamos ahora el último término de (3.27). Como consecuencia de la desigualdad de
interpolación (4) aplicada con η = q̂, ρ = h = 2 y por tanto θ =

(
N
2 − N

q̂

)
, tenemos que

∥∥eλ|Gk(un)| − 1
∥∥2

Lr̂(0,t1;Lq̂(Ω))

≤ C1

(∫ t1

0

∥∥∇(eλ|Gk(un)| − 1)
∥∥r̂θ

L2(Ω)
· ∥∥eλ|Gk(un)| − 1

∥∥(1−θ)r̂

L2(Ω)
dt

) 2
r̂

≤ C1

∥∥eλ|Gk(un)| − 1
∥∥2(1−θ)

L∞(0,t1;L2(Ω))
·
(∫ t1

0

∥∥∇(eλ|Gk(un)| − 1)
∥∥r̂θ

L2(Ω)
dt

) 2
r̂

.

Por la desigualdad de Young,

∥∥eλ|Gk(un)| − 1
∥∥2

Lr̂(0,t1;Lq̂(Ω))
≤ C1(1− θ)

∥∥eλ|Gk(un)| − 1
∥∥2

L∞(0,t1;L2(Ω))

+ C1θ

(∫ t1

0

∥∥∇(
eλ|Gk(un)| − 1

)∥∥r̂θ

L2(Ω)
dt

) 2
r̂

1
θ

.

Como consecuencia de la hipótesis (3.14) y recordando la definición (3.25), se sigue que
r̂θ = 2, y por tanto,

∥∥eλ|Gk(un)| − 1
∥∥2

Lr̂(0,t1;Lq̂(Ω))
≤ C2

∥∥eλ|Gk(un)| − 1
∥∥2

V 2((0,t1)×Ω)
, (3.28)

donde

∥∥eλ|Gk(un)| − 1
∥∥2

V 2((0,t1)×Ω)

=
∥∥eλ|Gk(un)| − 1

∥∥2

L∞(0,t1;L2(Ω))
+

∥∥∇(
eλ|Gk(un)| − 1

)∥∥2

L2(0,t1;L2(Ω))

y C2 = mı́n {C1(1− θ), C1θ}. Usando ahora (3.28) en (3.27), obtenemos que
∫ t1

0

∫

At
k

|fn|
(
eλ|Gkun| − 1

)2
dx dt ≤ CfC2µ(k)

2χ
r̂

∥∥eλ|Gk(un)| − 1
∥∥2

(V 2(0,t1)×Ω)
(3.29)
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y por tanto tenemos estimada la primera integral del lado derecho de (3.24). Por otro lado,
el segundo término del lado derecho de (3.24) satisface

∫ t1

0

∫

At
k

|fn| dx dt ≤
(∫ t1

0

(∫

At
k

|fn|q dx

) r
q

dt

) 1
r

·
( ∫ t1

0

(∫

At
k

dx

) r′
q′

dt

) 1
r′

= Cfµ(k)
2(1+χ)

r̂ ,

donde Cf es la constante introducida anteriormente. Aplicando todas las desigualdades
previas en (3.22), concluimos que

C0

∥∥eλ|Gk(un)| − 1
∥∥2

V ((0,t1)×Ω)

≤ MCfC2

∥∥eλ|Gk(un)| − 1
∥∥2

V ((0,t1)×Ω)
· µ(k)

2χ
r̂ +

1
M − 1

Cfµ(k)
2(1+χ)

r̂ .

A continuación, elegimos t1 suficientemente pequeño tal que

MCfC2t
2χ
r̂

1 |Ω|
2χ
q̂ < C0. (3.30)

Usando de nuevo (3.28) se sigue que

C3C
−1
2

∥∥eλ|Gk(un)| − 1
∥∥2

Lr̂(0,t1;Lq̂(Ω))

≤ C3

∥∥eλ|Gk(un)| − 1
∥∥2

V ((0,t1)×Ω)
≤ Cf

M − 1
µ(k)

2(1+χ)

r̂ , (3.31)

donde C3 = C0 − MCfC2t
2χ/r̂
1 |Ω|2χ/q̂. Consideremos h > k > 0. Como para cada σ no

negativo resulta que eσ − 1 ≥ σ, se deduce que
∥∥eλ|Gk(un)| − 1

∥∥2

Lr̂(0,t1;Lq̂(Ω))
≥ ∥∥λ|Gk(un)|∥∥2

Lr̂(0,t1;Lq̂(Ω))
≥ λ2(h− k)2µ(h)

2
r̂

y esto unido a (3.31) nos proporciona la siguiente desigualdad

µ(h) ≤ C4

(h− k)r̂
µ(k)1+χ,

donde C4 =
( Cf C2

(M−1)C3λ2

) r̂
2 . Aplicando el Lema de Stampacchia 0.0.16, concluimos que

existe una constante d, que depende sólo de q, r,‖f‖Lr(0,T ;Lq(Ω), γ y α, tal que µ(d) = 0,
es decir,

‖un‖L∞(([0,t1]×Ω)) ≤ d.

Iterando este proceso en los conjuntos Ω × [t1, 2t1], . . . , Ω × [jt1, T ], donde T − jt1 ≤ t1,
(el proceso funciona ya que en todos los conjuntos se verifica (3.30)), concluimos (3.18).

Una vez obtenida la estimación a priori (3.18), necesitamos pasar al ĺımite en los proble-
mas aproximantes. Es importante señalar que, como el problema es no lineal, es necesario
probar la convergencia fuerte de los gradientes, pero ésta se tiene siguiendo los mismos
argumentos de [40] (véase también [112]).
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3. Sumabilidad general

Una vez obtenido el resultado de acotación en la región (3.14), estudiamos lo que sucede
fuera de este triángulo.

Teorema 3.3.1 Supongamos que se satisfacen las condiciones (3.2) y (3.3) y que f ∈
Lr(0, T ; Lq(Ω)), donde

1
r

+
N

2q
> 1, r ∈ (1,+∞] y q ∈ (1, +∞). (3.32)

Entonces, cada solución débil u de (3.1) que satisface Tk(u) ∈ L2(0, T ;W 1,2
0 (Ω)) cumple

que (
(|u|+ 1)γ − 1

)
sign(u) ∈ V2(ΩT ), (3.33)

donde γ se define del modo siguiente:

γ =





γ2 = 1
2

qrN
Nr−2q(r−1) si Nr

N+2(r−1) ≤ q < N
2 r′,

(región C de la Figura 3.3),

γ1 = 1
2

q(N−2)
N−2q = q∗∗

2∗ si 1 < q < Nr
N+2(r−1) ,

(región E de la Figura 3.3).

(3.34)

Además, γ ≥ 1 si y sólo si

1
r

+
N

2q
≤ 1 +

N

4
, (regiones 2, 3, 4 de la Figura 3.4), (3.35)

y por tanto, para estos casos, u ∈ V2(ΩT ).

Nota 3.3.2 Nótese que γ > 1
2 . Escribiendo γ1 y γ2 como funciones de 1

q y 1
r , resulta que

γ1 = γ1

(1
q
,
1
r

)
= γ2

(1
q
,

N

N − 2
1
q
− 2

N − 2

)
,

es decir, γ es una función continua en su dominio de definición. Obsérvese que

1
r

=
N

N − 2
1
q
− 2

N − 2

corresponde al segmento que separa la región C de la región E en la Figura 3.3. Además,
la región en la que obtenemos soluciones en V2(ΩT ) coincide con la región (3.9) (que se
corresponde con la unión de las regiones 2, 3 y 4 de la Figura 3.2).

Corolario 3.3.3 Supongamos que nos encontramos bajo las hipótesis del Teorema 3.3.1.
Entonces, cada solución débil u de (3.1) que satisface Tk(u) ∈ L2(0, T ; W 1,2

0 (Ω)), pertenece
también a los espacios siguientes

Lp(0, T ; Ls(Ω)), p =
4γm

N(m− 2)
, s = γm, ∀m ∈ [2, 2∗], (3.36)

donde γ se corresponde con el valor definido en (3.34). Además,
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1. Si m = 2∗, se alcanza el mejor exponente de sumabilidad en la variable espacial (es
decir, 2∗γ) junto con el exponente más bajo en la sumabilidad temporal, (es decir,
2γ). Es decir,

u ∈ L2γ(0, T ; L2∗γ(Ω)),

donde

2γ = 2γ1 =p1 = 2
2∗ q

∗∗ = q(N−2)
(N−2q) > q, 2∗γ = 2∗γ1 = s1 ≡ q∗∗,

si 1 < q < Nr
N+2(r−1) , (región E de la Figura 3.3),

(3.37)

2γ = 2γ2 = qrN
Nr−2q(r−1) , 2∗γ = 2∗γ2 = qrN2

(Nr−2q(r−1))(N−2) ,

si Nr
N+2(r−1) ≤ q < N

2 r′, (región C de la Figura 3.3).
(3.38)

2. Si elegimos m = 2N+2
N , tenemos p = s y por tanto

u ∈ Ls(ΩT ), s = 2γ
N + 2

N
, (3.39)

es decir,

s =





s1 ≡ q(N2−4)
N(N−2q) si se satisface (3.37),

s2 ≡ qr(N+2)
Nr+2q−2qr si se satisface (3.38).

3. Si nos encontramos en la región C de la Figura 3.3, eligiendo m = 2+4 q′
r′N tenemos

que

u ∈ Lp2(0, T ;Ls2(Ω)), donde p2 = ρr′, s2 = ρq′, ρ =
rN(q − 1) + 2q(r − 1)

r(N − 2q) + 2q
.

(3.40)

Notas 3.3.4 (1) Obsérvese que la función p(γ) = 4γm
N(m−2) definida en (3.36) es una función

decreciente en m. De aqúı resulta que

2∗γ1 = s1 > s1 > p1 = 2γ1 y 2∗γ2 > s2 > s2 > p2 > 2γ2.

Por tanto, la sumabilidad Lp1(0, T ; Ls1(Ω)) es mejor en el espacio que Ls1(ΩT ), pero es peor
como sumabilidad en el tiempo. Análogamente, la regularidad Lp2(0, T ; Ls2(Ω)) es mejor
como sumabilidad en el tiempo con respecto a Ls2(ΩT ), pero es peor como sumabilidad
en el espacio.

Además, el valor s = s2 que obtenemos cuando Nr
N+2(r−1) ≤ q < N

2 r′ es el mismo
coeficiente de regularidad que aparece en [33].



Caṕıtulo 3 115

(2) Como γ es una función continua con respecto a r y q (véase Nota 3.3.2), los
resultados de regularidad del Corolario 3.3.3 coinciden en el segmento D de la Figura 3.3,
que separa la región C de la región E, es decir, cuando q = Nr

N+2(r−1) . En este segmento

tenemos que u ∈ Lp(0, T ; Ls(Ω)) con p = 4q∗∗m
2∗N(m−2) y s = q∗∗m

2∗ . Por tanto, hay continuidad
en los resultados de sumabilidad.

Sabemos por [32] que cuando f es una función sumable existe una solución débil u de
(3.1) verificando Tk(u) ∈ L2(0, T ;W 1,2

0 (Ω)). Por tanto, las hipótesis del Teorema 3.3.1 se
satisfacen y obtenemos el resultado de existencia siguiente.

Corolario 3.3.5 Supongamos que se satisfacen las condiciones (3.2)– (3.4) y que f ∈
Lr(0, T ; Lq(Ω)) con r y q satisfaciendo la hipótesis (3.32). Entonces, existe una solución
débil u de (3.1) que cumple las condiciones (3.33) y (3.36).

Notas 3.3.6 (1) Mejoramos también los resultados de regularidad de [78], donde se es-
tudia el caso f ∈ L2(0, T ; W−1,2(Ω)) ∩ Lr(0, T ; Lq(Ω)) con r y q en la región E y en la
región C de la Figura (3.3) y los resultados de regularidad se prueban para soluciones
en L2(0, T ; W 1,2

0 (Ω)). Además, se demuestra que en la región E las soluciones previas
pertenecen a Ls1(ΩT ), mientras que en la región C están en Ls2(ΩT ) ∩ Lp2(0, T ; Ls2(Ω)),
con p2 y s2 como en (3.40).

En este trabajo no se supone u en L2(0, T ;W 1,2
0 (Ω)) y dato f en el espacio dual

L2(0, T ;W−1,2(Ω)), sino que se obtiene más regularidad en las soluciones débiles (bajo
la única hipótesis de tener el truncamiento en L2(0, T ;W 1,2

0 (Ω))). Esta es una hipótesis
razonable ya que para datos f sólo sumables existe siempre solución con esa regularidad,
mientras que, en general, no se conoce si existen soluciones de L2(0, T ; W 1,2

0 (Ω)) en las
regiones 5 y 6 de la figura 3.4. Además la hipótesis f ∈ L2(0, T : W−1,2(Ω)) se satisface
sólo en las regiones 3 y 4 de la Figura 3.4, con lo que los resultados de regularidad sólo se
pueden aplicar alĺı.
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Figura 3.4: Comportamiento del gradiente.
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(2) En [78], se prueba la existencia de soluciones renormalizadas en las regiones 5 y
6, que pertenecen a Ls(ΩT ), donde s es como en (3.39). En esta sección, mejoramos estos
resultados.

(3.3.7) Demostración del Teorema 3.3.1. Sea u una solución débil de (3.1) que sa-
tisface Tk(u) ∈ L2(0, T ;W 1,2

0 (Ω)), para cada k positivo. Empezamos probando la siguiente
estimación preliminar.

Lema 3.3.8 Existe una constante positiva C0, dependiendo sólo de Ω y ‖f‖L1(ΩT ), (por
tanto independiente de u) tal que

‖u‖L∞(0,T ;L1(Ω)) ≤ C0. (3.41)

Demostración. Definimos
ψ1(s) =

∫ s

0
T1(σ)dσ.

Se tiene que

|s| − 1
2
≤ ψ1(s) ≤ |s|, ∀s ∈ R. (3.42)

Tomando T1(u) como función test en (3.1) y usando la hipótesis (3.2) y la desigualdad
previa, obtenemos que

∫

Ω
|u(t)| dx + α

∫ t

0

∫

Ω
|∇T1(u)|2 dx dτ ≤ 1

2
|Ω|+ ‖f‖L1(ΩT ),

con t ∈ (0, T ]. De la última desigualdad se sigue el resultado.

A continuación, usaremos el Lema 3.3.8 para demostrar el Teorema 3.3.1.

Demostración del Teorema 3.3.1. Definimos para s ∈ R,

Ψk(s) =
∫ s

0

(
(1 + |Tk(y)|)2γ−1 − 1

)
sign(y) dy,

con γ una constante positiva, que elegiremos más tarde, tal que γ > 1
2 . Se cumple que

Ψk(s) ≥ (1 + |Tk(s)|)2γ − 1
2γ

− |Tk(s)|, ∀s ∈ R. (3.43)

Elegimos vk = ((1+|Tk(u)|)2γ−1−1) sign(u) como función test en (3.1). Como consecuencia
de la hipótesis (3.2), dado que u(x, 0) = 0, tenemos que

∫

Ω
Ψk(u(x, t)) dx + (2γ − 1)α

∫ t

0

∫

Ω
|∇Tk(u)|2 (1 + |Tk(u)|)(2γ−2) dx dτ

≤
∫ t

0

∫

Ω
|f | |vk| dx dτ,
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con 0 < t ≤ T . Aplicando ahora la desigualdad de Hölder y (3.43), obtenemos que

1
2γ

sup
[0,T ]

∫

Ω
(1+|Tk(u)|)2γ dx

+
(2γ − 1)α

γ2

∫ T

0

∫

Ω

∣∣∇((
(1 + |Tk(u)|)γ − 1

)
sign(u)

)∣∣2 dx dt

≤‖f‖Lr(0,T ;Lq(Ω))

( ∫ T

0

( ∫

Ω
(1 + |Tk(u)|)(2γ−1)q′ dx

) r′
q′

dt

) 1
r′

+
1
2γ
|Ω|+ ‖u‖L∞(0,T ;L1(Ω))

=C1 + Cf

( ∫ T

0

∥∥(1 + |Tk(u)|)∥∥(2γ−1)r′

L(2γ−1)q′dt

) 1
r′

,

(3.44)

donde C1 = |Ω|
2γ + C0 y C0 es la constante definida en (3.41). Denotamos

A =
(∫ T

0

∥∥(1 + |Tk(u)|)∥∥(2γ−1)r′

L(2γ−1)q′ dt

) 1
r′

.

Por la desigualdad de Sobolev, deducimos que

sup
[0,T ]

∫

Ω
(1 + |Tk(u)|)2γ dx ≤ 2γ(C1 + CfA), (3.45)

∫ T

0

( ∫

Ω

(
(1 + |Tk(u)|)γ − 1

)2∗
dx

) 2
2∗

dt ≤C2
Sob

((2γ − 1)α
γ2

)−1
(C1 + CfA).

Es fácil comprobar que existen dos constantes positivas C2 y C3, independientes de k (se
puede tomar, por ejemplo, C2 = C3 = 22∗), tales que

(
(1 + |Tk(u)|)γ − 1

)2∗ ≥ C2(1 + |Tk(u)|)2∗γ − C3.

De aqúı, deducimos que
∫ T

0

( ∫

Ω
(1 + |Tk(u)|)2∗γ dx

) 2
2∗

dt ≤ C4 + C5A, (3.46)

donde 



C4 =
(

2
C2

) 2
2∗C2

Sob

( (2γ−1)α
γ2

)−1
C1 +

(
2C3
C2

) 2
2∗ T

C5 =
(

2
C2

) 2
2∗C2

Sob

( (2γ−1)α
γ2

)−1
Cf .

Distinguimos dos casos dependiendo del tamaño de q.

Caso 1: Si 1 < q < Nr
N+2(r−1) , es decir, si nos encontramos en la región E de la Figura

3.3, se tiene que

1 < q <
Nr

N + 2(r − 1)
=⇒

{
q < r

r′
q′ < 2

2∗ .
(3.47)
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Para obtener una estimación de A aplicamos la desigualdad de Hölder,

A ≤ T
1
r′−

2∗
2q′

( ∫ T

0

( ∫

Ω
(1 + |Tk(u)|)(2γ−1)q′ dx

) 2
2∗

dt

) 2∗
2q′

. (3.48)

Por tanto, de (3.46) deducimos que

∫ T

0

(∫

Ω

(
(1 + |Tk(u)|)2∗γ)

dx

) 2
2∗

dt ≤ C4

+ C6

( ∫ T

0

( ∫

Ω
(1 + |Tk(u)|)(2γ−1)q′ dx

) 2
2∗

dt

) 2∗
2q′

, (3.49)

donde C6 = C5T
1
r′−

2∗
2q′ . Elegimos 2∗γ = (2γ − 1)q′, es decir, γ = γ1 = 1

2 · q(N−2)
(N−2q) . Como

q < N
2 , se tiene que 2∗

2q′ < 1 y entonces,

∫ T

0

(∫

Ω
(1 + |Tk(u)|)(2γ1−1)q′ dx

) 2
2∗

dt ≤ C7, (3.50)

donde C7 depende sólo de C4, C6, N y q. Como

(1 + |Tk(u)|)2γ ≥ |(1 + |Tk(u)|)γ − 1|2,
aplicando (3.50) y (3.48) a (3.44), deducimos que ((|u| + 1)γ − 1) sign(u) ∈ V2(ΩT ). De
este modo, tenemos que

‖1 + |Tk(u)|‖Lp(0,T ;Lq∗∗ (Ω)) ≤ C8, ∀ k > 0,

donde p = q(N−2)
(N−2q) > q y C8 = C

1
q∗∗
7 . De aqúı, se deduce que

‖u‖Lp(0,T ;Lq∗∗ (Ω)) ≤ C8.

Caso 2: Si Nr
N+2(r−1) ≤ q < N

2 r′, es decir, si nos encontramos en la región C de la
Figura 3.3, elegimos γ satisfaciendo

2γ ≤ (2γ − 1)q′ ≤ 2∗γ, (3.51)

y definimos θ ∈ (0, 1) tal que

1
(2γ − 1)q′

=
1− θ

2γ
+

θ

2∗γ
. (3.52)

Para las elecciones efectuadas, se tiene que

∥∥(1 + |Tk(u)|)∥∥r′(2γ−1)

L(2γ−1)q′ ≤
∥∥(1 + |Tk(u)|)∥∥(1−θ)r′(2γ−1)

L2γ

∥∥(1 + |Tk(u)|)∥∥θr′(2γ−1)

L2∗γ

≤ ∥∥(1 + |Tk(u)|)∥∥(1−θ)r′(2γ−1)

L∞(0,T ;L2γ(Ω))

(∫

Ω
(1 + |Tk(u)|)2∗γ dx

) θr′(2γ−1)
2∗γ

.
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Integrando en el tiempo obtenemos

∫ T

0

∥∥(1 + |Tk(u)|)∥∥r′(2γ−1)

L(2γ−1)q′ dt ≤

∥∥(1 + |Tk(u)|)∥∥2γµ1

L∞(0,T ;L2γ(Ω))

∫ T

0

(∫

Ω
(1 + |Tk(u)|)2∗γ dx

) 2
2∗ µ2

dt, (3.53)

donde

µ1 =
(1− θ)r′(2γ − 1)

2γ
y µ2 =

θr′(2γ − 1)
2γ

.

Queremos conseguir

µ2 ≤ 1 ⇐⇒ θ ≤ 2γ

r′(2γ − 1)
. (3.54)

Como consecuencia de (3.52) sabemos que

θ =
( 1

2γ
− 1

(2γ − 1)q′
)
Nγ,

aśı que la condición (3.54) es equivalente a la siguiente

2γ(Nq′r′ −Nr′ − 2q′) ≤ q′r′N. (3.55)

Como N ≥ 3, se tiene que

Nq′r′ −Nr′ − 2q′ ≤ 0 ⇐⇒ q ≥ N

2
r′.

Como estamos suponiendo q < N
2 r′, la condición (3.55) se satisface si y sólo si

γ ≤ γ2 =
1
2
· qrN

Nr − 2q(r − 1)
. (3.56)

Para esta elección, tenemos que

∫ T

0

∥∥(1 + |Tk(u)|)∥∥r′(2γ−1)

L(2γ−1)q′ dt

≤ C8

(
sup
[0,T ]

∫

Ω
(1 + |Tk(u)|)2γ dx

)µ1
( ∫ T

0

( ∫

Ω
(1 + |Tk(u)|)2∗γ dx

) 2
2∗

dt

)µ2

, (3.57)

donde µ2 ≤ 1 y C8 = T 1−µ2 . De las estimaciones (3.45), (3.46) y (3.57), deducimos que

Ar′ ≤ C8

(
2γ(C1 + CfA)

)µ1(C4 + C5A)µ2 ≤ C9 + C10A
β,

donde β = µ1 + µ2 = r′ (2γ−1)
2γ < r′ y C9 y C10 son constantes positivas independientes de

k. De este modo, se tiene que

∫ T

0

( ∫

Ω
(1 + |Tk(u)|)(2γ−1)q′ dx

) r′
q′

dt ≤ C11, ∀ k > 0, (3.58)
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donde C11 es una constante independiente de k y γ satisface (3.51) y (3.56). La desigualdad
anterior (3.58) implica que

∫ T

0

(∫

Ω
|u|(2γ−1)q′ dx

) r′
q′

dt ≤ C11.

Usando (3.58) y procediendo como en el caso anterior, para concluir basta tan sólo con
probar que la elección γ = γ2 es posible (siendo γ2 la constante definida en (3.34)). Nótese
que la condición (3.51) es equivalente a pedir

{
2γ ≥ q,

2γ(N − 2q) ≤ q(N − 2).
(3.59)

Por tanto, si q ≥ N
2 , la condición (3.59) se satisface para cada elección de γ ≥ q

2 . Sin
embargo, si q < N

2 , la condición (3.59) se verifica sólo para

q

2
≤ γ < γ1 =

1
2
· q(N − 2)

N − 2q
.

En consecuencia, si q ≥ N
2 , la condición (3.59) junto con la restricción (3.56), implican

que es suficiente elegir
q

2
≤ γ ≤ γ2 =

1
2
· qrN

Nr − 2q(r − 1)
.

En caso contrario, si q < N
2 , las condiciones (3.56) y (3.59) se satisfacen cuando

q

2
≤ γ ≤ mı́n{γ1, γ2}.

Como γ2 ≤ γ1 si y sólo si q ≥ Nr
N+2(r−1) , y γ2 ≥ q

2 , es suficiente elegir γ = γ2 para satisfacer
las condiciones (3.51) y (3.56). Se obtienen entonces los siguientes exponentes,





(2γ2 − 1)r′ = rN(q−1)+2q(r−1)
r(N−2q)+2q r′,

(2γ2 − 1)q′ = rN(q−1)+2q(r−1)
r(N−2q)+2q q′,

con lo que concluye la demostración.

Nota 3.3.9 Si q ≥ N
2 r′, la condición (3.55) se satisface siempre. Como en ese caso se

cumple que q ≥ N
2 , entonces (3.59) se satisface para cada elección de γ ≥ q

2 , y por tanto,
u pertenece a L∞(0, T ; L2γ(Ω)) para cada elección de 2γ ≥ q. Ésto concuerda con que si
q > N

2 r′, entonces u ∈ L∞(ΩT ) (véase [95]).

A continuación completamos los resultados de regularidad sobre el gradiente, mejoran-
do su sumabilidad en las regiones 5 y 6 de la Figura 3.4 (pues el Teorema 3.3.1 sólo nos
dice que pertenece a (L2(ΩT ))N ).
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Teorema 3.3.10 Supongamos que se satisfacen las condiciones (3.2) y (3.3) y que f ∈
Lr(0, T ; Lq(Ω)), donde r y q satisfacen (3.32). Entonces, cada solución débil u de (3.1)
tal que Tk(u) ∈ L2(0, T ; W 1,2

0 (Ω)), cumple también que |∇u| ∈ Lδ(ΩT ), donde δ viene
determinada por la siguiente fórmula

δ =





δ5 ≡ q(N2−4)
N2−q(N+2)

si 1 < q < mı́n
{

Nr
N+2(r−1) ,

2N
N+2

}
(región 5 de la Figura 3.4)

δ6 ≡ qr(N+2)
Nr+q(2−r) si Nr

N+2(r−1) < q < 2Nr
rN+4(r−1) (región 6 de la Figura 3.4).

Notas 3.3.11 (1) Obsérvese que hay continuidad en los exponentes de sumabilidad δ de
|∇u| en las variables (1

q , 1
r ) en todo el cuadrado [0, 1) × [0, 1). Al pasar de la región 5 de

la Figura 3.4 a la región 4 de dicha figura, resulta que δ → 2. Lo mismo sucede pasando
de la región 2 a la región 6. Finalmente, el valor de δ en la región 6 tiende al de la región
5 en el segmento que separa ambas regiones.

(2) También se tiene que

δ5 = δ5

(1
q
,
1
r

)
= δ1

(1
q
,

N

N − 2
1
q
− 2

N − 2

)
,

donde 1
r = N

N−2
1
q − 2

N−2 es el segmento que separa las regiones 5 y 6 en la Figura 3.4.

Demostración del Teorema 3.3.10. Estudiamos los dos casos siguientes:

Caso 1: Sea 1 < q < mı́n
{

Nr
N+2(r−1) ,

2N
N+2

}
, es decir, nos encontramos en la región 5 de

la Figura 3.4. Como consecuencia del Teorema 3.3.1, resulta que
∫ T

0

∫

Ω

∣∣∇(
1 + |Tk(u)|)γ1 − 1

)
sign(u)

∣∣2 dx dt ≤ C, ∀ k > 0, (3.60)

con C independiente de k y γ1 = 1
2

q(N−2)
(N−2q) . Recordemos que en este caso se tiene γ1 < 1.

Por tanto (3.60) implica que
∫ T

0

∫

Ω

|∇Tk(u)|2
(1 + |Tk(u)|)2(1−γ1)

dx dt ≤ C1, donde C1 =
C

γ2
1

. (3.61)

Sea δ ∈ (1, 2) que elegiremos después. Se tiene que

∫

ΩT

|∇Tk(u)|δ dx dt =
∫

ΩT

|∇Tk(u)|δ (1 + |Tk(u)|)δ(1−γ1)

(1 + |Tk(u)|)δ(1−γ1)
dx dt

≤ δ

2

∫

ΩT

|∇Tk(u)|2
(1 + |Tk(u)|)2(1−γ1)

dx dt +
(
1− δ

2

)∫

ΩT

(1 + |Tk(u)|)δ(1−γ1) 2
2−δ dx dt.

Para
δ = δ5 ≡ q(N − 2)(N + 2)

N2 − q(N + 2)
,
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elección que es admisible ya que δ ∈ (1, 2), tenemos que

2δ(1− γ1)
2− δ

= s1.

Por tanto, usando (3.61) y la estimación (3.39) del Corolario 3.3.3, obtenemos que |∇u| ∈
Lδ5(ΩT ). Nótese que si q → 2N

N+2 , entonces δ → 2. Además, se tiene que δ ≤ q∗ si y sólo si
q ≤ 2N

N+2 y δ = q∗ si y sólo si q = 2N
N+2 , con lo que en este caso δ = 2.

Caso 2: Sea Nr
N+2(r−1) < q < 2Nr

rN+4(r−1) , es decir, nos encontramos en la región 6 de la
Figura 3.4. Como consecuencia del Teorema 3.3.1, tenemos que

∫ T

0

∫

Ω

∣∣∇(
(1 + |Tk(u)|)γ2 − 1

)
sign(u)

∣∣2 dx dt ≤ C, ∀ k > 0, (3.62)

donde C es independente de k y γ2 = qrN
2(Nr−2q(r−1)) . Como γ2 < 1, deducimos, de (3.62),

que ∫ T

0

∫

Ω

|∇Tk(u)|2
(1 + |Tk(u)|)2(1−γ2)

dx dt ≤ C1,

siendo C1 la constante descrita en (3.61). Razonando como en el primer caso, elegimos

δ = δ6 ≡ qr(N + 2)
Nr + q(2− r)

∈ (1, 2)

y concluimos que |∇u| ∈ Lδ1(ΩT ).

Tanto en el Teorema 3.3.1, como en el Corolario 3.3.5 y en el Teorema 3.3.10, hemos
supuesto que r ∈ (1, +∞] y que q ∈ (1, +∞), pero tenemos también que tener en cuenta
el caso q = 1, que junto con el caso r = 1, cubren toda la región

1
r

+
N

2q
> 1.

Nótese que el caso q = +∞ está excluido.

Teorema 3.3.12 Sea f ∈ L1(0, T ; Lq(Ω)) con q > 1. Entonces, cada solución débil u de
(3.1) satisfaciendo Tk(u) ∈ L2(0, T ; H1

0 (Ω)), cumple que
(
(|u|+ 1)

q
2 − 1

)
sign(u) ∈ V2(ΩT ). (3.63)

Por tanto, si q ≥ 2 entonces u ∈ V2(ΩT ). En caso contrario, obtenemos que

|∇u| ∈ Lδ(ΩT ), donde δ =
q(N + 2)
N + q

> q. (3.64)

Además, resulta que u ∈ Lp(0, T ; Ls(Ω)) para cada elección de p y s tales que

s =
q

2
m, p =

2qm

N(m− 2)
, ∀m ∈ [2, 2∗]. (3.65)

Finalmente, existe una constante positiva C, que depende sólo del dato, tal que

‖u‖Lp(0,T ;Ls(Ω)) ≤ C.
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Nota 3.3.13 Vemos que en los Teoremas 3.3.1 y 3.3.12, cuando nos aproximamos a los
casos borde, hay continuidad de los exponentes en las variables

(
1
r , 1

q

)
. Aśı, si r → 1 en la

región 2 de la Figura 3.4, entonces por el Teorema 3.3.1, obtenemos que

γ2 → q

2
. (3.66)

Ésto implica además que hay continuidad en los exponentes que aparecen en el Teorema
3.3.12 y en el Corolario 3.3.3. Finalmente, cuando r → 1 se tiene que δ6 → q(N+2)

N+q y por
tanto, hay continuidad en los resultados también en el caso de los Teoremas 3.3.10 y 3.3.12.

Corolario 3.3.14 Sea f ∈ L1(0, T ; Lq(Ω)) con q > 1. Entonces existe una solución u de
(3.1) satisfaciendo las condiciones (3.63)– (3.65).

No hemos considerado el caso r = q = 1 porque ha sido estudiado extensamente en la
literatura. Sólo queremos hacer notar que cuando (r, q) → (1, 1) entonces δ5 y δ6 tienden a
2− N

N+1 , que es el mismo valor que aparece en [32], [34], [118] y en los siguientes art́ıculos
concernientes a datos L1. Se sabe que para datos sólo sumables existe una solución cuyo
gradiente pertenece a Lδ(ΩT ), para cada δ < 2− N

N+1 .

Para terminar el estudio de la existencia y regularidad en la ecuación del calor, hacemos
las siguientes observaciones.

Notas 3.3.15 (1) A lo largo de todo este caṕıtulo hemos supuesto que el dato inicial es
cero. Sin embargo, todos los resultados previos se siguen manteniendo con hipótesis más
débiles, u0 ∈ Lγ(Ω) con γ definido en (3.34).

(2) También la hipótesis (3.3) se puede hacer más débil, por ejemplo, basta con requerir
que Tk(u) sea una función test admisible.

(3) Otra extensión que podemos hacer de los resultados de todo este caṕıtulo, es con-
siderar operadores más generales, como por ejemplo, del tipo Leray–Lions con crecimiento
p.
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Caṕıtulo 4

Influencia del potencial de Hardy en
ecuaciones del calor semilineales

1. Introducción

Una vez estudiada la ecuación del calor, analizamos cómo influye en ella la presencia
del potencial de Hardy con términos semilineales. Consideramos el siguiente problema:





ut −∆u = λ
u

|x|2 + up + f en ΩT ≡ Ω× (0, T ),

u(x, t) > 0 en ΩT ,

u(x, t) = 0 en ∂Ω× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x) en x ∈ Ω,

(4.1)

donde p > 1 y u0(x) ≥ 0, f ≥ 0 son funciones medibles de una clase adecuada.

Existe una amplia literatura acerca del caso λ = 0. Véanse, por ejemplo, [67], [98], [131]
y los trabajos a los que en ellos se hace referencia. En las ecuaciones del calor semilineales,
se conoce muy bien la existencia y unicidad de solución local en tiempo. Para todo p > 1,
se sabe que la solución está acotada (para al menos una clase de datos iniciales regulares)
hasta un tiempo de explosión.

Del mismo modo, para el problema de Cauchy, por un resultado de Fujita en [67],
sabemos que para p ≤ 1 + 2

N cualquier solución positiva de (4.1) con λ = 0 explota en
tiempo finito en la norma L∞(RN ).

El caso λ > 0 es bastante diferente. En primer lugar, es fácil demostrar que cualquier
solución positiva de (4.1) no está acotada, con lo cual tenemos que considerar hipótesis
adicionales en la potencia p para poder garantizar la existencia de solución positiva incluso
para datos iniciales buenos.

El problema eĺıptico asociado fue estudiado en [46], donde los autores muestran la
existencia de un exponente cŕıtico p+(λ) > 1 tal que el problema no tiene solución dis-
tribucional para todo p ≥ p+(λ).

El principal objetivo de este caṕıtulo es estudiar si sucede el mismo fenómeno en el caso
parabólico, analizando la influencia del potencial de Hardy en la existencia o no existencia
de soluciones.
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La principal diferencia con respecto a la ecuación del calor, es que si p+(λ) es la potencia
cŕıtica eĺıptica de [46], entonces si p ≥ p+(λ), no hay solución positiva para ningún dato f
no trivial. Para p < p+(λ) demostramos existencia de solución bajo condiciones adicionales
en los datos f y u0.

Decimos que el problema (4.1) explota completa e instantáneamente si las soluciones
de los problemas truncados (con el peso λ

|x|2+ 1
n

en vez de λ
|x|2 ) convergen a infinito cuando

n → ∞. Veremos que si p ≥ p+(λ) se produce un fenómeno de explosión instantáneo y
completo.

Analizamos también el problema de Cauchy en el caso p < p+(λ), obteniendo un
exponente de tipo Fujita que depende de λ y que es mayor que el correspondiente a la
ecuación del calor λ = 0 (lo cual es razonable puesto que las soluciones para λ > 0 son
supersoluciones de la ecuación del calor con λ = 0).

Además, puesto que para esta clase de problemas la explosión en L∞ es obvia por ser
las soluciones no acotadas, estudiaremos la explosión, tanto en tiempo finito como infinito,
en otras normas.

Referencia: Los resultados de este caṕıtulo están sometidos para publicación (véase [16]).

2. Concepto de solución y propiedades

Precisemos en primer lugar el concepto de solución que usaremos a lo largo de este
caṕıtulo.

Definición 4.2.1 Decimos que u ∈ C((0, T );L1
loc(Ω)) es una supersolución (resp. subsolu-

ción) muy débil del problema (4.1) si u
|x|2 ∈ L1

loc(ΩT ), up ∈ L1
loc(ΩT ), f ∈ L1

loc(ΩT ) y para
toda φ ∈ C∞0 (ΩT ) tal que φ ≥ 0 se cumple que

∫ T

0

∫

Ω
(−φt −∆φ)u dx dt

(resp. ≤)

≥
∫ T

0

∫

Ω
(λ

u

|x|2 + up + f)φdx dt. (4.2)

Si u es una super y subsolución muy débil, entonces decimos que u es una solución muy
débil.

Está claro que si u es una supersolución (resp. subsolución) muy débil de (4.1), entonces
u ∈ C((0, T );L1

loc(Ω)) ∩ Lp((0, T );Lp
loc(Ω)).

En primer lugar, calculemos una solución autosemejante del problema homogéneo,

vt −∆v − λ
v

|x|2 = 0 en RN . (4.3)

Con más precisión, buscamos una solución de (4.3) de la forma v(r, t) = t−µφ( r
tν ). Haciendo

el cambio s = r
tν y ν = 1

2 obtenemos la ecuación,

0 = vt − v′′ −
(N − 1

r

)
v′ − λ

v

r2
≡ φ′′(s) +

(N − 1
s

+
s

2

)
φ′(s) +

(
µ +

λ

s2

)
φ(s). (4.4)
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Para φ(s) = s−αe−βsγ
, se tiene que





φ′(s) =
(
− α

s
− γβsγ−1

)
φ(s),

φ′′(s) =
( α

s2
− βγ(γ − 1)sγ−2 +

(α

s
+ βγsγ−1

)2)
φ(s).

(4.5)

Como consecuencia de (4.4) y (4.5), basta elegir α = α1, β = 1
4 , γ = 2 y µ = N−α1

2 para
que se cumpla

vt − v′′ −
(N − 1

r

)
v′ − λ

v

r2
= 0.

Por tanto, v(x, t) = t−
N
2

+α1r−α1e−
|x|2
4t es una solución y es fácil comprobar que cumple

∫

RN

|x|−α1v(x, t) dx = C.

Por el Lema 0.0.12, conocemos el comportamiento cuantitativo de cualquier supersolu-
ción positiva de (4.3), con λ ≤ ΛN , en un entorno del origen. Si u es una supersolución
no negativa definida en Ω tal que u 6≡ 0, u ∈ L1

loc(ΩT ) y u
|x|2 ∈ L1

loc(ΩT ), entonces para
cada cilindro Br(0) × (t1, t2) ⊂⊂ ΩT , existe una constante C = C(N, r, t1, t2) tal que
u ≥ C|x|−α1 en Br(0)× (t1, t2).

El uso directo de las supersoluciones muy débiles tiene serias limitaciones. Por ejemplo,
su falta de regularidad exige la elección de funciones test muy exigentes e impide realizar
cálculos necesarios para algunas de las demostraciones. Por ello, probamos que dada una
supersolución muy débil es posible construir, al menos en un sub-cilindro, una solución
minimal del problema (4.1), obteniéndola como ĺımite de una familia de soluciones de
problemas aproximados. Para esta clase de soluciones minimales, la flexibilidad del cálculo
es mayor y nos permite comparar y obtener estimaciones a priori y seguir un argumento
de contradicción en el análisis de la no existencia. Por esta razón es importante el siguiente
resultado.

Lema 4.2.2 Sea u ∈ C((0, T );L1
loc(Ω)) una supersolución muy débil del problema (4.1)

con λ ≤ ΛN y f ∈ L1(ΩT ). Entonces existe una solución minimal obtenida como ĺımite
de aproximaciones.

Demostración. Si u es una supersolución de (4.1) con λ ≤ ΛN , construimos una sucesión

{vn} ∈ C([0, T );L1
loc(Ω)) ∩ Lp([0, T );Lp

loc(Ω))

tal que 



v0t −∆v0 = f en Ω× (0, T ),

v0(x, 0) = T1(u0(x)) si x ∈ Ω,

v0(x, t) = 0 en ∂Ω× (0, T ),

(4.6)
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y por iteración




vnt −∆vn = λ
vn−1

|x|2 + 1
n

+ vp
n−1 + f en Ω× (0, T ),

vn(x, 0) = Tn(u0(x)) si x ∈ Ω,

vn(x, t) = 0 en ∂Ω× (0, T ).

(4.7)

Por el principio de comparación para la ecuación del calor y por recurrencia, se tiene que
v0 ≤ · · · ≤ vn−1 ≤ vn ≤ u en Ω×(0, T ) con lo que el ĺımite puntual v = ĺımn→∞ vn cumple
que v ≤ u y que





vt −∆v = λ
v

|x|2 + vp + f en Ω× (0, T ),

v(x, t) = 0 en ∂Ω× (0, T ),

v(x, 0) = u0(x) si x ∈ Ω,

(4.8)

en sentido débil. Además, usando las técnicas de [29] y de [55], mediante estimaciones de
la sucesión {vn}, es fácil comprobar que v es una solución de entroṕıa de (4.1) en Ω×(0, T )
entendida como ĺımite de soluciones de problemas aproximados.

Nota 4.2.3 Nótese que si w es una supersolución muy débil del problema

wt −∆w − λ
w

|x|2 = g, (4.9)

entonces g debe satisfacer ∫ T

0

∫

Br(0)
|x|−α1g dx < ∞.

Para comprobarlo, basta considerar como función test en (4.9) un truncamiento de ϕ,
donde ϕ es la solución de la ecuación

ϕt −∆ϕ− λ
ϕ

|x|2 = 1.

Esta condición de integrabilidad sobre la g en el problema (4.9), no es sólo necesaria, sino
también suficiente, como puede verse en [34].

En el problema (4.1), basta considerar g = up + f y obtenemos que en el caso de
existencia de solución, es necesario que

∫ t2

t1

∫

Br(0)
|x|−α1(up + f) dx dt < ∞ para todo Br(0)× (t1, t2) ⊂⊂ ΩT .

Esta condición será útil para argumentos posteriores.

Por la conveniencia del lector, repetimos los cálculos que se llevan a cabo en el caso
estacionario para encontrar el exponente cŕıtico p+(λ) que da la existencia y no existencia
de soluciones (véase [46]).
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En efecto, buscamos una solución u = Ar−β del problema radial eĺıptico asociado

−urr − N − 1
r

ur − λ
u

r2
= up en Br(0). (4.10)

Mediante un cálculo directo, obtenemos que

β =
2

p− 1
y Ap−1 = −β2 + (N − 2)β − λ.

Es claro que
−β2 + (N − 2)β − λ > 0 ⇐⇒ α1 < β < α2,

lo que significa que

p−(λ) < p < p+(λ) donde

{
p+(λ) = 1 + 2

α1

p−(λ) = 1 + 2
α2

.

Vemos a continuación algunas propiedades de p+(λ) y p−(λ):

p+(λ) −→
{

2∗ − 1 = N+2
N−2 cuando λ → ΛN

∞ cuando λ → 0,

p−(λ) −→
{

2∗ − 1 = N+2
N−2 cuando λ → ΛN ,

N
N−2 cuando λ → 0.

Se puede comprobar fácilmente que p+(λ) y p−(λ) son respectivamente una función de-
creciente y una función creciente en λ. Por tanto,

1 < p−(λ) ≤ 2∗ − 1 ≤ p+(λ).

-

6

p+(λ)

p−(λ)

λ ΛN

. ................................................................................................................................
................................................................................................................................ .

.................................................................................................................................................................................................................................................................
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3. Resultados de no existencia: p ≥ p+(λ)

En esta sección demostraremos el resultado de no existencia de supersolución por
encima del exponente cŕıtico p+(λ) en el sentido de supersoluciones muy débiles.
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Teorema 4.3.1 Sea p ≥ p+(λ). Entonces el problema (4.1) no tiene supersolución muy
débil no negativa. Además, en el caso en el que f ≡ 0, la única supersolución muy débil
no negativa es u ≡ 0.

Demostración. Argumentaremos por reducción al absurdo. Supongamos que ũ es una
supersolución muy débil con ũ(x, 0) ≡ 0 y f una función no negativa tal que f ∈ L∞(ΩT ).
Si λ > ΛN =

(
N−2

2

)2, entonces basta considerar ũ como una supersolución muy débil del
problema 




vt −∆v = λ
v

|x|2 + f1 en Ω× (0, T ),

v > 0 en Ω× (0, T ),

v = 0 en ∂Ω× (0, T ),

(4.11)

con f1(x) = vp + f . El resultado de no existencia se sigue inmediatamente usando los
argumentos utilizados en [3] (véase también [34]).

Consideramos ahora el caso λ ≤ ΛN . De nuevo utilizaremos un argumento de reducción
al absurdo. Si ũ es supersolución muy débil de (4.1), entonces

ũt −∆ũ− λ
ũ

|x|2 ≥ 0 en D′(ΩT ).

Por el Lema 0.0.12, fijado el cilindro Br(0) × (t1, t2) con Br(0) ⊂⊂ Ω y 0 < t1 < t2 ≤ T ,
existe una constante C = C(N, r1, t1, t2) tal que ũ ≥ C|x|−α1 en Br(0)× (t1, t2). Como ũ
es también una supersolución muy débil en Br(0) × (t1, t2), entonces, por el Lema 4.2.2,
el problema 




ut −∆u = λ
u

|x|2 + up + f en Br(0)× (t1, t2),

u(x, t) > 0 en Br(0)× (t1, t2),

u(x, t) = 0 en ∂Br(0)× (t1, t2),

u(x, t1) = u(x, t1) si x ∈ Br(0),

(4.12)

tiene una solución minimal u obtenida por aproximación en Br(0)× (t1, t2). En particular,
u = ĺımn→∞ vn, donde cada vn ∈ L∞(Br(0)×(t1, t2)) es solución de (4.7) en Br(0)×(t1, t2).
Mediante un cambio de escala adecuado, podemos suponer que el cilindro es Br(0)×(0, τ).
A continuación, estudiamos los tres casos siguientes:

Caso 1: p > p+(λ). Sea φ ∈ C∞0 (Br(0)). Entonces usando |φ|2
vn

como función test en los
problemas aproximados (4.7), aplicando la desigualdad de Picone (véase Lemma 0.0.13),
pasando al ĺımite cuando n tiende a infinito, y como consecuencia del Lema 0.0.12, tenemos
que

∫

Br(0)
| log u(x, τ)|φ2 dx +

∫ τ

0

∫

Br(0)
|∇φ|2 dx dt

≥
∫ τ

0

∫

Br(0)
up−1φ2 dx dt ≥ C

∫ τ

0

∫

Br(0)

φ2

|x|(p−1)α1
.



Caṕıtulo 4 131

Usando ahora las desigualdades de Hölder y Sobolev, se sigue que

∫

Br(0)
| log(u(x, τ))||φ|2 dx ≤

(∫

Br(0)
|φ|2∗ dx

) 2
2∗

( ∫

Br(0)
| log u(x, τ)|N2 dx

) 2
N

≤
(∫

Br(0)
| log u(x, τ)|N2 dx

) 2
N

S−1

∫

Br(0)
|∇φ|2 dx.

De este modo, deducimos que

(
1 +

(∫

Br(0)
| log u(x, τ)|N2 dx

) 2
N

S−1

)∫

Br(0)
|∇φ|2 dx dt ≥ C

∫

Br(0)

φ2

|x|(p−1)α1
dx dt.

Como p > p+(λ), entonces (p − 1)α1 > 2 y por tanto llegamos a contradicción con la
desigualdad de Hardy.

Caso 2: p = p+(λ) y λ < ΛN . Fijado el cilindro Bη(0)× (0, τ), consideramos la función

w(x, t) = |x|−α1

(
t2

(
log

1
|x|

)β
+ 1

)

que está definida para (x, t) ∈ Bη(0) × (0, τ) y donde β > 0 será elegida posteriormente.
Como λ < ΛN , entonces

w ∈ C([0, τ ], L2(Bη(0))) ∩ L2((0, τ),W 1,2(Bη(0))).

Mediante un cálculo directo obtenemos que

wt −∆w − λ
w

|x|2 =
t

|x|2+α1

(
2|x|2

(
log

1
|x|

)β

+ βt
(

log
1
|x|

)β−1(
(N − 2− 2α1) + (1− β)

(
log

1
|x|

)−1))
.

Nótese que

wp+(λ) = |x|−(2+α1)

(
t2

(
log

1
|x|

)β
+ 1

)p+(λ)

,

y si definimos

h(x, t) =
(

t2
(

log
1
|x|

)β
+ 1

)1−p+(λ)

,

se tiene que

wp+(λ)h(x, t) = |x|−(2+α1)

(
t2

(
log

1
|x|

)β
+ 1

)
.

Por tanto, existe t2 ∈ (0, τ) tal que

wt −∆w − λ
w

|x|2 ≤ βh(x, t)wp+(λ) en Bη(0)× (0, t2).
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Si denotamos u1 = c1u, tenemos que

u1t −∆u1 − λ
u1

|x|2 ≥ c
1−p+(λ)
1 u

p+(λ)
1 .

Consideramos ahora que c0 > 0 juega el papel de C en el Lema 0.0.12, c1 > 0 es fijo tal
que c1c0 ≥ 1 y que β es suficientemente pequeño. Entonces

c
1−p+(λ)
1 ≥ β‖h‖L∞ .

Como c1c0 ≥ 1, entonces u1 ≥ w(x, t) en ∂Bη(0)×(0, τ), u1(x, 0) ≥ w(x, 0) para x ∈ Bη(0)
y además

u1t −∆u1 − λ
u1

|x|2 ≥ βh(x, t)up+(λ)
1 .

A continuación, vamos a probar que

u1 ≥ w en Bη(0)× (0, t2). (4.13)

En efecto, sea v = w − u1. Entonces

vt −∆v − λ
v

|x|2 ≤ βh(x, t)
(
wp+(λ) − u

p+(λ)
1

)
.

Usando la desigualdad de Kato (véase el Teorema 0.0.15), obtenemos la siguiente esti-
mación

(v+)t −∆v+ − λ
v+

|x|2 ≤ pβh(x, t)wp+−1v+ ≤ pβ|x|−2v+. (4.14)

Como
v2
+

|x|2 ∈ L1(Bη(0)), utilizando un argumento de aproximación, se prueba que

v+ ∈ L2((0, t2),W
1,2
0 (Bη(0))).

Eligiendo ahora β suficientemente pequeño, λ + pβ < ΛN , y usando v+ como función test
en (4.14), deducimos que v+ ≡ 0 y se concluye (4.13).

Para terminar la prueba de este caso, seguimos los mismos argumentos utilizados en
el Caso 1. Para todo φ ∈ C∞0 (Bη(0)), tenemos la siguiente desigualdad

c2

∫

Bη(0)

u|φ|2
|x|2 dx ≤

∫

Bη(0)
|∇φ|2 dx, (4.15)

donde c2 > 0 es independiente de φ. Usando (4.13) obtenemos que para r ¿ η,

c3

∫

Br(0)

|φ|2
|x|2

(
log

1
|x|

)β
dx ≤

∫

Br(0)
|∇φ|2 dx,

lo cual contradice la desigualdad de Hardy.
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Caso 3: p = p+(λ) y λ = ΛN . Se cumple que α1 = N−2
2 y p+ = 2∗ − 1. Si ũ es una

supersolución de (4.1), entonces como consecuencia del Lema 0.0.12 y de la Nota 4.2.3, se
tiene que

τCp

∫

Br(0)
|x|−α1(p+1) dx ≤

∫ τ

0

∫

Br(0)
|x|−α1up dx dt < ∞.

Como α1(p+(ΛN ) + 1) = N , llegamos a contradicción y concluye la demostración.

Nota 4.3.2 Obsérvese que para λ = 0 se tiene que p+(λ) = ∞. Obtenemos, por tanto, la
existencia de una solución local para la ecuación del calor para todo p > 1, al menos para
datos iniciales adecuados.

4. Explosión instantánea y completa

Como consecuencia del resultado anterior de no existencia, ocurre un fenómeno de
explosión instantáneo y completo de dos modos diversos.

(a) Si un es la solución del problema (4.1), donde el potencial de Hardy se sustituye por
el peso acotado |x|2 + 1

n , entonces un(x, t) →∞ cuando n →∞.

(b) Si un es la solución del problema (4.1) con p = pn < p+(λ) y pn → p+(λ) cuando
n →∞, entonces un(x, t) →∞ cuando n →∞.

En ambos casos, (x, t) es un punto arbitrario de Ω× (0, T ).

4.1. Explosión en los problemas con potencial aproximado, p ≥ p+(λ)

El primer resultado de explosión es el siguiente.

Teorema 4.4.1 Sea un ∈ C((0, T );L1(Ω)) ∩ Lp((0, T );Lp(Ω)) una solución del problema




unt −∆un =
up

n

1 + 1
nup

n
+ λan(x)un + c f en ΩT ≡ Ω× (0, T ),

un(x, t) = 0 en ∂Ω× (0, T ),

un(x, 0) = 0 si x ∈ Ω,

(4.16)

donde f 6= 0, an(x) = 1
|x|2+ 1

n

y p ≥ p+(λ). Entonces, un(x0, t0) →∞, ∀(x0, t0) ∈ Ω×(0, T ).

Demostración. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que f ∈ L∞(ΩT ) y λ ≤ ΛN .
La existencia de una solución positiva al problema (4.16) se obtiene usando argumentos
clásicos de sub y super soluciones. Además, usando la monotońıa del término no lineal y
el coeficiente an, podemos suponer que existe una solución minimal un tal que un ≤ un+1
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para todo n ≥ 1. Por tanto, para obtener el resultado de explosión, basta con demostrarlo
para la familia de soluciones minimales que denotamos un.

Supongamos por contradicción que existe (x0, t0) ∈ ΩT tal que

un(x0, t0) → C0 < ∞ cuando n →∞.

Usando la desigualdad clásica de Harnack (véase el Teorema 0.0.9), existe s > 0 y una
constante positiva C = C(N, s, t0, β) tal que

∫∫

R−
un(x, t) dx dt ≤ C ess ı́nf

R+
un, donde

{
R− = Bs(x0)×

(
t0 − 3

4β, t0 − 1
4β

)
,

R+ = Bs(x0)×
(
t0 − 1

2β, t0 + 1
2β

)
.

Podemos suponer que 0 ∈ Bs(x0) ya que, en caso contrario, consideramos Bδ(y) ⊂ Bs(x0),
con y ∈ Bs(x0) tal que

∫∫

R−y
un(x, t) dx dt ≤

∫∫

R−y
un(x, t) dx dt ≤ C ess ı́nf

R+
y

un ≤ C ess ı́nf
R+

y

un,

donde

{
R−

y = Bδ(y)× (
t0 − 3

4β, t0 − 1
4β

)
,

R+
y = Bδ(y)× (

t0 − 1
2β, t0 + 1

2β
)
.

De modo recurrente, obtenemos que

∫∫

R−
un(x, t) dx dt ≤ C ess ı́nf

R+
un ≤ Cun(x0, t0) ≤ C ′, donde





R− = Br(0)× (t1, t2),

R+ = Br(0)× (t3, t4),

t0 ∈ (t3, t4).

Por el Teorema de la convergencia monótona, existe u ≥ 0 tal que un ↑ u fuertemente
en L1(Br(0)× (t3, t4)).

Sea ϕ la solución del problema,




ϕt −∆ϕ = χBr(0)×[T−t2,T−t1] en ΩT ,

ϕ(x, t) = 0 en ∂Ω× (0, T ),

ϕ(x, 0) = 0 en Ω.

Consideramos ϕ(x, t) = ϕ(T − t, x), que cumple




−ϕt −∆ϕ = χBr(0)×[t1,t2] en ΩT ,

ϕ(x, t) = 0 en ∂Ω× (0, T ),

ϕ(x, T ) = 0 en Ω.

Tomando ϕ como función test en (4.16), deducimos que

C
′ ≥

∫ t2

t1

∫

Br(0)
un(x, t) dx dt

=
∫ T

0

∫

Ω

up
n

1 + 1
nup

n
ϕdx dt + λ

∫ T

0

∫

Ω
an(x)unϕdx dt + c

∫ T

0

∫

Ω
fϕ dx dt.
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Aplicando el Teorema de la convergencia monótona, concluimos que

up
n

1 + 1
nup

n
→ up en L1

loc(Br(0)× (t1, t2)),

an(x)un ↗ u

|x|2 en L1
loc(Br(0)× (t1, t2),

con lo que u es una supersolución muy débil de (4.16) en Br1(0)×(t1, t2) ⊂⊂ Br(0)×(t1, t2),
lo que contradice el Teorema 4.3.1.

4.2. Explosión cuando pn → p+(λ)

El segundo resultado de explosión lo obtenemos considerando una sucesión de potencias
pn ↑ p+(λ) ( por ejemplo, pn(λ) = 1 + 2

α1+ 1
n

).

Teorema 4.4.2 Sea {pn} una sucesión que satisface pn < p+(λ) y pn → p+(λ) cuando
n →∞ y sea f ∈ L∞(ΩT ) una función positiva. Para cada n, sea un ∈ C((0, T );L1

loc(Ω))
una supersolución muy débil del problema





unt −∆un ≥ λ
un

|x|2 + upn
n + f en ΩT ,

un(x, t) = 0 en ∂Ω× (0, T ),

un(x, 0) = 0 en Ω.

(4.17)

Entonces, un(x0, t0) →∞,∀ (x0, t0) en Ω× (0, T ).

Demostración. Supongamos, por reducción al absurdo, que existe una subsucesión de
{pn}, que denotaremos también como {pn} para simplificar la notación, y supersoluciones
un tales que en algún punto (x0, t0) ∈ ΩT ,

un(x0, t0) → C0 < ∞, ∀n ∈ N.

Podemos suponer que consideramos, por ejemplo, la aproximación pn(λ) = 1 + 2
α1+ 1

n

.

Como consecuencia de la desigualdad clásica de Harnack (véase el Teorema 0.0.8), existe
s > 0 y una constante positiva C = C(N, s, t0, β) tales que

∫∫

R−
un(x, t) dx dt ≤ C ess ı́nf

R+
un, donde

{
R− = Bs(x0)×

(
t0 − 3

4β, t0 − 1
4β

)
,

R+ = Bs(x0)×
(
t0 − 1

2β, t0 + 1
2β

)
.

Al igual que en la prueba del Teorema 4.4.1, podemos suponer que 0 ∈ Bs(x0).

Si un ∈ C((0, T );L1
loc(Ω)) es una supersolución muy débil del problema (4.17), entonces

existe una solución minimal de (4.17) en Ω1×(t1, t2) ⊂⊂ ΩT tal que 0 ∈ Ω1 ⊂⊂ Ω obtenida
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por aproximación. Denotamos por vn ≤ un esta solución minimal, que resuelve el problema




vnt −∆vn = λ
vn

|x|2 + vpn
n + f en Ω1 × (t1, t2),

vn(x, t) = 0 en ∂Ω1 × (t1, t2),

vn(x, t1) = 0 en Ω1.

(4.18)

Sea φ la solución del problema




−φt −∆φ = 1 en Ω1 × (t1, t2),

φ = 0 en ∂Ω1 × (t1, t2),

φ(x, t1) = 0 en Ω1.

Usando φ como función test en (4.18) y dado que vn ≤ un, resulta que

C ≥
∫ t2

t1

∫

Ω1

vn(x, s) dx ds =
∫ t2

t1

∫

Ω1

gn(x, s)φdx ds,

donde gn(x, t) = λ vn
|x|2 + vpn

n + f . Por tanto, se tiene que

∫ t2

t1

∫

Ω1

gn φdx ds ≤ C ∀n.

De este modo, se deduce que gn está uniformemente acotada en L1
loc(Ω1 × (t1, t2)) y en

consecuencia, gn ⇀ µ en el sentido de las medidas.

Sea ϕ ∈ C∞0 (Ω1). Tomando Tk(vn) · ϕ como función test en (4.18), tenemos

∫

Ω1

Θk(vn(x, t2))ϕdx +
∫ t2

t1

∫

Br(0)
|∇Tk(vn)|2ϕdx ds

+
∫ t2

t1

∫

Br(0)
Θk(vn)(−∆ϕ) dx ds =

∫ t2

t1

∫

Br(0)
gn(x, s)ϕTk(vn) dx ds,

donde Θk(s) =
∫ s
0 Tk(σ)dσ. De lo anterior, y usando la acotación previa, deducimos que

∫

Ω
Θk(vn(x, t2))ϕdx +

∫ t2

t1

∫

Br(0)
|∇Tk(vn)|2ϕdx ds

+
∫ t2

t1

∫

Br(0)
Θk(vn) dx ds ≤ k

∫ t2

t1

∫

Br(0)
gn(x, s)ϕdx ds ≤ C.

Por tanto existe una función no negativa v tal que Tk(vn) ⇀ Tk(v) débilmente
en L2

loc((t1, t2),W
1,2
loc (Br(0))). Además, usando la teoŕıa de soluciones renormalizadas, se

prueba que vn → v fuertemente en L2
loc((t1, t2), L

q
loc(Br(0))) para q < N

N−2 .
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Sea ψ ∈ C∞0 (Br(0) × (t1, t2)) una función no negativa. Aplicando el Lema de Fatou
deducimos que

ĺım
n→∞

∫ t2

t1

∫

Br(0)
gn(x, s)ψ dx ds ≥

∫ t2

t1

∫

Br(0)
vp+(λ)ψ dx ds + λ

∫ t2

t1

∫

Br(0)

v ψ

|x|2 dx ds +
∫ t2

t1

∫

Br(0)
fψ dx ds.

Tomando ψ como función test en (4.18) y pasando al ĺımite cuando n →∞, se tiene que

−
∫ t2

t1

∫

Br(0)
vψt dx ds +

∫ t2

t1

∫

Br(0)
v(−∆ψ) dx ds ≥

∫ t2

t1

∫

Br(0)
vp+(λ)ψ dx ds + λ

∫ t2

t1

∫

Br(0)

v ψ

|x|2 dx ds +
∫ t2

t1

∫

Br(0)
fψ dx ds.

Se concluye por tanto que v es una supersolución muy débil de (4.1) obtenida por aproxi-
mación, lo que contradice el resultado de no existencia.

5. Existencia de soluciones: p < p+(λ)

En esta sección se considera el intervalo complementario de potencias, es decir, 1 < p <
p+(λ). Probaremos que bajo ciertas hipótesis en f y u0, el problema (4.1) tiene solución
positiva. Para nuestro resultado de existencia consideramos f ≡ 0. El caso f 6≡ 0 se aborda
en la Nota 4.5.4.

En primer lugar, observamos que si 0 < λ ≤ ΛN y 1 < p < p+(λ), entonces el problema
estacionario

−∆u = λ
u

|x|2 + up en Ω, u = 0 en ∂Ω, (4.19)

tiene una supersolución positiva w en los siguientes casos.

Caso 1: 0 < λ < ΛN . Distinguimos las dos situaciones siguientes:

(i) Si 1 < p < N+2
N−2 y Ω es un dominio acotado, entonces usando el clásico Teorema del

Paso de la Montaña en el espacio de Sobolev W 1,2
0 (Ω), deducimos que existe una

solución positiva al problema (4.19) (véase [46]).

(ii) Si N+2
N−2 < p < p+(λ), entonces al igual que en [46], se tiene una solución positiva en

RN . Sea w(x) = A|x|−β, donde β = 2
p−1 y Ap−1 = β(N−β−2)−λ. Entonces w es una

supersolución de (4.19) en cualquier dominio Ω. Está claro que−β2+(N−2)β−λ > 0
si y sólo si α1 < β < α2, lo que implica que p−(λ) < p < p+(λ). Nótese que
w ∈ Lp

loc(R
N ), w

|x|2 ∈ L1
loc(RN ) y que la solución se verifica en el sentido de las

distribuciones. De este modo, aparecen las potencias cŕıticas p−(λ) y p+(λ).
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Caso 2: Si λ = ΛN , entonces p+(ΛN ) = N+2
N−2 = p−(ΛN ). Como p < N+2

N−2 = 2∗ − 1,
entonces los métodos variacionales clásicos en el espacio H(Ω) (véase [72]), nos permiten
probar la existencia de una solución positiva w para el problema estacionario (4.19). Véanse
más detalles por ejemplo en [72].

Teorema 4.5.1 Sea 0 < λ ≤ ΛN , Ω acotado y 1 < p < p+(λ). Supongamos u0(x) ≤ w,
con w una supersolución del problema estacionario

−∆u = λ
u

|x|2 + up en Ω, u(x) = 0 en ∂Ω.

Entonces, para todo T > 0 el problema




ut −∆u = λ
u

|x|2 + up en ΩT ≡ Ω× (0, T ),

u(x, t) = 0 en ∂Ω× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x) si x ∈ Ω,

(4.20)

tiene una solución global.

Demostración. La prueba se basa en el clásico argumento de sub-super solución seguido
en el Lema 4.2.2.

Nota 4.5.2 Con los resultados anteriores se ve la optimalidad de la potencia p+(λ), que
es nuestro objetivo. Sin embargo, seŕıa interesante saber la clase óptima de datos para
los cuales existe una solución, se da la regularidad de tales soluciones de acuerdo a la
sumabilidad de los datos y el comportamiento es asintótico cuando t →∞.

En esta dirección tenemos el siguiente resultado.

Proposición 4.5.3 Sea λ ≤ ΛN . Supongamos que el problema (4.1) tiene una supersolu-
ción débil u. Entonces para todo r > 0, el dato inicial cumple

∫

Br(0)
|x|−α1u0(x) dx < ∞.

Demostración. Argumentaremos una vez más por reducción al absurdo. Supongamos que
u es una supersolución muy débil de (4.1) con u(x, 0) = u0(x) en Ω tal que

∫

Br(0)
|x|−α1u0(x) dx = ∞, ∀ r > 0.

Consideramos la sucesión {un} de soluciones minimales a los problemas




unt −∆un = λ
un

|x|2 + 1
n

+ up
n en Ω× (0, T ),

un(x, t) = 0 en ∂Ω× (0, T ),

un(x, 0) = Tn(u0(x)) en Ω,

(4.21)
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donde 1 < p < p+(λ) y T depende sólo de la supersolución. Para cada n consideramos el
valor propio positivo ϕn ∈ Br(0) del problema

−∆ϕn − λϕn

|x|2 + 1
n

= cnϕn, donde
∫

Br(0)
ϕ2

n dx = 1.

Por tanto, para una subsucesión ϕn tenemos que ϕn → ϕ en Ls(Ω) con s < 2N
N−2 , y

cn → c donde

−∆ϕ− λϕ

|x|2 = cϕ,

∫

Br(0)
ϕ2 dx = 1

y ϕ ≥ C|x|−α1 en un entorno del origen. Si definimos ψn = ϕn

‖ϕn‖1 , entonces ψn → ψ = ϕ
‖ϕ‖1

en L1(Ω). A continuación, tomando ψn como función test en (4.21), obtenemos que

d

dt

∫

Br(0)
ψnun(x, t) dx + cn

∫

Br(0)
un(x, t)ψn dx ≥

∫

Br(0)
up

nψn dx.

Como p > 1 y
∫
Br(0) ψn dx = 1, podemos aplicar la desigualdad de Jensen y concluir que

∂

∂t

∫

Br(0)
ψnun(x, t) dx + cn

∫

Br(0)
ψnun(x, t) dx ≥

( ∫

Br(0)
ψnun(x, t) dx dt

)p

.

Si denotamos
Yn(t) =

∫

Br(0)
ψnun(x, t) dx,

tenemos que Y ′
n(t) + cYn(t) ≥ Yn(t)p. Usando la hipótesis acerca de u0 y la definición de

ψn, deducimos que ĺım
n→∞Yn(0) = ∞.

Sea ahora Zn(t) = ectYn(t). Entonces Z ′n(t) ≥ e−c(p−1)tZp
n(t) y por tanto Zn(t) es una

función creciente y

Zn(t) ≥ Zn(0) = Yn(0) →∞ cuando n →∞ uniformemente en t ∈ (0, T ).

Integrando la inecuación diferencial que satiface Zn, se sigue que
1

p− 1

( 1
Zp−1

n (0)
− 1

Zp−1
n (t)

)
≥ 1

c(p− 1)

(
1− e−c(p−1)t

)
, para t > 0,

de donde concluimos que

Y p−1
n (0) = Zp−1

n (0) ≤ c

1− e−c(p−1)t
< ∞,

lo cual es una contradicción.

Una cuestión pendiente de resolver es si la condición previa necesaria es también sufi-
ciente para la existencia local.

Nota 4.5.4 Supongamos que tenemos un término fuente f 	 0. Si f(x, t) ≤ c0(t)
|x|2 con

c0(t) acotado y suficientemente pequeño, entonces el cálculo anterior nos permite probar
la existencia de una supersolución. La existencia de una solución minimal del problema
(2.1) se sigue para todo p < p+(λ).
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6. Problema de Cauchy

En [67], Fujita estudia el problema de valor inicial
{

ut = ∆u + up, x ∈ RN , t > 0,

u(x, 0) = u0(x) ≥ 0, u0 6≡ 0, x ∈ RN ,
(4.22)

con 1 < p < ∞. Fujita prueba que si 1 < p < 1 + 2
N , entonces existe T > 0 tal que la

solución del problema (4.22) satisface que ‖u(·, tn)‖∞ →∞ cuando tn → T . Sin embargo, si
p > 1+ 2

N , existen tanto soluciones globales para datos iniciales pequeños como soluciones
no globales para datos iniciales grandes. El número 1+ 2

N se denomina a menudo exponente
cŕıtico de Fujita y se prueba que para p = 1 + 2

N , una norma adecuada de la solución va a
infinito en tiempo finito. Nos referimos a [131] para una prueba sencilla de este resultado
(véase también [91]). El comportamiento de la ecuación del calor semilineal se resume en
el siguiente gráfico.

Explosión en tiempo finito
Para datos pequeños −→ Existencia Global

Para datos grandes −→ Existencia No Global

1 +
2

N

Figura 4.1: Exponente de Fujita para la ecuación del calor.

Nótese que −∆u = up en RN , para p < 2∗ − 1 = N+2
N−2 , no tiene solución positiva. En

este sentido, el considerar que trabajamos en RN es diferente a considerar un dominio Ω
acotado, donde no hay exponente de Fujita.

En esta sección, buscamos el exponente de Fujita para el problema de Cauchy con el
potencial de Hardy y estudiamos el comportamiento de las soluciones. Consideramos





ut −∆u = λ
u

|x|2 + up en RN ,

u(x, 0) = u0(x) en RN ,
(4.23)

donde 1 < p < p+(λ). Está claro que u /∈ L∞, con lo que hablaremos de explosión en un
espacio de Lebesgue con un peso adecuado.

6.1. Soluciones con explosión en tiempo finito: exponente tipo Fujita

Puesto que las soluciones del problema (4.23) no están acotadas, obtenemos directa-
mente que la explosión L∞ es instantánea. Observando el comportamiento de la solución
autosemejante v del problema (4.3) y puesto que cualquier solución positiva de (4.23) es
una supersolución de (4.3), la siguiente definición aparece de forma natural.
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Definición 4.6.1 Sea u(x, t) una solución positiva de (4.23). Decimos que u explota en
un tiempo finito si existe T ∗ < ∞ tal que

ĺım
t→T ∗

∫

Br(0)
|x|−α1u(x, t) dx = ∞,

para cualquier bola Br(0).

Para encontrar el exponente de tipo Fujita para la ecuación (4.23) debajo del cual
se produzca un fenómeno de explosión en el sentido de la Definición 4.6.1, seguimos el
argumento usado por ejemplo en [69] y [127]. Buscamos una familia de subsoluciones al
problema (4.23) de la forma

w(r, t, T ) = (T − t)−θζ
( r

(T − t)β

)
,

donde θ, β > 0 serán elegidas posteriormente y ζ > 0 es una función suave. Si denotamos
s = r

(T−t)β , se tiene que

wt = (T − t)−θ−1
(
θζ +

βr

(T − t)β
ζ ′(s)

)
,

wr(r, t) = (T − t)−θ−βζ ′(s), (4.24)

wrr(r, t) = (T − t)−θ−2βζ ′′(s).

Se debe cumplir la siguiente desigualdad

wt − wrr − N − 1
r

wr − λ
w

r2
≤ wp. (4.25)

Si hacemos la substitución θ = 1
p−1 y β = 1

2 en (4.24), la desigualdad (4.25) se transforma
en

−ζ ′′(s)−
(N − 1

s
− 1

2
s
)
ζ ′(s)−

( λ

s2
− θ

)
ζ(s) ≤ ζp(s).

Asumimos que ζ(s) = Aφ(cs) con φ(s) = s−α1e−
s2

4 , A > 0 y c > 0. Recordamos que
α2

1 − (N − 2)α1 + λ = 0, y por tanto se debe satisfacer la siguiente desigualdad

− (cs)2
(c2

4
+

1
4

)
+

c2

2
− c2α1 − α1

2
+

c2(N − 1)
2

+
1

p− 1

≤ Ap−1(cs)−α1(p−1)e−
1
4
(cs)2(p−1).

Si fijamos c = 1, exite s0 tal que para s ≥ s0,

γ1(s) ≡ −s2
(1

4
+

1
4

)
+

1
2
− α1 − α1

2
+

N − 1
2

+
1

p− 1
≤ 0.

Sea M = máx{γ1(s) | 0 ≤ s ≤ s0}. Para A suficientemente grande, deducimos que

M < Ap−1s−α1(p−1)e−
1
4
s2(p−1) si 0 ≤ s ≤ s0.
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Para este valor de A se tiene que

γ1(s) ≤ Ap−1s−α1(p−1)e−
1
4
s2(p−1).

Por tanto, encontramos la siguiente familia de subsoluciones de (4.23):

w(r, t, T ) = A(T − t)−
1

p−1

( r

(T − t)
1
2

)−α1

e−
1
4

r2

T−t .

Sea Br(0) la bola de centro el origen y radio r > 0 en RN . Como
∫

Br(0)
|x|−α1w(x, t, T ) dx = C(T − t)−

1
p−1

+N
2
−α1

2

∫ r

(T−t)1/2

0
φ(s)sN−α1−1 ds,

y p < 1 + 2
N−α1

, se tiene que − 1
p−1 + N

2 − α1
2 < 0. En consecuencia,

ĺım
t→T

∫

Br(0)
|x|−α1w(x, t, T ) dx = ∞.

Por tanto, un candidato a ser exponente de tipo Fujita del problema (4.23) es

F (λ) = 1 +
2

N − α1
.

Se cumple que:

Si 0 < λ < ΛN =⇒ 1 < 1 +
2
N

< F (λ) < p−(λ) ≤ N + 2
N − 2

≤ p+(λ) < ∞.

A continuación, analizamos las propiedades de la familia de subsoluciones encontrada.

(i) Por construcción w(r, t, T ) explota en tiempo finito en el sentido de la norma local L1

con peso (véase la Definición 4.6.1).

(ii) Sea p < F (λ) = 1 + 2
N−α1

. Denotamos por u(x, t) una traslación en tiempo de una
solución de (4.23). Si u(x, t) es una solución de (4.23), entonces u(x, t) = u(x, t + T ).
Como u(x, t) es una supersolución de la ecuación homogénea (4.3) con los mismos valores
iniciales, basta comprobar que v(x, T ) ≥ w(r, 0, T ) para obtener u(x, 0) ≥ w(r, 0, T ). Para
p < F (λ) = 1 + 2

N−α1
se cumple de forma inmediata.

(iii) Demostramos que u(x, t) ≥ w(x, t), ∀t < T . En efecto, denotamos h(x, t) = w(x, t)−
u(x, t). Se comprueba fácilmente que

ht −∆h ≤ λ
h

|x|2 + wp − up.

Aplicando la desigualdad de Kato (0.0.15), se sigue que




h+
t −∆h+ ≤ λ

h+

|x|2 + pwp−1h+ en RN , t ∈ (0, T1), T1 < T,

h+(x, 0) = 0 en RN .

(4.26)
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Obsérvese que como h ≤ w, entonces λ w2

|x|2 + pwp+1 ∈ L1(RN × (0, T1)) implica

λ
h2
+

|x|2 + pwp−1h2
+ ∈ L1(RN × (0, T1)). Usando ahora Tk(h+) como función test en (4.26),

obtenemos
∫

RN

Θk(h+)(x, T1) +
∫ T1

0

∫

RN

|∇Tk(h+)|2 dx dt ≤
∫ T1

0

∫

RN

(
λ

h2
+

|x|2 + pwp−1h2
+

)
dx dt ≤ C

para todo k > 0. Haciendo k → ∞ deducimos que h+ ∈ L2(0, T1,W
1,2(RN )). Como

p < 1 + 2
N−α1

, se cumple que α1(p − 1) < 2 y entonces existe C(T, T1) tal que ∀ε > 0,
wp−1 ≤ ε 1

|x|2 +C(T, T1). Tomamos h+ como función test en (4.26) y llegamos a la siguiente
desigualdad

∂

∂t

∫

RN

h2
+(x, t) dx ≤ C(T )

∫

RN

h2
+(x, t) dx.

Aplicando ahora la desigualdad de Gronwall, concluimos que h+ ≡ 0 y entonces u(x, t) ≥
w(x, t) para todo t < T .

Finalmente, dado que hemos encontrado una familia de subsoluciones que explota en
tiempo finito, entonces para p < F (λ) = 1 + 2

N−α1
, las soluciones de (4.23) también

explotan en tiempo finito.

Por tanto, queda probado el siguiente resultado.

Teorema 4.6.2 Sea p < F (λ) = 1 + 2
N−α1

. Entonces u explota en tiempo finito en el
sentido de la Definición 4.6.1.

Por esta razón, llamamos F (λ) = 1 + 2
N−α1

al exponente de tipo Fujita asociado al
problema de Cauchy (4.23). En la siguiente subsección desarrollaremos la prueba completa
que muestra que F (λ) se comporta realmente como el exponente de Fujita. El caso cŕıtico
p = F (λ) lo estudiaremos al final del caṕıtulo.

6.2. Existencia global para F (λ) < p < p+(λ) y datos adecuados.

Para probar la existencia global, buscamos una familia de supersoluciones, es decir,
buscamos w tal que

wt − wrr − N − 1
r

wr − λ
w

r2
≥ wp. (4.27)

Consideramos
w(r, t, T ) = (T + t)−θg

( r

(T + t)β

)
,

(véanse [67] y [68]), donde θ, β > 0 serán elegidas posteriormente y g es una función suave
y positiva. Si denotamos s = r

(T+t)β , tenemos que

wt = −(T + t)−θ−1
(
θg(s) +

βr

(T + t)β
g′(s)

)
,

wr(r, t) = (T + t)−θ−βg′(s), (4.28)

wrr(r, t) = (T + t)−θ−2βg′′(s).
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Para conseguir homogeneidad en la ecuación, es suficiente elegir θ = 1
p−1 y β = 1

2 . Por
tanto, sustituyendo en (4.27), tenemos

g′′(s) +
(N − 1

s
+

1
2
s
)
g′(s) +

( λ

s2
+ θ

)
g(s) + gp(s) ≤ 0.

Consideramos α1 < γ < 2
p−1 . Si tomamos g(s) = Aφ(cs), donde φ(s) = s−γe−

s2

4 , A > 0 y
c > 0, entonces se debe satisfacer la siguiente desigualdad

c2(γ2 − (N − 2)γ + λ)
(cs)2

+ (cs)2
(c2

4
− 1

4

)
+ c2γ − c2

2

− c2(N − 1)
2

− γ

2
+

1
p− 1

+ Ap−1(cs)−(p−1)γe−
(cs)2

4
(p−1) ≤ 0.

Definimos G(c, s) = c2
(
s− N

2

)− s
2 + 1

p−1 . Como p > F (λ), entonces

G(1, α1) = −N − α1

2
+

1
p− 1

< 0.

Por continuidad, existen c < 1 y α1 < γ < 2
p−1 tales que G(c, γ) < 0. Además, dado que

c < 1, también se tiene que (cs)2
(

c2

4 − 1
4

) ≤ 0. Como γ < 2
p−1 y c2(γ2− (N − 2)γ +λ) ≤ 0,

basta elegir A suficientemente pequeño para concluir que

c2(γ2 − (N − 2)γ + λ)
(cs)2

+ Ap−1(cs)−(p−1)γe−
(cs)2

4 ≤ 0.

Por tanto, hemos encontrado una familia de supersoluciones. Nótese que

w(x, 0) = AT
− 1

p−1 a−γ |x|−γe−
−a2|x|2

4 , donde a =
c

T
1
2

< 1.

A continuación, consideramos la clase de datos iniciales

FD =
{

u0 : RN → R : u0(x) ≤ A|x|−α1e−D2 |x|2
4

}
.

Para conseguir que u0(x) ≤ w(x, 0), basta elegir D2 satisfaciendo

|x|−α1e−D2 |x|2
4 ≤ AT

− 1
p−1 a−γ |x|−γe−

−a2|x|2
4 ⇐⇒ |x|γ−α1e−(D2−a2)

|x|2
4 ≤ AT

− 1
p−1 a−γ .

Consideramos
K(r) = rγ−α1e−(D2−a2) r2

4 con D2 > a2.

Se cumple que K(0) = 0 y K(r) → 0 cuando r → ∞. Además, buscando un máximo
absoluto de K(r), observamos que K ′(r0) = 0 śı y sólo si r2

0 = 2(γ−α1)
D2−a2 y entonces,

K(r) ≤ K(r0) =
(2(γ − α)

D2 − a2

) γ−α1
2

e−
γ−α1

2 .
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Por tanto, para conseguir u0(x) ≤ w(x, 0), para alguna supersolución, es suficiente elegir
D satisfaciendo, (2(γ − α)

D2 − a2

) γ−α1
2

e−
γ−α1

2 ≤ AT
− 1

p−1 a−γ .

Además, como 2(α1 + 1) < N y pα1 < α1p+(λ) = α1 + 2 < N para cualquier λ, entonces
para γ > α1, con γ próximo a α1, tenemos que 2(γ + 1) < N y γ p < N , con lo que se
sigue la integrabilidad de wp y w ∈ L2((0, T ),W 1,2(RN )).

Para concluir la existencia de una solución global positiva del problema (4.23), seguimos
un argumento de sub-super soluciones. Nótese que v(x, t) = 0 es una subsolución estricta.

Construimos la solución global como ĺımite de soluciones de problemas aproximados
en dominios acotados. Sea Bn la bola de RN de radio n centrada en el origen. Sean
vn ∈ L2((0, T ),W 1,2

0 (Bn+1)) ∩ L∞((0, T ), Lp(Bn+1)), ∀T > 0, soluciones en el sentido de
las distribuciones, de los siguientes problemas aproximados,





vnt −∆vn = λ
1

|x|2 + 1
n

ṽn−1 + ṽp
n−1 en Bn+1, t > 0,

vn(x, 0) = u0(x) en Bn+1, t > 0,

vn(x, t) = 0 en ∂Bn+1, t > 0,

(4.29)

donde 



v0t −∆v0 = 0 en B1, t > 0,

v0(x, 0) = u0(x) en B1, t > 0,

v0(x, t) = 0 en ∂B1, t > 0,

y ṽn−1 = vn−1 en Bn, ṽn−1 = 0 en RN \ Bn. Por monotońıa, aplicando el principio de
comparación, concluimos que

0 < v0 ≤ v1 ≤ · · · ≤ vn−1 ≤ vn ≤ w en Bn+1.

Como w ∈ L2((0, T ),W 1,2(RN ))∩Lp+1((0, T )×RN ), existe u ∈ Lp+1((0, T )×RN ) tal que
vn ↑ u ≤ w en Lp+1((0, T ) × RN ). Denotamos por fn al segundo miembro de (4.29), tal
que vnt −∆vn = fn. Además, fn es positiva, monótona y satisface,

fn ∈ Lp+1((0, T )× RN ) y fn ≤ λ
w

|x|2 + wp.

Por tanto,
vnt −∆vn = fn → f ≤ λ

w

|x|2 + wp

fuertemente en Lp+1((0, T )× RN ) ∩ L2((0, T ), L2
−1(RN )).

Veamos que vn → u fuertemente en L2((0, T ),W 1,2(RN )). Multiplicando por vn como
función test en (4.29), se tiene que vn ⇀ u débilmente en L2((0, T ),W 1,2(RN )). Para
concluir la convergencia fuerte, basta considerar (vn − u) como función test en

(vn − u)t −∆(vn − u) = (fn − f).
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En efecto,

1
2

∫

RN

|vn − u|2 dx dt +
∫ T

0

∫

RN

|∇(vn − u)|2 dx dt =
∫ T

0

∫

RN

(fn − f)(vn − u) dx dt.

Como (fn − f)(vn − u) → 0 en c.t.p. y

(fn − f)(vn − u) ≤ 4
(
λ
|w|2
|x|2 + wp+1

)
∈ L1((0, T )× RN ),

se sigue que (fn−f)(vn−u) converge fuertemente a cero en L1((0, T )×RN ) y concluimos
la convergencia fuerte de un en L2(0, T ;W 1,2(RN )).

Explosión en tiempo finito
Para datos pequeños −→ Existencia Global

Para datos grandes −→ Existencia No Global
No Existencia

F = 1 +
2

N − α1
1 +

2

N
p−(λ) 2∗ − 1 p+(λ)

Figura 4.2: Exponente de tipo Fujita para la ecuación del calor con potencial de Hardy.

6.3. Comportamiento asintótico

A continuación, analizamos el comportamiento asintótico de las soluciones de nuestro
problema.

(I) Sea 1 < p < p+(λ) (recuérdese que para p ≥ p+(λ) no existe solución). El siguiente
cálculo nos proporciona la condición necesaria para tener explosión de la solución en
L2

loc(RN ).

Sea h ∈ C∞0 (RN ) tal que 0 ≤ h, supp (h) ⊂ B0(R) y

1
p + 1

∫

RN

hp+1 dx >
1
2

∫

RN

(
|∇h|2 − λ

h2

|x|2
)

dx. (4.30)

Si u es una solución positiva del problema (4.23) con u0(x) ≥ h satisfaciendo (4.30),
entonces u explota en un tiempo finito en el sentido siguiente.

Existe T ∗ < ∞ tal que
∫

BR(0)
u2(x, t) dx →∞ cuando t → T ∗.

En efecto, supongamos por reducción al absurdo que u es la solución del problema (4.23)
con dato u0 y que para todo T > 0,

sup
t∈(0,T )

∫

BR(0)
u2(x, t) dx ≤ M(T ) < ∞. (4.31)



Caṕıtulo 4 147

Sea w la única solución del problema




wt −∆w = λ
w

|x|2 + 1
+ wp en BR(0)× (0, T (w)),

w(x, t) > 0 en BR(0)× (0, T (w)),

w(x, 0) = h(x) si x ∈ BR(0),

(4.32)

con T (w) un tiempo dependiendo de la solución w.

Se cumple que w ∈ L2(0, T (w);W 1,2
0 (BR(0)))∩L∞(BR(0)× (0, T (w)). Como u es una

supersolución de (4.32), entonces w ≤ u y por tanto T (w) = ∞. Definimos la enerǵıa en
función del tiempo,

E(t) =
1
2

∫

BR(0)

(
|∇w|2 − λ

w2

|x|2 + 1

)
dx− 1

p + 1

∫

BR(0)
wp+1 dx.

Un cálculo sencillo muestra que d
dtE(t) = −〈wt, wt〉 ≤ 0, luego por las hipótesis acerca de

h, deducimos que E(t) ≤ 0. Como consecuencia,

d

dt

∫

BR(0)
w2(x, t) dx ≥ C

(∫

BR(0)
w2(x, t) dx

) p+1
2

.

Integrando, obtenemos que
∫

BR(0)
w2(x, t) dx →∞ cuando t → T ∗ < ∞,

lo que contradice (4.31).

(II) Teniendo en cuenta los resultados obtenidos en la sección anterior, si F (λ) < p <
p+(λ), entonces existe una solución global al problema (4.23) para una clase adecuada de
datos. Supongamos F (λ) < p < N+2

N−2 y sea u una solución global obtenida como ĺımite de
aproximaciones. Entonces,

∫

RN

up+1(x, t) dx →∞ ó
∫

RN

up+1(x, t) dx → 0, cuando t →∞.

Obsérvese que p + 1 < 2∗.

En efecto, supongamos, por reducción al absurdo, que u es una solución global de
(4.23) tal que

sup
t∈[0,∞]

∫

RN

up+1(x, t) dx < ∞.

Por argumentos estándares de sistemas dinámicos, obtenemos que el ĺımite de cualquier
subsucesión {u(x, tn)}n∈N converge a una solución del problema

−∆w − λ
w

|x|2 = wp,
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es decir, a una solución del problema eĺıptico con p < 2∗−1, lo que contradice el resultado
de no existencia de Terracini (véase [126]).

L1(|x|−α1 ) Explosión

en tiempo finito
Lp+1 Explosión en tiempo infinito

Existencia no global

para datos grandes
No Existencia

L2 Explosión en tiempo finito para ciertos datos

1 F = 1 +
2

N − α1
1 +

2

N
p−(λ) 2∗ − 1 p+(λ)

Figura 4.3: Resumen de los diferentes tipos de explosión.

7. El caso p = F (λ)

En esta sección, consideramos el caso cŕıtico p = F (λ). El argumento que seguiremos
es diferente y más complicado técnicamente que el del caso subcŕıtico. De hecho, utilizare-
mos algunas de las ideas técnicas que aparecen en [129] y de nuevo argumentaremos por
contradicción.

Supongamos que u es una solución global del problema (4.23) tal que
∫

Br(0)
|x|−α1u(x, t) dx < ∞, ∀ t > 0,

para toda bola Br(0) y sea v(x, t) = |x|α1u(x, t). Entonces v satisface la ecuación

|x|−2α1vt − div (|x|−2α1∇v) = |x|−α1(p+1)vp, (4.33)

donde ∫

Br(0)
|x|−2α1v(x, t) dx < ∞, para todo t > 0. (4.34)

Obsérvese que el peso |x|−2α1 está en la clase de Muckenhoupt (véanse por ejemplo [73] y
[77] para más detalles acerca de los pesos Ap) y podemos aplicar la desigualdad de Harnack
obtenida en [80] (véase también [54]).

Elegimos θ tal que 1
p < θ < 1. Sea ψ ∈ C2(RN ) una función de corte tal que ψ = 1 en

B1(0), ψ = 0 en RN \B2(0), 0 ≤ ψ ≤ 1, y C(θ) ≥ |∆ψ|
ψθ . Para cada ` ∈ N, consideramos la

función de corte escalada ψ`(x) = ψ
(

x
`

)
. Usando ψ` como función test en (4.33), se sigue

que

d

dt

∫

RN

|x|−2α1vψ` dx = −
∫

RN

v div (|x|−2α1∇ψ`) dx +
∫

RN

|x|−α1(p+1)vpψ` dx. (4.35)

En lo que sigue, denotaremos por C cualquier constante positiva independiente de v y
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` ∈ N. Usando la desigualdad de Hölder tenemos que,
∫

RN

v| div (|x|−2α1∇ψ`)| dx

≤
( ∫

RN

|x|−α1(p+1)vpψ` dx

) 1
p
(∫

`≤|x|≤2`
|x| p+1

p−1
α1
| div (|x|−2α1∇ψ`)|p′

ψ
1

p−1

`

dx

) 1
p′

≤ C`
N−α1

p′ −2
( ∫

RN

|x|−α1(p+1)vpψ` dx

) 1
p

,

donde en la última estimación hemos usado que para 1 ≤ ` ≤ |x| ≤ 2`,

| div (|x|−2α1∇ψ`)|p′

ψ
1

p−1

`

=
( | div (|x|−2α1∇ψ`)|

ψθ
`

)p′

ψ
θp′− 1

p−1

`

≤ C(θ)|x|−2p′α1`−2p′ ≤ C(θ)`−2p′(α1+1).

Obsérvese que como 1
p < θ < 1, se sigue que θp′ − 1

p−1 > 0.

A continuación, denotamos w`(t) =
∫
RN |x|−2α1vψ` dx y tenemos que

d

dt
w`(t) ≥

(∫

RN

|x|−α1(p+1)vpψ` dx

) 1
p

·

·
(
− C`

N−α1
p′ −2 +

(∫

RN

|x|−α1(p+1)vpψ` dx

) p−1
p

)
. (4.36)

Como consecuencia de la desigualdad de Hölder,
∫

RN

|x|−α1(p+1)vpψ` dx ≥ C0 wp
` (t)`

−(p−1)(N−α1). (4.37)

Por tanto,

d

dt
w`(t) ≥ Cw`(t)`

−N−α1
p′

(
− C`

N−α1
p′ −2 + wp−1

` (t)`−
p−1
p′ (N−α1)

)
.

Como p = 1 + 2
N−α1

, obtenemos N−α1
p′ − 2 = −p−1

p′ (N − α1) y

d

dt
w`(t) ≥ C1w`(t)`−2

(
− C2 + wp−1

` (t)
)
. (4.38)

Obsérvese que w` es una función creciente en `.

Por otro lado, dado que por hipótesis u es una solución global, se tiene necesariamente
por (4.38) que

wp−1
` (t) ≤ C2 ∀ t > 0, ` > 0.

En efecto, supongamos, por reduccción al absurdo, que para algún ε > 0, existen t0 > 0,
`0 > 0 tales que wp−1

`0
(t0) ≥ C2 + ε. Entonces para algún ` ≥ `0, tenemos que dw`

dt > 0 en
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el tiempo en que w` está definido. Consideramos ahora la solución del problema de valor
inicial

y′(t) = C1y(t)`−2
(− C2 + yp−1(t)

)
, y(t0) = (C2 + ε)

1
p−1 .

Como la solución explota en un tiempo finito expĺıcito T , obtenido por integración ele-
mental y argumentos clásicos de contradicción, concluimos que existe T ∗ ≤ T , tal que

w`(t) ↑ ∞ cuando t ↑ T ∗.

Ésto contradice (4.34), y prueba la estimación uniforme para w`. Además, como C2 es
independente de `, tomando ` →∞, obtenemos que

∫

RN

|x|−2α1v(x, t) dx ≤ C2, ∀ t > 0. (4.39)

También se tiene
∫

RN

v| div (|x|−2α1∇ψ`)| dx ≤
∫

`≤|x|≤2`
v
| div (|x|−2α1∇ψ`)|

ψθ
`

ψθ
` dx

≤ C(θ)
`2

∫

RN

|x|−2α1v(x, t) dx ≤ C`−2.

Por (4.35), haciendo tender ` a ∞, concluimos que

d

dt

∫

RN

|x|−2α1v(x, t) dx ≥ 1
2

∫

RN

|x|−α1(p+1)vp(x, t) dx, (4.40)

en sentido distribucional. Para τ ∈ (0, 1), escribimos (4.38) como

dw`

dt
≥ C1w

1−τ `−2
(
− C2w

τ
` + w

p−(1−τ)
`

)
, (4.41)

en sentido distribucional.

A continuación, definimos φ`(x) = 1 − ψ`(x) y consideramos una función de corte,
ξ ∈ C∞0 (RN ), tal que 0 ≤ ξ ≤ 1, ξ(x) = 1 para |x| ≤ 2 y ξ(x) = 0 si |x| ≥ 3. Consideramos
ξk(x) = ξ(x

k ). Usando φ` ξk como función test en (4.33), se sigue que

d

dt

∫

RN

|x|−2α1vφ` ξk dx ≤
∫

RN

v| div (|x|−2α1∇(φ` ξk))| dx +
∫

RN

|x|−α1(p+1)vpφ` ξk dx

≤
∫

RN

v| div (|x|−2α1∇φ`)| dx +
∫

RN

v|div (|x|−2α1∇ξk)| dx

+
∫

RN

|x|−α1(p+1)vpφ` ξk dx.

Como ∇φ` = −∇ψ`, utilizando métodos similares a los anteriores, obtenemos que
∫

RN

v|div (|x|−2α1∇φ`)| dx ≤ C `
−2+

N−α1
p′

(∫

RN

|x|−α1(p+1)vp dx
) 1

p
.
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Para k À ` se tiene que
∫

RN

v| div (|x|−2α1∇ξk)| dx ≤ C k−2

∫

RN

|x|−2α1vφ` dx.

Por tanto, resulta que

d

dt

∫

RN

|x|−2α1vφ` ξk dx ≤ C `
−2+

N−α1
p′

(∫

RN

vp

|x|α1(p+1)
dx

) 1
p

+ C k−2

∫

RN

vφ`

|x|2α1
dx +

∫

RN

|x|−α1(p+1)vpφ` ξk dx.

Haciendo k →∞ y como consecuencia de la desigualdad de Young,

d

dt

∫

RN

|x|−2α1vφ` dx ≤ 2
∫

RN

|x|−α1(p+1)vp dx + C3 `−2p′+N−α1 . (4.42)

Denotamos
A = sup

t>0,`>0
w`(t) = sup

t>0

∫

RN

|x|−2α1v(x, t) dx.

Usando (4.39) y que u es una solución global, obtenemos que 0 < A < ∞. Como w` es
creciente en `, entonces para todo ε > 0 existe t0 ≥ 0 y `0 ≥ 2 tal que w `0

2

(t0) ≥ A − ε.

Integrando en tiempo y como consecuencia a (4.40), tenemos que

1
2

∫ ∞

t0

∫

RN

|x|−α1(p+1)vp dx dt ≤ sup
t>0

∫

RN

|x|−2α1v(x, t) dx− w `0
2

(t0) ≤ ε.

Sea s ≥ t0. A la vista de (4.42) y mediante un cálculo directo, se sigue que
∫

RN

|x|−2α1v(x, s)φ `0
2

(x) dx ≤ 2
∫ s

t0

∫

RN

|x|−α1(p+1)vp dx

+ C4

(`0

2

)−2p′+N−α1

(s− t0) +
∫

RN

|x|−2α1v(x, s)φ `0
2

(x) dx

≤ 3ε + C4

(`0

2

)−2p′+N−α1

(s− t0).

Escribimos ` = `0 en (4.41). Se cumple que

dw`0

dt
≥ C1w

1−τ `−2
0

(
− C2

(∫

`0≤|x|≤2`0

|x|−2α1v dx

)τ

+ w
p−(1−τ)
`0

)

≥ C1w
1−τ `−2

0

(
− C2

(
3ε + C4

(`0

2

)−2p′+N−α1

(s− t0)
)τ

+ w
p−(1−τ)
`0

)
,

para (t0,∞) en sentido distribucional. Sean ε0 ∈ (0, A) y M > 0 tales que

C2(3ε + M)τ ≤ 1
2
(A− ε0)p−(1−τ).
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Si consideramos ahora
t1 = t0 +

M

C4

(`0

2

)2p′−(N−α1)
,

tenemos que
dw`0(t)

dt
≥ C

2
`−2
0 wp

`0
(t) ∀ t ∈ (t0, t1)

en sentido distribucional. Integrando en tiempo y como consecuencia del hecho que w`0(t)
es creciente para t ∈ (t0, t1), concluimos que

w`0(t1) ≥ w`0(t0) +
C

2
`−2
0 (A− ε0)p(t1 − t0)

≥ w`0(t0) +
C

2
`−2
0 (A− ε0)p M

C3

(`0

2

)2p′−(N−α1)
.

Como p = 1 + 2
N−α1

, entonces 2p′ − (N − α1) = 2 y por tanto se sigue que

w`0(t1) ≥ w`0(t0) +
C

2
(A− ε0)p M

C3
2−2p′+(N−α1).

Sea % = C
2 (A− ε0)p M

C3
2−2p′+(N−α1). Resulta que

w`0(t1) ≥ w`0(t0) + % ≥ A− ε0 + %.

Como w` es una función creciente en `, entonces, usando el mismo argumento anterior, se
concluye que

w2`0(t2) ≥ w2`0(t1) + % ≥ A− ε0 + 2% donde t2 = t1 +
M

C4
`
2p′−(N−α1)
0 .

Argumentando iterativamente, llegamos a

w2i−1`0(ti) ≥ w2i−1`0(t1) + i% ≥ A− ε0 + i%, donde ti = ti−1 +
M

C4
(2i−2`0)2p′−(N−α1).

Finalmente, tenemos que

sup
t>0

∫

RN

|x|−2α1v(x, t) dx ≥ w2i−1`0(ti) ≥ i% →∞ cuando i →∞,

lo que contradice (4.39).

Por tanto, para p = F (λ) y para cualquier dato inicial u0(x) ≥ 0, u0(x) 6≡ 0, existe
T < ∞ tal que

ĺım
t↑T

∫

Br(0)
|x|−α1u(x, t) dx = +∞,

como queŕıamos probar.
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Caṕıtulo 5

Crecimiento cŕıtico en el gradiente
respecto al potencial de Hardy

En este último caṕıtulo estudiamos la interacción que en la ecuación del calor ejercen el
potencial de Hardy y una potencia del gradiente al lado derecho de la ecuación. Buscamos
resultados de existencia y no existencia de soluciones positivas para el siguiente problema
parabólico:





ut −∆u = |∇u|p + λ
u

|x|2 + f(x, t) en ΩT ≡ Ω× (0, T ),

u(x, t) > 0 en ΩT ,

u(x, t) = 0 en ∂Ω× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x) si x ∈ Ω,

(5.1)

donde Ω ⊂ RN es un dominio abierto acotado con N ≥ 3, 0 ∈ Ω, p > 1 y λ > 0.
Supondremos que f y u0 son funciones medibles positivas con algunas hipótesis que es-
pecificaremos más tarde. El problema (5.1) puede ser entendido como una ecuación de
Hamilton–Jacobi con un término de viscosidad.

Si λ = 0 y p = 2, este modelo aparece en la teoŕıa f́ısica del crecimiento de rugosidades
por deposición de materiales en la superficie, donde se conoce como la ecuación de Kardar–
Parisi–Zhang (véase [87]). En [5], los autores demuestran un resultado de multiplicidad de
soluciones positivas, dando una conexión directa con un problema semilineal para datos
medida. Una modificación de esta ecuación fue estudiada en [27] como un modelo de
propagación de llamas.

Para p > 1 general y λ = 0, el modelo se conoce como la ecuación de Kardar–Parisi–
Zhang generalizada y fue introducido por Krug–Spohn en [92]. En [23] y [76], se obtienen
resultados de existencia de solución para el problema de Cauchy, es decir, con Ω = RN , y
para datos iniciales u0 suficientemente regulares.

Si λ > 0, el caso eĺıptico ha sido estudiado en [11]. Los autores muestran la existencia
de una potencia óptima q+(λ), dependiente sólo de λ y N , tal que para p ≥ q+(λ) no hay
solución incluso en el sentido de las distribuciones. Sin embargo, si p < q+(λ) y el término
fuente está en una clase adecuada, demuestran la existencia de solución positiva.

En este caṕıtulo mostramos que bajo ciertas condiciones en el dato, el mismo fenómeno
se mantiene en el caso parabólico. En este caso la prueba es más complicada por necesitar
una estimación de la derivada en el tiempo.
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El caṕıtulo se organiza como sigue:

(1) Demostramos un principio del máximo que extiende al caso parabólico un resultado
obtenido en [11] para el caso eĺıptico. Como consecuencia, obtenemos un principio
de comparación y un resultado de unicidad.

(2) Probamos un resultado de no existencia de solución del problema (5.1) para p ≥
q+(λ), donde q+(λ) es el mismo que el obtenido en [11] para el caso eĺıptico, es decir,

q+(λ) =
2 + α1

1 + α1
, con α1 =

N − 2
2

−
√(N − 2

2

)2
− λ.

Como consecuencia, concluimos un resultado de explosión para las soluciones de los
problemas aproximados.

(3) Si p < q+(λ), bajo ciertas hipótesis adicionales acerca de u0 y f , probamos la existen-
cia de solución usando el hecho de que el problema eĺıptico asociado tiene solución
positiva. Como la solución del problema eĺıptico es una supersolución del proble-
ma parabólico bajo ciertas hipótesis en los datos, basta aplicar un argumento de
iteración-comparación para construir una solución positiva del problema parabólico
en un sentido apropiado. Ésto muestra la optimalidad del exponente q+(λ).

(4) Estudiamos el problema de Cauchy, es decir, con Ω = RN , cuando p < q+(λ) y
mostramos la existencia de un exponente de tipo Fujita Fg(λ) < q+(λ) que cumple
que si 1 < p < Fg(λ), entonces cualquier solución positiva de (5.1) explota en tiempo
finito en una norma apropiada. Para Fg(λ) < p < q+(λ), probamos la existencia de
una solución global con dato inicial pequeño.

Estos resultados ponen de manifiesto profundas diferencias con respecto a la ecuación
del calor , que corresponde al caso λ = 0, con una potencia del gradiente p > 1.

(i) Si λ > 0 existe un exponente cŕıtico q+(λ) tal que para p ≥ q+(λ), no hay solución
para ningún dato inicial no trivial. Sin embargo, para λ = 0, bajo ciertas hipótesis
en el dato inicial, se mantiene un resultado de existencia global para todo p > 1.

(ii) Si λ > 0, en el problema de Cauchy, es decir, con Ω = RN , existe un exponente de
tipo Fujita Fg(λ) < q+(λ) tal que si 1 < p < Fg(λ), toda solución explota en tiempo
finito. Sin embargo, para λ = 0, existe solución para dato no trivial.

Referencia: Los resultados de este caṕıtulo forman parte de [17], que será enviado para
su publicación en breve.

1. Preliminares

A pesar de que en el problema (5.1) no aparecen pesos en la parte principal del opera-
dor, a lo largo del caṕıtulo necesitaremos algunas propiedades de los espacios de Sobolev
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con pesos de Caffarelli–Kohn–Nirenberg para los que se tienen las desigualdades de inter-
polación de la Proposición 0.0.2.

Para γ < N−2
2 , consideramos el espacio de Sobolev D1,2

γ (Ω) dotado con la norma

‖φ‖2
D1,2

γ
=

∫

Ω
(|φ|2 + |∇φ|2)|x|−2γ dx,

y el cierre D1,2
0,γ(Ω) de C∞0 (Ω) con respecto a la norma ‖.‖

D1,2
γ (Ω)

. Usando una desigualdad

de tipo Poincaré, el espacio D1,2
0,γ(Ω) puede definirse como la compleción de C∞0 (Ω) con

respecto a la norma L2(|x|−2γ dx) del gradiente. En particular, usaremos las desigualdades
de Hardy con peso para p = 2 (véase el Teorema 0.0.4).

Sea γ < N−2
2 . Entonces existe una constante positiva ΛN,γ tal que para toda φ ∈

C∞0 (Ω), ∫

Ω
|∇φ|2|x|−2γ dx ≥ ΛN,γ

∫

Ω

|φ|2
|x|2(γ+1)

dx. (5.2)

Además, ΛN,γ =
(N−2(γ+1)

2

)2 es la constante óptima y no se alcanza (véase [53]). Nótese
que si γ = 0, ΛN,0 ≡ ΛN =

(
N−2

2

)2, constante óptima en la desigualdad de Hardy.

El concepto de solución que consideramos en la parte de no existencia, es de nuevo el de
solución muy débil, es decir, trabajamos en el marco más general en el que la ecuación tiene
significado en el sentido de las distribuciones. Usaremos también el concepto de solución
de entroṕıa, que es una solución obtenida como ĺımite de aproximaciones.

Definición 5.1.1 Decimos que u ∈ C((0, T );L1
loc(Ω)) es una supersolución muy débil (re-

sp. subsolución) del problema (5.1) si |u|
|x|2 ∈ L1

loc(ΩT ), |∇u|p ∈ L1
loc(ΩT ), f ∈ L1

loc(ΩT ) y
para todo φ ∈ C∞0 (Ω× (0, T )) tal que φ ≥ 0, tenemos que

∫ T

0

∫

Ω
(−φt −∆φ)u dx dt

(resp. ≤)

≥
∫ T

0

∫

Ω

(
|∇u|p + λ

u

|x|2 + cf
)
φdx dt. (5.3)

Si u es una super y subsolución muy débil, entonces decimos que u es una solución muy
débil.

Está claro que si u es una supersolución muy débil (resp. subsolución) de (5.1), entonces

u ∈ C((0, T );L1
loc(Ω)) ∩ Lp((0, T );W 1,p

loc (Ω)).

Además, si u
|x|2 ∈ L1(ΩT ), u ∈ Lp(0, T, W 1,p

0 (Ω)), f ∈ L1(ΩT ) y u0(x) ∈ L1(Ω), entonces
u puede obtenerse como ĺımite de problemas truncados. Si escribimos

g(x, t) ≡ |∇u|p + λ
u

|x|2 + f,

se sigue que u puede entenderse como la solución de entroṕıa del problema

ut −∆u = g(x, t) en ΩT , u|∂Ω = 0 y u(x, 0) = u0(x) en Ω.
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Para este tipo de soluciones, se cumple que u ∈ Lq(0, T ; W 1,q
0 (Ω)), q < máx

{
p, N+2

N+1

}
y

u ∈ C(0, T, L1(Ω)). Lo relevante del marco entrópico, es la utilización de funciones test

φ ∈ L2(0, T ; W 1,2
0 (Ω)) ∩ L∞(Ω× (0, T )).

Para obtener más detalles acerca de las soluciones de entroṕıa (incluso para operadores
más generales) pueden consultarse, por ejemplo, [29], [30], [55] y [120].

1.1. Principio del Máximo: resultados de comparación y unicidad

Comenzamos probando un principio del máximo que usaremos a lo largo de todo el
caṕıtulo. Este resultado es la extensión parabólica del principio del máximo para ecuaciones
eĺıpticas obtenido en [18]. Sin embargo, las técnicas usadas en la prueba del caso parabólico
son bastante diferentes a las empleadas en el caso eĺıptico.

Lema 5.1.2 (Principio del máximo) Sea h(x, t) una función medible tal que

|h| ∈ L2r0([0, T ];L2p0(Ω)),

donde p0, r0 > 1 y N
2p0

+ 1
r0

< 1. Supongamos que w(x, t) ≥ 0 satisface las dos condiciones
siguientes:

(i) w ∈ C((0, T );L1(Ω))∩Lr1([0, T ]; W 1,p1
0 (Ω)), donde r1, p1 ≥ 1 tal que N

2p1
+ 1

r1
> N+1

2 ,

(ii) w es una subsolución del problema




wt −∆w ≤ |h‖∇w| en ΩT ,

w(x, t) = 0 en ∂Ω× (0, T ),

w(x, 0) = 0 en Ω.

(5.4)

Entonces w ≡ 0.

Demostración. Como N
2p0

+ 1
r0

< 1, entonces N
2p′0

+ 1
r′0

> N
2 y podemos elegir β > 0

tal que 1
β+1

(
N
2p′0

+ 1
r′0

)
> N

2 . Puesto que w ∈ Lr1([0, T ]; W 1,p1
0 (Ω)) con r1, p1 ≥ 1 tales

que N
2p1

+ 1
r1

> N+1
2 , usando la desigualdad de Gagliardo–Nirenberg, se sigue que w ∈

L(β+1)r′0([0, T ];L(β+1)p′0(Ω)). Se cumple que
∫ T

0

∫

Ω
wβ−1|∇w|2 dx dt < ∞. (5.5)

En efecto, para ε > 0, consideramos mε(s) ≡ ( s
1+εs)

β y definimos Dε(s) =
∫ s
0 mε(y)dy.

Usando mε(w) como función test en (5.4), deducimos que
∫

Ω
Dε(w(x, T )) dx + β

∫ T

0

∫

Ω

( w

1 + εw

)β−1 |∇w|2
(1 + εw)2

dx dt

≤
∫ T

0

∫

Ω

( w

1 + εw

)β
|h‖∇w| dx dt,
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y aplicando la desigualdad de Young resulta
∫ T

0

∫

Ω

( w

1 + εw

)β
|h‖∇w| dx dt

≤ η1

∫ T

0

∫

Ω

( w

1 + εw

)β−1
|∇w|2 dx dt + η2

∫ T

0

∫

Ω
|h|2(x, t)wβ+1 dx dt.

Por otro lado, como consecuencia de la desigualdad de Hölder,
∫ T

0

∫

Ω
|h|2wβ+1 dx dt ≤

∫ T

0

( ∫

Ω
|h|2p0 dx

) 1
p0

( ∫

Ω
wp′0(β+1) dx

) 1
p′
0
dt

≤
( ∫ T

0

( ∫

Ω
|h|2p0 dx

) r0
p0

dt

) 1
r0

( ∫ T

0

( ∫

Ω
wp′0(β+1) dx

) r′0
p′
0
dt

) 1
r′
0
.

Usando la hipótesis acerca de h y la elección de β, se obtiene que

(∫ T

0

(∫

Ω
|h|2p0 dx

) r0
p0

dt

) 1
r0

( ∫ T

0

( ∫

Ω
wp′0(β+1) dx

) r′0
p′
0
dt

) 1
r′
0

< ∞.

Hacemos tender ε a cero, aplicamos el Lema de Fatou y deducimos que
∫

Ω
wβ+1(x, T ) dx + β

∫ T

0

∫

Ω
wβ−1|∇w|2 dx dt < ∞,

con lo que (5.5) queda probado. Además, por la hipótesis que satisface h, sabemos que
existe q > 2 tal que |h|q ∈ Lr2([0, T ], Lp2(Ω)) y N

2p2
+ 1

r2
< 1.

Sea ahora ψ la solución del problema




ψt −∆ψ = |h(x, T − t)|qψ en ΩT ,

ψ(x, t) = 0 en ∂Ω× (0, T ),

ψ(x, 0) = 1 en Ω.

(5.6)

Aplicando la teoŕıa de regularidad clásica (véase por ejemplo [95]), obtenemos que ψ ∈
L∞(ΩT ). Si consideramos ψ1(x, t) = ψ(x, T − t), entonces ψ1 resuelve el problema





−d ψ1

dt
−∆ψ1 = |h(x, t)|qψ1 en ΩT ,

ψ1(x, t) = 0 en ∂Ω× (0, T ),

ψ1(x, T ) = 1 en Ω.

(5.7)

Tomando ( w
1+εw )βψ1 como función test en (5.4), pasando al ĺımite cuando ε → 0 y como

consecuencia de la estimación (5.5), se sigue que

1
β + 1

∫

Ω
wβ+1(x, t)ψ1(x, t) dx

+ β

∫ t

0

∫

Ω
wβ−1|∇w|2ψ1 dx ds +

1
β + 1

∫ t

0

∫

Ω
wβ+1((−ψ1)t −∆ψ1) dx ds

≤
∫ t

0

∫

Ω
|h‖∇w|wβψ1 dx ds =

∫ t

0

∫

Ω
|h‖∇w|wθ1+θ2+θ3ψ1 dx ds,
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donde θ1 = β−1
2 , θ2 = β+1

q y θ3 = (q−2)(β+1)
2q cumplen que θ1 + θ2 + θ3 = β. Usando la

desigualdad de Young con θ1, θ2 yθ3 y por definición de ψ1, tenemos que

1
β + 1

∫

Ω
wβ+1(x, t)ψ1(x, t) dx + β

∫ t

0

∫

Ω
wβ−1|∇w|2ψ1 dx ds

+
1

β + 1

∫ t

0

∫

Ω
wβ+1|h|qψ1 dx ds ≤ η1

∫ t

0

∫

Ω
wβ−1|∇w|2ψ1 dx ds

+ η2

∫ t

0

∫

Ω
wβ+1|h|qψ1 dx ds + η3

∫ t

0

∫

Ω
wβ+1(x, s)ψ1(x, s) dx ds.

Eligiendo η1 y η2 suficientemente pequeños, se obtiene que

1
β + 1

∫

Ω
wβ+1(x, t)ψ1(x, t) dx ≤ η3

∫ t

0

∫

Ω
wβ+1(x, s)ψ1(x, s) dx ds.

Como w ≥ 0 y ψ1 > 0 en Ω× (0, t) para t < T , entonces por la desigualdad de Gronwall
se sigue que w ≡ 0, con lo que se concluye la demostración.

El principio del máximo anterior implica el siguiente resultado de comparación.

Lema 5.1.3 (Principio de comparación) Para algún p > 1, sean

u, v ∈ C((0, T );L1(Ω)) ∩ Lp((0, T );W 1,p
0 (Ω))

tales que |ut − ∆u| ∈ L1(ΩT ) y |vt − ∆v| ∈ L1(ΩT ). Consideramos una función de
Caratheodory H(x, t, s) tal que H(x, t, ·) ∈ C1(RN ) para todo (x, t) ∈ ΩT y

sup
s∈RN

|∇sH(x, t, s)| = h(x, t) ∈ L2r([0, T ]; L2p(Ω))

con p, r > 1 y N
2p+ 1

r < 1. Supongamos además que u y v cumplen las siguientes condiciones
{

ut −∆u ≥ H(x, t,∇u) + f en Ω,

u(x, 0) = u0(x) en Ω,

{
vt −∆v ≤ H(x, t,∇v) + f en Ω,

v(x, 0) = v0(x) en Ω,

(5.8)

donde f ∈ L1(ΩT ), u0, v0 ∈ L1(Ω) y v0(x) ≤ u0(x) en Ω. Entonces v ≤ u en ΩT .

Demostración. Si denotamos w = v − u, basta comprobar que w+ = 0. En efecto, para
(x, t) ∈ ΩT , consideramos

J(σ) = H(x, t, σ∇v + (1− σ)∇u), σ ∈ [0, 1].

Por hipótesis, existe θ ∈ (0, 1) tal que

H(x, t,∇v)−H(x, t,∇u) = 〈∇sH(x, t, θ∇v + (1− θ)∇u),∇w〉.
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De (5.8), concluimos que w satisface la condición wt − ∆w ≤ |h(x, t)‖∇w| en ΩT . Por
tanto, aplicando la desigualdad de Kato (véase el Teorema 0.0.15), tenemos que





w+
t −∆w+ ≤ |h(x, t)‖∇w+| en ΩT ,

w+(x, t) = 0 en ∂Ω× (0, T ),

w+(x, 0) = 0 en Ω.

Usando la hipótesis acerca de h y por el principio del máximo del Lema 5.1.2, concluimos
que w+ ≡ 0 y el resultado queda demostrado.

El siguiente corolario será muy útil a lo largo de todo el caṕıtulo.

Corolario 5.1.4 Sean u0 ∈ L1(Ω), f ∈ L1(ΩT ), p > 1 y

H(s) =
|s|p

1 + 1
n |s|p

.

Para cada n ∈ N consideramos el problema




unt −∆un − λan(x)un = H(∇un) + fn en ΩT ,

un(x, t) = 0 en ∂Ω× (0, T ),

un(x, 0) = un0(x) si x ∈ Ω,

(5.9)

donde an(x) = mı́n{ 1
|x|2 , n}, un0 = Tn(u0) y fn = Tn(f). Entonces, el problema (5.9) tiene

una única solución positiva un. Además, un ≤ un+1, para cada n ∈ N.

Corolario 5.1.5 Sean 1 ≤ p < N+2
N+1 , f ∈ L1(ΩT ) y u, v ∈ W 1,p(Ω) dos funciones tales

que ut −∆u ∈ L1(ΩT ), vt −∆v ∈ L1(ΩT ) y cumplen
{

ut −∆u ≥ |∇u|p + f en ΩT ,

u(x, 0) = u0(x) en Ω,

{
vt −∆v ≤ |∇v|p + f en ΩT ,

v(x, 0) = v0(x) en Ω,

(5.10)

donde v ≤ u en ∂Ω, u0, v0 ∈ L1(Ω) y v0(x) ≤ u0(x) en Ω. Entonces, v ≤ u en ΩT .

Demostración. Consideramos w = v − u. Está claro que w ∈ W 1,p(Ω), w ≤ 0 en ∂Ω,
w0(x) ≤ 0 en Ω y wt − ∆w ∈ L1(Ω). Para concluir el corolario, basta demostrar que
w+ = 0. En efecto, tenemos que

wt −∆w ≤ |∇v|p − |∇u|p en ΩT .
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Como 1 ≤ p < N+2
N+1 < 2, deducimos que





wt −∆w ≤ a(p, x, t)|∇w|, en Ω,

w ≤ 0 en ∂Ω,

w0(x) ≤ 0 en Ω,

w ∈ W 1,p(Ω), wt −∆w ∈ L1(ΩT ),

con a(p, x, t) ≤ p|∇u|p−1 si p > 1 y a(p, x, t) = 1 si p = 1. Por tanto, aplicando la
desigualdad de Kato (véase el Teorema 0.0.15) se sigue que





(w+)t −∆w+ ≤ a(p, x, t)|∇w+| en Ω,

w+(x, 0) = 0 en Ω,

w+ ∈ W 1,p
0 (Ω).

Dado que p < N+2
N+1 , se tiene que a(p, x, t) ∈ L2r([0, T ]; L2q(Ω)), para q, r > 1 y N

2q + 1
r < 1.

Nos encontramos por tanto en las hipótesis del Lema 5.1.3 y podemos concluir que w+ = 0.
Por tanto, v ≤ u en ΩT .

Nota 5.1.6 Como consecuencia del Corolario 5.1.5, si 1 ≤ p < N+2
N+1 , el problema





ut −∆u = |∇u|p + f en ΩT ,

u = 0 en ∂Ω,

u0(x) = u0 en Ω,

tiene una única solución positiva obtenida como ĺımite de aproximaciones. Merece la pena
señalar que como α1 < N , entonces N+2

N+1 < q+(λ).

1.2. Comportamiento local de una supersolución muy débil

Comenzamos recordando los valores de

α1 =
N − 2

2
−

√(N − 2
2

)2
− λ y α2 =

N − 2
2

+

√(N − 2
2

)2
− λ. (5.11)

Como vimos en la Introducción, podemos conocer cómo es al menos la singularidad de las
supersoluciones en un entorno del origen. Sabemos que si u es una función no negativa
definida en Ω tal que u 6≡ 0, u ∈ L1

loc(ΩT ), u
|x|2 ∈ L1

loc(ΩT ) y u satisface

ut −∆u− λ
u

|x|2 ≥ 0 en D′(ΩT ) con λ ≤ ΛN ,

entonces para cada cilindro Br(0)×(t1, t2) ⊂⊂ ΩT , existe una constante C = C(N, r, t1, t2)
tal que u ≥ C|x|−α1 en Br(0)× (t1, t2).

Además, obtenemos algunas estimaciones locales a priori para las supersoluciones muy
débiles del problema (5.1).
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Lema 5.1.7 Supongamos que u es una supersolución muy débil no negativa de (5.1), con
λ ≤ ΛN . Entonces en cada cilindro de la forma Br(0) × (t1, t2), con 0 < t1 < t2 ≤ T se
cumple que

(i)
∫ t2

t1

∫

Br(0)
|∇u|p |x|−α1 dx dt < ∞,

(ii)
∫ t2

t1

∫

Br(0)

u

|x|2+α1
dx dt < ∞,

(iii)
∫ t2

t1

∫

Br(0)
f |x|−α1 dx dt < ∞.

Además, si |∇u|p + λ |u|
|x|2 + cf ∈ L1(ΩT ) y u es una solución del problema (5.1) obtenida

como ĺımite de aproximaciones, entonces sup
t∈(t1,t2)

∫

Ω
u(x, t)|x|−α1 dx < ∞.

Demostración. Como u ∈ C((0, T );L1
loc(Ω)) ∩ Lp((0, T );W 1,p

loc (Ω)), en particular, u ∈
Lp((T1, T2);W 1,p(Br(0))) para todo Br(0) ⊂ Ω y 0 < T1 < t1 < t2 < T2 < T fijado.
Además, existe una constante positiva c0 tal que u(x, t) ≥ c0 para toda (x, t) ∈ Br(0) ×
(T1, T2). Consideramos w la solución de





wt −∆w = λ
w

|x|2 + 1 en Br(0)× (T1, T2),

w(x, t) = 0 en ∂Br(0)× (T1, T2),

w(x, T1) = 0 en Br(0),

(5.12)

con λ ≤ ΛN . Está claro que w ∈ L2(0, T ; W 1,2
0 (Ω)) si λ < ΛN y w ∈ L2(0, T ;H(Ω)) si

λ = ΛN , donde H(Ω) es el espacio de Hilbert definido como la compleción de C∞0 (Ω) con
respecto a la norma

‖φ‖2
H(Ω) =

∫

Ω

(
|∇φ|2 − ΛN

φ2

|x|2
)

dx.

Véase, por ejemplo, [3], [72], [128] y [130].

Por el Lema 0.0.12, sabemos que existe una contante C = C(N, r, T1, T2) tal que
w ≥ C|x|−α1 en Br(0)× (T1, T2). Entonces w(x, t) = w(x, T2 + T1 − t) satisface





−wt −∆w = λ
w

|x|2 + 1 en Br(0)× (T1, T2),

w(x, t) = 0 en ∂Br(0)× (T1, T2),

w(x, T2) = 0 en Br(0).

Está claro que también se tiene que w(x, t) ≥ C|x|−α1 en Br(0)× (t1, t2).
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Consideramos la sucesión {un} de soluciones de los problemas aproximados,




unt −∆un =
|∇u|p

1 + 1
n |∇u|p + λ

un

|x|2 + Tn(f) en Br(0)× (T1, T2),

un(x, t) = 0 en ∂Br(0)× (T1, T2),

un(x, T1) = c0 en Br(0).

(5.13)

Como λ ≤ ΛN , usando el principio de comparación débil para el operador

vt −∆v − λ
v

|x|2 ,

se sigue que un ≤ un+1 y un ≤ u, ∀n ∈ N.

Tomando w como función test en los problemas aproximados (5.13), tenemos que
∫ T2

T1

∫

Br(0)
un dx dt =

∫ T2

T1

∫

Br(0)

|∇u|p
1 + 1

n |∇u|p w dxdt +
∫ T2

T1

∫

Br(0)
Tn(f)w dx dt.

Pasando al ĺımite cuando n →∞ y usando el Lema de Fatou, deducimos que
∫ T2

T1

∫

Br(0)
|∇u|p w dx dt < ∞ y

∫ T2

T1

∫

Br(0)
fw dx dt < ∞.

Teniendo en cuenta la estimación inferior de w cerca del origen dada por el Lema 0.0.12,
se obtienen directamente las estimaciones (i) y (ii) del enunciado, es decir,

∫ t2

t1

∫

Br(0)
|∇u|p |x|−α1 dx dt < ∞ y

∫ t2

t1

∫

Br(0)
f |x|−α1 dx dt < ∞.

Para obtener la estimación (iii) en el término u
|x|2+α1

, consideramos vn la solución de





vnt −∆vn =
|∇u|p

1 + 1
n |∇u|p + λ

Tn(u)
|x|2 + f en Br(0)× (T1, T2),

vn(x, t) = 0 en ∂Br(0)× (T1, T2),

vn(x, T1) = c0 si x ∈ Br(0).

(5.14)

Está claro que {vn} es una sucesión creciente en n tal que vn ≤ u. Tomando de nuevo w
como función test en (5.14) y usando el mismo argumento que en la estimación anterior,
se sigue directamente que ∫ t2

t1

∫

Br(0)

u

|x|2+α1
dx dt < ∞,

que es el resultado buscado.

Además, si |∇u|p+λ |u|
|x|2 +cf ∈ L1(ΩT ) y u es una solución del problema (5.1) obtenida

como ĺımite de aproximaciones, se verifica que sup
t∈(t1,t2)

∫

Ω
u(x, t)|x|−α1 dx < ∞.
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En efecto, fijados t1, t2 tal que (t1, 2t2) ⊂ (0, T ), consideramos ϕ la solución del si-
guiente problema eĺıptico,

{
−∆ϕ = λ

ϕ

|x|2 + 1 en Ω,

ϕ(x) = 0 en ∂Ω.
(5.15)

Está claro que ϕ ' C|x|−α1 en Br(0). Tomamos (2t2 − t)ϕ como función test en (5.14) e
integrando en Ω× (t, 2t2) con t1 < t < t2, se sigue que

−(2t2 − t)
∫

Ω
vn(x, t)ϕdx +

∫ 2t2

t

∫

Ω
vn(x, σ)ϕdx dσ

+
∫ 2t2

t

∫

Ω
(2t2 − σ)u(x, σ)

( λϕ

|x|2 + 1
)

dx dσ

=
∫ 2t2

t

∫

Ω

( |∇u|p
1 + 1

n |∇u|p + λ
Tn(u)
|x|2

)
(2t2 − σ)ϕ dx dσ + c

∫ 2t2

t

∫

Ω
f(2t2 − σ)ϕdx dσ.

Por tanto,

2t2

∫ 2t2

t1

∫

Ω
un(x, σ)

( λϕ

|x|2 + 1
)

dx dσ

≥ (2t2 − t)
∫

Ω
u(x, t)ϕdx ≥ c(2t2 − t)

∫

Br(0)
un(x, t)|x|−α1 dx.

Haciendo tender n a ∞ y usando (3), concluimos que

∫

Br(0)
u(x, t)|x|−α1 dx ≤ t2

(2t2 − t)

∫ 2t2

t1

∫

Ω
u(x, σ)(c|x|−α1−2 + 1) dx dσ < ∞, ∀t ∈ (t1, t2).

que es el resultado de regularidad buscado.

Nota 5.1.8 Las estimaciones obtenidas en el Lema 5.1.7 se usarán en la próxima sección
para probar el resultado de no existencia y explosión.

Fijado n ∈ N, consideramos los problemas truncados




vkt −∆vk = λTn

( 1
|x|2

)
vk +

|∇vk|p
1 + 1

k |∇vk|p
+ f en Ω× (0, T ),

vk(x, t) = 0 en ∂Ω× (0, T ),

vk(x, 0) = Tn(ũ0) si x ∈ Ω,

(5.16)

con λ < ΛN , k ≥ 1, ũ0 ∈ L1(Ω) y f ∈ L∞(ΩT ). Por el Lema de comparación 5.1.3 y por
los resultados clásicos de la ecuación del calor, el problema (5.16) tiene una única solución.



164 Crecimiento cŕıtico en el gradiente respecto al potencial de Hardy

Lema 5.1.9 Sea ũ ∈ C([0, T );L1
loc(Ω)) una supersolución muy débil del problema (5.1)

con 1 < p ≤ 2, λ ≤ ΛN y f ∈ L∞(ΩT ). Entonces existe una solución minimal un de




unt −∆un = λTn

( 1
|x|2

)
un + |∇un|p + f en Ω× (0, T ),

un(x, t) = 0 en ∂Ω× (0, T ),

un(x, 0) = Tn(ũ0) si x ∈ Ω.

(5.17)

Además un ≤ un+1 ≤ ũ.

Demostración. Consideramos {vk} la sucesión de soluciones de los problemas (5.16) para
k ≥ 1. Usando el Lema 5.1.3, deducimos que vk ≤ vk+1 y vk ≤ ũ para cada k. Por tanto,
existe un tal que un = ĺımk→∞ vk ≤ ũ en casi todo punto y en L1(ΩT ). Para simplificar la
notación, escribimos

gk(x, t) =
|∇vk|p

1 + 1
k |∇vk|p

+ λan(x)vk + f, donde an = Tn

( 1
|x|2

)
.

Veamos que gk está uniformemente acotada en L1(Ω×(0, T ), φ dx dt) donde φ es la solución
del problema 




−φt −∆φ = 1 en Ω× (0, T ),

φ = 0 en ∂Ω× (0, T ),

φ(x, T ) = 0.

(5.18)

Usando φ como función test en (5.16) y dado que vk ≤ ũ, resulta que
∫ T

0

∫

Ω
ũ(x, s) dx ds ≥

∫ T

0

∫

Ω
vk(x, s) dx ds ≥

∫ T

0

∫

Ω
gk(x, s)φdx ds,

y por tanto, ∫ T

0

∫

Ω
gkφdx ds ≤ C ∀ k.

Tomando ahora Tm(vk) · φ como función test, obtenemos que

∫

Ω
Θm(vk(x, T ))φdx +

∫ T

0

∫

Ω
|∇Tm(vk)|2φdx ds

+
∫ T

0

∫

Ω
Θm(vk)(−∆φ) dx ds =

∫ T

0

∫

Ω
gk(x, s)φTm(vk) dx ds,

con Θm(s) =
∫ s
0 Tm(σ)dσ. Como consecuencia del resultado de acotación previo, se sigue

que

∫

Ω
Θm(vk(x, T ))φdx +

∫ T

0

∫

Ω
|∇Tm(vk)|2φdx ds

+
∫ T

0

∫

Ω
Θm(vk) dx ds ≤ m

∫ T

0

∫

Ω
gk(x, s)φdx ds ≤ C m.
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Entonces ∫ T

0

∫

Ω
|∇Tm(vk)|2φ dx ds ≤ C m,

y por tanto, para alguna subsucesión,

∇Tm(vk) ⇀ ∇Tm(un) en L2(ΩT , φ dx dt).

Usando la primera subsección del Apéndice de este caṕıtulo, obtenemos que

|∇Tmvk|2 → |∇Tmun|2 en L1(Ω, φ dx dt), ∀m > 0,

y como consecuencia,
∇vk → ∇un en casi todo punto.

Aplicando el Lema de Fatou
∫ T

0

∫

Ω
|∇un|pφ dx dt ≤ ĺım inf

k→∞

∫ T

0

∫

Ω

|∇vk|p
1 + 1

k |∇vk|p
φdx dt ≤ C.

Como 1 < p ≤ 2, usando los mismos argumentos utilizados en [58], se sigue que

|∇vk|p
1 + 1

k |∇vk|p
→ |∇un|p en L1(ΩT , φ dx dt).

Por construcción y por el Lemma 5.1.3, concluimos que un es minimal. El mismo argu-
mento muestra que un ≤ un+1 ≤ ũ.

Corolario 5.1.10 Supongamos las hipótesis del Lema 5.1.9. Entonces existe una super-
solución u : ΩT → R en D′ del problema (5.1), es decir, existe u ∈ L∞(0, T ; L1

loc(Ω)) tal
que |u|

|x|2 ∈ L1
loc(ΩT ), |∇u|p ∈ L1

loc(ΩT ) y

∫ T

0

∫

Ω
u(−ϕt −∆ϕ) dx dt ≥

∫ T

0

∫

Ω

(
|∇u|p + λ

u

|x|2 + f
)
ϕdx dt, ∀ϕ ∈ C∞0 (ΩT ), ϕ ≥ 0.

Además, si un es la solución minimal del problema (5.17) y φ es la solución del problema
(5.65), entonces

(i) un ↑ u ≤ ũ c.t.p. de ΩT y en L1(ΩT , φ dx dt), an(x)un ↑ u
|x|2 c.t.p. de ΩT y en

L1(ΩT , φ dx dt).

(ii) Para todo t ∈ [0, T ],

(a) ĺım
n→∞

∫

Ω
un(x, t) dx =

∫

Ω
u(x, t) dx ≤

∫

Ω
ũ(x, t)dx < +∞,

(b) ĺım
n→∞

∫

Ω
an(x)un(x, t) dx =

∫

Ω

u(x, t)
|x|2 dx ≤

∫

Ω

ũ(x, t)
|x|2 dx < +∞.
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(iii) |∇Tmun|2 → |∇Tmu|2 en L1(Ω, φ dx dt) para todo m > 0, y como consecuencia,
∇un → ∇u en casi todo punto.

(iv)
∫ T

0

∫

Ω
|∇u|p φdx dt ≤ ĺım inf

n→∞

∫ T

0

∫

Ω
|∇un|p φdx dt ≤ C.

Demostración. Tanto el apartado (i) como el apartado (ii) son consecuencia directa de la
monotońıa de la sucesión {un}. Tomando Tm(un) · φ como función test, se tiene que

∫ T

0

∫

Ω
|∇Tm(un)|2φdx ds ≤ C m,

y por tanto, salvo una subsucesión, tenemos que

∇Tm(un) ⇀ ∇Tm(u) débilmente en L2(ΩT , φ dx dt).

Para concluir (iii) basta usar la primera subsección del Apéndice de este caṕıtulo, en el
que obtenemos la convergencia fuerte y en casi todo punto de los gradientes. La estimación
(iv) se sigue inmediatamente aplicando el Lema de Fatou.

2. Resultados de no existencia y explosión

Para probar resultados de no existencia y explosión podemos suponer, sin pérdida de
generalidad, que u0 = 0 y f es una función no negativa tal que f ∈ L∞(ΩT ).

2.1. No existencia

El principal objetivo en esta subsección es demostrar que q+(λ) = 2+α1
1+α1

, exponente
cŕıtico encontrado en [11] para la existencia en el caso eĺıptico, es también cŕıtico en el
caso parabólico.

Teorema 5.2.1 Sea q+(λ) = 2+α1
1+α1

y p ≥ q+(λ). Entonces el problema (5.1) no tiene
supersolución muy débil positiva ũ tal que ũt−∆ũ ∈ L1

loc(ΩT ). Además, en el caso en que
f ≡ 0, la única supersolución muy débil no negativa es ũ ≡ 0.

Demostración. Argumentamos por reducción al absurdo. Supongamos que ũ es una su-
persolución muy débil de (5.1) tal que ũt −∆ũ ∈ L1

loc(ΩT ) con ũ0 ≡ 0 y f ∈ L∞(ΩT ).

Si λ > ΛN =
(

N−2
2

)2, basta considerar ũ como supersolución muy débil del problema




vt −∆v = λ
v

|x|2 + f1 en Ω× (0, T ),

v > 0 en Ω× (0, T ),

v = 0 en ∂Ω× (0, T ),

(5.19)
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con f1(x) = |∇v|p + cf y entonces, el resultado de no existencia se sigue inmediatamente
usando [34] (véase [3] para una prueba alternativa).

Consideramos ahora el caso λ ≤ ΛN . Si ũ es una supersolución muy débil de (5.1),
entonces por el corolario 5.1.10 existe una supersolución u que es ĺımite de soluciones de
los problemas truncados (5.17). Como

ut −∆u− λ
u

|x|2 ≥ 0 en D′(ΩT ),

por el Lema 0.0.12, existe un cilindro Br(0) × (T1, T2), con 0 < T1 < T2 ≤ T y una
constante C = C(N, r, T1, T2) tales que ũ ≥ C|x|−α1 en Br(0) × (T1, T2). Elegimos ahora
t1, t2 tales que 0 < T1 < t1 < t2 < T2.

Sea φ ∈ C∞0 (Br(0)). Consideramos |φ|p′
um

n
como función test en (5.17) con p′ = p

p−1
y 0 < m ≤ 1. Como u es ĺımite de soluciones de problemas aproximados y verifica los
resultados de regularidad del Corolario 5.1.10, podemos pasar al ĺımite cuando n →∞ y
obtenemos que para 0 < m < 1,

1
1−m

∫

Br(0)
(u1−m(x, t2)− u1−m(x, t1))|φ|p′ dx dt

+ p′
∫ t2

t1

∫

Br(0)

|φ|p′−2φ∇φ∇u

um
dx dt ≥

∫ t2

t1

∫

Br(0)
|∇u|p |φ|

p′

um
dx dt

+ λ

∫ t2

t1

∫

Br(0)
u1−m |φ|p

′

|x|2 dx dt (5.20)

y si m = 1, entonces
∫

Br(0)
log(u(x, t2))|φ|p′ dx dt + p′

∫ t2

t1

∫

Br(0)

|φ|p′−2φ∇φ∇u

u
dx dt ≥

∫ t2

t1

∫

Br(0)
|∇u|p |φ|

p′

u
dx dt + λ

∫ t2

t1

∫

Br(0)

|φ|p′
|x|2 dx dt. (5.21)

Comenzamos analizando (5.20). Como consecuencia de la desigualdad de Young, sabe-
mos que para ε > 0 existe C(ε) tal que

p′
∫ t2

t1

∫

Br(0)

|φ|p′−1|∇φ‖∇u|
um

dx dt

≤ ε

∫ t2

t1

∫

Br(0)

|φ|p′ |∇u|p
um

dx dt + C(ε)
∫ t2

t1

∫

Br(0)

|∇φ|p′
um

dx dt. (5.22)

Como u(x, t) ≥ C|x|−α1 en Br(0) × (t1, t2), entonces existe una constante positiva C ≡
C(ε,N, r, t1, t2) tal que

∫ t2

t1

∫

Br(0)

|∇φ|p′
um

dx dt ≤ C

∫

Br(0)
|∇φ|p′ |x|mα1 dx,

λ

∫ t2

t1

∫

Br(0)
u1−m |φ|p

′

|x|2 dx dt ≥ C

∫

Br(0)

|φ|p′
|x|2+(1−m)α1

dx. (5.23)
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Por tanto, de (5.20), (5.22) y (5.23) se deduce que para ε suficientemente pequeño

1
1−m

∫

Br(0)
u1−m(x, t2)|φ|p′ dx

+ C

∫

Br(0)
|∇φ|p′ |x|mα1 dx ≥ C

∫

Br(0)

|φ|p′
|x|2+(1−m)α1

dx. (5.24)

Argumentando de modo similar para el caso m = 1, de la desigualdad (5.21) deducimos
que

∫

Br(0)
log(u(x, t2))|φ|p′dx + C

∫

Br(0)
|∇φ|p′ |x|α1 dx ≥ C

∫

Br(0)

|φ|p′
|x|2 dx. (5.25)

Dividimos el resto de la prueba en cuatro casos:

Caso 1: q+(λ) < p ≤ 2. Como q+(λ) < p, entonces p′ < α1 + 2. Consideramos a su vez
otros dos subcasos.

(i) Si α1 < p′ < α1 +2, entonces |x|−N
p′ α1 ∈ L1+ε(Ω) y usando las desigualdades de Hölder

y Sobolev, obtenemos que
∫

Br(0)
log(u(x, t2))|φ|p′dx

≤
(∫

Br(0)
|x|

(p′)∗α1
p′ |φ|(p′)∗ dx

) p′
(p′)∗

(∫

Br(0)
(log u(x, t2))

N
p′ |x|−N

p′ α1 dx

) p′
N

≤ S−1

(∫

Br(0)
|∇φ|p′ |x|α1 dx

)( ∫

Br(0)
(log u(x, t2))

N
p′ |x|−N

p′ α1 dx

) p′
N

,

donde (p′)∗ = Np′
N−p′ . Además, de (5.25) deducimos que

( ∫

Br(0)
|∇φ|p′ |x|α1 dx

)(
S−1

(∫

Br(0)
(log u)

N
p′ |x|−N

p′ α1 dx

) p′
N

+ C(ε, t1, t2)
)

≥ C(N, r0, t1, t2)
∫

Br

|φ|p′
|x|2 dx.

Por tanto, ∫

Br(0)
|∇φ|p′ |x|α1 dx ≥ C

∫

Br(0)

|φ|p′
|x|2 dx ∀φ ∈ C∞0 (Br(0)),

donde la constante C > 0 es independiente de φ. Como p′ − α1 < 2, lo anterior entra en
contradicción con la correspondiente desigualdad de Hardy–Sobolev, que en este caso es
la siguiente ∫

Br(0)
|∇φ|p′ |x|α1 dx ≥ ΛN,p′,α1

∫

Br(0)

φp′

|x|p′−α1
dx. (5.26)
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(ii) Consideramos el caso complementario p′ ≤ α1 y partimos de la familia de desigual-
dades (5.20). Aplicando la desigualdad de Hölder y teniendo en cuenta que u es ĺımite
de soluciones de problemas aproximados y que satisface los resultados de regularidad del
Teorema 5.1.7, se tiene que

1
1−m

∫

Br(0)
u1−m(x, t2)|φ|p′ dx

≤
(∫

Br(0)
u(x, t2)|x|−α1 dx

)1−m( ∫

Br(0)
|φ| p

′
m |x| 1−m

m
α1 dx

)m

≤C

( ∫

Br(0)
|φ| p

′
m |x| 1−m

m
α1 dx

)m

.

Sea q = p′, a = ( 1
m − 1)N , b = N − 1

m(N − q), θ = a mα1
q y γ = α1

(
1−m

m − am
q

)
. Para

estos valores, es claro que b < q para todo 0 < m < 1. Eligiendo m tal que q
q∗ < m < 1,

se obtiene que a < q∗. Por tanto a + b = q
m y θ + γ = 1−m

m α1. Aplicando las desigualdades
de Hölder y Sobolev, deducimos que

1
1−m

∫

Br(0)
u1−m(x, t2)|φ|p′ dx

≤ C

( ∫

Br(0)
|x|θ( 1

1−m
) dx

)1−m( ∫

Br(0)
|φ|q∗ |x|q∗

mα1
q dx

)m a
q∗
·

·
( ∫

Br(0)
|φ|q|x|γ q

b dx

)m (q∗−a)
q∗

≤ CS−1

( ∫

Br(0)
|∇φ|q|x|mα1 dx

)m a
q

(∫

Br(0)
|φ|q|x|γ q

b dx

)m (q∗−a)
q∗

≤ C(ε)S−1 CS−1m a

q

∫

Br(0)
|∇φ|q|x|mα1 dx

+ ε
CS−1m (q∗ − a)

q∗

∫

Br(0)
|φ|q|x|γ q

b dx.

(5.27)

De (5.20) y del cálculo anterior (5.27), se sigue que

(C(ε)S−1 + C(ε, t1, t2))
(∫

Br(0)
|∇φ|q|x|mα1dx

)

≥ C(N, r0, t1, t2)
∫

Br(0)

|φ|q
|x|2+(1−m)α1

dx− ε
CS−1m (q∗ − a)

q∗

∫

Br(0)
|φ|q|x|γ q

b dx.

Recordamos la desigualdad de Hardy–Sobolev con peso que necesitamos para este caso,
∫

Br(0)
|∇φ|p′ |x|mα1 dx ≥ ΛN,p′,m

∫

Br(0)

|φ|p′
|x|p′−α1m

dx.

Como 2 + (1 −m)α1 > p′ −mα1 si y sólo si q+(λ) < p, para contradecir la desigualdad
de Hardy basta elegir los parámetros anteriores de modo que −γq

b ≤ 2 + (1 − m)α1.
Procederemos del modo siguiente:



170 Crecimiento cŕıtico en el gradiente respecto al potencial de Hardy

(a) Si γ q
b ≥ 0, entonces se concluye directamente el resultado.

(b) Si −γ q
b > 0, está claro que

−γ
q

b
=

qα1

b

(am

q
− 1−m

m

)
.

Por tanto, tenemos que encontrar el valor adecuado de m y la correcta descomposi-
ción a, b, θ, γ, para obtener que

qα1

b

(am

q
− 1−m

m

)
≤ 2 + (1−m)α1.

Nótese que como q
q∗ < m < 1, entonces b > 0. Ahora:

(i) Si γ ≥ 0, el resultado se sigue directamente de (a).

(ii) Si γ < 0, basta elegir m cercano a 1, y obtenemos
∣∣∣γ q

b

∣∣∣ =
qα1

b

(am

q
− 1−m

m

)
≤ 2 + (1−m)α1.

Por tanto, queda probado el resultado de no existencia para el Caso 1.

Caso 2: p = q+(λ) y λ < ΛN . Por definición, q+(λ) ≤ 2. Aplicando como antes el Lema
0.0.12, sabemos que para una constante positiva adecuada c0, se cumple que

u(x, t) ≥ c0

|x|α1
en Bη(0)× (t1, t2). (5.28)

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que η ≤ e−1. Por la construcción de u y
usando los resultados de regularidad del Teorema 5.1.7, obtenemos que

∫ t2

t1

∫

Bη(0)
|∇u|p+(λ)|x|−α1 dx dt < ∞ y

∫ t2

t1

∫

Bη(0)

u

|x|2+α1
dx dt < ∞. (5.29)

Consideramos la función

w(x, t) = |x|−α1

(
(t− t1)2

(
log

1
|x|

)β
+ 1

)

definida para (x, t) ∈ Bη(0) × (t1, t2), donde β > 0 será elegido posteriormente. Como
λ < ΛN , entonces

w ∈ C([t1, t2], L2(Bη(0))) ∩ L2((t1, t2),W 1,2(Bη(0)))

y mediante un cálculo directo se sigue que

wt −∆w − λ
w

|x|2 =
(t− t1)
|x|2+α1

(
2|x|2

(
log

1
|x|

)β

+ β(t− t1)
(

log
1
|x|

)β−1(
(N − 2− 2α1) + (1− β)

(
log

1
|x|

)−1))
.
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Observamos que

|∇w| = |x|−α1−1

(
(t− t1)2

(
α1

(
log

1
|x|

)β
+ β

(
log

1
|x|

)β−1)
+ α1

)
,

y por tanto,

|∇w|p+(λ)

(
(t− t1)2

(
α1

(
log

1
|x|

)β
+ β

(
log

1
|x|

)β−1)
+ α1

)1−q+(λ)

= |x|−α1−2

(
(t− t1)2

(
α1

(
log

1
|x|

)β
+ β

(
log

1
|x|

)β−1)
+ α1

)
.

Si denotamos

h(x, t) =
(

(t− t1)2
(
α1

(
log

1
|x|

)β
+ β

(
log

1
|x|

)β−1)
+ α1

)1−q+(λ)

,

resulta que h(x, t) ≤ α
1−q+(λ)
1 en el mismo cilindro. Como |x| ≤ e−1, eligiendo β suficien-

temente pequeño, concluimos la existencia de t1 ∈ (t1, t2) tal que

wt −∆w − λ
w

|x|2 ≤ β|∇w|p+(λ)h(x, t) en Bη(0)× (t1, t1)

y w(x, t1) = |x|−α1 para x ∈ Bη(0). Si consideramos u1 ≡ c1u, tenemos que

(u1)t −∆u1 − λ
u1

|x|2 ≥ c1−p
1 |∇u1|p+(λ) en Bη(0)× (t1, t1).

Sea c0 una constante que satisface la condición (5.28). Tomamos c1 > 0 tal que c1c0 ≥ 2.
Para β suficientemente pequeño, se tiene que

c
1−p+(λ)
1 ≥ ‖h‖∞β.

Como c1c0 ≥ 2, obtenemos que u1(x, t) ≥ w(x, t) para |x| = η, w(x, t1) ≤ u1(x, t1) y

(u1)t −∆u1 − λ
u1

|x|2 ≥ βh(x, t)|∇u1|p+(λ).

Veamos que se cumple que

u1 ≥ w en Bη(0)× (t1, t1). (5.30)

En efecto, sea v = w− u1. Usando la regularidad de w y como consecuencia de (5.29),
resulta que

v ∈ C([t1, t1], L1(Bη(0))) ∩ Lq+(λ)((t1, t1),W 1,p+(λ)(Bη(0))),

v(x, t) ≤ 0 en ∂Bη(0), v(t1, x) ≤ 0 para x ∈ Bη(0) y

∫ t1

t1

∫

Bη(0)

|v|
|x|2+α1

dx dt < ∞ y
∫ t1

t1

∫

Bη(0)
|∇v|p+(λ)|x|−α1 dx dt < ∞. (5.31)
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Mediante un cálculo directo obtenemos que

vt −∆v − λ
v

|x|2 ≤ p+(λ)h(x, t)β|∇w|p+(λ)−2∇w∇v ≡ a(x, t)∇v,

donde

a(x, t) ≡ βp+(λ)h(x, t)|∇w|p+(λ)−2∇w = −βp+(λ)h(x, t)|∇w|p+(λ)−1 x

|x| .

Como h(x, t) = (|∇w‖x|α1+1)1−q+(λ), deducimos que

a(x, t) = −βp+(λ)
x

|x|2 ∈ L∞([t1, t1]; Lq(Bη(0))),

para todo q < N . Como consecuencia de la regularidad del campo vectorial a, no podemos
aplicar el principio de comparación del Lema 5.1.3. Para superar esta falta de regularidad,
procedemos del modo siguiente.

Usando una desigualdad de tipo Kato, véase el Teorema 0.0.15, resulta que

(v+)t−∆v+− λ
v+

|x|2 + p+(λ)β
〈 x

|x|2 ,∇v+

〉
≤ 0 y

∫ t1

t1

∫

Bη(0)
|∇v+|p+ |x|−α1 dx dt < ∞.

Como α1
p+(λ) < N−2

2 , entonces usando la desigualdad de Hardy–Sobolev aplicada a v+,
obtenemos que ∫ t1

t1

∫

Bη(0)

v
p+(λ)
+

|x|p+(λ)+α1
dx dt < ∞. (5.32)

Definimos γ = βp+(λ)
2 y consideramos el peso |x|−2γ . Para β adecuado, se sigue que 2γ <

N − 2, con lo cual |x|−2γ es un peso admisible para las desigualdades de Caffarelli–Kohn–
Nirenberg (véase la Proposición 0.0.2). Se cumple que

|x|−2γ(v+)t − div (|x|−2γ∇v+)− λ
v+

|x|2(γ+1)

= |x|−2γ
(
(v+)t −∆v+ + p+(λ)β

〈 x

|x|2 ,∇v+

〉
− λ

v+

|x|2
)
≤ 0. (5.33)

Demostramos además que existe σ1 > 2 + α1, dependiendo sólo de N y λ, tal que
∫ t1

t1

∫

Bη(0)

v+

|x|σ1
dx dt < ∞. (5.34)

En efecto,

∫ t1

t1

∫

Bη(0)

v+

|x|σ1
dx dt =

∫ t1

t1

∫

Bη(0)

v+

|x|
p+(λ)+α1

p+(λ)

· 1

|x|σ1− p+(λ)+α1
p+(λ)

dx dt

≤
(∫ t1

t1

∫

Bη(0)

v
p+(λ)
+

|x|p+(λ)+α1
dx dt

) 1
p+(λ)

(∫ t1

t1

∫

Bη(0)

1

|x|p
′
+

(
σ1− p+(λ)+α1

p+(λ)

) dx dt

) 1
p′
+

.
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Denotamos θ(σ1) = p′+
(
σ1 − p+(λ)+α1

p+(λ)

)
. Como p+(λ) = 2+α1

1+α1
, entonces su conjugado es

p′+ = 2 + α1 y θ(σ1) = (2 + α1)(σ1 − 1)− α1(1 + α1).

Mediante un cálculo directo resulta que

θ(2 + α1) = 2(1 + α1) = N − 2
√

ΛN − λ < N

y por tanto, existe σ1 > 2 + α1 tal que θ(σ1) < N y por tanto
∫

Bη(0)
|x|−

(
p′+

(
σ1− p+(λ)+α1

p+(λ)

))
dx < ∞,

de donde concluimos (5.34).

La idea para demostrar (5.30) consistiŕıa en tomar la solución ϕ del problema



−div (|x|−2γ∇ϕ)− λ

ϕ

|x|2(γ+1)
=

1
|x|2(γ+1)

en Bη(0),

ϕ = 0 en ∂Bη(0),

como función test en (5.33). Sin embargo, un cálculo directo muestra que

ϕ(x) =
ηa

λ

( 1
|x|a −

1
ηa

)
donde a =

N − 2(γ + 1)
2

−
√(N − 2(γ + 1)

2
)2 − λ.

Por tanto, ϕ no tiene la regularidad requerida para tomarse como función test en (5.33).

Por este motivo, consideramos entonces las aproximaciones

ϕn(x) =
ηa

λ

(
1(|x|+ 1

n

)a −
1(

η + 1
n

)a

)
,

que satisfacen ϕn ∈ C1(Bη(0)), ϕn = 0 en ∂Bη(0),

∇ϕn(x) = −ηa

λ

a

(|x|+ 1
n)a+1

x

|x| y

− div (|x|−2γ∇ϕn)) =
ηa

λ
|x|−2γ

(
a(N − 1− 2γ)

|x|(|x|+ 1
n

)a+1 −
a(a + 1)(|x|+ 1

n

)a+2

)
.

Nótese que

∫ t1

t1

∫

Bη(0))
|x|−2γ |∇v+‖∇ϕn| dx dt < ∞ y

∫ t1

t1

∫

Bη(0)

v+ ϕn

|x|2(γ+1)
dx dt < ∞,

aśı que eligiendo ϕn como función test en (5.33), resulta que

∫ t1

t1

∫

Bη(0))
v+(−div (|x|−2γ∇ϕn)) dx dt− λ

∫ t1

t1

∫

Bη(0)

v+ϕn

|x|2(γ+1)
dx dt ≤ 0. (5.35)
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Por definición de ϕn, obtenemos que

v+ϕn

|x|2(γ+1)
≤ ηa

λ

( v+

|x|a+2(γ+1)
+

2
ηa

v+

|x|2(γ+1)

)
.

Como a + 2(γ + 1) → 2 + α1 cuando γ → 0, entonces eligiendo β suficientemente pequeño
encontramos un γ pequeño tal que a + 2(γ + 1) < σ1. Por tanto,

v+ϕn

|x|2(γ+1)
≤ C v+

|x|σ1
.

Por definición de σ1 y usando el Teorema de la convergencia dominada, se prueba
fácilmente que
∫ t1

t1

∫

Bη(0))

v+ϕn

|x|2(γ+1)
dx dt → ηa

λ

∫ t1

t1

∫

Bη(0))

v+

|x|a+2(γ+1)
dx dt− 1

λ

∫ t1

t1

∫

Bη(0))

v+

|x|2(γ+1)
dx dt,

cuando n →∞.

Analizamos ahora el primer término de (5.35),

∣∣v+ div (|x|−2γ∇ϕn)
∣∣ =

ηa

λ

∣∣∣∣
(

a(N − 1− 2γ)v+

|x|1+2γ
(|x|+ 1

n

)a+1 −
a(a + 1)v+

|x|2γ
(|x|+ 1

n

)a+2

)∣∣∣∣

≤ ηa

λ

a(N − 1− 2γ)v+

|x|1+2γ
(|x|+ 1

n

)a+1 +
ηa

λ

a(a + 1)v+

|x|2γ
(|x|+ 1

n

)a+2 .

No es dif́ıcil comprobar que

ηa

λ

(
a(N − 1− 2γ)v+

|x|1+2γ
(|x|+ 1

n

)a+1 +
a(a + 1)v+

|x|2γ
(|x|+ 1

n

)a+2

)
≤ ηa

λ

a(N + a− 2γ)v+

|x|σ1
,

y entonces, como consecuencia del Teorema de la convergencia dominada, se obtiene que
∫ t1

t1

∫

Bη(0))
v+ div (|x|−2γ∇ϕn) dx dt → ηa

λ

∫ t1

t1

∫

Bη(0))

a(N − a− 2(γ + 1))v+

|x|2(1+γ)+a
dx dt,

cuando n → ∞. Pasando al ĺımite en (5.35) y teniendo en cuenta que a(N − a − 2(γ +
1))− λ = 0, resulta que

∫ t1

t1

∫

Bη(0))
v+(−div (|x|−2γ∇ϕn)) dx dt− λ

∫ t1

t1

∫

Bη(0))

v+ϕn

|x|2(γ+1)
dx dt

−→
∫ t1

t1

∫

Bη(0))

v+

|x|2(1+γ)
dx dt,

cuando n →∞. Como consecuencia de (5.35) concluimos que

∫ t1

t1

∫

Bη(0))

v+

|x|2(1+γ)
dx dt ≤ 0,
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y por tanto, v+ ≡ 0. De este modo, u1 ≥ w en (t1, t1)×Bη(0) y queda probado (5.30).

Para terminar la prueba de este caso, argumentamos como en el primero. Fijado t̂1 ∈
(t1, t1), consideramos φ ∈ C∞0 (Br(0)) con 0 < r ¿ η. Entonces existen constantes positivas
C1, C2 que dependen de ε, t̂1, t1 y N , tales que

1
1−m

∫

Br(0)
(u1−m(x, t1)− u1−m(x, t̂1))|φ|p′ dx

+ C1

∫

Br(0)
|∇φ|p′ |x|mα1

(
log

1
|x|

)−βm
dx

≥ C2

∫

Br(0)

|φ|p′
|x|2+(1−m)α1

(
log

1
|x|

)β(1−m)
dx. (5.36)

Usando el mismo cálculo que en (5.27), se sigue que

1
1−m

∫

Br(0)
(u1−m(x, t1)− u1−m(x, t̂1))|φ|p′ dx

≤
( ∫

Br(0)
u(x, t1)|x|−α1 dx

)1−m( ∫

Br(0)
|φ| p

′
m |x| 1−m

m
α1 dx

)m

≤ C(ε)S−1 CS−1ma

q

∫

Br(0)
|∇φ|q|x|mα1 dx

+ ε
CS−1m (q∗ − a)

q∗

∫

Br(0)
|φ|q|x|γ q

b dx,

donde q = p′, a = ( 1
m−1)N , b = N− 1

m(N−q) y γ = α1

(
1−m

m − am
q

)
. Nótese que b < q ≡ p′

para todo 0 < m < 1. Eligiendo m tal que q
q∗ < m < 1, obtenemos que a < q∗. Por tanto,

como consecuencia de (5.36) y del cálculo anterior, resulta que

(
C(ε)S−1 + C(ε, t̂1, t1)

)( ∫

Br(0)
|∇φ|q|x|mα1

(
log

1
|x|

)−βm
)

≥ C(N, r, t̂1, t1)
∫

Br(0)

|φ|q
|x|2+(1−m)α1

(
log

1
|x|

)β(1−m)
dx

− ε
CS−1m (q∗ − a)

q∗

∫

Br(0)
|φ|q|x|γ q

b dx.

Como p′ = 2 + α1, entonces la desigualdad de Hardy que necesitamos en este caso es la
siguiente,

∫

Br(0)
|∇φ|p′ |x|mα1 dx

≥ ΛN,m,p

∫

Br(0)

|φ|p′
|x|p′−α1m

dx = ΛN,m,p

∫

Br(0)

|φ|p′
|x|2+(1−m)α1

dx. (5.37)
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Usando el mismo cálculo del final de la prueba del Caso 1, obtenemos la existencia de una
constante positiva C, independiente de φ, tal que

∫

Br(0)
|∇φ|q|x|mα1dx ≥ C

∫

Br(0)

|φ|q
|x|2+(1−m)α1

(
log

1
|x|

)βm
dx,

lo que contradice (5.37) y concluye el resultado de no existencia para este caso.

Caso 3: p = p+(λ) y λ = ΛN . En este caso α1 = N−2
2 y p+(λ) = N+2

N . Como antes,
sabemos que u(x, t) ≥ c|x|−α1 en Bη(0)× (t1, t2) y que

∫ t2

t1

∫

Bη(0)
|∇u|p+(λ)|x|−α1 dx dt < ∞.

Consideramos φ ∈ C∞0 (Bη1(0)) tal que φ ≥ 0 y φ = 1 en Bη1(0), con η1 < η. Como
consecuencia de la regularidad de u, obtenemos que

∫ t2

t1

∫

Bη(0)
|∇(φu)|p+(λ)|x|−α1 dx dt < ∞.

Por otro lado, como α1
p+(λ) = N(N−2)

2(N+2) < N , podemos aplicar las desigualdades de Caffarelli–
Kohn–Nirenberg (véase el Teorema 0.0.2) para concluir que

C1

∫ t2

t1

∫

Bη(0)
(φu)p+(λ)|x|−α1 dx dt ≤

∫ t2

t1

∫

Bη(0)
|∇(φu)|p+(λ)|x|−α1 dx dt < ∞.

Por tanto, ∫ t2

t1

∫

Bη1 (0)
up+(λ)|x|−α1 dx dt < ∞, para algún η1 < η,

y entonces u ∈ Lp+(λ)((t1, t2),D1,p+

α1/q+(λ)(Bη1(0)). No es dif́ıcil comprobar que para todo

φ ∈ Lp+((t1, t2),D1,p+

α1/q+(λ)(Bη1(0)))

se tiene que

C2

∫ t2

t1

∫

Bη1(0)

|φ|p+(λ)

|x|α1+p+(λ)
dx dt

≤
∫ t2

t1

∫

Bη1 (0)
|φ|p+(λ)|x|−α1 dx dt +

∫ t2

t1

∫

Bη1(0)
|∇φ|p+(λ)|x|−α1 dx dt,

donde C2 > 0 es independiente de φ. En particular,
∫ t2

t1

∫

Bη1(0)

up+(λ)

|x|α1+p+(λ)
dx dt < ∞. (5.38)

Usando ahora que u(x, t) ≥ c|x|−α1 en Bη1(0)×(t1, t2) y dado que α1 +p+(λ)+α1p+(λ) =
N , llegamos a contradicción con (5.38) y concluimos el resultado de no existencia para
este caso.
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Caso 4: p > 2. Es obvio que para una constante C(p) se tiene que |∇ũ|p ≥ |∇ũ|2−C(p).
Por tanto,

ũt −∆ũ ≥ λ
ũ

|x|2 + |∇ũ|2 − C(p) + f en Ω× (0, T ).

Como consecuencia del Lema 0.0.12, existe una constante positiva c0(N, r, t1, t2) tal que
u(x, t) ≥ c0

|x|α1
en Br(0)× (t1, t2) ⊂⊂ ΩT . De este modo,

ũt −∆ũ ≥ (λ− ε)
ũ

|x|2 + |∇ũ|2 +
εc0

|x|2+α1
− C(p) + f en Br(0)× (t1, t2).

Eligiendo r suficientemente pequeño, se tiene que

ũt −∆ũ ≥ (λ− ε)
ũ

|x|2 + |∇ũ|2 + f en Br(0)× (t1, t2).

Como p+(λ − ε) < 2, estamos de nuevo en el Caso 1 y concluimos la demostración del
resultado.

Nota 5.2.2 Nótese que hay una falta de continuidad con respecto al caso λ = 0 (igual
que sucede en el problema eĺıptico, véase [12] y [23]). Los resultados recogidos en [76]
muestran que bajo ciertas condiciones de regularidad sobre f y u0, existe solución positiva
del problema

ut −∆u = |∇u|p + f, ∀ p ≥ 1.

Sin embargo, para λ > 0, no hay solución si p ≥ q+(λ). Obsérvese que q+(λ) → 2 cuando
λ → 0, es decir, el potencial de Hardy es una perturbación singular del problema anterior.

2.2. Explosión instantánea y completa

Como consecuencia del resultado de no existencia para p ≥ q+(λ), se deduce un resul-
tado de explosión para las soluciones de los siguientes problemas aproximados.

Teorema 5.2.3 Sea ũn ∈ C((0, T );L1(Ω))∩Lp((0, T );W 1,p
0 (Ω)) una solución del problema





ũnt −∆ũn = |∇ũn|p + λan(x)ũn + f en ΩT ≡ Ω× (0, T ),

ũn(x, t) = 0 en ∂Ω× (0, T ),

ũn(x, 0) = 0 si x ∈ Ω,

(5.39)

con f 6= 0, an(x) = Tn( 1
|x|2 ) y p ≥ q+(λ). Entonces ũn(x0, t0) →∞, ∀(x0, t0) ∈ Ω× (0, T ).

Demostración. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que f ∈ L∞(ΩT ) y λ ≤ ΛN .
Argumentaremos por reducción al absurdo. Supongamos que existe (x0, t0) ∈ ΩT tal que
ũn(x0, t0) → C0 < ∞, ∀n ∈ N. Dividimos la prueba en dos casos en función del valor de p.
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Caso 1: q+(λ) ≤ p ≤ 2. Siguiendo los mismos argumentos que en el Lema 5.1.9, cons-
truimos una solución minimal un de (5.39) tal que un ≤ un+1, ∀n ∈ N y un(x0, t0) ≤
ũn(x0, t0) → C0 < ∞, ∀n ∈ N.

Como consecuencia de la desigualdad clásica de Harnack (véase el Teorema 0.0.8),
existe s > 0 y una constante positiva C = C(N, s, t0, β) tal que

∫∫

R−
un(x, t) dx dt ≤ C ess ı́nf

R+
un, donde

{
R− = Bs(x0)×

(
t0 − 3

4β, t0 − 1
4β

)
,

R+ = Bs(x0)×
(
t0 + 1

4β, t0 + β
)
.

Podemos suponer que 0 ∈ Bs(x0), ya que en caso contrario, consideramos Bδ(y) ⊂ Bs(x0),
con y ∈ Bs(x0) tal que

∫∫

R−y
un(x, t) dx dt ≤

∫∫

R−
un(x, t) dx dt ≤ C ess ı́nf

R+
un

≤ C ess ı́nf
R+

y

un, donde

{
R−

y = Bδ(y)× (
t0 − 3

4β, t0 − 1
4β

)
,

R+
y = Bδ(y)× (

t0 + 1
4β, t0 + β

)
.

Por recurrencia, obtenemos que

∫∫

R−
un(x, t) dx dt ≤ C ess ı́nf

R+
un ≤ Cun(x0, t0) ≤ C ′, donde

{
R− = Br(0)× (t1, t2),

R+ = Br(0)× (t3, t4).

Para simplificar la notación, escribimos gn(x, t) = |∇un|p + λan(x)un + f , de modo que
un resuelve

unt −∆un = gn en Br(0)× (t1, t2). (5.40)

Sea φ la solución del problema




−φt −∆φ = 1 en Br(0)× (t1, t2),

φ = 0 en ∂Br(0)× (t1, t2),

φ(x, t1) = 0.

Usando φ como función test en (5.40), resulta que
∫ t2

t1

∫

Br(0)
un(x, s) dx ds =

∫ t2

t1

∫

Br(0)
gn(x, s)φdx ds,

y por tanto, ∫ T

0

∫

Ω
gnφ dx ds ≤ C ′ ∀n.

De este modo, se sigue que ∇un ⇀ ∇u débilmente en Lp(Br(0) × (t1, t2);φdx dt) y por
el teorema de la convergencia monótona,

an(x)un ↗ u

|x|2 en L1(Br(0)× (t1, t2);φdx dt).
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Dado que la existencia de una supersolución muy débil de (5.39) implica la existencia
de una supersolución en D′(Br(0)×(t1, t2)) en el sentido del Corolario 5.1.10, para llegar a
una contradicción con el Teorema 5.2.1, basta probar que u es una supersolución de (5.39)
en el sentido de dicho corolario.

Como un ↑ u en L1(Br(0)× (t1, t2);φdx dt), entonces −∆un → −∆u en el sentido de
las distribuciones. Usando los resultados de la primera subsección del Apéndice de este
caṕıtulo, deducimos además que ∇un → ∇u en casi todo punto. Aplicando ahora el Lema
de Fatou, concluimos que

∫ T

0

∫

Ω
|∇u|pφdx ≤

∫ T

0

∫

Ω
|∇un|pφdx,

para todo φ ∈ C∞0 (Ω× (0, T )), φ ≥ 0. Por tanto u es una supersolución de (5.1) en D′ en
el sentido del Corolario 5.1.10, con lo que llegamos a una contradicción con el resultado
de no existencia del Teorema 5.2.1.

Case 2: p > 2. Como ũn es una solución de (5.39), entonces ũn es una supersolución del
problema 




wt −∆w = f en ΩT ≡ Ω× (0, T ),

w(x, t) = 0 en ∂Ω× (0, T ),

w(x, 0) = 0 si x ∈ Ω.

Usando que f 	 0 y aplicando el principio fuerte del máximo, concluimos que

ũn(x, t) ≥ w(x, t) > η0 ∀ (x, t) ∈ Br(0)× (T1, T2).

Como p > 2, fijado η0 < 1 sabemos que existe η1 > 0 tal que |∇un|p ≥ η1|∇un|2 − η0. Por
tanto,

ũnt −∆ũn ≥ η1|∇ũn|2 − η0 + λη0an(x)ũn + f en Br(0)× (T1, T2).

Dado que ĺımn→∞ ĺım|x|→0 an(x) = ∞, fijado λ > 0 existen n0 ∈ N y r1 > 0 tales que para
n ≥ n0 se tiene que

−η0 + λη0an(x)ũn ≥ λ η0an(x)ũn

2
en Br1(0).

De lo anterior, deducimos que

ũnt −∆ũn ≥ η1|∇ũn|2 + λη0
an(x)ũn

2
+ f en Br1(0)× (T1, T2).

Por tanto, para algún η2 > 0, se tiene que η2ũn es una supersolución del problema anterior




wt −∆w = |∇w|2 + λan(x)w + f en Br1(0)× (T1, T2),

w(x, t) = 0 en ∂Br1(0)× (T1, T2),

w(x, 0) = 0 si x ∈ Br1(0).

(5.41)

Finalmente, procediendo como en el caso p ≤ 2, llegamos al mismo tipo de contradicción.



180 Crecimiento cŕıtico en el gradiente respecto al potencial de Hardy

3. Resultados de existencia

En esta sección, estudiamos el caso complementario al resultado de no existencia
obtenido en la sección previa, es decir, consideramos 1 < p < q+(λ). El principal ob-
jetivo es mostrar que bajo ciertas hipótesis en f y u0, el problema (5.1) tiene una solución
positiva. De este modo, ponemos de manifiesto la optimalidad del exponente q+(λ).

Como λ ≤ ΛN y p < q+(λ), podemos usar algunos de los resultados de existencia
obtenidos recientemente en [12] para el problema eĺıptico asociado.

Para la conveniencia del lector, resumimos aqúı aquellos que usaremos posteriormente.
Consideramos de nuevo los valores α1 y α2 definidos en (5.11) y denotamos q−(λ) = 2+α2

1+α2
.

Tenemos que

N

N − 1
< q−(λ) ≤ N + 2

N
≤ q+(λ) < 2, para 0 < λ ≤ ΛN .

Si p−(λ) < p < p+(λ), entonces w(x) = A|x|−β con β = 2−p
p−1 y A > 0 satisface que

−∆w = |∇w|p + λ
w

|x|2 en RN .

Obsérvese que w ∈ L1
loc(RN ), w

|x|2 ∈ L1
loc(RN ) y dado que N

N−1 < p−(λ) < p, entonces

|∇w|p ∈ L1
loc(RN ). Está claro que w ∈ W 1,2

loc (RN ) si y sólo si p > N+2
N .

El siguiente resultado aparece demostrado en [12].

Teorema 5.3.1 Supongamos que 1 < p < p+(λ). Entonces, existe c0 tal que para todo
c < c0 y g(x) ≤ 1

|x|2 , el problema



−∆w = |∇w|p + λ

w

|x|2 + cg en Ω,

w = 0 en ∂Ω,
(5.42)

tiene una solución distribucional w tal que w
|x|2 ∈ L1(Ω) y w ∈ W 1,θ

0 (Ω) con θ = p si

p ≥ N
N−1 y θ < N

N−1 si p < N
N−1 .

Abordamos a continuación el caso parabólico con 1 < p < p+(λ) y λ < ΛN . Supon-
dremos que el término fuente f es cero y nos referimos a la Nota 5.3.4 para el caso f 6≡ 0.
Nuestro principal resultado de existencia es el siguiente.

Teorema 5.3.2 Sea λ < ΛN , 1 < p < p+(λ) y u0(x) ≤ w, con w una función adecuada
que daremos posteriormente. Entonces el problema





ut −∆u = |∇u|p + λ
u

|x|2 en ΩT ≡ Ω× (0, T ),

u(x, t) > 0 en ΩT ,

u(x, t) = 0 en ∂Ω× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x) si x ∈ Ω,

(5.43)
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tiene una solución débil.

Demostración. Para el desarrollo de este prueba distinguiremos dos casos.

Caso 1: 1 < p ≤ q−(λ). Empezamos considerando el caso Ω = BR(0). Usando un
argumento de reescale, podemos además suponer que R = 1. El paso fundamental de la
demostración consiste en probar la existencia de una supersolución. Como p ≤ q−(λ),
existe β ∈ (α1, α2), cercano a α1, tal que p (β + 1) < β + 2. Definimos

w(x) ≡ A(|x|−β − 1) donde Ap−1 =
β(N − β − 2)− λ

βp
.

Se cumple que w ∈ W 1,2
0 (BR(0)) y que

−∆w − λ
w

|x|2 ≥ |∇w|p +
Aλ

|x|2 .

Está claro que w es una supersolución del problema (5.43).

Continuamos con un proceso de aproximación. Sea un la solución del problema




unt −∆un =
|∇un|p

1 + 1
n |∇un|p

+ λTn

( 1
|x|2

)
un en ΩT ,

un(x, t) = 0 en ∂Ω× (0, T ),

un(x, 0) = Tn(u0(x)) si x ∈ Ω.

(5.44)

Por el principio de comparación del Lema 5.1.3 y mediante con argumento de iteración,
obtenemos una solución minimal de (5.44) que denotamos por un y que satisface que
un ≤ w. Dado que unt −∆un ≥ 0 y un ≤ w, entonces deducimos que

∫ T

0

∫

Ω
(unt −∆un)un dx dt ≤

∫ T

0

∫

Ω
(unt −∆un)w dx dt

≤
∫

Ω
w(x, T )un(x, T ) dx +

∫ T

0

∫

Ω
∇un∇w dx dt.

Por tanto, se sigue que

1
2

∫

Ω
u2

n(x, T ) dx +
∫ T

0

∫

Ω
|∇un|2 dx dt

≤
∫

Ω
w2(x, T ) dx +

1
2

∫ T

0

∫

Ω
|∇un|2 dx dt +

1
2

∫ T

0

∫

Ω
|∇w|2 dx dt.

y de este modo, ∫

Ω
u2

n(x, T ) dx +
∫ T

0

∫

Ω
|∇un|2 dx dt ≤ C(T ).

Integrando ahora en Ω× (0, t) obtenemos que

sup
t∈[0,T ]

∫

Ω
u2

n(x, t) dx ≤ C(T, u0).
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Como consecuencia, deducimos que un ⇀ u débilmente en L2(0, T ;W 1,2
0 (Ω)). Como p < 2,

entonces una variación del argumento usado en [58] nos permite probar que un → u
fuertemente en Lp(0, T ; W 1,p

0 (Ω)). Si denotamos

gn =
|∇un|p

1 + 1
n |∇un|p

+ λTn

( 1
|x|2

)
un, y g = |∇u|p + λ

u

|x|2 ,

obtenemos que un satisface la ecuación (un)t − ∆un = gn con gn → g en L1(ΩT ). Por
tanto, {un} es una sucesión de Cauchy en C(0, T ; L1(Ω)) (véase por ejemplo [120]). De
aqúı, u ∈ C([0, T ];L1(Ω)) y un converge a u en C([0, T ];L1(Ω)). El resultado de existencia
queda por tanto probado para Ω = B1(0).

Consideramos ahora el caso de un dominio general Ω que contiene al origen. Sea R > 0
tal que Ω ⊂ BR(0). Mediante un argumento de reescale definimos la correspondiente
supersolución del problema (5.43) en BR(0) × (0, T ), es decir, para x ∈ BR(0), wR(x) =
w( x

R). Sea ψ la solución del problema





ψt −∆ψ = 0 en ΩT ,

ψ(x, t) = wR(x, t) en ∂Ω× (0, T ),

ψ(x, 0) = 0 si x ∈ Ω.

(5.45)

Entonces ψ < wR en Ω×(0, T ). Sea ω(x, t) = s(wR(x, t)−ψ(x, t)) donde s > 0 será elegido
posteriormente. No es dif́ıcil comprobar que ω ∈ C(0, T ; L1(Ω)) ∩ L2(0, T ; W 1,2

0 (Ω)) y

ωt −∆ω − λ
ω

|x|2 = s((wR)t −∆wR)− sλ
wR − ψ

|x|2

= s
(
(wR)t −∆wR − sλ

wR

|x|2
)

+ sλ
ψ

|x|2

≥ s
(
|∇wR|p +

A

|x|2
)

+ sλ
ψ

|x|2

≥ s

(
1

(1 + ε)p−1
|∇ω|ps−p −

(1 + 1
ε

1 + ε

)p−1
|∇ψ|p

)
+ sλ

ψ

|x|2 +
A

|x|2 ,

donde para obtener la última estimación hemos utilizado la siguiente desigualdad elemental

|a + b|p ≤ (1 + ε)p−1|a|p +
(
1 +

1
ε

)p−1
|b|p.

Tomando s = 1
1+ε , deducimos que

ωt −∆ω − λ
ω

|x|2 ≥ |∇ω|p +
λ

1 + ε

ψ

|x|2 −
1

εp−1(1 + ε)
|∇ψ|p +

1
1 + ε

A

|x|2 .

Por tanto, eligiendo ε suficientemente grande, existe una constante positiva c0 tal que

λ

1 + ε

ψ

|x|2 +
1

1 + ε

A

|x|2 −
1

εp−1(1 + ε)
|∇ψ|p ≥ c0

|x|2 .
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De aqúı se obtiene que ω ∈ C(0, T ; L1(Ω)) ∩ L2(0, T ;W 1,2
0 (Ω)) es una supersolución del

problema (5.43) y el resultado se sigue como en el caso Ω = B1(0).

Caso 2: p−(λ) < p < q+(λ). Como N+2
N ∈ (p−(λ), p+(λ)), empezamos suponiendo que

p > N+2
N . Sea w(x) = A|x|−β con β = 2−p

p−1 y βpAp−1 = β(N − β − 2) − λ. Entonces

β ∈ (α1, α2) y A > 0. Está claro que w ∈ W 1,2
loc (RN ) y que

−∆w = λ
w

|x|2 + |∇w|p.

Usando un argumento de reescale podemos suponer que Ω ⊂ B1(0). Si denotamos w2(x) =
A(|x|−β − 1), entonces w2 satisface la ecuación

−∆w2 ≥ λ
w2

|x|2 + |∇w2|p + λA|x|−2.

Por tanto, si u0(x) ≤ w2(x) y c ≤ λA, deducimos que w2 es una supersolución del problema
(5.43) y el resultado de existencia se sigue por un argumento de aproximación como en el
Caso 1.

Supongamos ahora que q−(λ) < p ≤ N+2
N . Como λ < ΛN , fijamos λ1 < ΛN tal que

λ < λ1 y p+(λ1) > N+2
N . Sea p1 > N+2

N tal que p1 < p+(λ1). Al igual que en el caso
anterior, definimos w1(x) ≡ A1|x|β1 con β1 = 2−p1

p1−1 y βp
1Ap−1

1 = β1(N − β − 2) − λ1.

Además, w1 ∈ W 1,2
loc (RN ) satisface la ecuación

−∆w1 = λ1
w1

|x|2 + |∇w1|p1 .

Como p < p1 y λ < λ1, entonces mediante un cálculo directo se prueba que

−∆w1 ≥ λ
w1

|x|2 + θ|∇w1|p,

con θ > 0. De este modo, para w2(x) = θ
1

θ−1 w1(x) = θ
1

θ−1 A1(|x|β1 − 1) obtenemos que

−∆w2 ≥ λ
w2

|x|2 + |∇w2|p + λθ
1

θ−1 A1|x|−2.

Al igual que antes, si u0(x) ≤ w2(x) y c ≤ λθ
1

θ−1 A1, entonces w2 es una supersolución
del problema (5.43) y mediante un argumento de aproximación concluimos el resultado de
existencia.

A continuación, estudiaremos el caso λ = ΛN , para el cual p+(ΛN ) = N+2
N . En [12] se

prueba la existencia de una constante positiva c1 > 0 tal que si

w(x) =
∣∣∣ x

R

∣∣∣
−N−2

2
(

log
R

|x|
)1/2

−A, con A =
( r

R

)−N−2
2

(
log

R

|r|
)1/2

, r < R, (5.46)

entonces c1w(x) es una supersolución del problema

−∆w = ΛN
1
|x|2 w + |∇w|p + cg en Br(0) y wn = 0 en ∂Br(0),
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donde 0 ≤ g(x) ≤ 1
|x|2 y c es suficientemente pequeña.

No es dif́ıcil comprobar que w ∈ W 1,q
0 (Br(0)) para todo q < 2. Con más precisión,

w ∈ H(Br(0)), que es la compleción de C∞0 (Br(0)) con respecto a la norma

‖φ‖2
H(Br(0)) =

∫

Br(0)
|∇φ|2 dx− ΛN

∫

Br(0)

|φ|2
|x|2 dx.

Usaremos esta supersolución estacionaria como supersolución del caso parabólico. Tenemos
el siguiente resultado de existencia.

Teorema 5.3.3 Sea λ = ΛN y supongamos que u0(x) ≤ w, donde w es la función definida
en (5.46). Entonces el problema (5.43) tiene una solución minimal v ∈ C([0, T ]; L1(Ω) ∩
L2(0, T ;H(Ω)).

Demostración. Empezamos estudiando el caso Ω = Br(0). Consideramos el problema




(vn)t −∆vn = ΛNan(x)vn +
|∇vn|p

1 + 1
n |∇vn|p

en Br(0)× (0, T ),

vn(x, t) = 0 en ∂Br(0)× (0, T ),

vn(x, 0) = Tnw(x) en ∂Br(0).

(5.47)

Como w es una supersolución del problema truncado anterior (5.47), usando el principio
de comparación del Lema 5.1.3, resulta que vn ≤ w. Tomando vn como función test en
(5.47) se sigue que

1
2

∫

Br(0)
v2
n(x, T ) dx +

∫ T

0

∫

Br(0)
|∇vn|2 dx dt− ΛN

∫ T

0

∫

Br(0)

v2
n

|x|2 dx dt

≤
∫ T

0

∫

Br(0)
|∇vn|pvn dx dt + c0

∫ T

0

∫

Br(0)

vn

|x|2 dx dt +
1
2

∫

Br(0)
w2

n(x) dx

≤
∫ T

0

∫

Br(0)
|∇vn|pw dx dt + c0

∫ T

0

∫

Br(0)

w

|x|2 dx dt +
1
2

∫

Br(0)
w2(x) dx.

Por la desigualdad mejorada de Hardy–Sobolev obtenida en [130] (véase también [4] para
una prueba elemental), obtenemos que

∫ T

0

∫

Br(0)
|∇vn|pw dx dt ≤ δ

∫ T

0
‖un‖2

H(Br(0)) dt + C(δ)
∫ T

0

∫

Br(0)
w

2
2−p

(
log

R

|x|
) 2p

2−p
dx dt.

Como p < N+2
N , entonces

∫

Br(0)
w

2
2−p

(
log

R

|x|
) 2p

2−p
dx < ∞.
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Por tanto, eligiendo δ suficientemente pequeño concluimos que

1
2

∫

Br(0)
v2
n(x, T ) dx

+ (1− δ)
( ∫ T

0

∫

Br(0)
|∇vn|2 dx dt− ΛN

∫ T

0

∫

Br(0)

v2
n

|x|2 dx dt

)
≤ C(T, r).

De aqúı se sigue que vn está acotada en L2(0, T ; H(Br(0)). Integrando en Br(0)× (0, T ),
resulta que

sup
t∈[0,T ]

∫

Br(0)
v2
n(x, t) dx ≤ C(T, r).

Entonces, vn está acotada en L∞(0, T ; L2(Br(0))∩L2(0, T ; H(Br(0)) y existe una función
v ∈ L∞(0, T ; L2(Br(0)) ∩ L2(0, T ;H(Br(0)) tal que la sucesión vn ⇀ v débilmente en
L2(0, T ;H(Br(0)). La convergencia fuerte y el hecho de que v ∈ C(0, T, L1(Ω)) se siguen
usando los mismos tipos de argumentos de los resultados de existencia previos.

Para finalizar, en un dominio general acotado, la existencia se demuestra como en el
teorema previo. Consideramos una bola BR(0), tal que Ω ⊂⊂ BR(0). Un argumento de
reescale nos permite probar la existencia de la solución minimal vR del problema (5.43)
en BR(0). Está claro que v es una supersolución del problema (5.43) y por tanto, para
finalizar, basta aplicar de nuevo un argumento de aproximación.

Nota 5.3.4 Con argumentos similares a los anteriores, se prueba también que el problema




ut −∆u = |∇u|p + λ
u

|x|2 + c f(x, t) en ΩT ≡ Ω× (0, T ),

u(x, t) > 0 en ΩT ,

u(x, t) = 0 en ∂Ω× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x) si x ∈ Ω,

tiene una solución positiva si f(x, t) ≤ 1
|x|2 y c ≤ c(T ) es una constante convenientemente

pequeña. Seŕıa interesante encontrar condiciones necesarias y suficientes en f y u0 para
obtener existencia de soluciones positivas al problema anterior.

4. Problema de Cauchy

En [76], los autores consideran el problema,
{

ut = ∆u + |∇u|p x ∈ RN , t > 0,

u(x, 0) = u0(x) ≥ 0, u0 6≡ 0, x ∈ RN ,
(5.48)

con p > 1 y prueban la existencia de una solución global positiva a (5.48) bajo ciertas
condiciones en el dato inicial u0.
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En esta sección, mostramos que bajo la influencia del potencial de Hardy, el compor-
tamiento es bastante diferente. Consideramos el problema

ut −∆u = λ
u

|x|2 + |∇u|p en RN , t > 0, λ > 0, u(x, 0) = u0(x) en RN . (5.49)

Como consecuencia de lo que hemos probado en las secciones previas, sabemos que (5.49)
no tiene supersolución local para p ≥ q+(λ). Vamos a demostrar la existencia de un
exponente tipo Fujita, por debajo del exponente cŕıtico de existencia q+(λ).

Como vimos en el caṕıtulo pasado, v(r, t) = t−
N
2

+αr−α1e
−r2

4t es una solución auto-
semejante de la ecuación lineal homogénea

vt −∆v − λ
v

|x|2 = 0 en RN (5.50)

que satisface
∫
RN |x|−α1v(r, t) dx = C. Ésto nos da una cota inferior para las supersolu-

ciones del problema (5.49).

Nótese, en particular, que para λ = 0 (o equivalentemente α1 = 0), obtenemos la
solución fundamental de la ecuación del calor.

4.1. Soluciones con explosión en tiempo finito: exponente tipo Fujita

Como las soluciones del problema (5.49) no están acotadas, la explosión L∞ es ins-
tantánea. De acuerdo con el comportamiento de la solución auto-semejante v de (5.50) y
dado que cualquier solución positiva de (5.49) es una supersolución de (5.50), la siguiente
definición aparece de forma natural.

Definición 5.4.1 Sea u(x, t) una solución positiva de (5.49). Decimos que u explota en
tiempo finito si existe T ∗ < ∞ tal que

ĺım
t→T ∗

∫

Br(0)
|x|−α1u(x, t) dx = ∞,

en cualquier bola Br(0).

Para encontrar un exponente de tipo Fujita para la ecuación (5.49) en el caso en el
que el fenómeno de explosión ocurre en el sentido de la Definición 5.4.1, seguimos los
argumentos clásicos (consúltense por ejemplo [69] y [127]). Con más precisión, buscamos
una familia de subsoluciones del problema (5.49) de la forma

w(r, t, T ) = (T − t)−θζ
( r

(T − t)β

)
,

donde θ, β > 0 serán elegidos posteriormente y ζ > 0 es una función suave. Si denotamos
s = r

(T−t)β , resulta que
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wt =(T − t)−θ−1
(
θζ +

βr

(T − t)β
ζ ′(s)

)
,

wr(r, t) = (T − t)−θ−βζ ′(s), (5.51)

wrr(r, t) = (T − t)−θ−2βζ ′′(s).

Se tiene que satisfacer que

wt − wrr − N − 1
r

wr − λ
w

r2
≤ |wr|p. (5.52)

Eligiendo θ = 2−p
2(p−1) y β = 1

2 y reemplazándolas por su valor en (5.51), la desigualdad
(5.52) se transforma en

− ζ ′′(s)−
(N − 1

s
− 1

2
s
)
ζ ′(s)−

( λ

s2
− θ

)
ζ(s) ≤ |ζ ′|p(s). (5.53)

Consideramos ζ(s) = Aφ(cs) con φ(s) = s−α1e−
s2

4 , A > 0, y c > 0. Por tanto, (5.53) es
equivalente a

− cs2
( c

4
+

1
4

)
+

1
s2

(
cα1(N − 1)− c2(α1 + α2

1)− λ
)

+
c(N − α1)

2
− c2

(
α1 − 1

2

)
+

(2− p)
2(p− 1)

≤ Ap−1c(p−1)(1−α1)
(α1

cs
+

sc

2

)p
s−α1(p−1)e−

1
4
(cs)2(p−1).

Si s es suficientemente grande, entonces la desigualdad anterior se mantiene para todo
A > 0 y c > 0. Si s está cercano a 0, como α2

1 − (N − 2)α1 + λ = 0, basta elegir c ∈ (0, 1]
tal que cα1(N − 1)− c2(α1 + α2

1)− λ ≤ 0 y la desigualdad anterior se mantiene para todo
A > 0. Por último, para obtener un control en un intervalo compacto, basta con elegir
A > 0 suficientemente grande.

Por tanto, podemos encontrar una familia de subsoluciones de (5.49) dada por

w(r, t, T ) = A(T − t)−
2−p

2(p−1)

( c r

(T − t)
1
2

)−α1

e−
1
4

c r2

T−t .

Merece la pena señalar que en el caso λ = 0, es decir, α1 = 0, la desigualdad anterior se
reduce a

−cs2
( c

4
+

1
4

)
+

cN

2
+

c2

2
+ θ ≤ Ap−1c2p−1

(s

2

)p
e−

1
4
(cs)2(p−1),

que no es cierta cerca de s = 0, dado que c2

2 + cN
2 + (2−p)

2(p−1) > 0. Ésto nos proporciona una
justificación numérica para el hecho de que para λ = 0, no hay exponente de tipo Fujita.

Sea Br(0) una bola en RN . Como
∫

Br(0)
|x|−α1w(x, t, T ) dx = C(T − t)−

(2−p)
2(p−1)

+N
2
−α1

2

∫ c r

(T−t)1/2

0
φ(s)sN−α1−1 ds,
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entonces para p < 1 + 1
N−α1+1 , es decir, − (2−p)

2(p−1) + N
2 − α1

2 < 0, se tiene que

ĺım
t→T

∫

Br(0)
|x|−α1w(x, t, T ) dx = ∞.

Por tanto, un candidato a exponente de tipo Fujita para el problema (5.49) es Fg(λ) =
1 + 1

N−α1+1 . Está claro que si 0 < λ ≤ ΛN entonces

F (0+) = ĺım
λ↓0

Fg(λ) =
N + 2
N + 1

< Fg(λ) < p−(λ) ≤ N + 2
N

≤ q+(λ) ≤ 2.

Nótese que la primera desigualdad muestra una discontinuidad del exponente de tipo
Fujita en λ = 0.

Analicemos las propiedades de esta familia de subsoluciones:

(i) Por construcción, w(r, t, T ) explota en tiempo finito en el sentido de la norma local L1

con pesos de la Definición 5.4.1.

(ii) Supongamos que p < Fg(λ) = 1 + 1
N−α1+1 y denotamos por u(x, t) una traslación en

tiempo de una solución de (5.49), es decir, si u(x, t) es una solution de (5.49), entonces
u(x, t) = u(x, t + T ). Como u(x, t) es una supersolución de la ecuación homogénea (5.50)
con los mismos valores iniciales, basta comprobar que v(x, T ) ≥ w(r, 0, T ), para obtener
que u(x, 0) ≥ w(r, 0, T ). Ésto se sigue inmediatamente dado que p < Fg(λ) = 1+ 1

N−α1+1 .

(iii) Veamos que
u(x, t) ≥ w(x, t), ∀t < T. (5.54)

En efecto, sea k(x, t) = w(x, t)− u(x, t). Se sigue inmediatamente que

kt −∆k ≤ λ
k

|x|2 + |∇w|p − |∇u|p en RN , t ∈ (0, T1), T1 < T.

Como p < Fg(λ), entonces el lado derecho pertenece a L1
loc(RN × (0, T )). Aplicando la

desigualdad de Kato (véase el Teorema 0.0.15) obtenemos que




k+
t −∆k+ ≤ λ

k+

|x|2 + pG|∇k+| en RN , t ∈ (0, T1), T1 < T,

k+(x, 0) = 0,

(5.55)

con G(x, t) = |∇w|p−1. Nótese que k+ ∈ L2(0, T1,W
1,2(RN )).

Eligiendo β > 0 tal que (β + 1)λ < ΛN , tenemos que

∫ T1

0

∫

RN

kβ−1
+ |∇k+|2 dx dt < ∞. (5.56)



Caṕıtulo 5 189

En efecto, para ε > 0, consideramos mε(s) ≡ ( s
1+εs)

β y definimos Dε(s) =
∫ s
0 mε(y)dy.

Usando mε(k+) como función test en (5.55), se sigue que
∫

RN

Dε(k+(x, T1)) dx + β

∫ T1

0

∫

RN

( k+

1 + εk+

)β−1 |∇k+|2
(1 + εk+)2

dx dt

≤
∫ T1

0

∫

RN

( k+

1 + εk+

)β
G|∇k+| dx dt.

Aplicando la desigualdad de Young tenemos que
∫ T1

0

∫

RN

( k+

1 + εk+

)β
G|∇k+| dx dt

≤ ε

∫ T1

0

∫

RN

( k+

1 + εk+

)β−1
|∇k+|2 dx dt + C(ε)

∫ T1

0

∫

RN

|G|2(x, t)kβ+1
+ dx dt.

Como k+ ≤ w y 2(p− 1)(α1 + 1) + α1(β + 1) < N , entonces deducimos que
∫ T1

0

∫

RN

|G|2(x, t)kβ+1
+ dx dt < C.

Por tanto, cuando ε → 0, aplicando el Lema de Fatou, se concluye que
∫

RN

kβ+1
+ dx + β

∫ T1

0

∫

RN

k+
β−1|∇k+|2 dx dt < ∞,

y (5.56) queda probado.

Por otra parte, dado que p < 1 + 1
N−α1+1 , existe q > 1 tal que

sup
t∈[0,T1]

∫

RN

|G(x, t)| qN
2 dx = C(T1) < ∞.

Entonces, para β > 0 tal que (β + 1)λ < ΛN y para a > 0 suficientemente pequeño,
consideramos ψ la solución del problema




−ψt −∆ψ − λ(β + 1)

ψ

|x|2 = a|G(x, t)|qψ en RN , t ∈ (0, T1),

ψ(x, T ) = φ(x) en RN ,

(5.57)

con 0 < φ ∈ L1(RN ) ∩ L∞(RN ). Para la prueba de la existencia de ψ nos referimos a la
segunda subsección del Apéndice de este caṕıtulo. Usando ψ

( k+

1+εk+

)β como función test
en (5.55), pasando al ĺımite cuando ε → 0 y por el resultado de sumabilidad de (5.56), se
sigue que

1
β + 1

∫

RN

kβ+1
+ (x, t)ψ(x, t) dx + β

∫ T1

0

∫

RN

kβ−1
+ |∇k+|2ψ dx ds

+
1

β + 1

∫ T1

0
kβ+1

+ (−ψt −∆ψ) dx ds ≤
∫ T1

0

∫

RN

|G‖∇k+|kβ
+ψ dx ds

=
∫ T1

0

∫

RN

|G‖∇k+|vθ1+θ2+θ3
+ ψ dx ds,
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donde θ1 = β−1
2 , θ2 = β+1

q y θ3 = (q−2)(β+1)
2q cumplen que θ1+θ2+θ3 = β. Por la definición

de ψ y usando la desigualdad de Young, resulta que

1
β + 1

∫

RN

kβ+1
+ (x, t)ψ(x, t) dx + β

∫ T1

0

∫

RN

kβ−1
+ |∇k+|2ψ dx ds

+
a

β + 1

∫ T1

0

∫

RN

kβ+1
+ |G|qψ dx ds ≤ η1

∫ T1

0

∫

RN

kβ−1
+ |∇k+|2ψ dx ds

+ η2

∫ T1

0

∫

RN

kβ+1
+ |G|qψ dx ds + η3

∫ T1

0

∫

RN

kβ+1
+ (x, s)ψ (x, s) dx ds.

Eligiendo η1 y η2 suficientemente pequeños, obtenemos que

1
β + 1

∫

Ω
kβ+1

+ (x, t)ψ(x, t) dx ≤ η3

∫ T1

0

∫

Ω
kβ+1

+ (x, s)ψ(x, s) dx ds.

Como k+ ≥ 0 y ψ > 0 en RN × (0, T ) para t < T , entonces por la desigualdad de Gronwall
se tiene que k+ ≡ 0 y w(x, t, T ) ≤ u(x, T + t). Por tanto, (5.54) queda demostrado.

Como consecuencia, se sigue el siguiente resultado.

Teorema 5.4.2 Supongamos que p < Fg(λ) = 1 + 1
N−α1+1 . Entonces la solución u de

(5.49) explota en tiempo finito en el sentido de la Definición 5.4.1.

Por esta razón, llamamos Fg(λ) = 1 + 1
N−α1+1 al exponente de tipo Fujita asociado al

problema de Cauchy (5.49). La prueba de que efectivamente Fg(λ) se comporta como el
exponente de Fujita aparece en la próxima subsección.

Nota 5.4.3 Los argumentos usados anteriormente no pueden aplicarse al caso cŕıtico
p = Fg(λ) = 1 + 1

N−α1+1 . Queda como problema abierto saber qué sucede si p = Fg(λ).

4.2. Existencia global para Fg(λ) < p < q+(λ) y datos adecuados

Para probar existencia global, buscamos una familia de supersoluciones de la ecuación
(5.49), es decir, buscamos w tal que

wt − wrr − N − 1
r

wr − λ
w

r2
≥ |w′|p, (5.58)

con w de la forma
w(r, t, T ) = (T + t)−θg

( r

(T + t)β

)
,

donde g es una función suave acotada positiva y θ, β > 0 están convenientemente elegidos
(véase por ejemplo [68] y [127]). Si denotamos s = r

(T+t)β , se sigue que

wt = − (T + t)−θ−1
(
θg(s) +

βr

(T + t)β
g′(s)

)
,

wr(r, t) = (T + t)−θ−βg′(s), (5.59)

wrr(r, t) = (T + t)−θ−2βg′′(s).
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Para obtener homogeneidad en la ecuación, basta elegir θ = (2−p)
2(p−1) y β = 1

2 . Por tanto,
usando (5.58) deducimos que

g′′(s) +
(N − 1

s
+

1
2
s
)
g′(s) +

( λ

s2
+ θ

)
g(s) + |g′(s)|p ≤ 0. (5.60)

Consideramos α1 < γ < 2
p−1 y g(s) = Aφ(cs) con φ(s) = s−γe−

s2

4 , A > 0, c > 0.
Sustituyendo en (5.60), resulta que

c2(γ2 − (N − 2)γ + λ)
(cs)2

+ (cs)2
(c2

4
− 1

4

)
+ c2γ − c2

2
− c2(N − 1)

2
− γ

2

+
(2− p)
2(p− 1)

+ Ap−1cp−1
( γ

cs
+

sc

2

)p−1
(cs)−γ(p−1)e−

1
4
(cs)2(p−1) ≤ 0.

Como α1 < γ y p > 1 + 1
N−α1+1 , es suficiente elegir c < 1 para tener los siguiente

c2γ − c2

2
− c2(N − 1)

2
− γ

2
+

(2− p)
2(p− 1)

≤ 0 y (cs)2
(c2

4
− 1

4

)
≤ 0.

Además, dado que γ < 2
p−1 y c2(γ2 − (N − 2)γ + λ) ≤ 0, eligiendo A suficientemente

pequeño, se sigue que

c2(γ2 − (N − 2)γ + λ)
(cs)2

+ Ap−1cp−1
( γ

cs
+

sc

2

)p−1
(cs)−γ(p−1)e−

1
4
(cs)2(p−1) ≤ 0.

Por tanto, hemos encontrado una familia de supersoluciones w(|x|, t) tales que

Por otro lado, se tiene que

w(|x|, 0) = AT
− 2−p

2(p−1) a−γ |x|−γe−
−a2|x|2

4 , donde a =
c

T
1
2

< 1.

Consideramos la clase de datos iniciales

FD =
{

u0 : RN → R : 0 ≤ u0(x) ≤ A|x|−α1e−D2 |x|2
4

}
.

Para que u0(x) ≤ w(x, 0) para alguna supersolución, debemos elegir D verificando

(2(γ − α1)
D2 − a2

) γ−α1
2

e−
γ−α1

2 ≤ AT
− p−2

2(p−1) a−γ .

Además, dado que 2(α1 + 1) < N y que para algún λ se tiene que

p(α1 + 1) < q+(λ)(α1 + 1) = α1 + 2 < N,

para γ > α1, con γ próximo a α1, deducimos que 2(γ +1) < N y (γ +1)p < N . Por tanto,
concluimos que w ∈ L2((0, T ),W 1,2(RN )) y |∇w|p pertenece a L1((0, T )× RN ).

Para demostrar la existencia de una solución global positiva del problema (5.49),
seguimos un argumento de iteración-comparación.
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El punto clave de los próximos argumentos está en la elección de γ ∈ (α1,
2

p−1) cerca
de α1.

Supongamos 0 � u0(x) ≤ w(x, 0), entonces está claro que v(x, t) = 0 es una subsolución
estricta. Construimos una solución global como ĺımite de problemas aproximados en do-
minios acotados. Sea Bn la bola en RN con radio n y centrada en el origen. Consideramos

vn ∈ L2((0, T ),W 1,2
0 (Bn+1)) ∩ L∞((0, T ),W 1,p

0 (Bn+1)), ∀T > 0,

soluciones débiles de los siguientes problemas aproximados,




vnt −∆vn = λ
1

|x|2 + 1
n

ṽn−1 +
|∇vn|p

1 + 1
n |∇vn|p

en Bn+1, t > 0,

vn(x, 0) = u0(x) en Bn+1, t > 0,
vn(x, t) = 0 en ∂Bn+1, t > 0,

(5.61)

con 



v0t −∆v0 = 0 en B1, t > 0,
v0(x, 0) = u0(x) en B1, t > 0,
v0(x, t) = 0 en ∂B1, t > 0,

y ṽn−1 = vn−1 en Bn, ṽn−1 = 0 en RN \ Bn. Aplicando el principio de comparación del
Lema 5.1.3, concluimos que 0 < v0 ≤ v1 ≤ · · · ≤ vn−1 ≤ vn ≤ w en Bn+1. Por tanto
existe u ∈ L2(0, T, L2(RN )) tal que vn ↑ u fuertemente en L2(0, T, L2(RN )) y u ≤ w.
Como w ∈ L2(0, T ; W 1,2(RN )), entonces usando el Teorema de la convergencia dominada

se sigue que
1

|x|2 + 1
n

ṽ2
n−1 →

u2

|x|2 fuertemente en L1(RN × (0, T )).

Para probar que u es una solución del problema (5.49), basta demostrar que

|∇ṽn|p
1 + 1

n |∇ṽn|p
→ |∇u|p fuertemente en L1

loc(RN × (0, T )).

Se cumple que {vn} está uniformemente acotada en L2(0, T ; W 1,2(RN )), donde vn

está extendida por cero en RN\Bn(0). En efecto, tomamos vs
n como función test en (5.61),

donde s > 0 será elegido posteriormente. Usando las desigualdades de Hölder y Young,
tenemos que

1
s + 1

∫

Bn

vs+1
n (x, T ) dx + s

∫ T

0

∫

Bn

vs−1
n |∇vn|2 dx dt

≤
∫ T

0

∫

Bn

vs
n|∇vn|p dx dt +

1
s + 1

∫

Bn

us+1
0 (x) dx

≤ ε

∫ T

0

∫

Bn

vs−1
n |∇vn|2 dx dt + C(ε)

∫ T

0

∫

Bn

v
(2−p)s+p

2−p
n dx dt + C(s, u0)

≤ ε

∫ T

0

∫

Bn

vs−1
n |∇vn|2 dx dt + C(ε)

∫ T

0

∫

Bn

w
(2−p)s+p

2−p dx dt.
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Por tanto, concluimos que

1
s + 1

∫

Bn

vs+1
n (x, T ) dx + (s− ε)

∫ T

0

∫

Bn

vs−1
n |∇vn|2 dx dt

≤ C(ε)
∫ T

0

∫

Bn

w
(2−p)s+p

2−p dx dt + C(s, u0).

Dado que w tiene un decaimiento exponencial en el infinito, basta considerar el compor-
tamiento de w cerca del 0. Resulta que,

1
s + 1

∫

Bn

vs+1
n (x, T )dx+(s− ε)

∫ T

0

∫

Bn

vs−1
n |∇vn|2dxdt ≤ C1 +C2

∫

B1

|x|
−γ((2−p)s+p)

2−p dxdt.

La última integral es finita si
γ((2− p)s + p)

2− p
< N . Como γ puede ser elegido cercano a α1,

basta estudiar la desigualdad
α1((2− p)s + p)

2− p
< N , que implica s < M(p) =

N

α1
− p

2− p
.

Dado que p < p+(λ), entonces M(p) > 0. Está claro que D es decreciente en p, entonces

se sigue que D(p) > D(p+(λ)) =
N − 2− α1

α1
≥ 1. Podemos por tanto escoger s = 1 en los

cálculos anteriores. Concluimos que {vn} está acotada en L2(0, T ; W 1,2(RN )). Por tanto,
vn ⇀ u débilmente en L2(0, T ; W 1,2(RN )). El mismo cálculo nos permite probar que {vnt}
está acotada en L2(0, T ; W−1,2(RN )).

Probamos ahora que vn → u fuertemente en L2(0, T ; W 1,2(RN )). Sea φ una función
positiva tal que φ = 1 en BR(0) y φ = 0 en RN\B2R(0), para R muy grande. Para n >> R,
usamos (vn − u)φ como función test en (5.61). Se sigue que
∫ T

0

∫

RN

vnt(vn − u)φdxdt +
∫ T

0

∫

RN

φ∇vn∇(vn − u)dxdt +
∫ T

0

∫

RN

(vn − u)∇φ∇vndxdt

= λ

∫ T

0

∫

RN

1
|x|2 + 1

n

ṽn−1(vn − u)φdxdt +
∫ T

0

∫

RN

|∇vn|p
1 + 1

n |∇vn|p
(vn − u)φdxdt.

(5.62)
Demostramos que

λ

∫ T

0

∫

RN

| 1
|x|2 + 1

n

ṽn−1(vn−u)φ|dxdt+
∫ T

0

∫

RN

| |∇vn|p
1 + 1

n |∇vn|p
(vn−u)φ|dxdt → 0, (5.63)

cuando n tiende a infinito, independientemente de la elección de φ. En efecto, para pro-
barlo, usamos el hecho de que vn y u están dominadas por w.

El primer término está controlado por λ w2

|x|2 , para todo φ satisfaciendo las hipótesis
anteriores. Por tanto, basta aplicar el Teorema de la convergencia dominada.

Para el segundo término, seguimos el cálculo anterior. Usando la desigualdad de Hölder,
tenemos que
∫ T
0

∫
RN

|∇vn|p
1+ 1

n
|∇vn|p (vn − u)φ|dxdt ≤ ∫ T

0

∫
RN |∇vn|p|vn − u|dxdt

≤
( ∫ T

0

∫
RN |∇vn|2dxdt

) p
2
( ∫ T

0

∫
RN |vn − u| 2

2−p dxdt
) 2−p

2
.
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Gracias a la elección de γ y a la condición en p, basta aplicar el Teorema de la convergencia
dominada y obtenemos que

∫ T
0

∫
RN |vn − u| 2

2−p dxdt → 0 cuando n → ∞. Como {vn}
está acotada en L2(0, T ; W 1,2(RN )), se concluye (5.63).

Tratamos ahora con el primer término en (5.62).

Está claro que
∫ T
0

∫
RN (vn − u)∇φ∇vndxdt → 0 cuando n →∞, por tanto se sigue que

∫ T

0

∫

RN

vnt(vn − u)φdxdt +
∫ T

0

∫

RN

φ∇vn∇(vn − u)dxdt =
∫ T

0

∫

RN

(vn − u)t(vn − u)φdxdt +
∫ T

0

∫

RN

ut(vn − u)φdxdt+
∫ T

0

∫

RN

φ|∇(vn − u)|2dxdt +
∫ T

0

∫

RN

φ∇u∇(vn − u)dxdt =

1
2

∫

RN

(vn − u)2φdx +
∫ T

0

∫

RN

φ|∇(vn − u)|2dxdt+
∫ T

0

∫

RN

ut(vn − u)φdxdt +
∫ T

0

∫

RN

φ∇u∇(vn − u)dxdt.

Usando la convergencia débil de {vn} y un argumento de dualidad, no es dif́ıcil ver que
∫ T

0

∫

RN

ut(vn − u)φdxdt +
∫ T

0

∫

RN

φ∇u∇(vn − u) dxdt = o(1),

independientemente de la elección de φ. Haciendo tender R a ∞ se sigue que

1
2

∫

RN

(vn − u)2dx +
∫ T

0

∫

RN

|∇(vn − u)|2dxdt → 0 cuando n →∞,

y se concluye la convergencia fuerte. Como consecuencia, obtenemos
que u ∈ L2(0, T ;W 1,2(RN )) es una solución débil de (4.23) con u ≤ w. Está claro que
u(x, t) → 0 cuando t →∞ para todo x ∈ RN\{0}.

Más precisamente, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 5.4.4 Supongamos que Fg(λ) < p < q+(λ). Entonces el problema de Cauchy
(5.49) tiene una solución global positiva para dato inicial u0 suficientemente pequeño.

Explosión en tiempo finito Existencia Global No Existencia

F = 1 +
1

N − α1 + 1
1 +

1

N − α1
q+(λ)

5. Apéndice

5.1. Convergencia puntual de los gradientes

En esta parte del Apéndice probaremos la convergencia puntual de los gradientes usada
en la prueba del Lema 5.1.9 y del Corolario 5.1.10. Realizaremos los detalles para el caso
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del Lema 5.1.9; en el caso del Corolario 5.1.10, dado que tenemos la misma clase de
estimaciones a priori, se concluye utilizando los mismos argumentos. En el Lema 5.1.9,
considerábamos para cada n ∈ N, los siguientes problemas truncados





vkt −∆vk = λTn

( 1
|x|2

)
vk +

|∇vk|p
1 + 1

k |∇vk|p
+ f en Ω× (0, T ),

vk(x, t) = 0 en ∂Ω× (0, T ),

vk(x, 0) = Tn(ũ0) si x ∈ Ω,

(5.64)

con λ < ΛN , k ≥ 1, u0 ∈ L1(Ω) y f ∈ L∞(ΩT ).

Usando el Lema 5.1.3, concluimos que vk ≤ vk+1 y vk ≤ ũ para cada k. Por tanto,
existe un satisfaciendo un = ĺımk→∞ vk ≤ ũ en casi todo punto y en L1(ΩT ).

Con el fin de simplificar la notación escribimos

gk(x, t) =
|∇vk|p

1 + 1
k |∇vk|p

+ λan(x)vk + f, donde an = Tn

( 1
|x|2

)
.

Veamos que gk está uniformemente acotada en L1(Ω×(0, T ), φ dx dt), donde φ es la solución
del problema {

−∆φ = 1 en Ω× (0, T ),

φ = 0 en ∂Ω× (0, T ).
(5.65)

En efecto, usando φ como función test en (5.16) y dado que vk ≤ ũ, resulta que

∫

Ω
ũ(x, T )φdx +

∫ T

0

∫

Ω
ũ(x, s) dx ds ≥

∫

Ω
vk(x, T )φdx

+
∫ T

0

∫

Ω
vk(x, s) dx ds ≥

∫ T

0

∫

Ω
gk(x, s)φdx ds.

Por tanto, ∫ T

0

∫

Ω
gkφdx ds ≤ C ∀ k.

Se puede comprobar fácilmente que u resuelve el problema

ut −∆u = µ en D′(Ω1 × (0, T )),

donde gk ⇀ µ débilmente en el sentido de las medidas. Para obtener la convergencia pun-
tual de los gradientes, seguimos argumentos similares a los de [32]. La principal diferencia
con el resultado de convergencia obtenido en [32], es que en nuestro caso la estimación de
enerǵıa sobre Tk(un) es local en el espacio y necesitamos hacer algunos cálculos adicionales.

Teorema 5.5.1 Sea {vk} como en el problema (5.64). Entonces

∇vk → ∇un c.t.p. (x, t) ∈ Ω× (0, T ).
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Demostración. Usando Tm(vk) · φ como función test en (5.64), obtenemos que

∫

Ω
Θm(vk(x, T ))φdx +

∫ T

0

∫

Ω
|∇Tm(vk)|2φdx ds

+
∫ T

0

∫

Ω
Θm(vk)(−∆φ) dx ds =

∫ T

0

∫

Ω
gk(x, s)φTm(vk) dx ds,

donde Θm(s) =
∫ s
0 Tm(σ) dσ. Además, utilizando la acotación obtenida anteriormente,

resulta que

∫

Ω
Θm(vk(x, T ))φdx +

∫ T

0

∫

Ω
|∇Tm(vk)|2φdx ds

+
∫ T

0

∫

Ω
Θm(vk) dx ds ≤ m

∫ T

0

∫

Ω
gk(x, s)φdx ds ≤ Cm.

De este modo, se sigue que
∫ T

0

∫

Ω
|∇Tm(vk)|2φdx ds ≤ Cm,

y por tanto, salvo una subsucesión,

∇Tm(vk) ⇀ ∇Tm(un) débilmente en L2(ΩT , φ dx dt).

Por otra parte, como gk está acotada en L1(ΩT , φ dx dt), obtenemos, en particular, que

∫ T

0

∫

Ω
|∇vk|qφdx dt < C, q <

N + 2
N + 1

∀k ∈ N.

Para obtener más detalles, véase [32, Lem. 2.2].

Para probar el resultado, es suficiente demostrar que para algún θ > 0, se tiene que
∫

ΩT

|∇(vk − un)|θφdx dt → 0 cuando k →∞.

Al igual que en [32], denotamos por ω(k, ν, m, ε) cualquier cantidad que satisface

ĺım
ε→0+

ĺım sup
m→∞

ĺım sup
ν→∞

ĺım sup
k→∞

w(k, ν,m, ε) = 0

y por wν,m,ε(k) cualquier cantidad que va a cero cuando k →∞, para ν, m y ε fijados.

Realizamos la siguiente regularización en el tiempo. Para v ∈ L2(0, T ; W 1,2
0 (Ω)), defi-

nimos

vν(x, t) =
∫ t

−∞
v(x, s)eν(s−t)ds, donde v(x, t) =

{
v(x, t) si t ∈ [0, T ],

0 si t 6∈ [0, T ].



Caṕıtulo 5 197

Está claro que vν → v fuertemente en L2(0, T ; W 1,2
0 (Ω)) y que (vν)′ = ν(v − vν) en el

sentido débil, es decir,

〈(vν)′, w〉 = ν

∫

ΩT

(v − vν)w dx dt ∀w ∈ L2(0, T ; W 1,2
0 (Ω)).

Como φ ∈ W 1,2
0 (Ω), entonces Tm(vk)φ ∈ L2(0, T ; W 1,2

0 (Ω)) y (Tm(vk)φ)ν = φ(Tm(un))ν .

Consideramos ahora 0 < 2θ < 1 y hacemos la siguiente separación de integrales,
∫

ΩT

|∇(vk − un)|2θφ dx dt

=
∫

un≥m
|∇(vk − un)|2θφdx dt +

∫

un<m
|∇(vk − un)|2θφdx dt ≡ Im,k + Jm,k.

Estimamos en primer lugar la integral Imk,
∫

un≥m
|∇(vk − un)|2θφdx dt

≤ c

( ∫

ΩT

(|∇vk|+ |∇un|)qφdx dt

) 2θ
q (

meas{|un(x, t)| ≥ m})1− 2θ
q .

Como meas{|un(x, t)| ≥ m} → 0 cuando m →∞, se sigue que

Im,k → 0 cuando m →∞. (5.66)

A continuación, estimamos la integral

Jm,k =
∫

Ω
|∇(Tm(vk)− Tm(un))|2θφdx dt.

Usando la definición de (Tm(un))ν y la monotońıa de vk, deducimos que

ĺım
k→∞

χ{|vk−(Tm(un))ν |>ε} = χ{|un−(Tm(un))ν |>ε} ∀ ν,m ∈ N,

ĺım
ν→∞χ{|un−(Tm(un))ν |>ε} = χ{|un−Tm(un)|>ε} ∀m ∈ N.

Como consecuencia de ésto, tenemos que

Jm,k ≤
∫

ΩT

|∇(Tm(vk)− Tm(un))|2θφχ{|vk−(Tm(un))ν |>ε} dx dt

+
∫

ΩT

|∇(Tm(vk)− Tm(un))|2θφχ{|vk−(Tm(un))ν |≤ε} dx dt.

Como |∇(Tm(vk) − Tm(un))|2θφ está acotado en L
q
2θ (ΩT ) y dado que χ{|un−Tm(un)|>ε}

tiende a cero en casi todo punto, concluimos que
∫

ΩT

|∇(Tm(vk)− Tm(un))|2θφχ{|vk−(Tm(un))ν |>ε} dx dt = ω(k, ν, m, ε). (5.67)
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Por otro lado, se satisface que
∫

ΩT

|∇(Tm(vk)− Tm(un))|2θφχ{|vk−(Tm(un))ν |≤ε} dx dt ≤

C(meas(ΩT ))1−θ

( ∫

ΩT

|∇(Tm(vk)− Tm(un))|2φχ{|vk−(Tm(un))ν |≤ε} dx dt

)θ

.

Además sabemos que se cumple la siguiente desigualdad,
∫

ΩT

|∇(Tm(vk)− Tm(un))|2φχ{|vk−(Tm(un))ν |≤ε} dx dt

≤
∫

ΩT

|(∇vk − Tm(un))|2φχ{|vk−(Tm(un))ν |≤ε} dx dt

≤
∫

ΩT

∇vk∇(vk − Tm(un))φχ{|vk−(Tm(un))ν |≤ε} dx dt

−
∫

ΩT

∇Tm(un)∇(vk − Tm(un))φχ{|vk−(Tm(un))ν |≤ε} dx dt.

Usando la convergencia débil de Tm(vk) y la monotońıa de {vk}, deducimos fácilmente que
∫

ΩT

∇Tm(un)∇(vk − Tm(un))φχ{|vk−(Tm(un))ν |≤ε} dx dt = ων,m,ε(k). (5.68)

Por tanto, para estimar Jm,k nos queda tan sólo por estudiar la integral
∫

ΩT

∇vk∇(vk − Tm(un))φχ{|vk−(Tm(un))ν |≤ε} dx dt.

Como (Tm(un))νφ → Tm(un)φ fuertemente en L2(0, T ; W 1,2
0 (Ω)), tenemos que

∫

ΩT

|∇vk − Tm(un))|2φχ{|vk−(Tm(un))ν |≤ε} dx dt

=
∫

ΩT

∇vk∇(vk − (Tm(un))ν)φχ{|vk−(Tm(un))ν |≤ε} dx dt + ωm,ε(k, ν).

Usando ahora Tε(vk − (Tm(un))ν)φ como función test en (5.64), se sigue que

〈(vk)t, Tε(vk − (Tm(un))ν)φ〉+
∫

ΩT

φ∇vk∇Tε(vk − (Tm(un))ν) dx dt

+
∫

ΩT

Tε(vk − (Tm(un))ν)∇vk∇φdx dt =
∫

ΩT

φTε(vk − (Tm(un))ν)gk dx dt

≤ ε

∫

ΩT

gkφ dx dt ≤ Cε.

Una simple variación de [32, Lem. 3.1] nos permite concluir que

〈(vk)t, Tε(vk − (Tm(un))ν)φ〉 ≥ wν,m,ε(k).
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Por otro lado, no es dif́ıcil comprobar que
∫

ΩT

|Tε(vk − (Tm(un))ν)‖∇vk‖∇φ| dx dt ≤ Cε,

y por tanto, concluimos que
∫

ΩT

φ∇vk∇Tε(vk − (Tm(un))ν) dx dt ≤ w(k, ν, m, ε). (5.69)

Uniendo ahora (5.67), (5.68) y (5.69) se obtiene que

Jm,k = w(k, ν, m, ε). (5.70)

Finalmente, de las estimaciones (5.66) y (5.70) se sigue que
∫

ΩT

|∇(vk − un)|θφdx dt → 0 cuando k →∞

y como consecuencia, tenemos la convergencia puntual de los gradientes.

5.2. Un problema auxiliar en RN × (0, T )

El objetivo de esta última subsección es probar la existencia de una única solución
ψ ∈ L2(0, T, D1,2(RN )) al problema





ψt −∆ψ − λ
ψ

|x|2 = aB(x, t)ψ en RN , t ∈ (0, T ),

ψ(x, 0) = ψ0(x),
(5.71)

donde ψ0 ∈ L1(RN ) ∩ L∞(RN ), a es pequeño y

sup
t∈[0,T ]

∫

RN

B
N
2 (x, t) dx ≤ C(T ).

Teorema 5.5.2 Existe una única ψ ∈ L2(0, T,D1,2(RN )) solución del problema (5.71).

Demostración. Definimos el siguiente operador de L2(0, T, L2∗(RN )) en śı mismo:

H : L2(0, T, L2∗(RN )) −→ L2(0, T, L2∗(RN )),
v −→ H(v)

Sea u = H(v) ∈ L2(0, T, L2∗(RN )), para cierta v ∈ L2(0, T, L2∗(RN )), la solución del
problema 




ut −∆u− λ
u

|x|2 = aB(x, t)v en RN , t ∈ (0, T ),

u(x, 0) = ψ0(x).
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Está claro que H está bien definido y que u ∈ L2(0, T,D1,2(RN )).

Veamos ahora que para algún a suficientemente pequeño, el operador H es una con-
tracción. En efecto, sea w = u1 − u2. Se sigue que

wt −∆w − λ
w

|x|2 = aB(x, t)(v1 − v2). (5.72)

Usando w como función test en (5.72) y aplicando la desigualdad de Hardy, tenemos que

1
2

∫

RN

w2(x, T ) dx− 1
2

∫

RN

w2(x, 0) dx +
(ΛN − λ

ΛN

)∫ T

0

∫

RN

|∇w|2 dx dt

≤ a

∫ T

0

∫

RN

B(x, t) (v1 − v2) w dx dt.

Como consecuencia de las desigualdades de Hölder, Sobolev y Young, deducimos que

CS

∫ T

0

( ∫

RN

w2∗ dx

) 2
2∗

dt

≤ a

∫ T

0

( ∫

RN

w2∗ dx

) 1
2∗

(∫

RN

(v1 − v2)2
∗
dx

) 1
2∗

( ∫

RN

B(x, t)
N
2 dx

) 2
N

dt

≤ aCε

∫ T

0

( ∫

RN

w2∗ dx

) 2
2∗

dt + aC(T )C ′(ε)
∫ T

0

( ∫

RN

(v1 − v2)2
∗
dx

) 2
2∗

dt.

Por tanto, eligiendo a pequeño, tenemos que

‖H(v1 − v2)‖L2(0,T,L2∗ (RN )) ≤ C‖v1 − v2‖L2(0,T,L2∗ (RN )) donde C < 1,

y concluimos que H es una contracción.

Finalmente, aplicando el clásico Teorema del punto fijo de Banach, se sigue inmedi-
atamente el resultado de existencia buscado.
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liptiques quasilinéaires. Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa Cl. Sci. (4) 11, no. 2 (1984),
213–235.

[40] L. Boccardo, F. Murat, J.P. Puel, Existence results for some quasilinear parabolic
equations. Nonlinear Anal. 13, no. 4 (1989), 373–392.

[41] L. Boccardo, F. Murat, J.P. Puel, L∞ estimate for some nonlinear elliptic partial
differential equations and application to an existence result. SIAM J. Math. Anal.
23, no. 2 (1992), 326–333.

[42] L. Boccardo, L. Orsina, I. Peral, A remark on existence and optimal summability of
solutions of elliptic problems involving Hardy potential. Discrete Contin. Dyn. Syst.
16, no. 3 (2006), 513–523.



206 Bibliograf́ıa y referencias

[43] L. Boccardo, M.M. Porzio, A. Primo, Summability and existence results for nonlinear
parabolic elliptic equations. Enviado para su publicación.
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