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Introduccién

La teoria de Fcuaciones en Derivadas Parciales, y en particular la de Ecuaciones No
Lineales, es una de las herramientas més importantes para describir modelos reales y
también uno de los motores mas solidos del desarrollo matematico. En efecto, este es el
caso de las ecuaciones que aqui se estudian. Nuestro interés principal es obtener resultados
matematicos que presenten comportamientos novedosos respecto a los ya conocidos y que
resulten de describir situaciones criticas.

En esta Memoria nos centramos en algunas ecuaciones elipticas y parabdlicas, cuyas
partes principales son, en general, las ecuaciones de Laplace y del calor respectivamente.
Las primeras describen los estados estacionarios de modelos de difusiéon regidos por las
segundas. Los modelos que aqui se estudian estan fuera del marco variacional. Este hecho
y la propia naturaleza de los problemas, hace necesario que constantemente haya que
especificar el concepto de solucidn, por salirse de los marcos clédsicos.

Hay una extensisima literatura acerca de los antecedentes de los temas que en esta
Memoria se tratan. Muchos de ellos, los méas cercanos a la problemética tratada, se recogen
en la bibliografia. En ningiin caso se pretende que la bibliografia sea exhaustiva, pero es
justo decir que con las referencias explicitas y las fuentes en ellas citadas, se tiene una idea
bastante completa del estado del arte.

En esta Introduccién tratamos de ubicar precisamente los problemas dentro del marco
general y de precisar nitidamente las contribuciones en relacién con los resultados previos.

Hemos de resaltar que el denominador comin de los problemas modelo que se estudian
es su cardcter critico y es ahi donde probablemente resida su interés.

Como hemos anticipado, los problemas modelo que se estudian estdn basados en la
ecuacién de Laplace y en la ecuaciéon del calor, pero con términos de érdenes menores que
modifican su comportamiento, en algunos casos de forma drastica.

Es oportuno advertir que muchos de los resultados admiten extensiones a ecuaciones
elipticas y parabdlicas méas generales, pero los hemos preferido formular en un contexto
lo més preciso y elemental posible. En este sentido la Memoria trata de modelos cldsicos.
No obstante, los resultados ponen de manifiesto que sobre los modelos clasicos se pueden
descubrir comportamientos nuevos, un tanto sorprendentes a veces, interesantes y extra-
polables a modelos menos clasicos, accesibles por el tipo de técnicas que se usan.

El trabajo se divide en dos grandes apartados:

Parte I: Ecuaciones elipticas. Estudiamos precisamente la ecuacién de Laplace con
términos de orden inferior, compitiendo o cooperando.
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Parte II: Ecuaciones parabolicas. Analizamos la ecuacién del calor con términos
de orden inferior que presentan un comportamiento critico.

En ambas partes tratamos de obtener las condiciones 6ptimas necesarias para tener solu-
cién en el sentido que se precisard en cada problema.

Motivacion de los problemas

Si hay dos protagonistas en esta Memoria, sin duda son el potencial de Hardy y los
términos que son potencias de la incégnita o del médulo de su gradiente. Los problemas
que vamos a estudiar tratan esencialmente de ver como cooperan o compiten nuestros
protagonistas.

Parece que la primera referencia a la relacién entre el potencial (y la desigualdad) de
Hardy y las ecuaciones en derivadas parciales, se encuentra en el famoso articulo de Jean
Leray del ano 1934, [99]. En él se hace un estudio seminal de las ecuaciones de Navier-Stokes
en tres dimensiones espaciales y se plantean problemas que aun estan abiertos. Bastante
posterior es un articulo de Baras-Goldstein, [21], donde se describe el comportamiento
patologico de la ecuacién del calor en presencia de un término de orden cero de la forma

u

B Volveremos un poco mas adelante sobre este tema para precisar concretamente el
resultado principal de dicho articulo.

En otro contexto, en un trabajo sobre un modelo de combustién sélida de Peral-
Vazquez [114] aparecen también de forma natural el potencial y la desigualdad de Hardy.

El potencial de Hardy es una funcién familiar para los fisicos cuanticos cuando estudian
la ecuacién de Schrodinger. Fefferman en su articulo [65], hace notar la peculiaridad del
potencial de Hardy en este contexto. Considera el estudio de autovalores del operador

= A+ V(z) en RV, con N > 3 y V con sumabilidad local conveniente. Fefferman
cita un teorema de Cwickel-Lieb-Rosemblum que establece que el nimero N(L,u) de
autovalores de L menores que u estd controlado por una constante que sélo depende de la
dimensién multiplicada por el volumen en el espacio de las fases (RY x RY) del conjunto

ALy p) = {(2,6) € RN x RV [|€° + V(@) < i},
es decir,
N(L,p) < Cn|A(L, ).
Como consecuencia, si para p fijo |[A(L, u)| < C;,l, entonces, L > u. Si ahora se toma L =
—A— ﬁ, es claro que |A(L, u)| = 400, con lo cual podria pensarse que L no esté acotado

inferiormente (véase [65] para més detalles). No obstante, uno de los resultados clésicos
mas relevantes relacionados con el potencial de Hardy es la siguiente desigualdad, que

contradice esta idea de que el operador L = —A — # no esta acotado inferiormente.

Desigualdad de Hardy. Sea u € C°(RY), N > 3. Entonces % € L*(RY) y ademds

||

2
M/’%wg/|wwa (1)
RN |7] RN
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donde Ay = (%)2 es optima y no se alcanza.

Una demostracion elemental (que hemos aprendido de Maria J. Esteban) de la de-
sigualdad de Hardy es la siguiente. Consideremos la siguiente identidad que resulta de
integrar por partes,

x

0< HVu+ A u‘
||

2 z T

_ ul? da 2 . |U|2 -
_/RN\V|d+()\ (N 2)>\)/ da.

R |7)?
- (. N-2
La funcién f(A) = A((IV—2)— ) alcanza su maximo en %

Optima es f(%) =An. n

y se obtiene que la constante

La desigualdad de Hardy es conocida también como principio de incertidumbre por los
fisicos cudnticos, véase por ejemplo [123, Cap. X, pag. 169].

Volviendo al operador L = —A — w%, resulta que es positivo si A < Ay y es no acotado

inferiormente en caso contrario.

Un ejemplo en el que la desigualdad de Hardy aparece de forma natural en Mecanica
Cuéntica, es el estudio de la ecuacién de Schrodinger

(Zq—Q) Q

Amlz|  Awlz — vot|’

iug + Au=V(z,t)u, V(x,t)=— ZeN, t>0,

que representa la funciéon de onda de un electréon bajo la accién de una particula a con
carga @ = 2¢, que en t = 0, abandona el niicleo de un dtomo con una velocidad vy € R3.
Al estudiar cudndo la forma bilineal asociada al problema es coerciva, se llega de forma
natural a la necesidad de probar la desigualdad de Hardy (véase [61, Cap. XVIII, pag.
752-758]).

Para obtener mas informacién acerca de la desigualdad de Hardy nos referimos al libro
clésico de Hardy-Littlewood-Polya, [82] y al articulo de Leray, [99]. Para una demostracién
en el caso p # 2 puede consultarse, por ejemplo, [70].

Es claro que si QNC R con 0 € Q, entonces a(z) = |z|72 € L, (Q) siy sélosir < &,
y ademads a(z) € M2 (), espacio de Marcinkiewicz que definiremos posteriormente con
detalle.

Es bien sabido que el valor % es critico para unicidad, acotacién, verificacién del

principio fuerte del maximo para el operador —A + a(x)I, etc.

Sea DV2(R™M) la complecién de C§°(R™) con respecto a la norma L? del gradiente. En-
tonces podemos interpretar la desigualdad de Hardy diciendo que la inclusién de D*2(RY)
en L? (RN ), con respecto al peso |x|~2 es continua, aunque no es una inclusién compacta.

De la desigualdad de Hardy enfatizamos dos hechos fundamentales que seran ttiles en
los andlisis posteriores.
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(i) La constante Ay es éptima, ademads es la misma para cualquier dominio Q acotado
conteniendo el origen.

(ii) La constante optimal Ay no se alcanza en el espacio de Sobolev W12(RY), ni tam-
poco en el espacio VVO1 2(Q) si 0 € . Es conocido también, como consecuencia de
la simetrizacion de Schwarz, que de alcanzarse los minimizantes deben ser radi-
ales. Ademds, las soluciones menos singulares dentro de este conjunto asociadas a la

. s _(N=2) , .
ecuacién de Euler son miltiplos de ug(x) = ||~ 2y estdn fuera del espacio de
energia.

Por consiguiente, desde el punto de vista de la teoria espectral de las ecuaciones elipti-
cas, la desigualdad de Hardy se interpreta como sigue.

Si se considera el problema de autovalores en un dominio Q@ C RY, N >3 con 0 € Q,

—Au = en (),

—= U

|z
u=20 en 01},

resulta que Ay es el infimo de los cocientes de Rayleigh y no se alcanza. Es decir, lo que

deberia ser el autovalor principal no es mas que el extremo inferior del espectro esencial.

* ok X

Anélisis del comportamiento de los problemas elipticos respecto al potencial de Hardy
pueden verse, por ejemplo, en [7], [8], [9], [12], [42], [44], [46], [70], [126] y en las referencias
contenidas en ellos.

Analisis del comportamiento de los problemas parabdlicos con respecto al potencial
de Hardy pueden verse, por ejemplo, en [3], [13], [21], [44], [58], [70] y en las referencias
contenidas en ellos.

Precisamente en [21] se obtiene el resultado siguiente.

Teorema de Baras-Goldstein. Consideremos el problema de valores iniciales con dato
frontera Dirichlet,

A
—u si eQCRN, N>3,t>0, \AeR,

ur — Au FE
(PL) u(r,0) =up(z) si x€Q, uy € L3(NQ),
u(z,t) =0 si x €09, t>0,

donde ) es un dominio tal que 0 € 2. Entonces:

(i) St A < A, el problema (PL) tiene solucion global tinica.

(ii) Si A > Ay el problema (PL) no tiene solucion local si ug > 0. Ademds, si v, es la
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solucion del problema truncado para n € N,

—}u si 2€QCRY, N>3,t>0, A\eR,
u(z,0) = up(z) si x€Q, up € L?,
u(z,t) =0 si x €09, t>0,
entonces lim vy (x,t) = oo, para todo (x,t) € Q x (0,00).
n—oo
A este comportamiento lo denominaremos explosion espectral instantdnea y completa.

Este comportamiento y los contenidos en las referencias ya anuncian las patologias que
el potencial de Hardy proporciona.

* kX

Los términos que son potencias de la incdgnita, cuando aparecen en el lado derecho
de la ecuacién, es bien sabido que representan términos de reacciéon. Por otra parte, los
términos dependientes del gradiente, cuando aparecen en el lado derecho, describen ciertos
problemas de crecimiento; mientras que si aparecen en el término de la izquierda, con
adecuada estructura, resultan como ecuaciones de Euler de funcionales del Caélculo de
Variaciones.

Nos interesa especialmente el problema,

ut—Au:|Vu\p+)\#+ f(z,t) en Qpr=Qx(0,7),

(P) U(l’,t) >0 en QT,
u(z,t) =0 en 00 x (0,7),
u(z,0) = ug(x) si oz €,

que es una aproximacién viscosa a la ecuacién de Hamilton-Jacobi. Por ejemplo, en el caso
A =0y p =2, este modelo aparece en la teoria fisica del crecimiento de rugosidades en
superficies por deposicién de particulas por gravedad, donde es conocido como modelo de
Kardar-Parisi-Zhang, véase [87]. Una modificacién del problema de Kardar-Parisi-Zhang
ha sido considerado por H. Berestycki, S. Kamin, G. Sivashinsky en [27], como un modelo
para la propagacion de llamas.

Tanto en el caso estacionario como en el de evolucién, si A = 0 y p = 2, un resultado
de no unicidad de soluciones positivas ha sido probado en los articulos [5] y [6], donde
los autores establecen la caracterizacion de todas las soluciones en relacion a medidas
concentradas en conjuntos de capacidad cero. Este fenémeno de no unicidad salvaje es
producido por el término |Vul?.

Para p > 1 general y A = 0, el modelo (P) se conoce como la ecuacién de Kardar-Parisi-
Zhang generalizada y fue introducido por Krug-Spohn en [92]. En este caso, encontramos
resultados de existencia de solucién para el problema de Cauchy, es decir, con Q@ =R, y
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para datos regulares iniciales ug, en [23] y [76]. Por tanto, el término en el gradiente tiene
una influencia notoria y no trivial en el comportamiento del problema.

Con los antecedentes descritos se motivan los puntos que centran la atencién en este
trabajo. Son los siguientes.

» Influencia del potencial de Hardy en problemas que tienen un término |Vu|?. Segin
se sumen o compitan obtendremos respectivamente un resultado de explosion o un
resultado de rotura de resonancia.

» Andlisis del fenémeno de rotura de resonancia observado para el potencial de Hardy
en potenciales més generales y en otras potencias |Vul|? para 1 < ¢ < 2.

= Estudio de la sumabilidad de soluciones de la ecuacién del calor respecto a la sumabil-
idad del término fuente. De hecho, nuestros resultados completan algunos resultados
clésicos.

» Andlisis de la potencia critica para la existencia de la ecuacion del calor semilineal
respecto a la perturbacién por un potencial de Hardy. La contrapartida eliptica de
este problema ha sido abordada en [46].

= Estudio de la potencia critica para determinar la existencia o la no existencia de un
término dependiente del gradiente cuando se perturba por un potencial de Hardy.
El caso eliptico fue abordado en [12].

Es oportuno notar que todas las potencias criticas y, por tanto optimales, dependen del
valor espectral \, que es el coeficiente del término |z|~2.

Descripcion del contenido de la Memoria

A continuacién, vamos a describir cuidadosamente cual es la estructura de la Memoria,
asi como los resultados maés relevantes que presentamos en ella.

Parte I: Problemas elipticos

Esta primera parte de la Memoria comienza con el estudio de la actuacién conjunta del

término no lineal de primer orden |Vu|? y el término de orden cero # En el Capitulo

1 abordamos los siguientes problemas:

U

|=[?

(Py) u >0 en )
u=20 en 0f2,

—Au = [Vul? = A +f en Q,
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donde Q C RY es un dominio abierto acotado, N > 3, 0 € Q, f es una funcién medible
positiva y A € R.

Cuando el gradiente se encuentra al lado derecho de la ecuacién,

u

—Au = |Vul* + AW

+fen Q u>0en Q wu=0 en 09,

demostraremos que para todo A > 0, no existe solucion ni siquiera en el sentido mas débil
posible. Este hecho resalta fuertemente la influencia del potencial de Hardy, puesto que
en su ausencia, el problema

—Au=|Vul?+f en Q u>0en Q u=0 en 99,

tiene solucién para un dato f adecuado (para mas detalles, véanse [18] y [81]). Ademds, si
reemplazamos el potencial de Hardy |x|~2 por un peso g € L™(Q) con m > %, existe A,
con 0 < A\g < A1(g), tal que para 0 < A < Ag, el problema tiene una solucién débil para
un dato f adecuado.

Como consecuencia de este resultado tan fuerte de no existencia, probamos ademas
que la interaccion del potencial de Hardy con el término cuadratico del gradiente produce
una explosién completa.

Por otro lado, cuando el gradiente aparece en el lado izquierdo de la ecuacion:

u

—Au+ |[Vul? =\ +fen Q, u>0en Q, u=0 en 09,

|z ?

demostraremos que si A > 0, entonces existe solucién para toda funcién f € L'(Q), f > 0,
sin ninguna restriccion en el tamano de A. De hecho, probaremos un resultado de existencia
general para una amplia clase de pesos a los que llamaremos pesos admisibles, entre los
que en particular se encuentra el potencial de Hardy.

La importancia de este resultado es el fuerte efecto regularizante del gradiente sobre
el potencial de Hardy, ya que en [42] se prueba que para todo A > 0, la ecuacién

—Au:)\#—kf(‘x) en QCRY, N>3 y 0€Q, (2)

no tiene en general solucién para una funcién positiva f € L1(Q).

Nota. Los resultados de este capitulo aparecen recogidos en [14].

* % *
Motivados por estos resultados, en el Capitulo 2, estudiamos el problema,
—Au+ |Vu|? = Ag(z)u+ f(z) en Q,

u >0 en (Q,
u=20 en 01},
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donde 1 < ¢ <2, f, g son funciones medibles positivas y {2 es un dominio acotado. Nuestro
objetivo sera encontrar hipétesis acerca de g con respecto a ¢ para las que el problema
tiene una solucién positiva, para todo A > 0 y toda f € L' tal que f > 0. En particular,
centramos nuestra atencién de nuevo en el potencial de Hardy g(z) = # y probamos que
las hipétesis obtenidas para g son optimales.

Notese que el efecto del término del gradiente es sorprendente, ya que en su ausencia,

el problema lineal
—Au=Ag(x)u+ f en Q,

u >0 en (),
u =0 en 0f2,

donde \;(g) es el j-ésimo valor propio asociado al peso g y ¢; es un vector propio asociado,
se comporta del modo siguiente:

(i) Si A < Ai(g), entonces existe una solucién débil positiva.

(ii) Si Ai(g) se alcanza y A = Xi(g), entonces existe una solucién positiva cuando

Jiy f1 dz = 0.

(iii) SiAj(g) < A < Aj41(g), entonces existen soluciones que necesariamente cambian de
signo, con lo que no existe ninguna solucién positiva.

Este resultado pone de manifiesto que el término |Vu|? en el lado izquierdo de la ecuacién,
es suficiente para romper cualquier efecto de resonancia del término lineal de orden cero

g(x)u.

Por otra parte, deducimos que si u es una solucién positiva del problema, entonces
u € Wol’p(Q), Vp < gqsiq> % yp< %, sig < % Comparéndolo con la regularidad
obtenida usando la teoria de soluciones renormalizadas, observamos que |Vu|? ejerce un
efecto regularizante siempre que ¢ > %

Ademids, en este capitulo extendemos los resultados anteriores a operadores mas ge-
nerales que el operador de Laplace y, de hecho, lo hacemos sin imponer condiciones de
positividad a la funcién f.

Nota. Los resultados de este capitulo aparecen recogidos en [2] y [15].

Parte II: Problemas Parabdlicos

En el Capitulo 3 estudiamos la existencia y sumabilidad de las soluciones de la
Ecuacion del Calor:

u—Au=f en Qpr=Qx(0,7),
u(z,t) =0 en 0Q x (0,7),
u(z,0) =0 en Q.
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De hecho, mostraremos que la sumabilidad de la solucién estd fuertemente relacionada con
la regularidad del dato f € L™(0,T; L4(2)), donde r,q € [1,400].

Sorprendentemente, en la literatura no estdn cubiertos todos los posibles casos de
regularidad para la funcién f. Nosotros mejoramos y completamos los resultados para
todos los posibles valores de r, ¢ € [1, +00].

Nota. Los resultados de este capitulo han sido enviados para su publicacién (véase [43]).
* * *
Una vez estudiada la ecuacién del calor, analizamos cémo influye en ella la presen-

cia del potencial de Hardy con términos semilineales. Concretamente, en el Capitulo 4
consideramos el siguiente problema:

ut—Au:/\l—i-up—Ff en Qr,

|z
u(x, t) >0 en {r,
u(z,t) =0 en 00 x (0,7),
u(z,0) = up(z) en x €,

donde p > 1y up(x) >0, f > 0 son funciones medibles de una clase adecuada.

La principal diferencia con respecto a la ecuacién del calor, es la existencia de un
exponente critico p4(\) tal que:

(i) Para p > p4+()), no hay solucién positiva para ningtin dato f no trivial.

(ii) Para p < p4+(A) demostramos la existencia de soluciones positivas bajo condiciones
adicionales que deben cumplir los datos f y uyg.

Por otra parte, analizamos también el problema de Cauchy para © = R en el caso
p < p+(A) y obtenemos un exponente de tipo Fujita que depende de A y que es mayor
que el correspondiente a la ecuacién del calor que se obtiene para A = (. Nétese que esto
es razonable ya que las soluciones para A > 0 son supersoluciones de la ecuacién del calor
que se obtiene para A = 0.

Nota. Los resultados de este capitulo han sido enviados para su publicacién (véase [16]).
I
En el Capitulo 5, continuamos estudiando la influencia conjunta que ejercen en la

ecuacién del calor el potencial de Hardy y una potencia del gradiente en el lado derecho
de la ecuacién. Con mas precision, buscamos resultados de existencia y no existencia de



10 Introduccion

soluciones positivas para el siguiente problema parabdlico:

ut—Au:|Vu\p+)\#+ flx,t) en Qr=Qx(0,7),
u(z,t) >0 en Qp,
u(z,t) =0 en 00 x (0,7),
u(z,0) = up(x) sioz e,

donde Q € RY es un dominio abierto acotado con N >3,0€Q, p>1y A > 0.

Los resultados que obtenemos ponen de manifiesto profundas diferencias con respecto
a la ecuacién del calor, que corresponde al valor A = 0, con una potencia del gradiente
p > 1. Notese que

(i) Si A > 0, existe un exponente critico g4 () tal que para p > ¢+ (\) no hay solucién
para ningiin dato inicial no trivial. Sin embargo, para A = 0, bajo ciertas hipdtesis
en el dato inicial, se mantiene un resultado de existencia global para todo p > 1.

(ii) Si A > 0, en el problema de Cauchy para 2 = RY, existe un exponente de tipo Fujita
Fy(A) < g4(N) tal que si 1 < p < Fy(A), toda solucién explota en tiempo finito. Sin
embargo, para A = 0, existe solucién para dato no trivial.

Nota. Los resultados de este capitulo estdan recogidos en la prepublicacién [17], que serd someti-
da de inmediato a publicacién.

Preliminares

A continuacion, presentamos algunos resultados previos, que pueden considerarse clasicos
y que usaremos a lo largo de toda la Memoria. Para evitar que la exposicion se extienda
excesivamente, omitiremos los detalles de las demostraciones de muchos de los resultados
y métodos introducidos. No obstante, propondremos para cada uno de ellos, una referencia
precisa en la que aparezcan demostrados con todo detalle.

(A) Desigualdades de interpolacién

Denotamos por D}Y’p (©2) al espacio de Sobolev con peso, definido como el cierre de
C> () con respecto a la siguiente norma:

1/p
16l = ( [or= ’V¢|p)|9€|_mdm> |

. 1 . .
Asfmismo, denotamos por Dy () al cierre de Cg° (€2) con respecto a esta misma norma.

De hecho, usando una desigualdad de tipo Poincaré, podemos definir Dé:g(Q) como el
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cierre de C§°(€2) con respecto a la norma LP del gradiente con un peso:

1/p
Hmm7=<ﬂvamu|mm) |

Por otra parte, definimos el espacio de Marcinkiewicz MP(2) como sigue:
MP(Q) = {f : Q@ — R medibles: d¢ > 0 tal que p{x : |f(z)] > k} < k—cp, Vk > 0}. (3)
Dicho espacio es un espacio de Banach con respecto a la norma

1 ey = inf {e> 0z uflf1 >k} < (5)" }-
Noétese que si €2 es un dominio acotado, se cumple que
LP(Q) C MP(Q) C LP74(Q)
para todo € € (0,p — 1] y ademas las inclusiones anteriores son continuas.

A continuacién, introduciremos las siguientes desigualdades de interpolaciéon de Ga-
gliardo-Nirenberg que se usaran de forma esencial a lo largo de toda la Memoria.

Lema 0.0.1 Sea v una funcion en Wol’h(Q) NLP(Q), con h > 1y p>1. Entonces existe
una constante positiva C1, que depende sdélo de N, h y p, tal que
0 1-6
ol < CVUI g 01555, (1)

para cada par de exponentes n, 0 que satisfacen

1 1 1 1-6
0<0<1, 1<y<+o0 y :9<)+,
n
Demostracion. Véase [110, Lecture II]. "

Por otra parte, entre los resultados que necesitaremos estan las siguientes desigualdades
demostradas por Caffarelli-Kohn-Nirenberg en [53].

Proposicién 0.0.2 (Caffarelli-Kohn-Nirenberg) Sean N > 3 y r,v y 3 constantes
reales tales que

p>1, r>0, y —-—— > 0.

1 ~ 1
p N’ r

_B
N
Entonces existe una constante positiva C tal que para cualquier u € CSO(RN) se tiene

=l

vy < Cllll 1Vl || L gy

sty solo st
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No es casualidad que el resultado anterior, que no es otra cosa que un teorema de
interpolacién de tipo Gagliardo-Nirenberg con pesos, aparezca como una herramienta de
trabajo en un articulo magistral [52] de Caffarelli-Kohn-Nirenberg sobre algunos problemas
que Leray dejé abiertos para las ecuaciones de Navier-Stokes. De las desigualdades de
Caffarelli-Kohn-Nirenberg se obtienen como casos particulares las siguientes desigualdades
de Sobolev y Hardy-Sobolev para los espacios Dég(ﬂ)

Teorema 0.0.3 (Desigualdad de Sobolev) Sea u € Dég(Q) Entonces existe una cons-
tante positiva S = C(N,p,~) tal que

. . 1/p* 1/p
S( [ e Wd:c) < ( / Wumxr%) , (5)
0 0

donde p* = A’,’—J_Vp.
Notese que para v = 0 obtenemos la desigualdad de Sobolev clésica.

Teorema 0.0.4 (Desigualdad de Hardy-Sobolev) Sean 1 < p < N y —c0 < v <
%. Entonces para todo u € Dé:g(Q) se cumple que

Plp|~PO+D gy < AL / Vul?|z|Pd
[ a0 ar < a5, [ valelas,

_ p
donde AN,p,'y: <]Vp(7_|_1)> . (6)

b

Ademds, la constante A]_ley es optima y no llega a alcanzarse en Dé:g(Q) (véase [53]).

Notese que para el caso particular de p = 2 y v = 0, obtenemos la desigualdad clésica
de Hardy:

Desigualdad de Hardy. Sea u € DV2(RY). Entonces ﬁ € L*(RY) y ademds

2
AN/ ’“deg/ |Vu|?dz,
RN |Z] RN

donde la constante Ay = (%)2 es optima y no se alcanza.

Como consecuencia de las desigualdades de interpolacién se obtienen los siguientes
resultados.

Lema 0.0.5 Sea v € L"(0,T; Wolh(Q)) N L>(0,T; LP(RY)). Entonces

/ W] < Clloll oo rstr) / Vol
Q Q

_ h(N+p)
dondeth,leya—Tp
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Demostracion. Véase [62, Prop. 3.1]). "

Para el caso h = 2, tenemos lo siguiente:

Lema 0.0.6 Sea v una funcién en L?(0,T; H3 ())NL>®(0,T; LP(S2)), con p > 1. Entonces
v pertenece a L™(Q), con m = 2%.

Lema 0.0.7 Sea v € V2(Q). Entonces, v € L%(0,T; L"(Q)) para cada n € [2,2*] y § =
4n
N(n-2)"

Demostmcio’n Consideramos la desigualdad (4) con h = p = 2. Entonces, tenemos que

% = % — « para cada ¢ € [0,1] fijo. Elevando a la potencia 6 = § = % e integrando

en la Varlable temporal, deducimos que

T 5 T
(/ 06 dt) s(o | 1w 9”)
0 0
1 T 3
< CH ol g ey ([ 190l80r)

de donde se sigue el enunciado teniendo en cuenta como hemos definido 4. [

=

(B) Desigualdades de Harnack

Siguiendo la terminologia de [83], recordamos que los pesos w-(z) = |z|7P7 son admisi-
bles en el sentido de que cualquier solucién variacional positiva de la ecuacién homogénea

—div (|z| 7P| VuP2Vu) = 0

satisface la desigualdad de Harnack cldsica. Con més precision, si u es una solucién débil
positiva de la ecuacién

—div (|z| 7P| VuP2Vu) =0 en ,

entonces para cualquier B,(x¢) CC  existe una constante positiva C' que depende tinica-
mente de p, N, py 7, tal que
sup v < C inf wu.
Bp(x0) By(z0)
Nos referimos a [64] y a [83] para obtener una discusién completa acerca de las propiedades
de pesos admisibles y la demostracion de la desigualdad de Harnack.

Por otro lado, nétese que también se verifica la desigualdad de Harnack débil para las
supersoluciones positivas que no son necesariamente acotadas.
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Teorema 0.0.8 (Desigualdad de Harnack eliptica) Sean u € (D}Y’p Noc () una su-
persolucion débil no negativa del problema

—div (|z|7"|Vul[P™2Vu) =0 en By, CC Q. (7)

yq>0tal que0<qg<r(p—1), dondel < k= %. Entonces

1 1/q
(M(B)/B uq|:v|_mdac> < Cigfu, (8)

donde pu(C) = [ dp para C C RN, dy = |z|™"Ydx y C = C(r,N,p,q).

Para su demostracién nos referimos, por ejemplo, a [83, pag. 74] o [105].

* kX

En el caso parabdlico la desigualdad de Harnack es también una herramienta impor-
tante. Sea R el rectdangulo R = B,(xg) x (to — B,to + ) C 2 x (0,7),0 < f < to.
Consideramos la ecuacién del calor,

(EC) ug—Au=0 en R.

Decimos que v € L2((0,7); WH2(2))NC([0, T]; L' (£2)) es solucién de energfa de la ecuacién

(EC) si
//vtu—i-//VquO

para toda v € L2((0,T); WO1 2(Q)) N C([0,T); LY(Q)). Denotamos por sup, inf el supremo
y el infimo esenciales respectivamente.

Teorema 0.0.9 (Desigualdad de Harnack parabdlica) Sea u solucion de energia po-
sitiva de la ecuacion (EC), entonces existe C' = C(N, p,to, 3) tal que

supu < C'inf u, 9)
R— Rt

donde R~ = BP/Q(:IZ()) X (to — %ﬂ,to — 1,8), Rt = Bp/g(xo) X (t() + iﬂ,to + ﬂ)

Para la demostracion de la desigualdad de Harnack parabdlica nos referimos al articulo
clasico de J. Moser [107] y para ecuaciones parabdlicas con peso a los articulos [54] y [80].

Como en el caso eliptico serd util la siguiente desigualdad de Harnack débil, aplicable
a supersoluciones no negativas incluso no acotadas.

Teorema 0.0.10 Sea u € L2((0,T); WH2(Q)) n C([0,T]; LY()), u > 0, una una super-
solucion de (EC), entonces existe C = C(N, p,to, ) tal que

J

, 3 1
ulw,t)de < C infu, Ve (to— 8.0~ 78).

5(500)

Ademds

// u(z, t)dzdt < C infu. (10)
Rt
ol
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(C) Estudio local de problemas lineales con el potencial de Hardy

Consideremos el siguiente problema homogéneo con el potencial de Hardy:

u

—Au— \—
RERPTE

=0 en RY. (11)
Se verifica que |z|~* y |z|~*2 son las soluciones radiales, donde

N —2 N —2\2 N -2 N —2\2
a=""(F5) Ay e=mmn(Fg) A @)

2

son las raices de la ecuaciéon a® — (N — 2)a + A = 0. Obsérvese que |z|~! es la menos

singular de las dos soluciones.

Las supersoluciones de este problema homogéneo no estan acotadas en un entorno del
origen. En particular, verifican la siguiente propiedad que nos permite conocer cémo es (al
menos) su singularidad cuando nos acercamos al cero.

Lema 0.0.11 Sea u una funcién no negativa definida en Q tal que u # 0, u € L () y

loc
# € LL (). Supongamos que u satisface

—Au — /\# >0 enD(Q) con A< Ay.

Entonces para cada bola Br(0) C Q, existe una constante positiva C tal que u(z) > Clz|~*
en Bgr(0).

Demostracion. En primer lugar, afirmamos que existe 7 > 0 tal que v > 1 en una bola
suficientemente pequena B,.(2), con r > 0. En efecto, consideramos un dominio regular
) CC , entorno del cero, tal que u = 0 en ;.

Denotamos w la solucién del problema

—Aw = )\ﬁ en Qq,

w=0 en 0.

(13)

Como )\ﬁ € L'(Q4), la existencia y la unicidad de w se siguen facilmente usando la

teorfa cldsica L' para la ecuacién de Laplace (véase [124, Thm. 4.4., pg. 216] y [60, Thm.
3.1, pag. 760] para algunas extensiones a datos medidas). Usando el principio fuerte del
méximo, concluimos que existe n > 0 tal que w > n en B,(0) CC Q1. Como u es una
supersolucién del problema (13), entonces v > w y se tiene la afirmacién.

Proseguimos la demostracién fijando R > 0 y considerando w € W12(Bg(0)), la tnica
solucién de

w
—Aw—)\W:() en Bgr(0),

w=mn en 0Bg(0).



16 Introduccion

Mediante un célculo elemental con la ecuacién radial, se sigue facilmente que w(r) = Cr=!

en la bola Bg(0), donde C' = 25

Para concluir, basta aplicar el principio de comparacion débil (véase [46]) y se tiene
que u > w en Br(0), con lo que u > C|z|~*! en Bg(0). "

De la misma forma, conocemos el comportamiento de las supersoluciones de la ecuacién
parabdlica homogénea:
u
ut—Au—)\j:O en RV,
||

Lema 0.0.12 Sea u una funcion no negativa definida en Q) tal que u Z 0, u € L}OC(QT)

Yp € LL (Qr). Supongamos que u satisface

ut—Au—)\LZO en D'(Qr) con X< Ay.

Entonces para cada cilindro B, (0)x (t1,t2) CC Qr, existe una constante C = C(N,r,t1,12)
tal que u > Clz|~* en B,(0) x (t1,t2).

Demostracion. Como u Z 0, entonces por el principio fuerte del maximo para la ecuacién

del calor, se sigue que para cada cilindro B, (0) x (11, T»), existe n > 0 tal que u >n > 0

en Bn (O) X (Tl,TQ).

Sea w € L2((Ty,Ty); WH2(B,,(0))) la tinica solucién positiva del problema

v

|z
w=mn en 0B, (0)x (T1,Ty), (14)

w(z, 1) =0 en B, (0).

wt—Aw—/\ =0 en Brl(O) X (Tl,TQ),

Estd claro que w > 0 en B, (0) x (T1,T3). Probamos que
w(z,t) > Clz|~* en By (0) x (t1,t2) CC By, (0) x (11, T»).
En efecto, definimos v(z,t) = |z|* w(x,t). Como w € L?((Ty, T); W 2(B,,(0))), entonces
v e L*((Ty, Ta); W (B, (0)) N C((Th, Ta); L2, (B, (0))),

donde L2 (By,(0)) y W& (B,, (0)) son los espacios pesados de Lebesgue y Sobolev definidos
como la complecién de C§°(B,, (0)) dotada con las normas

o3, = [ JofPlal 2 d
T

By, (0)

0o = [ Pl e s [ 9ol

1(0) Bry (
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Noétese que ademds v resuelve

’x‘*zalvt _ le (‘x’fQO‘lV’U) — 0 en B'f"l (0) X (T17T2)7
v = 777“(111 en 337»1 (O) X (T17T2)7 (15)
v(z,T1) =0 en By, (0).

Como v estd en el correspondiente espacio de energia y el peso |z|72* estd en la clase
de Muckenhoupt (véanse por ejemplo [73] y [77] para més detalles acerca de los pesos
Ap), podemos aplicar la desigualdad de Harnack obtenida en [80] (véase también [54])
y concluir que v > C en B,(0) x (t1,t2) CC By, (0) x (T1,T3). Por tanto, w(x,t) >
Clz|~® en B, (0) x (t1,t2).

Finalmente, como u es una supersolucién del problema (14), usando el principio de com-
paracion débil, concluimos que u > w en B, (0) x (T1,T5), luego v > Clz|~* en B,(0) X
(tl, tg) . ]

(D) Algunas desigualdades diferenciales y numéricas

En lo que sigue serd til la extension de la siguiente observacién debida a Picone en
[115] a espacios de Sobolev.

Lema 0.0.13 Sean v > 0,u > 0 dos funciones diferenciables. Entonces
u2
Vuf? > v(—)vu. (16)
v

Una version integral del Lema 0.0.13 es la siguiente.

Teorema 0.0.14 Sean u € Wol’p(Q), v € Wol’p(Q), tales que —Av = v, donde v es una
medida de Radon positiva y acotada, v =10 en 0Q y v =2 0. Entonces,

/]Vu\deZ/ _vAvlu\de. (17)
Q Q

Observemos que si se considera el problema de autovalores
—A¢1 = Mp(x)é1,
¢1 > 0 €n Q7
$1=0 en 09,

donde p > 0y p € L"(2) para algin r > N/2, entonces si v := ¢; en el Teorema 0.0.14,
la desigualdad de Picone se traduce en

)\1/ uzp(aﬁ)dxg/ |Vu|*dz,
Q Q
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que es la desigualdad de Poincaré con el peso p.

Este tipo de problemas de autovalores esta en el origen de la identidad clésica de
Picone. Es decir, la desigualdad de Picone también esta profundamente relacionada con las
ecuaciones elipticas de segundo orden y con las desigualdades que relacionan las funciones
con sus gradientes.

Teorema 0.0.15 (Desigualdad parabdlica de Kato) Sean Q un subconjunto abierto
de RN, Qr = Q x (0,T) y p una funcién acotada no decreciente y continua salvo en un
numero finito de saltos. Consideramos la funcion P : R — R definida por

Sea u € Li, . (Qr) con uy — Au € Li (Qr). Entonces se cumple que

OP(u)
ot

En particular, para p(u) = sign(u), se tiene que

0|ul
— <
p Alu| < (

du

— 1 !
T Au)mgn(u) en D'(Qr),

y para p(u) = sign™t (u) obtenemos

ou™ n du
PR < _ o + / .
Y Au™ < <8t Au) sign™(u) en D'(Qp)

Demostracién. La demostracién de este teorema se encuentra en [113, Appendix]. Sin
embargo, la incluimos a continuacién con todo detalle, para la conveniencia del lector.
Como p es una funcién no decreciente se concluye facilmente que P es una funcién convexa.
Distinguimos dos casos:

Caso I: Funciones regulares. Supongamos en primer lugar que u y p son funciones
suaves en las hipotesis del teorema y sea P(u) = [;' p(s) ds. Inmediatamente se sigue que

Pi(u) — AP(u) = p(u)(uy — Au) — p'(u)|Vul? < p(u)(us — Au).

Caso II: Funciones no regulares. Supongamos ahora que u y p son funciones arbitrarias
no necesariamente suaves. Comenzamos aproximandolas mediante funciones regulares p,
v u, tales que

e P ¥ un o en Lige(Or),

Como consecuencia del Caso I, deducimos que

OP:(uy)

T - APe(Un) < (8811: - AUn) pe(un)' (18)
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Tomando ahora 0 < ¢ € D(27) como funcién test en la desigualdad previa (18), tenemos

que
/ (E)PE(uH) — APg(un)> pdxdt < / <8un — Aun> Pe(un,) dx dt.
QOr ot ap \ Ot

Noétese que

/QT (81388%0 — APE(Un)> pdrdt = /QT <aaf — Ago) P-(uy) dz dt.

Usando el hecho que p es una funcién acotada, el teorema de la convergencia dominada y
haciendo tender n — oo, obtenemos que

/QT <51?;t(u) _ APE(u)) odzdt < /QT <g§t — Au> pe () daz dt.

Finalmente, tomando limites cuando ¢ tiende a cero, concluimos que

/QT <81;iU) _ AP(U)) odzdt < /QT (gj — Au> p(uw)p dz dt,

con lo que termina la demostracion. n

El siguiente lema de Stampacchia, [125], ser 1til para obtener resultados de acotacion.

Lema 0.0.16 Sea ¢ una funcion real, no negativa y no creciente que verifica

o(h) < (h_ck)é (P(K)” Vh>k > ko, (19)

con C' y § constantes positivas y v > 1 . Entonces existe una constante positiva d tal que
o(ko +d) = 0.

(E) Definicién de capacidad

(0.0.17) p-capacidad y casicontinuidad. Para p > 1, se define la p-capacidad de un
conjunto compacto K de 2 como

cap,(K) = inf {/ |\VulPdr : vwe C®(Q), u> XK}, (20)
Q

donde x g denota la funcién caracteristica de K y capp((l)) = oo por convenio. Esta defini-
cién puede ser extendida a subconjuntos abiertos A y borelianos B de §2 del modo siquiente:

cap,(A) = sup {capp(K) : KCA K compacto},
cap,(B) = inf {cap,(A) : B C A, A abierto}.
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Recordamos a continuacién que una funciéon u se dice casicontinua con respecto a la
cap,, si para cada € > 0 existe un conjunto F C € tal que capp(E) < € y u es continua en

2\ E. Es bien conocido que cada funcién u € I/VO1 P(Q)) admite un tnico representante u

. . 1 . e s~ . .
que es cap,,-casicontinuo en Wy P(Q), es decir, una funcién @ que es igual a u en casi todo
punto de 2 y que es cap,-casicontinuo. Como consecuencia de este resultado, se prueba

que para u € VVO1 (), con representante cap,-casicontinuo ,
cap,(B) = inf {/ |[VulPdx : u € Wol’p(Q), u > xp en c.t.p. de Q}
Q

Para obtener un estudio mas detallado acerca de la capacidad, puede consultarse por
ejemplo [105].

(F) Algunas funciones test standard

Una herramienta sistematicamente utilizada a lo largo de toda la Memoria, es la funcién
de truncamiento.

Dada una funcién medible u, definimos su k-truncamiento del modo siguiente.

u sl ul <k,
Ti(w) = ks lul > k.
|ul
k-
T (u)
k-

Siue Wol’p(ﬂ) entonces para todo k > 0 se tiene que Tj(u) € Wol’p(ﬂ) (véase [83, Thm
1.18]).

A partir de Ty (u), construimos también Gg(s) = s — Tx(s) y vr—1(s) = T1(Gr—1(s)):
0 si|s| < (k—1),

0 si |s] <k,
Gr(s) = ) ol < or-1(8) =< s—(k—1) si k—1<|s| <k,
s—k si|s| >k, ) sl >k
si|s| > k,
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Gi(s)

Pr-1(s) = T1(Gr-1(s)) 14 ﬁ
Tk k-1 &
14

de tal forma que,

0 si|s|<k-—1,
Vor—1(s) =< 1 si k—1<]|s| <k,
0 si|s|>k.

0 si|s| <k,
1 si|s|>k

VGi(s) = {
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Capitulo 1

Potencial de Hardy y crecimiento
cuadratico en el gradiente

1. Introduccién

A lo largo de este primer capitulo, vamos a considerar los siguientes problemas:

—AuE|VuZ=A——+f en Q
|=[?
(Py) u >0 en (),
u=20 en 0f2,

donde Q C RY es un dominio abierto acotado, N > 3,0 € Q y A € R. La funcién f es
medible, positiva y satisface ciertas hipétesis de sumabilidad que especificaremos en cada
caso.

Estas ecuaciones pueden ser entendidas como la parte estacionaria de varios modelos
matematicos. Ejemplos significativos son las aproximaciones viscosas

ug — eAu £ |Vul? =0

de las ecuaciones de tipo Hamilton—Jacobi de teoria de control estocéstico (véase [97] y
[104]).

Las mismas ecuaciones parabdlicas aparecen en la teoria fisica del crecimiento de ru-
gosidades por deposicién de materiales en las superficies y son conocidas como ecuaciones
de Kardar—Parisi-Zhang (véase [87]). También aparece en algunos modelos de propagacién
de llamas (véase por ejemplo [27]).

Presuponiendo e* € VVO1 ’Q(Q), el clasico cambio de variables v = e* — 1, conecta el
problema,
—Au=|Vul? + f(z),  ueWy*(Q),

con el estudio de soluciones positivas de las ecuaciones de Schrédinger (constltese el re-
ciente articulo [116] para tener una lista de referencias sobre este interesante problema).

A lo largo de las ultimas décadas se han estudiado extensamente las ecuaciones de la
forma (P1) con A = 0. Existen ya resultados relativos a dichas ecuaciones en referencias
clésicas como [94] y [100]. También pueden consultarse este tipo de resultados en trabajos
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posteriores como son, por ejemplo, [5], [18], [37], [38], [39], [66], [81] y las referencias que
aparecen recogidas en ellos. Para el caso A = 0, en [81] se prueba que bajo ciertas hipdtesis
acerca del dato f, hay solucién en presencia del término fuente |Vu[P con signo menos,
para todo p > 2L (véase también [18]). Cuando |Vu|? aparece con signo mds en (Py) y

A = 0, entonces se tiene el resultado de existencia [35].

También es muy extensa la literatura acerca de problemas relacionados con el potencial
de Hardy sin el término cuadrético en el gradiente; sefialamos por ejemplo los trabajos
[42], [44] y [46]. Otros resultados, enunciados en un marco mas general, son [8] y [9].

Los resultados mas relevantes de este capitulo hacen referencia al estudio de la ac-
tuacién conjunta del término no lineal de primer orden |Vu|? y el término de orden cero
u

B Con mas precisién, los principales resultados son los siguientes:

(1) Término de competicion cuadrdtico en el gradiente, es decir,

U
—Au:|Vu]2+)\W+f en 0, u>0 en 2, wu=0en O
x
Probaremos que para todo A > 0, no existe solucién al problema anterior en el
sentido mas débil posible. Como consecuencia de este resultado tan fuerte de no
existencia, probaremos ademds que la interaccion del potencial de Hardy con el
término cuadratico del gradiente, produce una explosion completa.

Este hecho resalta fuertemente la influencia del potencial de Hardy, puesto que en
su ausencia, el problema

—Au=|VuP+f enQ, u>0enQ u=0 en 09,

tiene solucién para un dato f adecuado (para mas detalles véanse [18] y [81]).
Ademss, si reemplazamos el potencial de Hardy |z|~2 por un peso g € L™() con
m > %, existe \g, con 0 < Ag < A1(g) tal que para 0 < A\ < Ay, el problema tiene
una solucién débil para un dato f adecuado.

(2) Término de cooperacion cuadrdtico en el gradiente, es decir,
u

—Au+ |Vul? = )\‘x|2

+f enQ, u>0enQ, uwu=0 en ON.

Demostraremos que si A > 0, entonces existe solucién para toda funcién f € L'(€),
f >0, sin ninguna restriccion en el tamano de A. De hecho, probamos un resultado
de existencia general para una amplia clase de pesos a los que llamaremos pesos
admisibles, entre los que en particular se encuentra el potencial de Hardy.

La importancia de este resultado es el fuerte efecto regularizante del gradiente sobre
el potencial de Hardy, ya que en [42] se prueba que para todo A > 0, la ecuacién

—Au:)\ﬁ—i—f(x) en QCRY, N>3 y 0€Q, (1.1)

no tiene en general solucién para una funcién positiva f € L'(£).
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Para simplificar la escritura, a lo largo de este capitulo escribiremos u,, — u débilmente

en W'I}JCQ(Q) para referirnos al hecho de que u, — u débilmente en W2(QY’) para todo

Q' ccq.

Referencia. Los resultados de este capitulo aparecen recogidos en [14].

2. Término de competiciéon cuadratico en el gradiente

Consideramos el problema:

—Au = |Vul? + Ao f en Q,
|z
u >0 en {2, (1.2)
u=20 en 0f},

con A > 0 y una funcién positiva f € L}(Q).

En primer lugar, precisamos el concepto de soluciéon que usaremos a lo largo de es-
ta seccién. La idea es elegir condiciones minimas necesarias para que la ecuacion tenga
significado en el sentido de las distribuciones, es decir, en el sentido més débil posible.

Definicién 1.2.1 Decimos que u € Li. .(Q) es una supersolucidn (resp. subsolucién) muy

débil del problema (1.2) si lul e LL (), [Vul? € LL .(Q) y para toda ¢ € C§°(R) tal que

|z[*

¢ > 0, se cumple que

(resp. <)
u

/Q(—Aqb)udx > /Q(|Vu\2+)\|$‘2+f>¢>dx.

Si u es una super y subsolucién, entonces diremos que u es una solucion muy débil.

2.1. No existencia

Antes de analizar la influencia del potencial de Hardy en el modelo con el gradiente al
lado derecho de la ecuacién, analizamos este problema en presencia de un peso mas regular.
Recordemos que el potencial de Hardy =5, pertenece al espacio de Lebesgue L™(f) para

||

m < % En particular, con la definicién vista en (3) en la Introduccién, se cumple que

1
|=[2

g(z) en L™(2), con m > &, tenemos

eM %(Q) Si reemplazamos en el problema (1.2), el potencial de Hardy por un peso

—Au = |Vu> + \g(zx)u+ f en Q,
u >0 en §,
u=20 en Of).
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Realizando el clésico cambio de Hopf-Cole, v = e* — 1, (véanse [90] y [63, pag. 194 ]),
pasamos al siguiente problema equivalente

—Av=Ag(z)(v+1)log(v+1)+ f(v+1) en Q,
v>0 en (),
v=20 en Of).

Sea G(v) = (”*21)2 (log(v + 1) — 1) una primitiva de la funcién (v + 1)log(v + 1). Entonces

el correspondiente funcional de energia asociado, que esta bien definido en VVO1 ’2(9), viene
dado por

T(v) = 1/ IVo[? dz — A/ ()G (v) dw—l/ Fo+ 1) da.
2 Ja Q 2 Ja
Obsérvese que
(v+1Dlogv+1) < (v+ 1D+ Ce)(v+1), Ve>0,

con lo que el funcional de energia asociado verifica
1 A
J(w) > / Vol d — /g(m)(v—i— 1)2+ do
2 Ja 2 Jo

—AC(e) /Qg(x)(v +1)2da — ;/Qf(v +1)2 da

Para demostrar la existencia de una solucién, se usa un argumento de sub-supersolucién
(véanse los detalles en [5, Prop. 3.1]).

Concluimos por tanto que existe A\g con 0 < A9 < A1(g) y tal que para 0 < A < Ao
el problema equivalente tiene una solucién débil para un dato f adecuado, es decir, f €
L (Q),r > % y tiene norma suficientemente pequena.

Sin embargo, al considerar el problema de reaccién con el potencial de Hardy y realizar
el cambio de Hopf—Cole, pasamos al siguiente problema equivalente

v+ 1)log(v+1)
|z[?

v >0 en (),

v=_0 en Of),

—Av:)\(

+ f(v+1) en

con funcional de energia
1
J(v) = / |Vv|2dx—)\/ G(? d;v—/ f(v+1)?dz.
2 Ja o |zl Q

Como ﬁ € L™(9), donde m < %, no tenemos control del segundo término y no podemos

aplicar métodos variacionales. Ademas, Brezis-Cabré comprueban que el problema anterior
no tiene solucién positiva en el sentido de distribuciones (constltese [44]).

Demostramos a continuacién un resultado de no existencia muy fuerte. Con mas pre-
cisién, no existe solucién al problema (1.2) en el sentido mas débil posible.
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Teorema 1.2.2 Sea A > 0 y f una funcidn positiva, entonces el problema (1.2) no tiene
supersolucion muy débil positiva.

Demostracion. Argumentamos por reduccién al absurdo. Supongamos que u es una su-
persolucién muy débil de (1.2). Distinguimos dos casos:

. N2 . . .
Casol: Si0< A< (%) , entonces como w es una supersolucién positiva, en particular
se tiene que

—Au — )\i >0
||

y por tanto, conocemos su comportamiento en un entorno del origen. Sabemos que para
cada bola Br(0) C €, existe una constante C' > 0 tal que u(z) > C|z|~* en Br(0) (véase
el Lema 0.0.11). Consideramos ¢ € C5°(Bg(0)) y usando |¢|? como funcién test en (1.2)
obtenemos que

2
)\/ “"@ do < 2/ (6Vu, Vo) dx—/ ¢2|vu\2dx</ Vo2 da.
Br(0) || Br(0) Br(0) Br(0)

Sustituyendo la singularidad de la u en Bg(0),

2
CA/ O e g/ Vo> dx, Vo € C5°(Br(0)). (1.3)
B Br(0)

n(0) |22

Como 2+aj > 2, entonces (1.3) contradice la desigualdad de Hardy ??, con lo que termina
la prueba de este caso.

. N2 . .
Caso II: Si A > (%) , el resultado es una consecuencia del caso anterior puesto que u
es una supersolucién muy débil de

“Au = |Vul? + AO# +fi en Q

u>0 en (), (1.4)
u=0 en 012,
donde fl(a?):()\—)\o)#+fyo<)‘0<%' "

2.2. Explosion de las soluciones de los problemas aproximados

Como consecuencia del resultado 1.2.2 de no existencia, se produce una explosién de
las soluciones de los problemas aproximados. Consideramos para cada n € N, el problema
—Auy = |Vug|> + Aap(2)u, + f en Q,

U, >0 en €, (1.5)
Uy =0 en 012,
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donde f 2 0, A < Ay y an(x)

Hardy es también vélido).

= mz% (cualquier otro truncamiento del potencial de

n

Sin pérdida de generalidad, mediante un argumento de aproximacién, podemos con-
siderar que nos encontramos en el mejor de los casos, es decir, que f € L®(Q) y que
A es pequeno. Para pesos regulares podemos encontrar soluciones. Sin embargo, vamos
a demostrar que todas las soluciones de estos problemas aproximados explotan en cada
punto del dominio. Como la unicidad de solucién de (1.5) en general no es cierta, hay que
probar la explosion de las soluciones minimales. Antes de esto, necesitamos introducir el
siguiente lema.

Lema 1.2.3 Sea f > 0, f € L>®(Q2) y A\ < Ay. Entonces el problema (1.5) tiene una
solucion minimal.

Demostracion. Sea w, una solucién de (1.5). Para cada n € N, consideramos
v € WO1 2(Q) N L>®(Q) la solucién del problema

( —Avg = Aay(x)vo + f,
|V’Uk’2
—Av, = Aap ()1 + —————— + en €,
k () vk—1 1+ 1[Vog? f
v > 0 en (),
v =0 en Of).

Usando el Lema de comparacién de Alaa—Pierre recogido en [18] (véase también [12, Lem-
ma 3.4]), se obtiene vy < vgp41 y v < w, que para cada n € N. Por tanto, existe una
funcién u, € I/VO1 ’2(Q) que satisface u, = limy_oc vr < wy,. Aplicando ahora el mismo
argumento usado en [35], concluimos que w,, es una solucién minimal del problema (1.5).

"

A continuacion, probamos el siguiente resultado de explosion para las soluciones min-
imales de los problemas aproximados y por tanto, para todas las soluciones.

Teorema 1.2.4 Sea u, € W01’2(Q) la solucion minimal del problema (1.5) para cada
n € N. Entonces, se cumple que

Un($0) —— 00 Vo €.
n—00

Demostracion. Si un, y un41 son las soluciones minimales de los correspondientes proble-
mas (1.5), entonces siguiendo el mismo argumento de comparacién de [18], concluimos que
Up < Upt1-

Demostramos la explosién puntual mediante un argumento de reducciéon al absurdo.
Supongamos que u,(zg) — C < oo para algin xg € Q. Por la desigualdad de Harnack
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obtenida en [44], sabemos que existe una constante positiva estructural C’ = C’'(2) tal
que

un(z0) > C' 8(x0) /Q (An (@)t + [V |® + f) () da, (1.6)

con §(z) = dist(x, 0€). Como consecuencia de (1.6) y de la monotonia de la sucesion {uy },

deducimos que
u

an(z)uyn / e en Ll _(Q),

/ |Vu,|?0(z) < C".
Q

Por tanto {u,} esta acotada en VV&)CQ(Q) y para una subsucesion se cumple que u, — u

débilmente en W,'?(Q2).

loc

Para contradecir el resultado de no existencia del Teorema 1.2.2, basta con demostrar
que u es una supersolucién muy débil de (1.5). Como que u,, — u en L (), entonces
—Au, — —Au en el sentido de las distribuciones.

Nétese que si demostramos que |VTju,|? — |[VTiul?> en LL () para todo k > 0,

habremos terminado ya que salvo una subsucesiéon, Vu,, — Vu en casi todo punto y por
el Lema de Fatou tenemos que

/\vuy%dmg/ |Vu,|?¢ de,
Q Q

para toda ¢ € C5°(£2) tal que ¢ > 0.

Probamos por tanto que
\VTpun|® — |VThul*  en Li.(Q) para todo k > 0. (1.7)

Utilizamos para ello funciones test no lineales (véase por ejemplo [35]). Consideramos la
funcién ¢(s) = seisz7 que satisface la desigualdad ¢/(s) — |¢(s)| > 3.

Sea 1) una funcién no negativa en C5°(2). Tomando ¢ (T un, —Tku)yp como funcién test
en los problemas aproximados (1.5), tenemos que

/ Vund(Tpuy, — Tpu)Vip do + / VYV U@ (Tiun — Tiu)V (Tiu, — Tiu) do =
Q Q
/ V|V |2 ¢(Tytiy, — Tyu) dz + / Y(Aan(z)un + £)o(Tun — Tpu) de. (1.8)
Q Q

Estimemos cada término de la igualdad (1.8). Comenzamos con el lado izquierdo.

(1) Estimacion del primer término. Como Tju, — Tpu — 0 en casi todo punto cuando
n — oo, entonces ¢(Tju, — Tyu) — 0 fuertemente en L2 () cuando n tiende a co. Por
tanto,

/ Vu,Vip ¢(Tiun — Tiu)de = o(l) con n — oo.
Q
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(2) Estimacion del sequndo término.
/Qqund)'(Tkun—Tku)V(Tkun — Tyu) dx
= /Q YV Tptnd (Tiun — Tpuw)V (Tiuy, — Tiu) da
+ /Q YV Gr(un)d (Teun — Tpu)V (Teu, — Tru) dz
= /Q V|V (un) — VTiul|*¢' (T, — Tiu) dz
+ /Q YV TV (Tyun — Teu)d' (Tpu, — Tu) da
— /Q Y VG runVTiu ¢ (Tpu, — Tru) dz.
Como los soportes de VGru, vy VIpu son casi disjuntos, entonces
/Q VG (up)VTiu ¢/(Tkun — Tru)dz = 0.
Teniendo en cuenta que T (u,) — Tru en Wllof(ﬂ), se tiene que
/Q VT (u)V (T (un) — Teu)d' (Tpun — Tru) doe —— 0.

n—oo

Por tanto, deducimos que
/ YV upd (Trun — Tpu)V (Tiu, — Thu) doe =
Q
/ 1/J|VTk(Un) - VTk(u)|2¢/(Tkun — Tku) dx + 0(1).
Q

Estimamos ahora el lado derecho de la ecuacién (1.8).

(1) Estimacion del primer término. Como {u,} es una sucesién mondtona, tenemos que
¢(Tiun — Tru)X {u, >k} = 0, por tanto,

/ ) \Vun\ng(Tkun — Tru) dx
Q
= / Y [V 2 o(Thu, — Tiu) dz + / Y [V |2d(Thu, — Tiu) de
{unﬁk} {“nzk}
= / Y |VTiun|?d(Thty, — Tpu) dz
Q

= / Y VT, — VTl ¢(Thu, — Tpu) dz — / Y |VTul|?¢(Thu, — Tpu) dx
Q Q

+ 2/ Y VTiu,VTu p(Tiu, — Tru) do.
Q
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Como VT (u)¢(Thun — Tpu) — 0 en (L3

2 ()N y VTgu, — VT,u débilmente en L2 (£2),
entonces

loc

n—oo

/ W VTu,VTpu o(Tiu, — Tru) de —— 0
Q
/ Y |VThul?¢(Tiu, — Tpu) de —— 0.
Q n—oo

Por tanto, pasando al limite cuando n tiende a oo, concluimos que

/ Y |V |*¢(Thun, — Tru) do = / Y VT, — VTiul? ¢(Thu, — Tpu) dz 4 o(1).
Q Q

(2) Estimacion del seqgundo término. Se puede comprobar facilmente que

/ Y (Aan(z)un + f)o(Trun — Tiu) de — 0 cuando n — 00.
Q

De las estimaciones anteriores, concluimos que

o) = [ 4 (& Tyt~ Tyw) = 9Ty — To))| VThat, — VTj da
Q
> 1/ Y |VTpun — VTiul|® d.
2 Ja

En particular, si ¢ > xq/ con Q' CC €, tenemos que Tyu,, — Tpu fuertemente en W12 ('),
lo cual prueba (1.7) y como consecuencia el teorema. L]

Nota 1.2.5 Noétese que la demostracién de no existencia de supersolucién muy débil puede
extenderse de manera andloga a una amplia gama de problemas (operador p-Laplaciano,
operadores relacionados con las desigualdades de Caffarelli-Kohn—Nirenberg, etc).

3. Término de cooperacion cuadratico en el gradiente

En esta seccién, estudiamos la existencia, unicidad y regularidad de las soluciones del

problema
—Au+ |[Vu> = Ag(x)u+f en

u>0 en €, (1.9)
u=0 en 0§,

para A > 0y f € L™(Q2), con m > 1. Consideramos que g es un peso admisible en el
sentido que veremos posteriormente en (1.10).

Para comenzar, probamos un principio fuerte del méximo que utilizaremos a lo largo
de toda la seccién.
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Lema 1.3.1 Sea f una funcién acotada tal que f > 0. Supongamos que w € Wol’z(Q) es
una supersolucion débil no negativa del problema

—Aw+ Vw2 > f en Q,
w=0 en 0.

FEntonces w > 0 en Q.

Demostracion. Consideramos v =1 — e™". Entonces 0 < v < 1,
—Av>f(1-v) en @ y v=0 en 00

Como v >0,v# 0y —Av > 0, concluimos que v > 0 y por tanto w > 0. L]

3.1. Existencia de soluciones para A > (0 con pesos generales admisibles

En esta subseccién probaremos la existencia de solucién del problema (1.9) para todo
A > 0y con pesos admisibles g. Decimos que g es un peso admisible si cumple la siguiente
condicion

JRCRE
geL'(Q), ¢g>0 y MN(g)= mf L >0 (1.10)
" 6P da
vewi @) Jo 7

Obsérvese que si g es un peso admisible, entonces en particular g € W~12(€2). Los ejemplos
mas tipicos son:

(i) El caso g € L™(2) con m > &, para el que A1(g) se alcanza.

(ii) El potencial de Hardy, g(z) = %z, para el que A;(g) = Ay no se alcanza.

|z

Probaremos que la condicién (1.10) implica la existencia de una solucién no negativa
del problema,

—Au+|VulP = g(z)u+f en Q, u=0 en 99, (1.11)
donde A >0, f >0y f e LY(Q).

Este mismo resultado de existencia se mantiene ademas cuando f es una medida absolu-
tamente continua con respecto a la capacidad clasica.

Nota 1.3.2 El efecto del término del gradiente es sorprendente. Consideremos el problema
lineal,

—Au=Ag(z)u+f en €,
u >0 en (),
u=20 en Of).
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Sea A;j(g) el j-ésimo valor propio asociado al peso g y de vector propio asociado ¢;. Se
cumple que:

(i) Si A< Ai(g), entonces existe solucién débil positiva.
(ii) Si A1(g) se alcanza y A = Ai(g), entonces existe solucién positiva si [ f¢1 dx = 0.

(iii) Si Aj(g) < A < Aj+1(g), entonces existen soluciones que cambian de signo, y por
tanto no existe ninguna solucién positiva.

Sin embargo, la ecuacién
~Au+|Vul* = g(z)u+f en Q u=0 en 99,

tiene solucion para todo A > 0. En otras palabras, el gradiente rompe cualquier posible
efecto de resonancia del término lineal de orden cero.

Ademas, si g(z) = ﬁ, en [42] se prueba que para todo A > 0 la ecuacién

—Au:A#Jrf(a:) en QCRY, N>3 y 0eQ, (1.12)

en general no tiene solucién para una funcién positiva f € L'(Q). En [10] se presenta
una condicién necesaria y suficiente para la existencia de soluciéon con la presencia del
potencial de Hardy. Hay que requerir una condicién de regularidad extra de integrabilidad
a la funcién dato f. El problema (1.12) tiene solucién si y sélo si

N -2 N —2\2
/Qf‘i[f|_ald1‘<oo’ donde OzlzT_ <T) —

véanse mas detalles acerca de este exponente en la Introduccion.

Ademsds, al anadir el término del gradiente en el primer miembro de la ecuacién,
encontramos una solucién positiva para toda funcién positiva f € L'(Q). Esto implica que
el término |Vu|? produce un fuerte efecto regularizante.

La demostracion del principal resultado de esta seccidn, que es el teorema que presen-
tamos a continuacion, va a consistir en considerar los problemas aproximados, obtener esti-
maciones a priori para sus soluciones usando funciones test adecuadas y finalmente, pasar
al limite. Notese que para tener solucién distribucional se debe cumplir que u € VVO1 2(Q)

Teorema 1.3.3 Sea f € LY(Q) positiva y g satisfaciendo la condicién (1.10), entonces el
problema (1.9) tiene solucion débil positiva u € Wol’Q(Q) para todo A > 0.

Empezamos probando el resultado en casos particulares mas sencillos, que tienen in-
terés en si mismos y como consecuencia, obtendremos el resultado general. La primera
aproximacion natural es la siguiente.
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Teorema 1.3.4 Sean f,g en L™(R2), con m > % dos funciones positivas. Entonces para
todo X\ > 0 existe una solucion débil positiva u € WOI’Q(Q) N L>(Q).

Demostracion. La demostracién se desarrolla en varias etapas.

Etapa 1: Para cada k > 0, consideramos v € Wol’z(Q) N L () tal que
—Av=MXkg(x)+ f en Q.

Denotamos por M la norma ||v|| . Para todo n € N, se tiene que el cero es una subsolucién
y v es una supersolucién del problema

;

1+ 1[Vuw,|? (1.13)

L wy, >0 en 2.

Como consecuencia de los argumentos utilizados en [39] y [90], encontramos una sucesién
de soluciones no negativas {wy,} a los problemas (1.13).

Por otra parte, como consecuencia de (1.13), deducimos que —Aw,, < Akg(z) + f =
—Aw, y por el principio de comparacion débil para el operador de Laplace, concluimos que
0 <wp <v < M, uniformemente en n. En particular, w,, € Wol’Q(Q) N L*>(Q2). Por tanto,
si tomamos w,, como funcién test en (1.13) y denotamos

(Vw,|?

H,(Vw,) = ——=———7,
(Vun) 1—|—%|an|2

tenemos que

/ |an]2d:£+/ Hn(an)wnd:U:)\/ ngwnlwndfﬁ—i—/ fwy, dz.
Q Q Q Q

Aplicando las desigualdades de Young y Poincaré, concluimos que existe una constante
positiva C(k, g, f, ) tal que

/ Vwnl? dz < C(k. g, f,9).
Q

Se tiene entonces que w, — wuj débilmente en Wol’2(Q) con up € Wol’Q(Q) NL®) y
up < M. Ademds, se cumple que

wy, — uy, fuertemente en WOM(Q). (1.14)

En efecto, para demostrarlo basta usar funciones test no lineales (véase por ejemplo [35]).
Consideramos ¢(s) = se1®’ | tal que ¢'(s) — |p(s)] > L.
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Tomando ¢(w, — uy) como funcién test en (1.13), obtenemos que

/ Vwnd' (wy, — ug)V(wy, — ug) do + / Hy,(Vwy)p(wy, — uy) do
Q Q
=A / 9(x) Tywpn—16(wy, — ug) de + / fo(wy, — ug) de.  (1.15)
Q Q

A continuacién, estimamos cada miembro de la ecuacién anterior (1.15). Empezamos
por el lado izquierdo:

(1) Estimacion del primer término. Como w, — uj en Wol’z(Q), entonces

/Q Vwn¢' (wn, — up)V(wn — ug) do
= [ 19 = )P = ) dr [ Vi (= ) ()
= [ 190 = )P = ) dz+ o).
(2) Estimacién del segundo término.
/ Ho (Vo) Sy — ) dir < /Q Vw2l (wn — w)] da
= | 190 = VuuPiotw, —wlde = [ [Vuilgtw, - u)|do

+ 2/ Vw, Vuy, [p(wy, — ug)| de.
Q

Como |¢p(wy, — ug)| — 0 en casi todo punto, y como consecuencia del Teorema de
Lebesgue tenemos

/ Vel (wn — ug) dz —— 0.
Q n—oo

Ademas, como w, — uj débilmente en Wol’z(Q) y como |p(w, — ug)| — 0 en L3(€),
entonces se sigue que

n—oo

Vw, Vuy, ¢p(wy, — ug) dv —— 0.
Q

Es decir,

/ H,(Vwy,)p(wp, —ug) dr < / |Vwy, — Vug|? |p(wn, — ug)| dz + o(1).
Q Q

Por otra parte, como consecuencia de la convergencia débil, concluimos que (1.15)
tiende a cero cuando n — oo. Como ¢/(s) — |¢(s)| > 3, obtenemos

1
2/9 |Vwy, — Vug|? dz < /Q(qﬁl(wn —up) — |p(wn — up)|)|Vwn — Vug|? dz < o(1).
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Por tanto, w, — uj en Wol’z(Q). En particular, para una subsucesion, H,(Vw,,) — |Vuy|?
en casi todo punto de 2 y por el Teorema de la convergencia dominada,

H,(Vw,) — |Vug|*> en LY(Q).

Como —Aw, — —Auy en el sentido de las distribuciones, concluimos que u; resuelve el
problema
— Aug + [Vug)? = \g(@) Teup + f en Q, ug € Wy(Q). (1.16)

Etapa 2. Tomando uy como funcién test en (1.16), tenemos que

4
/|Vuk|2d:z—|—9/ IV ?|? d =
Q Q
A/ g(x)ukaukdx—f—/ fukd:zg)\/ g(:c)u%ah—l—/ fugdz.
Q Q Q Q

Aplicando ahora las desigualdades de Poincaré y Young, obtenemos que para todo € > 0
existen constantes positivas C, «, 3 tales que

a/Q Vu? da +ﬂ/ﬂ V6222 da < Col[fl e + ACllgll e = Cle, £, M),

uniformemente en k. Como f,g € L™(Q) con m > %, se prueba, usando la teoria de
regularidad clésica, que la sucesion {uy} estd uniformemente acotada en L>°(2). Ademas,

up — uen Wol’z(Q) y ui/z — 4?2 en Wol’Q(Q). Como consecuencia, u € Wol’Q(Q) NL>(Q).

Siguiendo los mismos argumentos que en la demostraciéon de (1.14), probamos que
1,2 -
ur, — u en Wy"(€2), con lo que u es una solucién de (1.9). "

Enunciamos a continuacién el siguiente lema elemental que nos permite trabajar con
soluciones no acotadas.

Lema 1.3.5 Sean ¢,k > 0. Entonces existe una constante C. tal que
sTi(s) <eVi(s)+C:, para s>0

donde

Wy (s) = /OSTk(tﬁdt:

243/2 si s <k,
232 4+ (s —k)KY? s s>k

Demostracion. Por un lado, si s < k basta encontrar C. tal que
92\ 2
C.>s%— a(g) s = g(s).

Esto es inmediato ya que g(s) tiene un maximo en s = é (%) .
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Por otro lado, si s > k basta encontrar C; tal que
) 2
sk < 5<§k3/2 +(s— k)k1/2> 4O

Escribiendo s = tk con t > 1, buscamos C. tal que tk? < ¢ (% + (t— 1))2 k3 4+ C.. Por
tanto,

) s , 2 2 2\ 2
C. > th* — eClK3 = f(k), Cl= (§ F(t— 1)) > (g) para t> 1.
Como f(k) tiene un méximo en k = 333, < %t (%) y ademés é (%) < %t (%), entonces es
t
suficiente considerar C, = %t (%), con lo que concluye la demostracion. n

Veamos ahora un resultado intermedio que serd fundamental para la demostracién del
Teorema 1.3.3.

Teorema 1.3.6 Sean f € LY(Q) y g € L™(Q), con m > %, dos funciones positivas.
Entonces el problema (1.9) tiene una solucidn positiva u € W01’2(Q), para todo A > 0.

Demostracién. Consideramos una sucesion f, € L®(Q2) tal que f,, T f en L1(Q). Por el
Teorema 1.3.4, se sigue que para todo n € N existe u,, una soluciéon positiva acotada del
problema,

_Aun+|vun|2:>‘g($)un+fn en €,

up >0 en €, (1.17)
Up =0 en Of).

Tomando Tju, como funcién test en (1.17), tenemos

/|VTkun]2dx+/ |Vun|2Tkund:L‘:/\/ g(x)unTkund:L‘+/ fuTpu, dz.
Q Q Q Q

Por el Lema 1.3.5 y como consecuencia de las desigualdades de Poincaré y Young, con-
cluimos que para todo € > 0 existe una constante positiva C. > 0 tal que

/|VTkun]2da:+/ |V u,|? da
Q Q

eA
A1(9)

Eligiendo 0 < ¢ < /\1)(\g ) obtenemos

< /\V\I/kun|2dx+)\05/ (@) dz + k| fullr. (118)
Q Q

/ |V Tty | d$+ﬁ/ (VO gun|? dz < AC'(g,9, ) + k|| full 1
Q Q
Por tanto, para todo k > 0 se tiene que

/ |kaun|2 g C()‘7 £, Qa fa k)
Q2 uniformemente en n € N.

/ Vunf? < O\, Q, f, k)
Q
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Usando la definiciéon de Wy, encontramos u € VVO1 2((2) tal que u, — wu débilmente en
Wy ().

Para demostrar la convergencia fuerte, seguimos argumentos similares a los que apare-
cen en [35]. Consideramos Gi(s) = s — Ti(s) v ¥ g-1(s) = T1(Gr-1(s)). En particular,

1/) kfl(un) ’vunP > IVUHIQX{unzk}-

Usando % 1 (up) como funcién test en (1.17),

/ V4 o () i+ / W o (1) [Vt |2 dr = / (Ag(@)ttn + fo)tbpr () da.
Q Q Q

Como {uy,} estd uniformemente acotada en LP(2) para todo p < 2*, tenemos que
{z e, tal que k — 1 < wup(z) <k} —0 si k— oo,
[{z € Q, tal que up(z) > k}| — 0 si k— oo.

De aqui se concluye que

lim |Vu,|?dz =0 uniformemente en n € N. (1.19)
k—oo {unZk}

Ademas, Tpu, — Tiu en Wol’z(Q). En efecto, tomamos como antes ¢(Tju,, —Txu) como

funcién test en (1.17), donde ¢(s) = set®’. Obsérvese que ¢(Tpu, — Tru) — 0 fuertemente
en LP(Q), p > 1. Por el teorema de la convergencia dominada se tiene que

/()\g(x)un + fu)op(Trun — Tpu)dx — 0 cuando n — oo.
Q

Usando los mismos argumentos que en la demostraciéon de (1.14) dentro del Teorema
1.3.4, concluimos que Tpu,, — Tru fuertemente en VVO1 2(Q) En particular, para alguna
subsucesién, se cumple que Vu,, — Vu en casi todo punto.

Para terminar la prueba, es suficiente comprobar que

|Vun|? = |Vu|?>  fuertemente en L'(Q).

Como la sucesion converge en casi todo punto de €2, basta demostrar, por el Teorema de
Vitali, que la sucesién es equi-integrable. En efecto, sea E' C € un conjunto medible y |E|
su medida de Lebesgue. Entonces

/|Vun|2d:1:§/ |VTkun|2d:L‘—|—/ |Vun|2d:£.
E E {un>k}NE

Para cada k > 0, se tiene que Tj(u,) — Tk(u) fuertemente en W01’2(Q). Por tanto, la
integral [, |VT)(u,)|?dz es uniformemente pequeiia cuando |E| es pequefia. Por otra
parte, como consecuencia de (1.19), tenemos que

/ |Vun|2d3:§ / \Vun\Qd:U—>0
{un>k}INE {un>k}
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uniformemente en n € N, cuando k& — oo. De aqui se sigue inmediatamente la equi-
integrabilidad de |Vu,|? y por tanto concluye la demostracién del Teorema 1.3.6. [

Demostracion del Teorema 1.3.3. Sea gp,(z) = min{g(x),n} € L*>(). Como consequencia
del Teorema 1.3.6, sabemos que para todo n € N, existe solucién positiva u, de
—Auy + |Vug|? = Agn(@)un + f  en Q,
Uup >0 en €, (1.20)
Uy =0 en Of).
Para concluir seguimos de nuevo los mismos argumentos de la demostracién del Teorema
1.3.6. La estimacion uniforme de u,, en WO1 2(€2), se realiza como en (1.18). Ademds, usando

los mismos argumentos de la demostracion de la tltima parte del Teorema 1.3.6, obtenemos
que |Vu,|? — |Vul? en L1(9).

Falta probar tinicamente que g, (z)u, — g(x)u fuertemente en L'(Q). Nétese que g,y
estd acotada en L'(Q) y converge en casi todo punto a g(z)u € L' ().

/gn(x)und:v:/grll/Q(:c)g}/Qundw
Q Q

112 2 gl el
< (/ g(x) dx) (/ g(z)u? dm) < L U
Q Q Ai(g)

Para poder aplicar el Teorema de Vitali, necesitamos una condicién de equi-integrabilidad
que comprobamos a continuacién.

En efecto, sea E un conjunto medible. Se cumple que

/; (@)t dz = /E 92(2) g/ A (@)un do < C < /E 9() dx)m,

donde C' es una constante positiva independiente de n. Por tanto, deducimos que
gu(@)n — gla)u en L1(Q),

con lo que concluye la demostracién. [

Nota 1.3.7 Este mismo resultado de existencia se mantiene si f es una medida de Radon
positiva tal que f € L'(Q) + W~12(Q). Nétese que si este es el caso, f es absolutamente
continua con respecto a la capacidad clasica que definimos en 0.0.17. Ademas, en este caso,
la solucién es una solucién renormalizada en el sentido definido en [60]. La demostracién de
este hecho se sigue facilmente usando los mismos argumentos de aproximacién utilizados
en 1.3.6.
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3.2. Regularidad de soluciones

Como consecuencia de lo que hemos visto en la secciéon anterior, sabemos que existe
solucién u € WO1 () al problema (1.9) para toda f € L'(€). En esta subseccién estudi-
aremos como una mayor sumabilidad en f produce regularidad adicional en u. Empezamos
considerando el problema (1.9) con un peso general g que satisface la condicién (1.10).
Posteriormente estudiaremos el caso del potencial de Hardy, donde podemos obtener re-
sultados mas precisos.

Caso general: un peso admisible

Consideramos el problema (1.9) con g satisfaciendo (1. 10) y f € L™(Q). Distinguiremos
dos casos dependlendo de la dualidad. Por un lado, m > N +2 que implica que f esta en

el espacio dual W—12(Q), y por otro lado, el intervalo complementario 1 < m < N +2

Teorema 1.3.8 Supongamos que f > 0, f € L"™(Q) con m > N+2 Yy g que satisface la
condicion (1.10). Sea u € WOLQ(Q) una solucion del problema (1.9). Entonces

q
/ uP|Vu|? dz < oo, / ‘u?dx <00, paratodo 1<p<2, q<4. (1.21)
Q Q |x

Demostracion. Como f € W—12(Q), entonces tomando T1=; como funcién test en (1.9)
y pasando al limite cuando € — 0, tenemos que

/\Vu|2da:+/ u|Vu]2da:—)\/ g(x)uzda:—i—/ fudx.
Q Q Q Q
3/2

De aqui se deduce que u?/? ¢ VVO1 2(Q) Repitiendo el mismo argumento para uw>/“, con-
cluimos de la misma forma que u™/4 € VVO1 2(Q) Iterando el proceso, obtenemos que
uP € I/VO1 2(9) para todo 1 < p < 2. Como consecuencia, usando la desigualdad de Hardy
tenemos que

q
/ ——dxr < oo para todo g < 4,

con lo que concluye la demostracién. [

Teorema 1.3.9 Sean f >0, f € L™(Q) con1 <m < ]3—% y g satisfaciendo la condicion
(1.10). Supongamos que u € WOLQ(Q) es una solucion al problema (1.9). Entonces
2°9(m — 1) ON
<2 donde 2¥ = ——.
om — 2+ (m —1) - 4onae N2

/ up]Vu\de< 0o, Vp<p=
Q

Demostracion. Sea oy = 2* , con m' = , entonces se sigue que

1

1
ap < 1, agm/ = 2* /fua°<(/ fmdx> (/ u“om/dw>m < 0.
Q
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Tomando = &5 +€u como funcién test en (1.9) y pasando al limite cuando ¢ — 0,
an+2
/ u™|Vul*de < oo, es decir, u ERlc Wol’2(Q).
Q

Por tanto, aplicando la desigualdad de Sobolev, deducimos que u € L%(O‘OH)(Q).

Denotamos ahora a1 = (ag + 2) e igual que antes, concluimos que

[re=(] fmdxy (] ) .

Usando los mismos argumentos de aproximacién para u®!, deducimos que

a1+2

/ u|Vu?dz < 0o, es decir, u 2 € Wy*(Q).
0

Aplicando de nuevo la desigualdad de Sobolev, u € LT (a1+2)(9) con oy = 27 + %

0
m’

. .7 o .7 *
Por induccién, usando lfgﬁ como funcién test en (1.9) con a,, = 22 m % y

haciendo tender € a cero, concluimos que u 5 e WO1 Q) yue L% (an+2) (€©). Denotamos

2% 1 1
a=—— <1, b=2"— y an:ana0+b(an_1+a"_2+..._|_1)_
2 m! m/

Noétese que ay, es una sucesién creciente con o, — p cuandon — o0y p = bﬁ =
2*2(m—1)

Im—2*(m-1)» CON lo que concluye la demostracién. n

La siguiente tabla resume los resultados de regularidad obtenidos para un peso general

admisible.
fel™Q) L<m< {5 m > i
q
u € W(}’Q(Q) / uP|Vul? dz < oo, / uP|Vul? dz < oo, / U—Q dx < 00,
Q Q a |z|
Vp<ﬁ=%<2 Vi<p<2 g<4

Un caso especialmente interesante: El potencial de Hardy

Consideramos ahora el problema (1.9) con un peso especialmente interesante, el po-

tencial de Hardy, g(z) = ﬁ, (obsérvese que en este caso, la constante en (1.10) no se
alcanza).
—Au+ |Vul]? = ‘ |2 +f en Q
u >0 en §, (1.22)

u=20 en Of).
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Como el potencial de Hardy es un peso admisible, los resultados de regularidad del Teorema
1.3.8 y del Teorema 1.3.9 se mantienen. Ademads, tenemos un resultado méas preciso acerca
de la regularidad de las soluciones.

Teorema 1.3.10 Supongamos que f € L™(2) con m > ]\2,+2 Sea u € W&Q(Q) una

solucion del problema (1.9) con g(x) = - Se cumple que:

(i) Sim > %, entonces uP € W01’2(Q) para todo p > 1. En particular, tenemos que

up
/||d:c<oo Vp>1,a<N.
Q |

(i1) Si ]\2,—% <m< %, entonces uP € W01’2(Q) para todo p <r = 7%1112—”3)

Demostracion. Usando ( @ como funcién test en (1.9), con 1 < o < 6, tenemos que

lfeu)

J ) am e

) |Vu|? de

1+e
S/( l—i—au a]atL\Q—i_f(l—iq—Lsu)a) de. (123)

Se cumple que

[ ) e = s [ () ™) oo

Por otro lado, aplicando las desigualdades de Young y Hardy, se tiene que

U a g ut? s
— _dx <
/Q<1+eu) 2] dw—e/ (1 + cu)o+2[z]2 d“C(g)/Q g
a+2
241N 2 u 2z
< 2 . (1.
Ay /‘ 1+€u) )‘ dm+C(s)/Q o e (129)

Como consecuencia de (1.23), (1.24), (1.25) y eligiendo ¢ suficientemente pequeno, con-
cluimos que

T (S
Sc(g)/ﬁ 7 4 +/Qf(1feu>

< 4 y entonces, por el Teorema 1.3.8, se cumple que

Como «a < 6, se sigue que O‘+2
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Ademas, tenemos que

/Qf(lfgu)ad:v< (/Qfmdxy(/g(lfgu)m'adx)%. (1.26)

Empezamos probando el caso (i). Supongamos que m > % Entonces m' < NL_Q = 27

y por tanto, para todo o > 0, tenemos que m'a < %a. Aplicando ahora la desigualdad
de Holder, deducimos

, 1 o* . = S
m'a m/ S a+2 2% 1o*
/( Y ) dx SC/( al )2 dz 22”.
Q 1—|—€U QO ].+€U

Dado que z— + < %‘j}, obtenemos, como consecuencia de las desigualdades de Young y

Sobolev, que

[\

@

(A(lfeu)?aﬁ*dx)% SC—I_E(/Q(l—Iq—Lsu)Q;aH*d‘T)Q*
§C+5S_1</Q \v((lfgu)g+l)‘2d$>a

De este modo, tenemos que

(/’ 1+au)g+l>‘2d‘”)a<0+(/Qfmdmyz<oo.

Haciendo tender ¢ a cero, se cumple que

a+2

/ u|Vul?de < oo = u 2 € W&’Q(Q).
Q
Aplicando las desigualdades de Sobolev y Hardy, deducimos que

uF @) ¢ L'Q) vy / Y dr < oo

u
14+cu

a1 + 1. Como m > 2 , Se sigue que % < m y por tanto,

Denotamos ahora a1 = a 'y tomamos ( )*2 como funcién test en (1.9) con ay =

N+2(ag1+1) 2(a1+1)

/f( U >a2dx< /fNJi(QOEéYi)I)dSU “N(a ) /u2(a1+2)dx m<oo'
0 1+6U - Q Q

Por otro lado,
Oé1+2 a2+1
dx = dx < o0,
/ EE / R
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y asi, al igual que antes, concluimos que

[o(() ¥ ae <

Haciendo ahora tender € — 0, obtenemos que

ag+2

/ua2|Vu\2dx<oo = u 2 EW&’z(Q).
Q

Aplicando la desigualdad de Sobolev deducimos que u%(”“) € LY(Q) y por la desigual-
dad de Hardy, concluimos que
uag—l—?
/ ———dzr < 0.
Q

|z ?

. 1,2
Razonando por recurrencia, si u® € W;“(f2), para ay41 = o + 1, tenemos que
fQ fu®+1 dx < o0o. Se sigue entonces que

ak+2 . +2
L dr<oo = uz eWlQ)
o |z

Usando ahora que aj — oo cuando k — oo, terminamos la demostracion del apartado (i).

A continuacién, probamos el apartado (ii). Sea ]\2,—% <m< %, es decir, % <m <
]\2,—]_\[2. Esté claro que la eleccion de 1 < a < 6 es independiente de la regularidad de f, que
a su vez es independiente de m. Al igual que en el apartado anterior (i), tenemos que

((g+11)2 e [ N (s =) e

a+2

oo [ (o) (f () )"

5
/u 5 dr < oo.
o |7

Como consecuencia de la desigualdad de Sobolev, tenemos que

o 2% (o =
/Q\v((lfwy“)fdxzs(/g (1) " d)

. * * 2N (m—1 .
Necesariamente se cumple que m'a < %a—i—?“ y entonces o < ,2 o = N(_W;m ) Haciendo
m/—%-
2

donde

ahora tender € — 0, obtenemos que

2N(m — 1)

T2 ¢ [1(Q)  donde a <
U2 € L' () donde a< N —om
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. . . 1 2 p .
Por hipétesis, se tiene que 7 < 5+ y de aqui concluimos que

2N(m —1
/ u®|Vul|?dz < oo para todo a < L
QO N —2m
Por tanto, uP € W, *(€) para todo p < r, con r = %m?i*{ﬁ +1= 77;\[(]1772_”? > 2. n
-7

La estructura especial del potencial de Hardy, nos permite dar un resultado mas preciso
acerca del comportamiento de la solucién del problema (1.22) en un entorno del origen.

Teorema 1.3.11 Supongamos que A > 0 y f > 0 y sea u una solucion no negativa del
problema (1.22). Entonces u no estd acotada en ningin entorno del origen.

u

Demostracion. Denotamos v =1 — e~ %, entonces

— ) log(-1—
—Av:)\%—i—fﬂ—v) en €,

v=20 en Of)

y 0 < w(z) < 1. Basta comprobar que [|v]| .« (), = 1, Para toda B,(0) C €2. Supongamos,
por reduccién al absurdo, que existe una constante positiva ¢ < 1 tal que v(z) < ¢ para
todo x € B,(0). De aqui, se tiene que

C1

)201 en B.(0) = —AUZ)\W en B,.(0),

(1 —v(x))log (1_71)(3;)

lo que contradice el hecho de que v esta acotada. [

Teorema 1.3.12 Sea f > 0, f € L™(Q) con m > ]\2,—];[2 yu € WOI’2(Q) una solucion al
problema (1.22). Entonces

N -2
/ 2|72 |Vu?dr < 0o, Vv < .
Q

4

Demostracion. Para cada c tal que 0 < ¢ < Ay, sea v la solucién del problema

—Av—c%zl en €
2] (1.27)

v=0 en Of.

Sabemos que v(z) = \x|7¥+v AN=¢ cerca de z = 0. Tomando v € Wol’z(Q) como funcién
test en (1.22), se sigue que

/u(—Av)dw—i—/ |Vu]2vdac:)\/ m;dx—i-/ fodz.
Q Q a |zl Q
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Por tanto, si 2y =
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N-2

- \/AN —C,

/ $|_27|Vu]2d$§0/ |Vu]2vda:§/f|x—2“/dx+c/u|x—2(7+1) di.
Q Q 0 o

Como 2v < % y f€L™(Q) conm >

2N

Ni2 entonces

/ ulg| 20t ds < 0y / fle™ <00 = / 2|72 |Vu|? dz < 0o
B1(0) Q Q

N—2
para todo v < ==.

La siguiente tabla resume los resultados anteriores acerca del potencial de Hardy:

Vp<p=

2*2(m—1)

2m—2*(m—1) <2

m(N-—2)

N—2m 2 2.

T =

ferm(e) 1<m< 255 2 <m< g m> Y
u € Wy 2(Q) Jo v |Vul? dz < oo, uf € Wy*(Q), Vp < r, uf € W, 2(Q), Vp > 1,

fgﬁdm<oo,Vp>1,a<N.

A continuacién, resumimos en una tabla el efecto en la regularidad de las soluciones,
que produce la actuacién conjunta del potencial de Hardy y el término cuadratico en el

gradiente.
REGULARIDAD DE LAS SOLUCIONES
feLm™Q) —Au=f —Au= At f —Aut |Vul = A 4 f
|| ||
VA < AN VA
Véase [125] Véase [42] Véase [14]
m> 4 u € L®(Q) N W, (Q) u ¢ L>(Q) uf € Wy*(Q),
Vp>1u¢ L)
2o <qg< ¥ | wel™ (@ NW(Q) | we L™ (Q) N Wy () u? € Wo(Q),
VA < MmoLEV-2m) Vp <r= T2
1<g< % uEWOI’m*(Q) uEWOI’m*(Q) Jo u?|Vul? < oo,
YA < N(7,L71,rzl<2N72nL) p<p= 273*_22(175;11_)1)

Nota 1.3.13 Merece la pena destacar que f(m) = m**
en m de forma que f(575
es una funcién creciente en m tal que g(1)

2N)_

_ _Nm
— N-—2m

]37]_\[2 y f(%) = 00. Se tiene también que g(m) =m
% y g(]\%—fz) = 2. De la misma forma,

es una funcion creciente
* Nm

— N-m
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h(m) = 77\;1_\72—72) es una funcién creciente en m que satisface que h(ﬁ,—%) =2y h(§)=ooc.
Por dltimo, z(m) = #ﬁ(’;?l) es una funcién creciente en m tal que z(1) =0y z(%) =

2. Por tanto, hay continuidad en todos los resultados.

Obsérvese que al anadir el gradiente al cuadrado obtenemos resultados de regularidad

para todo A, mientras que sin él hay que restringir el parametro A a la siguiente curva,
)\(m) — N(m—l)(QN—Qm)
m

3.3. Unicidad de soluciones

En esta subseccién obtenemos resultados de unicidad para la solucién del problema
(1.9). Otros resultados relacionados pueden encontrarse en [28]. En primer lugar, probamos
un lema de comparacién que extiende el resultado de [47] a funciones no crecientes.

Lema 1.3.14 Consideramos A\, f y g en las mismas condiciones del problema (1.9). Sean
Uy, ug € WOI’Q(Q) dos funciones que satisfacen respectivamente
—Aug + ’VU1|2 > )\g(az)ul +f en Q,
up >0 en €, (1.28)
up =0 en ON.

—Aus + [Vug|? < Mg(z)us + f  en Q,
ug >0 en 0%, (1.29)
ug =0 en 0.

FEntonces up > ug en Q.

Demostracion. Tras al cambio de variables v; = 1 — e~ %, obtenemos

—Avy > Ag(x)(1 —v1)log (155-) + f(1—v1) en Q,
vy >0 en €, (1.30)
vy =0 en 012,
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—Avy < Ag(x)(1 — v2) log (= UQ) + f(1—wv2) en
v9 >0 en €, (1.31)
v =0 en Of).

Basta comprobar que vy > vs. La demostracion sigue los mismos argumentos utilizados
en [47] (véase también [49]). De (1.30) y (1.31) se concluye que

(—Avy)vg — (—Avg)vy
> Ag(z)vavy (1}11(1 —v1)log ( 1 ) — i(l — v9) log < 1 ))

1—v V2 1—w
1

%—fv1v2<;;——). (1.32)

U2

Sea 6(t) una funcién no decreciente y suave tal que

o) =1 sit>1,
O(t)=0 sit<0,

y consideramos 6. (t) = 6(%), que satisface 0.(t) > 0, para todo ¢ en R. Por otro lado, se
tiene que

/Q((_Avl)v2 - (_AUZ)Ul)OE(UQ — Ul) dx

:/ v90. (vy — v1) V1 (Vg — Vo) do — / 010 (vg — v1) Vo (Vg — Vuy) dx
Q Q

=— / v90. (vy — v1) (Vg — V) dz + / (vg — v1)0%L(ve — v1)Vve(Vvy — Vuy) d
Q Q

< / (vg — v1)0% (v — v1) Ve (Vvy — Vuy) da
Q
/ VoV (e (v2 —v1)) dz / Avyy(vg — v1) dux,

donde (¢ fo s6.(s)ds. Como —Avy € L'(Q) y 0 < 1.(t) < &,Vt € R, entonces
conclulmos que,

/Q ((_Avl)W - (—AU2)U1)95(02 —vy)dz <e.

Por tanto, como consecuencia de (1.32), tenemos que

/Q (Ag(x)vﬂjl(l}ll(l —v1)log (1 —11}1) n 1)12(1 — v2)log <1 —1112))

1 1
+ foivg (—1 — 7)2)>0€(vg —v1)dzr <0.
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Pasando al limite cuando € — 0,

[ (ot (G0 = oytes (55) = 0= o ()
n f’U1’02<U11 _ 1)) dz <0,

V2

|-

) son funciones decrecientes en [0,1) y puesto que si (1 —v;) =0
vg) # 0, se sigue que

Como 1y (1—s)log(

1—s
en vy < vy entonces (1

‘{v1<v2}|:0 en QN (supp gUsupp f) = v1 >v2 en QN (supp g Usupp f).

Si denotamos w = v; — ve, deducimos, de (1.30) y (1.31), que

1 1
—Aw = Ag(a) (1= v)log (—— ) = (1= v2)log (=) ) + (v — va).
1—v 1=
Tomando w~ como funcién test y usando que w~ = 0 en Q N (supp g U supp f), se
tiene que Hw‘”wm = 0, con lo que v; > w9 en 0 y concluimos que u; > wug en ).
0

Teorema 1.3.15 Supongamos que f € L'(Q) es una funcion positiva y que g satisface
(1.10). Entonces, para todo A > 0 el problema

~Au+ |[Vul?> = Mg(x)u + f(z) en 9,
u>0 en €, (1.33)
u=0 en 0,

: . : o L 1,2
tiene a lo mds una solucidn positiva u € Wy (Q).

Demostracion. Siu € WOI’Q(Q) es una solucién de (1.33), entonces v = 1 — e~ cumple
que 0 < v <1en y es una solucion de
—Av = Ag(z)(1 —v)log(:=) + (1 —v)f(z) en Q, (1.34)
v=20 en 0f2. '
Definimos
Ag(z)(1—v)log(:=) + (1 —v)f(z) si 0<v<1,
H(v,x) =

0 si v>1.

Mediante un calculo directo, obtenemos que w es una funcién no creciente en v para

v > 0. Por la anterior extensién 1.3.14 del resultado de comparacién de [47], concluimos
que v es la tnica solucién de (1.34). Por tanto, u es la dnica solucién de (1.33). "
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4. Otros resultados

Para completar nuestro analisis del estudio de la influencia conjunta del potencial de
Hardy con el término del gradiente, consideramos el caso A = —o con ¢ > 0 y la presencia
del término |Vu|? al lado derecho de la ecuacién. Es decir, tratamos el siguiente problema

—Aut o = Vul? +af en Q,

|z[?
u >0 en (), (1.35)
u=20 en 01},

con g, > 0y f > 0 con suficiente sumabilidad. Empezamos probando resultados de
regularidad para las soluciones.

Teorema 1.4.1 Sea u € Wol’Q(Q) una solucion del problema (1.35) y supongamos que
f >0 satisface (1.10). Entonces:

(i) wP € W&’Q(Q),Vp > 1. En particular, u € LP(Q), Vp > 1.
(ii) % € LY(Q),Vp >1,V8 < N.

_ N—2
(iii) |z|"®|Vul* € LY(Q),Vy < 452,

Demostracion. Como u € Wol’Q(Q), se tiene, por la desigualdad de Hardy, que

2
/ u—dm < 0.
Q\$|2

Tomando ahora 17, € > 0, como funcién test en (1.35), tenemos que

2 2 2
/|Vu]2d:v+0/u2|x]2dm2/|vu2dx+a/2udm2/u|vu’dx.
0 Q o (1+eu) o |z[*(1 + cu) o (1+¢eu)

Pasando al limite cuando & — 0, deducimos que u%/? € VVO1 2(Q), y por la desigualdad de

Hardy, concluimos que
3
U
o ||
’lL2

Tomamos ahora -_> como funcién test en (1.35) y usando que ud/? € WO1 2(€2), tenemos
que

3 2 2 2
2/ u|Vul|? do + u—dmz / Mdm+a f Y.
0 Q |I’|2 Q 1+€U2 Q 1+€u2

Aplicando de nuevo el Teorema de la convergencia mondtona, obtenemos que

1
/ \Vu2]2dm—/ |Vu|*u? de < 0.
4 Jo Q
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Por recurrencia, deducimos que uP € WO1 2(9) para cualquier p > 1, con lo que se sigue
(i). Usando ahora la desigualdad de Sobolev concluimos que u € LP(2),Vp > 1, y (ii) se
deduce gracias a la desigualdad de Holder:
1

uP 1 m’
dr < / uP™ d:c) (/ d;v) )
/Q || < Q q ||

De hecho, como m — oo entonces m’ — 1y dado que 3 < N, terminamos la prueba de
(i).

Pasamos a demostrar (iii). Consideramos,

3=

1 1
— en B;(0),
=9 WP LT+ 0
0 en Q\ B1(0),
con v < ¥22 Tomando v, € WO 2(0) N L>=() como funcién test en (1.35) y usando que

|831 < 0, se sigue que

—/u(—Avn)d:p—i—U/ u—vgd >/Vqundm+0/ %dx
Q ’fﬂ| Q B1(0) |$|

= / \Vul?v, d:c+a/ fon dzx.
B1(0) B1(0)

Por tanto,

[ wupvdssa [ gl Far<©o) [ w20 dn,
B1(0) Bl(o) Bl(O)

y entonces, concluimos que
/ || 77| Vu?dr < 0oy / flz| ™2 dz < oo,
Q Q

para todo v < ¥=2 1o que prueba (iii). n

Nota 1.4.2 Siu € Wol’z(Q) es una solucion del problema (1.35), entonces necesariamente

N72
2

/ flz| ™ dx < 0o, Vv <
Obsérvese que f satisface esta condicién si f € L™(Q2), con m > %

A continuacién, demostramos un resultado de regularidad que nos permite justificar
en este caso el cambio de variables de Hopf—Cole v = e — 1.
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Lema 1.4.3 Sean f € LY(Q) yu € W01’2(Q) una solucion de (1.35) que cumple “ﬁjiu €
LY(Q) para todo § < 5. Entonces

1
e —1e W t(Q), Vi< 5 (1.36)

Demostracion. Seguimos los mismos argumentos utilizados en [5]. Es suficiente considerar
20u
ve = (eThew —1) € W01’2(Q) N L>(£2) como funcidn test en (1.35). Entonces,

u 2(5 u
/ \Vu]%%ﬁdx = / ]Vu\%elzfﬁ —1)da

oo [ (o) a1 ez [ DR -y an
Q |z| 0 0

Por tanto,
26u_ 29 26u
/ |Vul|® da + 0'/ (612+6u - 1)L2 dx > / (1 - 72)612"'5“ |Vu|? da.
Q0 Q |z| 0 (1+eu)
Como § < %, basta aplicar el Lema de Fatou y se concluye la demostracion. [

Notas 1.4.4 (i) Si e®™ —1 € W01’2(Q) para todo § < 3, entonces por la desigualdad de

Sobolev, e% € L'(Q). Aplicando ahora la desigualdad de Holder con v = e* — 1, para
% < B < q, tenemos que

/|Vqux:/eq"|qud:c:/eﬂ“e(q_ﬁ)“VqufL’
Q Q Q
2_2(q—B)u e
< Cy | |Vul®eq de +Cy | e2—a"dx.
Q Q

Por tanto, si e®* — 1 € WOI’Z(Q) para todo ¢ < %, se tiene que v =¢e% — 1 € Wol’q(Q) para

todo ¢ < N]\il.

(ii) Por la desigualdad de Sobolev, concluimos ademdis que e** € L'(Q) para todo

N

(iii) La regularidad dada por el lema previo es éptima. De hecho, si consideramos
o= f =0y Q = Bi(0), entonces la ecuacién (1.35) admite la siguiente familia de
soluciones
|$|2—N

—m

U (x) = log , 0<m<1
( )

(véase [66]), que satisface (1.36), pero ez — 1 ¢ WOI’Q(Q).

1-m
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4.1. Existencia de soluciones regulares

Para probar resultados de existencia vamos a suponer que f satisface (1.10). Estd claro
que la condicién (1.10) implica que f € W~12(Q).

Definicién 1.4.5 Decimos que u es una solucion regular de (1.35) sie* —1 € W&’z(Q).

Teorema 1.4.6 Sea f una funcion que satisface (1.10). Entonces (1.35) tiene una solu-
cion reqular para todo o < A (f).

Demostracion. Denotamos v = e — 1. Entonces v cumple

{ _Av+#(”+l)log(\v+1l)=0<f(“+1) en & (1.37)

v=20 en Of).

Sea 0 < a < A1(f). Consideramos el funcional de energia

G(Jv o
J(v):;/ﬂ\Vdea:—i—U/Q ‘S|2Ddx—2/ﬂf(v+l)2dx,

2
donde G(s) = @ (log(s 4+ 1) — 3). Usando un argumento elemental de minimizacién,
deducimos que existe un minimo v no negativo para J(v). Finalmente, basta tomar
u = log(1 4+ v) y obtenemos el resultado deseado. "

Notas 1.4.7 (i) El intervalo de existencia en « es en general éptimo, como prueba el
ejemplo siguiente. Sea f(z) = con xg € Qy xg # 0. Si para a > A\ (f) = An

1
T Jz—z0|’
existiera una solucién u > 0, entonces consideramos una bola B;(xg) CC € tal que
0 ¢ B,(w0). Tomando ¢* € C§°(B,(x0)) como funcién test en (1.35), se tiene que

2
/Q |V¢]2d:c—i—o/g erdaz Za/ﬂ fo? dx. (1.38)

Aplicando las desigualdades de Holder y Sobolev, obtenemos

2
= a2 ™ ) (%)
o —dr < —m— u? dx Vo|“dx ). 1.39
/jgr(:co) |2 C(|mo| —7)? By(z0) Br(wo)’ | ( )

Por la desigualdad de Hardy para peso f, sabemos que existe una sucesion {¢, } € WO1 2(Q)
tal que

/ |V |? dx
(0% By (zo)

o N N 2 dx
o[ a)t [0
C(lzol —r)? ( By (z0) Br(x0)

IA

— Ay Vr>0.
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Por tanto, cuando r | 0, se sigue que o < An y llegamos a contradiccién.

(ii) Existe un caso particular que proporciona existencia para todo o > 0. Considera-
mos |z|2f(x) < A. En este caso, como para todo M,C > 0 existen constantes ¢, k > 0
tales que si v > k entonces,

M(v+1)%loglv+1) —Cv+1)2 > ¢,

deducimos que el correspondiente funcional J de arriba es coercivo para todo «.

4.2. Soluciones débiles: conexiéon con problemas elipticos con dato me-
dida

En esta subseccién mostraremos la profunda relaciéon que existe entre problemas con
términos cuadraticos de primer orden y ecuaciones lineales con datos medida. Esta relacion
implica un resultado de no unicidad muy fuerte para soluciones distribucionales del proble-
ma (1.35). Para ello, seguiremos las ideas de [5]. A continuacién, enunciamos una propiedad
de monotonia muy conocida para el operador (1.37).

Lema 1.4.8 (Principio de Comparacién) Sea H : R — R wuna funcion creciente y
u,v € W01’2(Q) tales que H(u), H(v) € LY(Q). Supongamos que —Au + H(u) < —Av +
H(v) en Q. Entonces u < v en Q.

El siguiente resultado motiva la principal hipdtesis que deberemos tener en cuenta en
las medidas que posteriormente vamos a considerar. Comparese dicho resultados con los
recogidos en [5] donde no aparece el potencial de Hardy.

Teorema 1.4.9 Sea Q un dominio acotado con 0 € Q. Entonces, no existe v € Li. ()
tal que er)ﬁ# eLL.(Q), fo+1) e LL () y

loc

(v+1)log(v+1) ,
FE =af(v+1)+d en D(Q), (1.40)

v>0 en €.

—Av+o

Demostracion. Seguimos un argumento de reduccién al absurdo. Supongamos que v €
Ll (Q) es una solucién de (1.40), tal que (oiD)log(vtl) o p1 Q) y f(v+1) € LL .(Q). Por

|x|2 loc
tanto, v es una supersolucién en B, (0) CC € del problema

1)1 1
—Aw+0(w+ )’;)ﬁ(w—i_ ):50 en D/(Bn(())),

w>0 en (1.41)

w=0 en 0B,(0).



Capitulo 1 57

. . . . 1
Afirmamos que (1.41) tiene una tnica solucién renormalizada w € W;(Q2) para todo
q < % Ademsds esta solucién es radial. Para probar esta afirmacion, consideramos los
problemas aproximados

(wp, + 1) log (w, + 1)

—Awy, +0o T
|z|2 + 5

= en D/(B,(0)).

wy, >0 en (), (1.42)

w, =0 en 0B,(0).

La existencia y unicidad de solucién del problema (1.42), se obtiene usando los resultados
de [22] (se pueden consultar también los resultados de [25, §4]). Por la estructura de la
ecuacién y por unicidad, es claro que la solucién w,, es radial. Como v es una supersolucién
de (1.42), usando la desigualdad extendida de Kato en [50], concluimos que w, < v.
Ademas, las funciones w, estan uniformemente acotadas en VVO1 4(Q) como consecuencia
de los argumentos que aparecen en [24]. Denotamos por w al limite débil de {w,} en
W& 1(Q)). Para pasar al limite en el término no lineal, usamos explicitamente la existencia
de la supersolucién v, es decir, usamos que

(wp, + 1) log (wy, + 1) < (v+1)log (v+1)

en L'(B,(0))

|| ||
y el Teorema de la convergencia dominada. La afirmacién por tanto queda probada.

Integrando ahora la ecuacién que satisface w en B,.(0) con r < 7, resulta que

" (w4 1)1 1
—Tle/(T)+U/ (w+ );g(w+ JpN=1g — 1.
0

Por tanto, tenemos que

w0 = o) v )=o) - e

(N=2)

Como para r | 0, w(r) =~ - x=7, entonces

(w4 1)log(w + 1) N -2 1 N -2 1
o (14 V22 (L N2y g )
P U o o o ) £ 1
lo que contradice las hipotesis iniciales. [

Nota 1.4.10 El Teorema 1.4.9 evidencia que |z|~2 es un caso limite. De hecho, si consi-
deramos el problema

(w+1)"log (w + 1)

—Aw+o PpEE

=pup en D'(Q),

w>0 en
w=0 en 01,

con € > 06 n > 0, entonces existe una unica solucién para toda medida de Radon acotada
y positiva. Véase [22].
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El Teorema 1.4.9 también motiva la clase de medidas validas que, como dato fuente,
pueden aparecer en problemas semilineales (1.37) para tener solucién débil.

Denotamos por M () al conjunto de las medidas de Radon positivas en €. Decimos
que pu € M() esté concentrada en un conjunto de Borel E C Q si u(E) = p(B N E) para
cada conjunto de Borel B. Ademds, denoretamos por cap(E) = cap; 5(E) a la capacidad
de los subconjuntos de €2 inducida por la norma

2 2
= d .
fuliyge = [ 190 do

Para obtener méas detalles acerca de la capacidad consultese el apartado 0.0.17 la Intro-
duccién.

El teorema siguiente se inspira en el estudio de la ecuacién [25, (4.16), pag. 727].

Teorema 1.4.11 Sea ps una medida acotada positiva que estd concentrada en un conjunto
A C Q\ B.(0), conr >0, de capacidad cero. Supongamos que f es una funcion positiva
tal que f € LP(2) con p > % Entonces, para todo 0 < a < M\ (f) y todo o > 0, existe una
unica solucion v al problema

(v+1)log(v+1)

—Av+o FE =af(v+1)+pus en D'(Q),
v>0 en €,
v=20 en 0, (1.43)
v e Wy(Q) Vg < 2,
Ti(v) € W2 () vk > 0,

log(1+v) € Wol’Q(Q).

Demostracion. Al igual que en [111], seguimos un argumento de aproximacién (véase
también [5]). Sea {g,} una sucesién de funciones acotadas positivas tales que

lgnllr <€, supp gn CQ\ Bz (0) vy gn — ps

en el sentido de las medidas. Siguiendo los mismos argumentos que en la demostracién del
Teorema 1.4.6, obtenemos la existencia de una unica solucién v, € I/VO1 2(Q) no negativa
al problema

(vp, + 1) log (v, + 1)

—Av, +0 HE =af(v,+1)+g, en Q
T
vp >0 en (Q, (1.44)
v, =0 en Of).

Como consecuencia de los mismos argumentos usados en [5], demostramos que vy,
estd acotado en LY (Q2), donde ¢/ = o4 > 5. Usando [59, Thm. 4], se prueba que existe
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v E Wol’q(Q) tal que v, — v en Wol’q(Q) con q < % La dificultad esta en pasar al limite
en el término no lineal y obtener luego que v es solucién del problema (1.43).

Se cumple que —Av, — —Av en D'(Q) y que

(vp, + 1) log (vy, + 1) . (v+1)log(v+1)
|| |z

fuertemente en Li (2\ {0}). Por tanto, para terminar, basta comprobar que

(vn + 1) log (v, + 1) (v+1)log(v+1)
2 |z

fuertemente en L'(B,,(0)), 7o < 7.
(1.45)

Sea 1 una funcién test positiva tal que n =0en Q\ B,(0) y n =1 en B,,(0). Usando
(vn + %)5 n? como funcién test en (1.44) y tomando limites cuando m — oo, se tiene que

2,0
_ n°vn (v, + 1) log (v, + 1)
ﬁ/ﬂvg 1772|an|2al:£—|—/Q s b = dx

< )\/ f(vn+1)v£dx+2/ V2| V||V, dz.
Q Q

Como consecuencia de la desigualdad de Young, existen constantes c1,co > 0 tales que

2,08
1)1 1
CI/U5_1"2|WnI2dx+/ U ”“(”WF’ )‘20g(vn+ ) 4
Q O .

< )\/ f(vn+1)v£dx+02/ VI Vn? da.
Q Q

Eligiendo 6+ 1 < %, tenemos que

)\/ f(v+1)v’8d:1:+02/vg+1|Vn2dx§03.
Q Q

Por tanto, concluimos que

B+1 s 1)1 1
/ |V, | da + / Un(Vn £ 1) (;g (vn+1) dx < C  uniformemente en n.
Bay (0) By (0) |z|

De aqui se sigue que vE™/? ests acotada en Wt2(B,,(0)), luego v, — v fuertemente en

LP(By,(0)) para todo p < (55)% Como (85)? > 25, entonces ﬁ € L%%(BTO(O))
para todo € > 0 y usando la desigualdad de Holder, obtenemos la convergencia (1.45).
El resultado de unicidad es una consecuencia inmediata de la regularidad de v, la

estructura de la ecuacién y de la desigualdad de Kato generalizada obtenida en [50].
L]

Si |z|?f < C, entonces existe una solucién para todo o > 0. Ademés, se tiene unicidad
siC < A N-
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Teorema 1.4.12 Sean ps una medida de Radon acotada y positiva que estd concentrada
en un conjunto A C Q\ B,(0) tal que cap; 5(A) =0 y f una funcidn positiva que satisface
(1.10). Supongamos que o < A1 (f) y consideramos la solucién v del problema

( —Av+a(v+1)|liﬁ(v+1) =af(v+1)+pus en D'(Q),
v>0 en €,
v=20 en 0, (1.46)
v e Wyl(Q) Vg < 35,
Ti(v) € W2 () Vk > 0,
log(1+v) € W01’2(Q).

\

Definimos u = log(v + 1). Entonces u cumple que

—Au—l—a#: |Vul> + af en D'(Q),
u>0 en §, (1.47)
ue Wy2(Q).

Demostracion. La existencia de la solucién v del problema (1.46) se tiene por el Teorema
1.4.11. Consideramos ahora una sucesién {g,} de funciones acotadas y positivas tales que
lgnllzr < C'y gn — ps en el sentido de las medidas. Sea v, la solucién minimal del
problema

—Avy, + oap(z)(vy, + 1) log (v, + 1) = af(vp, +1) + g  en £,
vp >0 en (),
vy =0 en 0f2,
v € Wy (9).

Definimos w,, = log(1 + v,). Mediante un célculo directo obtenemos que

— Au, = —0an(z)log(v, 4+ 1) + |Vun|* + af + . gj_ Toen D'(Q). (1.48)

Como —Au, — —Au en D'(Q), para concluir que u resuelve (1.47) basta probar que
el lado derecho de (1.48) converge a

—O’# + |Vul* + af en D'(Q)

Como v, — v en LP(2), entonces log(vy, + 1) — log(v+ 1) en LP(Q2) para todo p. Veamos

que

In ’
— — 0 en D(Q). (1.49)




Capitulo 1 61

En efecto, como pg estd concentrada en A C Q\ B,-(0) con cap (A) = 0, para todo £ > 0
existe un conjunto abierto U, tal que A C U, y cap (U.) < e. Es decir, para todo £ > 0
existe ¢ € C°(2) tal que

IR

0>0,¢0=1enU, vy /|V¢]2da:§
Q

2¢_

ST Se sigue que

Si ahora definimos 1 =

YECR(Q), 0<y<2 $=1 en U y /!V¢|2dx§5.
Q

Usando la desigualdad de Picone del Lema 0.0.13, tenemos que
Alvp+1) 5
Vi | dx z/ —— 2 dx
frwerar> [ S
204/ fwzdac—i—/ In dac—a/ an () log(vy, + 1) % da.
Q Ue 1 Q

Un +

De esta forma,

1 1
on (log(1+v,))% | \* / U7 )’
do < e+ 2 VOB T Un))” 4 Y ax) < (1+4200A
/UEUn-l-l r<e+ 0(/9 BE x TP x| <(1+2CoApn)e

para cada n € N. Por tanto, basta demostrar que para todo ¢ € C§°(£2), se cumple que

p 9n
| dr = 0.

En efecto, como

dr

9n
+1

/Qw?}n

9n
< 00 d$+/ ndz,
oee | Ggdes [l

usando que g, — us en el sentido de las medidas y que ug estd concentrada en A C U,
deducimos que

/ ||gn dz — 0 cuando n — oo,
O\U.

y por tanto se sigue (1.49). Usando ahora el Teorema de Vitali y los mismos argumentos
que en [5], obtenemos que

|Vun|? — |Vu|®>  fuertemente en L'(Q),

con lo que concluye la demostracién. n
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Notas 1.4.13 (i) Al igual que antes, el resultado del Teorema 1.4.12 se mantiene en el
caso |z|?f < C sin ninguna restriccién acerca de a.

(ii) Sea v la solucién del problema (1.46). Haciendo el cambio de variables u = log(1+4v),
es facil comprobar que u formalmente satisface la ecuacién
Hs

+af+1—i—v'

u

—Au = |Vul|? + AW

La demostraciéon del Teorema 1.4.12 muestra que la fraccién l‘jfv es cero, lo que corresponde
a decir que “v(z) = 400 en el conjunto en el que la medida singular pg es diferente de
cero”. Este resultado es obvio en el caso en que us es una delta de Dirac concentrada en
algin punto de (2. Para resultados sobre el comportamiento de las soluciones de ecuaciones

elipticas con datos medida, conviene estudiar los trabajos de [60] y [109].

Consideramos ahora el problema inverso.

Teorema 1.4.14 Seau € Wol’Z(Q) una solucion no negativa de (1.35) tal que % € LY(Q)

y supongamos que [ satisface (1.10). Entonces v =¢€" —1 € Wol’q(Q), Vg < %, y existe
una medida ps, concentrada en un conjunto de capacidad cero, tal que

(v+1)log(v+1)

~Av+o FE =af(v+1)+us en D'(Q),
v >0 en £,
v=20 en 0€, (1.50)
ve W, () Vg < 5.
Ti(v) € Wy () VE > 0,
log(1 +v) € W,2(9).

Ademds, us puede caracterizarse como el siguiente limite débil en el espacio de medidas
de Radon acotadas

. 1
— I 2T (1 _ 7) 1.51
ps = lm [Vul“e e (1.51)

Demostracion. Como % € L'(Q), siguiendo los mismos argumentos que en la Nota 1.4.3,
deducimos que e — 1 € W(}’Q(Q),Vd < 3 y por tanto, v =e* — 1 € W, 9(Q) para todo

q < 5. Para cada € > 0, tomamos eTren —1 € L°°(€) N W% (€2) como funcién test en
(1.35), y asi

u 1
2 . 9 oo L
/Q|Vu\ d:v—/ﬂ |Vu|“e™ (1 <1+€u)2)dx
+ a/ f(elffu —1)dx — a/ —UQ (elfw —1) da.
Q a |zl
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Como el ultimo término esta acotado, tenemos que

u 1 u
Vul?d >/v 2etheu (1 — ———— ) da + / THeu — 1) da.
/Q] u|*dx > Q| ul“e ( (1+5u)2) T+« Qf(e ) dx

De aqui, deducimos que

u 1
2erten (1— —— ) d </ 24
/Q|Vu\ et ( 15 2u)2 x < Q|Vu] x y
/ f(@lwiLEu —1) dxg/ ‘VU’Qdﬂf
Q Q

Por el Teorema de la convergencia mondtona concluimos que

/f(elfw—l)dx—>/fvdac§/ |Vu|? dz < oc.
Q Q Q

Por otro lado, para una subsucesién, se verifica que
|Vu|2eTreu (1 - #> —
(1 + 6u)2 S

donde ps es una medida de Radon positiva. Ademds, ps estd concentrada en el conjunto
A={x € Q: u(x)=oo}. Esto tltimo se sigue del hecho que

u 1
/ |Vu|?eTeu (1 - 72) dx — 0 cuando € — 0.
u<lk (1 +6u)

Como u € Wol’2((2), entonces se tiene que cap(A) = 0.

Para cada £ > 0, tenemos que eites € WOI’Q(Q) NL>(Q) y definimos v, = [ eTresds €
Wol’2(Q) de tal forma que v. — v en L}(Q) y —Av. — —Av en D'(2). Ademss,

_u _u
— Av, = —eTreu Au — eTren | Vul?

1
(14 eu)?
- (1 (1 +15u)2)

u

_u
it
o + qelteu f,

_u_ 2 _u_
e lteu ’vU| — ogelteu |
Pasando al limite cuando ¢ tiende a 0, deducimos que v resuelve la ecuacién (1.50) en el
sentido de las distribuciones. [

Notas 1.4.15 (i) Obsérvese que en el caso e/"l/2 — 1 W&’Q(Q), es decir, para la solucién
regular, el limite en (1.51) es cero gracias al Teorema de convergencia de Lebesgue.

(ii) Dada la estructura especial del operador de Laplace, se tiene que para datos medida,
las nociones de solucién en el sentido de las distribuciones, en el sentido de dualidad (véase
[125]) y de soluciones renormalizadas (véanse [60] y [108]) coinciden (véase también [119]).
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(iii) Obsérvese que este fenémeno de multiplicidad aparece en general cuando el gra-
diente actiia en el segundo miembro de la ecuacién con una potencia q¢ > % Para

q < % se concluye, usando el resultado de Alaa—Pierre en [18], que hay una unica

solucidn, si tenemos una condicion razonable sobre f, para el problema
—Au = |Vu|? + f.

En esta misma direccién se puede comprobar facilmente, usando el resultado de multi-
plicidad de [1], que para ¢ < % se tiene que M(Q) C W‘Lp/(Q), y por tanto, no hay
medidas singulares con respecto a la capacidad, lo que confirma el resultado de unicidad
citado antes.

A lo largo de este capitulo, hemos comprobado cémo la influencia conjunta del término
cuadratico de primer orden |Vu|? con el término de Hardy #, es muy diferente depen-
diendo de la posiciéon de ambos en la ecuacion. Para terminar este capitulo, resumimos en
la siguiente tabla todos los resultados obtenidos, considerando las diferentes posibilidades
en que ambos términos pueden encontrarse.

INFLUENCIA CONJUNTA DEL POTENCIAL DE HARDY Y EL GRADIENTE

—Au — |Vul? ZA#—i—f —Au + |Vu|? ZA#—i—f —Au—i—a# = |Vul*+ af
e Fuerte resultado de no existencia: | e Fuerte resultado de existencia: e Existencia de una tnica
No existen soluciones ni en el Existe soluciéon débil positiva solucién regular, oo < A1 (f)
sentido més débil VA (rotura de resonancia) (e" —1€ Wy3(Q)

Vf € L*(Q) (efecto regularizante)

e Las soluciones de los problemas e Unicidad de solucién en e Miultiples soluciones no
aproximados explotan en todo Wy 2(Q) regulares, o < A1(f)
punto del dominio (u € W(}’Q, ‘“;‘Z € LI(Q))
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Rotura de resonancia y efecto regularizante
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Capitulo 2

Rotura de resonancia y efecto
regularizante

1. Introduccién

Motivados por los resultados del capitulo anterior, estudiamos el problema,
—Au+ |Vul? = Ag(z)u+ f(z) en Q,
u>0 en €, (2.1)
u=20 en 01},

donde 1 < ¢ <2, f, g son funciones medibles positivas y €2 es un dominio acotado. Damos
hipétesis en g con respecto a ¢ bajo las cuales el problema (2.1) tiene una solucién positiva
para todo A > 0 y toda f € L', f > 0. En particular, centraremos nuestra atencién de
nuevo en el potencial de Hardy g(x) = ﬁ, que nos servird para ver que las hipdtesis sobre

el peso g son optimales.

Para A = 0, las ecuaciones de la forma (2.1) se han estudiado ampliamente en la liter-
atura, véase por ejemplo [5], [18], [35], [37], [39], [40], [66], [81] y las referencias recogidas
en cada una de ellas. El caso en el que ¢ > 2y f es una funcién Lipschitz ha sido estudiado
en [103] usando métodos bastante diferentes. El problema con A > 0, g(x) = ﬁ y con la
presencia del término |Vu|? en el lado derecho de la ecuacidn, ha sido estudiado reciente-
mente en [12]. Los autores demuestran que para f > 0 la ecuacién no tiene supersolucién
muy débil, si

p> () 240 N—2_ (N—Q)Q_/\,

- dond —
o onde «q 5 5

véanse mas detalles acerca de a; en (12) en la Introduccién.

El objetivo de este capitulo es encontrar condiciones para g en términos de ¢ de forma
que (2.1) tenga solucién para todo A > 0. Esta rotura de resonancia se obtiene en términos
muy generales para toda funcién positiva f € L!(Q).

El principal resultado de este capitulo es la existencia de solucién para todo A > 0 y
para todo f € LY(Q), f >0, si g > 0 es un peso admisible en el sentido (2.2) que veremos
posteriormente. Ademés, mostraremos que, en general, la condicién anterior es éptima.
Este resultado pone de manifiesto que el término |Vu|? en el lado izquierdo de la ecuacién,
es suficiente para romper cualquier efecto de resonancia del término lineal de orden cero.
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Ademss, en este capitulo probamos los siguientes resultados:

(1) Obtenemos condiciones acerca de g y A de modo que para todo 1 < ¢ < 2, exista
solucién al problema (2.1) siempre que f esté en una clase asociada explicitamente
a g. Debido a la presencia del operador de Laplace y del témino lineal A g(x) u, la
condicién natural serd (2.17).

(2) Consideramos el potencial de Hardy, g(x) = ﬁ y probamos resultados de no exis-
tencia que muestran la optimalidad de la condicién requirida en g para la existencia
de solucién a (2.1).

(3) Estudiamos el potencial g(z) = |z|"® paral < a < % y extendemos los resultados

previos a operadores més generales que el de Laplace.

Referencia: Los resultados de este capitulo aparecen recogidos en [2] y [15].

2. Existencia de soluciones débiles positivas

En esta seccién estudiamos la existencia de solucién positiva al problema (2.1) para
todo A > 0y toda f € L'(Q), f > 0. En primer lugar, debemos precisar el concepto de
solucién.

Definicién 2.2.1 Sea f € L'(f). Decimos que u es solucién débil del problema (2.1) si
u € Wol’q(Q), g(x)u e LY Q) y

/u(—Agb)d:B+/ Vu|q¢d:n:)\/ g(m)u¢dm+/ f(@)pdz, Yo e e ().
Q Q Q Q

2.1. Pesos admisibles

Consideramos el problema (2.1) con una potencia ¢, 1 < g < 2. Decimos que g es un

peso admisible para la potencia ¢ si satisface
1
)
920, geL'(Q) y Clg.q)=  inf t

$eW1()\{0} / 96| dz
Q

> 0. (2.2)

Notas 2.2.2 (1) Obsérvese que la condicién que exigimos al peso (2.2) es més débil que
la condicién de valores propios que impusimos en el Capitulo 1. En particular, si se cumple
la condicién de valores propios (1.10), entonces el peso es admisible en el sentido (2.2).

(2) Es claro que si g satisface (2.2), entonces g € W19 (Q) N L'(Q) para ¢ = - Se

comprueba también facilmente que si g € L"(Q) para r > (¢*) = 0

#]\]fvﬂ, entonces g es
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un peso admisible en el sentido (2.2). Sin embargo, puede suceder que se verifique (2.2) y
no estemos trabajando con un peso g € L"(2) con r > (¢*) = 0 Por ejemplo, sea

N
qfclz)NJrq ’
0(z) = dist(x,9Q). Por la desigualdad de Hardy se tiene que

/Q‘(St;)qdq:gC/QVqux.

En el caso particular en el que © = B;(0) se sabe que 3= € L'(B1(0)) para cualquier

a < 1. Fijamos ¢ < 2. Entonces, existe a < 1 tal que &= € L'(B1(0)) \ L) (B1(0)); para
ello, basta elegir % <a<l

Demostraremos que C’((S%, q) > 0 y por tanto, que 5% e W14 En efecto,

Nde = ‘1 ad.’E / ‘ ) de / |u’(1 a)q J.
o 00 o o 5(z
(

1—a)q .
“—a < 4, tenemos, usando la desigualdad de Hardy, que

Jul z
—dr < C |[Vultdx |
Q0 Q

de donde concluimos que 3. € L'(Q) N W14 (Q) aunque = ¢ L (Q).

Qe

Como

3) La condicién (2.2) implica que:
(3) plica q

) fo gluldz < oo para todo u € Wy?(€).
(b) Si definimos ¥ : W, *%(Q2) — R como

<\I’,u>:/§zgudx, (2.3)

entonces ¥ es una forma lineal y continua en I/VO1 (). Esto implica que existe
’ -
F = (f1, fa,-- -, fn) € (LT ()N tal que g = —div(F') y entonces

(‘P,u)z/ggud:vz/g(?,vwdx.

Como consecuencia, el producto de dualidad es equivalente a la primera integral
—
”\IJ”W*LQ'(Q) = HFH(LQ’(Q))N'
El resultado siguiente se usard en la demostracién del resultado de existencia 2.2.4.

Proposicién 2.2.3 Supongamos que g satisface (2.2) y que ¥ estd definida como en (2.3).
Consideramos gn(z) = min{g(z),n} y la correspondiente forma lineal y continua

U, W) — R
u — \Iln(u):/ gnudz.
Q

Se cumplen las siguientes convergencias:
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(i) U, — ¥ fuertemente en W19 ().

(ii) Supongamos que u, — u débilmente en Wol’q(Q), un > 0. Entonces gpu, — gu
fuertemente en L'(Q).

Demostracion. (i) Representamos el producto de dualidad por la integral

<‘11n,u>:/ gnudz.
Q

1
< / |V¢|de)q
C(gn,q) = l1’nf t:
GEWg 1 (2)\ {0} / onlo| dz
Q

Tenemos que

> 0.

Por definicién,

[Wally s = sup (W)
[ty .0y <1
< s | [aa< sw [ gl < Wy

y por tanto, para una subsucesién, {¥,},en converge débilmente en W14 (). Como
para toda u € W,"%(Q),

gnlu| — glu| fuertemente en L'(Q) vy {¥,}lpeny — ¥,
entonces,
||\I’walyq’ < h’nnlioréf H\I’nHWqu’ < lfgs;ip H\I’nHWqu’ < H\I’HW*LqH
y por tanto, deducimos que

U, — U, fuertemente en W17 (Q).

(ii) Como consecuencia de la convergencia fuerte probada en (i), tenemos que si u, — u
41 . 1
débilmente en W;'%(€2), entonces,

(U, ) —/ Gnlp dx — / gudx = (¥,u) cuando n — co.
Q Q

Si supongamos ademés que u, > 0, entonces usando un resultado de [48], obtenemos que
gntn, — gu fuertemente en L'(Q), (véase también [102, Thm 1.9, pag. 21]). n
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2.2. Resultado de existencia global

El principal resultado es el siguiente:

Teorema 2.2.4 Supongamos 1 < q < 2 y sea g una funcion positiva que satisface (2.2).
Entonces para todo X > 0 y toda f € L*(Q2) tal que f > 0, existe u € Wol’q(ﬂ), u >0, que
satisface (2.1) en el sentido de las distribuciones.

Al igual que hicimos en el teorema de existencia del Capitulo 1, empezamos probando
el resultado en casos particulares. Procedemos por aproximacién de gy f. Como 1 < g < 2,

entonces % < % y por tanto la primera aproximacién es bastante natural.

Teorema 2.2.5 Supongamos que f,g € L"(2) son funciones positivas con r > %. En-

tonces para todo A > 0, existe una solucion débil positiva u € Wol’2(Q) NL>®() de (2.1).

Demostracion. Procedemos en dos etapas sucesivas.

Paso 1: Para cada k > 0, consideramos v € VVO1 2(Q) N L>®(Q) solucién de —Av =
Meg(x) + f(z) en Q y denotamos My, = ||v||r~. Como consecuencia de las hipdtesis en g
y f y usando estimaciones elipticas clasicas, deducimos que v estd acotada (véase [125],
[100]). Es claro que el cero es una subsolucién y v es supersolucién de los problemas

|V, |?
1+ %|an]q
wn € Wy *(€2),
wy, > 0,

—Aw, + = A\g(z)Tpw, + f(x),

(2.4)

para todo n € N. Usando una variacién de los argumentos utilizados en [18] y [39], se
prueba que existe una sucesion de soluciones minimales no negativas {w, } de los problemas
(2.4). Por tanto,

—Awy, < Akg(x) + f(z) = —Av.

Ahora, por el principio de comparacién débil concluimos que 0 < w,, < v < M, uniforme-
mente en n y, en particular, w, € Wol’2(§2) N L>(0).

ls|?

—+——, tenemos que
T+ 1[5 4
n

Tomando w,, como funcién test en (2.4) y denotando H,(s) =

/ |an|2d;v—|—/ Hn(an)wnd:U:A/ g(a:)Tkwnwndx+/ f(z) wy, dz.
Q Q Q Q

Por tanto existe una constante positiva C > 0 tal que Vn € N,

L/wmescm%mm
Q
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Existe entonces una subsucesién w,, tal que w, — ui débilmente en WO1 2(9) Usando la
convergencia débil* en L*°(2), tenemos también que uy € I/Vol’2 NL>®(Q) y que up < M.
Demostramos que uj resuelve el problema

— Aug + |Vugl? = Ag(x) Tiur, + f(z)  en Q, uy € W01’2(Q). (2.5)
Para ello, probamos el resultado de convergencia siguiente:
wy, — up  fuertemente en Wol’z(Q). (2.6)

En efecto, para ellos, seguimos el tipo de argumentos empleados, por ejemplo, en [35].
Consideramos ¢(s) = se1s” que satisface ¢/(s) — |¢(s)| > %. Tomando ¢(w, — u;) como
funcién test en (2.4), deducimos que

/ Vwnd' (wyn, — ug)V(wy, — ug) de + / H,(Vwy)p(wy, —uy) dz
Q Q
= [ o) Tt~ w) o+ [ @)oo, —w)do. (27
Q
Como w;, — uy, débilmente en W(} 2(Q2), un caleulo directo muestra que

/ Vw, ¢ (wn, — ug)V(wy, — ug) de = / |V (wy, — uk)|2q5'(wn —ug)dz + o(1).
Q Q

Si g = 2, el resultado de existencia se sigue por el Teorema 1.3.4. Si ¢ < 2, sabemos que
para todo € > 0 existe una constante no negativa C. tal que

s <es? +C., para s> 0. (2.8)

De este modo, el segundo término del lado izquierdo de la ecuacién (2.7) se puede estimar
del modo siguiente:

/ H,(Vwy)p(wy, — uy) dz
Q
< 5/{2 |Vwn || o(wn — ug)| dz 4+ C(e) /Q |p(wy, — ug)| dx
:5/ |Vwn, — Vug|?|p(wn — up)| de — 5/ Vg || p(wn — ug)| da
Q Q
2 / Y Vg |6(wn — u)| dz + C(e) / (6(wn — )| da
Q Q

Como wy, — uy débilmente en W(}’Z(Q) y como |¢p(wy, —ug)| — 0 en casi todo punto (y en
L?(9)), deducimos que

/ \Vug | |¢p(wy, —ug)|de — 0y / VwpVuy, ¢p(wy, —ug)dr—0  cuando n — oo.
Q Q
Por tanto, pasando al limite cuando n tiende a oo, tenemos que

/ H,(Vwy)p(wy, — ug) de < 5/ |Vwy, — Vug|? [¢p(w, — ug)| dz + o(1).
Q Q
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Ademas, estd claro que el lado derecho de (2.7) tiende a cero cuando n — oo. Como
¢'(s) — |p(s)| > 1, eligiendo € < 1 concluimos que

1
2/ |Vw, — Vuk|2 dz < / (qﬁ/(wn —ug) — &|p(wy, — uk)|) |Vw, — Vuk|2 dr < o(1).
Q Q
Por tanto, w, — uj en VVO1 2(Q) y el resultado de convergencia (2.6) queda probado.
Ahora, por (2.8) tenemos que
H,(Vwy,) < c1|Vw,|? + ca.

y como consecuencia del resultado de convergencia (2.6), se deduce en particular la con-
vergencia en casi todo punto de los gradientes, con lo que concluimos que

H,(Vw,) — |Vug|? en LY(Q).

Paso 2. Estimacién L*°-uniforme de {uj}. Demostramos que existe M > 0 tal que
lu | oo () < M para todo &k > 0.

Para ello, empezamos probando que {guy + f} () estd uniformemente acotado en k,
para algin r > % Como g € L"(2) con r > %, entonces para todo 6 > q,

AR
M0, g)= inf & >0,
$ECE (), 0
T [ alol’ da

(definicién de autovalor del #—Laplaciano, véase por ejemplo [71]). Como uy € L*°(Q),
para a > 1 usamos u§ como funcién test en (2.5), y obtenemos que

a/ uz_l\Vuk\Zda?—i—/ ui]Vuk]qd:cS)\/ guzﬂdx—i—/ fuf dz.
Q Q Q Q

Por tanto,

4a a2 q q/ 21119 1
— v2’d+ ’vq’d<)‘/ ot de 4 dr. (2.9
(2_}_&)2/9’ up T <a+q) A u z < quk x quk: z. (2.9)

Usando ahora las desigualdades de Holder, Young y Poincaré sucesivamente, resulta que

/ gu%-‘rl dr = / gﬁ ug g% u§+1 gﬁ dx
Q Q
2(a(fo—q) % Q(a(zl—q)
< </ guZJrq dx> (/ guzJr2 dx) (/ gda:)
9 Q Q (2.10)
ga/ guZ”qua:—i—a/ guz+2dx+0(5)/ gdzx
Q Q Q

€ 21119 € 2412
< —— )qu ) dx—l—/’VuQ ’ dx + Cl(e,g),
A1(%9)/9 F M(2,9) Jo I F (€9)
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donde € es una constante positiva que serd elegida mas tarde.

Por otro lado, tenemos que

2(N+a)
/ Ful di < (/ 27(241) dm) 2*(g+1) i) </ f%\(;ﬁ; dx) N(a+2)
Q

<C(f,8 (/Q‘Vuk ( dx) gE <5/ ]vug“( dz + C(f,S,). (2.11)

Como consecuencia de (2.9), (2.10) y (2.11), resulta

((Qj—aa) )\1 2,9) / ’V 2+1 da

+<<aiq>q—g;, ) flred s ctraso

Eligiendo ¢ suficientemente pequenio se concluye que

/‘vu“‘ dx+/ ]wg“]qugo,
Q

donde C' es una constante independiente de k. Usando la desigualdad de Sobolev, se tiene
que

lugll o) < Cla, A, f.g), Va>1.

Por tanto, {gux + f}rr(q) estd uniformemente acotado en k, para algin r > % La co-
ta uniforme es una consecuencia de las estimaciones L> para operadores elipticos, véase
[125]. Por tanto, si k > M, uy, es una solucién al problema (2.1). n

Nota 2.2.6 Obsérvese que si ¢ < 2, el paso al limite en el resultado de convergencia (2.6)
puede ser realizado de un modo distinto. De hecho, usando un resultado de compacidad de
Boccardo—Murat recogido en [30], los gradientes convergen en casi todo punto. Como con-
secuencia del Teorema de Vitali, tenemos ademaés la convergencia fuerte de los gradientes
en W, ().

Sin embargo, hemos probado la convergencia (2.6) con argumentos validos en un marco
més general, para asi poder usar este resultado en condiciones de sumabilidad de f y g
mas débiles.

A continuacién, probamos un resultado intermedio antes del Teorema 2.2.4, que se
puede entender como una segunda aproximacién de las funciones f y g.

Teorema 2.2.7 Supongamos que f,g son funciones positivas, f € L*(Q), f >0y g €
L"(9) conr > %. Entonces para todo A\ > 0, el problema (2.1) tiene una solucién positiva

ue W)



Capitulo 2 75

Demostracion. Consideramos una sucesién {f,,} € L>(Q) tal que f, T f en L'(Q). Como
consecuencia del Teorema 2.2.5, existe una sucesién de funciones acotadas positivas {uy }
que son soluciones de los problemas

—Auy + [Vug|? = Ag(z) up + fo(z) en Q,
Uy > 0 en (Q,
Uup =0 en 012,
un € Wy?(Q) N L=(Q).

(2.12)

Tomando Tju, como funcién test en (2.12), se sigue que

/]VTkun]2d$+/ ]Vun]quundx:/\/ g(x)unTkundx—i—/ fn(2)Tiuy, dx.
Q Q Q Q

Definimos la funcién

g+1

=
Q

s si s<k,

8 1
(o) = [T =4 T .
0 1]<: q +(5—k)k4 si s> k.

=}
+‘~Q +

q

Usando las hipétesis relativas a g y f, se tiene que para todo € > 0, existe C; > 0 tal que
/ |V Tyun|? da +/ VU u,|?de
Q Q

< ke (/ﬂg(aﬁ)un dx)q + AkC (&) + k| fall 11 (2.13)

ek
~ Clq,9)

/ Vuun|? dz + MEC(E) + k|l full 1
Q

Por tanto,

/|Vun|qu§/ |VTkun]2d:c+k:/ |Vu,|?dz + Cy4|Q|
Q Q {un>k}

< ek
~ Clg,9)

De este modo, u, — u débilmente en Wol’q(Q) vy Tpu, — Tru débilmente en Wol’z(Q).
Estd claro por la hipétesis acerca de g, que gu, — gu fuertemente en L'(Q).

/Q |Vun|?dz + AeC(e) + Cqg|Q + k|| f| .1

Seguimos las ideas de [35]. Sean G(s) = s —Ti(s) y ¥ k—1(s) = T1(Gr—-1(s
Y —1(un)|Vun|? > [Vun|"X (u, >k} Usando ¢ 1 (upn) como funcién test en (2
que

) tales que
2), resulta

)
1

/ IV j—1(un)|? dz +/ Y p—1(un)|Vuyp|?dx :/ (Ag(z)up, + frn(z)) k—1(up) dz.
Q Q Q

Como {uy,} estd uniformemente acotada en LP(Q2) para todo p < ¢*, tenemos que

’{:CEQ:k:—1<un(x)<k}‘—>O y ’{J:EQ:un(a:)>k:}|—>0 cuando k — oo,
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uniformemente en n. De aqui, concluimos que

lim |Vup,|?dr =0 uniformemente en n. (2.14)
k—oo {UnZk}

Seguimos los mismos argumentos que en la prueba del resultado de convergencia (2.6) en
el Teorema 2.2.5. Tomamos ¢(Ty(u,) — Tx(u)) como funcién test en (2.12). Entonces

Tiu, — Tru  fuertemente en WOLQ(Q). (2.15)
Para terminar la prueba, basta demostrar que

|Vu,|? — |Vul|?  fuertemente en L(Q).

Como la sucesién de gradientes converge en casi todo punto de €2, es suficiente de-
mostrar que nuestra sucesion es equi-integrable y aplicar el Teorema de Vitali. En efecto,
sea E/ C €2 un conjunto medible. Entonces,

/|Vun|qdm§/ |VTkun|qdﬂc+/ |Vuy,|?dz.
E E {un>k}NE

De (2.15) se sigue que para todo k > 0, la sucesion T (uy,) — Tk (u) fuertemente en Wol’p(Q)
para todo p < 2. En particular, obtenemos la convergencia fuerte para p = ¢. De aqui,
deducimos que la integral [, |VTy(uy,)|?dz es uniformemente pequena si |E| también es
suficientemente pequena. Por otro lado, como consecuencia de (2.14), se tiene que

/ |Vu,|?dx < / |Vu,|?dx — 0 uniformemente en n cuando k — oo.
{un>k}NE {un>k}

La equi-integrabilidad de |Vu,|? se sigue inmediatamente y concluimos la demostracién.
n

Por tltimo, realizamos la tercera aproximacion.

Demostracion del Teorema 2.2.4. Sea g,(x) = min{g(z),n} € L*° (). Como consecuencia
del Teorema 2.2.7, existe una sucesién de funciones positivas {u,} tales que

—Aup + [Vug|? = Agn(z) up + f(x)  en Q,
Uy > 0 en §,
up =0 en 01,
un € Wy9(Q).

(2.16)

Tomando Tyu, € VVO1 9(Q) N L>(2) como funcién test en (2.16), tenemos que
/ |V T, |? da +/ |V, | de
Q Q
< )‘/ gn($)Tkunun dz +/ f(ﬁ) Tru, dr
Q Q

< k:)\/an(nr:)undac—i—k/Q f(z)dz.
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Por otro lado, como

/ |V uy,|?de >/ VU u,|?de > k/ |Vul? dz,
Q {unzk} {unzk}

tenemos que

/ \VTk(un)IZda:—i—k/ |Vug,|? dx

< ke (/Q gn (@)U d:r:)q + k/Qf(x) dz + \kC (e, Q).

De la condicién (2.2) se sigue que

/]Vun]qug he /]Vun]qu—i-k/f(x)dac—i—)\kC(a,q,Q),
Q Clg,q) Jo Q

con lo que u, — u débilmente en VVO1 (). Aplicando los Teoremas de Sobolev y Rellich,
sabemos que para una subsucesién, u, — u en casi todo punto. Por la Proposicién 2.2.3,
se sigue que

gnttn, — gu  fuertemente en L'(€2).

Para terminar la demostracién, basta comprobar que u, — u fuertemente en T/VO1 1(Q).
Como en los pasos anteriores, se prueba primero que Tpu, — Tpu fuertemente en I/VO1 2(9)
y se usa después el Teorema de Vitali.

Notas 2.2.8 (1) La solucién del problema (2.1) que obtenemos en el Teorema 2.2.4, es
también una solucién en el sentido de entropia que se define en [24]. Es decir, si tomamos
F(z) = Ag(x)u(z) + f(x), entonces u es soluciéon de —Au + |[Vu|? = F(z) en sentido
entrépico, pudiendo tomar funciones test de la forma Ty (u —v) con v € WH2(Q) N L®(Q).

(2) El mismo resultado de existencia se tiene si f es una medida de Radon positiva
tal que f € LY(Q) + W~12(Q). Nétese que si este es el caso, entonces f es absolutamente
continua con respecto a la capacidad clasica. Este resultado se obtiene usando los mismos
argumentos de aproximacién, basta realizar algunos pequefios cambios técnicos; véase
[60] para encontrar el significado preciso de solucién en este marco y las definiciones
equivalentes. Usando la teoria de regularidad de soluciones renormalizadas obtenemos
facilmente que si u es una solucién positiva del problema (2.1), entonces u € VVO1 P(Q),
Vp < qsiqg> % yp < %, sig < % Vemos por tanto que |Vul? ejerce un efecto

N

regularizante siempre que q > -

(3) El resultado de existencia obtenido en el Teorema 2.2.4 implica, en particular, que si
afladimos |Vu|? en el primer miembro de la ecuacion, entonces el fenémeno de resonancia
del término lineal no se produce. Sin embargo, sin el término del gradiente, sélo existe
solucién positiva asumiendo que A es menor que el infimo del espectro del operador —A

con el correspondiente peso g y con f satisfaciendo [ f¢1 dx < 0o, con ¢ el vector propio

asociado a este infimo.
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Como aplicacion directa del Teorema 2.2.4, obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.2.9 Supongamos A = 0. Entonces, para toda 0 < f € LY(Q) y todo 1 <
q <2, el problema (2.1) tiene una solucion positiva obtenida como limite de soluciones de
problemas aproximados.

2.3. Existencia de solucién para todo ¢ € [1,2] y A pequeno

Consideramos ¢ € [1,2] y buscamos condiciones en g y f que aseguren la existencia de
solucién para todo ¢. La presencia del término lineal \ g(x) v motiva la siguiente hipStesis

sobre g,
JRCRE
g>0,g#£0 y geL'(Q) con \(g,2) = inf 98 0000

i >0. (2.17)
seWy 2 (@\(0} /Q gl[ dz

Obsérvese que esta condicién es la misma la condicién (1.10) que impusimos en el Capitulo
1 a los pesos g(x) para ser admisibles.

Es facil comprobar que bajo la condicién (2.17), para cada A < Ai(g,2) existe una
unica solucién débil positiva ¢ € I/VO1 () del problema

—Ap=Xg(x)p+g(x) en Q =0 en 0. (2.18)
El resultado principal de esta seccion es el siguiente:

Teorema 2.2.10 Supongamos que 0 < XA < A1(g,2) y sean ¢ la solucion del problema
(2.18), con A < XA < Ai(9,2) y f una funcidn positiva tal que [, fodx < co. Entonces
existe una solucion positiva u € Wol’q(Q) del problema (2.1) tal que [ |VulP dz < co,Vp <
q siq> % yp< %, en caso contrario.

Demostracion. Por el Teorema 2.2.5, existe una sucesién {u,} de soluciones positivas de
los problemas aproximados

—Auy + |[Vugl? = Agn(x)un, + fn(x) en €
{ V| (x) (x) (2.19)

un € Wy (),
con gn(z) = min{g(z),n} € L>(Q) y fu(z) = min{f(z),n} € L=(Q).

Se puede comprobar facilmente que fQ fn(x)pdx < C uniformemente en n. Ademds,

/un(—Ago) dac+/ |Vun|q<pdx:)\/gn(:p)un<pdx—l—/fn(m)pdx,
0 0 Q Q
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y por tanto,
()\—)\)/g(:r)un@dx—l—/g(:n)undx+/ |Vun|%p d
9) 9) Q

< /Q fulw)pda < /Q f(@)pds < C.

De aqui concluimos que

/ g(z)upp dr < L, / g(@)upde <C y / |Vun|fpde < C,
Q (A=2A) Q Q

uniformemente en n. Tomando Tju, como funcidn test en (2.19), tenemos que

/ |V Tyun|? da +/ |V |1 T uy, de < Ak‘/ gn(x)up, dz + k/ f(x)dx.
Q Q Q Q
De este modo,
1 9 1 1,2
Z |IVTun|“de <C 'y Thuy, — Tru  débilmente en W, ().
Q
En particular, para k£ = 1 se tiene que

/|Vun|q§/|VT1un|2dx+C(q,Q)—|—/|Vun|qT1und:U§C,
Q Q Q

con lo que w, — u débilmente en W&’q(ﬂ). Sig> 5 vge L™ conm> T o
g(z) = |z|72, el resultado de existencia es una consecuencia del resultado anterior. Por el
contrario, si g < %, entonces, usando el resultado de regularidad de soluciones entrépicas
obtenido en [24] (véase también [60] para el caso de medidas de Radon), obtenemos una

regularidad extra, es decir, u,, — u en Wol’p(Q) para todo p < %

Ademss, g,(2)u, — g(z)u fuertemente en L'(£2). En efecto, consideramos la sucesién
{wy} € WO1 2(Q) de soluciones de los problemas,

{ —Aw, = )\gn(l‘)wn + fn(l') en €,

(2.20)
wn, =0 en Of).

Como A < Ai(g,2), entonces usando la hipétesis acerca de f, obtenemos que w, /" w en
todo punto y que w, — w débilmente en WO1 P(Q) para todo p < %, donde w es la tnica
solucién de entropia del problema —Aw = Ag(z)w + f. Obsérvese que las soluciones de
(2.19) son subsoluciones de (2.20), con lo que gpu, < ghw, < gw. Como consecuencia del
Teorema de la convergencia dominada, g, (z)u, — g(z)u en L1(£).

Para terminar, basta con demostrar la convergencia fuerte de |Vu,|? a [Vu|? en L'(€).
Hacemos la demostracién en dos pasos. Primero probamos la convergencia fuerte de Ty, (uy,)
aTi(u) en VVO1 2(Q), que se obtiene aplicando a Tj(un) y Ti(v) las técnicas usadas en la de-
mostracién del resultado de convergencia (2.6) en el Teorema 2.2.5. Después, para obtener
la principal convergencia usamos de nuevo el Lema de Vitali y una funcién test adecuada
(igual que en el dltimo paso de la demostracién del Teorema 2.2.7). L]
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Notas 2.2.11 (1) Nétese que si g(z) = |z|~2, entonces la regularidad requerida para f
en el Teorema 2.2.10, depende de A, véase [42].

(2) Mostramos méas adelante que la condicién de integrabilidad de f en el Teorema
2.2.10 es en general 6ptima.

2.4. Resultados de comparacién para el operador —Au + |Vu/|?

En el Capitulo 1 vimos que, para g = 2, el cambio de variables v = 1 —e™" nos permitia
encontrar un principio de comparacion y unicidad. En esta seccién, vamos a probar un
principio de comparacién para g pequeno, sin usar un cambio de variables.

Teorema 2.2.12 Supongamos que 1 < g < % y f € LY(Q). Sean v,u dos funciones no
negativas tales que u,v € W4(Q), Au, Av € L}(Q) y
—Au+|Vul|? > f(z) en Q,
—Av+|Vol? < f(z) en Q, (2.21)
v<u en Of2.

Entonces v < u en (.

Demostracion. Consideramos w = v — u. Se ve facilmente que w € WH4(Q), w < 0 en 99
y Aw € LY(Q). Para concluir, basta probar que w; = 0. En efecto, tenemos que

—Aw + |[Vo|? — |[Vul? <0.
Comol1<g¢g< % < 2, tenemos que

—Aw < |a(g,x)||Vw| en 09,
w <0 en Of),
w e Whi(Q),
Aw € LY(Q),
con |a(q,z)| < q|Vul|?™! si ¢ > 1y a(g,z) = 1 si ¢ = 1. De este modo, aplicando la
desigualdad de Kato (véanse [50] y [88]) se sigue que
—Awy <a(g,z)|Vwy| en 09,
wy =0 en 012,
wy € Wy(Q).

Como ¢q < %, deducimos que a(q,z) € L"(2) con r > N. Aplicando ahora los resultados
de [18], concluimos que wy = 0. "
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Nota 2.2.13 En el teorema anterior, basta considerar f més regular para ganar también
mas regularidad en la u y por tanto tener un control de a(g,z). Usando w4 como funcién
test, para f suficientemente regular, tendriamos ademas unicidad para todo gq.

Corolario 2.2.14 Supongamos que q < % Entonces:
(1) Si f € L) es una funcion positiva, el problema

{ —Au+ |Vul? = f(z) en Q, (2.22)

u=20 en 012,
tiene una unica solucion positiva obtenida como limite de aprorimaciones.
(2) El problema (2.1) tiene una solucion minimal.

3. El potencial de Hardy: optimalidad de los resultados

Nos centramos a continuacién en el estudio del problema (2.1) en el caso particular del

potencial de Hardy, es decir, cuando g(x) = ﬁ Consideramos
—Au + |Vu|? = )\% + f(z) en Q,
x
u >0 en (), (2.23)
u=0 en Of),

donde © C RV es un dominio abierto acotado, N > 3y 0 € €. Se puede comprobar

facilmente que |z|72 € L) iy sélo si ¢ > N]il. Es més, se cumple que

1

C (—, ) >0 <= ¢q¢> .
27 N1

Es claro que si g > %, se comprueba, usando la desigualdad de Hélder, que C' (ﬁ, q) >

0. Para completar la discusién, tenemos que probar que si ¢ < %, entonces C (q, ﬁ) =0.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que € = Bj(0). Distinguimos dos casos:

Caso 1: ¢ < % Consideramos u(z) = || —1con N — 2 < a < % (obsérvese
que este conjunto no es vacio puesto que g < %) Se puede comprobar fiacilmente que

u € Wy(B1(0)) y que [ [z d = 00, y por tanto C(g, ﬁ) =0.

Caso 2: g = % Sea € > 0 y definimos u. como

{ lz]"N=2) — 1 s e<|z| <1,
Ue =

eeW=2 _1 s |z <e
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17L
Estd claro que u. € W, ¥~ (B1(0)), para cualquier ¢ > 0. Mediante un célculo directo

obtenemos que

/ |Vue| V=T dx = wN/ pm N N1 gy = wN/ r~ldr = —wyloge.
B € £

De este modo, se tiene que

N-—-1

(/ \Vug\% d:c) = (—loge)%w]\/.
B

Por otro lado, se verifica que

€ 1
/ | de = (e=WN=2) — l)wN/ V73 dr 4 wN/ (r=V=2 _ )P N3 dr = —wp loge.
0 e
Por tanto, deducimos que

N-1
</ Vu |NN1dx> :
N 1 c 1
C( )S B _

N -1 |z|2 / |ue| d N (—wy logs)%
B |z

— 0 cuando € — 0,

y entonces concluimos que C(%, ﬁ) =0.

De este modo, para el caso del potencial de Hardy, tenemos las siguientes equivalencias:

Y N 1
-2
e L) — >7<:>C<—,>>0
|| 4> TR
Obsérvese que f(N) = 2 es una funcién decreciente en N tal que 1 < f(N) < 2.

Llegados a este punto, recordamos que u es una supersolucién (resp. subsolucién) muy
débil positiva de (2.23) si u, ‘%, |Vul? € LL (Q) y
x| oc

(resp. <)

/(u(—A¢)+|vu\qqs) dr > A de+/f(x)¢dx, Vo >0 € C(Q). (2.24)

|z[?

Aplicando directamente el resultado de existencia general probado en el Teorema 2.2.4,
tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.3.1 Sea q > % Entonces para todo X\ > 0 y toda f € LY(Q), f > 0, el
problema (2.23) tiene una solucion.

Demostramos ademas los siguientes resultados de no existencia que prueban la opti-
malidad de la condicién (2.2).



Capitulo 2 83

Teorema 2.3.2 Sean q < % yA> Ay = %

supersolucion débil positiva en el sentido (2.24).

. Entonces el problema (2.23) no tiene

Demostracion. Argumentamos por reduccién al absurdo. Supongamos que el problema
(2.23) tiene una supersolucién débil positiva u para algin A > Ax. Entonces u € VVéf(Q)
Ademds, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que f € L*°(Q).

Veamos entonces que el problema (2.23) tiene una solucién de entropia. En efecto, sea
B,(0) CC Q y consideremos la sucesién {uy,} definida como

Up—1

— Aup + [Vug [T = A |z |2

T+ @), un € Wy(B(0)), (2.25)
donde
—Aup 4 |Vur|? = f(z), u1 € Wy(B,(0)).

La existencia de uy se sigue del Corolario 2.2.14. Por el Teorema 2.2.12, se tiene que 0 <

u; < wu 'y por recurrencia, 0 < u,_1 < u, < u. Usando Tj(uy) como funcién test en (2.25)

y teniendo en cuenta que u, < u, obtenemos que ||uy ;1.4 (B,(0)) < C independientemente
0 ™

de n. Por tanto, existe w > 0 tal que w,, — w débilmente en Wol’q(BT(O))7 u, 1 w en
LY(B;(0)), @ < ¢* y w < u. Por el Teorema de la convergencia mondtona,

| Tzn LI flz) — & + f(x)  fuertemente en Ll(Br(O))'

Con los mismos argumentos usados en la demostracién del Teorema 2.2.4, tenemos que
w € VVO1 ’q(BT(O)) resuelve el problema (2.23) en B,(0) en sentido de las distribuciones.
Como |Vw|?, % e € L'(B,(0)), concluimos que w es una solucién de entropia del problema

(2.23) obtenida como limite de aproximaciones.

Por tanto, a la vista de [51] se sigue que w € Wol’p(Br(O)) para todo p < 2-. En

particular, w € L™(B,(0)) para todo m < % Como ¢ > 1, usando el principio fuerte

del méximo probado en [121], resulta que w > 0. Podemos considerar por tanto ¢
funcién test en (2.23) donde ¢ € C3°(B,(0)) y n < 7 un nimero pequeno p051t1V0 que
elegiremos mas tarde. De este modo,

219 g2 2
—/ deH/ OV Gy da +/ dezx/ O dr. (2.26)
By(0) W By(0) W By0) W B, (0) ||

Analizamos término a término el lado izquierdo de la desigualdad (2.26).

q .42 q
/ |vw| Qb dr :/ |VU}‘ wqfld)Q dr
By(0) W By(0) w7

como

INA
VR
S

3
e
<
%l 8
o
-
no
IS8
5]
S~
[ S]]
R
S
3
@
5
Q H
-
(3]
o8
&
~

IA
NJES
™
Sl
S
3
©
<
g
S
ASY
)
QU
8
_|_
[\]
Q
o
N
4
S
3
@
&)
E‘
‘Q»—‘
ASS
N
QU
H



84 Rotura de resonancia y efecto regularizante

donde g es un nimero positivo que elegiremos mas tarde.

Por otro lado, tenemos

2 2
2/ oV ¢de:c<€/ dera;?/ |Vol|? d.
B, (0) By (0)

w w? 2(0)

De aqui se sigue que

2 2 2
/\/ ¢2da:< (1—e$—qeg)/ v
B, (0) |7l 2 B,(0)
2 — __2 2(g—1)
+( Zq)ao 2—’1/ w i ¢?dy + ey / IVo|? da.
Bn<0) By (0)

n(0

Fijado €1 > 0 tal que £2) > Ay, podemos considerar ¢¢ lo suficientemente pequefio para

que (1 — 61 — 560) > 0, y concluimos que

2 2— -2 (a=1)
5%)\/ ¢—2 dr < 6%<7q)80 2a / = 2 dx +/ IVo|* da.
B, (0) 17| 2 B,,(o) B,y (0)

n

Tratamos ahora con el término mixto

2
3%

2(q 1) 9 o N(g—1) %
/ w 2= ¢ dx < / |p|* dx / w 27 dx
By(0) By (0) By(0)
2
< Sl</ wNéq:ql) dz) ! / |V|? d.
By (0) By (0)

< %, y deducimos que

N(g—1)
2—q

N
Como q < =5, entonces

N(q 1)
/ w dx — 0 cuando n — 0.
By (0)

Por tanto, podemos elegir g y €1 tales que

2
2 _qg —-2 N(g—1) N
5% 2—q 5—1</ w 7 dx) — 0 cuando n — 0.
2 By,(0)

Entonces existe n > 0 suficientemente pequeno y €g, €1 < 1 con €1 ~ 1 tales que

2
92— __2 N(g—1) ~\ !
6%)\(1—1—6%( 2q)602q5’_1</3(0)w e dw) > =)\ > An.
n

De este modo, tenemos
2
)\1/ ¢2d;p</ \Vo|* du,
B, (0) |7 By (0)

n
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que contradice la desigualdad de Hardy. [

Consideramos de nuevo ¢ < %, A<ANyyar = % — v/ AN — A. Supongamos que

Y € I/VO1 2(€2) es la tinica solucién positiva de

1
—Acp:)\ﬁ—{—— en {2,

[z |zl (2.27)

p=0 en 0.
Es conocido que ¢ ~ Clz|~® en Bg(0), para algin R > 0. Aplicando el Teorema 2.2.10
con g(z) = ﬁ, deducimos que si f es una funcién no negativa tal que [, flz|~* dz < oo,

entonces existe u € Wy?(€), solucién positiva de (2.23), tal que [, |VulP dz < oo, Vp < g
siqg> % yp< %, en caso contrario.

Nota 2.3.3 El problema (2.27) con A = Ay tiene una solucién ¢ € H(Q) (véase [72]) y

N—
entonces el problema (2.23) tiene una solucién siempre que [ f |1:|_TQ dr < 0.
Q

4. Otros resultados

En primer lugar, analizaremos el problema (2.1) con el peso potencial g(x) = |z|~¢,
para 1 < a < % y obtendremos resultados de existencia y no existencia de solucién.
En segundo lugar, extenderemos los resultados previos obtenidos para un peso general
admisible g(z), a operadores méas generales que el de Laplace y sin imponer que f sea una

funcién positiva.

4.1. Peso potencial: g(z) = |z|™®

Consideramos el problema (2.1) con g(z) = ﬁ, o€ (— 0, %), 1<q¢g<2yfuna
funcién positiva adecuada,
—Au+ |Vul? = A% +f(x) en O
x
u >0 en {2, (2.28)
u=0 en Of).

Para evitar los casos triviales, a partir de ahora supondremos que « € (1, %)

Con una demostracién similar a la del caso del potencial de Hardy, que se corresponde
con la sustitucién o = 2, se prueban las siguientes equivalencias:

N 1
o c @) e— — e C(— ) 0
o7 € 1 N+D-a )~
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Aplicando directamente el resultado de existencia general probado en el Teorema 2.2.4,
tenemos lo siguiente:

Corolario 2.4.1 Sean a € (1,%)7 o = méx{l W} Y q > qo- Entonces para
todo A >0 y toda f € L'(Q), f >0, el problema (2.28) tiene una solucion.

Demostracion. Como consecuencia del Teorema 2.2.4, basta comprobar que |:c|°‘ e L"(Q),

con r > (¢*)’. Como q > qq, entonces

alNgq alNq, <N

)= W =N S VT Daa =N

Por tanto concluimos que ﬁ € L"(Q) para algin r > (¢*)' y obtenemos el resultado

deseado. n

Sia= %, entonces g, = 2 y no podemos aplicar el Teorema 2.2.4. Sin embargo,

tenemos el siguiente resultado de no existencia:

NA2

Teorema 2.4.2 Supongamos que o = y constderamos q = 2. Entonces el problema

. > - (N=2)(N-1)
(2.28) no tiene solucion positiva para X > *——5——.

Demostracion. Procedemos por reduccién al absurdo. Supongamos que existe una solucién
positiva u € Wol’Z(Q) de (2.28) con a = N+2 y ¢ = 2. Como consecuencia del Lema 1.3.1
existen constantes C, R > 0 tales que u > C en Bgr(0). Sea 8 un pardmetro que elegiremos

después y definimos
1

Para la funcién escalada w,, = yw,, se tiene que

en BR(O)

wy(z) =

— Aty (z) + |V@n|2 = —yAwy(x) + 72]an|2

BB+ 252
- g (-2 M9 S ) + o

Wn, ’Yﬁzﬁn
< ——((N=-2— 1 —_—
wn 2
< oy by (V-2 Mﬂ+M5+D+7ﬂ)
Elegimos § = . Como A > %, para ~ suficientemente pequeno obtenemos
que
W, W,
_Awn( )+ |V’an| < )‘ N+2 — N+2 +f en BR(O)

[

Por tanto, wy, es una subsolucién de (2.28) con o = YF2 y ¢ = 2. Como u € I/VO1 () es
una solucién de (2.28), entonces en particular es una supersoluc1on Tras realizar calculos
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similares a los del Lema 1.3.15, obtenemos que w,, < u en Bg(0), con lo que

W, U
N+2 — N+2 °

|27 2

Usando ahora el Teorema de Lebesgue y pasando al limite cuando n — oo, tenemos que

u Y
Ntz Ll(Q> — T—‘rﬁ S Ll(Q),
x| 2 |z| 2
lo que contradice la eleccién de (5. [

Para el caso ¢ = 1 tenemos el siguiente resultado de no existencia.
Teorema 2.4.3 Supongamos q = 1. Entonces:

(i) Sia > 2, no existe solucion positiva del problema (2.28) para ningin A > 0.
(ii) Si o =2, el problema (2.28) no tiene solucion positiva para A > Ay.

(iii) St oo < 2, existe \* > 0 tal que el problema (2.28) no tiene solucion para X > \*.

Demostracion. Seguimos de nuevo un argumento de reduccién al absurdo. Supongamos
2

que u es una solucién débil de (2.28) con ¢ = 1. Tomando % como funcién test en (2.28)

cong=1y ¢ e (), tenemos que

2,2 2 2
_/de+2 VG du +/ [Vulé d:c>>\/ O dr. (2.:29)
Q Q @

u? Q u u ||

Al igual que antes,

[ < e [ 0@ [ o7

MVud:c<€/¢2’ ’ dr + = /|V¢2dl’

QO u

Por tanto se sigue que el lado derecho de la ecuacién (2.29) satisface

)\/ iz < — 1_5_g>/v
|9C’ Q

Eligiendo € > 0 de tal forma que ¢ < 1 — g, obtenemos

¢* 2 1 2
A d dz + = dz.
fyae = [ daas: [ 1vota

Comenzamos a continuacién la discusién en funcion de los valores de o

1
/ |V¢|2dm'
€JQ
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(i) Si & > 2, entonces usando la desigualdad de Poincaré independientemente del valor de
A, llegamos a contradiccién con la desigualdad de Hardy. Por tanto, para A > 0 no hay
solucion.

(ii) Si o = 2, elegimos & < 1 tal que Ay < Az. Entonces existe un niimero positivo o > 0
tal que

2 2
(Ay +0) ‘¢|2dx<)\5/ﬂ ¢ dx < zC(e /¢2d:c+/yv¢2dx

22

y por tanto,

2
(AN +0) &2 dx <zC(e / ¢* dx + / IVo|? da. (2.30)
Consideramos
/ |V1/J]2da;+c/ ¢2dx
Ale) =
wec<>°( N\ {0} / d
— dz
o |z

Basta comprobar que A(c) < Ay. En efecto, supongamos que A(c) > Ay y sea n > 0 tal
que A(c) > Ay + n. Dado que la constante de Hardy no depende del dominio, podemos
elegir una sucesion {¢,} € C§°(B,(0)) de minimizantes en la bola, es decir, tales que

/ V2 da

(s
/]a:P dx
2
[ parse [
B.(0) B, (0) |2l

se tiene que A(t),) < Ax + cr?. Para llegar a contradiccién basta con tomar r suficiente-
mente pequeiio tal que cr? < 7.

— An.

Como

(iii) Si & < 2, entonces se puede demostrar facilmente la existencia de constantes positivas
c1,c2 > 0 dependiendo sélo de los datos, tales que

2
)\/ ¢ x<cl/¢2d:c+62/|v¢| dr < (c1A1 + ¢2) /|V¢\2daj

[ae]

donde Ay es el primer valor propio del operador de Laplace en ). Finalmente, si tomamos
A= (ea M —|—C2))\1(ﬁ), concluimos que el problema (2.28) no tiene solucién para A > A*.
[

Por otro lado, sia > 2y ¢ < N 7, no es dificil comprobar que el problema (2.28) no
tiene solucién positiva para ningin A > 0.
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Resumimos en la siguiente tabla las posibles situaciones en las que pueden actuar de
forma conjunta el gradiente y un término de orden cero con un peso admisible, que puede
ser tanto de cardcter general g(x), como el potencial de Hardy o un peso potencia |z|~¢.
Recordamos también la accién separada que ejercen el gradiente y el potencial de Hardy.

ACCION SEPARADA DEL GRADIENTE Y DEL POTENCIAL DE HARDY

|Vu|? LADO DERECHO |Vu|? LADO 1ZQUIERDO POTENCIAL HARDY
—Au+ |Vu|? = f —Au=|Vul? + f fAu:/\#Jrf
x
N+1
q<2 q>T A>0,f€L1(Q)
Existencia, Vf € L'(Q) | Existencia para dato bueno f | En general no hay solucién
Véase [35] Véanse [18] y [81] Véase [42]

ACTUACION CONJUNTA DEL GRADIENTE Y UN TERMINO DE ORDEN CERO
CON PESO GENERAL g(z)

EXISTENCIA DE SOLUCION: —Au+ |Vul|? = Ag(z)u+ f
Fuo,1<¢<2 VARIABLE, ¢ € (1,2]
Peso admisible Condicién A(g) >0

Solucién: VA, Vf € L1(Q) | Solucién: A < \i(g), integrabilidad en f
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ACTUACION CONJUNTA DEL GRADIENTE Y EL POTENCIAL DE HARDY

LADO DERECHO LADO IZQUIERDO
u u
—Au+ |Vulf = A—7 + f —Au— |Vul? = A + f
|z |z
Véase [8]
EXISTENCIA DE SOLUCION EXISTENCIA DE SOLUCION

N
A LY
¢> 5 VAV e LHQ)

g < q(\). Condicién de integrabilidad en f

qg < )\SAN

N-1’
Condicién de integrabilidad en f

NO EXISTENCIA DE SOLUCION DEBIL | NO EXISTENCIA DE SOLUCION DISTRIBUCIONAL

N
>
q<7N 1,)\>AN q>q(A)

ACCION CONJUNTA DEL GRADIENTE Y UNA POTENCIA |z|~®

u

—Au+ |Vul|? = A +f
||
EXISTENCIA NO EXISTENCIA
OzE(l,%),qa:méX{l,ﬁ} azw,q:2
N —-2)(N -1
q> qa, Y\, Vf € LY(Q) No hay solucién para A > ( )2( )

Para g = 1, obtenemos lo siguiente:

a > 2, no existe solucién positiva para ningin A,

—Au+ |Vu| = )\W + f | @ =2, no existe solucién positiva para A > Ay,
x

a < 2, no hay solucién positiva para A > A*.




Capitulo 2 91

4.2. Extension a operadores mas generales

A continuacién, extendemos los resultados previos a operadores més generales que
el de Laplace, con un término de absorciéon con crecimiento critico. Mas precisamente,
consideramos las siguientes ecuaciones elipticas casilineales:

—div (a(z,u)Vu) + g(x,u, Vu) = Ah(z)u + f  en €, (2.31)
u=0 en 0f2, '
donde
A>0, feLYQ), (2.32)

ya(z,s): QxR — R, g(x,5,€) : @ x R x RY — R son funciones de Caratheodory, es
decir, medibles con respecto a z y continuas con respecto a (s, ). Sean o, o, u € RT y 3,0
funciones de variable real, continuas, crecientes (posiblemente no acotadas) y tales que

0<a<a(zs)<p(s), (2.33)
l9(x, 5,6)] < 0(s)€]%, (2.34)
g(r,8,§)s >0, VseR, (2.35)

Supongamos ademas que para todo |s| > o se cumple que

l9(x,5,€)| > plg)>. (2.36)

El principal objetivo de esta seccién es encontrar condiciones para a, g y h de tal forma
que el problema previo tenga solucién para todo A >0y f € L1(Q).

En [34] se prueba que si m > 0 y A = 0 existen soluciones de energia finita consideran-
do tan sélo la condicién f € L'(2). Esto es debido esencialmente a dos factores: (1) la
presencia del término de orden inferior g(z,u, Vu) con dependencia cuadrética en el gra-
diente; y (2) la condicién de signo (2.35). Este hecho es un resultado sorprendente, ya que
no es cierto en el caso lineal, que corresponde a m = 0.

En [42] se prueba si A > 0, m = 0y f € LP(Q), entonces el resultado cldsico u €

L™ (Q) se mantiene si y s6lo si A < Y@=U(N=2p)
p

Ejemplo 2.4.4 Consideramos © C R™ un subconjunto abierto acotado de RY tal que
0 € Q,donde N > 3. Sean a(z,u) = (1+|[u|™), g(z,u, Vu) = Z|u|™?u|Vu|? y h(z) = 5.

|z
Este modelo tiene asociado el siguiente funcional de energia,

1 A 2
J(u) = /(1 + [u|™)|Vu|? dz — / u—Qd:L' — / f(@)u(x)dz, m >1,
2 Ja 2 Jo || 0
cuya ecuacién de Euler-Lagrange es
U
—div ((1 4 |[u|™)Vu) + Z|u|™2u|Vu|?> = \—5 + en §,
(1 ™)) + 3 ™2l Fuf? = A+ f .
u=20 en Of).
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Sea h(x) verificando la condicién (2.2), con ¢ = 2. La existencia de solucién serd obteni-
da por aproximacién. Para ello, seguimos las mismas técnicas empleadas en [14] y [26].
Definimos
gz, 5, )
1+ glg(@,s,)|
Consideramos ahora el problema (2.31) con f,h € L*(2) y s > %

gn(x,5,8) = y o an(,8) = a(z, Tn(s)).

Teorema 2.4.5 Supongamos (2.33), (2.34), (2.35), (2.36), A > 0 y f, h € L*(2), con

s > % Entonces existe una solucion u € W01’2(Q) N L>(Q) al problema (2.31) en el

sentido distribucional, es decir,

(e Wy (Q) N L=(Q),
g(z,u, Vu) € L(Q),

/a(:v,u)Vquodx—i—/ g(x,u, Vu) pdx
Q Q

[ haupda+ [ fodn, Ve WiRe)
Q Q

(2.38)

Demostracion. Como consecuencia del teorema de existencia de Leray—Lions (véase [100]),
para cada k > 0 podemos encontrar una sucesién de soluciones {uy, } a los problemas

{ — div (am (2, Um k) VUm k) + I (T, Um oy Vg ) = A(2) T (um) + £, (2.39)

U € W32 (2) N L2(K),

para todo m € N. Como f,h € L*(Q) con s > %, entonces, aplicando el Teorema de
regularidad de Stampacchia [125] y la hipétesis (2.35), existe una constante positiva C' > 0
tal que

Hum,kHoo < C(k7gaf7 h7Q) (240)

Tomando wu, ; como funcién test en (2.39), se prueba que existe una constante positiva

C(k, g, £,9) tal que
Oé/ \Vum7k|2dl’§0(k?79afa9)7
Q

para la constante C(k, g, f,h,Q) definida en (2.40). Para obtener la convergencia fuerte
de {um i} en W(} 2(Q) utilizamos argumentos semejantes a los usados en [40]. Sea ¢(s) =

y por tanto u,; — u débilmente en W&’Z(Q). Es claro que ||ugllco < C(k, g, f,h,Q)

SeTSQ, donde T es una constante positiva que satisface
9 e
aTs*+a—0(C)s > 7

Usando ¢(uy, ; —ug) como funcién test en (2.39) y argumentando igual que en el Teorema
de existencia 2.2.5, obtenemos que

1
/ IV (U — ug)|* dz < o(1).
2 Ja
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Se obtiene asi la convergencia fuerte en WO1 2(9) Usando ademaés el hecho de que la
sucesion {uy, } estd acotada en L>(€2), podemos pasar al limite en el problema (2.39), para
concluir que ug es una solucion de

{ — div (a(w, up) Vug) + g, u, Var) = M(2) Ty (ug) + f, (2.41)

up € W2 () N L®(Q),

con f,he L*(Q)y s> % Tomamos ahora uj como funcién test en (2.41) y deducimos
que

a/ |V, |2 daz+/ lg(x, ug, Vug)ug| S)\/ h(m)u%dw—l—/ fuy dx.
Q Q Q Q

Como f,h € L*(Q2) con s > %, podemos probar que la sucesién {u} estd uniformemente
acotada en L*°(€2). Ademds, up — u en VVO1 2(€2). Como consecuencia, tenemos también
que u € T/VO1 2(Q) N L°°(Q). Para obtener el resultado de existencia que estamos buscando,
basta comprobar que up — u en VVO1 ’Q(Q), pero ésto se tiene inmediatamente usando los
mismos calculos anteriores. n

Supongamos ahora que se verifican las hipdtesis (2.32), (2.33), (2.34), (2.35) y (2.36),
y consideramos h(x) un peso admisible en el sentido de (2.2). Como consecuencia del
Teorema anterior 2.4.5, podemos considerar los problemas aproximados de Dirichlet,

Un € Wy (QNLX(Q) 1 — div (a2, un) Vi) +9(, Un, Vi) = Mon (2) Ti (n) + fr, (2:42)

donde {f,} es una sucesién de funciones suaves que converge uniformemente a f en L1(Q)
y hn(z) = min{h(x),n}. Nétese que, por ejemplo, podemos tomar f, = T, (f).

Al igual que en [34], tomando para cada k > 0 la funcién test Ty (u,) en los problemas
(2.42), tenemos que

/a(x,un)|VTk(un)|2dm+/ 9(x, Up, Vuy)Tx(uy) dz
Q Q

Por otro lado, como

/ g(x¢ Un,s Vun)Tk(Un) dx
Q

Un

:/ 9(z, up, Vup)uy, dx + k:/ g(z,up, Vuy) dx,
{lun(2)|<k}

{Jun (@) >k} |tn|

entonces, como consecuencia de (2.35) y(2.36) y considerando k = o, obtenemos que para
todo € > 0,

a/ |VTg(un)|2+ua/ IVt 2 ga)\sC(h)/ Vunl2dz + C'(e, k, f).
Q {z€Q: o<|un ()|} Q
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Eligiendo ¢ suficientemente pequeno, concluimos que {uy} estd acotada en VVO1 2((2) y que
existe por tanto u € Wol’z(Q) tal que u,, — u débilmente en Wol’2((2) y u, — u fuertemente
en LP(Q) para todo p < 2* = 2.

Consideramos u,} = max{u,,0} y u;, = méx{—u,,0} las partes positiva y negativa de
uyp, respectivamente, que claramente cumplen que u, = u;” —u,, . Probamos a continuacién
algunos resultados técnicos que seran muy relevantes para demostrar el resultado principal
de esta subseccion.

Lema 2.4.6 Se cumple que

lim lg(x, upn, Vuy,)| dx
k=00 J1zeq: ju, (z)|>k+1}

= lim |Vup|>de=0.  (2.43)
k=00 J{zeQ: jun ()| >k+1}

Demostracion. Usando T1(Gj(uy)) como funcién test en (2.42) y como consecuencia de
la condicién (2.35), obtenemos que para todo k > 0,

|9(2, un, Vug)| dz

< )\/ hn(x)|un|dx+/ flde.  (2.44)
[2E0: k< un ()]} [2€0: k< un (@)}

Por tanto, la eleccién k = ¢ — 1 nos proporciona la siguiente estimacién:

/{;:eQ: kE4+1<|un (z)|}

#/ \Vun\Q dx
{z€Q:k+1<|un(z)}

<A hop () |y | da +/ |f| dx. (2.45)
{zeQ: k<|un(z)|} {zeQ: k<|un(z)|}

Como u,, — u fuertemente en LP(Q2) para todo p < 2*, la medida de {z € Q : |u,(x)| > k}
tiende a cero cuando k tiende a infinito uniformemente en n; con lo que concluye la de-
mostracion. -

Proposicién 2.4.7 Sea k > 0. Entonces Ty (uyn) — Ti(u) fuertemente en W&’Q(Q).
Demostracion. Denotamos wy, = Ti(uyn) y w = Tj(u), de modo que

|y — wHWOl’Q(Q)

< H(wv—f - w+)+HW01’2(Q) + [[(wy, — w_)+HW01*2(Q) + [[(wn, — w)_HWOlv?(Qy (2.46)
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A continuacién, vamos a estimar cada término de la parte derecha de la desigualdad
anterior (2.46). Nétese en primer lugar que para cada ¢ > 0, se cumple que

It =)l = ITeCwd =) o + 1Gelwd —w ) oy (247)

n

Para el resto de la prueba procedemos en varias etapas:

Paso 1: Estimacion del primer término del lado derecho de la igualdad (2.47). Usando
Ty(w —wt)T como funcién test en (2.42), deducimos que

a/ |VTZ(w:L_ —w+)+|2dx+/ gn(l‘,un,Vun)Tg(w:'L_ _w+)+ dx
Q Q
< )\/ P () Ty (w;) — w™) ™ dx—l—/ foTo(w) —w™)T da.
Q Q

Como consecuencia de (2.35), se sigue inmediatamente que || T;(w,; —w™)* 1.2 tiende
0
a cero cuando £ y n tienden a infinito.

Paso 2: Estimacion del seqgundo término del lado derecho de la igualdad (2.47). Para
cada ¢ > 0, tenemos que

1Ge(wi — wH) ey = / V(w! —wh)Pde
Wo ) {xEQ:(Swﬁ[(m)—w*(w)}

< 2/ |Vw;|2czx+2/ V|2 dz.
{zeQ:<wif (x)} {zeQ: t<wit (x)}

Por tanto, como consecuencia de (2.45), se obtiene que

W,
B J{zeQ: t—1<w;t (2)}
2

+/ |f|d1:+2/ |Vw™|? d.
B J{zeQ: t—1<w;t (x)} {zeQ: 1<wit (x)}

Como la medida del conjunto {z € Q : w; () > ¢} tiende a cero cuando ¢ tiende a infinito
uniformemente en n, pasando al limite cuando £, n tienden a infinito y dado que u,} — u™
débilmente en W, *(Q2), se tiene que ||G(w;f — w+)+\|W1,2(Q) tiende a cero.

0

1Ge(wh —w™) <

Jr
w2y <

Paso 3: FEstimacion del primer y sequndo término del lado derecho de la desigualdad
(2.46). Por tanto, como consecuencia de la igualdad (2.47) y de las estimaciones obtenidas
en los Pasos 1 y 2 obtenemos que

lim ||(w; — w*)*ng,Q(Q) =0. (2.48)
Andlogamente, tenemos que

lim ||(w,, — w—)+|ywol,zm) =0. (2.49)
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Paso 4: Estimacion del tercer miembro del lado derecho de la desigualdad (2.46). Sea
o(s) = s, con T satisfaciendo (ag/—M|@|) > 3. Tomando ¢((w, —w) ™) = ¢((w—wy)T)
como funcién test en (2.42), deducimos que

/ a(z, un) Vund' (w — w,) )V ((w — w,) ") de
Q
+/ 9(2, Un, Vur ) o((w — wy) ) do < / (Ah(2)up + fr)o((w —wy)T) de.  (2.50)
Q Q

A continuacién, vamos a analizar cada uno de los términos de la desigualdad (2.50).
En primer lugar, tenemos que

/Q a(x, un) Vgd (w — w,) )V ((w — wy) 1) do
—/ a(z, un)Vnd (w — wp) )V ((w — wy)) do
{zeQwn, <w<k}
+ (e, 1) V(0 — w )6 (1 — w,)*) da
{zeQwn, <w<k}

+ / a(x, uy) Vwe ((w — w,) )V ((w — wy)) dz.
{zeQwn, <w<k}

Como u, — u en I/VO1 ’2(9), argumentando por dualidad tenemos que

/Q a(x, un) Vund' (w — wy,) )V ((w — w,) ") de

:/Qa(:v,un)|V((wn—w)_)|2d>’((w—wn)+)dx+0(1). (2.51)

Estimamos ahora el segundo término en el lado izquierdo de la desigualdad (2.50).
Tomando ¢((w — wy)") como funcién test en (2.42), tenemos que

/ 9(x, U, Vug)o((w — wy) ™) da
Q

/ 9(, U, Vg )o((w — wn)+) dz
{zeQ: wp<w<k}

IN

/ ()| Von [*0((w — wp) ") d
{zeQ: wp<w<k}

j/ 0(u) |V (wn — w) 2((w — we)") da

2€Q: wp <w<k}

/ B(un) Ve 2((w0 — wn)*) da
{zeQ: wp<w<k}

+ 2/ 0 () Vw, Vw ¢((w — wy,) ") dz.
{zeQ: wyp<w<k}
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Para cada k > 0, consideramos A = {x € Q: w,(z) <w(z) <k} y M = méxseca0(s).
Recordamos que, por hipétesis, 6 es una funcién creciente elegida en (2.34), w,, = T (uy)
y w = Tg(u). Como ¢((w — wy)") converge a cero en LP(Q)) para todo p > 1, utilizando
un argumento de dualidad, tenemos que

/ 9(x, un, Vuy)o((w — wy) ™) do
Q

<M IV ((wy, = w) ") [¢((w — wy)*)| da. (2.52)
{z€Q: wyp<w<k}

Como consecuencia de (2.51) y (2.52), deducimos que
/Q IV ((wy, —w) ") (¢ — M|¢])((w — wn)T) dz = o(1).

Como T ha sido elegido de tal modo que ¢ satisface que (¢’ — M|¢|) > %, obtenemos que

lim || (w;} — w+)*HWg,2(Q) =0. (2.53)

n—oo

Paso 5: Finalmente, como consecuencia de (2.48), (2.49) y (2.53), deducimos que para
cada k > 0 fijo, se cumple que

Ti(upn) — Tk(u)  fuertemente en WOI’Q(Q),

con lo que termina la prueba. [

Proposicién 2.4.8 La sucesion g(z,un, Vuy,) converge a g(z,u, Vu) en L1(€).

Demostracion. Como g(x, Uy, Vuy,) — g(x,u, Vu) en c.t.p, basta probar que g(x, uy, Vuy,)
es uniformemente equi-integrable. Para algin o € R™, se cumple que

/\g(x,un,vun)mxg/e(a)yvn(un)mH/ 19(@, 1, V)| da
E E {

TEE: |un(z)|>0}

Por tanto, eligiendo F con |FE| es suficientemente pequena y aplicando el Lema 2.4.6,
estamos en las condiciones para aplicar el Teorema de Vitali y concluir la prueba.

Por otra parte, del mismo modo, se prueba que |Vu,|? converge a |Vu|? fuertemente

en L1(Q). "

De este modo, podemos pasar ahora al limite en (2.42) y obtener que u es una solucién
de (2.31) en un sentido apropiado. Supongamos que ¢ € VVO1 ’2(Q)OL°° (©).Entonces usando
los resultados previos de regularidad, podemos tomar T} (u—¢) como funcién test en (2.1).
Con mas precisién, tenemos el siguiente resultado de existencia:
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Teorema 2.4.9 Supongamos (2.32), (2.33), (2.34), (2.35), (2.36) y sea h(x) un peso ad-
misible. Entonces existe una solucion u al problema (2.31) en el siguiente sentido,

(e Wy?(Q),
g(z,u, Vu) € L'(Q),

/ o, W) VuV Ty(u — @) + / g, Vo) Tl — o)
Q
f

Q
Ti(u—¢)  VYoe Wy (Q)NL®(Q), VE>O0.

(2.54)

Q

Nota 2.4.10 Hay que tener en cuenta que para este caso no se sabe si, en general,
a(z,u)|Vul|? € LY(Q) ni tampoco si ug(z,u, Vu) € L1(Q).

Esta claro que, en general, si u es una solucién del problema (2.31) en el sentido del
Teorema 2.4.9, entonces no sabemos si u es una solucién distribucional. Para superar esta
dificultad, necesitamos anadir condiciones extra a la funcién a. Con més precision, tenemos
el siguiente resultado.

Teorema 2.4.11 Sea o < 1 y supongamos que a(x,s) satisface la siguiente condicion

a’*(x,s)|¢[* < Olg(a,5,8)| V|s| > o,
(H)=1 504 5 . (2.55)
a*t ¥ (z,s) < C|s|?, B < 2% V|s| > o.

Entonces si u € W(}’Q(Q) es una solucion al problema (2.31) en el sentido (2.54), tenemos
que u es una solucion en el sentido distribucional.

Demostracién. Basta comprobar que a(w, u,)|Vuy,| converge a a(z,u)|Vu| en L1(Q). En
efecto, sea E' C €2 un conjunto medible. Entonces,

/ a(x,un)|Vuy| dx :/ a(x,un)\VTg(un)]dx—i-/ a(x, up)|Vuy| dz.
E E

{z€E: |un(z)|>0c}

Eligiendo E con |E| suficientemente pequena y como Ty (u,) — Ti(u) en T/VO1 2(12), se tiene
que

/ a(x,un)|VTy(up)| dr — 0  uniformemente en n. (2.56)
E

Analizamos a continuacion el segundo término del lado derecho de la ecuacién (2.56).

/ a(z, up)|Vuy,| dx
{z€E: [un (v)|20}

a?(x, up ) | Vup|* dx + / a?1 = (2, uy,) dx.
{z€E: |un(z)[>0}

<

/{xGEZ [un (z)|20}
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Como a(x, s) satisface la hipdtesis (H) en (2.55), usando que u,, — u fuertemente en LP ()
para todo p < 2* y como consecuencia del Lema 2.4.6, eligiendo E con | F| suficientemente
pequeno, se tiene que

a(x,up)|Vup|dx — 0 uniformemente en n.

/{:EEE: |un(x)|>0}

Aplicando ahora el Teorema de Vitali, concluye la demostracién. [

Nota 2.4.12 Consideramos el modelo principal dado en (2.37). Aplicando el Teorema
anterior 2.4.11, obtenemos que

L+ [uf™)?Vul? < CZlu["HVul*  V]u| >0,
(14 Juf™)?( =) < Cluf? B<2, V|ul z 0

Sea a = 2=l < 1. Entonces si 1 < m < 2*—1yu € WOI’Q(Q) es una solucién del
problema (2.37) en el sentido entrdpico, se tiene que u es ademds una solucién en el

sentido distribucional.

Nota 2.4.13 (Regularidad de la solucién) Si consideramos el problema (2.31) con
h satisfaciendo la condicién del Capitulo 1 (obsérvese que en particular dicha concidicén
implica (2.2) para ¢ = 2), entonces se sigue que las soluciones del problema (2.31) satisfacen
también los resultados de regularidad de los Teoremas 1.3.8 y 1.3.9.
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Capitulo 3

Existencia y sumabilidad de las
soluciones de problemas parabdlicos

1. Introduccién

En este capitulo estudiaremos la existencia y sumabilidad de las soluciones (también de
sus gradientes) de una clase de ecuaciones parabdlicas no lineales. De hecho, mostraremos
que la sumabilidad de la solucién esta fuertemente relacionada con la regularidad del dato
f € L"(0,T; L)), donde r,q € [1,+00]. Para T" > 0, denotamos por Qr el cilindro
Q x (0,T), y por I la superficie lateral 9Q2 x (0,7). Consideramos el siguiente problema
parabdlico:

up — div (a(x,t,u, Vu)) = f  en Qr,
u(z,t)=0 en T, (3.1)
u(z,0) =0 en Q.

Aqui a(z,t,0,&) : Qr x R x RN — R designa una funcién de Caratheodory, es decir, a
es continua con respecto a o para casi todo punto (z,t) € Qr y medible con respecto a
(z,t) para cada 0 € R, £ € RV. Se supone que satisface las siguientes condiciones:

a(z,t,0,6) 2 alg’,  a>0, (3.2)
\a(x,t,a, 5)‘ < al(ﬂ<$7t) + ’U‘ + ‘5’)7 a; >0, pe L2(QT)7 (33)
(a(z,t,0,8) —a(z,t,0,{)) - (-¢&) >0,  &#¢. (3.4)

Representamos la regularidad del dato f € L"(0,7; L9(£2)) con un diagrama de ejes % y

%. Como r,q € [1,+0o0], todos los posibles casos de sumabilidad estdn dentro del cuadrado
[0,1] x [0,1]. Usamos la notacién = = 0.

Si f pertenece a L"(0,T; L1(2)) con r y ¢ suficientemente grandes, es decir, si

1 N
-+ % <1 (region 1 de la Figura 3.1), (3.5)
r q

entonces cada solucién u € Va(Qr) = L>=(0,T; L?(Q)) N L%(0, T; WOM(Q)) pertenece tam-
bién a L>®(Qr). La demostracién de este resultado de regularidad es debida a Aronson

y Serrin en el caso no lineal (véase [20]), mientras que la demostracién del caso lineal se
puede encontrar en trabajos anteriores (véanse [19], [79], [84], [85] ¥ [93]).
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- N[

1
1
T \ 2 5
1 i \
2
1 [
3 \
|
|
T } # >
2 1 N+42 1 1
N 2 2N q

Figura 3.1: Resultados cléasicos de regularidad

Llegados a este punto, recordamos que si r y ¢ no satisfacen (3.5) pero cumplen

2 N N N

2<7+—§min{2+—,2+—}, r>1, (3.6)
T q T 2

es decir, estan en las regiones 2 y 3 de la Figura 3.1, entonces Ladyzenskaja, Solon-

nikov y Ural’ceva (véase [95, Thm 3.9.1]) prueban que cualquier solucién débil de (3.1)

perteneciente a V2 (€7) satisface que

[u(z, )" € Va(Qr), (3.7)

con  una constante > 1 dada por una férmula explicita en términos de N, r y ¢. Esta
regularidad (3.7) y las propiedades de inmersién en espacios parabdlicos (véase el Lema
0.0.6) implican que

(N +2)qr

L3 (Q ==
u € L (Sr), T Nr+2q-2qr

(3.8)

Una pregunta natural es si existe al menos una solucién de (3.1) que pertenezca a Va(€r)
cuando la sumabilidad de los exponentes (r,q) de f satisface (3.6). Por otro lado, obser-
vamos que si f € L"(0,T;L%(S?)), con g > 1\2,—12 para todo r > 2, entonces para cada

u e L(0,T; W012(Q)) se cumple que

r
!

[lposcns ([ ([ )
= Cf</oT</g ‘“'2*‘137) " dt) " <o

Por tanto, deducimos que si f € L"(0,7;L%(2)) con ¢ > ]\%—JXQ para todo r > 2,

entonces f € L?(0,T;W~12(Q)). Como Va(Qr) C L*(0,T; WOI’Z(Q)), se cumple que

U=
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L?(0,T; Wo_l’z(Q)) C (Va2(Qr))'. De este modo, en las regiones 3 y 4 de la Figura 3.2
es muy facil deducir la existencia de al menos una solucién débil.

Si fe L"(0,T;L%1R)), con 2—]\24—% <1+ & yr <2, (es decir, & 37 + L5 >0y >2)

deducimos, usando las desigualdades de interpolacién (véase (0.0.1)), que Vu Va(Qr) se
cumple que
i)

[ ([ o) ([ )

< CCfH“”L2 0,T;L° () ||“HL2 .1 wE2 (@) < %

r 1
/ /

Por tanto, si f pertenece a la regién 2 de la Figura 3.2, entonces f € (V2(Qr))’. De
este modo, en esta regién existe al menos una solucién en V,({2r). Este resultado se
puede encontrar en [95] para operadores lineales y en [33] para operadores no lineales més
generales (incluso con crecimiento p).

En [95, Thm. 3.4.1] se demuestra el resultado de existencia previo cuando los expo-
nentes de sumabilidad de f cumplen que

1 N N [2]\7 2]’ €9,

S S I e
r+2q +4 N +2’

lo que implica que este resultado es verdad para cada eleccién de exponentes (r,q) que
cumplen

1+N<1+N 2N
2 1 1= N2

(las regiones 2, 3 y 4 de la Figura 3.2). (3.9)

S =
1
|~

N[

N+42 1 1
2N q

Figura 3.2: Resultados de existencia para las regiones 2, 3 y 4.

Obsérvese que la regién descrita en la Figura 3.2 incluye estrictamente las regiones 2
y 3 de la Figura 3.1. Algunas cuestiones interesantes son las siguientes:
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(1) Estudiar el comportamiento de las soluciones cuando el dato pertenece a la regién 4
de la Figura 3.2, donde sabemos que existe al menos una solucion débil que pertenece
a ‘/2 (QT) .

(2) Analizar qué sucede fuera de estas regiones y si existen otras regiones donde haya
soluciones en V(7).

(3) Donde no es razonable esperar soluciones en Vo(£27), como por ejemplo cuando r
y ¢ no son suficientemente grandes, estudiar cudl es la regularidad de partida que
nos asegura mas sumabilidad de las soluciones (de todas las soluciones) y hallar el
exponente 6ptimo de sumabilidad.

(4) Fuera de la regién 1 de la Figura 3.1 es posible encontrar ejemplos de soluciones no
acotadas, analizamos si sucede lo mismo con los resultados de regularidad previos.

Sorprendentemente, no hay respuestas a estas cuestiones en la literatura. Sélo cono-
cemos un resultado de regularidad con dato f en L?(0,T;W~12(Q)) N L"(0,T; L4()) y
soluciones en el espacio de energia L?(0, T} VVO1 2(Q)) (véase [78]).

Por simplicidad, en este capitulo nos centramos en el caso p = 2 y obtenemos los
siguientes resultados.

(1) Probamos que bajo la hipétesis (3.6), basta con tener soluciones cuyo truncamiento
T, (u) pertenece a L2(0,T; W&2(Q)) para tener el resultado de regularidad (3.7).
Ademss, este resultado puede ser extendido a toda la regién C' de la Figura 3.3, con
el mismo valor de v que en [95]. Como en la nueva regién no considerada antes, la
constante 7 estd en el intervalo (%, 1), debemos reemplazar (3.7) por

(1+ Ju(z,B)]) — 1 € Va(Qr), (3.10)

que de nuevo implica la regularidad (3.8). Ademas, en toda la regién C, probaremos
mas propiedades de regularidad de las soluciones.

y

1 H
\ /
1N C
\
A /
B D | | |G
A E
t F
2 1 1
N q

Figura 3.3: Las regiones 2 y 3 de la Figura 3.2 estan contenidas en la regiéon C. La regién
4 de la Figura 3.2 esta contenida en la regién E.
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La condicién que imponemos al truncamiento de pertenecer a L?(0, T’ VVO1 2(Q)) es
muy débil y se satisface con datos sumables (es decir, en el caso r = g = 1), (véase
[32]).

(2) Extendemos todos los resultados de regularidad previos también a la regién E de la
Figura 3.3. Probamos también mas propiedades de sumabilidad. En particular, si el
dato f tiene exponentes de regularidad en esa regién, entonces todas las soluciones
con truncamiento en el espacio de energia pertenecen también a

2g**

L% (0,7, L7 (92)), (3.11)

es decir, demostramos una especie de regularidad de Calderon-Zygmund en la varia-
ble espacial.

Referencia: Los resultados de este capitulo han sido enviados para su publicacién (véase

[43]).

2. Un problema casilineal: existencia de soluciones acotadas

Estudiamos, en primer lugar, problemas casilineales con términos de orden inferior con
“crecimiento natural”. Sea 3 > 0, consideramos

ug — div (a(z,t,u, Vu)) = B|Vul> + f  en Qrp,
u(z,t) =0 en I, (3.12)
u(xz,0)=0 en €.

Definicién 3.2.1 Decimos que una funcién u en L?(0, T} Wolz(Q)) es una solucion débil
de (3.12) si a(w,t,u, Vu) € (LY (Qr)N vy

/ (= ups + a(z, t,u, Vu) V) dz dt = / (BIVul® + f)pdzdt, (3.13)
QT QT

para cada funcién test ¢ € C°°(Qr) tal que » = 0 en un entorno de T' U (Q x {T}).

Obsérvese que la condicién u € L2(0,T; T/VO1 2(12)) garantiza que el término |Vu|? pertenece
a L1(Q).

Teorema 3.2.2 Supongamos que se satisfacen las condiciones (3.2)-(3.4), 6 > 0 y sea
feL™(0,T;L9)) conr,q € [1,+00] tales que

1 N

S 1oy, € (0,1). 3.14

. + 2 X1, x1€(0,1) (3.14)
Entonces existe una solucion débil de (3.12) que pertenece a L (Qr). Ademdas existe una
constante positiva d, dependiendo sélo del dato (y por tanto independiente de u), tal que
[ull oo () < d-
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Notas 3.2.3 (1) Obsérvese que la hipédtesis (3.14) implica que r € (1, +o0]y g € (%, —I—OO].

(2) Para 8 = 0 (que hace que el problema (3.12) se transforme en (3.1)), cada solucién
débil verificando (3.13) pertenece también a L ({27), pero el resultado es falso cuando
8 > 0. Por ejemplo, el problema modelo,

ug — Au=|Vu> + f en Qr,
u(z,t) =0 en T, (3.15)
u(z,0) =0 en €,
tiene soluciones no acotadas cuando f € L"(0,7;L9(f?)) con r y ¢ pertenecientes a
[1,400] y satisfaciendo (3.14). En [6] se prueba que (3.15) admite infinitas soluciones en
L2(0,T; W&Q(Q)) Como (3.15) s6lo puede tener una solucién acotada u, pues v = e* — 1

resuelve el problema
vu—Av=(v+1)f en Qp,

v(z,t) =0 en T, (3.16)
v(z,0) =0 en

que tiene una unica solucién, concluimos que el problema (3.15) tiene infinitas soluciones
no acotadas.

(3) Como consecuencia del Teorema 3.2.2, se cubre la regularidad en la regién 1 de la
Figura 3.1. Este resultado, a diferencia del caso previo, sélo es cierto para una solucién
particular (obtenida por aproximacién).

Notas 3.2.4 (1) Tanto la prueba como el resultado del Teorema 3.2.2 se mantienen para
g € R. La existencia de soluciones acotadas de (3.12) ya se prueba en [40] para § # 0 y
r = q = 4o00. En [112] estd demostrada para r = +o0, ¢ > 1 + g y en [117] se estudia el
casor =q > 1+ % Nosotros completamos estos resultados de existencia previos cubriendo
todos los valores de r y ¢ satisfaciendo (3.14).

(2) Por simplicidad, consideramos ug = 0. Todos los resultados se mantienen para dato
inicial up € L*°(Q2) distinto de cero.

(3) Los resultados son iguales si en (3.12) reemplazamos 3|Vu|? por H(x,t,u, Vu), con
H una funciéon de Caratheodory que verifica

’H(xatasaéﬂ < /6|£|2 + an

v fo tiene la misma sumabilidad de f.
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(3.2.5) Demostracién del Teorema 3.2.2. Consideramos los problemas aproxima-

dos
di v B |V, |? O
(lm)t —div (a(z, t, up, Vuy)) = ﬁw + fn  en Qp,
un(:n,t) =0 en F, (3‘17)
up(2,0) =0 en €,
\ u, € L0, T; HE(Q)) N L*(0,T; L2(2)),

donde f,, es una sucesién de funciones acotadas tal que f,, — f en L"(0,7;L9(2)) y

I fallr 0,129 < 1 llLr0.1:L9(0))-

Por las hipétesis de estructura se tiene que existe u, solucién de (3.17). Probaremos en
primer lugar una “estimacién a priori”.

Lema 3.2.6 Eziste una constante positiva d, que depende sélo del dato y es independiente

de n, tal que
unllLoep) < d- (3.18)

Demostracion. Usaremos la notacion clédsica
Al ={z € Q: |un(x,t)] >k}, (3.19)

o(s) = / (MO 1) sign(y)dy, A> L,
0 20[

donde « es la constante que aparece en la hipdtesis (3.2). Se cumple que

o(s) = %(eka(S)l ~2NGu(s)] — 1)), (3.20)
o(s) > %(&'Gk“)' - 1)2. (3.21)

Tomando (e2MCx(un)l — 1)sign(u,) como funcién test en (3.17), integrando en (0,#1] x Q,
donde t; < T serd elegido més tarde y usando la hipétesis (3.2), deducimos que

2 p h NG (un)] 2
L nj)l __ <
/Qcp(un(x,tl)) dx + (oz)\ AZ)/O/QW(B )|*dxdt

t1
| eenen <) du ar
0 J AL

Como consecuencia de (3.21) tenemos que

/ o(up(z,t1)) dz > i / (eMGk(un(f’?vtl))\ _ 1)2 dz,
Q 22X Jo
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y por tanto

Co (X =117y gy + 1T =)0 200)

t1
< [ i) 1yaea, @2
0.Jat

donde Cy = min { (QTO‘ - %), %} > 0. Usando que para M > 1, se cumple que

1
M-1’

(t?—1) < M(t—1)* + vt >0, (3.23)

obtenemos que el lado derecho de (3.22) se puede estimar del modo siguiente:
t1
// ol - (226 1 dr dt <
0Jat

t1 1 1
M// Ll (MO 1Y2 g gt + // fuldudt. (3.24)

Analizamos las dos integrales del lado derecho de la desigualdad anterior (3.24). Como
consecuencia de la desigualdad de Hoélder, tenemos que

t1 t1
// |fn\(e/\|Gk(“n)| _ 1)2da:dt < C'f</ </
0JAL 0 A

r’ 1

(eA‘GkUn‘ _ 1)2‘1/ d.’lﬂ') q’dt> !
1

t ! ™
<oy [ e <l )"

t
k

donde Cf = ||f||Lr(O,T;Lq(Q)). Definimos

r=2", g=2¢, F=7(1+x), ¢=q(l+x) ¥y Xx= - (3.25)

2L, con x1 como en (3.14), y denotamos

(k) = /0 tl( /A z d:v) dt. (3.26)

1, N
tales que s+ % =

)b}
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Aplicando de nuevo la desigualdad de Hoélder, concluimos que

t1 t1 _
MG (un 2 MG (un r
/O/A};rm(e' ol 1) dedr < 0 ([N <1 o)
t q z 7
:Cf</ </ }eAle(unN _1‘1+X d$> dt)
0 At
< < )\le Un) 1“1 dw) a
T 2 T
5 3 G t 7 T
<Cf< < |G un)] —1\qu) dt> (/ (/ dx> dt)
o \Jat

= CfH‘fMGk ‘ 1] ir(o t1;LA(Q)) - (k)

Sl

3 )‘;}3

Estimamos ahora el ltimo término de (3.27). Como consecuencia de la desigualdad de
interpolacién (4) aplicada con n =g, p = h = 2 y por tanto 6 = (% — %), tenemos que

Un, 2
[eXGkCen)t 1] L7(0,t1;L4(R))
%
Un) Un) 0)r "
<o ([ v s )8 g [0 1\\;291 )
%
Un, 0 ’an "
< Gy JeNCeten) - 1\\L;<011,L2(m>-(/0 VG~ D g )

Por la desigualdad de Young,

2

MG (un
(Clun)] 1‘ L7(0,t1;L9(S2))

le < O)(1 - 9)][NCrlun)

2
B 1“Loo(0,t1;L2(Q))

t N
0

Como consecuencia de la hipétesis (3.14) y recordando la definicién (3.25), se sigue que
78 = 2, y por tanto,

RPN
D=

Un 2 Un, 2
HeMGk( - 1‘ L7(0,t1:L4(2)) < C2H€)\|Gk( - 1HV2((O,t1)><Q)’ (3.28)
donde
w, 2
HeMGk( - 1HV2((0,t1)><Q)
= He)\lgk(un)‘ - 1Hi°°(0,t1;L2(Q)) + Hv(e/\‘Gk(un)' -1) Hi2(0,tl;L2(Q))

y Co =min{C;(1 —0),C160}. Usando ahora (3.28) en (3.27), obtenemos que

(

t1
/O/At | fal (MRl — 1) dadt < CyCop(k)+ wn)l _ 1|7 V2(0.)xQ) (3.29)
k
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y por tanto tenemos estimada la primera integral del lado derecho de (3.24). Por otro lado,
el segundo término del lado derecho de (3.24) satisface

~

r 1
7

/07% | fo| dz dt < (/0t1</Az|fn|qd:c>;dt>i : </ot1</A}; d$>q dt)’“/ ZCfu(k:)wj

donde C es la constante introducida anteriormente. Aplicando todas las desigualdades
previas en (3.22), concluimos que

Col|eXnten)t — 1“%/((0,151)><Q)

AlGr(un)| _ 11|12 . = 2040
< MCfC2H€ * 1”V((O,t1)><§2) pk) ™ + M_lcfﬂ(k)
A continuacidn, elegimos t; suficientemente pequeno tal que
2
MC;Cot Q7 < Cy. (3.30)
Usando de nuevo (3.28) se sigue que
—1|| |G (un 2
C3C5 e (Gt 1] L7(0,t1;L3(Q))
Cf 2(1+x)

< Cj|eMCrlun wlk)~ 7=, (3.31)

2
- 1H\/((O,tl)xﬂ) =< M—1

donde C3 = Cy — MCfCQt?X/?’QFX/a. Consideremos h > k > 0. Como para cada o no
negativo resulta que e” — 1 > ¢, se deduce que

2

L (0,41:L3() = |\ Gr(un)|| 2

L7(0,t1;L9(%2))

I

NGr(un)l _ 1| > N2(h — k)%u(h)

le

y esto unido a (3.31) nos proporciona la siguiente desigualdad

Cy

mﬂ(l‘?)l+X7

p(h) <

NI3)

_ CrCo
donde 04 = (m)
existe una constante d, que depende sélo de g, 7, || f|zr(0,7;20(0)s 7 ¥ @ tal que p(d) =0,

es decir,

. Aplicando el Lema de Stampacchia 0.0.16, concluimos que

[unll oo ((j0,t1)x02)) < d-

Iterando este proceso en los conjuntos Q x [t1,2t1],...,Q x [jt1,T], donde T — jt; < t1,
(el proceso funciona ya que en todos los conjuntos se verifica (3.30)), concluimos (3.18).
n

Una vez obtenida la estimacién a priori (3.18), necesitamos pasar al limite en los proble-
mas aproximantes. Es importante senalar que, como el problema es no lineal, es necesario
probar la convergencia fuerte de los gradientes, pero ésta se tiene siguiendo los mismos
argumentos de [40] (véase también [112]). "
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3. Sumabilidad general

Una vez obtenido el resultado de acotacién en la regién (3.14), estudiamos lo que sucede
fuera de este triangulo.

Teorema 3.3.1 Supongamos que se satisfacen las condiciones (3.2) y (3.3) y que f €
L™(0,T; L)), donde
N

1
. + % >1, re(l,4o00] y g€ (1,+). (3.32)

Entonces, cada solucién débil u de (3.1) que satisface Ty(u) € L*(0,T; WOM(Q)) cumple
que

((|u\ +1)7 — 1) sign(u) € Va(Qr), (3.33)
donde v se define del modo siguiente:
_ 1 N : N N
72 = §Nrfq27aq(r71) st N+2(11:71) <g< 77J’
(region C' de la Figura 3.3), (3:34)
Y= 3.34
— lgN=2) _ ¢~ ; N
n= §qN—2q =% s 1<gq< NF20r=1)
(region E de la Figura 3.3).
Ademds, v > 1 si y sdlo si
1 N . .
-+ % <1+ T (regiones 2, 3, 4 de la Figura 3.4), (3.35)
r q

y por tanto, para estos casos, u € Va(Qr).

1

Nota 3.3.2 Nétese que v > % Escribiendo 71 y 2 como funciones de % y ;, resulta que

_ (1 1)_ <1 N 1 2 )
Y1=M" qar =72 an_Qq N _9 )

es decir, v es una funcién continua en su dominio de definicién. Obsérvese que

1 N 1 2

r N—-2q N_-2

corresponde al segmento que separa la regién C' de la regién E en la Figura 3.3. Ademas,
la regién en la que obtenemos soluciones en V5(£27) coincide con la regién (3.9) (que se
corresponde con la unién de las regiones 2, 3 y 4 de la Figura 3.2).

Corolario 3.3.3 Supongamos que nos encontramos bajo las hipdtesis del Teorema 3.3.1.
Entonces, cada solucion débil u de (3.1) que satisface Ty (u) € L?(0, T WOI’Z(Q)), pertenece
también a los espacios siguientes

4ym

LP(0,T; L%(%2)), p= m,

s=vm, VYm € 2,27, (3.36)

donde vy se corresponde con el valor definido en (3.34). Ademds,
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1. Sim = 2*, se alcanza el mejor exponente de sumabilidad en la variable espacial (es
decir, 2*7) junto con el exponente mds bajo en la sumabilidad temporal, (es decir,
27). Es decir,

we L2(0,T; L2 7(Q)),

donde

N-2
2y =2y =p1 = 2%(]** = ((1](V—2q§ > q, 2*7 = 2*71 =81 = q**a

si 1l<g< %, (region E de la Figura 3.3),
(3.37)

N * * N2
2y =2 =yaemy 27 =22 T ey

Nr

st <qg< %r’, (region C de la Figura 3.3).

e (3.38)
3.38
2. Si elegimos m = 2%, tenemos p = s y por tanto
u € L¥(Q7), 5= 27%, (3.39)
es decir,
- 51 = ]%((JJVVZ:Q?) si se satisface (3.37),
o 55 = %;2227« si se satisface (3.38).

3. Si nos encontramos en la region C de la Figura 3.3, eligiendo m = 2+4 ?JIV tenemos

que

r

rN(qg—1)+2q(r —1)
r(N—2q)+2q¢
(3.40)

u € LP2(0,T; L*2(Q)), donde ps = pr', ss=pq, p=

Notas 3.3.4 (1) Obsérvese que la funcién p(y) = % definida en (3.36) es una funcién
decreciente en m. De aqui resulta que

2*71:81>§1>p1:271 y 2*’)/2>SQ>5>])2>2’)/2.

Por tanto, la sumabilidad LP* (0, T; L**(Q2)) es mejor en el espacio que L1 (27), pero es peor
como sumabilidad en el tiempo. Andlogamente, la regularidad LP2(0,7"; L%2(Q2)) es mejor
como sumabilidad en el tiempo con respecto a L%2(Qr), pero es peor como sumabilidad
en el espacio.

Ademds, el valor 3 = 33 que obtenemos cuando % <gqg< %r’ es el mismo

coeficiente de regularidad que aparece en [33].



Capitulo 3 115

(2) Como v es una funcién continua con respecto a r y ¢ (véase Nota 3.3.2), los
resultados de regularidad del Corolario 3.3.3 coinciden en el segmento D de la Figura 3.3,

que separa la region C' de la regién E, es decir, cuando g = % En este segmento
4q**m q**m

tenemos que u € LP(0,T; L*(£2)) con p = Nz V5= Por tanto, hay continuidad
en los resultados de sumabilidad.

Sabemos por [32] que cuando f es una funcién sumable existe una solucién débil u de
(3.1) verificando Ty (u) € L*(0,T; WOM(Q)) Por tanto, las hip6tesis del Teorema 3.3.1 se
satisfacen y obtenemos el resultado de existencia siguiente.

Corolario 3.3.5 Supongamos que se satisfacen las condiciones (3.2)—(3.4) y que f €
L™(0,T; L9(2)) con r y q satisfaciendo la hipdtesis (3.32). Entonces, existe una solucion
débil u de (3.1) que cumple las condiciones (3.33) y (3.36).

Notas 3.3.6 (1) Mejoramos también los resultados de regularidad de [78], donde se es-
tudia el caso f € L*(0,T;W~12(Q)) N L"(0,T; L)) con 7 y g en la regién E y en la
regién C' de la Figura (3.3) y los resultados de regularidad se prueban para soluciones
en L2(0,T;W,(€)). Ademas, se demuestra que en la regién E las soluciones previas
pertenecen a L% ({2r), mientras que en la regiéon C' estdn en L%2(Qp) N LP2(0,T; L*2(R2)),
con p2 y s2 como en (3.40).

En este trabajo no se supone u en L?(0,T; W()l2(Q)) y dato f en el espacio dual
L0, T; W~12(€)), sino que se obtiene mas regularidad en las soluciones débiles (bajo
la tinica hipétesis de tener el truncamiento en L?(0, T’ I/VO1 2(€))). Esta es una hipétesis
razonable ya que para datos f sélo sumables existe siempre solucién con esa regularidad,
mientras que, en general, no se conoce si existen soluciones de L?(0,T; VVO1 2(Q)) en las
regiones 5 y 6 de la figura 3.4. Ademds la hipéStesis f € L2(0,T : W~12(Q)) se satisface
solo en las regiones 3 y 4 de la Figura 3.4, con lo que los resultados de regularidad sélo se

pueden aplicar alli.
X
\
\ 6
2

1 v/
as 3/ 5

\__/
\_/ 4
\/

V
T
2

N[

S =

N
N

N+2 1 1
2N q

N[ =

N

Figura 3.4: Comportamiento del gradiente.
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(2) En [78], se prueba la existencia de soluciones renormalizadas en las regiones 5 y
6, que pertenecen a L¥(Qr), donde s es como en (3.39). En esta seccién, mejoramos estos
resultados.

(3.3.7) Demostracién del Teorema 3.3.1. Sea u una solucién débil de (3.1) que sa-
tisface Ty (u) € L%(0,T; WOLZ(Q)), para cada k positivo. Empezamos probando la siguiente
estimacién preliminar.

Lema 3.3.8 Eziste una constante positiva Co, dependiendo sélo de Q y || f| 11, (por
tanto independiente de u) tal que

[ullzos 0,7521 () < Co. (3.41)

Demostracion. Definimos 5
1/}1(8) = / Tl(O')dO'.
0

Se tiene que
1
|s| — 3 <i(s) < |s], VseR. (3.42)

Tomando T4 (u) como funcién test en (3.1) y usando la hipétesis (3.2) y la desigualdad
previa, obtenemos que

t
1
[ utldz+a [ [ VTP dedr < 5100+ o,
Q 0JQ

con t € (0,T]. De la dltima desigualdad se sigue el resultado. L]

A continuacién, usaremos el Lema 3.3.8 para demostrar el Teorema 3.3.1.

Demostracion del Teorema 3.3.1. Definimos para s € R,
S
Wi(s) = [ (4 L)) = 1) sign(y) do,
0

con v una constante positiva, que elegiremos més tarde, tal que v > % Se cumple que

(14T (s))* — 1
2y

Uy(s) > —|Tk(s)|, VseR. (3.43)

Elegimos vy, = ((1+|T)(u)])*’~1 —1) sign(u) como funcién test en (3.1). Como consecuencia
de la hipétesis (3.2), dado que u(z,0) = 0, tenemos que

/Q\Ilk(u(x,t))dx—i— (2 l)a/O/Q\VTk(u)F(l 1 T(w)) 272 der dr

t
g// (£ gl dz dr,
0JQ
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con 0 <t < T. Aplicando ahora la desigualdad de Holder y (3.43), obtenemos que

1
— su 1+|T5 (w))? dx
27[0713]/< (L))

Er= 00 [ (0 1m0 = sian) P e

T 1

<Ifllz- o,T;m(ﬂ))(/O </Q(1+|Tk( )@= dw>/dt>, (3.44)

1
+ 5’Q| + [lull oo 0,751 ()

~

1
-

T
—C1+Cf</0 H (14 |Tx(u H(LQ(ZW ll)q,dt> ,

donde C; = % + Co y Cy es la constante definida en (3.41). Denotamos

1

T (2y—=1)r' "
A= ([ I+ map )5 a)

Por la desigualdad de Sobolev, deducimos que

sup [+ 1T de <29(C1 + Cra), (3.45)
0,7

2
oF

/OT</Q (1 + | Te(u)))” — 1) da:> dt gcgob(%gl)‘”)‘l(cl L),

Es facil comprobar que existen dos constantes positivas Co y C3, independientes de k (se
puede tomar, por ejemplo, Co = C3 = 227), tales que

(+ITe(@)? = 1)* > Co(1 + [Ti(w) ¥ = Cs.

De aqui, deducimos que

2

/O T( /Q (14 [Te(w))2 d:z;) Tt < Oy + CsA, (3.46)

donde

2
oF

Ci= (&) G (B50) M0 + (35)?

2 “Day —
Cs = (&)¥ CE,, (B ey

T

Distinguimos dos casos dependiendo del tamano de q.

Caso 1: Sil<g< %, es decir, si nos encontramos en la region E de la Figura
3.3, se tiene que

Nr qg<r
1 _ 4
<q<N+2(r—1) = { , (3.47)
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Para obtener una estimacién de A aplicamos la desigualdad de Hélder,

*

1_2* T , = o
A<Tv < / < / (1+ [Ty (w)) @D dx) dt) . (3.48)
0 Q

Por tanto, de (3.46) deducimos que

2
oF

/0T< [ (@ im)an) " ar < g o

+06( /0 T( /Q (1 + | T (u) )&~ dx>2 dt>2q', (3.49)

1
donde Cg = C5T" 2. Elegimos 2*y = (2y — 1)¢/, es decir, y = v = 3 - (N—_2q)' Como

N
—
)
—~
=
DO
—

qg < %, se tiene que 22—;, < 1 y entonces,

T ) &
/ </(1+ | Ty, (w)]) 27— Da dx) dt < Cy, (3.50)
0 \JQ
donde C'7 depende sélo de Cy, Cg, N y q. Como
(1+ [T (u))*7 > (1 + |Ti(w))? = 12,

aplicando (3.50) y (3.48) a (3.44), deducimos que ((Ju| + 1)7 — 1)sign(u) € Va(Qr). De
este modo, tenemos que

11+ Tk (w)ll| oo, 75007 () < Cs, VE >0,

-
donde p = (( g >qyCg = C7q** . De aqui, se deduce que

”U||LP(O,T;L4**(Q)) < Cs.

Caso 2: Si <qg< 5 Ny' es decir, si nos encontramos en la regién C de la

N+2(7" 1)
Figura 3.3, elegimos v satisfaciendo
2y < (2y - 1)d <2y, (3.51)
y definimos 6 € (0,1) tal que
1 1-0 0
= — 3.52
@ -1d 27 | 2y (3.52)
Para las elecciones efectuadas, se tiene que
(2y—1) /(2y—1) or' (2
10+ T D [e50 < 10+ 1T@D]f3"" [+ T 7257
or’ (2y—1)

1-6)r' (2vy—1) * 2%y
< (1 + [T (u H(LOO OT(LZW(Q) (/ﬂ(l + |Tp (u)])? 7dﬂ?)
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Integrando en el tiempo obtenemos
’ (2y-1)
|+ w7 ar <

2
9 . o% M2
1+ T D[ 2 0 12 ) 0/(/"1+uk vawﬁ dt, (3.53)

donde (1—0)'(2y—1) or' (29 — 1)
_ r _ r —

i = i y opg =2

2y 2y

Queremos conseguir
2y

<l <— 00 ————.
H2 = —r'(2y—-1)

(3.54)

Como consecuencia de (3.52) sabemos que

1 1
NCRET O
2y (2yv—1)q

asi que la condicién (3.54) es equivalente a la siguiente
2v(Ng'r' — N’ —2¢") < ¢'v'N. (3.55)

Como N > 3, se tiene que

N
Ngv' —Nr' —2¢ <0 & ¢> 57"'

Como estamos suponiendo g < %r’ , la condicién (3.55) se satisface si y sélo si

1 qrN
2 Nr—2q(r—1)

Y <= (3.56)

Para esta eleccién, tenemos que

’ (2y-1)
e mp s a

g@(ﬁ%éu+uuwWWQM(AYAu+uuwW”w)

donde py <1y Cg = T 2. De las estimaciones (3.45), (3.46) y (3.57), deducimos que

2
5%

dt) Y a7

A™ < Gy (29(Cy + CA)) " (Cy + C5A)H2 < Co + Crp AP,

donde B=py +p2=r (277 )
k. De este modo, se tiene que

<1’y Cy y Cyp son constantes positivas independientes de

7‘,

T 7
/ (/(1 + [T (u) ) B~ 17 dx) dt <Cp, Vk>0, (3.58)
0 Q
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donde C1; es una constante independiente de k y ~y satisface (3.51) y (3.56). La desigualdad
anterior (3.58) implica que

T o
/</ ju| @~ De dm)q dt < Cyy.
0 Q

Usando (3.58) y procediendo como en el caso anterior, para concluir basta tan sélo con
probar que la eleccién v = 7 es posible (siendo 7 la constante definida en (3.34)). Nétese
que la condicién (3.51) es equivalente a pedir

{ 2= (3.59)
2v(N —2q) < q(N —2).

Por tanto, si ¢ > %, la condicién (3.59) se satisface para cada eleccién de v > %. Sin
embargo, si g < %, la condicién (3.59) se verifica sélo para

q(N —2)

1
< = -« —
STSMT S N 9

N[

En consecuencia, si g > %, la condicién (3.59) junto con la restriccién (3.56), implican

que es suficiente elegir
qrN

1
T2 Nr—2q(r—1)

<v<7

N

En caso contrario, si ¢ < &, las condiciones (3.56) y (3.59) se satisfacen cuando

<7 < min{y,v2}.

N [

Como o < 71 siy sélosiqg > %, y 72 > 4, es suficiente elegir v = 73 para satisfacer
las condiciones (3.51) y (3.56). Se obtienen entonces los siguientes exponentes,
_ rN(g=1)+2q(r—1)
(272 — 1) = WT/a
r _ rN(g—1)+2q(r—1)
(272 - 1)q - r(N—2¢)+2q )

con lo que concluye la demostracién. n

Nota 3.3.9 Si ¢ > %r’ , la condicién (3.55) se satisface siempre. Como en ese caso se
cumple que ¢ > %, entonces (3.59) se satisface para cada elecciéon de v > %, y por tanto,
u pertenece a L°°(0,T; L*Y(£2)) para cada eleccién de 27y > q. Esto concuerda con que si

q > 51, entonces u € L=(Qr) (véase [95]).

A continuacién completamos los resultados de regularidad sobre el gradiente, mejoran-
do su sumabilidad en las regiones 5 y 6 de la Figura 3.4 (pues el Teorema 3.3.1 sélo nos
dice que pertenece a (L2(Qr))Y).
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Teorema 3.3.10 Supongamos que se satisfacen las condiciones (3.2) y (3.3) y que f €
L™(0,T; L4(2)), donde r y q satisfacen (3.32). Entonces, cada solucion débil u de (3.1)
tal que Ty(u) € L?(0,T; Wol’2(Q)), cumple también que |Vu| € L(Qr), donde § viene
determinada por la siguiente formula

05 = AP g q< min{L ﬂ} (region 5 de la Figura 3.4)

5= N2—q(N+2) N+2(r—1)° N+2
B N+2 . ‘
8¢ = #&_)r) si m <qg< W]\Zl) (region 6 de la Figura 3.4).

Notas 3.3.11 (1) Obsérvese que hay continuidad en los exponentes de sumabilidad ¢ de
|Vu| en las variables (%, 1) en todo el cuadrado [0,1) x [0,1). Al pasar de la regién 5 de
la Figura 3.4 a la region 4 de dicha figura, resulta que § — 2. Lo mismo sucede pasando
de la region 2 a la region 6. Finalmente, el valor de § en la regién 6 tiende al de la regién

5 en el segmento que separa ambas regiones.

(2) También se tiene que

55_55(; %) _61<q NN2; N2—2)’

2

donde % = NL es el segmento que separa las regiones 5 y 6 en la Figura 3.4.

1_
—2q N—-2
Demostracion del Teorema 3.3.10. Estudiamos los dos casos siguientes:

Caso 1: Sea 1 < ¢ < min {%, %}, es decir, nos encontramos en la regién 5 de

la Figura 3.4. Como consecuencia del Teorema 3.3.1, resulta que

T
// V(1 + [T (u))" — 1)sign(u)‘2d$ dt < C, VE >0, (3.60)
0/

con C' independiente de k y 71 = %( N 2q) Recordemos que en este caso se tiene y; < 1.
Por tanto (3.60) implica que

// |VTk | drdt < Ci, donde Cq =
1+ |Tk (1 1)

(3.61)

Sea d € (1,2) que elegiremos después. Se tiene que

5(1-m1)
/ yVTk(u)Pdmdt:/ 9T () L TEDE Ty
Qr Qr (1 + | T (u)] )0 =70)

d |VTk(U)’2 0 / 5(1— )42
=3 dvdt+(1-5 1+ |T; T g dt.
- Q/QT (1 + [Tp(w)))20 +(1-3) (1 T v

Para
g(N —2)(N +2)

NZ —g(N+2)’

5:555
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eleccién que es admisible ya que § € (1,2), tenemos que

2001 —m) _ _
——— =7
2—94
Por tanto, usando (3.61) y la estimacién (3.39) del Corolario 3.3.3, obtenemos que |Vu| €
L55(QT) Noétese que si g — ]\2,12, entonces 6 — 2. Ademsds, se tiene que § < g* si y sélo si
g< 2 N+2 y 0 =¢q*siysélosiq= wa con lo que en este caso § = 2.
Caso 2: Sea % <qg< #j\gl) es decir, nos encontramos en la regién 6 de la
Figura 3.4. Como consecuencia del Teorema 3.3.1, tenemos que

/T/ |V((1 + | Tk (u)])7? — 1)sig1r1(u)‘2 dzx dt < C, VE>O0, (3.62)
0J/Q

donde C' es independente de k y 7o =
que

2(1\/%{1\27"—1))' Como 72 < 1, deducimos, de (3.62),

2
// |VT’“ ’ drdt < Cy,

siendo C la constante descrita en (3.61). Razonando como en el primer caso, elegimos

y concluimos que |Vu| € L9 (Qr). n

Tanto en el Teorema 3.3.1, como en el Corolario 3.3.5 y en el Teorema 3.3.10, hemos
supuesto que r € (1,400] y que ¢ € (1,4+00), pero tenemos también que tener en cuenta

el caso ¢ = 1, que junto con el caso r = 1, cubren toda la regién
1 N
-4+ —>1
+ %

Noétese que el caso ¢ = 400 estd excluido.

Teorema 3.3.12 Sea f € L'(0,T; L9(Q)) con q > 1. Entonces, cada solucion débil u de
(3.1) satisfaciendo Ty(u) € L?(0,T; H3(R)), cumple que

((lu] +1)% — 1) sign(u) € Va(Qr). (3.63)
Por tanto, si ¢ > 2 entonces u € Va(Qr). En caso contrario, obtenemos que
qg(N +2)
Vul € L°(Qr), donde § =2 > 3.64
Vul € (@), donde = LE (3.69)
Ademads, resulta que uw € LP(0,T; L*(QY)) para cada eleccion de p y s tales que
q 2qm *
=1 = 2,27]. .
s=gm, p Nm—2)’ Vm € [2,2"] (3.65)

Finalmente, existe una constante positiva C, que depende sélo del dato, tal que

1wl o o,;25 () < C-
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Nota 3.3.13 Vemos que en los Teoremas 3.3.1 y 3.3.12, cuando nos aproximamos a los

casos borde, hay continuidad de los exponentes en las variables (%, %) Asi,sir —1lenla
regién 2 de la Figura 3.4, entonces por el Teorema 3.3.1, obtenemos que

Ny — g (3.66)

Esto implica adema&s que hay continuidad en los exponentes que aparecen en el Teorema
3.3.12 y en el Corolario 3.3.3. Finalmente, cuando » — 1 se tiene que dg — q%vijj) y por

tanto, hay continuidad en los resultados también en el caso de los Teoremas 3.3.10 y 3.3.12.

Corolario 3.3.14 Sea f € L*(0,T;L4(S)) con q > 1. Entonces existe una solucion u de
(3.1) satisfaciendo las condiciones (3.63)—(3.65).

No hemos considerado el caso r = ¢ = 1 porque ha sido estudiado extensamente en la
literatura. Sélo queremos hacer notar que cuando (r,q) — (1,1) entonces d5 y d¢ tienden a
2— NLH, que es el mismo valor que aparece en [32], [34], [118] y en los siguientes articulos
concernientes a datos L'. Se sabe que para datos sélo sumables existe una solucién cuyo

gradiente pertenece a L°(Qr), para cada 6 < 2 — NLH

Para terminar el estudio de la existencia y regularidad en la ecuacién del calor, hacemos
las siguientes observaciones.

Notas 3.3.15 (1) A lo largo de todo este capitulo hemos supuesto que el dato inicial es
cero. Sin embargo, todos los resultados previos se siguen manteniendo con hipdtesis mas
débiles, ug € L7(€2) con ~ definido en (3.34).

(2) También la hipédtesis (3.3) se puede hacer més débil, por ejemplo, basta con requerir
que T (u) sea una funcién test admisible.

(3) Otra extensiéon que podemos hacer de los resultados de todo este capitulo, es con-
siderar operadores més generales, como por ejemplo, del tipo Leray—Lions con crecimiento

p.
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Capitulo 4

Influencia del potencial de Hardy en
ecuaciones del calor semilineales

1. Introduccién

Una vez estudiada la ecuacién del calor, analizamos cémo influye en ella la presencia
del potencial de Hardy con términos semilineales. Consideramos el siguiente problema:

ut—Au:)\#—i—u”%—f en Qp =Qx(0,7),

u(z,t) =0 en 00 x (0,T),
u(z,0) = up(x) en x € (),

donde p > 1y ug(z) >0, f > 0 son funciones medibles de una clase adecuada.

Existe una amplia literatura acerca del caso A = 0. Véanse, por ejemplo, [67], [98], [131]
y los trabajos a los que en ellos se hace referencia. En las ecuaciones del calor semilineales,
se conoce muy bien la existencia y unicidad de solucién local en tiempo. Para todo p > 1,
se sabe que la solucién estd acotada (para al menos una clase de datos iniciales regulares)
hasta un tiempo de explosion.

Del mismo modo, para el problema de Cauchy, por un resultado de Fujita en [67],
sabemos que para p < 1+ % cualquier solucién positiva de (4.1) con A = 0 explota en
tiempo finito en la norma L>(RY).

El caso A > 0 es bastante diferente. En primer lugar, es facil demostrar que cualquier
solucién positiva de (4.1) no estd acotada, con lo cual tenemos que considerar hipdtesis
adicionales en la potencia p para poder garantizar la existencia de solucion positiva incluso
para datos iniciales buenos.

El problema eliptico asociado fue estudiado en [46], donde los autores muestran la
existencia de un exponente critico p4(\) > 1 tal que el problema no tiene solucién dis-
tribucional para todo p > p4(A).

El principal objetivo de este capitulo es estudiar si sucede el mismo fenémeno en el caso
parabdlico, analizando la influencia del potencial de Hardy en la existencia o no existencia
de soluciones.
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La principal diferencia con respecto a la ecuacién del calor, es que si p4 (\) es la potencia
critica eliptica de [46], entonces si p > p4(A), no hay solucién positiva para ningtin dato f
no trivial. Para p < p4(\) demostramos existencia de solucién bajo condiciones adicionales
en los datos f y ug.

Decimos que el problema (4.1) explota completa e instantineamente si las soluciones

de los problemas truncados (con el peso iz ‘;‘ T en vez de B |2) convergen a infinito cuando
n — oo. Veremos que si p > pi(A) se produce un fenémeno de explosién instantdneo y

completo.

Analizamos también el problema de Cauchy en el caso p < p4(A), obteniendo un
exponente de tipo Fujita que depende de A y que es mayor que el correspondiente a la
ecuacién del calor A = 0 (lo cual es razonable puesto que las soluciones para A > 0 son
supersoluciones de la ecuacién del calor con A = 0).

Ademsds, puesto que para esta clase de problemas la explosién en L es obvia por ser
las soluciones no acotadas, estudiaremos la explosién, tanto en tiempo finito como infinito,
en otras normas.

Referencia: Los resultados de este capitulo estan sometidos para publicacién (véase [16]).

2. Concepto de solucién y propiedades

Precisemos en primer lugar el concepto de soluciéon que usaremos a lo largo de este
capitulo.

Definicién 4.2.1 Decimos que u € C((O T); LlOC(Q)) es una supersolucion (resp. subsolu-
cion) muy débil del problema (4.1) si E |2 € LL (Qr), wP € LL (Qr), f € L (Qr) y para
toda ¢ € C§°(2r) tal que ¢ > 0 se cumple que

/OT/Q (—¢y — Ad)udx dt

Si w es una super y subsolucién muy débil, entonces decimos que u es una solucion muy
débil.

(resp. <)

// A— +uP + fodzdt. (4.2)

Esta claro que si u es una supersolucién (resp. subsolucién) muy débil de (4.1), entonces

u € C((0,T); Ljoo(2)) N LP((0, T); L, ().
En primer lugar, calculemos una solucién autosemejante del problema homogéneo,
_ N
— Av — )\W_O en R™. (4.3)

Con més premsmn buscamos una solucion de (4.3) de la forma v(r, t) = t~#¢(3). Haciendo

el cambio s = 5 yv =3 obtenemos la ecuacion,
N -1 v N-1 s A
0=uv —0" - < . )v’—)\ﬁng”(s)—i—( . +§>¢'(s)+<u+s—2>¢(s). (4.4)
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Para ¢(s) = s ®e™7*" se tiene que
#'(s) = (== =857 )o(s).
@' (s) = (% —By(y—1)s772 + (% + 5737_1)2) B(s).

Como consecuencia de (4.4) y (4.5), basta elegir « = a1, = %, N=2y pu= %

que se cumpla
N -1
vt—v"—( >U'—)\£:O.
r

para

N oy l2? . -
Por tanto, v(z,t) =t~ 2 T~ %e” 4 es una solucién y es facil comprobar que cumple

/ |z|”“v(x, t) de = C.
RN

Por el Lema 0.0.12, conocemos el comportamiento cuantitativo de cualquier supersolu-
cién positiva de (4.3), con A < Ay, en un entorno del origen. Si u es una supersolucién
no negativa definida en Q tal que u # 0, u € L (Qr) y # € Ll (Qr), entonces para
cada cilindro B,(0) x (t1,t2) CC Qp, existe una constante C' = C(N,r,t1,t2) tal que
u > Clz|~* en B(0) x (1, t2).

El uso directo de las supersoluciones muy débiles tiene serias limitaciones. Por ejemplo,
su falta de regularidad exige la eleccion de funciones test muy exigentes e impide realizar
célculos necesarios para algunas de las demostraciones. Por ello, probamos que dada una
supersolucién muy débil es posible construir, al menos en un sub-cilindro, una solucién
minimal del problema (4.1), obteniéndola como limite de una familia de soluciones de
problemas aproximados. Para esta clase de soluciones minimales, la flexibilidad del calculo
es mayor y nos permite comparar y obtener estimaciones a priori y seguir un argumento
de contradiccion en el andlisis de la no existencia. Por esta razén es importante el siguiente
resultado.

Lema 4.2.2 Sea u € C((0,T); LL () una supersolucion muy débil del problema (4.1)
con A< Ay y f € Ll(QT). FEntonces existe una solucion minimal obtenida como limite
de aproximaciones.

Demostracion. Siu es una supersolucién de (4.1) con A < Ay, construimos una sucesién

{on} € C(10,7); L1 () N LP([0, T); L, o (2))

loc

tal que
UOt—AU():f en QX(O,T),

vo(x,0) = Ty (up(x)) si x€Q, (4.6)
vo(x,t) =0 en 00 x (0,7T),
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y por iteracion
vnt—Avn:)\‘xT;:l—l—vﬁ_l—l—f en Qx(0,T),
vp(2,0) = Tn(u()(:v)n) si x e, (4.7)
vp(x,t) =0 en 00 x (0,7).
Por el principio de comparaciéon para la ecuacion del calor y por recurrencia, se tiene que

v <+ < vpo1 < vy <Ten Qx(0,7T) con lo que el limite puntual v = lim,, ., v, cumple
que v < Uy que

vt—Av:)\ﬁ—i—v”—i—f en Qx(0,T),
x

vz, t) = en 9 x (0,7), (4.8)
v(x,0) = up(x) si x e,

en sentido débil. Ademads, usando las técnicas de [29] y de [55], mediante estimaciones de
la sucesién {vy, }, es facil comprobar que v es una solucién de entropia de (4.1) en Q2% (0,7))
entendida como limite de soluciones de problemas aproximados. [

Nota 4.2.3 Notese que si w es una supersolucion muy débil del problema

w
P =¥

T
// |z|”*gdx < oc.
0B, (0)

Para comprobarlo, basta considerar como funcién test en (4.9) un truncamiento de ¢,
donde ¢ es la solucién de la ecuacién

wy — Aw — A (4.9)

entonces g debe satisfacer

¥

— Ao —\ =
Pt ¥ |$’2

Esta condicién de integrabilidad sobre la g en el problema (4.9), no es sélo necesaria, sino
también suficiente, como puede verse en [34].

En el problema (4.1), basta considerar g = uP + f y obtenemos que en el caso de
existencia de solucion, es necesario que

1)
// |z| 7 (uP + f)dxdt < co  para todo B,(0) X (t1,t2) CC Q.
t1 T(O)
Esta condicién sera util para argumentos posteriores.
Por la conveniencia del lector, repetimos los calculos que se llevan a cabo en el caso

estacionario para encontrar el exponente critico p4 () que da la existencia y no existencia
de soluciones (véase [46]).
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En efecto, buscamos una solucién u = Ar—? del problema radial eliptico asociado

N -1
T

_UT"I" —

U —Ap =uP en B,(0). (4.10)
T

Mediante un calculo directo, obtenemos que

g:% v AP = 2 4 (N —2)8— A
p—
Es claro que

_ﬁ2_|_(]\f_2)ﬁ—)\>0 — a1 <[ <y,

lo que significa que

pr(N) =1+ 2
p_(N) <p<pi(A donde !
(M) +(A) {P—(A)—lJer-

Vemos a continuacién algunas propiedades de p4 () y p—(\):

2*—1:% cuando A — Apn

p+(A) — {

s cuando A — 0,

2*_1:N+2

p-(A) — { N -

N—-2

cuando A — Ay,

=

cuando A — 0.

Se puede comprobar facilmente que p4(A) y p—(A) son respectivamente una funcién de-
creciente y una funcién creciente en A. Por tanto,

L<p_-(\) <2*—1<pr(N).

p+(A)

3. Resultados de no existencia: p > p,()\)

En esta seccion demostraremos el resultado de no existencia de supersolucién por
encima del exponente critico p4 () en el sentido de supersoluciones muy débiles.
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Teorema 4.3.1 Sea p > pi(N\). Entonces el problema (4.1) no tiene supersolucion muy
débil no negativa. Ademds, en el caso en el que f = 0, la tUnica supersolucion muy débil
no negativa es u = 0.

Demostracion. Argumentaremos por reduccién al absurdo. Supongamos que u es una
supersolucién muy débil con u(z,0) = 0y f una funcién no negativa tal que f € L>(Qr).
SiA>Ay= (%)2, entonces basta considerar @ como una supersolucion muy débil del
problema

vt—Av:)\#—}—fl en Qx(0,7),

v>0 en Qx(0,T), (4.11)
v=20 en 00 x (0,7),

con fi(z) = vP 4+ f. El resultado de no existencia se sigue inmediatamente usando los
argumentos utilizados en [3] (véase también [34]).

Consideramos ahora el caso A < A . De nuevo utilizaremos un argumento de reduccién
al absurdo. Si u es supersolucién muy débil de (4.1), entonces

U — AU A >0 en D(Qp).
|=[?
Por el Lema 0.0.12, fijado el cilindro B, (0) x (t1,t2) con B,(0) CC Qy 0 <t <ta <T,
existe una constante C' = C(N,ry,t1,t2) tal que u > C|z|~* en B,-(0) x (t1,t2). Como u
es también una supersolucién muy débil en B, (0) x (t1,%2), entonces, por el Lema 4.2.2,
el problema

ut—Au:)\ﬁ+up+f en B,.(0) x (t1,t2),
u(z,t) >0 en B.(0) x (t1,t2),
u(z,t) =0 en 0B,(0) x (t1,t2),
u(z, ty) = u(x,ty) si z e B,(0),

(4.12)

tiene una solucién minimal u obtenida por aproximacién en B, (0) X (t1,t2). En particular,
u = lim,,_, Uy, donde cada vy, € L*>(B,(0)x (t1,t2)) es solucién de (4.7) en B, (0) X (t1, t2).
Mediante un cambio de escala adecuado, podemos suponer que el cilindro es B, (0) x (0, 7).
A continuacién, estudiamos los tres casos siguientes:

Caso 1: p > py(A). Sea ¢ € C5°(B,(0)). Entonces usando % como funcién test en los
problemas aproximados (4.7), aplicando la desigualdad de Picone (véase Lemma 0.0.13),

pasando al limite cuando n tiende a infinito, y como consecuencia del Lema 0.0.12, tenemos
que

/ |logu(a?,7')|¢2da:+// |Vé|? dx dt
B, (0) 04 B-(0)

T T 2
2// up_1q§2dmdt20// 7‘1)1 .
0J B,.(0) 0B, (0) |z|(P~ D
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Usando ahora las desigualdades de Hélder y Sobolev, se sigue que

[ ostuteiiiorar < ([ o an) ([ joguten¥ ar)
Br(0) Br(0) Br(0)

2
N
< (/ |logu(m,7)|% da:) 5’_1/ V| da.
B.(0) B.(0)

z|w

De este modo, deducimos que

(1 + </ |logu(:n,7‘)|% d:L‘)
B.(0)

Como p > pi(A), entonces (p — 1)ag > 2 y por tanto llegamos a contradiccién con la
desigualdad de Hardy.

Zlw

¢2

dx dt.
B,(0) |z|(P~ D !

S—1>/ \Vo|* dedt > C
B, (0)

Caso 2: p=p;(A\) y A < Ap. Fijado el cilindro B,(0) x (0, 7), consideramos la funcién

w(a,t) = o~ (2 (1og |ml|)ﬁ +1)

que estd definida para (x,t) € By(0) x (0,7) y donde 8 > 0 serd elegida posteriormente.
Como A < Ay, entonces

w € C([0,7], L2(B,(0))) N L*((0,7), W2 (B,(0))).

Mediante un célculo directo obtenemos que

w t 1\8
CAw -2 = 2 2(1 7)
W AU AR m|2+a1<'$’ 8 L]

—i—ﬁt(log i)6_1((N —2—-20)+(1 —ﬂ)(logl)_1)>.

] ||

Noétese que
p+(A)
WO — ||~ CHar) <t2(log|$1|)ﬂ + 1) -
y si definimos
118 1-p+(N)
h(x,t) = <t2<log 7) + 1) ,
||
se tiene que

B
WP Oz, t) = o]~ <t2<10g |1| ) + 1)'
X

Por tanto, existe t3 € (0,7) tal que

wy — Aw — )\% < Bh(z, t)wP*™ en B, (0) x (0,%).
X
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Si denotamos u1 = ciu, tenemos que

1t — Auy — /\? > ¢ 1 —p+(\) 11’+( )

Consideramos ahora que ¢y > 0 juega el papel de C en el Lema 0.0.12, ¢; > 0 es fijo tal
que cicog > 1y que 3 es suficientemente pequeno. Entonces

el N > B)h)| .

Como cicp > 1, entonces uy > w(z,t) en 0B, (0) x (0,7), ui(x,0) > w(z,0) para z € By(0)
y ademas
1t — Aug — )\% > ,3h(a:,t)u117+()‘).

A continuacién, vamos a probar que

up >w en By(0) x (0,%2). (4.13)

En efecto, sea v = w — u. Entonces

— Av — )\W < Bh(z,t) (prr()\) _ u’1)+()‘)),

Usando la desigualdad de Kato (véase el Teorema 0.0.15), obtenemos la siguiente esti-
macion

(v+)e — Avg = At < ph(z, yur oy < pBla| v (4.14)

||
2
Como I?ﬁ € L'(B,(0)), utilizando un argumento de aproximacién, se prueba que
= 1,2
vy € L*((0,%2), Wy (B,(0))).

Eligiendo ahora 3 suficientemente pequeno, A + p8 < Ay, y usando v4 como funcién test
n (4.14), deducimos que v4 = 0 y se concluye (4.13).

Para terminar la prueba de este caso, seguimos los mismos argumentos utilizados en
el Caso 1. Para todo ¢ € C3°(B,(0)), tenemos la siguiente desigualdad

2
02/ ulél dx</ IVo|? de, (4.15)
By(0) |7I? B, (0)

donde c2 > 0 es independiente de ¢. Usando (4.13) obtenemos que para r < 7,

18> / 2
c log dx < V|~ dx,
3/BT (0) ‘1’|2 ( |z \> B, (0) Vel

lo cual contradice la desigualdad de Hardy.
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Caso 3: p = py(N\) y A = Ayn. Se cumple que oy = %y;mr =2*—1. Si u es una
supersolucién de (4.1), entonces como consecuencia del Lema 0.0.12 y de la Nota 4.2.3, se

tiene que
TC'p/ 2|71 P+ g < // |x| " uP do dt < co.
B-(0) 0/ B,-(0)

Como aq(p+(An) +1) = N, llegamos a contradiccién y concluye la demostracion. n

Nota 4.3.2 Obsérvese que para A = 0 se tiene que p4(A) = co. Obtenemos, por tanto, la
existencia de una solucién local para la ecuacién del calor para todo p > 1, al menos para
datos iniciales adecuados.

4. Explosion instantanea y completa

Como consecuencia del resultado anterior de no existencia, ocurre un fenémeno de
explosion instantdneo y completo de dos modos diversos.

(a) Si uy, es la solucién del problema (4.1), donde el potencial de Hardy se sustituye por

el peso acotado |z| + %, entonces uy(z,t) — oo cuando n — oo.

(b) Si w, es la solucién del problema (4.1) con p = p, < p4+(A) ¥y pn — p+(N) cuando

n — oo, entonces uy(z,t) — oo cuando n — 0.

En ambos casos, (z,t) es un punto arbitrario de  x (0,7).

4.1. Explosién en los problemas con potencial aproximado, p > p,(\)

El primer resultado de explosién es el siguiente.

Teorema 4.4.1 Sea u, € C((0,T); L*(2)) N LP((0,T); LP(2)) una solucién del problema

p
um—Aunzlﬁtizup—i—)\an(x)un+cf en Qr =Qx(0,7),
up(z,t) =0 en 00 x (0,T), (4.16)
Up(z,0) =0 si x €,
donde f # 0, ap(z) = ‘x'% yp > py(N). Entonces, un(xg, to) — 00, V(xo,t0) € Qx(0,T).

1
n

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que f € L*(Qr) y A < An.
La existencia de una solucién positiva al problema (4.16) se obtiene usando argumentos
clasicos de sub y super soluciones. Ademas, usando la monotonia del término no lineal y
el coeficiente a,, podemos suponer que existe una solucién minimal u, tal que u, < up41



134 Influencia del potencial de Hardy en ecuaciones del calor semilineales

para todo n > 1. Por tanto, para obtener el resultado de explosién, basta con demostrarlo
para la familia de soluciones minimales que denotamos u,,.

Supongamos por contradiccién que existe (zg,tg) € Qr tal que
Un(x0,t9) — Cy < oo cuando n — oo.

Usando la desigualdad clésica de Harnack (véase el Teorema 0.0.9), existe s > 0 y una
constante positiva C' = C(N, s, to, 3) tal que

R~ = By(xg) x (to — 28,t0 — 1),
// up(z,t)dedt < C essinfu,, donde (z0) x (to [116 ° zllﬁ)
- Rt R = Bs(z0) x (to — 353, t0 + 30).

Podemos suponer que 0 € B;s(xg) ya que, en caso contrario, consideramos Bs(y) C Bs(zo),
con y € Bs(xp) tal que

// Up(x,t) dedt < // up(z,t) dedt < C essinfu, < C essinfuy,
v v Ry Ry

R; = B(S(y) X (to - %5,750 - %ﬁ)?
donde L L
R} = Bs(y) x (to — 50,10 + 30).
De modo recurrente, obtenemos que
R~ = BT(O) X (tl,tg),
// Up(z,t)dedt < C ess%fun < Cup(x,tp) < €', donde { RT = B,(0) x (t3,t4),
tg € (tg,t4).
Por el Teorema de la convergencia mondtona, existe u > 0 tal que u,, T u fuertemente
en LY(B,(0) x (t3,t4)).
Sea p la solucion del problema,
Pt — AP = XB,(0)x[T—to,T—t;] €1 7,
P(z,t) =0 en 00 x (0,7),
P(z,0)=0 en ().
Consideramos ¢(x,t) = @(T — t,z), que cumple
—pr —Ap = XB,-(0)x[t1,t2] €1 Qr,
o(z,t) =0 en 00 x (0,7),
o(z, T)=0 en .

Tomando ¢ como funcién test en (4.16), deducimos que

’ t2
C > // up (z,t) dz dt
t1 T(O)

T uP T T
- [ edvieen [ [ a@updraire [ [ rodea
oJal+ un 0/ 0Ja
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Aplicando el Teorema de la convergencia mondtona, concluimos que
uj,

L,p

1+ nUn

u
(e /g en Loo(B(0) x (11, 12),

—uP  en LIIOC(BT(O) X (t1,t2)),

con lo que u es una supersolucién muy débil de (4.16) en B, (0) X (1, t2) CC B,(0)x (t1,t2),
lo que contradice el Teorema 4.3.1. [

4.2. Explosién cuando p, — p; ()

El segundo resultado de explosién lo obtenemos considerando una sucesién de potencias

pu 1 p+(A) (por cjemplo, pu(A) = 1+ —27).

Teorema 4.4.2 Sea {p,} una sucesion que satisface p, < p+(\) y pn — p+(N) cuando

n — oo y sea f € L®(Qr) una funcién positiva. Para cada n, sea u, € C((0,T); LL .(2))

una supersolucion muy débil del problema

Unt — Aty > )\;TTLQ + Ugn +f en Qp,
un(z,t) =0 en 0Q x (0,T), (4.17)
un(x,0) =0 en Q.

Entonces, un(xo,tg) — 00,V (zo,tg) en  x (0,T).

Demostracion. Supongamos, por reduccién al absurdo, que existe una subsucesién de
{pn}, que denotaremos también como {p,} para simplificar la notacion, y supersoluciones
u, tales que en algin punto (xg,ty) € Qp,

un(x0,tp) — Cop < 00, VneN

2
Oél-f-% ’
Como consecuencia de la desigualdad clasica de Harnack (véase el Teorema 0.0.8), existe
s > 0 y una constante positiva C' = C(N, s, to, 3) tales que

R~ = By(xg) x (to— 28,t0 — 1),
// tn(w,t) drdt < C essinfu,, donde (z0) x (to ‘1*6 ° jﬂ)
- R RT = B(x0) X (to—gﬁ,to—i-iﬂ).

Al igual que en la prueba del Teorema 4.4.1, podemos suponer que 0 € Bg(xg).

Podemos suponer que consideramos, por ejemplo, la aproximacién p,(A) = 1 +

Si u, € C((0,T); L,.(€2)) es una supersolucién muy débil del problema (4.17), entonces
existe una solucién minimal de (4.17) en Q1 X (t1,t2) CC Qp tal que 0 € ;1 CC Q obtenida
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por aproximacién. Denotamos por v, < u, esta solucién minimal, que resuelve el problema

v
nt — Avy, = )\ﬁ +up" + f  en Q x (t1,t2),

en 891 X (tl,tg), (4'18)

en Ql.

vp(z,t)

0
vp(z,t1) =0

Sea ¢ la solucién del problema

—dr—Ap=1 en Q5 x (t,ts),
»=0 en 00 x (t1,t2),
(l)(l‘,tl) =0 en (.

Usando ¢ como funcién test en (4.18) y dado que v, < u,, resulta que

to to
CZ// Un(x,s)dxds:// gn(x,s)pdxds,
t1J t1J Q1

donde g, (z,t) = A= " + f. Por tanto, se tiene que

Taf? T
to
// gnpdrds < C Vn.
t1J

De este modo, se deduce que g, estd uniformemente acotada en Li (1 x (t1,t2)) y en
consecuencia, g, — i en el sentido de las medidas.

Sea ¢ € C3° (). Tomando T (vy,) - ¢ como funcién test en (4.18), tenemos

t2
@k(vn($,t2))g0dx+// VT (vn) |20 da ds
04 t1 r(0)

// i(vn) (—Ap) dmds-// (z, 8)pTk(vy) dz ds,
t1 T(O T(O

donde ©(s) = fos Ti(0)do. De lo anterior, y usando la acotacién previa, deducimos que

to
/@k(vn(x,tg))cpdx—l—// VT (v,) > da ds
Q t1 r

// k(Un dxds<k:// (z,8)pdrds < C.
t1 r 7“(0)

Por tanto existe una funcién no negativa v tal que Ty (vy,) — Tk (v) débilmente

en L2 ((t1,t2), VV&)E (Br(0))). Ademds, usando la teoria de soluciones renormalizadas, se

prueba que v, — v fuertemente en L2 _((t1,t2), L] (B,(0))) para ¢ < :25.
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Sea 1 € C3°(By(0) x (t1,t2)) una funcién no negativa. Aplicando el Lema de Fatou
deducimos que

lim// n(z,8)Y drds >
n—oo tl ’r
t2
// vp+(’\)1[)d:cds+)\// 2d:nds+// fodxds.
t1J B(0) -(0) || t1J B(0)

Tomando 1 como funcién test en (4.18) y pasando al limite cuando n — oo, se tiene que

to
—// thd:vds—i—// (—AY)dxds >
t1 r(O r(0)
// Pt (A wdxds—i-)\// dxds+// fodxds.
t1 7‘(0 r t1 r

Se concluye por tanto que v es una supersolucién muy débil de (4.1) obtenida por aproxi-
macion, lo que contradice el resultado de no existencia. [

5. Existencia de soluciones: p < p, ()

En esta seccion se considera el intervalo complementario de potencias, es decir, 1 < p <
p+(N). Probaremos que bajo ciertas hipétesis en f y ug, el problema (4.1) tiene solucién
positiva. Para nuestro resultado de existencia consideramos f = 0. El caso f # 0 se aborda
en la Nota 4.5.4.

En primer lugar, observamos que si0 < A < Ay y 1 < p < p4(A), entonces el problema
estacionario

— Au = )\W +uP en Q, u=0 en 09, (4.19)

tiene una supersolucién positiva w en los siguientes casos.

Caso 1: 0 < A < Ay. Distinguimos las dos situaciones siguientes:

(i) Sil<p< N 42 5 ¥ §2 es un dominio acotado, entonces usando el clasico Teorema del

Paso de la Montana en el espacio de Sobolev Wo (Q), deducimos que existe una
solucién positiva al problema (4.19) (véase [46]).

(i) Si {2 < p < p4(N), entonces al igual que en [46], se tiene una solucién positiva en
RN. Sea w(x) = Alz|78, donde § = z% y AP~! = B3(N—3—2)—\. Entonces w es una
supersolucién de (4.19) en cualquier dominio €. Est4 claro que —32+(N—2)3—)\ > 0
siy sblo si a; < B < a9, lo que implica que p_(\) < p < py(A). Nétese que
w e L (RVY), ‘ul’g € LL .(RY) y que la solucién se verifica en el sentido de las
distribuciones. De este modo, aparecen las potencias criticas p—(A) y p+ ().
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Caso 2: Si A = Ay, entonces py(Ay) = % = p_(An). Como p < % =2* -1,

entonces los métodos variacionales cldsicos en el espacio H(2) (véase [72]), nos permiten
probar la existencia de una solucién positiva w para el problema estacionario (4.19). Véanse
més detalles por ejemplo en [72].

Teorema 4.5.1 Sea 0 < A < Ay, Q acotado y 1 < p < p+(A). Supongamos ug(z) < w,
con w una supersolucion del problema estacionario

—Au = )\% +uP en Q, u(z) =0 en ON.
x

Entonces, para todo T > 0 el problema
ut—Au:)\l—kup en Qpr=Qx(0,T),
x
u(z,t) = en 99 x (0,T), (4.20)
u(z,0) = up(z) si x e,

tiene una solucion global.

Demostracion. La prueba se basa en el clasico argumento de sub-super solucién seguido
en el Lema 4.2.2. n

Nota 4.5.2 Con los resultados anteriores se ve la optimalidad de la potencia p4 (), que
es nuestro objetivo. Sin embargo, seria interesante saber la clase éptima de datos para
los cuales existe una solucién, se da la regularidad de tales soluciones de acuerdo a la
sumabilidad de los datos y el comportamiento es asintético cuando ¢ — oo.

En esta direccién tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 4.5.3 Sea A < Ay. Supongamos que el problema (4.1) tiene una supersolu-
cion débil u. Entonces para todo r > 0, el dato inicial cumple

/ |z| " ug(x) do < .
B(0)

Demostracion. Argumentaremos una vez mas por reduccion al absurdo. Supongamos que
u es una supersolucién muy débil de (4.1) con u(z,0) = up(x) en £ tal que

/ |z| " up(x) doe = oo, Y7 > 0.
Br(0)

Consideramos la sucesién {u,} de soluciones minimales a los problemas

unt_Aun:)\‘x’;Lnl‘i'Ug, en QX(O,T),
n

U (2,t) = 0 en 99 x (0,7), (4.21)
un(x,0) = Ty (up(x)) en €,
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donde 1 < p < p+(A) vy T depende sélo de la supersolucién. Para cada n consideramos el
valor propio positivo ¢, € B,(0) del problema

Apn
—App — 290 T = Cn¥n, donde / o2 dr =1.
22+ 5 »(0)

Por tanto, para una subsucesién ¢, tenemos que ¢, — ¢ en L*(Q)) con s < %, y

¢y, — ¢ donde
A
—Agp——ﬂzcgp, / O dr =1
|z B, (0)

)
il

y ¢ > C|x|~** en un entorno del origen. Si definimos v, = ”fﬁ, entonces 1, — P =
en L'(€). A continuacién, tomando 1), como funcién test en (4.21), obtenemos que
d
— Ypup(z,t) dz + ¢, / U (x, )y, dz > / ubay, dx.
dt /B, (o) B (0) +(0)
Comop>1ly [ B,(0) ¥n dx = 1, podemos aplicar la desigualdad de Jensen y concluir que

p
8/ Unun(x,t) de + cn/ Upun(x,t) de > < UYntn(x,t) de dt) .
ot B (0) ~(0) Br(0)

Si denotamos

Yn(t) = / © wnun(xa t) de,

tenemos que Y, (t) + cY,,(t) > Y, (¢)P. Usando la hipdtesis acerca de ug y la definicién de

¥y, deducimos que lim Y,,(0) = oo.
n—oo

Sea ahora Z,(t) = eV, (t). Entonces Z(t) > e~¢®=V!ZP(t) y por tanto Z,(t) es una
funcién creciente y

Zn(t) > Z,(0) =Y, (0) — 00 cuando n — oo uniformemente en ¢t € (0,7).

Integrando la inecuacién diferencial que satiface Z,,, se sigue que

1 1 1 1
- > _ ,—c(p—1)t
p=1 (Zﬁ‘l(m Z%Z‘l(t)> “ce(p—1) (1 € ) para t >0,

de donde concluimos que

p—1 — 7p—1 < ¢
YEH0) = Z87N0) £ T

< 00,
lo cual es una contradiccion. ™

Una cuestién pendiente de resolver es si la condicién previa necesaria es también sufi-
ciente para la existencia local.

Nota 4.5.4 Supongamos que tenemos un término fuente f = 0. Si f(x,t) < C‘?Eﬁtg) con

co(t) acotado y suficientemente pequeno, entonces el cédlculo anterior nos permite probar
la existencia de una supersolucién. La existencia de una solucién minimal del problema
(2.1) se sigue para todo p < py(A).
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6. Problema de Cauchy

En [67], Fujita estudia el problema de valor inicial

ug = Au + uP, zeRN, t>0,
(4.22)

u(z,0) = ug(z) >0, ug #0, xRV,

con 1 < p < oco. Fujita prueba que si 1 < p < 1+ %, entonces existe T' > 0 tal que la
solucién del problema (4.22) satisface que ||u(-,t,)||co — o0 cuando t,, — T'. Sin embargo, si
p>1+ %, existen tanto soluciones globales para datos iniciales pequenos como soluciones
no globales para datos iniciales grandes. El niimero 1+% se denomina a menudo exponente
critico de Fujita y se prueba que parap =1+ %, una norma adecuada de la solucién va a
infinito en tiempo finito. Nos referimos a [131] para una prueba sencilla de este resultado
(véase también [91]). El comportamiento de la ecuacién del calor semilineal se resume en
el siguiente grafico.

Para datos pequenos ——  Existencia Global
Explosién en tiempo finito . .
Para datos grandes ——  Existencia No Global

Figura 4.1: Exponente de Fujita para la ecuacién del calor.

Nétese que —Au = uP en RY, parap < 2* — 1 = %, no tiene solucién positiva. En

este sentido, el considerar que trabajamos en RV es diferente a considerar un dominio
acotado, donde no hay exponente de Fujita.

En esta seccion, buscamos el exponente de Fujita para el problema de Cauchy con el
potencial de Hardy y estudiamos el comportamiento de las soluciones. Consideramos

ut—Au:/\LQ—i—up en RV,
|| (4.23)
u(z,0) = up(x) en RV,

donde 1 < p < p4(A). Esta claro que u ¢ L, con lo que hablaremos de explosién en un
espacio de Lebesgue con un peso adecuado.

6.1. Soluciones con explosiéon en tiempo finito: exponente tipo Fujita

Puesto que las soluciones del problema (4.23) no estian acotadas, obtenemos directa-
mente que la explosién L™ es instantanea. Observando el comportamiento de la solucion
autosemejante v del problema (4.3) y puesto que cualquier solucién positiva de (4.23) es
una supersolucién de (4.3), la siguiente definicién aparece de forma natural.
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Definicién 4.6.1 Sea u(z,t) una solucién positiva de (4.23). Decimos que u explota en
un tiempo finito si existe T™ < oo tal que

lim |z| " u(z, t) de = oo,
t—T* B (0)

para cualquier bola B,.(0).

Para encontrar el exponente de tipo Fujita para la ecuacién (4.23) debajo del cual
se produzca un fenémeno de explosion en el sentido de la Definicién 4.6.1, seguimos el
argumento usado por ejemplo en [69] y [127]. Buscamos una familia de subsoluciones al
problema (4.23) de la forma

w(r,t,T) = (T — t)—eg(ﬁ),

donde 60, 8 > 0 seran elegidas posteriormente y ¢ > 0 es una funcién suave. Si denotamos
s = ﬁ, se tiene que 5

= (T = )77 (0¢ + 250 (9))

we= (1 =070 (6 + 0 ()

wi(ryt) = (T — )¢/ (s), (4.24)

Wi (1, 1) = (T = £)29¢"(s).

Se debe cumplir la siguiente desigualdad

N -1
Wi — Wypp — ———— Wy — )\% < wP. (4.25)
r T
Si hacemos la substitucion 6 = p%l y 8= % en (4.24), la desigualdad (4.25) se transforma

e1n

¢"(s) — (B = 29)¢ ) = (5 - 0)clo) < o).

Asumimos que ((s) = A¢(cs) con ¢(s) = §7e"T, A >0y c> 0. Recordamos que
a? — (N —2)ag + A =0, y por tanto se debe satisfacer la siguiente desigualdad

2 2 2
e 1) ¢, an (N1 1

@@(4+4 e R R
Si fijamos ¢ = 1, exite sg tal que para s > sg,

1 1 1 N -1 1
() g

Sea M = max{v1(s)|0 < s < so}. Para A suficientemente grande, deducimos que

M < AP-Lg—on(p—1)—35*(0-1) ¢ 0 < s < sp.
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Para este valor de A se tiene que
yi(s) < AP~gmaa(P=1) =35 (p=1),

Por tanto, encontramos la siguiente familia de subsoluciones de (4.23):

1 r —a1 1 r?
w(r,t,T)=AT —t) p— 1| — e 4T-t,
(r,t,T) = AT — t) (<T_t>5>

Sea B,(0) la bola de centro el origen y radio r > 0 en RY. Como

_ L N_a [
/ ‘$|_a1w(x,t,T) dr = C(T—t) pil—i-g’ 21 (T—1)1/2 ¢(S)SN—Q1—1 dS,
B,(0)

0

yp<l+ N_Lal, se tiene que —Iﬁ + % — % < 0. En consecuencia,
lim |z| " w(z, t, T) de = oo
t—T B (0)

Por tanto, un candidato a ser exponente de tipo Fujita del problema (4.23) es

F(A) =1 .
W =1+5—

Se cumple que:

2 N +2
Si 0<A<Ay = 1<1+47<FQ%qLuthj2§p4M<un

N

A continuacién, analizamos las propiedades de la familia de subsoluciones encontrada.

(i) Por construccién w(r,t,T) explota en tiempo finito en el sentido de la norma local L*
con peso (véase la Definicién 4.6.1).

(ii) Seap < F(A\) =1+ N—2a1‘ Denotamos por u(z,t) una traslacién en tiempo de una
solucién de (4.23). Si u(x,t) es una solucién de (4.23), entonces u(z,t) = u(z,t + T).
Como u(z,t) es una supersolucién de la ecuaciéon homogénea (4.3) con los mismos valores
iniciales, basta comprobar que v(z,T) > w(r,0,T) para obtener u(x,0) > w(r,0,T). Para

p< F(A\) =1+ N_2a1 se cumple de forma inmediata.

(iii) Demostramos que u(zx,t) > w(x,t), ¥t < T. En efecto, denotamos h(z,t) = w(z,t) —
u(x,t). Se comprueba facilmente que

h
hi — Ah < A\—5 +wP —uP.
||
Aplicando la desigualdad de Kato (0.0.15), se sigue que

h
hf — Ahy < )\ﬁ +pwPhy en RN, te(0,T), Ty <T, (426

hy(x,0) =0 en RV,
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Obsérvese que como h < w, entonces )\lf—z + pwPtt € LYRYN x (0,T1)) implica
2
)\&% + pwP~'h? € LY (RN x (0,T1)). Usando ahora Tj(h) como funcién test en (4.26),

obtenemos

Ty Ty h2
O (hy)(z,T1) +/ / VT (hy)|? dodt < / / <A+2 +pwp1h3> drdt < C
RN 0 JRN 0 JRN |z]

para todo k > 0. Haciendo k¥ — oo deducimos que h*t € L2(0,T1, WH2(RY)). Como
p <1+ N%al, se cumple que a1(p — 1) < 2 y entonces existe C(T,T7) tal que Ve > 0,
wP~1 < e# +C(T,T1). Tomamos h; como funcién test en (4.26) y llegamos a la siguiente

desigualdad
gt/ h2 (z,t) dx < C(T)/ h3 (z,t) da.

RN RN
Aplicando ahora la desigualdad de Gronwall, concluimos que h4 = 0 y entonces u(x,t) >
w(z,t) para todo t < T.

Finalmente, dado que hemos encontrado una familia de subsoluciones que explota en
tiempo finito, entonces para p < F(\) = 1 + N%al, las soluciones de (4.23) también
explotan en tiempo finito.

Por tanto, queda probado el siguiente resultado.

Teorema 4.6.2 Sea p < F(\) =1+ N—2a1' Entonces u explota en tiempo finito en el
sentido de la Definicion 4.6.1.

Por esta razén, llamamos F(\) = 1 + N—2a1 al exponente de tipo Fujita asociado al
problema de Cauchy (4.23). En la siguiente subseccién desarrollaremos la prueba completa
que muestra que F'(\) se comporta realmente como el exponente de Fujita. El caso critico
p = F(\) lo estudiaremos al final del capitulo.

6.2. Existencia global para F'(\) < p < p.(\) y datos adecuados.

Para probar la existencia global, buscamos una familia de supersoluciones, es decir,
buscamos w tal que

N -1
Wi — Wy — Wy — )\% > wP. (4.27)
r r
Consideramos ,
AT =(T+t)""? (7)
Wt T) = (T +9 (5
(véanse [67] y [68]), donde 6, 5 > 0 seran elegidas posteriormente y ¢ es una funcién suave
y positiva. Si denotamos s = W, tenemos que
—o— pr
wp(r,t) = (T +8)05¢/(s), (4.28)

Wi (1) = (T + )20 (s).
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. . <z . . 1 1
Para conseguir homogeneidad en la ecuacion, es suficiente elegir 6 = 1Y B = 3. Por

tanto, sustituyendo en (4.27), tenemos
N-1 1

g"(s) + <T + 55)9/(8) + (S% + 9)9(8) +9"(s) <0.

52
Consideramos o < v < I%. Si tomamos g(s) = A¢(cs), donde ¢(s) =s Ye 1, A>0y
c > 0, entonces se debe satisfacer la siguiente desigualdad

Ay = (N =27+ ) 21y, o
(cs)? +(es) <Z_Z)+07_5
AN-1) +« 1 (cs)?
ot Ty AP ) D () < .
5 5 + p— + (cs) e 1 <0
Definimos G(c, s) = ¢*(s — %) -5+ zﬁ‘ Como p > F()\), entonces
N — o 1
1 = .
G(1,a1) 5 + 1 <0

Por continuidad, existen ¢ < 1y a1 < v < ]% tales que G(c,7y) < 0. Ademas, dado que

2 1

¢ < 1, también se tiene que (cs)?(4 — 1) < 0. Como v < 1% y (v = (N —=2)y+A) <0,
basta elegir A suficientemente pequeiio para concluir que

Ay = (N=2v+))
()2

(cs)?

+ AP es) =P <.

Por tanto, hemos encontrado una familia de supersoluciones. Nétese que

_ 1 o? x|
w(z,0) = AT »Ta Vx| 7e” 2 , donde a= il <1
T2

A continuacién, consideramos la clase de datos iniciales
oy —p2lz®
Fp = {UO:RN — R up(x) < Alz| e P }

Para conseguir que up(z) < w(x,0), basta elegir D? satisfaciendo

2 9, 2
|a:|_ale_D2% < AT_PlTla_”’|az|_76_ RPN |:L'|7_°‘1e_(DQ_aQ)T < AT 7 7a77,

Consideramos

N

r

2 2
K(r)= P10~ (D7 =0T o D2 > 62,

Se cumple que K(0) = 0y K(r) — 0 cuando r — o0o. Ademds, buscando un maximo

absoluto de K (r), observamos que K'(rg) = 0 s{ y s6lo si 713 = 2]92—_2}2) y entonces,

—aq

K(r) < K(rg) = (2070) e
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Por tanto, para conseguir ug(z) < w(z,0), para alguna supersolucion, es suficiente elegir
D satisfaciendo,
2(y —a)\ 2
( D2 — a2 >
Ademads, como 2(a; +1) < N y pag < a1p+(A) = a1 + 2 < N para cualquier \, entonces
para v > i, con 7y proximo a «aj, tenemos que 2(y+ 1) < N y vp < N, con lo que se
sigue la integrabilidad de w? y w € L%((0,T), W12(RY)).

y—

a 1
2t < AT 77,

e

Para concluir la existencia de una solucién global positiva del problema (4.23), seguimos
un argumento de sub-super soluciones. Notese que v(x,t) = 0 es una subsolucién estricta.

Construimos la solucién global como limite de soluciones de problemas aproximados
en dominios acotados. Sea B, la bola de RY de radio n centrada en el origen. Sean
vn € L2((0,T), Wy (Bni1)) N L2((0,T), LP(Byy1)), VT > 0, soluciones en el sentido de
las distribuciones, de los siguientes problemas aproximados,

1
Unt — A’l}n = )\W'Un_l + 'fl\)/fb_l en Bn+1, t> 0,
_ " (4.29)
vn(x,0) = up(x) en Bpi1, t>0,
Up(x,t) =0 en 0Bpy1, t>0,
donde
vor — Avg =0 en Bi, t >0,
vo(z,0) =up(x) en By, t>0,
vo(z,t) =0 en 0By, t>0,

Y Up—1 = Un_1 en By, Up—1 = 0 en RY \ B,,. Por monotonia, aplicando el principio de
comparacién, concluimos que

O<wvo<vy < <vp1<v,<w en Bpyg.

Como w € L2((0,T), WH2(RM)) N LPHL((0,T) x RY), existe u € LPH((0,T) x RN) tal que
vp T u < wen LPYL((0,T) x RY). Denotamos por f, al segundo miembro de (4.29), tal
que vt — Av, = f. Ademds, f, es positiva, mondtona y satisface,

fo € IPYL(0,T) xRY) v f, < A% + wP.
s

Por tanto,

w
Unt_Avn:fn_)fSAW"i‘wp

fuertemente en LPTL((0,T) x RY) N L2((0,T), L? | (RY)).

Veamos que v, — u fuertemente en L?((0,7), W2(R¥)). Multiplicando por v,, como
funcion test en (4.29), se tiene que v, — u débilmente en L2((0,7), W12(RY)). Para
concluir la convergencia fuerte, basta considerar (v, — u) como funcién test en

(v —u)y — A(vy —u) = (fn — f).
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En efecto,

;/RN |vn—u|2d$dt+/0T/RNV(vn—u)|2d:cdt:/OT/RN(fn—f)(vn—u)d:ndt.

Como (fy, — f)(vp, —u) — 0 en ct.p. y

w 2
(fn = [)on —u) < 4<>\"$||2 + wP“) e LY((0,T) x RY),

se sigue que (f,, — f)(vn, —u) converge fuertemente a cero en L'((0,7) x RY) y concluimos
la convergencia fuerte de u, en L2(0,T; W12(RN)).

Para datos pequenios — Existencia Global
Explosién en tiempo finito No Existencia
Para datos grandes = ——  Existencia No Global

2 2
1+= F=1 ~(A 2* — 1 A
ty N o p-(N) p+(N)

Figura 4.2: Exponente de tipo Fujita para la ecuacién del calor con potencial de Hardy.

6.3. Comportamiento asintético

A continuacién, analizamos el comportamiento asintdtico de las soluciones de nuestro
problema.

(I) Sea 1 < p < pi(N) (recuérdese que para p > p4(A) no existe solucién). El siguiente
calculo nos proporciona la condicién necesaria para tener explosion de la solucién en
L2 (RM).

loc

Sea h € C°(RY) tal que 0 < h, supp (h) C Bo(R) y

b hp+1dx>1/ \Vh|2—)\h—2 dx (4.30)
p—|—1 RN 2 RN ’CL’|2 ' ’

Si w es una solucién positiva del problema (4.23) con ug(z) > h satisfaciendo (4.30),
entonces u explota en un tiempo finito en el sentido siguiente.

Existe T* < oo tal que

/ u?(z,t)dr — oo cuando t — T*.
Br(0)

En efecto, supongamos por reduccién al absurdo que u es la solucién del problema (4.23)
con dato ug y que para todo T > 0,

sup / w?(z,t)de < M(T) < oo. (4.31)
te(0,T) J Br(0)
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Sea w la Unica solucién del problema

wy — Aw = )\W% +wP  en Bgr(0) x (0,T(w)),
wla,t) >0 en Br(0) x (0, T(w)), (4.32)
w(z,0) = h(x) si = € Br(0),

con T'(w) un tiempo dependiendo de la solucién w.

Se cumple que w € L?(0, T (w); W01’2(BR(O))) N L>®(Br(0) x (0,T(w)). Como u es una
supersolucién de (4.32), entonces w < u y por tanto T'(w) = oo. Definimos la energia en
funcién del tiempo,

1 w? 1
B(t) = / (\VwP - )\2) da — / W .
2 JBg(0) 2> +1 P+ 1JBg0

Un célculo sencillo muestra que %E (t) = —(wy, wy) < 0, luego por las hipétesis acerca de
h, deducimos que E(t) < 0. Como consecuencia,

pt1
2

4 w?(z,t) de > C’(/ w?(z,t) dac)
dt JBx(0) Br(0)

Integrando, obtenemos que

/ w?(x,t)dz — oo cuando t — T* < oo,
Br(0)

lo que contradice (4.31).

(IT) Teniendo en cuenta los resultados obtenidos en la seccién anterior, si F(A) < p <
p+(A), entonces existe una solucién global al problema (4.23) para una clase adecuada de
datos. Supongamos F(\) < p < % y sea u una solucién global obtenida como limite de

aproximaciones. Entonces,

/ Wt (z,t) dr — 00 6 / uPT(z,t) de — 0, cuando t — oo.
RN RN

Obsérvese que p + 1 < 2%,

En efecto, supongamos, por reduccion al absurdo, que u es una soluciéon global de
(4.23) tal que
sup / uPt (2, t) do < oo.
t€[0,00] /RN
Por argumentos estandares de sistemas dindmicos, obtenemos que el limite de cualquier
subsucesion {u(z,t,)}nen converge a una solucién del problema

“Aw— A2

b =
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es decir, a una solucién del problema eliptico con p < 2* —1, lo que contradice el resultado

de no existencia de Terracini (véase [126]). "
L (Jz|~%1) Explosién Existencia no global
Lptl Explosién en tiempo infinito No Existencia
en tiempo finito para datos grandes

L2 Explosién en tiempo finito para ciertos datos

p—(A) 2* -1 P+(A)

Figura 4.3: Resumen de los diferentes tipos de explosién.

7. El caso p= F()\)

En esta seccién, consideramos el caso critico p = F(A). El argumento que seguiremos
es diferente y méas complicado técnicamente que el del caso subcritico. De hecho, utilizare-
mos algunas de las ideas técnicas que aparecen en [129] y de nuevo argumentaremos por
contradiccion.

Supongamos que u es una solucién global del problema (4.23) tal que
/ |z| " u(z, t) de < oo, Vit>0,
+(0)

para toda bola B;(0) y sea v(z,t) = |z|**u(x,t). Entonces v satisface la ecuacién
2|72, — div (Jz| 221 V) = |z~ PP, (4.33)

donde
/ |z| 72y (z,t) dz < co, para todo t > 0. (4.34)
B.(0)

Obsérvese que el peso |2| 2% estd en la clase de Muckenhoupt (véanse por ejemplo [73] y
[77] para més detalles acerca de los pesos A,) y podemos aplicar la desigualdad de Harnack
obtenida en [80] (véase también [54]).

Elegimos 6 tal que % <60 < 1. Sea v € C*(R") una funcién de corte tal que ¢» = 1 en
B1(0), Y =0en RV \ By(0),0<v¢ <1,y C(#) > % Para cada ¢ € N, consideramos la
funcién de corte escalada ¥y (z) = w(%). Usando 1)y como funcién test en (4.33), se sigue
que

d

— [ |z da = — / v div (|z| 72 Vey) da + / ||~ PPy, dz. (4.35)
dt RN RN RN

En lo que sigue, denotaremos por C cualquier constante positiva independiente de v y
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¢ € N. Usando la desigualdad de Holder tenemos que,

[, oldiv (il 209 00) ds
IRN

’ i —2a /
< (/ ||~ P L yPap, d:c) ’ </ mﬁ%}al | div (|| : V) [P
R 0<|a| <2 L

U7
N

< ;’M_Q(/N le“*l(f’“)vwwx)p,
R

donde en la tltima estimacién hemos usado que para 1 < £ < |z| < 2/,

=

IS
8
~__
’E\

| div (|2[ > V)P (Idiv(|x—2alvw)|)p’wep/pll
s v ‘

< 0(9)|m|—2p’a1g—2p’ < 0(9)5—217’(061-%1).
Obsérvese que como %D < 6 < 1, se sigue que 6p’ — zﬁ > 0.

A continuacién, denotamos wy(t) = [pn |2| 2** viyy dz y tenemos que

p—1

d
*’wg(t) > </ ’:L,|—a1(l)+1)vp¢£ d$> p,
dt RN

N—«
. <—C€ Ca (/ |a:|_a1(p+1)vpz,bgd:n> ’ ) (4.36)
RN

Como consecuencia de la desigualdad de Hélder,

/]R N ||~ PHDyPapy dae > Cowh ()¢~ P~ D =), (4.37)
Por tanto,
%wg(t) > Cuy(t)0” 7 (0T e T ),
Como p=1+ N_Lal, obtenemos % —2= —p]:,l(N —a1)y
Launlt) > Crun(t)0 (— o b7 (1)), (4.38)

Obsérvese que wy es una funcién creciente en £.

Por otro lado, dado que por hipdtesis u es una solucion global, se tiene necesariamente
por (4.38) que
W) < Cy ViE>0, £>0.

En efecto, supongamos, por reducccién al absurdo, que para algin € > 0, existen tg > 0,

£y > 0 tales que wz:l(to) > (5 + . Entonces para algun ¢ > {3, tenemos que % > 0 en
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el tiempo en que wy estd definido. Consideramos ahora la solucién del problema de valor
inicial )
Yy (t) = Cryt)? (= Coa+ 7' (1),  ylto) = (Co+ )71

Como la solucién explota en un tiempo finito explicito 7', obtenido por integracién ele-
mental y argumentos clasicos de contradiccién, concluimos que existe T* < T', tal que

wy(t) T oo  cuando t TT".

Esto contradice (4.34), y prueba la estimacién uniforme para wy. Ademds, como Co es
independente de ¢, tomando £ — 0o, obtenemos que

/ || 2 (z, t) de < Ca, V> 0. (4.39)
RN
También se tiene

V] da

. —2a
/ U‘ div (‘$|72a1v¢£)‘ dr < / ,U|d1V (|‘T| V¢Z)|
RN

o<zl <20 by
_c®

/ 2|2y (2, t) de < CL2.
RN

Por (4.35), haciendo tender ¢ a oo, concluimos que

d

1
— 2|20 (2, t) do > / || PP (2 1) du, (4.40)
dt RN 2

RN
en sentido distribucional. Para 7 € (0, 1), escribimos (4.38) como

% > clwl—Tﬂ( — Cow] + wg’*‘H)), (4.41)

en sentido distribucional.

A continuacién, definimos ¢y(z) = 1 — ¢y(z) y consideramos una funcién de corte,
£ €CP(RN), tal que 0 < € < 1, &(w) = 1 para |z| <2y £(z) = 0si |z| > 3. Consideramos
Ee(x) = €(%)- Usando ¢y & como funcién test en (4.33), se sigue que

o | g g da < / of div (| 7* V(¢ )| da + / |~ PPy & da
RN RN RN
S/ v|div(|1‘|2alv¢5)ld$+/ v\div(\xrhlV&k)ld:ﬂ
RN RN
+ [l g6 o
]RN

Como V¢y = —Vyy, utilizando métodos similares a los anteriores, obtenemos que

N—«
/ o] div (j2]| 21 V) da < C 02T (/
]RN

RN

1
‘x’—al(pﬂ)vp d:c) P
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Para k > £ se tiene que

/ v\div(\a:|2°‘1V§k)]dx§Ck2/ 2| 2 vy da.
RN RN

Por tanto, resulta que

1

N—« yY D

d |2 gy & de < C LT (/ B d:v> p
RN R

dt N |z]eap+l)

+C'k_2/ vée dl‘+/ x|~ Pt DP g, &4 da.
RN RN

P

Haciendo k — oo y como consecuencia de la desigualdad de Young,

d /
- 2|2 vy dx < 2/ || e PP g O 72 TN e (4.42)
dt JpN RN

Denotamos

A= sup wg(t):sup/ |lz| 72 0(x, t) de.
t>0,0>0 t>0 JRN

Usando (4.39) y que u es una solucién global, obtenemos que 0 < A < oo. Como wy es
creciente en ¢, entonces para todo € > 0 existe tg > 0y ¢y > 2 tal que we, (tg) > A —c.
2

Integrando en tiempo y como consecuencia a (4.40), tenemos que

/ / x|~ PP dg dt < sup/ 2|72 (2, ) do — wey (to) <
to JRN t>0 JRN Y3

Sea s > tg. A la vista de (4.42) y mediante un célculo directo, se sigue que

/ 2|72 0(xz, 8) e, (2) da <2// 2|71 PP
RN 2 toJ RN

—2p'+N—a1 o
ro () (s to) 4 [ Lol 0l 5)o (a) da
2 RN 2
—2p'+N—«
<3e+Cy <€20) Y I(S—to).

Escribimos ¢ = ¢y en (4.41). Se cumple que

d T .
4 Crw'™ 74,2 ( — Oy </ 2|21y d:v) + wy (1= )>
dt to<|w| <2 °

€o> 2p’+Nfa1(s_tO)> +w€ p—(1— T)>’

> Crw' 705 (= Co(3e+ Cu ( ;

para (tp,00) en sentido distribucional. Sean gy € (0, A) y M > 0 tales que

Co(3e + M) < (A —go)P~ 07,

N =
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Si consideramos ahora

t1 =1t —
1 U+C4

M (520 ) 2p'—(N—a1)

tenemos que
dug,(t) _C, 5 ,

dt 2

en sentido distribucional. Integrando en tiempo y como consecuencia del hecho que wy, ()
es creciente para t € (to,?1), concluimos que

c _
Wy, (tl) > Wy, (to) + 550 2(A — Eo)p(tl — t(])
M

c _
> wy, (to) + Eéo 2(A - EO)P—(

Eo ) 2p’—(N—a1)
Cs '

2
Comop=1+ N—Lou’ entonces 2p' — (N — 1) = 2 y por tanto se sigue que

wy, (t1) > wey (to) + %(A - EO)PngQp/Jr(Nfal)'
3

Sea o = %(A - go)pcﬂgZ_Qp/HN_al). Resulta que
we, (t1) > wy, (to) + 0> A —20 + 0.

Como wy es una funcién creciente en £, entonces, usando el mismo argumento anterior, se
concluye que

M oy (N
Wagy (t2) > wagy (1) + 0> A —eg+20 donde ty =1t + Fzgp S
4

Argumentando iterativamente, llegamos a
. . M i—2p \2p'—(N—a1)
Wai-1g, (tl) > Wai-1y, (tl) +1i0>A—eo+ip, donde t; =t;_1 + 64(2 60) .
Finalmente, tenemos que
sup/ 2|72 (z, ) do > wyi-14,(t;) > 0 — 00 cuando i — oo,
RN

t>0

lo que contradice (4.39).
Por tanto, para p = F(\) y para cualquier dato inicial ug(z) > 0, up(z) # 0, existe
T < oo tal que

lim |x| " u(z, t) de = 400,
t1T B, (0)

como queriamos probar. n
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Capitulo 5

Crecimiento critico en el gradiente
respecto al potencial de Hardy

En este dltimo capitulo estudiamos la interaccién que en la ecuacién del calor ejercen el
potencial de Hardy y una potencia del gradiente al lado derecho de la ecuacién. Buscamos
resultados de existencia y no existencia de soluciones positivas para el siguiente problema
parabdlico:

ut—Au:]Vu\p—i—)\#—i— f(z,t) en Qpr =Qx(0,7),
(xz,t) >0 en Qr,

(z,t) =0 en 00 x (0,7),
u(z,0) = up(z) si x e,

v (5.1)

donde Q C RY es un dominio abierto acotado con N > 3,0 € Q, p > 1y A > 0.
Supondremos que f y ug son funciones medibles positivas con algunas hipétesis que es-
pecificaremos mds tarde. El problema (5.1) puede ser entendido como una ecuacién de
Hamilton—Jacobi con un término de viscosidad.

Si A =0y p=2, este modelo aparece en la teoria fisica del crecimiento de rugosidades
por deposicion de materiales en la superficie, donde se conoce como la ecuacion de Kardar—
Parisi-Zhang (véase [87]). En [5], los autores demuestran un resultado de multiplicidad de
soluciones positivas, dando una conexion directa con un problema semilineal para datos
medida. Una modificacién de esta ecuacién fue estudiada en [27] como un modelo de
propagacion de llamas.

Para p > 1 general y A = 0, el modelo se conoce como la ecuacién de Kardar—Parisi—
Zhang generalizada y fue introducido por Krug—Spohn en [92]. En [23] y [76], se obtienen
resultados de existencia de solucién para el problema de Cauchy, es decir, con Q@ = RN, y
para datos iniciales ug suficientemente regulares.

Si A > 0, el caso eliptico ha sido estudiado en [11]. Los autores muestran la existencia
de una potencia éptima ¢, (), dependiente sélo de A y N, tal que para p > ¢4 () no hay
solucién incluso en el sentido de las distribuciones. Sin embargo, si p < ¢4+ () y el término
fuente estd en una clase adecuada, demuestran la existencia de solucion positiva.

En este capitulo mostramos que bajo ciertas condiciones en el dato, el mismo fenémeno
se mantiene en el caso parabdlico. En este caso la prueba es mas complicada por necesitar
una estimacion de la derivada en el tiempo.
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El capitulo se organiza como sigue:

(1) Demostramos un principio del méximo que extiende al caso parabdlico un resultado
obtenido en [11] para el caso eliptico. Como consecuencia, obtenemos un principio
de comparacién y un resultado de unicidad.

(2) Probamos un resultado de no existencia de solucién del problema (5.1) para p >
q+(N), donde ¢4+ () es el mismo que el obtenido en [11] para el caso eliptico, es decir,

a+(\) 9

2+ a N -2 N —2\2

= , con q =—— — ( ) - A
1+ 2

Como consecuencia, concluimos un resultado de explosién para las soluciones de los

problemas aproximados.

(3) Sip < gq+(A), bajo ciertas hipétesis adicionales acerca de ug y f, probamos la existen-
cia de solucién usando el hecho de que el problema eliptico asociado tiene solucién
positiva. Como la solucién del problema eliptico es una supersolucién del proble-
ma parabdlico bajo ciertas hipétesis en los datos, basta aplicar un argumento de
iteracién-comparacién para construir una solucién positiva del problema parabdlico
en un sentido apropiado. Esto muestra la optimalidad del exponente ¢4 ().

(4) Estudiamos el problema de Cauchy, es decir, con © = RY, cuando p < ¢ (A\) y
mostramos la existencia de un exponente de tipo Fujita Fj;(\) < ¢4+(X) que cumple
que si 1 < p < Fy(A), entonces cualquier solucion positiva de (5.1) explota en tiempo
finito en una norma apropiada. Para Fy(\) < p < g4+(X), probamos la existencia de
una solucién global con dato inicial pequeno.

Estos resultados ponen de manifiesto profundas diferencias con respecto a la ecuacién
del calor , que corresponde al caso A = 0, con una potencia del gradiente p > 1.

(i) Si A > 0 existe un exponente critico ¢4 (\) tal que para p > ¢+ (), no hay solucién
para ningun dato inicial no trivial. Sin embargo, para A = 0, bajo ciertas hipétesis
en el dato inicial, se mantiene un resultado de existencia global para todo p > 1.

(i) Si A > 0, en el problema de Cauchy, es decir, con 2 = RV existe un exponente de
tipo Fujita Fg(\) < g4(X) tal que si 1 < p < Fy(\), toda solucién explota en tiempo
finito. Sin embargo, para A = 0, existe solucién para dato no trivial.

Referencia: Los resultados de este capitulo forman parte de [17], que serd enviado para
su publicacién en breve.

1. Preliminares

A pesar de que en el problema (5.1) no aparecen pesos en la parte principal del opera-
dor, a lo largo del capitulo necesitaremos algunas propiedades de los espacios de Sobolev
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con pesos de Caffarelli-Kohn—Nirenberg para los que se tienen las desigualdades de inter-
polacién de la Proposicién 0.0.2.

Para v < %, consideramos el espacio de Sobolev D},’Q(Q) dotado con la norma

625 = [ (617 + V6 )jal > da,

y el cierre Dé?y(Q) de C§° (€2) con respecto a la norma ||.HD1,2(Q). Usando una desigualdad
’ R

de tipo Poincaré, el espacio Déz(Q) puede definirse como la complecién de C3°(2) con
respecto a la norma L?(|xz|~27 dz) del gradiente. En particular, usaremos las desigualdades
de Hardy con peso para p = 2 (véase el Teorema 0.0.4).

Sea v < % Entonces existe una constante positiva Ay, tal que para toda ¢ €

Co° (),
s

o 220D dx. (5.2)

/Q VP dr > A,

Ademss, Ay = (w)2 es la constante éptima y no se alcanza (véase [53]). Nétese

2
quesiy=0,Ano=AN = (%)2, constante 6ptima en la desigualdad de Hardy.

El concepto de solucion que consideramos en la parte de no existencia, es de nuevo el de
solucion muy débil, es decir, trabajamos en el marco mas general en el que la ecuacién tiene
significado en el sentido de las distribuciones. Usaremos también el concepto de solucion
de entropia, que es una solucién obtenida como limite de aproximaciones.

Definicién 5.1.1 Decimos que u € C((0,T); LL (£2)) es una supersolucion muy débil (re-

loc
sp. subsolucion) del problema (5.1) si % € LL (Qr), [VulP € Ll (Qr), f € LL (1) ¥y

para todo ¢ € C3°(2 x (0,7)) tal que ¢ > 0, tenemos que
(resp. <

)

Si u es una super y subsolucién muy débil, entonces decimos que u es una solucidn muy
débil.
Est4 claro que si u es una supersolucién muy débil (resp. subsolucién) de (5.1), entonces
17
u € C((0,T); Lige(€2)) N LP((0, T); Wi X (€2)).

Ademss, si # € LY(Qr), u € LP(0,T, Wol’p(Q)), f € LYQr) vy uo(z) € L*(R), entonces
u puede obtenerse como limite de problemas truncados. Si escribimos

u
gla,t) = [Vul” + AMap

se sigue que u puede entenderse como la solucién de entropia del problema

u—Au=g(x,t) en Qp, upo=0 y u(r,0)=wup(r) en Q.
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Para este tipo de soluciones, se cumple que v € L4(0,T; Wol’q(Q)) g < max {p, Nﬁ} y
u € C(0,T,L'(Q)). Lo relevante del marco entrépico, es la utilizacién de funciones test

¢ € L2(0,T; W, () N L=(Q x (0,T)).

Para obtener mas detalles acerca de las soluciones de entropia (incluso para operadores
mds generales) pueden consultarse, por ejemplo, [29], [30], [55] y [120].

1.1. Principio del Maximo: resultados de comparacion y unicidad

Comenzamos probando un principio del méximo que usaremos a lo largo de todo el
capitulo. Este resultado es la extensiéon parabdlica del principio del maximo para ecuaciones
elipticas obtenido en [18]. Sin embargo, las técnicas usadas en la prueba del caso parabdlico
son bastante diferentes a las empleadas en el caso eliptico.

Lema 5.1.2 (Principio del maximo) Sea h(z,t) una funcion medible tal que
Ih] € L2 ([0, T]; L2 ()),

donde pg, o > 1 gy % + % < 1. Supongamos que w(z,t) > 0 satisface las dos condiciones
stguientes:

(i) we C((O,T);Ll(Q))ﬂL”([O,T];Wol’pl(Q)) donde ri,p1 > 1 tal que 2p +1 - > NH
(ii) w es una subsolucion del problema

— Aw < |h||Vw| en Qr,

w(z,t) =0 en 09 x (0,7T), (5.4)
w(z,0) =0 en S
Entonces w = 0.
Demostracion. Como 2 + = < 1, entonces N, + L > % y podemos elegir § > 0
po To 2pg "o
tal que W( r ) 5. Puesto que w € L™ (][0, T}'Wol’pl(Q)) con r1,p1 > 1 tales
que 2p1 + = > %, usando la desigualdad de Gagliardo—Nirenberg, se sigue que w €
L(ﬁH)T’O([O,T], LB+DPo(Q)). Se cumple que
T
// WP Vw|? dz dt < co. (5.5)
0J/Q

)2y definimos D.(s) = Jo me(y)dy.

En efecto, para € > 0, consideramos me(s) = (13 0

Usando m.(w) como funcién test en (5.4), deducimos que

w 5 1 |Vuw|?
/D (z,T)) d:z:+ﬂ// 1+5w (1+€w)2dxdt

T w B
< h dz dt
<[] (55) Wivuldz
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y aplicando la desigualdad de Young resulta

T
B
//( d )|h|\Vw\dmdt
0J0O 1—|—€w

ﬁ T
< 2 da dt h|2(z, t)wP T da dt.
o [ () vl acain [ [ e et @

Por otro lado, como consecuencia de la desigualdad de Hélder,

T T % /
// |h|2wﬁ+1dfcdt§/ </ |h|290dx> (/ wpo(ﬁ“)d;v)
0/o 0o \Ja Q
([ ) ([ e
0o \Ja 0o \Ja

Usando la hipdtesis acerca de h y la eleccion de 3, se obtiene que

’I‘,

T N NG
</ </ |h|?Po dm) podt) ’ (/ </ wPo(F+1) dm) podt> ° < 0.
0 Q 0 Q

Hacemos tender € a cero, aplicamos el Lema de Fatou y deducimos que

T
/wﬂ+1(x,T)dx+/B// w’HVw|? dz dt < oo,
Q 0JQ

con lo que (5.5) queda probado. Ademads, por la hipétesis que satisface h, sabemos que
existe ¢ > 2 tal que |h|? € L™([0,T], LP?(2)) y % + % <L

O\"‘

dt

S
o \‘ =

)

Sea ahora 1 la solucién del problema
Y — A = |h(z, T —t)|% en Qr,
P(z,t) =0 en 0 x (0,7), (5.6)
P(z,0) =1 en €.

Aplicando la teorfa de regularidad clasica (véase por ejemplo [95]), obtenemos que 9 €
L>(Qr). Si consideramos 91 (x,t) = 1 (x, T — t), entonces 1, resuelve el problema

S Ay = b en O,
Y1(z,t) =0 en 90 x (0,T), (5.7)
P1(x,T) =1 en .

Tomando (3 +€w)5w1 como funcién test en (5.4), pasando al limite cuando € — 0 y como
consecuencia de la estimacién (5.5), se sigue que

G, v ) de
t
Al 2 — wPH(( B

t
g// |h\|Vw|w%1dxds=// |h||Vw w0204, da ds,
0J/Q 0JQ
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donde 6; = %, 0y = % y O3 = % cumplen que 61 + 62 + 83 = (. Usando la

desigualdad de Young con 61, 65 yf3 vy por definiciéon de 11, tenemos que

1

t
_— B+1 B—-1 2
ﬂ+1/9w (a:,t)wl(x,t)dx—i—ﬂ/o/gw |Vw|“1y dx ds

1 t t
+// wﬂH]h\qwld:cdsgm// wﬂ*1]Vw|21/11dxds
B+1JoJa 0J9
t t
+772// wﬂH]h\qwldxds—i—ng// Wz, $)¢1 (2, s) dx ds.
0JQ 0JQ

Eligiendo 71 y 12 suficientemente pequenos, se obtiene que

1 t
/ Wt (@, ) (2, t) do < 173// WPt (2, $)1y (, s) dx ds.
B+1Ja 0Ja
Como w >0y ¢ > 0en Q x (0,t) para t < T, entonces por la desigualdad de Gronwall
se sigue que w = 0, con lo que se concluye la demostracién. [

El principio del méximo anterior implica el siguiente resultado de comparacién.

Lema 5.1.3 (Principio de comparacién) Para algin p > 1, sean
u, v € C((0,7); L1()) N LP((0,T); Wy ()

tales que |uy — Au| € LYQr) y |vr — Av| € LY(Qr). Consideramos una funcién de
Caratheodory H(z,t,s) tal que H(z,t,-) € CL(RYN) para todo (z,t) € Qr y

sup |VsH(x,t,s)| = h(x,t) € LQT([O,T];LQP(Q))

sERN
conp, r>1y %—i—% < 1. Supongamos ademds que u y v cumplen las siguientes condiciones
u — Au > H(xz,t,Vu)+ f en Q,
u(z,0) = up(x) en €,

(5.8)
{ vy —Av < H(z,t,Vv)+ f en Q,

v(z,0) = vo(x) en €,
donde f € LY (1), ug,vo € L' () y vo(z) < uo(z) en Q. Entonces v < u en Q.
Demostracion. Si denotamos w = v — u, basta comprobar que wy = 0. En efecto, para
(z,t) € Qp, consideramos
J(o) = H(z,t,cVv+ (1 —0)Vu), o€]0,1].
Por hipdtesis, existe 6 € (0, 1) tal que

H(x,t,Vv) — H(z,t,Vu) = (VsH(x,t,0Vv + (1 — 0)Vu), Vw).
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De (5.8), concluimos que w satisface la condicién w; — Aw < |h(z,t)||Vw| en Qp. Por
tanto, aplicando la desigualdad de Kato (véase el Teorema 0.0.15), tenemos que

w — Awt < |h(x,t)||[VwT| en Qf,
wh(z,t) =0 en 00 x (0,7),
wh(z,0) =0 en €.
Usando la hipétesis acerca de h y por el principio del maximo del Lema 5.1.2, concluimos

que w4 =0 y el resultado queda demostrado. ]

El siguiente corolario serd muy ttil a lo largo de todo el capitulo.

Corolario 5.1.4 Sean ug € L'(Q), f € L'(Q7), p> 1y

iy 5P
() =17 Ligfp’

Para cada n € N consideramos el problema
Unt — Aty — Aap (z)uy, = H(Vuy) + fn en Qp,
Up(z,t) =0 en 00 x (0,7T), (5.9)
un(x,0) = upo(z) st x e,
donde ap(z) = min{ﬁ,n}, Uno = Tn(uo) y fr = Tn(f). Entonces, el problema (5.9) tiene

una unica solucion positiva u,. Ademds, u, < un+1, para cada n € N.

Corolario 5.1.5 Sean 1 < p < %—ﬁ, f € LY Q7) yu,v € WHP(Q) dos funciones tales

que up — Au € LY (Q7), vy — Av € LY(Qr) y cumplen

ug—Au> |VulP + f  en Qp,
u(z,0) = up(x) en €,
(5.10)

vy —Av <|VulP+ f  en Qrp,
v(z,0) = vo(x) en €,

donde v < u en 98, ug,vo € L'() y vo(z) < uo(z) en Q. Entonces, v < u en Q.

Demostracion. Consideramos w = v — u. Estd claro que w € WP(Q), w < 0 en 99,
wo(r) < 0en Q y wy — Aw € L'(). Para concluir el corolario, basta demostrar que
w4 = 0. En efecto, tenemos que

wy — Aw < [VolP — |[VulP en Qrp.
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Comol<p< %ﬁ < 2, deducimos que
— Aw < a(p,z,t)|Vuwl, en €,
w <0 en Of),
wo(z) <0 en €,

w € WHP(Q),w; — Aw € LY(Qr),

con a(p,z,t) < p|VulP~' si p > 1y a(p,z,t) = 1 si p = 1. Por tanto, aplicando la
desigualdad de Kato (véase el Teorema 0.0.15) se sigue que
(er)t - AU}+ < a(p,m,t)]Vw+| en {,
wy(x,0) =0 en €,
wy € WyP(Q).
Dado que p < %—ﬁ, se tiene que a(p, z,t) € L?"([0,T]; L*(Q)), paraq, r > 1y 2—]\(;4-% < 1.
Nos encontramos por tanto en las hipdtesis del Lema 5.1.3 y podemos concluir que w4 = 0.
Por tanto, v < wu en Qp . n

N+2

Nota 5.1.6 Como consecuencia del Corolario 5.1.5,si 1 < p < N

el problema
u —Au=|VulP + f en Qp,
u =20 en 052,
uo(x) = uo en ),

tiene una tnica solucién positiva obtenida como limite de aproximaciones. Merece la pena

senalar que como a1 < IV, entonces %ﬁ < q+(N).

1.2. Comportamiento local de una supersolucion muy débil

Comenzamos recordando los valores de

= E N . R

Como vimos en la Introduccién, podemos conocer como es al menos la singularidad de las
supersoluciones en un entorno del origen. Sabemos que si u es una funcién no negativa
definida en Q tal que u # 0, u € L{. (Qr), % € LL (Qr) v u satisface

’ Iff\

— Au — |;’2 >0 enD(Qr) con A< Ay,

entonces para cada cilindro B, (0) x (t1,t2) CC Qr, existe una constante C' = C'(N, r, t1,t2)
tal que u > Clz|~* en B,(0) x (t1,t2).

Ademids, obtenemos algunas estimaciones locales a priori para las supersoluciones muy
débiles del problema (5.1).
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Lema 5.1.7 Supongamos que u es una supersolucion muy débil no negativa de (5.1), con
A < An. Entonces en cada cilindro de la forma B,(0) x (t1,t2), con 0 < t; < ta < T se
cumple que

to
i) // [VulP |z|~* dx dt < oo,
t1 r(0)
O [
ii ———dxdt < 00,
t1 r(O) ‘x’2+a1
to
(iii) // fle|™* dr dt < oo.
t1 T(O)

Ademds, si |VulP + A [u ||2 +cf € LY Q) y u es una solucién del problema (5.1) obtenida

como limite de aproximaciones, entonces sup / u(z,t)|z|”* dx < oo.
te(ti,t2) JQ

Demostracién. Como u € C((0,T); L .(€2)) N LP((0,T); I/V10C (Q)), en particular, u €

LP((Th, Tz); WHP(B,.(0))) para todo B,(0) C Qy 0 < Ty < t1 < ta < Ty < T fijado.
Ademss, existe una constante positiva ¢y tal que u(x,t) > ¢y para toda (x,t) € B,(0) x
(T1,T3). Consideramos w la solucién de

Aw—)\w—i-l en BT(O) X (Tl,TQ),

0 en 9B,(0) x (T1,T), (5.12)
w(a: ):O en B.(0),

con A < Ay. Estd claro que w € L?(0,T; W012(Q)) siA< Ay ywe L20,T; H(Q)) si
A = Ay, donde H(R) es el espacio de Hilbert definido como la complecién de C3° (£2) con

respecto a la norma
¢?
6By = [ (190 — Ax ) o

Véase, por ejemplo, [3], [72], [128] y [130].
Por el Lema 0.0.12, sabemos que existe una contante C = C(N,r,T1,T5) tal que
w > Clz|~* en B,(0) x (T1,T»). Entonces w(z,t) = w(z, To + T — t) satisface

—wy — Aw = )\% +1 en B(0) x (T1,T3),

( ) 0 en 8B7~(0) X (Tl,TQ),
w(z,Tr) =0 en B,(0).

Estd claro que también se tiene que w(z,t) > Clz|~* en B, (0) X (t1,t2).
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Consideramos la sucesién {u,} de soluciones de los problemas aproximados,

[Vul?
= Ay, = — U B, T, T),
Unt U 1+ %|Vu|1’ ‘I|2 + (f) en (O) X ( 1 2)
(1) = 0 en 9B,(0) x (T1, To), (5.13)
un(x,T1) = ¢ en B,(0).

Como A < Ay, usando el principio de comparacién débil para el operador

v
— Ay — A——
RERPTEX

se sigue que U, < Upt1 ¥V Un < u, Vn € N,

Tomando w como funcién test en los problemas aproximados (5.13), tenemos que

2 2 p 2
/ / wy, da dt = / / |V“‘ d:ndt+/ / fwdz dt.
- (0) - (0) LI Vulp o

Pasando al limite cuando n — oo y usando el Lema de Fatou, deducimos que

2 T>
/ / |VulP wdzrdt < oo / / fwdzdt < oo.

Teniendo en cuenta la estimacién inferior de w cerca del origen dada por el Lema 0.0.12,
se obtienen directamente las estimaciones (i) y (ii) del enunciado, es decir,

to to
/ / |VulP |z| " dedt < ooy / / flz|”* dx dt < oo.
t1 BT(O) t1 T(O)

Para obtener la estimacién (iii) en el término W%al, consideramos v, la solucién de

[Vul? T (u)
n_An: A + BTOXT7T7
AN T T e T e T o OO
vp(z,t) =0 en 0B,(0) x (T1,T»), (5.14)
vp(z,T1) = ¢ si x € By(0).

Esta claro que {v,} es una sucesién creciente en n tal que v, < u. Tomando de nuevo w
como funcién test en (5.14) y usando el mismo argumento que en la estimacién anterior,

se sigue directamente que
to
U
t1 - (0) |x‘ !

Ademas, si |VulP TALE L e tef € LY(927) y u es una solucién del problema (5.1) obtenida

que es el resultado buscado.

como limite de aproximaciones, se verifica que sup / u(z, t)|z|”* dx < oo.
te(t,t2)
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En efecto, fijados t1, to tal que (t1,2t2) C (0,7, consideramos ¢ la solucién del si-
guiente problema eliptico,

~Ap = Ao +lenQ
{ 4 |!2 o (5.15)

e(xr) = 0en 0.

Esta claro que ¢ ~ Clz|~* en B,(0). Tomamos (2ts — t)¢ como funcién test en (5.14) e
integrando en Q X (t,2t3) con t1 < t < ta, se sigue que

2to
(2t2—t)/vn(m tgoda:—l—/ / (x,0)pdxdo

/Qt/ 2y — >(‘M|g 1)da:da

2to |Vu|p T, ( ) 2t2
:/t /Q T3 IVl +A FE )(2t2 )god:vd0+c/ f(2ty —o)pdrdo.

Por tanto,

2o
2t2//unx0 W—i—l)dﬂvda
t1

> (2t2 — t)/ u(z, t)pdr > c(2ty — t)/ Un (2, 1))~ da.
@ B,(0)

Haciendo tender n a co y usando (3), concluimos que

t 2to
g [ [ u o elal g ) dndo <0, Ve (ot
1

que es el resultado de regularidad buscado. n

/ u(x, t)|x| " de <
»(0)

Nota 5.1.8 Las estimaciones obtenidas en el Lema 5.1.7 se usaran en la proxima seccion
para probar el resultado de no existencia y explosién.

Fijado n € N, consideramos los problemas truncados
1 V[P
Ave = NT (=g Jok + — i+ f en Q% (0,7),
Uk — Avg R T L[ opp [ en (0,T)
(. t) =0 en 9Q x (0,7), (5.16)
vg(z,0) = Tp, (o) si x e,

con A < Ay, k> 1,79 € LY(Q) y f € L%®(Qr). Por el Lema de comparacién 5.1.3 y por
los resultados cldsicos de la ecuacién del calor, el problema (5.16) tiene una tinica solucién.
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Lema 5.1.9 Sea u € C([0,T); L{ () una supersolucion muy débil del problema (5.1)

loc
conl<p<2, A< Ay y f e L®Qr). Entonces eziste una solucion minimal u,, de

1

Unt — Ay, :)\TH<W)un+\Vun\p+f en Qx (0,7),
up(z,t) =0 en 00 x (0,7), (5.17)
un(x,0) = Ty (o) st x e

Ademds up, < upt1 < .

Demostracion. Consideramos {vy} la sucesién de soluciones de los problemas (5.16) para
k > 1. Usando el Lema 5.1.3, deducimos que vy < vg11 v v < u para cada k. Por tanto,
existe uy, tal que u, = limy_.o, vy < U en casi todo punto y en L' (7). Para simplificar la
notacién, escribimos

|V |P

Tt) = —

1
+ Aap(x)vp + f, donde a, = Tn( )

R

Veamos que gj estd uniformemente acotada en L' (2x (0, T), ¢ dx dt) donde ¢ es la solucién

del problema
—pr—Ap=1 en Qx(0,7),

»p=0 en 00 x(0,7), (5.18)
¢(x,T) = 0.

Usando ¢ como funcién test en (5.16) y dado que vy < w, resulta que

/OT/Q u(w,s)drds > /OT/Q vg(z, s)dxds > /OT/Q gr(z, s)p dx ds,

T
//gkqbda:dsgC VEk.
0JQ

Tomando ahora T, (vg) - ¢ como funcién test, obtenemos que

y por tanto,

/Q@m(vk(%T))(bdx + /OT/Q ’VTm(Ukﬂzd)da: ds
* /OT/Q Om(vk)(—Ag) dr ds = /0 T/Q (@, $)9 T (v) da ds,

con Oy, (s) = [ Tm(0)do. Como consecuencia del resultado de acotacién previo, se sigue
que

/Q@m(vk(x,T))qbda:—i-/oT/Q VT (o) | dz ds

T T
—i—// O (vg) drds < m// gk (x,8)pdrds < C'm.
0/Q 0JQ
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Entonces T
// VT (vp) |2 dads < C'm,
0JQ
y por tanto, para alguna subsucesion,
VTn(vp) = VTin(u,) en L*(Qp, ¢ dzdt).
Usando la primera subseccién del Apéndice de este capitulo, obtenemos que
IVTmvr? — |[VTun*>  en LY(Q, ¢dzdt), Ym >0,
y como consecuencia,
Vv — Vu, en casi todo punto.
Aplicando el Lema de Fatou

T \Vvk|
/ |Vun|Podedt < hmmf// —————¢dxdt < C.
0 ol+ k|Vvk|

Como 1 < p < 2, usando los mismos argumentos utilizados en [58], se sigue que

|V P

S Vun,?  en LY(Qr, ¢dxdt).

Por construccion y por el Lemma 5.1.3, concluimos que u, es minimal. El mismo argu-
mento muestra que u, < Upt+1 < U. [

Corolario 5.1.10 Supongamos las hipotesis del Lema 5.1.9. Entonces existe una super-
solucién u : Qp — R en D' del problema (5.1), es decir, existe u € L>(0,T; LL () tal

loc
que ||"“2 € Lloc( 7), [VulP € Lloc(QT) y

// —pr — Agp) da:dt>// |VulP + A |2+f>g0da:dt, Vo e C(r), ¢ > 0.

Ademds, si uy, es la solucion minimal del problema (5.17) y ¢ es la solucion del problema
(5.65), entonces

(i) up T u <@ ctp. de Qr y en LY(Qr,¢pdxdt), an(z)u, T # c.t.p. de Qp y en
Ll(QT,¢d$dt).

(ii) Para todo t € [0,T],

n—oo

(a) lim un(a:,t)da::/ (z,t) d:c</ u(z, t)dr < 400,
Q

(b) lim [ an(z)un(z, t)d:c—/ u(z, )d / e, )d < 400.

o Jq o |z 2
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(iii) |VTnun|?> — |VTnul? en LY(Q, ¢dx dt) para todo m > 0, y como consecuencia,
Vu, — Vu en casi todo punto.

T T
(iv) //|Vu]p¢)d93dt§h'minf//\Vun\pgzﬁdxdtgc.
0/ n—ee JoJa

Demostracion. Tanto el apartado (i) como el apartado (ii) son consecuencia directa de la
monotonia de la sucesién {u,}. Tomando T, (u,) - ¢ como funcién test, se tiene que

T
// VT (un)|?pdzds < Cm,
0/

y por tanto, salvo una subsucesién, tenemos que
VT (ty) = VT, (u)  débilmente en L*(Qr, ¢ dx dt).

Para concluir (iii) basta usar la primera subseccién del Apéndice de este capitulo, en el
que obtenemos la convergencia fuerte y en casi todo punto de los gradientes. La estimacion
(iv) se sigue inmediatamente aplicando el Lema de Fatou. ]

2. Resultados de no existencia y explosion

Para probar resultados de no existencia y explosién podemos suponer, sin pérdida de
generalidad, que ugp = 0 y f es una funcién no negativa tal que f € L (Qr).

2.1. No existencia

El principal objetivo en esta subseccién es demostrar que g4(\) = ﬁgi, exponente

critico encontrado en [11] para la existencia en el caso eliptico, es también critico en el

caso parabolico.

Teorema 5.2.1 Sea g (\) = %igi y p > q+(X). Entonces el problema (5.1) no tiene
1

supersolucion muy débil positiva u tal que Uy — Au € L, (7). Ademds, en el caso en que
f =0, la unica supersolucion muy débil no negativa es u = 0.

Demostracion. Argumentamos por reduccién al absurdo. Supongamos que @ es una su-
persoluciéon muy débil de (5.1) tal que @, — Au € L (Qr) con g =0y f € L>®(Qr).

loc

SiA>Ay = (%)2, basta considerar @ como supersolucién muy débil del problema

vt—Av:/\#+f1 en Qx(0,T),

v>0 en Qx(0,T), (5.19)
v = en 00 x (0,7),
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con fi(z) = |VulP + cf y entonces, el resultado de no existencia se sigue inmediatamente
usando [34] (véase [3] para una prueba alternativa).

Consideramos ahora el caso A < Ay. Si u es una supersolucién muy débil de (5.1),
entonces por el corolario 5.1.10 existe una supersolucién u que es limite de soluciones de
los problemas truncados (5.17). Como

Ut — Au — )\L 2 0 en D/(QT),
|22
por el Lema 0.0.12, existe un cilindro B,.(0) x (T1,T3), con 0 < T3 < Tp < T y una
constante C' = C(N,r,T1,T») tales que u > Clz|~* en B,(0) x (T1,Ts). Elegimos ahora
t1,to tales que 0 < T <t < tg < T5.

Sea ¢ € C3°(B,(0)). Consideramos % como funcién test en (5.17) con p’ = 1%
y 0 < m < 1. Como u es limite de soluciones de problemas aproximados y verifica los
resultados de regularidad del Corolario 5.1.10, podemos pasar al limite cuando n — oo y
obtenemos que para 0 < m < 1,

1 1_ 1_ /
e w "M, te) —u T " (x,t1)) |0 da dt
T—m BT(O)( (z,t2) (x,11))l9]

to p -2 2 P’
+p’// dedt>// ywvyﬂd:pdt
t1J B,(0) u™ t1J B,.(0) u™

f2 |9
—I-)\// u " drdt (5.20)
114 B,(0) ||

y si m = 1, entonces

, to p/—Q
/ log(u(z,t2))|dF dx dt + p’ / / w dx dt >
t1J B,(0)

'r(o) 1

'fz [l e ol
// |Vulp —— dmdt—i—)\// T drdt. (5.21)
t1J B-(0) u t14 B, (0) |z|

Comenzamos analizando (5.20). Como consecuencia de la desigualdad de Young, sabe-
mos que para € > 0 existe C(e) tal que

to p,—l
t1 T(O) U

t2 P’ P t2 P’
Ss// dedt+0(e)// VOl ar. (5.22)
t1 T(O) U t1 T(O) U

Como u(z,t) > Clz|~* en B,(0) x (t1,t2), entonces existe una constante positiva C' =
C(e, N,r,t1,t2) tal que

to p/ ,
// VoI 4 a < c/ Vo 2] da,
t1J/B-(0) U B.(0)

tr emlol [
./ B.(0) |z| B,(0) |z[*Tmmen
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Por tanto, de (5.20), (5.22) y (5.23) se deduce que para ¢ suficientemente pequeno

1 . ,
—_— u "(x,t0)|dP dx
R

||’

b0 feppriman 4 020

+ C/ Vo[V |z[™ dz > C
B,-(0)

Argumentando de modo similar para el caso m = 1, de la desigualdad (5.21) deducimos
que

/ / p,
/ log(u(z, t2))|o|P dx + C/ Vol |z|* do > C/ %dm. (5.25)
B,(0) B, (0) B, (0) |z|

Dividimos el resto de la prueba en cuatro casos:

Caso 1: ¢+(A\) < p < 2. Como ¢g+(A) < p, entonces p' < a1 + 2. Consideramos a su vez
otros dos subcasos.

N
(i) Sia; <p’ < ai+2, entonces |z| »*" € L'*T5(Q) y usando las desigualdades de Holder
y Sobolev, obtenemos que

/ log(u(z, £2))| ¢V da
B (0)

/
P

(P/)*al I\ (p/)* ﬂ _ﬂa
(/ x| 7 |g|®) dx> </ (log u(z, t2))? |z 7' 1dx>
»(0) B.(0)

’

/ N N, N
s ([ werear)( [ toguteta) el ar)
B;(0) B (0)

donde (p')* = ]\],Vfl,. Ademis, de (5.25) deducimos que

N N N
(/ V| ] d:c) <S_1</ (logu)?" ||~ » ! dx) + C(s,tl,tg))
B,(0) B, (0)
11

> C(N,rg,t1,t /dx.
N0 tita) | Jop

Z[=

IA

IN

Por tanto,
/ p/
[ owereeazo [ P vsecrmo),
B,(0) B, (0) |z

donde la constante C' > 0 es independiente de ¢. Como p’ — a; < 2, lo anterior entra en

contradiccién con la correspondiente desigualdad de Hardy—Sobolev, que en este caso es
la siguiente

/

/ |V¢‘p’|x|a1 dz > ANy oy / ¢/P_ dz. (5.26)
B,(0) B,(0) |T[P'
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(ii) Consideramos el caso complementario p’ < ay y partimos de la familia de desigual-
dades (5.20). Aplicando la desigualdad de Hélder y teniendo en cuenta que u es limite
de soluciones de problemas aproximados y que satisface los resultados de regularidad del
Teorema 5.1.7, se tiene que

1_m/ (2, 62)|6f" da
1-m m
*Oéld m ald
s( / T(O)uu,mrx\ ) ( /B ol ar)
C S g )
< (/B( o[ 2] x)

Seaq:p’,a:(%—l)N,b: —%(N—q)Q—“maly'y—al( —%).Para
estos valores, es claro que b < g para todo 0 < m < 1. Eligiendo m tal que q—* <m <1,

se obtiene que a < ¢*. Por tantoa+b= L y 04~ = 1_Tma1. Aplicando las desigualdades
de Holder y Sobolev, deducimos que

1 . ,
—_— u " (x,t9)|dP dx
g T

ma

1—m mao *
§C< / |:c9(11m)dx> ( / ¢|‘1"|x\q*qldx)q.
B (0) B.(0)
m (4" ~a)
< / |¢rqwxw?dx)
B, (0)
ma m (¢* ~a)
scs—l( / wrx\maldx) ( / Wwdx)
B, (0) B,(0)

-5 ma / Vo)™ de
B(0)
—1 *
1G5 ml “)/ ¢]%a? da.
+(0)

e (5.20) y del célculo anterior (5.27), se sigue que

(5.27)

(C(e)s™! +C(E7t1,t2))</ |V¢lq\m|m°‘1d:c>

B, (0)
q —1 *
> C(N, To,t1,t2)/ w7|dx — ECS m(q" —a) / o ‘¢|q’{r‘7% dz.
B, (0

B.(0) ’x‘2+(1—m)a1 q*

Recordamos la desigualdad de Hardy—Sobolev con peso que necesitamos para este caso,

/ p/
/ Vol 2™ dz > Axym / o
B,(0) B.(0) |z[P ™

Como 2 + (1 —m)ag > p' — may siy sélo si g (N\) < p, para contradecir la desigualdad
de Hardy basta elegir los pardmetros anteriores de modo que —3 < 2 4 (1 — m)oy.
Procederemos del modo siguiente:
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(a) Si~v{ >0, entonces se concluye directamente el resultado.

(b) Si =y > 0, estd claro que

_ g_@(@_ﬂ)
T q m

Por tanto, tenemos que encontrar el valor adecuado de m y la correcta descomposi-
cion a, b, 0, v, para obtener que

q21<@—1;)<2+(1— m)ay.

q m
Noétese que como q% < m < 1, entonces b > 0. Ahora:

(i) Si~ >0, el resultado se sigue directamente de (a).

(ii) Si~y < 0, basta elegir m cercano a 1, y obtenemos

q| _ qo1 I—m
kS — )< — .
‘ b‘ b <q m >_2+(1 m)aa

Por tanto, queda probado el resultado de no existencia para el Caso 1.

Caso 2: p=¢q4+(\) y A < Ay. Por definicién, ¢+ (A) < 2. Aplicando como antes el Lema
0.0.12, sabemos que para una constante positiva adecuada cp, se cumple que

u(@,t) > —2 en B,(0) x (t1,ts). (5.28)

[

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que 1 < e~!. Por la construccién de u y
usando los resultados de regularidad del Teorema 5.1.7, obtenemos que

to to
(VulP+V|z| " dedt < ooy / / ——— dz dt < . (5.29)
/n /Bnm) IxP““

Consideramos la funcién
1\58
w(zx,t) = x|~ ((t — t1)2<log W> + 1)
z

definida para (z,t) € By(0) x (t1,t2), donde § > 0 sera elegido posteriormente. Como
A < Ay, entonces

w € C([t, ta], L*(By(0))) N L?((t1, t2), WH(B,(0)))

y mediante un calculo directo se sigue que

- =g = ot (2 (e )

+ B(t —t1)<log ’xl|)ﬁ 1((N —2—-2m)+(1 —ﬂ)(log)_l)>.
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Observamos que

|Vw| = |z| 72171 <(t —t)? (al(log ;‘)ﬁ —|—B<log é,)ﬂ_l> —i—oq),

y por tanto,
1\8 1\6-1 1-g+(N)
p+(A) —+)2 il il
|Vw| ((t t1) (al(log |$’) +ﬂ(log m) ) + oq)

= ‘$|—a1—2 ((t — t1)2 (al (log |$1|>B + ﬂ(log |$1|>ﬁ1> + al).

Si denotamos

1—g4+(N)

e0) = (=02 (o (1o )+ 810 1)) v )

resulta que h(z,t) < ai_(”(A) en el mismo cilindro. Como |z| < ™!, eligiendo 3 suficien-

temente pequeno, concluimos la existencia de ¢, € (¢1,t2) tal que

— Aw — )\W < BIVwP+Oh(z,t)  en B,(0) x (t1,11)

y w(z,t1) = |z|~* para x € B,(0). Si consideramos u; = ciu, tenemos que

U1

(u1)e — Aug — /\W > el PV [P+ en B, (0) x (t1,11).

Sea ¢y una constante que satisface la condicién (5.28). Tomamos ¢; > 0 tal que cicp > 2.
Para 3 suficientemente pequeno, se tiene que

a " 2 koo
Como cjcp > 2, obtenemos que ui(x,t) > w(x,t) para [x| =0, w(z,t1) < ui(z,t1) y

(u1)e — Aug — /\;—’12 > Bh(x,t)|Vuy [P+

Veamos que se cumple que

up >w en By(0) x (t1,11). (5.30)

En efecto, sea v = w — uy. Usando la regularidad de w y como consecuencia de (5.29),
resulta que

CAS C([thfl]? Ll(BT](O))) n Lq+()\)((t17{1)7 W17p+(/\)(B77(0)))7

v(z,t) <0 en 0B,(0), v(t1,z) <0 para z € By(0) y

" v 2 B
/t1/ \a:|2+04 dredt < oo 'y // [VlP+ Nz~ da dt < co. (5.31)
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Mediante un célculo directo obtenemos que

— Av — )\# < py (AN)h(z, t)B|Vw|P+ N 2VwVe = a(z, t) Vo,

donde

a(z,t) = Bp (\h(z, )| VwPrM2vy = —ﬁp+()\)h(x,t)|Vw|p+(’\)_1’§—‘.

Como h(z,t) = (|Vwl||z|* 1)1+ deducimos que
T
a(z,t) = —ﬁp+()\)W € L*=([tr, ta]; LI(By(0))),

para todo ¢ < N. Como consecuencia de la regularidad del campo vectorial a, no podemos
aplicar el principio de comparacién del Lema 5.1.3. Para superar esta falta de regularidad,
procedemos del modo siguiente.

Usando una desigualdad de tipo Kato, véase el Teorema 0.0.15, resulta que

v i Y
(U+)t—AU+—)\ﬁ+p+()\)ﬁ<’ ‘Q,VUJF // |Vo [P+ |z~ de dt < .

Como %~ < %, entonces usando la desigualdad de Hardy—Sobolev aplicada a v,

p+(A)
t1
/ / - dxdt < oo. (5.32)
t1 |x‘p+

obtenemos que

Definimos v = bp +( ) y consideramos el peso |z|~27. Para (3 adecuado, se sigue que 27y <
N — 2, con lo cual |z|=27 es un peso admisible para las desigualdades de Caffarelli-Kohn—
Nirenberg (véase la Proposicién 0.0.2). Se cumple que

—2 . —9 V4
|z~ (v4)e — div (Jz[ 7 Voy) — )\W

= || ((%)t — Avy +P+(>\)5<#, Vv+> z ‘2) <0. (5.33)

Demostramos ademaés que existe o1 > 2 4+ a1, dependiendo sélo de N y A, tal que

t1
/ / I:L‘IT’ dz dt < oo. (5.34)

En efecto,

t1 t1
) 1
t dzdt = : dx dt
|$’01 p+()\)+a1 o Py (N)Foy
By(0) [0y 2|7 ™

1 eS) 11 1 !
(™ ([ )
‘$|p+ t1 J By(0) ‘x|pi‘r (Uli +P-‘.(>\) )
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Denotamos 6(c1) = p/, (o1 — %). Como py(A) = %igi, entonces su conjugado es

p/+22+011 y 0(01):(2+a1)(01—1)—a1(1+a1).
Mediante un célculo directo resulta que
9(2—|—a1) :2(1+a1):N—2\/AN—)\<N

y por tanto, existe o1 > 2 4 a3 tal que §(o1) < N y por tanto

/ \xlf(p/* (n-5557)) dz < o0,
By (0)

de donde concluimos (5.34).

La idea para demostrar (5.30) consistirfa en tomar la solucién ¢ del problema

U
‘{I;P(’Y"‘l) ‘x’2(7+1)

=0 en 0B,(0),

— div (Je| V) - en B, (0).

como funcién test en (5.33). Sin embargo, un célculo directo muestra que

11 N —2(y+1) N=2(v+1)
SO(x):T(]a:W_ﬁ) donde a = 5 —\/( 5 )2—)\.

Por tanto, ¢ no tiene la regularidad requerida para tomarse como funcién test en (5.33).

Por este motivo, consideramos entonces las aproximaciones

_ia 1 B 1
(pn(x) - )\ ((‘x|+}b)a (T]‘f‘rlb)a)’

que satisfacen ¢, € C1(B,(0)), ¢, = 0 en 0B,(0),

a x

Veulo) = -7 ¢

T 1eaaia Y
ja + D+ Ja]

div (| #19p,) = Tlaf 2 (AFZLTE) - teE D),

A | (j] + 1) (e + )T

Noétese que

11 11 Uy On
/ / 2|72 |V, ||V, | dz dt < oo / / 261D dx dt < oo,
t B, (0) 0 /B, ) [2P0FD

asi que eligiendo ¢, como funcién test en (5.33), resulta que

fl tl
/ / div (|e| 2" Vion)) da dt — / / U dedt <0, (5.35)
t1 Bn( t1 ’x‘
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Por definicién de ¢,,, obtenemos que

Vi Pn <77:( vy 2 vy )
220D = X \[z[ar204D) T e PG

Como a+2(y+1) — 2+ «a; cuando v — 0, entonces eligiendo (3 suficientemente pequerio
encontramos un vy pequeno tal que a + 2(y + 1) < ;. Por tanto,

V4 Pn Cuy
|z|20+D = fz|or

Por definicién de o1 y usando el Teorema de la convergencia dominada, se prueba
facilmente que

[ o picmma=5 [ i [ dzd
x dt — x dt — x dt,
|x|2 ~v+1) By (0) |x|“+2 v+1) By (0) |:c|2 w+1)

cuando n — oo.

Analizamos ahora el primer término de (5.35),

) _ n*| [ a(N —1—2v)vy ala + 1)vy
el (el + 2 ol (el + 2)
< n® a(N—1-2y ala+ 1)vy

n" Jup o n*
T e (e + )T A g2 (e + 1)

No es dificil comprobar que

n° < a(N —1—2v)vy a(a+ 1)vg >
Y +1 +2
a2y (Jal + )" |2 (o] + 5)°

n*a(N +a—2vy)vy
A |71 ’

IN

y entonces, como consecuencia del Teorema de la convergencia dominada, se obtiene que

L h a(N—a—2 1
/ / vy div (|z| ' Vp,,) do dt — / / QQ(H_(?J:F Do dx dt,
By (0)) By (0)) | [2(47)Fe

cuando n — oo. Pasando al limite en (5.35) y teniendo en cuenta que a(N —a — 2(y +
1)) — A =0, resulta que

t1 t1
// —div (j2[ ' V,)) da dt — // o dudt
t Bn(O) By(0)) 17|20

11 vy
_ Y gt
t /Bn(o» |24

cuando n — oco. Como consecuencia de (5.35) concluimos que

4
// ‘$|2(1+ dxdt <0,
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y por tanto, v4 = 0. De este modo, u1 > w en (t1,%1) x By (0) y queda probado (5.30).

Para terminar la prueba de este caso, argumentamos como en el primero. Fijado ; €
(t1,t1), consideramos ¢ € C5°(B;(0)) con 0 < r < n. Entonces existen constantes positivas
C1, Cy que dependen de ¢, t1,t1 y N, tales que

1 1— - 1— -~ /
— M(x,t1) — Mz, t Pd
T—m BT(O)(U (@, 1) —u " (2, t1))[¢]" dx
’ 1 \-8m
—i—Cl/ |Vol|P \:U|mo‘1(log —) dx
B, (0) |2
L 1 \B(-m)
> C ———|( log — dr. (5.36
- 2/B,<o> s (%5 o) o 5:30)

Usando el mismo calculo que en (5.27), se sigue que

1 1-m 7\ _ ,,1-m N P’
Ty 7B T Bl da

1-m , . m
< < [t dx) ( [ rofal e dx)
B, (0) B, (0)

-1
< O(e)s1 &2 me / Vel da
q B (0)

A

-1 *
5CS qu a)/ W‘q’w\'y% dz,
q B, (0)

donde ¢ =p/,a = (%—1)N,b:N—%(N—q)yv:oq(l_Tm—%).Nétesequeb<q;p’

para todo 0 < m < 1. Eligiendo m tal que q% < m < 1, obtenemos que a < ¢*. Por tanto,
como consecuencia de (5.36) y del calculo anterior, resulta que

_l’_

Val -1 7 maon i —pm
CEs v cenm)( [ woam (s 1))
91 (10 ! )B(l_m)daﬁ

> C(N,r,t,t NN B o
> C(N,r,t1, 1)/&(0) ,x‘2+(1—m)a1

g
]
—1 *
_ G5 mle a>/ |6|%)]"? da.
+(0)

q*

Como p' = 2 + a1, entonces la desigualdad de Hardy que necesitamos en este caso es la
siguiente,

/ VP 2™ da
B, (0)

P’ p’
> ANmp / ol dz = ANm,p / B dz. (5.37)
B B

.(0) |l"p/7a1m -(0) |x’2+(1—m)a1
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Usando el mismo calculo del final de la prueba del Caso 1, obtenemos la existencia de una
constante positiva C, independiente de ¢, tal que

61 1 \6m
Vo||z|m M de > C _ 19 (og =) da,
/B N o e (8 )

lo que contradice (5.37) y concluye el resultado de no existencia para este caso.

Caso 3: p = py(A) y A = An. En este caso a1 = 252 y py () = 232, Como antes,

sabemos que u(x,t) > c[z|~* en B, (0) x (t1,t2) y que

to
// |Vu[P+ N |z~ da dt < oo.
1 Bn(o)

Consideramos ¢ € C3°(B,,(0)) tal que ¢ > 0y ¢ = 1 en By, (0), con 1 < 7. Como
consecuencia de la regularidad de u, obtenemos que

// V (¢u) [P+ V2|~ da dt < oo.
t1

N(N-2)
(N +2)
Kohn—Nirenberg (véase el Teorema 0.0.2) para concluir que

to [3)
Cl/ / (pu)P+ Vx|~ da dt < / / V() |P+ V2|~ da dt < oo.
t1 J By(0) t1 J By(0

Por tanto,

Por otro lado, como pf‘(l/\) = < N, podemos aplicar las desigualdades de Caffarelli—

t2
/ / WP+ Ng| = dz dt < 0o,  para algtn 7, < 7,
By, (0)

y entonces u € LP+N((¢,t5), Da’f/*'%( )(B,71 (0)). No es dificil comprobar que para todo

¢ € LPH((t1,t2), Da’f;]+(/\)<B (0)))

se tiene que
t2 p+(A)
t1J By (0) ’:E‘ 1P
t2 t2
S// |¢|P+(>\)|$‘*a1 d:Edt—l—// ‘v¢|p+()\)|xra1 dz dt,
t1 Bnl(O) t1 Bnl(o)

donde C5 > 0 es independiente de ¢. En particular,

t2 wP+ )
/ / d:n dt < oo. (5.38)
t Bﬁl (0) |x|a1 +P+

Usando ahora que u(z,t) > clz|~*" en By, (0) x (t1,t2) y dado que a1 +p1 (A) +oipy () =
N, llegamos a contradiccién con (5.38) y concluimos el resultado de no existencia para
este caso.



Capitulo 5 177

Caso 4: p > 2. Es obvio que para una constante C(p) se tiene que |Vau|P > |Vau|? — C(p).
Por tanto, N

u
|=[?
Como consecuencia del Lema 0.0.12, existe una constante positiva co(N,r,t1,t2) tal que
u(z,t) > 2= en B,(0) X (t1,t2) CC Qp. De este modo,

- |CC‘O‘1

Uy — AU > A— + |[Vu> = C(p) + f en Qx (0,7).

v
|z [?

EC)
ERE

u— Au > (A—¢) + |Val? + —C(p)+f en B.(0)x (t1,t2).

Eligiendo r suficientemente pequeno, se tiene que

u

= ATz (A =9

+|Vu|> + f en B,(0) x (t1,ts).

Como py (A —€) < 2, estamos de nuevo en el Caso 1 y concluimos la demostracién del
resultado. -

Nota 5.2.2 Nétese que hay una falta de continuidad con respecto al caso A = 0 (igual
que sucede en el problema eliptico, véase [12] y [23]). Los resultados recogidos en [76]
muestran que bajo ciertas condiciones de regularidad sobre f y ug, existe solucién positiva
del problema

ur—Au=|VulP + f, Vp>1

Sin embargo, para A > 0, no hay solucién si p > ¢4 (A). Obsérvese que ¢4+ (A) — 2 cuando
A — 0, es decir, el potencial de Hardy es una perturbacion singular del problema anterior.

2.2. Explosion instantanea y completa

Como consecuencia del resultado de no existencia para p > ¢4+ (), se deduce un resul-
tado de explosion para las soluciones de los siguientes problemas aproximados.

Teorema 5.2.3 Sea i, € C((0,T); L*(Q))NLP((0,T); Wol’p(ﬂ)) una solucion del problema

Unt — AUy, = |V |P + Aap(x)un, + f en Qr=Q x(0,7),
Up(z,t) =0 en 00 x (0,7), (5.39)
Up (z,0) = st x €,

con f #0, an(x) = Tu(2) yp = 4= (V). Entonces iin(w0, to) — 00, ¥(w0, t0) € 2 x (0, T).
Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que f € L*(Qr) y A < An.

Argumentaremos por reduccién al absurdo. Supongamos que existe (xg,ty) € Qr tal que
Un (o, tg) — Cy < 00, ¥n € N. Dividimos la prueba en dos casos en funcién del valor de p.
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Caso 1: ¢4 () < p < 2. Siguiendo los mismos argumentos que en el Lema 5.1.9, cons-
truimos una soluciéon minimal u, de (5.39) tal que u, < upi1, Vo € Ny uy(zo,tp) <
ﬂn(l'o,to) — Cp < 00, Vn € N.

Como consecuencia de la desigualdad clasica de Harnack (véase el Teorema 0.0.8),
existe s > 0 y una constante positiva C = C(N, s, to, 3) tal que

R~ = By(0) x (to — 308.t0 — 1),

// up(z,t)dedt < Cessinfu,, donde .
_ R+ R = By(x0) x (to + 16.t0 + B).

Podemos suponer que 0 € B;(xg), ya que en caso contrario, consideramos Bs(y) C Bs(zo),
con y € Bs(xzg) tal que

// Up(x,t) dzdt < // up(z,t)dedt < C essglfun
- _

R, = Bs(y) x (to — 38,t0 — 1),
donde

< C essinf uy,, )
R} = Bs(y) x (to + 38, t0 + B).

Ry
Por recurrencia, obtenemos que

R~ = B,(0) x (t1,t2),

// un(x,t) dzdt < C essinfu, < Cuy(wo,to) < C’, donde
_ R+ R = B,(0) x (t3,t4).

Para simplificar la notacién, escribimos g, (z,t) = |Vup|P + Aan(z)u, + f, de modo que
u, resuelve
Unt — Aup, = g, en Bp(0) X (t1,t2). (5.40)

Sea ¢ la solucién del problema
*qbt — A¢ =1 en BT(O) X (tl,tg),
gb =0 €n 8Br(0) X (tl,tz),
¢($, tl) =0.

Usando ¢ como funcién test en (5.40), resulta que

to to
// up(z, s)deds = // gn(x, s)pdxds,
t1 T(O) t1 T(O)

T
//gml)dxdsﬁC' Vn.
0/

De este modo, se sigue que Vu,, — Vu débilmente en LP(B,(0) x (t1,t2); ¢ dxdt) y por
el teorema de la convergencia mondtona,

y por tanto,

an () ttn ﬁ en LY(B,(0) x (t1,t2); ¢ dz dt).
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Dado que la existencia de una supersolucién muy débil de (5.39) implica la existencia
de una supersolucién en D' (B,.(0) X (t1,t2)) en el sentido del Corolario 5.1.10, para llegar a
una contradiccién con el Teorema 5.2.1, basta probar que u es una supersolucién de (5.39)
en el sentido de dicho corolario.

Como uy, T uen LY(B.(0) x (t1,t2); ¢ dx dt), entonces —Au, — —Au en el sentido de
las distribuciones. Usando los resultados de la primera subseccién del Apéndice de este
capitulo, deducimos ademas que Vu,, — Vu en casi todo punto. Aplicando ahora el Lema

de Fatou, concluimos que
T T
// |VulPpdr < // |V, [P de,
0JQ 0JQ

para todo ¢ € C3° (2 x (0,T)), ¢ > 0. Por tanto u es una supersolucién de (5.1) en D’ en
el sentido del Corolario 5.1.10, con lo que llegamos a una contradicciéon con el resultado
de no existencia del Teorema 5.2.1.

Case 2: p > 2. Como u, es una solucién de (5.39), entonces u,, es una supersolucién del

problema
wy—Aw=f en Qr=Qx(0,7),

w(z,t) =0 en 00 x (0,T),
w(z,0) =0 si xel.
Usando que f = 0y aplicando el principio fuerte del maximo, concluimos que
Up(x,t) > w(z,t) >no  V(z,t) € By (0) x (T1,T3).

Como p > 2, fijado 19 < 1 sabemos que existe 71 > 0 tal que |Vu,|P > n1|Vu,|? — no. Por
tanto,

Unt — AUy > 771]Vﬂn]2 — 1o + A\noan(x)u, + f en Bp(0) x (Th,T3).

Dado que limy, o0 limy, g an(z) = 0o, fijado A > 0 existen ng € Ny r1 > 0 tales que para
n > ng se tiene que

~ A m ~n
—no + Anoan (x)u, > 77()@2(x)u en B, (0).
De lo anterior, deducimos que
ﬂnt — Aﬂn > 771’Vﬁn’2 + /\now + f en Br1 (0) X (Tl,TQ).

2

Por tanto, para algtin 1y > 0, se tiene que 72, es una supersolucién del problema anterior
wy — Aw = |Vw|? + Aay(z)w + f  en By, (0) x (11, Ty),
w(z,t) =0 en 0B, (0) x (11,T3), (5.41)
w(z,0) =0 si z € By, (0).

Finalmente, procediendo como en el caso p < 2, llegamos al mismo tipo de contradiccién.
L]
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3. Resultados de existencia

En esta seccién, estudiamos el caso complementario al resultado de no existencia
obtenido en la seccién previa, es decir, consideramos 1 < p < ¢4 (A). El principal ob-
jetivo es mostrar que bajo ciertas hipdtesis en f y ug, el problema (5.1) tiene una solucién
positiva. De este modo, ponemos de manifiesto la optimalidad del exponente g ()).

Como A < Ay y p < q+(XA), podemos usar algunos de los resultados de existencia
obtenidos recientemente en [12] para el problema eliptico asociado.

Para la conveniencia del lector, resumimos aqui aquellos que usaremos posteriormente.
Consideramos de nuevo los valores a; y ag definidos en (5.11) y denotamos g_(\) = %igi
Tenemos que

g-(A) <

< < .
N 1 N <g+(N\) <2, para0< <Ay
Si p_(A) < p < ps(A), entonces w(z) = Alz|~" con = 2=L y A > 0 satisface que

—Aw = |Vw? + A en ]RN.
||
Obsérvese que w € Li (RY), ‘“’ € LL (RY) y dado que NL < p—(A) < p, entonces
p>

z|?
[Vw[P € L (RY). Estd claro que w € VV&?(RN) siy solo si NJ#'

El siguiente resultado aparece demostrado en [12].

Teorema 5.3.1 Supongamos que 1 < p < py(A). Entonces, existe ¢y tal que para todo
c<coyglz)< W el problema

—Aw = |Vw|? F A +cg en Q,
|z|? (5.42)

w =20 en 012,

tiene una solucz’én distribucional w tal que ﬁ c L'(Q) yw € WOI’Q(Q) con 0 = p si

P> i 1 Y0 < y7 sip< w3

Abordamos a continuacién el caso parabdlico con 1 < p < p4(A) y A < Ay. Supon-
dremos que el término fuente f es cero y nos referimos a la Nota 5.3.4 para el caso f Z 0.
Nuestro principal resultado de existencia es el siguiente.

Teorema 5.3.2 Sea A < Ay, 1 < p < pi(A\) y uw(x) < W, con W una funcion adecuada
que daremos posteriormente. Entonces el pmblema

Au—!Vu\p—i-)\’ B en Qr=Qx(0,7T),
u(z,t) >0 en Qr, (5.43)
u(z,t) =0 en 00 x (0,7),

u(z,0) = up(z) st x e,
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tiene una solucion débil.

Demostracion. Para el desarrollo de este prueba distinguiremos dos casos.

Caso 1: 1 < p < ¢_(A\). Empezamos considerando el caso Q@ = Bpr(0). Usando un
argumento de reescale, podemos ademas suponer que R = 1. El paso fundamental de la
demostracién consiste en probar la existencia de una supersolucién. Como p < g_(\),
existe 3 € (a1, ag), cercano a aq, tal que p (5 + 1) < 8+ 2. Definimos

B(@) = Ajz|# — 1) donde ar—t = SN = %p_ =2,
Se cumple que w € Wol’2(BR(O)) y que
w AN
AT — A > vmlr = 28
Aw )\\$|2 > |Vwl|? + B

Esté claro que @ es una supersolucién del problema (5.43).

Continuamos con un proceso de aproximacién. Sea u, la solucién del problema

| Vu,l? 1
Ut — Ay, = W + ATn(W)“n en Qp,
up(z,t) =0 en 00 x (0,7), (5.44)
un(x,0) = Ty (up(x)) si el

Por el principio de comparacién del Lema 5.1.3 y mediante con argumento de iteracion,
obtenemos una solucién minimal de (5.44) que denotamos por w, y que satisface que
uy < w. Dado que u, — Aup > 0y up, < W, entonces deducimos que

T T
// (Unt — Aup)uy de dt < // (unt — Aup)w dz dt
0/ 0/

T
§/ w(x,T)un(x,T)dx+// Vu,Vw dx dt.
Q 0/0

Por tanto, se sigue que

1 T
/ ui(m,T)dm—i—// Vo, | dz dt
2 Jo 0/
2 1t 2 i 12
< | w¥(z,T)dz+ - |V, |* de dt + — |Vw|® dx dt.
0 2 JoJo 2 JoJa

T
/ui(m,T)dm+// |V, |? dzdt < C(T).
Q 0JQ

Integrando ahora en 2 x (0,t) obtenemos que

y de este modo,

sup / u?(x,t) de < C(T, up).
t€[0,T] JQ
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Como consecuencia, deducimos que u,, — u débilmente en L?(0, T’; VVO1 2(Q)). Como p < 2,
entonces una variaciéon del argumento usado en [58] nos permite probar que u, — u
fuertemente en LP(0, T} Wol’p(ﬂ)). Si denotamos

u

Vuy, [P 1

N 1+ 1[Vu,P |z|?

obtenemos que u,, satisface la ecuacién (u,); — Au, = g, con g, — g en Ll(QT). Por
tanto, {u,} es una sucesién de Cauchy en C(0,T;L'(2)) (véase por ejemplo [120]). De
aqui, u € C([0,T); L*(2)) y uy, converge a u en C([0, T]; L' (£2)). El resultado de existencia
queda por tanto probado para Q2 = B1(0).

Consideramos ahora el caso de un dominio general {2 que contiene al origen. Sea R > 0
tal que Q C Bgr(0). Mediante un argumento de reescale definimos la correspondiente
supersolucién del problema (5.43) en Bgr(0) x (0,7), es decir, para x € Br(0), wgr(z) =
W(E). Sea 1 la solucién del problema

Yy — Ap =0 en Qp,
Y(z,t) =wg(xz,t) en 002 x (0,T), (5.45)
P(z,0) =0 si xze.

Entonces ¢ < wg en 2x(0,T). Sea w(z,t) = s(Wr(x,t)—(x,t)) donde s > 0 serd elegido
posteriormente. No es dificil comprobar que w € C(0,T; L' (2)) N L?(0,T; W&2(Q)) y

wr — Aw — )\% = s((wR)r — Awg) — sA L _2 4
|| |z|
_ _ WR Y
= s((wR)t — Awp — S)\W> + s/\W
A P
> T |P _— T
> s(\VwR\ + ‘$|2> +s>\|$‘2
1 1+ 1yp1 v oA
> of - pe—p_ ("¢ P N 2
—8<(1+s)p1‘v“’| ° <1+5) Vol > T T e

donde para obtener la tltima estimacién hemos utilizado la siguiente desigualdad elemental

]_ —1
la+ b < (L Mal + (14+2) o
g

1

Tomando s = 1, deducimos que
w A Y 1 1 A
—Av-A\—>|VupPt+ —- s - ———— VY|P + — —.
Wt w |3§'|2 sl | (4)| + 1+5 ’$|2 Ep_1(1+5)| ¢| + 1+€ |Qj‘|2

Por tanto, eligiendo ¢ suficientemente grande, existe una constante positiva cg tal que

A 1 A 1 o

AT NS | v 00| I U
IT+e|z]? 14¢e|x)? 5p*1(1+6)| vir = |z|?
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De aqui se obtiene que w € C(0,T; LY(Q)) N L?(0,T; W012(Q)) es una supersolucion del
problema (5.43) y el resultado se sigue como en el caso 2 = B;(0).

Caso 2: p_(\) <p < q4+(A). Como % 6 (p—(N\),p+(N)), empezamos suponiendo que
p > N+2 Sea w(z) = Alz|™ con 8 = =L y grAP~! = B(N — 8 — 2) — A. Entonces
B e (a1, az) y A > 0. Esta claro que w € VVIOC 2(RY) y que

Usando un argumento de reescale podemos suponer que 2 C B1(0). Si denotamos wa(x) =
A(|z]™# — 1), entonces ws satisface la ecuacién

—Awy > A2 4 [VuwglP + MAlz| 2.

|z |2
Por tanto, si ug(z) < wa(z)y ¢ < AA, deducimos que wsg es una supersolucién del problema
(5.43) y el resultado de existencia se sigue por un argumento de aproximacién como en el
Caso 1.

Supongamos ahora que g¢—(A\) <p< % Como A < Ay, fijamos Ay < Ay tal que
A< Ay pr(\) > N . Sea p1 > N+2 tal que p; < p+()\1) Al igual que en el caso
anterior, definimos w(z) = A|z|® con f; = 22 y gPAP = B(N — 5 —2) — Ay

p1—

Ademas, wy € W (RN ) satisface la ecuacion

—Awy = )\1 -+ \Vw1|p1

|z !2
Como p < p1 v A < A1, entonces mediante un calculo directo se prueba que

—Awl > )\ +9]Vw1\

| |2
con 6 > 0. De este modo, para wa(x) = Gﬁwl(az) = QﬁAl(mﬂl — 1) obtenemos que

—Awg > A2 4 \Vw2|p—|—)\99 TA;|z| 2.

|!2

1
Al igual que antes, si ug(z) < wa(z) y ¢ < AJ?-T Aj, entonces wse es una supersolucién
del problema (5.43) y mediante un argumento de aproximacién concluimos el resultado de
existencia. -

A continuacién, estudiaremos el caso A = Ay, para el cual p, (Ay) = 2. En [12] se
prueba la existencia de una constante positiva ¢; > 0 tal que si

(o) A e a= () (lesi) " r< k6o

entonces cjw(x) es una supersolucién del problema

)=|5

1
sw+|VwlP +¢cg  en B.(0) y w,=0 endB.(0),

—aw=ANpe
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donde 0 < g(z) < ‘2 y ¢ es suficientemente pequena.

|z

No es dificil comprobar que w € WO1 “(B,(0)) para todo ¢ < 2. Con mds precision,
w € H(B,(0)), que es la complecién de C3°(B,(0)) con respecto a la norma

2
, _ Vo2 dz — Ay / |¢|
16155, (0)) /BT( Vel B, (0) ’Jf|2

Usaremos esta supersolucién estacionaria como supersolucién del caso parabdlico. Tenemos
el siguiente resultado de existencia.

Teorema 5.3.3 Sea A = Ay y supongamos que ug(x) < w, donde w es la funcion definida
n (5.46). Entonces el problema (5.43) tiene una solucién minimal v € C([0,T]; L*(£2) N
L0, T; H(Q)).

Demostracion. Empezamos estudiando el caso 2 = B,.(0). Consideramos el problema

(Un)t — Avyp, = Ayap(z)v —i—M en B.(0)x (0,7
n)t n — ANUn n i %|V’Un|p T ) )
vn(x,t) = en 0B,.(0)x (0,7, (5.47)
vn(x,0) = Thw(x) en 0B,(0).

Como w es una supersolucién del problema truncado anterior (5.47), usando el principio
de comparacién del Lema 5.1.3, resulta que v, < w. Tomando v, como funcién test en
(5.47) se sigue que

L T) dx + \wn\ dedt— Ay | Y gt
2 )50 o L |z
r 1
S// |Vop [P vndxdt+co// 2d93dt—|—/ w? () dx
0JB,(0) (o) 1] 2 JB.(0)
// |an|pwdxdt+co// —Qdmdt—i— 1/ w?(x) de.
+(0) NOREL 2 /B0

Por la desigualdad mejorada de Hardy—Sobolev obtenida en [130] (véase también [4] para
una prueba elemental), obtenemos que

P

T T ) T o R\ 2
/0/ |Vup [Pw dx dt < 5/ lunllr(s, 0y dt + C(6) // w2-p (log m) " d dt.
~(0) 0 0/ B(0)

N+2

Como p < , entonces
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Por tanto, eligiendo § suficientemente pequeno concluimos que

1 / v2(x,T) dx
2 /5.0

T T 212
+u—@(// \V%PM&—AN//‘ ’gmw)gcwwy
0 B(0) 0JB(0) |z

De aquf se sigue que v, estd acotada en L?(0,T; H(B,(0)). Integrando en B,.(0) x (0,T),
resulta que
sup / v2(x,t) dx < C(T, 7).
t€[0,7] J/ B (0)

Entonces, v, estd acotada en L (0, T; L?(B,(0)) N L?(0,T; H(B,(0)) y existe una funcién
v € L>®(0,T; L*(B,(0)) N L*(0,T; H(B,(0)) tal que la sucesién v, — v débilmente en
L?(0,T; H(B,(0)). La convergencia fuerte y el hecho de que v € C(0,T, L*(£2)) se siguen
usando los mismos tipos de argumentos de los resultados de existencia previos.

Para finalizar, en un dominio general acotado, la existencia se demuestra como en el
teorema previo. Consideramos una bola Bg(0), tal que Q@ CC Br(0). Un argumento de
reescale nos permite probar la existencia de la solucién minimal vg del problema (5.43)
en Bp(0). Estd claro que v es una supersolucién del problema (5.43) y por tanto, para
finalizar, basta aplicar de nuevo un argumento de aproximacion. [

Nota 5.3.4 Con argumentos similares a los anteriores, se prueba también que el problema

ut—Au:|Vu|p+)\#+cf(:L‘,t) en Qr=Qx(0,7),
u(z,t) >0 en Qp,
u(z,t) =0 en 00 x (0,7),
u(z,0) = up(x) si oz €,

tiene una solucion positiva si f(z,t) < ﬁ y ¢ < ¢(T) es una constante convenientemente
pequena. Seria interesante encontrar condiciones necesarias y suficientes en f y ug para
obtener existencia de soluciones positivas al problema anterior.

4. Problema de Cauchy

En [76], los autores consideran el problema,

up = Au+ |VulP r RN, t>0,
(5.48)

u(z,0) = up(z) >0, ug 0, =€ RY,

con p > 1y prueban la existencia de una solucién global positiva a (5.48) bajo ciertas
condiciones en el dato inicial ug.
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En esta seccién, mostramos que bajo la influencia del potencial de Hardy, el compor-
tamiento es bastante diferente. Consideramos el problema
U

u — Au = )\‘$|2

+|VulP  en RN, t>0, A>0, u(x,0)=up(x) en RY. (5.49)
Como consecuencia de lo que hemos probado en las secciones previas, sabemos que (5.49)
no tiene supersolucién local para p > ¢4(\). Vamos a demostrar la existencia de un
exponente tipo Fujita, por debajo del exponente critico de existencia g (\).

2
. , _Nio gy = .
Como vimos en el capitulo pasado, v(r,t) = t~ 2 T* ~®e7r es una solucién auto-
semejante de la ecuacién lineal homogénea

v N
vy — Av — )\W =0 en R (5.50)

que satisface [pn 2|7 0(r,t)dz = C. Esto nos da una cota inferior para las supersolu-
ciones del problema (5.49).

Noétese, en particular, que para A = 0 (o equivalentemente a; = 0), obtenemos la
solucién fundamental de la ecuacion del calor.

4.1. Soluciones con explosién en tiempo finito: exponente tipo Fujita

Como las soluciones del problema (5.49) no estdn acotadas, la explosién L™ es ins-
tantanea. De acuerdo con el comportamiento de la solucién auto-semejante v de (5.50) y
dado que cualquier solucién positiva de (5.49) es una supersolucién de (5.50), la siguiente
definicién aparece de forma natural.

Definicién 5.4.1 Sea u(z,t) una solucién positiva de (5.49). Decimos que u explota en
tiempo finito si existe T* < oo tal que

lim |z| " u(z, t) doe = oo,
t—T* BT(O)

en cualquier bola B, (0).

Para encontrar un exponente de tipo Fujita para la ecuacién (5.49) en el caso en el
que el fenémeno de explosion ocurre en el sentido de la Definicién 5.4.1, seguimos los
argumentos clasicos (constltense por ejemplo [69] y [127]). Con més precisién, buscamos
una familia de subsoluciones del problema (5.49) de la forma

w(r,t,T) = (T — t)‘%(ﬁ),

donde 60, 8 > 0 seran elegidos posteriormente y ¢ > 0 es una funcién suave. Si denotamos

s = ﬁ, resulta que
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_ (T _ 4\—0-1 pr /
we= (1 =000+ 5 55¢9)),
wy (1) = (T — )97 (s), (5.51)
Wy (r, 1) = (T — ) 70728¢"(s).
Se tiene que satisfacer que
N —1 w
— Wy — = AL <, P 5.52
wy — w W 3 = |we| (5.52)
Eligiendo 0 = % y B = % y reemplazdndolas por su valor en (5.51), la desigualdad
(5.52) se transforma en
N-1 1 A
AN L AN A < 111P(s). '
'(s) = (F=—==35)¢) = (5 = 0)¢(s) < ICP(s) (5.53)

2

Consideramos (s) = Ap(cs) con ¢(s) = s™%e" T, A > 0, y ¢ > 0. Por tanto, (5.53) es
equivalente a

—csz(z + %) + S%(cal(N —1) =P +a3) — )\)
c(N—oq)_Cg( 1)+ (2-p)

T NTS) T
< AP-Lap—D(-an) (ﬂ I %)”S—al(p—l)eﬁ(cs)?(p—l),
- cs 2

Si s es suficientemente grande, entonces la desigualdad anterior se mantiene para todo
A>07yc>0.Sis estd cercano a 0, como af — (N — 2)a; + A = 0, basta elegir ¢ € (0, 1]
tal que cay (N —1) — c?(a1 + a2) — A < 0y la desigualdad anterior se mantiene para todo
A > 0. Por ultimo, para obtener un control en un intervalo compacto, basta con elegir
A > 0 suficientemente grande.

Por tanto, podemos encontrar una familia de subsoluciones de (5.49) dada por
2

__2-p cr —a1 _1ler
w(r,t,T)=A(T —t) 2-0 ( —— e AT-t,
(T —1)
—1)2

Merece la pena senalar que en el caso A = 0, es decir, a3 = 0, la desigualdad anterior se

reduce a )

1 N
(2-p)

que no es cierta cerca de s = (0, dado que % + % +2p=1) > 0. Esto nos proporciona una
justificaciéon numérica para el hecho de que para A = 0, no hay exponente de tipo Fujita.

Sea B,(0) una bola en R". Como

_@p)  N_ay [GipiZ
/B<o>Ix\“"lw@,t,T)dx:C(T—t) en e [T g(s)sN T g,

0
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entonces para p < 1 + ﬁﬁl’ es decir, —% + % — % < 0, se tiene que

lim |z| " w(x, t, T) de = co.
t—T B,.(0)

Por tanto, un candidato a exponente de tipo Fujita para el problema (5.49) es F;(\) =
1+ ﬁﬁl Esta claro que si 0 < A < Ay entonces

N+2 N+2
B =i - - <
F0%) = lim Fy(\) = 57 < B0 <p-(3) <

Noétese que la primera desigualdad muestra una discontinuidad del exponente de tipo
Fujita en A = 0.

Analicemos las propiedades de esta familia de subsoluciones:

(i) Por construccién, w(r,t,T) explota en tiempo finito en el sentido de la norma local L!
con pesos de la Definicién 5.4.1.

(ii) Supongamos que p < Fy(\) =1+ ﬁﬁl y denotamos por u(z,t) una traslacién en
tiempo de una solucién de (5.49), es decir, si u(x,t) es una solution de (5.49), entonces
u(x,t) = u(z,t + T). Como u(x,t) es una supersolucién de la ecuacién homogénea (5.50)
con los mismos valores iniciales, basta comprobar que v(z,T) > w(r,0,T'), para obtener
que u(x,0) > w(r,0,T). Esto se sigue inmediatamente dado que p < Fy(\) =1+ ﬁﬁ_l

(iii) Veamos que
u(x,t) > w(x,t), Vt<T. (5.54)

En efecto, sea k(z,t) = w(z,t) — u(z,t). Se sigue inmediatamente que

ke — Ak < >\|k2 + |Vl - |VaPP en RY, te(0,Ty), Ty <T.
X

Como p < Fy()), entonces el lado derecho pertenece a Li (RN x (0,T)). Aplicando la

loc
desigualdad de Kato (véase el Teorema 0.0.15) obtenemos que

k
ki — Aky < )\ﬁ +pG|Vky| en RN, te(0,Ty), Ty <T, (5.55)

]{4_(.’1}, 0) = 0,
con G(z,t) = [Vw[P~L. Nétese que k+ € L2(0, Ty, WH2(RN)).
Eligiendo 8 > 0 tal que (8 + 1)\ < Ay, tenemos que

T
/0 /RN KNV |2 da dt < oo, (5.56)
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En efecto, para ¢ > 0, consideramos m.(s) = (1fgs)ﬁ y definimos D.(s) = [5 me(y)dy.

Usando m.(k4+) como funcién test en (5.55), se sigue que

T k B—1 ‘Vk |2
D.(ky(z,T1))d + L drdt
RN 6( +($’ 1)) x—l_ﬁ/o /RN <1+€k+> (1+€k+)2 v

T k’ 8
< * G|Vk, |dz dt.
_/0\/RN <1+5k+) | +| r

Aplicando la desigualdad de Young tenemos que

+
//RN e G]Vk+|dxdt

5 1 T
k 2d dt 2 t kﬁ‘i‘ld dt.
//]RN 1+6k+ V| dx +0(6)/ /RN|G‘ (z, )KL du

Como ky <wy2(p—1)(a1+ 1)+ ai1(f+1) < N, entonces deducimos que

1
// G (, )k da dt < C.
0 JRN

Por tanto, cuando € — 0, aplicando el Lema de Fatou, se concluye que

T
/ kﬁ“d:c—i—ﬂ// kP 2 da dt < oo,
RN 0 JRN

y (5.56) queda probado.

Por otra parte, dado que p < 1+ m, existe ¢ > 1 tal que

N

sup / Gz, 1) dz = C(T}) < oo
te[0,71] JRN

Entonces, para § > 0 tal que (8 + 1)\ < Ay y para a > 0 suficientemente pequeno,

consideramos 1 la solucion del problema

- A — /\(ﬁ+1)’¢‘2 —aG(a, )| en RN, te(0,T1), .

Pz, T) = o(x) en RY,

con 0 < ¢ € LY(RY) N L®(RY). Para la prueba de la existencia de 1) nos referimos a la
)ﬁ como funcién test

segunda subseccién del Apéndice de este capitulo. Usando w(l f;’m

n (5.55), pasando al limite cuando € — 0 y por el resultado de sumabilidad de (5.56), se
sigue que

1 g
— | Y@ Hy(x, ) d // K2k Py da d
77 L w8 [ K7VE Podeds
1 T s n 3
+/ KO (—wt—Aw)dmdsg// G|k |4 da ds
B+1Jo o JrN

T
:/0 /]RN ]G!\Vk+|vi1+92+031/1dxds,
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donde 6y = 231, 0, = B y g5 = @205 cumplen que 6 +6;+05 = 3. Por la definicién
de ¥ y usando la desigualdad de Young, resulta que

1 G _
/ K (2, ) (0, t) da:+ﬂ// K7 Vky |2 dae ds
RN 0 JRN

B+1
a Tl B+1 . p-1 2
+6+1/0/]RN]€+ |G]q¢dmds§n1/0/RNkr+ |VEky|“ydxds
Ty T
+ 2 / / kﬁ+1]G|q¢ dx ds + 773/ / kﬁ“(x, $)Y (x,8) dx ds.
0 JRN 0 JRN
Eligiendo 7; y 72 suficientemente pequetios, obtenemos que

1 Ty
,B‘H/Q k‘ﬁ+1(l’,t)w(l',t) dx < 7)3/0 /Q k;£+1(1'75)¢(1',3) da ds.

Como ky >0yt >0en RN x(0,7) para t < T, entonces por la desigualdad de Gronwall
se tiene que ky =0y w(x,t,T) < u(x,T +t). Por tanto, (5.54) queda demostrado.

Como consecuencia, se sigue el siguiente resultado.

Teorema 5.4.2 Supongamos que p < Fy(A) = 1+ ﬁlﬂ Entonces la solucion u de
(5.49) explota en tiempo finito en el sentido de la Definicion 5.4.1.

Por esta razén, llamamos Fjy(A\) = 1+ g——7 +1 al exponente de tipo Fujita asociado al
problema de Cauchy (5.49). La prueba de que efectivamente F,(\) se comporta como el
exponente de Fujita aparece en la préxima subseccién.

Nota 5.4.3 Los argumentos usados anteriormente no pueden aplicarse al caso critico
p=F,A) =1+ ﬁﬁrl Queda como problema abierto saber qué sucede si p = Fy().

4.2. Existencia global para F,(\) < p < ¢+()\) y datos adecuados

Para probar existencia global, buscamos una familia de supersoluciones de la ecuacién
(5.49), es decir, buscamos w tal que

N -1
Wt = Wyr = ———Wr = )\% > |w'|P, (5.58)

con w de la forma

w(r,t,T) = (T—}-t)_eg(ﬁ),

donde g es una funcion suave acotada positiva y 6, 3 > 0 estdn convenientemente elegidos

(véase por ejemplo [68] y [127]). Si denotamos s = m, se sigue que
_ —0-1 pr
w= = (077 (0905) + 59 9)
w(r,t) = (T + )74/ (s), (5.59)

W (1) = (T + 1) 02/ (s),
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Para obtener homogeneidad en la ecuacién, basta elegir 8 = 2((2p__p1)) y B = % Por tanto,

usando (5.58) deducimos que

N-1 1

g'5) + (= 55)d () + (s% +0)g(s) +1g'(5)|” < 0. (5.60)

32
Consideramos a1 < v < I% y g(s) = A¢p(cs) con ¢(s) = s Ve" 1, A > 0,¢c > 0.
Sustituyendo en (5.60), resulta que

2(~2 — _ 2 2 2 _
(7 (£8)22)’Y + A) + (CS)2< T jl) 2 (N 1) Y

(2-p) 1 p-1( Y, sc\P1 —(p=1) —L(cs)2(p—
~= B opplepm (L 2 V(=1 g—7(es)*(p—1) < .
oo T C Qs+2> (cs) € <0

Comoa; <yyp>1+ ﬁﬁ-l’ es suficiente elegir ¢ < 1 para tener los siguiente

2 2 2
2 cc (N-1) v (2-p) 2<C 1)
S S S I S ) S ) <o.
‘7T 2 2 tapony =0 v g g)s
Ademads, dado que v < 1% y 2(v?> — (N — 2)y + \) < 0, eligiendo A suficientemente
pequeno, se sigue que

AP = (N =27+
(cs)?

sC

sarte (2
cs 2

-1
)p (cs) 1P~V em1(e)*(=1) < .
Por tanto, hemos encontrado una familia de supersoluciones w(|z|, t) tales que
Por otro lado, se tiene que
—a2|g|?

2_
w(|z],0) = AT72(P*p1>a_7|a:|_76_ 2, donde a= Ll <1
T2

Consideramos la clase de datos iniciales
||
Fp = {uo RN SR:0< up(z) < A|x\_ale_DQT}.

Para que ug(x) < w(x,0) para alguna supersolucién, debemos elegir D verificando

- T—og a _
(pr@) o s ar
—a

Ademas, dado que 2(a; +1) < N y que para algin \ se tiene que
plen +1) < gr(M)(an +1) =a1 +2 <N,

para vy > aq, con 7y préximo a «aq, deducimos que 2(y+1) < N y (v+1)p < N. Por tanto,
concluimos que w € L2((0,T), WH2(RY)) y |Vw|P pertenece a L((0,T) x RY).

Para demostrar la existencia de una solucién global positiva del problema (5.49),
seguimos un argumento de iteracién-comparacion.
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El punto clave de los préximos argumentos esta en la eleccién de vy € (a, I%) cerca
de a3.

Supongamos 0 S wup(z) < w(z,0), entonces esté claro que v(z,t) = 0 es una subsolucién
estricta. Construimos una solucién global como limite de problemas aproximados en do-
minios acotados. Sea B, la bola en R con radio n y centrada en el origen. Consideramos

v € L2((0,7), Wy *(Bny1)) N L((0,T), Wy P (Bp1)), VT > 0,

soluciones débiles de los siguientes problemas aproximados,

1 |Vo,|P
Ut —Avy = A1+ 15— en By, t >0,

2 + 5 L+ 5 [VonlP (5.61)
vn(2,0) = wug(x) en Byy1, t >0,
vp(z,t) = 0en dBpy1, t >0,

con
vor — Avg = Oen By, t>0,
vo(x,0) = wup(z)en By, t >0,

vo(z,t) = 0en dBy, t >0,

Y Up—1 = Up—1 €n By, 9,1 = 0 en RN \ By,. Aplicando el principio de comparacién del
Lema 5.1.3, concluimos que 0 < vg < v; < -+ < vp—1 < v, < wen Byyp. Por tanto
existe u € L?(0,T, L*(RY)) tal que v, T u fuertemente en L2(0,T,L*(R™)) y u < w.
Como w € L%(0,T; WH2(RY)), 2en‘conces usando el Teorema de la convergencia dominada

2 = 2 fuertemente en L'RN x (0,7)).

1
se sigue que ———v
|z[?

2|2 + &
Para probar que u es una solucién del problema (5.49), basta demostrar que
|V oy, [P

— =, |Vul? fuertemente en L} (RY x (0,7)).
1+ %|vv~n|p ’ ‘ loc( ( ))

Se cumple que {v,} estd uniformemente acotada en L?(0,7;W1H2(RY)), donde v,
esté extendida por cero en RV\ B,,(0). En efecto, tomamos v3 como funcién test en (5.61),
donde s > 0 serd elegido posteriormente. Usando las desigualdades de Hélder y Young,
tenemos que

1 T
/ vt (2, T) da + s// 05V, |? da dt
By 0

S+1 By,
g 1 +1
< SIVo,|P de dt + —— s d
_/O/ann| vp|P dx +5+1/Bnu0 (z) dx

T T (2—p)s+p
§5// Ufl_1|an|2d:Bdt+C(5)// v 277 dxdt + C(s,up)
0J By 0JBn

T 1 9 T (2—p)s+p
Sa// vy Vg d:cdt—i—C(a)// w 2-p  dxdt.
0JBp 0JBn
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Por tanto, concluimos que

1 T
/ vt (2, T) da + (s—e)// 037V, |? dz dt
s+1/p, 0/B,

T (2—p)s+p
€) // w 2r  dxdt+ C(s,up).
0JBn

Dado que w tiene un decaimiento exponencial en el infinito, basta considerar el compor-
tamiento de w cerca del 0. Resulta que,

—v((2—p)s+p)

1 r =2C=p)stp)
/ v (2, T)dx 4 (s —€) / / v | Vo, |?dedt < Cy 4 Cy / || 2 duadt.
s+1/B, o JB, B

Y((2 = p)s +p)
2

La ultima integral es finita si < N. Como v puede ser elegido cercano a o,

p
2 — N
(2= p)s +p) < N, que implica s < M(p ):——L.
2 a 2—p

-p
Dado que p < p4(\), entonces M(p) > 0. Esta claro que D es decreciente en p, entonces
—2—

basta estudiar la desigualdad

se sigue que D(p) > D(p+(N\)) = T > 1. Podemos por tanto escoger s = 1 en los

célculos anteriores. Concluimos que {v,} estd acotada en L2(0,T; W2(R™)). Por tanto,
vp — u débilmente en L2(0,T; W12(RY)). El mismo calculo nos permite probar que {v,;}
estd acotada en L2(0,T; W~ 12(RY)).

Probamos ahora que v, — u fuertemente en L2(0,T; WH2(RY)). Sea ¢ una funcién
positiva tal que ¢ = 1 en Bg(0) y ¢ = 0 en RV\ By (0), para R muy grande. Paran >> R,
usamos (v, — u)¢ como funcién test en (5.61). Se sigue que

/ / Unt (U, — uw)pdzdt —l—/ / OV, V(v — u)dzdt —l—/ / — u)VoVu,dzdt
RN RN

/ /RN P 1 On-1(vn ¢da:dt+/ /R WT%' n’p(vn—u)¢dxdt_

Demostramos que

A/T/ — L i <;5|da:dt+/ / _Venl® o, ygldedt — 0, (5.63)
n— - :
o Jrv |z2+ 2 ' RV 1+ 5 [Vo|P

cuando n tiende a infinito, independientemente de la eleccién de ¢. En efecto, para pro-
barlo, usamos el hecho de que v,, y v estdn dominadas por w.

(5.62)

El primer término estd controlado por A%, para todo ¢ satisfaciendo las hipotesis
anteriores. Por tanto, basta aplicar el Teorema de la convergencia dominada.

Para el segundo término, seguimos el cdlculo anterior. Usando la desigualdad de Hélder,
tenemos que

Voun|P T
Jo Jew Tt (vn —wildadt <[ fo [Vvallon — uldadt

2

(foT Jan |an|2d:vdt)g (fOT S~ |vn — u|%dxdt> 2

IA

p
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Gracias a la eleccién de v y a la condicién en p, basta aplicar el Teorema de la convergencia

dominada y obtenemos que fOT Jan lvn — u|Z=Pdxdt — 0 cuando n — oo. Como {v,}
estd acotada en L2(0, T; W12(RY)), se concluye (5.63).

Tratamos ahora con el primer término en (5.62).

Esta claro que fOT IRN v, — u)VoVupdrdt — 0 cuando n — oo, por tanto se sigue que

/ / Unt (U, — ) dadt + / oV, V(v — u)dzdt =
RN RN,
/ / n — W)e(vn, — u ¢dwdt+/ / u(vy, — u)o daedt+
RN RN

//¢>|V u)| d:ndt—i—/o RNgquV( n — u)dxdt =
/ (Un — ) ¢dx+/ / OV (v, — w)|*dxdt+

/ ut(vy, — w)pdrdt + / dVuV (v, — u)dzdt.
RN RN

Usando la convergencia débil de {v,} y un argumento de dualidad, no es dificil ver que

/OT /RN ut(vn, — u)p drdt + /OT /RN PVuV (vp —u)dzdt = o(1),

independientemente de la eleccién de ¢. Haciendo tender R a oo se sigue que

1
/ (v, —u dx+/ / n — ) |2dzdt — 0 cuando n — oo,
2 RN RN

y se concluye la convergencia fuerte. Como consecuencia, obtenemos
que u € L2(0,T; W12(RY)) es una solucién débil de (4.23) con u < w. Estd claro que
u(z,t) — 0 cuando t — oo para todo z € RV\{0}.

Mas precisamente, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 5.4.4 Supongamos que Fy(\) < p < q4+(X). Entonces el problema de Cauchy
(5.49) tiene una solucion global positiva para dato inicial ug suficientemente pequeno.

Explosién en tiempo finito Existencia Global No Existencia

5. Apéndice

5.1. Convergencia puntual de los gradientes

En esta parte del Apéndice probaremos la convergencia puntual de los gradientes usada
en la prueba del Lema 5.1.9 y del Corolario 5.1.10. Realizaremos los detalles para el caso
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del Lema 5.1.9; en el caso del Corolario 5.1.10, dado que tenemos la misma clase de
estimaciones a priori, se concluye utilizando los mismos argumentos. En el Lema 5.1.9,
considerabamos para cada n € N, los siguientes problemas truncados

1 |V [P
—Avp = AT, (== Yo + — R Q% (0,7),
o Ak =t g e x0T 4
vg(z,t) =0 en 00 x (0,7), (5.64)
vk(x,O) = Tn(ﬂo) si oz €,

con A< Ay, k>1,up € LY(Q) y f € L>(Qr).

Usando el Lema 5.1.3, concluimos que vy < viy1 y vx < u para cada k. Por tanto,
existe u,, satisfaciendo u, = lfmy_,o v < U en casi todo punto y en L(Qr).

Con el fin de simplificar la notacién escribimos

‘V0k|p

9k(2,t) = ——F =
( ) 1+%!Vvklp

1
+ Aap(z)vp + f,  donde a, = Tn<W)

Veamos que gy, estd uniformemente acotada en L*(Q2x (0, T), ¢ dx dt), donde ¢ es la solucién

del problema

{ —Ap=1 en Qx(0,7), (5.65)

»=0 en 00N x(0,7).

En efecto, usando ¢ como funcién test en (5.16) y dado que v < u, resulta que

/Qﬂ(x,T)gZ)dx+/T/Qﬂ(x,s) d:cdsZ/vk(x,T)gZ)dx

0 Q

+ /OT/Q vg(z,8)drds > /OT/Q gk (x, 8)p dx ds.

T
//gkgzﬁda;dsgC VEk.
0/

Se puede comprobar facilmente que u resuelve el problema

Por tanto,

ug—Au=pu en D'(Q x (0,T)),

donde g — p débilmente en el sentido de las medidas. Para obtener la convergencia pun-
tual de los gradientes, seguimos argumentos similares a los de [32]. La principal diferencia
con el resultado de convergencia obtenido en [32], es que en nuestro caso la estimacién de
energia sobre Ty (uy,) es local en el espacio y necesitamos hacer algunos calculos adicionales.

Teorema 5.5.1 Sea {vi} como en el problema (5.64). Entonces

Vo — Vu, ctp. (z,t) € Qx(0,T).
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Demostracion. Usando T, (vk) - ¢ como funcién test en (5.64), obtenemos que

/Q@m(vk(x,T))qux + /T/ VT (00) 26 da ds

// m(UR) (—A@) da:ds-//gk x, 8) T (vy,) dz ds,

donde ©,,(s) = [ Tin(o)do. Ademés, utilizando la acotacién obtenida anteriormente,
resulta que

/Q@m(vk(x,T))qux + /OT/Q VT (00) 26 da ds

T T
+// O (vg) drds < m// gk (z, s)pdrds < Cm.
0J/Q 0J/Q

De este modo, se sigue que

T
// VT (vi)|?p dx ds < Cm,
0./0Q
y por tanto, salvo una subsucesién,
VTm(vg) = VT (u,)  débilmente en L*(Qp, ¢ da dt).

Por otra parte, como gy estd acotada en L'(Qr, ¢ dx dt), obtenemos, en particular, que

T
N +2
9pdx dt Vk € N.
/O/Q\Vvk|¢x < C, q<N+1 €

Para obtener més detalles, véase [32, Lem. 2.2].

Para probar el resultado, es suficiente demostrar que para algin 8 > 0, se tiene que
/ IV (v — un)|?¢dadt — 0 cuando k — oco.
Qr

Al igual que en [32], denotamos por w(k, v, m,e) cualquier cantidad que satisface

lim 1im sup lim sup lim sup w(k, v, m,e) =0
e—0T m—oo v—oo k—oo

y por w”™#(k) cualquier cantidad que va a cero cuando k — oo, para v,m y ¢ fijados.

Realizamos la siguiente regularizacién en el tiempo. Para v € L?(0, T} W[} ’Q(Q)), defi-
nimos

sitel0,T],

t v(z,t)
vy (x,t) :/ o(x, )’ ds,  donde v(z,t) =
0 sit¢[0,T].

—00
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Estd claro que v, — v fuertemente en L?(0,T; W()l2(Q)) y que (v,) = v(v —1v,) en el
sentido débil, es decir,

{(v,),w) = I//Q (v—v,)wdzdt  Ywe L*0,T; W012(Q))

Como ¢ € Wy2(82), entonces Tp, (v)d € L2(0, T3 Wy () ¥ (T (v) @) = &(Tyn(un))o-

Consideramos ahora 0 < 260 < 1 y hacemos la siguiente separacion de integrales,

| 190 ) o e
Qr

_ / IV (0 — wn)[? 6 da dt +/ IV (0 — ) dar dt = T+ Ty
Up>M

Up<m

Estimamos en primer lugar la integral I,

/ |V (vg —un)\%gbdx dt
Up>m

20

1—20

< c</QT(|Vvk| + [Vu,|)i¢dx dt> (meas{|uy (z,t)| = m}) <.

Como meas{|un(z,t)| > m} — 0 cuando m — oo, se sigue que
Imi — 0 cuando m — oo. (5.66)
A continuacién, estimamos la integral
T = /Q IV (T (vi) — T (un))|* ¢ da dit.
Usando la definicién de (T3, (up)), v la monotonia de vy, deducimos que
0 X (o (T (un))o>e} = Xun—(Ton(un))u|>e} ¥V,m EN,
0 X = (Ton(wn))u | >e} = XJun=Ton(un)|>e} VM € N.

V—00

Como consecuencia de ésto, tenemos que

Ime < /Q V(T (vr) — Tm(un))|20¢X{\vk—(Tm(un))u\>s} dx dt
T

+ /Q ‘V(Tm(vk) - Tm(un))|29¢X{\vk7(Tm(un))y|§e} dx dt.
T

Como |V (Tyn(vk) — Tyn(un))|??¢ estd acotado en L%(QT) y dado que X{ju,—Tpm(un)|>e}
tiende a cero en casi todo punto, concluimos que

/Q IV (T (vk) = T ()22 BX (o (T () [ 5} AT At = w(k, v, m,€). (5.67)
T
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Por otro lado, se satisface que

/Q IV (Ton (0) = Ton (1)) 2 X {0y (T3 ) <) A0 I <
T

0
c<meas<sz>>”( /Q IV (T (0) = Ton (1)) POX (o <2} dmdt) .
T

Ademds sabemos que se cumple la siguiente desigualdad,

/Q |V (T (vi) — Tm(un))|2¢X{|vk*(Tm(un)),,|§s} dz dt
T
< /Q (Vg — Tm(un))|2¢X{|vk_(Tm(un))u|§5} dz dt
T

< A VurV (vk — Tin(Un)) BX {jog— (T (un))w| <e} 4T dt
T

-, VT (un) V(v = T (Un)) OX (o, — (Ton (un))o | <e} 42 AL
T

Usando la convergencia débil de T, (vx) y la monotonia de {vy}, deducimos facilmente que

T 0V (0 = T 006X (0 ) 0 = 77 ), (5.68)
T

Por tanto, para estimar J,, ;, nos queda tan sélo por estudiar la integral

o Vka(vk - Tm(un))¢X{|vk,—(Tm(un))y\§a} dx dt.
T

Como (T, (un))yd — Trn(un)e fuertemente en L2(0,T; Wol’Q(Q)), tenemos que

/Q V0 = T () > OX g — (T () | <2} At
T
= /Q VUkV(Uk — (Tm(un>)V)¢X{|vk—(Tm(un))y|§£} dx dt + wm’a(k', I/).
T

Usando ahora T (vg — (T (un))y )¢ como funcién test en (5.64), se sigue que

(i)t Te(vi — (T (un))v)d) + o OV VT (v — (Tin(un))y) dx dt

+ / T:(vk — (Trn(un))w) Vor Vo da dt = / T (v — (Tin(un))v) g d dt
Qr Qp

< 8/ grodx dt < Ce.
Qp

Una simple variacién de [32, Lem. 3.1] nos permite concluir que

(ke Te(vr — (T (un))v) @) = w”"™= (k).
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Por otro lado, no es dificil comprobar que
= () V09 < O,
y por tanto, concluimos que
/Q OV VT (vg — (Tin(up))y) de dt < w(k,v,m,e). (5.69)
T
Uniendo ahora (5.67), (5.68) y (5.69) se obtiene que

Ime = w(k,v,m,e). (5.70)

Finalmente, de las estimaciones (5.66) y (5.70) se sigue que
/ IV (vy — up)|?pdedt — 0 cuando k — oo
Qr

y como consecuencia, tenemos la convergencia puntual de los gradientes. [

5.2. Un problema auxiliar en R" x (0,7

El objetivo de esta tultima subseccién es probar la existencia de una tnica solucién
¢ € L0, T, DV3(RY)) al problema

wt—Aw—)\’;/%—aB(w,t)w en RV, te(0,7),

¥(x,0) = to(x),

donde 1y € LY(RY) N L>®(RYN), a es pequeno y

(5.71)

sup B%(l',t)deC(T).
tel0,T] JRN

Teorema 5.5.2 Eriste una tinica ¢ € L*(0,T, DY2(RY)) solucion del problema (5.71).

Demostracion. Definimos el siguiente operador de L2(0, T, L?" (RY)) en si mismo:

H: L*0,T,L* (RN)) — L*0,T,L* (RN)),
v E— H(U)

Sea u = H(v) € L*(0,T,L* (RN)), para cierta v € L?(0,T,L* (RV)), la solucién del

problema
u

|2

u(z,0) = to(x).

up — Au — A =aB(z,t)v en RN, te(0,7),
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Esté claro que H estd bien definido y que u € L?(0, T, DV2(RY)).

Veamos ahora que para algun a suficientemente pequeno, el operador H es una con-
traccion. En efecto, sea w = u; — ug. Se sigue que

wy — Aw — )\% = aB(z,t)(v1 — v2). (5.72)

Usando w como funcién test en (5.72) y aplicando la desigualdad de Hardy, tenemos que

1 ) 1 5 Ay — A /T/ 5
= T)dx — - d dx dt
2/RNw (z,T)dx 2/szw (x,0) a:+( Ax ) ; RN|Vw| x

T
< a/ B(x,t) (v — vg) wdx dt.
0JRN

Como consecuencia de las desigualdades de Holder, Sobolev y Young, deducimos que

T i &
C'S/ (/ w? daz) dt
0o \JrN
1 1 2
T y b ) b N ~
< a/ (/ w? dm) </ (v] — v9)? d:L"> </ B(xz,t)2 dx) dt
0o \JrN RN RN

T . 2 T . s
< aCs/ (/ w? dl‘) dt—l—aC(T)C'(z-:)/ </ (v1 — vp)? dx) dt.
0 RN 0 RN
Por tanto, eligiendo a pequeno, tenemos que
[ H (v1 — U2)||L2(0,T,L2* ®N)) < Cllvr — U2||L2(0,T,L2* ®v)) ~donde c<1,

y concluimos que H es una contraccion.

Finalmente, aplicando el clasico Teorema del punto fijo de Banach, se sigue inmedi-
atamente el resultado de existencia buscado. [
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