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Capitulo 1

Introduccion

Al principio de este primer capitulo se presenta de manera muy general el
problema de la estimacién de conjuntos de nivel, cuya metodologia y aplicaciones
se estudiardn a lo largo de la memoria desde distintos puntos de vista. A con-
tinuacién, en la Seccién 1.2, se presentan brevemente algunas de las propuestas
mas representativas de la literatura sobre estimacién de conjuntos y se definen dos
estimadores, cuyo comportamiento se analizara en los capitulos siguientes. Con-
cluimos la seccién con una relacién de situaciones practicas en las que se pueden
plantear problemas de este tipo. En la Seccién 1.3 se puede encontrar un resumen
del contenido de los restantes capitulos. La tltima parte del capitulo 1 estd dedi-
cada a definir notacién y enunciar ciertas desigualdades clasicas que se utilizaran
mas adelante.

1.1 Planteamiento del problema

La teoria de estimacién de conjuntos estudia el problema estadistico de estimar
un conjunto S C IR? desconocido (generalmente compacto) a partir de una mues-
tra aleatoria de puntos Xi,..., X, cuya distribucién estd relacionada con S. El
ejemplo mas sencillo corresponde al caso en que las X; tienen la misma distribu-
cién de probabilidad y S es el soporte de la misma. Una versién més general de



este problema consiste en estimar los conjuntos de nivel S = {f > ¢}, donde f
denota la densidad de X; (respecto a la medida de Lebesgue) y ¢ > 0 es una cons-
tante prefijada. Estos dos problemas coinciden cuando f es la densidad de una
distribucién uniforme o, en general, cuando estd acotada inferiormente por una
constante positiva, ya que, para c suficientemente pequeno, todos los conjuntos de
nivel {f > ¢} son precisamente el soporte de f.

El planteamiento anterior considera problemas que estan conceptualmente rela-
cionados con los fundamentos de la estereologia (stereology). El objetivo de ésta
es, en un sentido amplio, la reconstruccién de un objeto a partir de la informacién
proporcionada por observaciones de dimensién inferior a la del objeto. Por ejem-
plo, dado un objeto en dimensién tres, podriamos tratar de estimarlo efectuando
en él secciones aleatorias de dimensién dos (planos), uno (lineas rectas) o cero
(puntos).

1.2 Una revision de resultados previos

Se suele citar a Geffroy (1964 a,b) y a Renyi y Sulanke (1963, 1964) como
primeras referencias sobre el problema de estimacién del soporte. Geffroy (1964
a,b) estudi6 el caso en que el soporte de la densidad f es el hipografo de una
funcién desconocida g, una hipétesis muy razonable en el anélisis de imégenes (ver
Korostelev y Tsybakov 1993). Concretamente Geffroy propuso un estimador cons-
tante a trozos del soporte, probd la consistencia del mismo, respecto a la métrica
funcional L*°, y obtuvo la distribucién asintética de la distancia del supremo entre
estimador y soporte.

1.2.1 El caso convexo

Sin embargo, la mayor parte de la literatura sobre estimacién de conjuntos ha
estado principalmente orientada a la aproximacién de un soporte S convexo. Ba-



jo esta hipétesis, en dimensién d = 2, Renyi y Sulanke (1963, 1964) propusieron
un estimador muy natural de S: el cierre convexo (conver hull) de la mues-
tra, H, = conv(Xy,...,X,), que es simplemente el conjunto de todas las com-
binaciones lineales convexas de las X;, ¢ = 1,...,n. El caso convexo presenta
una estructura matematica especialmente manejable debido a la existencia de una
isometria que identifica los dominios compactos convexos con sus correspondientes
funciones soporte (ver, por ejemplo, Schneider 1993, Gardner 1995). Esto permite
aunar resultados de la geometria estocastica y de la teoria de conjuntos aleatorios.

Otras referencias sobre las propiedades de H, (vértices, volumen, contenido
de probabilidad, consistencia,...) y su generalizacién a dimensiones superiores son
Efron (1965), Ripley y Rasson (1977), Moore (1984), Vitale (1987), Groeneboom
(1988), Schneider (1988), Molchanov (1993a), Hueter (1994), Diimbgen y Walther
(1996).

1.2.2 El caso general: dos estimadores intuitivos

Bajo la hipétesis de que el soporte S sea un conjunto convexo, el estimador
natural es H,, el cierre convexo de la muestra o una dilatacién de éste (ver Moore
1984, Ripley y Rasson 1977). En general, cuando S no se supone convexo, no hay
un dnico estimador natural. En esta memoria se estudiard el comportamiento de
un estimador del soporte y de un estimador de conjuntos de nivel de densidades,

ambos muy féciles de visualizar y que presentamos a continuacion.
Un estimador intuitivo del soporte

Chevalier (1976) y Devroye y Wise (1980) proponen un estimador sencillo e

intuitivo, basado en una modificacién directa de la muestra,

Sn =) B(Xi, €n), (1.1)

‘s

=1

donde B(z,a) denota la bola de centro z y radio a, y €, es una sucesién de
pardmetros de suavizado que debe tender a cero (pero no demasiado rdpido) para



que haya consistencia. Para estudiar la consistencia, primero hay que definir dis-
tancias adecuadas entre conjuntos. Las mds generalizadas son la “distancia en
medida”, d,, que evalia la py-medida de las zonas de cada conjunto que no son
comunes al otro, y la distancia de Hausdorft, dg, que es lo que hay que dilatar

ambos conjuntos para que se contengan mutuamente (ver Seccién 1.4).

Figura 1:  Aspecto del estimador de Devroye y Wise para distintos
tamafios del radio e, (Baillo, Cuevas y Justel 2000)

Bajo la hipétesis de que S sea e-convexo, Chevalier (1976) consigue tasas de
convergencia de S, a S con respecto a una distancia muy parecida a la de Hausdorff.
Devroye y Wise (1980) prueban resultados de consistencia universal (es decir, sin
restricciones sobre S ni sobre la distribucién de los X;) para el estimador (1.1).
Concretamente demuestran que una condicién suficiente para que la distancia en

medida (respecto a una medida p) entre S, y S tienda a cero en probabilidad es
& —=0 y ned — oo (1.2)

cuando n — oo (ver también Grenander 1981). Esto se verifica para cualquier
medida p tal que la distribucién de X;, Px << p (en S). También prueban que,
si

en—0 y > exp(—ane?) < oo para todo a > 0, (1.3)

n=1
entonces la distancia en medida converge a cero casi seguro (c.s.).
Observemos que las condiciones (1.2) son precisamente las que se imponen al
parametro de suavizado h,, en los estimadores no paramétricos de la densidad de



tipo kernel, para obtener resultados de consistencia de tipo L' (ver Wand y Jones
1995, Simonoff 1996). La condicién (1.3) es muy parecida a la que se le pediria a
hy, para que el estimador kernel fuera consistente casi seguro en L (ver Nadaraya
1989). En definitiva, la sucesién de radios €, en el estimador (1.1) juega un papel
analogo al de la ventana h, en los estimadores kernel de la densidad.

En el marco del andlisis de imagenes y bajo las hip6tesis de que las X; sigan
una distribucién uniforme en S, que S tenga una frontera Lipschitz a trozos y que
€, sea de orden O(logn/n)"/?, Korostelev y Tsybakov (1993) obtienen tasas de
orden O(e,) para la convergencia en probabilidad de du(S’n, S) a cero.

El estimador (1.1) puede considerarse como un caso particular de la propuesta
plug-in para estimar el soporte que aparece en Cuevas y Fraiman (1997). Estos
autores obtienen tasas para la convergencia a cero de la distancia de Hausdorff entre
el estimador S,, y el soporte S (ver también Cuevas 1990). Las hip6tesis impuestas
sobre S no son muy restrictivas (ver estandaridad en la Seccién 1.4), se pide que
f esté acotada inferiormente por una constante positiva y que el parametro de

suavizado verifique las siguientes condiciones
d
en— 0 y ne;/logn — oo.

La metodologia matemdtica empleada con el estimador (1.1) estd mds cerca
de los planteamientos y resultados de la estimacién no paramétrica de densidades
que de la teoria relacionada con el cierre convexo. Esto no resulta sorprendente
si tenemos en cuenta que estimar un conjunto equivale a estimar una funcién
indicatriz. De hecho, S, es el soporte de un estimador kernel, cuyo nicleo es una
funcién de densidad uniforme en la bola unidad y cuya amplitud de banda es ¢,.
La diferencia més importante respecto a la estimacién funcional radica en que aqui
necesitaremos distancias entre conjuntos, en lugar de las métricas funcionales que

se usan en la estimaciéon de densidades.
Un estimador plug-in de los conjuntos de nivel

La estimacién no paramétrica de densidades también sugiere un método natural

para estimar el soporte S. Bajo condiciones de regularidad sobre f no demasiado



restrictivas, S es esencialmente el conjunto {f > 0}. Un estimador plug-in de
{f > 0} seria {f, > 0}, donde f,, es un estimador no paramétrico de la densidad f.
Sin embargo, los estimadores del tipo {f, > ¢,} con ¢, | 0, son mds flexibles. Esta
idea, desarrollada en Cuevas y Fraiman (1997), se puede trasladar a la estimacién
de conjuntos de nivel {f > ¢}, donde ¢ > 0.
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Figura 2: Conjuntos de nivel de una mixtura de tres normales

En general se han utilizado planteamientos de tipo minimax para estimar los
conjuntos de nivel {f > c¢}. El estimador éptimo desde el punto de vista minimax
se define de la manera siguiente: se fija una clase de conjuntos G (elipsoides, con-
juntos estrellados con fronteras suaves,...) y se define una familia F de densidades
f, tal que el conjunto S asociado a f que se desea estimar (el soporte, un conjunto
de nivel) pertenezca a G. El objetivo es encontrar un estimador S} de S que sea
consistente con la mejor tasa posible, es decir, que satisfaga

limsup sup Ey [w (d(S"’S)>] < o0,

n—00 fe]-‘ ’(/Jn

donde la sucesién v, = ¢, (F) es la “tasa 6ptima de convergencia”, pues debe

liminf inf F,; lw (d(S"’S)>] > 0.

n—oo S '(/}n

verificar



infg, denota infimo sobre todos los posibles estimadores de S, d denota una distan-
cia entre conjuntos (de la que también dependerd la tasa v¢,,) y w es una funcién
de pérdida.

A pesar de que esta metodologia frecuentemente proporciona tasas de con-
vergencia Optimas o casi éptimas, si se decide no asumir la pertenencia de los
conjuntos de nivel a una familia especifica, es mas razonable un estimador del tipo
{fn>c}.

Para el estimador del soporte { fn > ¢, }, donde fn es un estimador kernel y
cn 4 0, Cuevas y Fraiman (1997) obtienen tasas de convergencia a S, respecto
a las distancias en medida y de Hausdorff. Molchanov (1998) también estudia
estimadores plug-in de los conjuntos de nivel. En concreto, da condiciones para

que se verifique la consistencia fuerte
dp({fu <3 NK,{f<c}NK)—=0 cs., VK CIR?compacto,

donde f, es un estimador genérico de f. Este autor también estudia las hip6tesis
necesarias para que esta consistencia tenga lugar con la misma tasa con la que el
proceso { f,(z) — f(z) : £ € R%} converge en distribucién.

Tsybakov (1997) menciona un aspecto importante de esta metodologia plug-in:
bajo condiciones de regularidad, los estimadores de los conjuntos de nivel del tipo
{fn < ¢} heredan las propiedades de consistencia del estimador f,, de la densidad.

1.2.3 Otras propuestas

Bajo las hipétesis de que el soporte S C IR? sea hipografo de una funcién
suave y que las observaciones sean uniformes en S, Korostelev y Tsybakov (1993)
consiguen tasas minimax Gptimas (respecto a la métrica de Hausdorff y a la
distancia en medida) para estimadores de .S definidos como hipografos de funciones
polinémicas a trozos. Asimismo prueban la optimalidad (respecto a la distancia en
medida) de una versién discretizada del estimador de méxima verosimilitud, para
soportes que verifican ciertas restricciones de forma (clase de Dudley y convexidad).
Bajo la misma hipétesis de que S sea hipografo de una funcién g suficientemente



regular, Hirdle, Park y Tsybakov (1995) prueban que el resultado de optimalidad
obtenido por Korostelev y Tsybakov (1993) es generalizable a observaciones X; que
provengan de una distribucién no necesariamente uniforme. Sin embargo, estas
tasas éptimas sélo se alcanzan si se conocen ciertos parametros de regularidad que
caracterizan a ¢ y a la densidad f de las Xj.

Aqui un aspecto relevante es la nitidez (sharpness) de la frontera, es decir, la
velocidad con la que f decrece a cero en las proximidades de la frontera de S (ver
seccién 1.4): cuanto mayor es la nitidez, més rdpida es la convergencia.

Korostelev y Tsybakov (1993) y Mammen y Tsybakov (1995) justifican la
bisqueda de las tasas minimax éptimas como medio de comparacién de diferentes
métodos en estimacién de conjuntos, mas que por su posible aplicacién a situa-
ciones reales. A pesar de ello, esta ultima referencia presenta sus resultados en
el contexto del reconocimiento de formas aplicado a imagenes en blanco y negro,
siendo su objetivo la estimacién de las regiones en negro.

Con el mismo objeto de analizar una imagen en blanco y negro, pero utilizan-
do técnicas computacionales del andlisis arménico, Donoho (1999) desarrolla una
familia de funciones llamadas wedgelets, que vendrian a sustituir a las series de
Fourier y a las ondiculas (wavelets) en la representacién y recuperacién de cada
pizel de una imagen definida por una funcién “no suave”.

Hartigan (1987) y Miiller y Sawitzki (1991) propusieron un estimador de con-
juntos de nivel basado en el concepto de exceso de masa (excess mass). Por
definicién, el exceso de masa de un conjunto A € Brq es una funcién M4 : R — R
definida por

Ma(e) = [ f(a)dz - s (A).

Claramente Ms>c(c) > M4(c) para cualquier A.

Si definimos el exceso de masa empirico como Man(c) = = X5, I{X; € A} —
cur,(A), un estimador natural de { f > ¢} es el conjunto A que maximice M4 ,, sobre
una clase prefijada G de conjuntos. La restriccién A € G es necesaria pues, de lo
contrario, el estimador resultante serfa A = {X1,..., X,,}. Hartigan (1987), Miiller
y Sawitzki (1991), Nolan (1991), Miiller (1993) y Polonik (1995, 1999) estudiaron
estos estimadores, probaron su consistencia y encontraron tasas de convergencia.
Tsybakov (1997) prueba tasas Gptimas en el caso de estimadores polinémicos a



trozos basados en una versién local del exceso de masa.

Los conjuntos de nivel también se pueden interpretar como regiones de to-
lerancia. Das Gupta, Ghosh y Zen (1995) presentan un método para construir
regiones de confianza de minimo volumen multivariantes para la moda de la densi-
dad, a la que consideran parametro de posicién. Para el caso particular en que la
densidad es “estrellada unimodal” y con una forma totalmente determinada (sal-
vo por el valor del pardmetro de posicién), ofrecen una férmula analitica para un
conjunto de confianza estrellado.

De todos los procedimientos presentados hasta el momento, muchos son de
dificil implementacién computacional. Walther (1997) insiste en que la teoria sobre
estimacién de conjuntos no deberia ignorar este aspecto practico. Con este objeto
presenta estimadores de conjuntos de nivel que gozan de excelentes propiedades
tedricas y computacionales sobre una clase muy amplia y flexible de conjuntos.
Para definir esta clase, se utiliza bdsicamente el teorema de rodamiento (rolling
theorem) de Blaschke (1949), en el que se dan condiciones necesarias y suficientes
para que una bola “ruede libremente” (roll freely) dentro y fuera de un conjunto
compacto, convexo y no vacio de IR* o IR®. Walther (1997, 1999) extiende este
resultado y caracteriza la clase de los conjuntos compactos de IR? dentro y fuera
de los cuales puede rodar libremente una bola de radio menor o igual que una
constante ry. La clase de conjuntos resultante es muy completa e incluye conjuntos
no convexos y disconexos. De hecho, se trata esencialmente de los conjuntos rg-
convexos, que ya mencionamos al hablar de Chevalier (1976). En el Teorema 2
de Walther (1997) se dan condiciones suficientes sobre una densidad para que sus
conjuntos de nivel estén en dicha clase.

Estas ideas se pueden utilizar para “suavizar” un conjunto de datos multiva-
riante y para disefiar estimadores de conjuntos de nivel {f > ¢} y conjuntos de
minimo volumen con un contenido de probabilidad prefijado. Para ello dividamos

la muestra X1,..., X, en dos subconjuntos
XHe) = {Xit fulX) 2}, (1.4)
X7(e) = {Xi: fu(X)) <c},

donde f,, es un estimador kernel de la densidad. Basdndose en una versién empirica
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del concepto de “granulometria” (ver Matheron 1975) e imponiendo condiciones
de regularidad sobre f, Walther (1997) define el siguiente estimador del conjunto
de nivel ¢ de f

Ln(c) :== ((X, (c) ® e.B)* N X,/ (c)) ® €, B,
donde @ denota suma de Minkowski (ver Seccién 1.4).

El estimador L, consiste en tomar bolas de radio €, en torno a los puntos
muestrales X; en los que f,(X;) > ¢y que distan por lo menos ¢, de los X ; en los
que f,(X;) < c. Esencialmente este estimador es una unién de bolas (al igual que
(1.1)) en torno a los puntos “mds profundos” de la muestra. El radio €, puede ser
constante o una sucesién de pardmetros de suavizado.

Mediante un procedimiento andlogo, Walther (1997) propone también esti-
madores para los conjuntos de minimo volumen y para el caso en que f tiene cierto
tipo de discontinuidades. Por iltimo, estudia tasas de convergencia y algoritmos
para la implementacién de estos métodos. Cuando f es suave, obtiene tasas que
oscilan entre O(logn/n)?(@+) y O(logn/n)'/(+2) en funcién de cémo se elija €.
Cuando f tiene un salto a lo largo de 8{f > ¢}, Walther (1997) define estimadores
de los conjuntos de nivel y de los de minimo volumen empleando granulometrias,
estimadores kernel y las técnicas del exceso de masa. Con ese estimador consigue
tasas como las del exceso de masa en Polonik (1995) (salvo un factor logaritmico),
pero supera con creces a este ultimo en el aspecto computacional. Precisamente
una de las grandes ventajas de los estimadores de Walther (1997), también com-
partida por el estimador (1.1), es que quedan completamente definidos mediante
una lista de centros y de radios. En esta misma linea Walther (1999) analiza el
algoritmo de rodamiento, que Sternberg (1986) propuso con objeto de filtrar y
suavizar una imagen en escala de grises (grey-scale image).

Con objeto de estimar el nimero de c-conglomerados en el sentido precisado
por Hartigan (1975), Cuevas, Febrero y Fraiman (2000) definen un estimador de
{f > ¢} parecido al de Walther (1997). Se trata de

So= U B(Xie), (1.5)
X;eXy
donde X se define igual que en (1.4) y €, vuelve a ser un pardmetro de suavizado.

El estimador del niimero de c-conglomerados es precisamente el niimero de com-
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ponentes conexas de Sy,. El hecho de que S, sea una unién finita de bolas facilita
la ejecucién de un algoritmo que evaliie el niimero de sus componentes conexas. Si
s6lo se desea estimar el niimero de conglomerados se puede tomar €, constante. Si,
por el contrario, lo que interesa es aproximar los conjuntos de nivel de f, para que
haya consistencia el pardmetro €, deberia verificar la cldsica condicién (1.2). Bajo
condiciones geométricas y de regularidad los autores prueban la consistencia casi
segura en medida del estimador (1.5). También sugieren el empleo de bootstrap
suavizado para estudiar la variabilidad del procedimiento.

En las tdltimas referencias mencionadas se comprueba una vez mas que los
métodos de estimacién funcional no paramétrica resultan muy utiles en los pro-

blemas de estimacién de conjuntos.

1.2.4 Aplicaciones

La estimacién de conjuntos se puede utilizar como herramienta auxiliar en un
procedimiento para detectar posibles comportamientos anémalos de un mecanismo
o sistema de produccién. Dadas X, ..., X,, observaciones de una misma poblacién,
queremos decidir si una nueva observacién Z es anémala, es decir, si no tiene la
misma distribucién de probabilidad Px que las X;. Una sencilla regla de decisién
consistiria en calcular S, un estimador del soporte S de Px, y si Z ¢ S, decidir
que Z no tiene distribucién Py. Este es un procedimiento no paramétrico de
resolver el problema, ampliamente estudiado en la literatura, de deteccién de un
change-point (ver Carlstein, Miiller y Siegmund 1994).

Si Px tiene una densidad f, el papel del soporte también lo puede desempenar
un conjunto de nivel {f > c}. De hecho, el uso de conjuntos de nivel puede ser
interesante para evitar el efecto de posibles outliers y para soslayar la hipétesis de
soporte compacto.

Este problema de deteccién también se podria enmarcar dentro del contexto
mucho mds amplio del andlisis de imégenes (ver, por ejemplo, Korostelev y
Tsybakov 1993).

Otro método de andlisis de imagenes que también emplea la estimacién de con-
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juntos es la estimacién de la frontera (edge estimation). Esta técnica se puede
emplear como un primer paso en la recuperacién de una imagen (ver Mammen y
Tsybakov 1995, Bertholet, Rasson y Lissoir 1998). El estudio de las fronteras en
el contexto de la estimacién de imdgenes se remonta a Marr (1982), pero fueron
Khasminskii y Lebedev (1990) y Korostelev y Tsybakov (1993) quienes le dieron
mayor relevancia. En palabras de Donoho (1999), “in real-world image data, the
most interesting aspects of the tmage are the edges”.

En econometria encontramos una aplicacién mas de la estimacién de fron-
teras. La idea, presentada por Farrell (1957), es medir la eficiencia de una unidad
de produccién en funcién de su distancia a una cierta frontera de produccién. Es-
ta frontera se ha de estimar a partir de un conjunto de n unidades de produccién
observadas (ver Kneip, Park y Simar 1996). En el capitulo 4 volveremos sobre este
problema lateral de estimar la frontera.

La metodologia propuesta para la deteccién es facilmente generalizable al pro-
blema, del analisis discriminante, en el que se tienen k£ poblaciones, cada una
de las cuales est4 caracterizada por un conjunto S% i = 1,...,k. El objetivo es
clasificar una nueva observacién Z como procedente de alguna de esas poblaciones.
Para ello tomamos una muestra de cada una de las poblaciones, estimamos S*
mediante S%, i = 1,...,k, y asociamos Z a la poblacién i tal que Z € S°.

Otra aplicacién interesante de la estimacién de conjuntos tiene lugar en el
anélisis de conglomerados (cluster analysis). El principal objetivo del andlisis
de conglomerados es agrupar un conjunto de datos, segin su afinidad, en con-
glomerados (clusters). Para una constante ¢ > 0 fija, Hartigan (1975) define un
c-conglomerado poblacional como una componente conexa del conjunto de nivel
{f > c}. Este concepto estd claramente vinculado a la nocién de moda. Por
un lado, Miiller y Sawitzki (1991) han utilizado estimadores de los conjuntos de
nivel para definir tests de multimodalidad (ver también Hartigan 1987; Miiller
1993; Polonik 1995; Cuevas, Febrero y Fraiman 2000). Por otro lado, algunos
algoritmos de construccién de conglomerados estdn basados en la estimacién de
modas (ver, por ejemplo, Silverman 1986, cap. 6). Tipicamente el nimero de
modas (0 méximos locales) es mayor o igual que el de c-conglomerados.

Tsybakov (1997) sugiere un nuevo campo en el que aplicar la estimacién de
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conjuntos de nivel de densidades: una extensién no lineal del andalisis de com-
ponentes principales. Propone estudiar distintos niveles ¢ y las formas de los
conjuntos de nivel correspondientes {f > c}, comparando éstas tltimas entre si
y tratando de descubrir una estructura comin a todas ellas. Esas siluetas de los
conjutos de nivel se podrian interpretar como curvas “principales” no lineales.

Otros problemas estadisticos relacionados con la estimacién del soporte se
pueden encontrar en Hartigan (1987), Miiller y Sawitzki (1991), Mammen y Tsy-
bakov (1995) y Polonik (1995).

1.3 Resumen del contenido de esta memoria

1.3.1 Planteamiento e ideas basicas del capitulo 2

En el capitulo 2 tomamos como punto de partida el articulo de Devroye y
Wise (1980). El planteamiento es como sigue: después de observar n vectores
aleatorios independientes X,..., X, con la misma distribucién de probabilidad
Px desconocida, se toma una nueva observacién X,,;. Se ha de decidir si X,
proviene o no de Px, es decir, si entre los instantes n y n+ 1 ha habido un cambio
en la distribucién del proceso, en cuyo caso diremos que n + 1 es un change-point.
Devroye y Wise motivan este problema en el contexto del control de calidad en
un sistema, cadena de produccién o maquinaria, lo cual presupone que Px seria
la distribucién que caracteriza un nivel aceptable de calidad en ese sistema. Para
indicar que se ha detectado un cambio en la distribucién (y, por tanto, en la calidad)
del proceso, se utiliza la expresiéon “el sistema estd fuera de control”. Se trata por
tanto de detectar cambios en ese nivel aceptable de calidad. La idea de Devroye y
Wise consiste en decidir que el sistema estd fuera de control si X,, 1 ¢ S, el soporte
de Px. Como S es desconocido, se puede aproximar mediante el estimador (1.1),
definido a partir de la muestra Xi,...,X,, y se decide que la distribucién ha
cambiado si X, 41 ¢ S,.. Con esta regla de decisién, dadas X;, ..., X}, se conside-
ran dos tipos de error: que X, tenga distribucién con soporte S y, sin embargo,



14

Xnt1 ¢ S,, v el error de “no deteccién”, es decir, que la distribucién de Xt
no tenga soporte S y X1 € Spi1. Como ya hemos mencionado en el apartado
anterior, Devroye y Wise prueban consistencia (en probabilidad y casi seguro) de
la distancia en medida entre S, y S. En términos del problema de deteccién, esto
equivale a probar la convergencia a cero de la probabilidad total de error.

1.3.2 Resultados contenidos en el capitulo 2

Nosotros estamos interesados en lo que denominaremos el error de “falsa alar-
ma’: que la distribucién de X, ;1 sea Px, pero X411 ¢ Sn+1. De los resultados
de consistencia de Devroye y Wise se concluye automéaticamente la convergencia a

cero, bajo condiciones casi universales, de la probabilidad de falsa alarma
P,=P(Xy,...,X,) =P{X,1 ¢ S| Xy,..., X,.}. (1.6)

En los Teoremas 1 y 2 del capitulo 2 obtenemos tasas para la convergencia en
probabilidad y casi seguro de P,. La prueba del Teorema 1 utiliza la metodologia
de Devroye y Wise, y la del Teorema 2 se basa en la desigualdad de McDiarmid.
El uso de uno u otro resultado estd en funcién del orden de convergencia del radio
€n-

Al final del capitulo se discuten algunas maneras de aplicar esta metodologia
a casos practicos y se muestra cémo €, puede elegirse de modo que se controle
ademas la probabilidad de falsa alarma.

1.3.3 Planteamiento e ideas basicas del capitulo 3

El capitulo 3 estd dedicado a la estimacién de conjuntos de nivel {f > ¢}
(donde f es una densidad y ¢ es una constante positiva) mediante el estimador
plug-in { fo > c}, siendo f. un estimador kernel de la densidad. Sea cual sea
el contexto en el que se desarrolle este problema (control de calidad, andlisis de

conglomerados,...) es interesante conocer la rapidez con la que el “contenido en
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probabilidad” (en distintos sentidos) del conjunto de nivel empirico {f,, > ¢} tiende
a su limite poblacional.

Concretamente, dada una muestra aleatoria X1,..., X, de f, podemos decidir
no clasificar (es decir, clasificar como no procedente de f) una nueva observacién

Z = z, o decidir que el proceso que estamos supervisando estd fuera de control, si

fn(z) <e.

1.3.4 Resultados del capitulo 3

Estudiaremos esa metodologia de clasificacién desde dos enfoques distintos. En
primer lugar, sea

Po(2) =P{fa(2) < ¢} (1.7)

la probabilidad de no clasificar el dato z. Estamos interesados en conocer la
rapidez de convergencia de la variable aleatoria P,(Z) a Iff(z)<c}, cuando la nueva
observacion Z realmente proviene de la densidad f. En el Teorema 3.1 obtenemos
tasas de convergencia de tipo L' para P,(Z).

En segundo lugar estudiamos el caso en que {f < c} es el conjunto de nivel
cuyo contenido de probabilidad verifica

Pi{f <c} = or<el f(z)dz = «a,

siendo 0 < « < 1 una constante prefijada. Por relacionarlo con los trabajos
mencionados anteriormente, {f > ¢} seria el conjunto de minimo volumen (es
decir, de minima medida de Lebesgue) con un contenido de probabilidad mayor o
igual que 1 — «. En este caso utilizaremos como estimador de {f < ¢} el conjunto
{ fu < cn}, donde ¢, = ¢, (X1, ..., X,) es un valor aleatorio que satisface

P; fngcn = X fnzdzza 1.8
jul J {z:fn()<en} =) (18)

En el Teorema 3.2 se obtienen tasas para la convergencia casi segura a « de la

sucesion

P{fn < cn} = <o) f(z)dz. (1.9)
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Observemos que, en este caso, la probabilidad se evalia con respecto a la nueva
observacién Z, de tal manera que (1.9) es una cantidad aleatoria que depende de
X1, ..., X,. Aunque la metodologia matemadtica empleada en los dos planteamien-
tos es muy distinta, a grandes rasgos las conclusiones coinciden, en el sentido de
que las tasas de convergencia son como mucho de orden n~/(4+2)  En el caso
univariante d = 1 estas tasas estdn en la linea de los cldsicos resultados cube-
root (n~'/3) que aparecen en algunos contextos no paramétricos (ver, por ejemplo,
Kim y Pollard 1990). Como corolario al Teorema 3.2 se obtienen tasas para la
convergencia casi segura de ¢, a c.

Este segundo enfoque tiene pleno sentido desde la perspectiva del control no
paramétrico de la calidad. Xj,..., X, representaria una muestra piloto (training
sample) suficientemente grande, formada por v.a.i.i.d. tomadas de una densidad
desconocida f en IR?. El objetivo serfa decidir si una nueva observacién Z proviene
también de f. Una posible regla de decisién podria ser aceptar que ha tenido
lugar un cambio en la distribucién del proceso si f,(Z) < ¢,. La razén por la que
sugerimos tomar ¢, en lugar de c en la regla de decisién es que, si la probabilidad
deseada de falsa alarma (que es la probabilidad de decidir erréneamente que se ha
producido un cambio en la distribucién) es «, el hecho de elegir ¢, como solucién
de (1.8) hace que la probabilidad “real” de falsa alarma Py{f, < c,} tienda a ese

valor ideal «.

1.3.5 El contenido del capitulo 4

La idea central de este capitulo consiste en que, si se tiene alguna informacién
previa acerca de la forma (conexo, estrellado,...) del conjunto S, el estimador de
Devroye y Wise, a pesar de su sencillez, puede utilizarse para incorporar esa misma,
restriccién de tipo geométrico. Para ello, se elige el pardmetro de suavizado ¢, de
manera que Sy (€,) verifique la misma hipétesis de forma que S.

En la Seccién 4.2 suponemos que S es un conjunto conexo y elegimos €, como el

n

infimo €, de los radios € que hacen que S, (€) := U™, B(X;, €) sea conexo. Entonces
€, es simplemente la mitad de lo que Appel y Russo (1996) llaman la distancia
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de conexién (connectivity distance) del conjunto {Xi,...,X,}. Esta distancia
coincide con la longitud M,, del mayor lado del minimo 4rbol abarcador definido
sobre {X1,...,X,}. Utilizando resultados de Tabakis (1996) y de Penrose (1999)

acerca de M, probamos consistencia en medida de S, (&,).

La restriccién de forma que se considera en la seccién 4.3 es que S sea estre-
llado. Se toma el infimo € de los radios e, que hacen que Sy(e,) tenga forma
estrellada. En el Teorema 4.2, bajo una restriccién de forma que impide que S
tenga infinitos rayos cada vez mas estrechos, se prueba que €; converge a cero
casi seguro. El Teorema 4.3 es un resultado de consistencia “reforzada”: si S,(e,)
es estrellado y el orden de convergencia a cero del pardmetro de suavizado €, es
suficientemente lento, entonces, con probabilidad uno, la frontera del estimador
S, (e,) converge hacia la frontera de S en distancia de Hausdorff. El calificativo
de “reforzada” alude al hecho de que la convergencia de Hausdorft de S, a S no
siempre implica la convergencia de las fronteras. Esta 1iltima convergencia puede

interpretarse, por tanto, como una propiedad complementaria de estimacion.

1.4 Notacion y resultados auxiliares

Se considera que el espacio IR? estd dotado del producto escalar usual y de
la norma euclidea. Para cada conjunto A denotaremos por A¢, cl(A4), int(A4) y
0A el complementario, la clausura o adherencia, el interior y la frontera de A
respectivamente. De ahora en adelante B(a,r) denotard la bola cerrada de centro
a y radio r, B denotara B(0,1) y B, ser4 la medida de Lebesgue de B en IR%

Dados dos conjuntos A,C C IR, la suma de Minkowski de Ay C es A®C =
{a+c:a€AceC}. Dadoe > 0, A := Uycs B(z,¢€) es el conjunto A “orlado
exteriormente” por una banda de anchura e. Obsérvese que A @ eB = A°.

Se define soporte de una funcién f : IR — IR como el conjunto cerrado c{z €
IR : f(z) > 0}. El infimo esencial de f en un conjunto A C IR? es essinf, f :=
sup{a > 0: ur{z : f(z) < a} = 0}. Por 1ltimo, dado un conjunto A, denotaremos
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por I4 la funcién indicatriz de A

1 size A
T =
(@) {0 siz ¢ A.

Funciones de densidad, variables aleatorias, probabilidades,...

Supondremos que todas las variables aleatorias estdn definidas en el mismo es-
pacio de probabilidad (€2, .4, P) y toman valores en (IR?, Bga), donde d € IN y By
denota la o-dlgebra de Borel en IR?. Dada una variable aleatoria X, denotaremos
su distribucién de probabilidad por Px. Si X es absolutamente continua con den-
sidad de probabilidad f, denotaremos su distribucién también por P;. Definimos
el soporte de la distribucién Px como el menor subconjunto cerrado de IR? que
tiene probabilidad Px igual a uno.

Distancias entre conjuntos

Antes hemos mencionado la necesidad de definir un criterio adecuado de proxi-
midad entre conjuntos, de manera que podamos evaluar el comportamiento de los
estimadores. Consideramos dos tipos de distancias entre conjuntos: la distancia
en medida d, y la métrica de Hausdorff dy, que juegan un papel andlogo
al de las métricas L' y L>, respectivamente, en la estimacién de densidades (ver
Korostelev y Tsybakov 1993). De hecho, en la literatura de estimacién de conjuntos
es frecuente que las distancias entre conjuntos aparezcan relacionadas con métricas
funcionales.

Dados dos conjuntos S, T C IR%, se define su distancia en medida
d,(S,T) := p(SAT), (1.10)

donde A denota la diferencia simétrica entre conjuntos, SAT = (S\T) U (T\S),
y 1 es una medida en BRre. Por ejemplo, podriamos tomar p = pur, la medida de
Lebesgue o, cuando T sea un estimador de S, otra opcién es elegir y = Py, la
distribucién de cada X;.
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Por otro lado,
du(S,T) :=inf{e >0: S C T, T C S} (1.11)

define la distancia de Hausdorff entre S y T'. En términos intuitivos, la definicién de
dy estd basada en una idea de “proximidad fisica” entre los conjuntos. De hecho,
es facil comprobar que dy puede expresarse de manera alternativa mediante

dg(S,T) = max{sup inf ||z — y||,supinf ||z — y||} (1.12)
zes yeT zeT Y&s

En Schneider (1993) se puede encontrar un estudio en profundidad de las propie-
dades de la distancia de Hausdorff. Molchanov (1993b) y Stoyan (1998) utilizan la
distancia de Hausdorff en teoria de conjuntos aleatorios. Cuevas y Fraiman (1997)
y Walther (1997) trabajan con ambas métricas en el contexto de la estimacién de
conjuntos. Sin embargo, una cuestién todavia pendiente es un estudio sisteméatico

de la relacién entre d, y dp.
Condiciones de forma

En estimacién no paramétrica de densidades ocasionalmente se conoce alguna
propiedad “de forma” acerca de la densidad f, por ejemplo, el nlimero de modas o
de puntos de inflexién. En este caso, una idea natural consiste en incorporar esta
informacién en el estimador no paramétrico de la densidad a través del parametro
de suavizado (ver Cuevas y Gonzdlez-Manteiga 1991). Deseamos plantear el mismo
esquema en el contexto de la estimacién no paramétrica de conjuntos (ver Seccién
1.3 y capitulo 4). Por esta razén definiremos algunas restricciones de forma, dis-
tintas de las cldsicas como la conexién o la convexidad.

Un concepto méas general que el de conjunto convexo es el de estrellado. Dire-
mos que el conjunto S es estrellado (star-shaped) si existe al menos un z € S (que
Toranzos 1979 denomina “punto radiante” de S) tal que, para todo y € S, el seg-
mento que une x con y estd contenido en .S (ver también Dharmadikariy Joag-Dev
1988, Breen 1992). Una terminologia bastante extendida resume esta condicién

diciendo que “z ve a y via S”. Denominaremos mirador (nicleo, kernel) de S al
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conjunto de tales puntos z y lo denotaremos por mir(S). En Gardner (1995) se

puede encontrar una interesante definicién, mas general, de conjunto estrellado.

Una condicién de regularidad sobre la forma de un conjunto que utilizaremos
reiteradamente es la de “estandaridad” (standardness). Se dice que un conjunto
acotado S C IR? es estandar con respecto a una medida yx si, para todo A > 0,
existe 0 € (0,1) tal que

w(B(z,e)NS) > opr(B(z,€)), YVzresS, 0<elA

Si S es el soporte (compacto) de una densidad f, esta hipGtesis generalmente se
verificard cuando f esté acotada inferiormente por una constante positiva en S
y este conjunto tenga una estructura regular que excluya la existencia de picos
arbitrariamente agudos.

La condicién de estandaridad es muy parecida a la cone condition de Korostelev
y Tsybakov (1993). De hecho, ambas se utilizan con el objeto de analizar la
convergencia en medida del estimador (1.1).

Al presentar los resultados minimax en estimacién de conjuntos, se ha explicado
de manera informal en qué consiste la hipétesis de nitidez. Hay varias maneras
posibles de formalizar esta idea. Por ejemplo, en Cuevas y Fraiman (1997) se utiliza
la siguiente definicién: dada f : IR? — [0, 00) funcién de soporte S compacto, se
dice que v > 0 es el orden de nitidez del soporte si pr({f <t} N S) es del mismo
orden (cuando t — 0%) que ¢, es decir, si

0 < lim inf #247 ;t} ns) —C

t—0+t

< lim sup p({f <t} N S)
t—0t 14

para alguna constante finita C'. Se pueden encontrar otras definiciones alternativas
que responden a la misma idea en Hall (1982) y Hérdle, Park y Tsybakov (1995).

Dado un conjunto finito C = {1,...,2,} en R% llamaremos minimo &rbol
abarcador (minimal spanning tree) sobre C al grafo conexo que toma como
vértices los elementos z; de C' y, como lados, segmentos [z;,z;] que unan entre
si los puntos de C de tal manera que la longitud total del grafo sea minima (ver
Penrose 1999).
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Estimadores de la densidad

Como ya hemos mencionado previamente, el estimador kernel de la densidad
es una importante herramienta auxiliar en la estimacién de conjuntos. Dada una
muestra aleatoria X, ..., X, de la densidad de probabilidad f en IR?, se define

un estimador kernel de f mediante
. 1™

folz) = EZKh(:B—Xi), z € RY, (1.13)
i=1

donde K es una funcién denominada niicleo (kernel), Ku(:) := h™2K(-/h) y h =
hn > 0 es una sucesién de pardmetros de suavizado (también llamados de “ampli-
tud de ventana”). El pardmetro de suavizado h y el niicleo K se eligen en funcién
de las propiedades que deseemos cumpla, fn (ver, por ejemplo, Wand y Jones 1995,
Simonoff 1996). De ahora en adelante supondremos que K es una funcién de
densidad, para que fn también lo sea.

En lo que sigue se consideran dos distancias para evaluar la calidad del esti-
mador f,,: la distancia L'

1 = Falli = [ 15 =
y la distancia L*®
||f_fn||00 = ess Sup|f_fn|
= inf{a >0: pr{z: |f(z) — fulz)| > a} =0}

(ver, por ejemplo, Silverman 1986, Devroye 1987). En particular, cuando f y f,

son continuas, duo(f, fn) = sup, |f(z) — fu(2)].
Devroye (1983) prueba la equivalencia entre la consistencia en L' del estimador

kernel

If = fulli =0 cs. Vf

y la siguiente condicién

hn =0 y nh?— oo cuandon — oco. (1.14)
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Ademads de este resultado universal, se puede probar, bajo hipétesis mas restric-
tivas, que (1.14) es condicién necesaria para la consistencia de f, en L? (ver Sil-
verman 1986). Por esa razén de ahora en adelante supondremos que el pardmetro
de suavizado verifica (1.14). En Prakasa Rao (1983) y Nadaraya (1989) se pueden
encontrar resultados de consistencia de f, en L.

Algunas desigualdades

Por ultimo, y con el tnico objeto de que la memoria sea en cierto sentido
“autocontenida”, enunciaremos algunos resultados cldsicos, que seran utilizados

en los restantes capitulos.

DESIGUALDAD DE BERRY-ESSEEN. Sean Xi,...,X, variables aleatorias inde-

pendientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.). Supongamos que
EX, =0, EX!=0">0, E|Xi]®<cc.

Entonces
1 & E|X1|3
P{— X, < - ¢
{0_\/5]:21 J IE} (:E) 0.3\/67

donde A es una constante que satisface (2r)~/? < A < 0.8 y ® denota la funcidn

<A

sup
T

de distribucién de la normal (0,1).

DESIGUALDAD DE HOEFFDING. Sean Xi,...,X, variables aleatorias indepen-

dientes con media cero y rangos acotados: a; < X; < b;. Para cada € > 0,

P XH:X > <e 2¢"
; xp|——————].
=1 N i1 (b — a;)?

DESIGUALDAD DE MCDIARMID. (McDiarmid 1989) Sean X,,..., X, variables

aleatorias independientes que toman valores en un conjunto A. Supongamos que
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g: A" — IR satisface

sup lg(z1,- -, Tn) — g(T1, - Tis1, Thy Tig1s -+ -, Tn)| < Ciy (1.15)
Tly---5%n
z),...,x, €A

para 1 <1 < n. Entonces

2t
P{|9(X1, R ,Xn) — Eg(Xl, R 7Xn)| > t} < 2exp <_n7> )

2
i=1Ci

En Devroye (1991) se puede encontrar una breve demostracién de esta desigualdad
exponencial y algunas aplicaciones de la misma dentro del drea de la estimacién

funcional no paramétrica.

El siguiente resultado proporciona una aproximacién de la cola de la normal
(0,1), 1 — ®(x), para valores grandes de = (ver, por ejemplo, Feller 1968).

COMPORTAMIENTO DE LA DISTRIBUCION NORMAL. Cuando x — oo

1- o) ~ 29,

donde ¢ denota la funcién de densidad de la normal (0,1). Concretamente, para
todo © > 0, se verifica la siguiente desigualdad

1 1 ¢(z)
(— - E) () < 1 — d(z) < 2, (1.16)

T T

A menos que indiquemos lo contrario — indicara de ahora en adelante conver-

gencia cuando n — co.






Capitulo 2

Estimacion del soporte y

deteccién no paramétrica

El objetivo de este capitulo es profundizar en la metodologia de deteccién no
paramétrica propuesta por Devroye y Wise (1980). Méds concretamente, estamos
interesados en analizar el comportamiento de la probabilidad de falsa alarma en
ese procedimiento de deteccién. La Seccién 2 estd dedicada a la obtencién de tasas
de convergencia de dicha probabilidad a cero. Se demuestran dos teoremas. El
primero de ellos se basa en acotaciones que requieren la hipétesis de que el conjunto
sea estandar. En el segundo teorema la herramienta bésica es la desigualdad de
McDiarmid.

En la Seccién 3 se sugieren procedimientos para seleccionar el pardmetro de
suavizado €, del estimador de Devroye y Wise en situaciones practicas. Se pro-
ponen dos maneras de elegir el radio ¢,, automaticamente a partir de los datos,
cuando se desea controlar la probabilidad de falsa alarma. Ambos procedimientos
estdn basados en ideas de remuestreo (validacién cruzada y bootstrap suavizado) y
se estudian con mayor detalle junto con otros aspectos practicos en Baillo, Cuevas
y Justel (2000).

Finalmente, en la 1ltima seccién, se presenta una relacién de problemas que, a

corto plazo, pueden orientar la investigacién futura.
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2.1 El estimador de cubrimiento

en el problema de deteccién

2.1.1 Deteccién no paramétrica.
El método de Devroye y Wise

Supongamos que, de una densidad desconocida f en IR¢ de soporte S compacto,
tomamos una muestra de observaciones i.i.d. Xy, ..., X,,. Queremos decidir si una
nueva observaciéon X, ,; procede o no de f.

Se trata de un problema de contraste de hipétesis no paramétrico, que se puede
motivar en el marco del control estadistico de la calidad. En este contexto el
objetivo consistiria en decidir si el sistema estd fuera de control en la etapa n 4+ 1,
en el sentido de que la distribucién de X, es diferente de la de las observaciones
previas Xq,...,X,,.

En este capitulo profundizaremos en la idea propuesta por Devroye y Wise
(1980) para abordar este problema. El mecanismo de decisién hace uso de la
estimacién de conjuntos: dado un estimador del soporte del tipo

n

Sn = Su(€n) = | B(Xi, ), (2.1)

i=1

decidiremos que en la etapa n + 1 la distribucién del proceso ha cambiado si
Xnt1 ¢ S (2.2)

En lo sucesivo denominaremos a (2.1) estimador de “cubrimiento” o de Devroye y
Wise. El primer nombre se debe a que {B(X;,€,)}", es un ejemplo cldsico entre
los procesos llamados “de cubrimiento” (ver Hall 1988).

En (2.2) el pardmetro de suavizado ¢, se puede fijar de antemano, de mane-
ra que sélo dependa de n (como sucedia en las condiciones suficientes para que
du(gn,S) convergiera a cero), o se puede elegir con objeto de que el estimador
S, verifique ciertas restricciones de forma (ver capitulo 4), o bien con objeto de
controlar la probabilidad de falsa alarma (ver Baillo, Cuevas y Justel 2000). En
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estas dos 1ltimas situaciones el radio ¢, dependeria de la muestra Xi,..., X,, no
s6lo de n.

Este tltimo planteamiento tiene reminiscencias de la cldsica metodologia de
Shewhart (ver, por ejemplo, Montgomery 1985 y Derman y Ross 1997), que estd
basada en regiones de tolerancia (a partir de las cuales se definen los acostum-
brados gréficos de control, control charts), construidas con el fin de controlar la
probabilidad de falsa alarma. La diferencia fundamental estriba en que el método
de Devroye y Wise es multivariado y no paramétrico.

Un enfoque alternativo (también multivariado y no paramétrico) lo sugiere Liu
(1995). La idea consiste en ordenar las observaciones multivariadas en funcién de
su “profundidad simplicial”, que es una posible medida de lo lejos que estd un
punto respecto a la observacién méds “centrada” o “profunda” de la muestra (para
una revisién de las definiciones de profundidad y sus aplicaciones ver también
Chakraborty y Chaudhuri 1999, Fraiman y Meloche 1999). De esta manera el
problema se reduce a la construccién de un grafico de control univariado en el que

se vayan marcando las profundidades de los puntos que se observan.

El problema del control estadistico de la calidad se puede considerar en un con-
texto secuencial. Supongamos que observamos una sucesiéon de variables aleatorias
iid. Xy, Xs,... cuya distribucién cambia en un instante desconocido m. Consi-
deramos el problema de estimar el change-point m. Este planteamiento sugiere el
estudio de algunas propiedades secuenciales, como el average run length (ARL),
que es el nimero esperado de observaciones que se han de tomar desde que se pro-
duce el cambio (es decir, desde m) hasta que se detecta. Se han estudiado algunos
métodos de control de calidad desde el punto de vista del ARL y se han obtenido
resultados de optimalidad. Es el caso de los procedimientos de deteccién CUSUM
(CUmulative SUM) y de Shiryaev-Roberts (ver, por ejemplo, Moustakides 1986,
Pollak y Siegmund 1991 y Yakir 1998). El estudio de estas propiedades secuenciales
requiere generalmente que la densidad f anterior al cambio (cuando el proceso estd
bajo control) sea conocida, totalmente o salvo un pardmetro. Por esta razén no

las consideraremos aqui.
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2.1.2 Por qué utilizar el estimador de cubrimiento

Aunque, en principio, se podrian utilizar otros estimadores del soporte en la
regla de deteccién expresada por (2.2), aqui nos centraremos exclusivamente en
el estudio del estimador de Devroye y Wise, que Korostelev y Tsybakov (1993)
califican como “simple and rough”. En efecto, tal y como hemos visto en el capitulo
1, se podrian escoger otros estimadores méas sofisticados del soporte. Sin embargo,
hay al menos tres razones por las que pensamos que es conveniente el uso del

estimador de cubrimiento en este problema:

1. La puesta en préactica de las técnicas de estimacién de conjuntos multivaria-
dos plantea dificultades computacionales (tanto mayores cuanto mayor es la
dimensi6n del espacio), frente a las cuales la relativa sencillez del estimador
de cubrimiento aparece como ventaja importante. En cierto sentido, se trata
de una situacién andloga a la de la estimacién de densidades: en el caso mul-
tivariado se suelen preferir el histograma o los estimadores de vecinos mas
préximos (ver, por ejemplo, Scott 1992), aunque el método kernel presenta,
en ciertos aspectos importantes, mejores propiedades.

2. Como veremos en el capitulo 4, la estructura del estimador de Devroye y
Wise permite incorporar sin dificultad algunas restricciones de forma (por
ejemplo, que el estimador S, sea conexo). Esto es debido principalmente
a que el parametro ¢, tiene una interpretacién intuitiva muy directa como

factor de dilatacién de la muestra.

3. Entender las propiedades bésicas del estimador de Devroye y Wise puede
servir como paso previo al andlisis de ciertos estimadores mas sofisticados
que, en realidad, guardan muchos puntos en comin con el sencillo S, (ver
capitulo 3, Cuevas y Fraiman 1997, Walther 1997).
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2.2 Tasas de convergencia

de la probabilidad de falsa alarma

En el marco del problema de deteccién planteado en la seccién anterior, y
empleando la regla de decisién expresada en (2.2), Devroye y Wise (1980) probaron
la convergencia a cero de la probabilidad global de cometer un error. Nosotros
analizaremos el comportamiento asintético de la probabilidad de falsa alarma,
esto es

P,=P,(Xy,...,Xn) =P{X, 1 ¢ S| X4,..., X0} (2.3)

En particular, estamos interesados en obtener resultados del tipo a,P, — 0 (en
probabilidad o casi seguro) para sucesiones a,, T oc.

Los dos teoremas que enunciamos a continuacién proporcionan tasas de con-
vergencia para la probabilidad de falsa alarma. Ambos resultados son, en cierto
sentido, complementarios ya que las restricciones sobre el orden de convergencia
del radio ¢, son distintas.

TEOREMA 2.1. Sea X1, Xo, ... una sucesion de vectores aleatorios i.i.d. en R con
distribucion comun Px, absolutamente continua respecto a la medida de Lebesgue
pr. Sea S el soporte de Px y P, la probabilidad de falsa alarma definida en (2.3).
Supongamos que

i) f, la densidad de Px respecto a pr,, estd acotada por una constante My > 0,

ii) S es compacto y estdndar con respecto a Px, con constante de estandaridad

0,
see d
iii) €, = 0 y ne% — oc.

Entonces

an P, — 0, en probabilidad,

donde a, es una sucesion tal que a, = o (exp{cneg}), donde ¢ = 6 B;27¢.
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Si, ademds, nel /logn — oo, entonces se da la convergencia completa

> P{nP, >¢€} < oo, para todo e >0,

n=1

(y por tanto tambien se verifica que nP, — 0 c.s.).

La demostracién es consecuencia directa de la desigualdad de Markov y del

siguiente lema:

LEMA 2.1. Bajo las mismas condiciones del Teorema 2.1,

E(P,) = O(exp{—cne}), (2.4)
siendo ¢ = 6B427¢.
DEMOSTRACION. Para cada n, tomemos un cubrimiento minimal de S formado

por bolas B; := B(Z;,¢,/2) (con j = 1,...,R,) centradas en puntos Z; € S.

Tenemos

E(P) = E(Px (8|X,..., %))
— E(Px (S’gm (Ufngj)‘Xl,...,Xn))

IA

%E(PX (SenBy| Xy,..., Xn)) (2.5)

j=1
Definimos o
Ay = {w Y Ip,(Xi(w)) > 0} :

i=1

Se verifica que
A, ; C {w : S¢(w)N B, = (Z)} :
Por tanto, si X es un vector aleatorio con distribucién Px e independiente de
X, ..., X,, tenemos que X ~'(5¢N B;) C A: N XY(By)y
E(Px(S;N Bj|X1,..., Xn)) = EP(X (SN B))|Xy,..., X))
< BP(A; N XTH(B)) X, ..., X))
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Utilizando esta cota en (2.5) obtenemos
Rn
E(R) < S EPA,NX(B)IXy,..., X))

j=1
Rn

= Z E(E(IA%’]-IX—I(B]') |X17 T 7Xn))
j=1
Rn

= Y E(la E(Ix-1(5)| X1, .., Xs))
j=1
Rn

= > Px(Bj)E(ls,))
j=1
R o

= Y Px(B;) (P {Is,(X) = 0})
j=1

- z Px(B;) (1 - Px(B)))"

Ahora aplicamos la desigualdad (1 — z)" < e ™, vilida para 0 < z < 1, ¥y
obtenemos

E(R,) < ZEIPX(Bj) exp{—nPx(B;)}. (2.6)

Para obtener una cota superior de (2.6) observemos que, como Px tiene una den-
sidad acotada, Px(B;) < MByel. Por otro lado, de la hipétesis de estandaridad,
deducimos que Px(B;) > 2796Byed. Asi pues, (2.6) implica que

E(P,) < RyM; Byl exp{—n2 96 B,et}. (2.7)

Finalmente, como R, < Cse, ¢, para algiin Co > 0 (dependiente de S), (2.4) se
sigue directamente de (2.7).

El Teorema 2.1 demuestra que, como era de prever, se pueden conseguir tasas
de convergencia tanto mds rapidas cuanto mayores sean los valores de €,. Para

conseguir una tasa casi segura a, = n, es suficiente con que €, converja a cero mas
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lentamente que (logn/n)Y/¢. Obviamente, si €, es demasiado grande, el estimador
S., puede ser excesivamente conservador y, por tanto, ineficaz como herramienta de
deteccién. En este sentido, el Teorema 2.2 proporciona informacién complemen-
taria ya que se aplica a valores de €, mas pequenos. En particular, es este segundo
teorema, (y no el primero) el que incluye a los ¢, cuyo orden exacto, O(logn/n)'/¢,

coincide con el radio del “cierre conexo” estudiado en el capitulo 4.

TEOREMA 2.2. Bajo las mismas condiciones y notacion del Teorema 2.1, st a,, =

o(exp{cnel}) y 320, exp{—€?/na’e2?} < oo para todo € > 0, entonces

> P{a,P, > €} < o0, para todo € > 0.

n=1
En particular, si e, es de orden ezacto (logn/n)'/%, entonces se verifica la conver-

gencia completa n®P, — 0 para todo 3 € [0,1/2).

DEMOSTRACION. La herramienta fundamental es la desigualdad de McDiarmid
(1989), que aplicaremos a la diferencia entre P, y E(P,). Segun la notacién em-
pleada al enunciar esta desigualdad en el capitulo 1, tomemos g(X1,...,X,) = P,.
La hipétesis (1.14) de la desigualdad se verifica con

¢; = max {Px(B(z;, €,)), Px(B(z},€,))}

y ¢; < Cel para alguna constante C' > 0. Obtenemos, pues, que para todo ¢ > 0,

2t
P{|P, - ER| >t} < 2GXP{—@},

y, si a, = o(exp{cned}),
2¢*
Plan|P, — EPy| > €} < 2exp a0 [ (2.8)

para todo € > 0. Por tanto,

> P{an|P,— EP,| > €} < o0 (2.9)

n=1
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y esto ultimo se cumple por hipotesis. Obsérvese que una condicién suficiente para
que se dé la convergencia (2.10) es

na e logn — 0.

Finalmente, por el Teorema 2.1, a,E(P,) — 0. Esto y (2.9) implican la conver-
gencia completa (y c.s.) a,P, — 0.

Observacién. La condicién de estandaridad en el Teorema 2.1 se puede debi-
litar suponiendo simplemente que, para todo € > 0, existe algin §(e) > 0 tal que
nedd(e,) = ooy

Px(B(z,e)N S) > §(e)ur(B(z,€)), Vx €S. (2.11)

Cuando € — 0, tipicamente d(¢) decrecerd a cero a la misma velocidad a la que lo
hace f. Por ejemplo, para la densidad triangular, §(¢) = €. Esto afecta a la tasa
de convergencia de F(P,) ya que, suponiendo (2.11),

E(P,) < Cexp(—né(e,)Bye?).

En otras palabras, cuando més lentamente decrezca f en las proximidades de 05,
més lentas serdn las tasas que obtengamos para E(P,). Conclusiones de este tipo
ya habian sido mencionadas en el capitulo 1, al presentar las técnicas minimax de
reconstruccién de conjuntos. También aparecen en otros métodos no paramétricos
de estimacién de conjuntos (ver Cuevas y Fraiman 1997). La medida que estos
autores utilizan para cuantificar el decrecimiento de f cerca de 0S es el “orden de
nitidez” de f (ver Seccién 1.4).
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2.3 El uso practico de la estimaciéon de conjuntos

en deteccion

El empleo del método de deteccién de Devroye y Wise (1980) en una situacién
practica requiere, dada una muestra piloto cualquiera, elegir de manera razonable
el parametro de suavizado ¢, del estimador de cubrimiento S’n.

En este contexto una de las hipdétesis mas débiles que se pueden pedir a S es
que sea conexo. Por ejemplo, si el vector aleatorio X representa las mediciones
efectuadas en un proceso industrial, la no conexién de S querria decir que en
realidad tienen lugar dos o m&s procesos en paralelo. Es muy razonable, pues,
suponer que el soporte de la distribucién cuando el proceso estd bajo control es
conexo. Bajo esta hipétesis, podriamos tomar €, = €,, el minimo radio que hace
S, conexo. Esto conduce a dar la alarma (es decir, a decidir que ha tenido lugar
un cambio en la distribucién del proceso) cuando Xn,1 ¢ S,(€,) 0, lo que es

equivalente, cuando

> 1. (2.12)

En el capitulo 4 estudiaremos esta posible eleccién del radio en un plano més
tedrico.

Una de las desventajas de la regla (2.12) es que no proporciona ningin control
sobre la probabilidad de falsa alarma, salvo la consistencia P, — 0. Sin embargo,
(2.12) sugiere un enfoque mds general: dar la alarma cuando la minima distancia
desde la nueva observacién X, ; a los datos de la muestra piloto sea “suficiente-
mente grande”, con respecto al minimo radio necesario para que S, sea conexo.
Concretamente podemos fijar la probabilidad de falsa alarma « y dar la alarma
cuando T,, > ¢4, donde ¢, es el punto critico de la distribucién de T,, correspon-
diente al nivel «, P{T,, > ¢,} = «. Esta probabilidad se calcula bajo la hip6tesis
nula de que no ha habido cambio en la distribucién (es decir, que X, ..., Xy, Xp11
son ii.d.). Como la distribucién de T;, es desconocida, es imposible calcular de
manera, exacta c,, aunque podemos conseguir una aproximacién bootstrap de c,

de la manera siguiente:
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Aproximacion de c, mediante bootstrap suavizado

%

1. Generamos un nimero elevado, B, de muestras bootstrap X7,..., X}, X; |

remuestreando de los datos originales Xi, ..., X,,.

2. “Suavizamos” los X} mediante X? = X} + Z?, donde los Z) son obser-
vaciones i.i.d. de una distribucién uniforme en B(0,€,). Obsérvese que
estas observaciones artificiales X7, ..., X2, X? , en realidad son una muestra
obtenida mediante “bootstrap suavizado” y tomada de un estimador kernel
de la densidad (basado en Xi,...,X,), cuyo kernel sea uniforme en B(0,1)
y cuya amplitud de banda sea €,.

3. Para la j-ésima muestra bootstrap X?,..., X0, |, (j =1,...,B) se calcula el
estadistico T), dado por (2.12). Luego se emplea la distribucién empirica
asociada a TV, ..., T{B) para estimar la distribucién de 7, y el percentil

empirico para estimar el percentil c,.

La regla de parada T, > ¢, equivale a dar la alarma siempre que X, ; ¢
S,(cafy). El punto critico ¢, representa, pues, una dilatacién/contraccién del
minimo radio para conexion.

Una segunda posibilidad para el cdlculo de ¢, es seleccionar €, = c,€, recur-
riendo a la metodologia leave-one-out, conceptualmente relacionada con los pro-
cedimientos de suavizado mediante validacién cruzada (cross-validation) (ver, por

ejemplo, Wand y Jones 1995, Simonoff 1996).

Suavizado mediante validacidén cruzada

1. Para cada e de una malla suficientemente fina, se evalia

15”(6) — #{XZ ¢ Sﬂ,i(e)}

n

?

donde S, () es el estimador (1.1) basado en la submuestra X;,..., X;_i,
Xitt, - Xy
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2. Se selecciona €, como el valor de ¢, de entre todos los de la coleccién, que
minimiza la distancia |P,(e) — «.

Baillo, Cuevas y Justel (2000) comparan ambos procedimientos de seleccién
del parametro de suavizado ¢, en un estudio en el que se simulan observaciones
de la distribucién uniforme y de la normal. El comportamiento de ambos métodos
de suavizado se evalila comparando sus respectivas aproximaciones de ¢, y sus
potencias (el término “potencia” denota aqui la probabilidad de detectar un cam-
bio en la etapa n + 1) con el correspondiente ¢, y la potencia proporcionados
por el método de Monte Carlo. El ¢, y la potencia calculados con este 1ltimo
método son “ideales”, en el sentido de que utiliza la informacién que proporciona
conocer la distribucion del proceso antes y después del cambio, mientras que los
procedimientos de validacién cruzada y bootstrap suavizado son completamente no
paramétricos. Teniendo en cuenta este aspecto, los resultados son bastante posi-
tivos pues la diferencia entre la potencia aproximada y la ideal oscila, en el caso
normal, entre 0.1 y 0.15 y, en el caso uniforme, no supera 0.1 (para un tamaifio
muestral n = 100). Aunque los resultados son claramente favorables al método de
validacién cruzada, no hay que descartar la posibilidad de que el bootstrap suaviza-
do pueda mejorarse sustancialmente, modificando la amplitud de banda que se usa
para generar las muestras bootstrap.

Una posible explicacién heuristica acerca de los mejores resultados de la va-
lidacién cruzada frente al bootstrap suavizado, es que éste ultimo funcione peor
en una banda externa del soporte. La razén es que, en esta banda externa, las
bolas se solapan poco. La distribucién de la que se extraen las muestras artificiales
tiene como soporte la unién de esas bolas y toma menor valor en la banda externa
que en la zona interior del soporte. Por esta razon, el bootstrap tiende a producir
observaciones X abundantes en la zona interior y mds dispersas en la banda
exterior, y esto da lugar a valores de ¢, demasiado pequenos. En el caso uniforme,
el contraste entre la calidad en la estimacién de la banda externa y la zona interior
es todavia mas acusado a medida que n aumenta. Por el contrario, en el caso
normal la diferencia no tiene tanta importancia, pues la densidad que subyace no

estd acotada inferiormente por una constante positiva.
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2.4 Problemas abiertos

En Devroye y Wise (1980), Korostelev y Tsybakov (1993) y la Seccién 2 del
presente capitulo la medida considerada para evaluar el error cometido al estimar
S mediante S, es d,. El comportamiento de la distancia de Hausdorff entre ambos
conjuntos es un caso particular de los resultados de Cuevas y Fraiman (1997) (ver
también Cuevas 1990). Bajo la hipétesis de que S fuera compacto y estdndar y
f estuviera acotada inferiormente por una constante positiva, obtuvieron tasas
del tipo o ((n/ logn)l/d), para un parametro de suavizado ¢, adecuado. En este
contexto, si se piensa en una asignacién 6ptima del pardmetro de suavizado, una

idea natural es considerar el radio € que minimiza la distancia de Hausdorff entre

A~

S,y S.

Los resultados tedricos de la Seccién 2 se refieren inicamente al caso de soporte
compacto, pero los procedimientos de seleccion de ¢,, presentados en la Seccién 3,
tienen sentido en un contexto mas general. De hecho, en Baillo, Cuevas y Justel
(2000) queda patente su buen funcionamiento en el caso normal. En el caso de
soporte no compacto es razonable conjeturar que el ¢,, elegido tanto mediante
bootstrap suavizado como mediante validacién cruzada, para una probabilidad de
falsa alarma «, digamos €,(c), da lugar (al sustituirlo en (1.1)) a un estimador
consistente del conjunto de nivel ¢, {f > ¢} tal que Pe{f >c} =1-c.

En la Seccién 3 se han presentado dos métodos para la eleccién del radio del
estimador (1.1), de tal manera que la probabilidad de falsa alarma esté acotada
por una constante « prefijada. Como hemos sugerido, conviene realizar un estudio
préactico de la metodologia basada en el bootstrap suavizado. Sin embargo, también
habria que analizar desde un punto de vista maés teérico el funcionamiento de ambos
métodos de eleccion de c,.






Capitulo 3

Un estimador plug-in de los
conjuntos de nivel.

Aplicaciones

Se considera la estimacién del conjunto de nivel {f > ¢} de una densidad f,
mediante un estimador plug-in {f, > c}, en el que f, es un estimador kernel de la
densidad. Este conjunto de nivel estimado puede utilizarse como herramienta de
clasificacién en el contexto del andlisis de conglomerados (ver Hartigan 1975).
En la Seccién 3.2, utilizando la desigualdad de Berry-Esseen, se obtienen tasas
de convergencia para la probabilidad de no clasificar un dato que proviene de la
densidad f.

La Seccién 3.3 estd motivada por otra posible aplicacién de los conjuntos de
nivel: la detecciéon no paramétrica, entendida en el mismo sentido que en el
capitulo 2. Con objeto de controlar la probabilidad de falsa alarma en el proced-
imiento de deteccién se elige un cierto nivel ¢, dependiente de la muestra. Una
vez definido ¢, se consiguen tasas para la convergencia de la probabilidad de falsa
alarma a una constante prefijada.

En lo esencial el contenido de este capitulo estd incluido en Baillo, Cuesta-
Albertos y Cuevas (1999).

39
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3.1 Planteamiento del problema

Dada una medida de probabilidad P; con funcién de densidad f, se puede con-
siderar que el conjunto de nivel {f > ¢}, para un c suficientemente pequefio, es el
soporte “significativo” de Py. Esta idea se puede utilizar en distintos contextos,
muchos de los cuales se encuentran indicados en el apartado del capitulo 1 dedica-
do a las aplicaciones de la estimacién de conjuntos. Por ejemplo, Hartigan (1975)
sugiere definir los conglomerados de una poblacién, caracterizada por la densidad
f, como las componentes conexas del conjunto de nivel {f > ¢}. Cualquier ob-
servacion que no pertenezca a este conjunto quedara sin clasificar. Como f es
desconocida, en el procedimiento de clasificacién se podria sustituir {f > ¢} por
el estimador plug-in {fn > ¢}, siendo f,, un estimador no paramétrico de f.

Otra posibilidad es disenar un procedimiento no paramétrico de control de
calidad, en la linea de los graficos de control de Shewhart, pero con un enfoque
conjuntista parecido al que propusieron Devroye y Wise (1980): la idea consiste en
decidir que el proceso estd fuera de control si la nueva observacién que tomemos
pertenece al conjunto {f < c}. Al igual que ocurre en el contexto del andlisis de
conglomerados, habria que estimar {f < c}.

En ambas situaciones es interesante saber la rapidez con la que el “contenido
en probabilidad” (en distintos sentidos) del conjunto de nivel empirico {f, < ¢}
tiende a su andlogo poblacional.

Para ser mas precisos, en la Seccién 3.2 se considera el problema de la es-
timacién de conjuntos de nivel en el contexto del analisis de conglomerados.
Supongamos que X1,. .., X, es una muestra aleatoria de f. Se decide (ver Cuevas,
Febrero y Fraiman 2000) ignorar (no clasificar) una nueva observacién Z = z
cuando f,(z) < ¢, donde f,(2) (= fu(X1,...,Xp; 2)) es un estimador kernel de f
y ¢ es una constante. Consideramos la probabilidad de no clasificar el dato 2

Pu(2) = P{fa(2) < ¢} = /{ ey T @) T da (31)

)<c}

En el Teorema 3.1 se obtienen tasas para la convergencia de la variable aleatoria
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Po(Z) a I{$(z)<c}, cuando la nueva observacién Z también proviene de la densidad

f.

En la Seccién 3.3 se considera una idea andloga bajo el punto de vista del
control no paramétrico de la calidad. Para ello, suponemos que X,..., X,
es una muestra piloto de observaciones i.i.d. de una densidad desconocida f,
que caracterizaria la situacion del proceso cuando éste “funciona correctamente”.
El objetivo es decidir si una nueva observacién Z proviene o no de f, lo que
equivale a decidir si el proceso sigue bajo control o, por el contrario, ha cambiado
su distribucién. Para ello hemos propuesto decidir que Z no sigue la distribucién
dada por f cuando f,(Z) < c. Si deseamos que la probabilidad de falsa alarma (es
decir, la probabilidad de decidir erréneamente que se ha producido un cambio en la
distribucién) no sea mayor que «, para un « € (0, 1) prefijado, se podria sustituir
la constante ¢ por un valor aleatorio ¢, = ¢,(X1,...,X,) que satisfaga

an{fn <ept= b)) n(2)dz = a. (3.2)
En ese caso la probabilidad “real” de falsa alarma es

P{fn < cn} = <o) f(z)dz. (3.3)

En la Seccién 3.3 se obtienen tasas para la convergencia casi segura (hacia «) de
esta ultima probabilidad. Observemos que, en este caso, la probabilidad se evalia
con respecto a la nueva observacién Z, luego (3.3) es una cantidad aleatoria que
depende de X, ..., X,,. Hacemos notar también que Pf{ fn < ¢} tiene la misma,
media que la variable aleatoria P,(Z).

En el marco del control de la calidad, Polansky (1999) propone una manera de
llevar esta metodologia a la practica utilizando técnicas bootstrap.

Esta misma idea aparece también, desde un punto de vista un poco diferen-
te, en Davies y Gather (1993), donde Z se define como a-outlier si Z € {f < c},
eligiéndose c tal que P¢{f < ¢} = . Aunque estos autores trabajan en un contexto
paramétrico, la idea también es vilida con la metodologia no paramétrica. Por
ejemplo, un criterio empirico no paramétrico para detectar un a-outlier Z vendria
dado por la condicién Z € {f, < ¢,} (donde ¢, vendria dado por (3.2)).
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Por otro lado, desde un punto de vista tedrico, este problema se puede plantear
de la manera siguiente: {f, > ¢,} es el conjunto de menor volumen (en el sentido
de medida de Lebesgue) con un contenido 1 —« prefijado de probabilidad empirica.
.Cuénto difiere la probabilidad real P{ fo > cn} de ese valor empirico?

Otros contextos en los que se consideran los conjuntos de nivel son el andlisis
bayesiano (Das Gupta, Ghosh and Zen 1995, Choudhuri 1999) y, como ya men-
cionamos en el capitulo 1, la estimacién de conjuntos (Cuevas y Fraiman 1997,
Tsybakov 1997, Molchanov 1998, Polonik 1999).

3.2 Caso c constante:
tasas de convergencia L' para la probabilidad

de no clasificacion

Si Z es una variable aleatoria con densidad f, el limite natural de la sucesién
P.(Z), definida en (3.1), es la variable aleatoria Py (Z) = I{f(z)<c}-

El siguiente resultado muestra que, tomando adecuadamente el orden del para-
metro de suavizado h,,, se puede conseguir que la sucesién E|P, — Py | converja a 0
a cualquier tasa potencial més lenta que n~'/(4+2), Esta conclusién es valida para
densidades f multivariadas, con soporte no acotado, bajo condiciones de cola no
muy restrictivas. En Chanda y Ruymgaart (1989) se puede encontrar un resultado

relacionado con éste en el campo del andlisis discriminante no paramétrico.

TEOREMA 3.1. Sea f una densidad Lipschitz en R®. Supongamos que

(F1) existen R > 1 > 0 tales que mys :=mg g (0) >0y

3/2
/ Min(@) Y% (z)dz < oo,
B°(0,R)

myp(T)
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donde Mgp(z) = sup{f(z) : ¢ € B(z,h)} y mep(z) = inf{f(z) : z €
B(z,h)}.

(F2) P{lc—f(X)| < €} = O(¢), cuando € — 0, donde X denota un vector aleatorio

con densidad f.
Sea fn un estimador kernel de f tal que

(K1) el nicleo K es una funcidn de densidad con soporte compacto, acotada por

una constante Mg < oo.

Supongamos ademds que

L)

(H1) la amplitud de banda hy, tiene orden exacto n™*, es decir,

. . h . h.
0 < liminf — < limsup — < oo,
n—oo n~9 n—oo N

para algin s € (0,1/(d + 2)).
Bajo estas condiciones se verifica que

E|P, — P =0(n"%), cuandon — oo. (3.4)

DEMOSTRACION. Sea 02(z) := Var(Ky(z — X)) vy E,(2) := E(Kp(z — X)), donde
X es un vector aleatorio con densidad f. Obsérvese que, como f es Lipschitz, esta
acotada. Denotemos por M una cota de f. Tenemos que

z—X
h

EK ( ) = h [ K(w)f( — hu)du < hM;. (3.5)

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que R =1y que {K > 0} C B(0,1).
Entonces

3 _ Sy, < S (2
Pz s k=P {ww 2% on(z)/\/ﬁ}’
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donde Y; = Ki(z — X;) — E,(2). Al aplicar la desigualdad de Berry-Esseen (ver
Seccién 4 del capitulo 1) a la ltima expresién se obtiene

yjvn)| < )

siendo @ la funcién de distribucién de la normal (0,1) y

Pl < - (5

E|Kh(z -X)-— En(z)|3

() = CONT

Por tanto,

BIP, - Pal < f o (S5 - 1o )

En primer lugar consideremos la segunda integral de (3.6). Para simplificar la
notacién definimos R*(z) := n'/2A7'R,(z). Entonces, dado § > 0, existe algtin

F(2)dz + / Ruo(2)f(2)dz.  (3.6)

ng, uniforme en z, tal que, si n > ny,

B|K (55) - (

RO = Tk (s

i
5[
e

X)-E
63P{0<‘K(Z

(i () - £ () 1
e K () - 5K (59 - 1
PP {|K (5) - BK (57)| > 3}
{0<K( )<26}+ (2Mx)?
P2 {K (55) > 25} P2 {K (5X) > 26}

donde la ultima desigualdad se deriva de (3.5). Obsérvese que

P {0 <K (%) < 26} < P;[B(z,h)] < M¢Bgh®.

Por otro lado, debido a que K es una funcién de densidad, si tomamos §
suficientemente pequefio, entonces Cy, la medida de Lebesgue de {z : K(z) > 24},
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es estrictamente positiva. Ademds si x € B(z,h) y z € B(0,R), se tiene que
z € B(0, R + r) para h suficientemente pequefio. En este caso f(z) > my. Esto
se utiliza para acotar la integral definida sobre B(0, R) que aparece en la siguiente
desigualdad y se obtiene

[ B2 (2)dz

M;Bgh? (2Mg)?
<
= / 0,R ((me(;hd)3/2 + 53(mf05hd)1/2 f(z)dz

M (2) Bah' (2M)? s
+AWRQQMW4»M+ wmwﬁwwaf”d

< B9/ (Dle[B(O,R)]+D2 /B on (Mf, (z)>3/2 f1/2(z)dz) :

msn(2)
donde
M; 2MK)3 12
Dy =
L <mf05+( 5 ) ) meCa
3
D, = By  (2Mk)

c¥r o soy?

Ahora nos ocuparemos de la primera integral que aparece en (3.6), que deno-
taremos por [ @Q,(2)f(2)dz. Como f es Lipschitz y [ ||t||K(t)dt < oo, existe una
constante Cy > 0 tal que |f(z) — E,(2)| < Coh, para todo z € R%. Separamos
dicha integral en dos de la manera siguiente,

[ @n2)f(2)dz < f()dz+ [
{le—f(2)|<2Coh} {le—£(z)|>2Con}

Qn(2)f(2)dz.  (3.7)
Por (F2), la primera integral del término de la derecha es O(h). En lo que se
refiere a la segunda, observemos que para los z tales que |c— f(2)| > 2Cyh, c— f(2)

y ¢ — E,(z) tienen el mismo signo, por lo que
|c — En(2)]
=0 (=B
=@
que se puede acotar utilizando la ultima desigualdad del capitulo 1. Se obtiene,
pues, para n suficientemente grande,

/{|C—f(z)|>2Coh} Qn(z)f(2)dz
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. G (_1|C—En(z)|2> N
= Nle-f(z)1>2C0n} V2m\/n|c — En(2)| P\ 72 o2(z)/n '

Teniendo en cuenta que

< M [ K?*(t)dt M,

02(2) < EK;(z — X) 1 =g

y €l hecho de que |c — E,,(z)| > Cyh en el conjunto de integracién, tenemos que

—M2 €xXp (‘1 CghQ >
V21 vVnhiCyh 2 My/nht )~

Por tanto, el miembro de la derecha de (3.8) es de orden exp(—Cn"), donde

Qn(2)f(2)dz <

/ (3.8)
{leF()|>2Con}

C > 0 es una constante y r = 1 — s(d + 2) > 0. En consecuencia, esta expresién
es o(n~9) para cualquier g > 0.

En resumen, hemos obtenido que la segunda integral que aparece en el término
de la derecha de (3.6) es de orden O ((nhd)_m) =0 (n_(l_s‘lw), y la primera
es de orden O(h) = O(n~*), de lo que se sigue el resultado que desedbamos, pues
n=° > n~(1=54)/2,

3.2.1 Algunos comentarios

Las siguientes observaciones aclaran el alcance real y el significado intuitivo
de las hipétesis que aparecen en el Teorema 3.1, y también ofrecen resultados
alternativos en la misma linea.

Observacién 1. La conclusién (3.4) sigue siendo vélida si reemplazamos (F1)
por la hipétesis de que el soporte S de f sea compacto y ademds que inf{f(x) :
z € S} > 0. En este caso la condicién Lipschitz impuesta a f debe verificarse
exclusivamente sobre S.



47

Observacién 2. La condicién de cola (F1) no es muy restrictiva. Por ejemplo,
la verifica cualquier densidad f tal que, para ||z|| suficientemente grande, se puede
expresar de la forma f(z) = g(||z||), donde g(¢) es una funcién decreciente cuyo
orden exacto, cuando ¢ — 0o, es, por ejemplo, g(t) = O(t7F) (para algtin k > 2d),
o bien g(t) = O(e~®) (para algin a > 0), o g(t) = O(e~*") (para algin a > 0).
Estan incluidas, por tanto, las densidades més utilizadas, en particular las de tipo
gamma o las gaussianas.

También verifican esta condicién las densidades tales que, para ||z|| suficiente-
mente grande, el cociente

Mya(z) _ sup{f() : z € B(z,h)}

mep(z)  inf{f(z):z € B(z,h)}

est4 acotado superiormente por una constante y [ f'/2 < oo.
La condicién (F1) puede cumplirse incluso en casos en que el anterior cociente

tiende a infinito cuando ||z|| — oo, como ocurre con la distribucién normal.

Observacién 3.  La condicién (F2) sélo expresa de manera rigurosa la idea
intuitiva de que es dificil estimar la probabilidad de {f < ¢} si el conjunto {f =
¢} no estd formado unicamente por puntos aislados: si este conjunto incluye un
intervalo, f,, tendrd ligeras protuberancias que afecten a la convergencia de P, a
P,.

Esta condicién aparece tipicamente en la estimaciéon de conjuntos de nivel.
Por ejemplo, en Walther (1997) si el conjunto {f = ¢} tiene “picos”, se pide que
f no sea plana en {f = ¢} para poder asegurar la consistencia del estimador
del conjunto {f > ¢}. Tsybakov (1997) también excluye la posibilidad de que la
densidad f tenga “mesetas” en el nivel ¢, imponiendo una condicién que denomina
a-regularidad. Por dltimo, Polonik (1995) establece la hipétesis

pe{z o= f(2)] < €} = O(e"),

cuando ¢ — 0, para alguna constante @ > 0. Es una condicién mas débil que
la de Tsybakov (1997) y, para « = 1, es muy similar a nuestra (F2). El hecho
de que Polonik (1995) trabaje con la medida de Lebesgue u;, en lugar de con la
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probabilidad P, como hacemos en (F2), es debido a que su objetivo es conseguir
tasas para la distancia en medida.

Figura 3: Densidad que no verifica la condicién (F2)

Observacién 4. Tomando « € (0,1) y separando la integral que aparece en el
miembro de la izquierda de la desigualdad (3.7) en dos integrales definidas sobre
los conjuntos {|c — f(2)| < 2Coh*} vy {c — f(z) > 2Cyh®} respectivamente, (H1)
se puede extender a s € (0,(d + 2)7'] y E|P, — P| seguirfa convergiendo con
cualquier tasa potencial més lenta que n~/(4+2),

Entonces, para d = 1, el teorema incluye las clasicas amplitudes de banda que
optimizan, en L?, el comportamiento del estimador kernel al estimar la funcién de
distribucién (h = n~'/3), la funcién de densidad (h = n~'/%) y su derivada r-ésima,
(h = n~1/@r+9)),

Observacién 5.  Si {¢,} C R verifica ¢, — ¢y |, — ¢| = O(h) y redefinimos
P,(2) = P{fa(2) < cn}, la tasa de convergencia de E|P, — Py| no se ve afectada.
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3.3 Caso c aleatorio:
tasas de convergencia para la probabilidad

de falsa alarma

3.3.1 Una tasa para la convergencia casi segura

El objetivo de esta seccién es obtener tasas para la convergencia a 0 de

Pi{fu< e} — o (3.9)

donde ¢, = ¢,(X1,...,X,) es un nimero positivo tal que an{fn <e} =

En el Teorema 3.2 se prueba que, eligiendo h,, = (n~"logn)'/?, Pi{f, < c,}—a
alcanza una tasa casi segura de orden O(h*), para un cierto 0 < s < 1 que depende
del comportamiento de f en la cola. La tasa éptima O(h) que corresponde a s =1,
se obtiene cuando f tiene soporte compacto. El teorema se establece inicamente
en el caso unidimensional, pero parece probable que las mismas ideas se puedan
aplicar en el caso multivariado.

A lo largo de la prueba de este resultado, se utilizardn el Teorema 1.3 de
Stute (1982) y las observaciones 1.3 y 1.4 de Hall (1990) para acotar la diferencia
| /(@) — Ef,(2)| sobre una sucesién creciente de intervalos compactos.

TEOREMA 3.2. En el caso univariado d = 1, supongamos que

(F3) f es Lipschitz en R.

(F4) f(z) = O(|z|™), cuando |z| = oo, para algin v > 1.

(K2) K es una densidad de soporte compacto y de variacién acotada.

1/3

Tomemos hy, = (n"'logn)'/®. Entonces

Pr{fu < ca} —o| =O(h") c.s, (3.10)



90

donde

1 st f tiene soporte compacto
s =
en otro caso.

DEMOSTRACION. Consideremos primero el caso en que el soporte de f no estd
acotado. Sea @ un numero positivo que fijaremos mdas adelante. Acotamos el
término de la izquierda de (3.10) de la manera siguiente:

‘Pf{fn < Cn} - CV‘
< ‘Pf ({fn < cpp N [—h—ﬂ,h—ﬂ]) - P ({fn < e} N [—h_ﬂ,h_ﬂ])‘
+P ({fn <ep}tn [—h—ﬂ, h—ﬂ]c) + P, ({fn <ec}N [—h‘ﬂ, h—ﬂ]c)
< /[ I Efal + /[_h_ﬂ,h_ﬂ] \fo = Efal
+ /[_h—ﬂ,h—ﬂ]c (f + f") (3.11)

Por (F3) y (K2) existe C; > 0 tal que |f(z) — Ef,(z)| < Cyh uniformemente
en IR. Por tanto,

/[—h—ﬂ,h—ﬂ] = Ef|=0 (hl_ﬂ) ' (3.12)

Nuestras hipétesis implican las de Hall (1990, observacién 1.3). Del hecho de
que nh — oo, tenemos que, de un n en adelante, {|z| < ™"} C {|z|] < nf}.
Luego, por Hall (1990),

~

sup |fu(@) — Efa(z)| = O((logh™" /nh)?)  cs.

|z[<h—A

Entonces hemos obtenido que, para una cierta constante C5 > 0,
/ |fo — Eful < Cs(logh™! /nh® )12 = 0 (h'F)  css. (3.13)
[_h_'gvh_'g]
Por otro lado, (F4) implica que

B(v—1)
/[_h_ﬂ,h_ﬂ]c f(@)dz < CRPOD, (3.14)
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Si tomamos 3 = v~ obtenemos el mismo orden de convergencia en (3.12),
(3.13) y (3.14). Por esta razén, a partir de ahora, asumiremos que hemos elegido
ese B concreto.

Para acotar el dltimo término de (3.11), podemos suponer, sin pérdida de gene-
ralidad, que el soporte de K estd contenido en [—1, 1]. A partir de (K2) obtenemos
que K estd acotado por una constante positiva Hg. Entonces

~ HK n
n(T)dz < —= / Iix._1 x. d
/['—h_ﬂyh_ﬂ]c f (:E) :E - "’Lh Z:ZI [—h_ﬂ,h_ﬂ]c [XZ h7X’L+h] (IE) :E

H n
n—}lj Z 2hI[_h—ﬂ+h,h—5—h]c (XZ)

i=1

= CsPy (=077 + h,h™® = h]*), (3.15)

<

donde P, denota la distribuciéon de probabilidad empirica basada en la muestra
Xi,...,X,. Por otro lado, utilizando (F4) obtenemos

Py ([=h™ + b, h™% — h)°) < CehPOY), (3.16)
para n suficientemente grande. De (3.16) y la desigualdad de Hoeffding resulta
P{P, ([=h" +h,h™% — h]*) > 2Csh" 1}

<P {Z [Ti-snp-s_ne(Xi) = Pe{[-h =% + b, h ™% — h°}] > Cﬁnhﬂw_l)}

i=1
< exp [—th%(”_l)] .

Como 3 = 77!, entonces 3°°; exp[—Crnh?#7~Y] < 0o y, por el lema de Borel-
Cantelli,
Py ([=h™® + b, h™P — h)Y) = O(KPOD) e, (3.17)

que es el mismo orden que habiamos obtenido para los otros términos.
Obsérvese que, si se supone que f tiene soporte compacto, el iltimo término
de la expresién (3.11) desaparece al reemplazar el valor A~ por una constante

suficientemente grande.
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Observacién 6. Es interesante constatar que, a diferencia del Teorema 3.1, el
resultado anterior no precisa la hipétesis (F2). Esto se debe a que en el Teore-

ma 3.2 el objetivo no es estimar un conjunto en particular, sino su contenido en
probabilidad.

Observacién 7.  En Baillo, Cuesta-Albertos y Cuevas (1999) se puede encontrar
un corolario al Teorema 3.2 en el que se establece la convergencia de ¢, a ¢ (en
probabilidad y casi seguro) con cualquier tasa més lenta que h. En este resultado
se impone de nuevo la condicién (F2).

3.3.2 Algunos resultados relacionados

Se pueden obtener otros resultados referentes a las tasas de convergencia de
¢ = ¢, elegido como en (3.2). Surgen de versiones alternativas del Teorema 3.2
o como consecuencia de las tasas de convergencia L' de los estimadores kernel
multivariantes. A continuacién presentamos a grandes rasgos algunos de estos

resultados complementarios.

Observacion 8. Las densidades f que estdan acotadas inferiormente por una
constante positiva sobre su soporte, por ejemplo un intervalo [a, b], no satisfacen

(F3). En lugar de utilizar el teorema que aparece en Hall (1990), se podria simple-

mente emplear el Teorema, 1.2 de Stute (1982). Entonces, para h, = (n~'logn)'/3,

si se verifican
(K3) K se anula fuera de un cierto intervalo finito [a1, b1),
(F3’) f es continua en un intervalo acotado [a, b] y se anula fuera de este intervalo

y

(F4’) f es Lipschitz en su soporte,
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podemos modificar ligeramente la prueba del Teorema 3.2 para obtener
|Pf{fn < Cn} - a| = O(hn) c.s.,

es decir, la misma conclusién del Teorema 3.2 pero para f de soporte compacto.

Observacién 9.  Stute (1984) obtuvo un andlogo multivariante del Teorema 1.2
que aparece en Stute (1982). Bajo condiciones similares a las de la observacién
previa, enuncié el siguiente resultado:

sup | fu(t) — Efa(t)] = O((log h~¢ /nhH?)  cas., (3.18)
tely
donde I € IR? es un cierto conjunto acotado. Por esta razén, de acuerdo con la
observacién 1.6 de Hall (1990), el Teorema 3.2 sigue siendo vélido en el sentido
siguiente: la tasa volveria a ser O(h®), con h = (n~'logn)'/(4*2) s = 1 para f con
soporte compacto y 0 < s < 1 en otro caso.

Observacién 10. Holmstrém y Klemeld (1992) obtuvieron una tasa de conver-
gencia del tipo

E [ \fa= =0 (02 (3.19)

para el error L' esperado de un estimador kernel multivariado con h, = Cn~Y@+9),
Si ¢, se elige de manera que an{fn < ¢} = a c.s., tenemos que E|Pf{fn <
cn} —a| < E [|f,— f|- Por tanto, por la desigualdad de Markov, la convergencia
en probabilidad de |P¢{f, < ¢,} —a| — 0 también se verifica (bajo las condiciones
impuestas en Holmstrom y Klemeld (1992)) con la tasa (3.19).






Capitulo 4

Estimacion del soporte bajo

restricciones de forma

En este capitulo se considera nuevamente el problema de estimar S, un con-
junto en IR?, a partir de una muestra aleatoria de puntos elegidos dentro de él.
Cuando se conoce alguna propiedad relativa a la forma de S (por ejemplo, que sea
convexo, estrellado, conexo,...) parece razonable utilizar estimadores que posean
dicha propiedad.

La convexidad es la restriccién de forma més ampliamente estudiada en la
literatura. Bajo esta hipétesis, el estimador natural de S es el cierre convexo de la
muestra, que es un estimador “por defecto”: conv(Xy,...,X,) C S c.s. para todo
n. Para propiedades de forma distintas de la convexidad no hay un estimador que
surja de manera tan directa. Aqui proponemos utilizar el estimador de Devroye y
Wise Sy (en), eligiendo el pardmetro de suavizado e, de tal manera que S, verifique
la misma propiedad de forma que S. En otras palabras, una eleccién adecuada de
€, permite, en algunos casos, que S, incorpore la informacién que poseemos acerca
de S.

En la Seccién 4.2 la restricciéon impuesta a S es la de conexién. El Teorema
4.1 proporciona condiciones bajo las que el estimador conexo S, es consistente en
medida. En la prueba de este resultado se utilizan resultados de Tabakis (1996) y
Penrose (1999) sobre drboles abarcadores.

5%}
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En la Seccién 4.3 se considera una hipdtesis méas restrictiva que la de conexién:
que S sea estrellado. El Teorema 4.2 prueba la convergencia casi segura a cero
del infimo de los radios ¢, con los que S‘n(en) es estrellado. El Teorema 4.3 es un
resultado sobre convergencia de la frontera del estimador estrellado S, ala frontera
de S, para parametros de suavizado €, de orden superior o igual a O(logn/n)"/%,
con dy > d. Con esta restriccién sobre el radio, S, es un estimador “por exceso”
para n suficientemente avanzado.

La motivacién inicial de este capitulo es mas “teérica” que en los anteriores:
nuestro principal interés es comprobar la flexibilidad de un estimador tan sencillo
como el de cubrimiento. Consideramos, no obstante, que estas ideas son poten-
cialmente aplicables al andlisis de imdgenes. Por ejemplo, la condicién de “forma
estrellada” aparece en Donoho (1999) en el contexto del andlisis de imdgenes con

wedgelets.

4.1 Estimaciéon de un conjunto conexo

La hipétesis de conexién es una de las restricciones més suaves que se le pueden
imponer a la forma de S. Si, por ejemplo, el vector aleatorio X corresponde a
observaciones tomadas en un proceso industrial, el hecho de que S no sea conexo
quiere decir que, en realidad, estamos observando varios procesos “disjuntos” que
funcionan en paralelo.

En esta seccién se muestra que el estimador de cubrimiento

es lo suficientemente flexible como para incorporar la hipétesis de conexién y pro-
porcionar una estimacién consistente de S. En muchos problemas de control de
calidad, si se desea aplicar el método no paramétrico de deteccién de change-point
propuesto por Devroye y Wise (1980), este estimador conexo representa una elec-
cién muy natural (ver Baillo, Cuevas y Justel 2000).
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La idea central consiste en considerar el estimador 5, con el pardmetro de
suavizado €, = €,(X1, ..., X,), definido por

€, = inf {e > 0: 5,(€) es un conjunto conexo} : (4.1)

Un procedimiento iterativo muy sencillo para encontrar el valor €, es el siguiente
(ver también Lebart, Morineau y Warwick 1984; Cuevas, Febrero y Fraiman 2000):

Algoritmo para el calculo de €,

1. Se comienza por cualquier observacién (por ejemplo, X;) y se calcula la
distancia R; entre X; y el punto muestral més cercano a X; (digamos X5).

2. Se toma la observacién (digamos X3) més cercana al conjunto {X;, X5} y se
calcula R2 = mln{||X3 — X1||, ||X3 — X2||}

3. Se calcula, por recurrencia, Ry := min{|| X1 — X/, = 1,...,k}, donde
X+1 es la observacién mds cercana al conjunto {Xi,..., Xy} de entre todos
los puntos muestrales X; restantes.

4. Se itera este procedimiento hasta que se han considerado todas las observa-

ciones. Entonces
Ry,

€, = max —.
" k=1,.m—-1 2

A continuacién presentamos unos resultados de consistencia que estdn en la
linea del Teorema 1 de Devroye y Wise (1980). La diferencia fundamental estriba
en que ahora €, es una sucesién estocdstica de parametros de suavizado, en lugar

de una sucesién numérica.

TEOREMA 4.1. Sea X1, Xs,... una sucesion de vectores aleatorios t.i.d. en
R¢ cuya distribucidn comin es absolutamente continua respecto a la medida de
Lebesque ur. Sea f la densidad (respecto a pr) de cada X; y S el soporte de f.

Supongamos que S es compacto y conezo en IR® y que fy := essinfg f > 0.
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a) Sisup{|f(z) — f(y)|: =,y €S, |z —y| <s}=o0(-logs)™") cuando s — 0
entonces
v (Sn(€n)AS) — 0 en probabilidad, (4.2)

donde S’n(En) es el estimador de cubrimiento con la amplitud de banda €, = €,
definida en (4.1) y v es cualquier medida sobre (R%, Bra) cuya restriccion a

S sea absolutamente continua respecto a Ps.

b) Parad > 2, supongamos que el conjunto de discontinuidades de la restriccion
de f a S tiene medida de Lebesgue nula y no contiene ningun elemento de
dS. Se supone ademds que S es una subvariedad en RY, (d—1)-dimensional
y C%. Entonces

v (S’H(EH)AS) — 0 ecs.

DEMOSTRACION. Observemos que
v (Su(@)AS) =v (Su(@) \ S) +v (S\ Sul@n)) (4.3)

En primer lugar probemos que €, — 0 c.s. En efecto, tomemos cualquier ¢ > 0.
Consideremos un cubrimiento C de S constituido por cubos cerrados de lado ¢/+/d
e interiores disjuntos. Con probabilidad 1, existe un n a partir del cual cada C' € C
tal que pz,(CN.S) > 0 contendrd una observacién X;. Por tanto, €, < diag(C) =€
para n suficientemente grande c.s. Por el teorema de la convergencia dominada,
esto implica la convergencia casi segura a cero del primer término en el miembro
de la derecha de (4.3).

Para estudiar el segundo término de (4.3) observemos que, en el contexto de
teoria de grafos, la longitud de €, es la mitad de la de M,,, el lado més largo del
minimo drbol abarcador (ver, por ejemplo, Lebart, Morineau y Warwick 1984) con
vértices {X1,...,X,}. Esto se sigue del algoritmo que hemos presentado antes
para el cadlculo de €,, ya que este procedimiento iterativo de hecho determina
un minimo arbol abarcador cuyo lado maés largo tiene longitud 2¢,. En efecto,
obsérvese que en un arbol abarcador la longitud de cualquier lado de vértice X;
debe ser, por lo menos, R;: la longitud de cualquier lado que conecte X5 con una
observacion distinta de X; debe ser, por lo menos, Rs, etc.
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Bajo las hipétesis generales del teorema y la suposicién especifica de (a),
Tabakis (1996) probé que

B\ log n 1/d
. > =1
"IL’IEC’P{MH - (A Bd) ( n > ,

para todo k < 1, donde A = sup{f(z) : x € S}, (obsérvese que f es continua y,

por tanto, acotada en el compacto S).

Por esta razoén, si denotamos por

) _1 k 1/d IOgTL 1/d
6n_2 ABd n ’

tenemos que, con probabilidad convergente a 1, €, > €,. Luego

v (S\ Su@)) < v (S\ Sul@)) (44)

con probabilidad convergente a 1.

= =d
Como €, — 0 y né

— 00, el miembro de la derecha de (4.4) converge a
cero en probabilidad (ver Teorema 1 de Devroye y Wise (1980)). Con esto queda
finalmente probada la convergencia a cero en probabilidad de v (S’H(EH)AS).
Bajo una restriccién de forma adicional sobre .S, Tabakis (1996) obtiene tam-
bién una cota superior en probabilidad, del tipo C(logn/n)'/¢, para el lado més
largo del minimo drbol abarcador. Es decir, que en realidad (logn/n)'/¢ es el orden
exacto en probabilidad de &,, pero esto no se necesita para probar (4.2).
Por otro lado, bajo las hip6tesis generales del teorema y las especificas de (b),
Penrose (1999) probé que
lim M4 — imax (i,w> c.s.,
n=ootlogn By foo dfi

donde f; :=infys f. El resto se prueba de manera completamente analoga a como

se hizo en (a), excepto que se deberfa sustituir €, por

2= [imax(i Ld_l))]”d (@)”d
=B, fo df n )

siendo ¢ cualquier constante tal que 0 < ¢ < 1.
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4.2 Estimacion de un conjunto estrellado

En esta seccién se considerardn conjuntos S C IR? que verifiquen la condicién
de ser estrellados. Como ya se expuso en la Seccidon 1.4, esto quiere decir que existe
un “punto radiante” a € S tal que, para todo z € S, el segmento [a, z] que une a
con z estd contenido en el conjunto S. Se trata de una condicién mas fuerte que
la de conexién: no se permite la presencia de ningiin elemento de S¢ en el interior
del espacio delimitado por la frontera de S. Pero al mismo tiempo es una hipétesis
menos restrictiva que la de convexidad: todo conjunto convexo C' es estrellado y
su “mirador” (es decir, el conjunto de los puntos radiantes) es el propio C.

Sin embargo, la hipétesis de que S sea estrellado no excluye “situaciones pa-
tolégicas” asociadas a la presencia de infinitos picos cada vez méas agudos. La

Figura 4 muestra un ejemplo.

Figura 4: Conjunto estrellado con un tnico punto radiante a.

A continuacién se define una condicién de forma, que aparece de manera natural
en la demostracién de los Teoremas 4.2 y 4.3 y que excluye este tipo de situaciones.

Sea S € IR? un conjunto compacto estrellado, de interior no vacio, y ¢ € S un
punto radiante de S. Sea ¢y > 0. Se define el indice de apuntamiento p(.5, a, €)
de S respecto al punto a como el infimo de los 3 € [0, 1] tal que, para todo z € S,
x # a, y para todo 0 < € < €, la seccién circular maximal de la bola B(z,€)
ortogonal al segmento [a, x| (es decir, la interseccién de B(z,€) con el hiperplano
affn que pasa por z y es ortogonal a [a,z]) estd incluida en SP¢, el conjunto S
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“orlado” por una banda de anchura fe < e.

Figura 5: Conjunto estrellado con indice de apuntamiento menor que 1

Por ejemplo, si S = [-1,1] x [-1,1] y @ = (0,0), entonces p(S,a,€) =

N

1
ﬁ

para todo ¢ < 1.

Figura 6
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En términos intuitivos, la situacién p(S, a, €) = 1 para todo ¢ > 0 correspon-
de a un conjunto estrellado rodeado de infinitos picos cada vez méas agudos. Para
impedir anomalias de este tipo, impondremos condiciones a S que aseguren que
su indice de apuntamiento es menor que 1.

En teoria geométrica de conjuntos estrellados se consideran otros casos ex-
tremos como, por ejemplo, la presencia de “rayos” de dimensién d — 1 (ver Figura
7).

Figura 7

Obsérvese que esta situacién queda automaticamente excluida bajo la hipétesis
de que S sea el soporte de una distribucién absolutamente continua.

En Gardner (1995) se consideran los “cuerpos” estrellados, definidos como con-
juntos estrellados S C R tales que S = cl(int(S)). Esta condicién excluye situa-
ciones como la de la Figura 7, pero no casos como el de la Figura 4.

A continuacién se enuncia un lema que proporciona una condicién suficiente

muy sencilla para que el indice de apuntamiento sea menor que uno.

LEMA 4.1. Si S C R? es un conjunto compacto y estrellado, cuyo mirador contiene

una bola B(a,d) con § > 0, entonces existe €y > 0 tal que p(S,a,€) < 1.

DEMOSTRACION. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que la bola
B(a,d) estd contenida en el interior de S. Dado que S es estrellado, para ca-
da z € S, el conjunto S contiene al cierre convexo C(x) determinado por B(a, ¢)
y . En IR? este C(x) serfa una especie de “cucurucho” de vértice z. Sea zy un
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punto de S que maximice la distancia al punto a. Entonces, para todo z € S,
el “cucurucho” C(z) no serd méds “puntiagudo” que C(zy). Es decir, la seccién
que un hiperplano ortogonal a [a, z] determine en C(z) a distancia [ de z siempre
contendrd (tras las oportunas traslaciones y rotaciones) a la seccién que originaria
en C(zo) un hiperplano ortogonal a [a, ] a distancia [ de xy. Por tanto, para
€0 < 0, p(S,a,€6) = p(C(xy),a,€) y claramente p(C(zy), a,€) < 1.

Bajo la hipétesis de que S fuera conexo, hemos sugerido tomar el pardmetro
de suavizado €, dado por (4.1), es decir, el infimo de los radios con los que S, era
conexo. Analogamente, cuando S se supone estrellado definimos, para cada n fijo,

n
e, = inf{e > 0: Su(e) = | B(X;,€) es estrellado}. (4.5)

i=1
Obsérvese que, debido a que la conexién es una condicién méas débil que ser es-
trellado, € estd acotado inferiormente c.s. por &,, para cada n. Por otro lado,

€, < diam(S) c.s. para todo n, siendo diam(S) = sup, ,cs ||z — y|.

TEOREMA 4.2. Sea S C IR un conjunto compacto y estrellado cuyo mirador
contiene una bola B(a,d) con 6 > 0. Sean Xi,..., X, observaciones i.i.d. de una

distribucion con soporte S. Entonces

€, — 0 cs.

DEMOSTRACION. Tomemos € € (0,d). De la demostracién del Lema 4.1 se sigue
que p(S,a,€) < 1. Fijemos un valor cualquiera 8 € (p(S,a,€),1).

Debido a que S es estrellado y B(a,d) C mir(S) con § > 0, se tiene que para
cada 1 > 0 existe un recubrimiento By,..., By de S mediante bolas de radio 7
tales que

pr(B;NS) >0 para i=1,..., M.
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Fijados € y 3, consideremos un recubrimiento de este tipo donde 7 ha sido elegido

de forma que, para cualesquier z,z1,z9 € B;, se tiene
B(z, fe) C B(x1,€) U B(xq,¢).

Por tanto, con probabilidad 1, existe ng tal que, para cada n > ng, existen al

menos dos puntos muestrales en cada B; y, en consecuencia,
P{3n tal que S C S,(€),¥n > ng} = 1.

Obsérvese que SP¢ es estrellado y que el mirador de S%¢ también contiene a la bola
B(a,9).

Ahora veamos que, si S% C S, (), entonces Sy(€) es estrellado. En efecto,
como SP es estrellado y su mirador contiene a B(a, §), todos los puntos de S%¢ se
pueden ver (via S%¢) desde cualquier punto de esta bola. Por tanto, sélo tenemos
que considerar los puntos de S‘n(e) que no pertenecen a S%¢. Sea z uno de estos
puntos. Entonces existe un X; (€ S c.s.) tal que z € B(X;,¢). Obsérvese que
a # X; porque € < §. Sea D(X;) la seccién circular maximal de esta bola ortogonal
a [a, X;]. Como B > p(S,a,€), tenemos que D(X;) C SP¢. Utilizando que B(a, d)
estd contenida en el mirador de SP¢, obtenemos que el “cono truncado” H(X;),
definido como el cierre convexo de B(a,d) y D(X;), estd contenido en SP%¢ (ver
Figura 8).

El conjunto H(X;) U B(Xj, €), que es convexo por construccién, estd contenido
en S,(€). Esto prueba que existe un n a partir del cual S, (¢) es estrellado c.s.. En
resumen, hemos obtenido que, para todo € € (0,0), existe ngy tal que, si n > nyg,

entonces ¢,, < € C.S.
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\Q:@’\

Figura 8

Siempre que €, — 0 c.s. (como ocurre con € bajo las hipétesis del Teorema
4.2) se verifica que

di(Sn(€n),S) = 0 c.s. cuando n — oco.

Aunque la distancia de Hausdorff entre dos conjuntos S,T C IR? o IR® en general
se puede visualizar facilmente, el hecho de que dy(S,T) sea pequeiia en ocasiones
no estd acompanado de una cercania “fisica” entre S y T tan estrecha como en
un principio se podria creer. En particular puede ocurrir (incluso en casos muy
sencillos) que una sucesién de conjuntos converja a otro en distancia de Hausdorff
y, sin embargo, sus fronteras estén muy alejadas de las del limite. La siguiente

figura ilustra esta situacién.
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or

Figura 9

Estas anomalias pueden descartarse imponiendo la convergencia entre las fron-
teras. Esta idea ha sido considerada en Cuevas y Fraiman (1998) para definir una
distancia mas flexible que la del supremo entre funciones de densidad.

En el siguiente resultado se prueba la convergencia casi segura, en distancia
de Hausdorff, de la frontera del estimador de cubrimiento estrellado S, hacia la
frontera de S, cuando el pardmetro de suavizado ¢, tiende a cero suficientemente
despacio.

TEOREMA 4.3. Sea S C R® compacto, estrellado y estdndar respecto a py,. Sean
Xi,..., X, observaciones independientes de una distribucion uniforme sobre S.

Consideramos el estimador de cubrimiento S,, = » . B(X;,€,). Supongamos que

a) S, es estrellado y se verifica que

1 1/do
(i) existe un dy > d tal que €, > 2 ( 0gn> c.s.
n

(ii) €, — 0 c.s.

b) si denotamos por N (€) el minimo nimero de bolas con centro en S y radio

€ que se necesitan para recubrir 89S, existe un L > 0 tal que N(e) < —-
pra

Entonces
dg(8S,,05) -0 c.s. (4.6)
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DEMOSTRACION. Tomemos, para cada m, un recubrimiento minimal {By,, k =
1/d

1,...,N.} de S con bolas de radio (13‘;—") / °. Probemos que, con probabilidad

1, existe un ng tal que, para todo n > ny, se verifica

para cada By, (k= 1,...,N,)existe al menos un X, tal que X; € By,,. (4.7)
Esto equivale a probar que
P(limsup 4,) = 0, (4.8)

siendo
A, = {w: Jal menos un By, con X; ¢ By, i =1,...,n}.

Por el lema de Borel-Cantelli una condicién suficiente para que se verifique (4.8)

es que
> P(4,) < oo
n=1

Observemos en primer lugar que

logn \¥%
pr(Brn) = C( TgL >

_c (10gn>a,
n
d

siendo C' > 0 una constante y o« = 2- (< 1). Utilizando el hecho de que S es

estdndar y la hipétesis (b) tenemos que, para una constante v > 0,

s ()

(d—1)/do oy n
< g-@np( i
- logn n
Por tanto,

o B (d—1)/do logn\*\"
P(A,) <27VVL 1-—-
Srwsreng (mm) (- (5))

P(An) < Nn lérkl%i\cfn P{Xz ¢ Bkn,’b = 1, Ca ,TL}




68

Esta serie es convergente porque puede mayorarse por una del tipo
C"> nlexp(—n"),

con g, > 0, y ésta tltima converge.

Como consecuencia de (4.7) y de haber supuesto que Sy S,, son estrellados
se verifica que, con probabilidad 1, existe un ng a partir del cual S C S,. En
efecto, tomemos ny tal que para n > ng se verifica (4.7) y supongamos que existe
un = € S pero z ¢ S,. Necesariamente z € int(S), pues (4.7) implica que todo dS
est3, recubierto por bolas del tipo B(X;, ¢,), es decir, que 8S C S,,.

Dado que S, es estrellado existe un y, € mir(S,). Prolongamos el segmento
[yn, z] en el sentido y, — z hasta que, pasado el punto z, corta a S en un punto
z (ver Figura 10).

Figura 10

El punto z estd contenido en una bola By, C B(X;,€,) C S,. Por tanto, desde
el punto y, podemos ver, via Sy, la bola B(X;, €,) 0, lo que es equivalente, el cierre
convexo C(y,) de {{yn} U B(X;,€,)} estd contenido en S, y, por tanto, z € Sy,
que contradice lo que habiamos supuesto.
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Finalmente para terminar de probar que dg(8Sy,8S) — 0 c.s., supondremos
que no se verifica esta convergencia. Entonces hay dos posibilidades:

i) Con probabilidad positiva, existe € > 0 y una subsucesién que denotaremos
por {z,}, con z, € 83, y tal que d(z,,dS) := SUPycas ||n — ¥|| > € para todo n.

No puede suceder que existan infinitos z,, € int(S) ya que, para z, € int(S),
existirfa una bola de radio positivo B(z,,r,) C Sy B(zn,m) NS¢ # 0. Esto
estd en contradicciéon con el hecho de que, con probabilidad 1, S C S, de un
n en adelante. Entonces z, € 5S¢ que es abierto, a partir de un cierto n y, en
consecuencia, d(z,,05) < €, c.s. Pero €,, por hipétesis del teorema, tiende a 0
con probabilidad 1, por lo que hemos llegado a contradiccién con lo que supusimos
al principio de (i).

ii) Con probabilidad positiva existe € > 0 y una subsucesién que denotaremos
{z,} tal que {z,} C 3S y d(zn,dS,) = SUD,cag, |[Tn — z|| > € Por (4.7) esto
equivale a que B(z,,€) C int(S,) para todo n. Como dS es un compacto, de {z,}
podemos extraer una subsucesién {z,, } convergente a x € dS. Por tanto, existe
un jo tal que si j > jo entonces ||z,; — z|| < €/2. Es decir, B(z,€¢/2) C B(zy,,, €),
luego B(z,€/2) C int(Sy,).

Por otro lado, como z € 95, existe un y € S¢ tal que ||z — y|| < €/4 y existe
0 < r < ¢/4 tal que B(y,r) C S¢y también B(y,r) C B(z,e/2) C int(S,).
Tomamos n suficientemente grande para que €, < r/2 c.s. Entonces, teniendo
en cuenta que B(y,7) C S¢y que S, = UB(Xj,€,) con X; € S c.s., sucede que

y ¢ Sy, lo cual estd en contradiccién con que B(y,r) C int(S,).

Como las dos posibilidades, (i) y (ii), llevan a contradiccién, se debe verificar
(4.6).
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Observacién 1. Si S C IR% es un conjunto estrellado, una condicién suficiente
para que S sea estdndar respecto a uy, es que el mirador de S contenga una bola
B(a,d), con 6 > 0.

Para ver esto observemos que, si ¢ € S, entonces el “cucurucho” C(z) deter-
minado por z y B(a,d) estd contenido en S. Sea e > 0. Siz ¢ B(a,8) y e <4,
entonces siempre hay un sector de B(x,¢€) que estd contenido en S. Este sector
viene determinado por B(z,€) N C(z). Si zy es el punto de S més alejado de a,

entonces

pL(B(z,€) N S) 2 pr(B(z,€) N C(x)) 2 pr(B(2o, €) N C (o))
= Ciur(B(zo, €)) = Cipur(B(z, €))

siendo C'; > 0 una constante.
Si z € B(a,0) y € < ¢ entonces, dado cualquier z; tal que ||z1 — al] =4,

pL(B(z,€) N S) > pur(B(z,€) N B(a,6)) > pr(B(z1,€) N B(a,d))
= Cour(B(z1,€)) = Cour(B(z,¢€)),

siendo Cy > 0 una constante.

El reciproco no es cierto, como se puede comprobar en la figura siguiente.

Figura 11: Conjunto estdndar cuyo mirador estd constituido por un solo punto, a
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Observacién 2.  La hip6tesis (a)(i) del Teorema 4.3 no es demasiado restrictiva:
por un lado, € > €, c.s. ya que la condicién de conexién es mas débil que la de
estrellado y, por otro lado, Penrose (1999) prueba que el orden de convergencia casi
logn

1
> . Con (a)(i) s6lo estamos
n

segura a cero del radio de conexién €, es O (

pidiendo que el radio €, del estimador estrellado S, sea un poco més grande que
el {nfimo de los radios con los que S, es conexo.

Como se observa en (4.7) la eleccién de un €, de estas caracteristicas conlleva
la estimacién de S por exceso: con probabilidad uno S estard contenido en S,
para n suficientemente grande. En cierto modo es una situacién parecida a la
que se da en estimacién no paramétrica de densidades bajo restricciones de forma.
Si se posee informacion acerca de, por ejemplo, el nimero de modas o puntos de
inflexién de una densidad f, el pardmetro de suavizado de un estimador kernel que
incorpore esa propiedad tiene un orden de convergencia mas lento que la amplitud
de ventana que minimiza el error L? (ver Cao, Cuevas y Gonzélez-Manteiga 1994).
Esta posible pérdida de eficiencia debe interpretarse como el precio que hay que
pagar para conseguir estimadores con mejores propiedades de forma y que, al
mismo tiempo, verifiquen propiedades adicionales de consistencia (en este caso,

convergencia de las fronteras).

Observacién 3. La hipétesis (b) del Teorema 4.3 es una condicién muy natu-
ral. Toranzos (1981) probé que, si S C IR? es un conjunto compacto y estrellado,
que contiene a una bola radio positivo, entonces el perimetro de S es finito. Uti-
lizando estas ideas y resultados previos del mismo autor (Toranzos 1967), tal vez
se podria establecer una propiedad andloga para los conjuntos S C IR? de las
mismas caracteristicas. En ese caso, parece razonable que la hipétesis (b) pudiera

suprimirse.
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4.3 Problemas abiertos

En este capitulo se ha presentado la posibilidad de que el estimador de cubri-
miento Sy (€) incorpore informacién geométrica previa acerca de S, simplemente
tomando el radio € de manera adecuada. Hemos comprobado que, si S es conexo
o estrellado, S, puede heredar cualquiera de estas dos propiedades. Sin embargo,
al haber definido S, como una unién de bolas, hay otras propiedades geométricas
que nunca va a poder verificar: una de ellas es la convexidad. Un procedimiento
alternativo para incorporar la hipétesis de convexidad podria ser tomar el cierre
convexo de Sy, conv(S,).

Una propiedad de regularidad que tampoco puede cumplir S, es que una bola
de radio > 0 (por muy pequefio que sea r) “ruede libremente” por el exterior de
S, (ver capitulo 1 y Walther 1997, 1999). Serfa interesante utilizar la metodologia
de Walther (1997), que suaviza S, mediante “granulometrias”, para obtener esti-

madores del tipo:
1/1_T(S’n) =S8, ®rBorB.

Parece razonable esperar que un estimador de este tipo (bajo la restriccién indi-
cada) verifique un resultado de convergencia de fronteras similar al del Teorema
4.3.

Otra propiedad que no puede incorporarse a S,, simplemente variando el radio
es la “suavidad” (en el sentido de diferenciabilidad) de la frontera de S. En general
tiene sentido preguntarse qué otras propiedades usuales de S, aparte de la conexién
y la forma estrellada, pueden trasladarse al estimador de Devroye y Wise mediante
cambios sencillos como, por ejemplo, la eleccién de un radio adecuado.

En la Seccién 4.1 aparece un algoritmo para el cdlculo de €,, el infimo de
los radios que proporcionan conexién en el estimador de cubrimiento. Un paso
previo a cualquier intento de llevar a la practica el estimador estrellado Sy (e?)

seria determinar un algoritmo eficiente para el calculo de €.

El Teorema 4.3 proporciona condiciones suficientes para la convergencia de la
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frontera del estimador estrellado Sy, (€,) hacia la frontera de S. Las hipétesis de este
teorema excluyen conjuntos S con formas extrafias (por ejemplo, con picos cada
vez mds agudos). Este resultado motiva el interés por identificar clases amplias
de conjuntos S y estimadores S,, en las que sean equivalentes la consistencia en
medida d,(S, S,) — 0, la consistencia en distancia de Hausdorff dg (S, S,) — 0y la
consistencia de las fronteras en la métrica de Hausdorff dy (95, 3S,). Un conjunto
que perteneciera a una de estas clases no deberia tener un aspecto demasiado
“complicado”.

Una idea relacionada con ésta seria clasificar los conjuntos en funcién de la tasa
con la que converja a cero la distancia de Hausdorff entre la frontera del conjunto
y la frontera de un estimador. Parece razonable pensar que, cuanto més lenta sea

la tasa, mas extrana es la forma del conjunto que queremos estimar.
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