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ResuMEN

En el siguiente trabajo se introducen dos modelos de mercados financieros que
dan lugar a un comportamiento caético. El primero de ellos es un modelo de genera-
ciones solapadas, y satisface las condiciones de Li-Yorke. El segundo, es un modelo
de determinaci6n de los precios de los bonos con expectativas racionales y aversién
al riesgo. Finalmente, se propone un método general para la estimacion de este tipo
de dindmicas no lineales.
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CHaotic AND NONLINEAR DyNamics IN FINANCIAL MARKETS
SuMMARY

In the present work two financial market models with chaotic behaviour are intro-
duced. One overlapping generation model is motivated and developed. The second
model is based on rational expectations and aversion risk for determinating bond pri-
cing in financial markets. Finally, one general method for estimating these nonlinear
dynamics are proposed.

1. INTRODUCCION

El estudio cientifico de un fendmeno, consiste generalmente en descifrar el orden
oculto. Esto quiere decir que el desorden implica incomprensién para el cientifico, y
de alguna forma una medida de su ignorancia. Asi, cuanto menos desordenado sea el
fenémeno en estudio, menos probable es el error del cientifico y mds acertadas cabe
esperar que sean sus predicciones. Desde este punto de vista, el cientifico busca regu-
laridades en sus estudios, ya sean estos sobre mecanica de fluidos, sobre propagacion
de las epidemias o sobre la actividad econémica. Sin embargo, los conceptos de
orden y desorden han sufrido cambios a lo largo del tiempo. Al principio, el desor-
den se consideraba algo cercano al azar. La naturaleza del azar ha estado y estd adin
vinculada al desorden, puesto que lo imprevisible, complejo e irregular se ha asocia-
do generalmente con el desorden. A pesar de esto, los avances en la investigacién
cientifica han proporcionado nuevas aportaciones que obligan a una reflexién pro-
funda sobre este modo de proceder y sus implicaciones en los resultados cientificos.
Los descubrimientos sobre el denominado «caos determinista» han probado que sis-
temas muy simples pueden evolucionar hacia formas complejas, irregulares y errati-
cas que a pesar de un determinismo en los valores iniciales y en la estructura del sis-
tema, da lugar a desarrollos cercanos al azar. Por otro lado, estos hallazgos ponen de
manifiesto que las situaciones en las que existe caos no son en modo alguno casos
excepcionales o espureos. Asi, los ritmos cardiacos, los cambios climaticos, los movi-
mientos del sistema solar y la misma actividad econémica son campos del saber afec-
tados por el caos. Hoy en dia se estdn llevando a cabo un numeroso grupo de inves-
tigaciones que estudian, desde el comportamiento de los 4tomos hasta los comporta-
mientos de los hombres o de las sociedades con una visién m4s amplia y rica en los
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conceptos de orden y desorden. Este trabajo se orienta en esta linea de investigacién,
y se centra en las aplicaciones relacionadas con las finanzas dentro de la actividad
econdmica.

El objetivo de este trabajo es ofrecer dos aplicaciones econémicas para ilustrar la
complejidad de los modelos no lineales en finanzas. Los apartados 2 y 3 introducen
brevemente las principales ideas del caos. A continuacién, se parte de un modelo de
generaciones solapadas simple que proporciona un esquema determinista no lineal
para la acumulacién de capital. De aqui se pueden derivar las condiciones para la
existencia de equilibrio estable, y se formalizan las condiciones para el surgimiento
del caos. Una implicacion de lo anterior es que el tipo de interés también poseerd una
dindmica caética y por tanto puede surgir el caos financiero en la bolsa y en el pre-
cio de los bonos. Es posible otra justificacién de este hecho mediante un segundo
modelo de expectativas racionales que se presenta. Finalmente, se propone un méto-
do general para la estimacién de este tipo de dindmicas no lineales.

2. MAs ALLA DE LA LINEALIDAD Y LA NO LINEALIDAD

La correcta especificacion de un modelo econémico de series temporales es uno
de los principales problemas con que se encuentran los investigadores. Una gran parte
de estas especificaciones se apoyan en dos hipdtesis bdsicas: la linealidad y la nor-
malidad de las innovaciones. Estas dos hipétesis no son en absoluto gratuitas y con-
figuran gran parte de la investigacién estadistica existente. La hipétesis de linealidad
viene fuertemente apoyada por el teorema de Wold, mediante el cual toda serie esta-
cionaria se puede descomponer como suma de dos procesos incorrelados:

x,=d, +2z 2.1)
donde d, es lineal determinista y z, es un proceso infinito de medias méviles MA(co).
En este sentido una gran parte de las series econémicas son susceptibles de ana-
lizarse mediante modelos ARIMA, de modo que:
®(B)(1-B)%x, = O(B)e, 22)
donde ®(B), ©(B) son polinomios en el operador de retardos B, y (1-B)¢ transfor-

maci6n que convierte en estacionaria la serie x,. La eleccién del modelo adecuado se
basa en las bien conocidas funciones de autocorrelacién simple y parcial (fas y fap),
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dentro del contexto de la metodologia Box-Jenkins. Sin embargo, no conviene olvi-
dar que tanto la fas como la fap son efectivamente herramientas de identificacién
lineal, inoperantes en contextos no lineales. Existen en la literatura un buen nimero
de ejemplos de procesos diferentes del ruido blanco, que dan lugar a funciones de
autocorrelacién teéricas nulas. Un gran nimero de modelos bilineales tales como:

X, = §x., €, +¢€ 2.3)

poseen esta propiedad. Los ejemplos anteriores pueden no cogernos de sorpresa si
estamos acostumbrados a trabajar con series temporales. Sin embargo lo que resulta
mas sorprendente es un hecho conocido desde Poincaré hace un siglo, y es que es
posible encontrar dindmicas puramente deterministas con un comportamiento herra-
tico similar al ruido blanco. El ejemplo clésico lo constituye la ecuacion logistica(4),

x, =4x ,(1x,), 0<x,<1 2.4)

donde una caracteristica especialmente importante de este proceso, y de los sistemas
caéticos en general, es que una pequefia variacion en el valor inicial x,, da lugar a tra-
yectorias claramente diferenciadas. Tales procesos se denominan cadticos. A pesar de
todo esto, la sorpresa no acaba aqui. Es posible encontrar un proceso caético, técni-
camente hablando en el sentido de Li-Yorke, cuya funcién de autocorrelacién es idén-
tica a un proceso AR(1). Si consideramos el sistema determinista no lineal:

x,=f(x;w), 0<x,<1

donde:

X I-x
fx;w)=—-35i0<x<w ; f(x; w)=——siw<x<0 2.5)
w I-w

se puede probar (Sakai y Tokumaru, (1980)) que la funcién de autocorrelacién del
sistema viene dada por:

p=Qw-1¥ sik#0 2.6)

p, = 1/12, igual que el proceso AR(1),
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X, = @¢x, , +e 2.7)

donde ¢ =2w-1. Nétese que cuando w = 1/2, p, =0si k #0, si . En este sentido, resul-
taria de interés encontrar algiin ejemplo de serie donde el modelo no lineal se ajusta-
se mejor que el AR(1) clasico.

3. Concepros FunpamenTtaLes pEL Caos

Una propiedad de especial importancia en los sistemas dindmicos de naturaleza
cadtica es la sensibilidad a las condiciones iniciales. Sin embargo esta no es la tinica
raz6n que motiva el estudio de estos procesos. En los modelos ARIMA de series tem-
porales dentro del contexto de la metodologia Box-Jenkins, el comportamiento din4-
mico de la economia viene generado por la suma de un equilibrio estable y una serie
de perturbaciones aleatorias determinadas ex6genamente al sistema. Sin embargo en
los sistemas de caos, la economia se rige mediante una dindmica no lineal alimenta-
da por el propio sistema.

Veamos ahora las definiciones bésicas en las que se apoyan los sistemas cadticos.
Consideremos una aplicacién f:D—D, que define la dindmica no lineal, x, = f(x_,).
Se denota la n-ésima composicién de f por f* = f o f*! donde f! = f. Una trayectoria
del sistema de longitud n con valor inicial x, es una sucesion {x,, f(x,),..., f'(x,)}.
Una trayectoria se denomina periédica de periodo p si p es el menor entero tal que
fP(x) = x, donde en este caso x es un punto periédico. Un atractor para f es un con-
junto A compacto minimal tal que el conjunto,

{x/ lim inf If'(x) -yl =0} #©

De un modo intuitivo un sistema cadtico verifica que, (i) es sensible a las condi-
ciones iniciales, (ii) los atractores son no descomponibles y (iii) existe cierta apa-
riencia de regularidad dentro de un atractor A. De un modo mds riguroso, se dice que
una dinamica no lineal f es cadtica si verifica:

(i) Existe un valor & tal que para cualquier X, € D y cualquier entorno E de x,,
existe un x, en E y un n tal que, If*(x,) - f(x,)l > &.

(ii) Existe algtin punto x en A tal que la trayectoria es densa en A.

(iii) Los puntos periddicos de f son densos en A.
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Los ciclos de periodo tres tienen una gran importancia en la teoria matematica del
caos, como lo prueba el conocido teorema de Li-Yorke (1975):

Teorema. Sea J un subconjunto de R y f:J—J aplicacién continua. Supongamos
que existe un punto a en J de modo que:

f3(a) <a<f(a)<f¥a) (obien f3(a)>a>f(a)>f*(a)) 3.1
entonces:
a) Paracadak =1, 2,... existe un punto J en de periodo k.
b) Existe un conjunto S no numerable contenido en J sin puntos periédicos veri-
ficando las siguientes condiciones:
bl) Paracadap,qen S conp#q,
h’_rg sup If*(p) - ()1 >0 y !11_’13 inf If*(p) - (@)l =0

b2) Para cada en y punto periddico,

lim sup If*(p) - f*(q)I > 0

4. MobeLos FINaNcIEROS coN PosiBLE Caos
4.1. Modelo de Generaciones Solapadas

El modelo que aqui se presenta estd inicialmente inspirado en los trabajos de Benhavid
y Day (1980 y 1982). Las hipdtesis en las que se basa el modelo son las siguientes:

(i) Se supone que los individuos viven dos periodos de tiempo t y t+1; en un ins-
tante de tiempo t conviven dos generaciones 0 y 1. S6lo trabajan los j6venes, que aho-
rran parte de sus ingresos y son en definitiva quienes adquieren stock de capital con
sus ahorros. El stock de que dispone el sujeto inversor en el periodo t+1 se denomi-
nak,,y es igual a lo que dicho sujeto ahorra durante el periodo t,

knl =W, - Cos (41)
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donde w, representa el salario y c,, representa el consumo del individuo en la gene-
racion 0, durante el periodo de tiempo t. Se supone también que el stock de capital
de cada periodo se consume integramente dentro de ese periodo.

(ii) Se supone que un individuo representativo de la generacion joven s6lo obtie-
ne ingresos procedentes del trabajo. El individuo gana un salario w que tiene que dis-

tribuir en los dos periodos de su vida t y t+1, de donde su consumo en el periodo t+1
viene dado por:

Co1 =W, - o) x (1 +r1,,) “4.2)

donde r,,, es la tasa de interés de los ahorros desde el periodo t al t+1. En otras pala-

bras, el agente econémico puede ahorrar, y a través del mercado de crédito transferir
recursos del primer periodo de vida al segundo.

(iii) Suponemos que la poblacién en ambas generaciones es siempre la misma.

(iv) Se supone que la funcion de utilidad para cada generacion es del tipo Cobb-
Douglas, dada por:

ul = u(cov:;co.m) = CO,rﬁ X CO.H»Il-ﬁ (43 )
donde el pardmetro § mide la disponibilidad del sujeto para sustituir consumo pre-
sente por consumo futuro. Se supone que f es funcién del salario y aumenta propor-
cionalmente de modo que,
= B=pw)=aw, con a>0 y O0<B<1 4.9
Estamos suponiendo también que los cambios de 8 dan lugar a cambios en la
decisién de ahorro de los agentes y ademds que los agentes que nacen en épocas de
expansién son més «gastadores», que los agentes que nacen en épocas de recesion.
(v) Se supone que la funci6n de producci6n individual es del tipo Cobb-Douglas,

y, = f(k) =Ak% donde Aa>0 4.5)

puesto que, y, = w, + f’(k )k, donde f’(k) = r,, se puede escribir:
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w, = f(k) - k' (k) 4.6)

La solucién de equilibrio de este modelo proviene de la maximizacion de la uti-
lidad sujeta a la restriccion presupuestaria:

Maximizar  u, = u(c,;:C,,,,) 4.7)
) 1
sujetoa W, =C,, +Cp,,, ——— (4.8)
1+x,;
de donde,
u, u,
B -(1-B) (I+r,)=0
Cox Coust

aplicando los supuestos (i) y (ii) se obtiene que,

que lleva a,

knl =(l - B)wl

Sustituyendo las condiciones de equilibrio en el mercado de factores y la defini-
cién de funcién de produccién (ecuaciones (4.5) y (4.6)) se obtiene que,

k., =A( - @k[1 - (1 - d)aAk ]

que podemos reescribir como,

k,, =kk? (1 - ak?) (4.9)
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Noétese que (4.9) incluye a la ecuacion logistica como caso particular. Los Grifi-
cos 1 y 2 muestras varias realizaciones cadticas de (4.9), segiin diversos valores de
los pardmetros.

4.1.2. Comportamiento Cadtico

En este apartado probaremos que la ecuacién (4.9) satisface las condiciones del
teorema de Li-Yorke, y por tanto presenta un comportamiento caético. Escribimos
f(k,) = wk”). Ahora f puede verse como una funcién asimétrica negativa en k,, con un
maximo y dos cortes con los ejes. Sea k. el valor de k, que maximiza fy k, =f'(k_,).
Por la naturaleza de f y mediante exploracién grafica es inmediato probar que k , <k,
siendo punto fijo de f (f(k) = k), donde ademids k, <k_,.. -

Consideremos a continuacién la primera iteracion de k , f(k, ), y sea el mayor
valor de k, tal que f(k ) = 0. Entonces, si se elige el valor de w lo suficientemente
grande (en el caso de la ecuacién logistica w=4), es posible obtener f(k_,) = k..
Tenemos por tanto que,

max.

0<k, <k, <k,
donde se verifica,
f(k,) <k, < f(k,) < f(k,,)
fik) <k, <flk) < (k)

de lo cual se satisface (3.1) y se sigue el teorema de Li-Yorke.

4.2. Modelo de Determinacion de los Precios de los Bonos con Expectativas
Racionales y Aversion al Riesgo

El modelo que aqui se presenta estd inspirado en el trabajo de Begg (1984), y la
version posterior de Ploeg (1986). Las hipétesis de trabajo son las siguientes,

(i) Se supone un inversor con una riqueza en el periodo de tiempo t, w,, el cual
puede comprar una cantidad de bonos perpetuos a, al principio de cada periodo en
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un precio P,. El cup6n por periodo de los bonos perpetuos C. El inversor también
puede comprar bonos al precio P, con un interés r, conocido al principio de cada perio-
do. Asi, la ganancia total de i, la cartera del inversor viene dada por,

i,=a(P,, -P,+C)+(W,-aP)r, (4.10)

La ganancia total i es incierto puesto que la ganancia de capital en perpetuidades
estd sometida a incertidumbre. Dada la informacidn al principio del periodo t, la
varianza condicional del periodo simple de la ganancia de la cartera de inversion
viene dada por,

0, =220 @.11)

L+l

dada la informacion hasta t.

t+1

donde 02 representa la varianza condicional de P
l)Lnl

(ii) Suponemos que los agentes econémicos son competitivos y que eligen el
nimero de bonos a_para maximizar sus ganancias, esto es, maximizar la diferencia,

1
if-_z- boZ con b>0 (4.12)

donde i$ denota la esperanza condicionada de la tasa de interés total de la cartera al
principio del periodo t, siendo b un pardmetro positivo que recoge la aversién al ries-
go. De este modo el problema de decision se puede expresar como,

) 1
max a(P;, -P +C)+(w -aP)r - — ba? O’f,u (4.13)

+1

donde la condicion de primer orden es,

Pl +C-P(l+1)-bao; =0 (4.14)

I

En esta tltima expresi6n puede sustituirse el valor de 1 +r, por D;!. Asi, se puede
escribir,
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P,=D(P;,, +C-bac} ) (4.15)

La expresion (4.15) describe la demanda privada de bonos dadas las perspectivas
recientes sobre la media y la varianza del precio de los bonos.

(iii) Se supone que la oferta esta fijada por el gobierno, esto es .

(iv) Se supone que la politica monetaria fija los tipos de interés a corto plazo, es
decir,

r, ~ independiente e iguelmente distribuidas en el tiempo (iid) (4.16)

4.2.1. Desarrollo del Modelo

El factor de descuento definido en el supuesto (ii) D, es también independiente e
idéntico en el tiempo, por el supuesto (iv). Por tanto, D,,. puede ser escrito como,

t+

Dl+j =5 Det.urj + ul+j = 6+ u(+j (417)
con
u,, ~ iid (0,07)
Aqui, D,,; posee dos componentes: anticipado y no anticipado. El componente

anticipado & es constante para todo j, puesto que r,,; y D, son iid. De un modo simi-
lar el componente no anticipado ha de ser iid con media condicional nula y varianza
condicional constante en el tiempo, Por otro lado, al ser r, conocido al comienzo de
cada periodo, también u, lo es.

De la ecuaci6n (4.10) se deduce que los individuos en el periodo t+1 se enfren-
tan al mismo problema que en el periodo anterior t, respecto al precio que esperan

para los bonos, de modo que se satisface,

Pul = D(+I(Pel+l.(+2 +C- bao‘%’Hl [+2) (4'18)
Aqui el mercado se ajusta a medida que desciende el periodo de suscripcion de
la demanda de bonos si suponemos que como en (ii) la oferta de bonos a, viene dada
por el gobierno. Si tomamos esperanzas condicionadas en t se verifica que,
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Ps,, =d(Ps,, +C-bac} ) 4.19)

puesto que la variable D, es iid y los agentes no aprenden nada de las perturba-
ciones realizadas en t+1. Por tanto, los agentes estdn revisando constantemente sus
creencias. De este modo, las expectativas condicionales de (4.18) para obtener (4.19)
se pueden ignorar.

Puesto que las creencias en P, son las mismas que en t y t+1, al restar la ecua-
cion (4.19) de la (4.18) se obtiene,

P, - P, =P,/ du,,

Ahora, al elevar al cuadrado los dos miembros de la ecuacién anterior y toman-

do esperanzas condicionadas se obtiene que,

o%,m = (0% &) (P, (4.20)
Sustituyendo (4.20) en (4.19) se llega a la relacién,

P, =d[P;,,, +C- A(Pfﬂ,,)Z] (4.21)

++1
donde A = aba? / &. En este modelo no se ha realizado ninguna restriccion respecto
a los valores iniciales de los precios de los bonos y por ello la evolucién futura de los
mismos pueden exhibir comportamientos altamente erraticos o caéticos.

Para obtener un equilibrio estable, se supone un precio de los bonos P* de tal
modo que en la ecuacién (4.21) se verifica,

-6AP*2 + (8- 1)P*+8C=0 con P, =P =P*
de donde es posible escribir,
-26AP* = (1-9) - [(1-0)? + 4A&]"” 4.22)

donde la raiz cuadrada positiva tiene que ser rechazada puesto que P* tiene que ser
positivo.

La pendiente de P5,, = f(P(,,,,) en (4.21) viene dada por,
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f’(P$+j+l) =0- 2A5P?+j+l (4’23)
evaluando P* de la ecuacion (4.22) se tiene que,
£(P*) =1 - [(1-8)* + 4AC&#]" (4.24)

con, 8%A = abo?. Por tanto, para valores pequefios de «a» (oferta de bonos determi-
nada exGgenamente), de «b» (aversion al riesgo) y de 02 (varianza de la componen-
te no anticipada del factor de descuento (1 + r)'), se puede concluir que f’(P¥)es
menor que -1 y por lo tanto no existe equilibrio localmente estable.

Cuando el valor de o2 es suficientemente grande como para hacer que la pen-
diente alcance un valor superior a -1, el equilibrio pasa de ser localmente inestable a
estable.

Los resultados de este modelo son por tanto altamente inciertos. Parece que la
hipétesis de una formacion de precios de los bonos con expectativas racionales y en
presencia de aversion al riesgo, proporciona la posibilidad de que la economia pase
sucesivamente de situaciones de equilibrio estable a situaciones explosivas. La expli-
cacién para estos cambios se puede asociar con «pérdidas de confianza» que pueden
dar lugar a «burbujas especulativas» y a «panicos financieros». El gobierno puede
intervenir en estos mercados financieros con la intencién de restablecer la confianza,
con lo cual reduce la varianza . Esta situacion puede ser compatible con situaciones
de nuevos equilibrios.

Se puede concluir que este modelo no tiene una solucién estable. Ademds son
posibles trayectorias caéticas, pues (4.21) puede ser visto como una ecuacion logis-
tica. Esto es, los modelos no lineales de expectativas racionales no tienen una tinica
solucién estable, como ocurre en los modelos lineales de este tipo (Blanchard y
Kahn, 1980). Las trayectorias explosivas y caéticas, los ciclos y las soluciones de
equilibrio son posibles en los mercados financieros.

5. Estmmacion Y Prebpiccion peE DinAmicas Caoricas

La estimaci6n de un sistema cadtico a partir de sus trayectorias no parece un ejer-
cicio trivial. Una de las principales cuestiones que surge es distinguir a nivel de infe-
rencia entre un proceso puramente estocastico, y un proceso «aleatorio» procedente
de una dindmica cadtica posiblemente determinista. La estadistica inicamente pro-
porciona herramientas inferenciales en el primero de los casos. Berliner (1992) y



82 PABLO COTO MILLAN - JOSE MARIA SARABIA ALEGRIA

Geweke (1992) tratan este problema de estimacién desde una perspectiva bayesiana.
El camino quizas mas fécil de abordar el problema es afadir a la serie observada un
término de error, exdgeno a las observaciones.

Supongamos un sistema dindmico no lineal dependiente de un parametro 6, y un
conjunto de n iteraciones del sistema, comenzando por un valor inicial x,

(%, =1x:0), %, = K;0),. s %= Px 500}

Supongamos ahora que se observa un conjunto de n datos, consistentes en n
variables aleatorias independientes e igualmente distribuidas {Y,,Y,,..., Y, } de modo
que:

Y, =x +0e, k=1,2,...,n; >0 (5.1)

donde suponemos, por ejemplo, que las e, son variables aleatorias independientes e
igualmente distribuidas N(0, 1). Los parametros de interés del sistema son el valor
inicial x,, el parametro 6 de f y la desviacion tipica 0. La funcién de verosimilitud se
convierte entonces en:

L(d, / x,6.0) = 62m™ exp {-Sly, - f(x,:62 / 202} (5.2)

k=1

donde seria posible, al menos aparentemente, estimar los pardmetros x,, 6 y o. El
caso de la ecuacion logistica suponiendo dos de los pardmetros conocidos es tratado
por Berliner (1992). Desafortunadamente, la mayoria de las verosimilitudes asocia-
das a dindmicas cadticas suelen ser bastante complejas. Desde una perspectiva baye-
siana del problema, si elegimos una distribucién a priori para los pardmetros p, la dis-
tribucién posterior dado el conjunto de trayectorias observadas es:

p(x,,0,0/d)) o L(d, /x,,6,0)p(x,,6,0) (5.3)
donde por marginalizacion podemos hacer inferencia sobre alguno de los pardmetros.

Otra posible extension del modelo de cara a la estimacion consiste en escribir
x, = f(x,,;6) + e, donde e, representa un proceso estocdstico y ademds y, = h(xt) + u,
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es la ecuacién de observacién, siendo u, una medida de error. El estudio de estas dos
ecuaciones en el caso de f y h lineales es el bien conocido filtro de Kalman.
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Gréfico 1.

Dos trayectorias de (4.9) de tamafio n = 100 donde w = 4, y=5, X, =0,2y 0,201
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Gréfico 2.  Dos trayectorias de (4.9) de tamafio n=100 donde w=4, x, =02y y=0,6 y 0,7




