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Introduccion.

El estudio de la fractura de materiales tiene, desde el punto de vista tecnolodgico, una
innegable utilidad, sin embargo, todavia estamos lejos de comprender de una manera sencilla
porqué y cémo un determinado material, bajo acciones externas, pierde su cohesién y se
rompe. Se sabe que el nimero de factores que entran en juego puede ser muy grande, y que
una variacién en uno de ellos puede variar el comportamiento del sistema: temperatura,
humedad, elementos quimicos que atacan el material, cristalografia del sistema y defectos
en 1a misma...

Por otro lado, y desde principios de los afios 80, han aparecido multitud de modelos
teéricos simples de crecimiento que pretenden estudiar, de una manera unificada, diversos
fenémenos morfolégicos que aparecen en la Naturaleza, como rayos, dendritas, copos de
nieve, coliflores, nubes y arrecifes de coral. Cada uno de ellos caracterizado por una medida
de su complejidad o forma en que aparecen las ramificaciones en su estructura.

Este dltimo campo de trabajo es lo que se conoce genéricamente con el nombre de
fractales. En principio, a primera vista, pareciera que los elementos que se tratan y se
analizan tuvieran mas que ver con el mundo artistico y el disefio de formas que con el
estudio de la Naturaleza. Un juego que pasa por explorar el Universo de Mandelbrot
(divulgador y propulsor del ”paradigma fractaliano®), en el que, cada vez que se reduce
la escala y se mira mas en detalle, se descubren formas nuevas, junto con reproducciones
exactas de zonas encontradas anteriormente en escalas mayores [Dew85|. Cuatro conceptos
pseudo-matematicos! que permiten generar costas, paises, montafias e incluso planetas con
apariencia asombrosa de realidad. Figuras ramificadas, que coloreadas con un poco de ima-
ginacién, podrian aparecer en una exposicién de art-deco. Y estudios sobre la distribucién
de galaxias o de los capilares sanguineocs en la retina del ojo humano; todo (o al menos casi
todo) en la Naturaleza parece admitir ¢l apellido fractal.

Es la sencillez del concepto de fractal y la aplicabilidad a las formas que se estudian lo
que hace de esta, mis que teoria, fenomenologia, una herramienta de gran utilidad a la hora
de comparar las predicciones tedricas con la realidad. No se tratard por tanto, por lo menos
en este trabajo, de deducir el porqué de este comportamiento fractal, sino de desarrollar
(principalmente en los capitulos 3 y 4) determinados modelos estadisticos en los cuales un
posible andlisis de los resultados es via el concepto de fractalidad.

Otro tema que ha atraido recientemente la atencién en el campo de la Fisica Estadfstica
es el de procesos que evolucionan de forma natural a un estado critico (procesos auto-
organizados). En este estado critico se observa que se producen reorganizaciones del sistema

! Pseudo, debido a que no poseen rigor ni formalismo matemitico. Los matemAticos estudian los fractales
desde un punto de vista mdis formal y menos aplicado.




2 _ Introduccién.

o avalanchas en todas las escalas de magnitud. Estas avalanchas son tanto espaciales como
temporales, y permiten relacionar el que la distribucién espacial sea fractal, con el que la
distribucién temporal sea de tipo ruido 1/f%. "Este tipo de procesos temporales también
estd presente en la Naturaleza, y se ha detectado en multitud de fendmenos de transporte
como en resistencias, en la luminosidad de estrellas, en los cambios en el cauce del rio Nilo,
en el ritmo de paso de vehiculos por una autopista, e incluso en el tipo de miisica que resulta
m4s agradable al oido humano. Todos estos fenémenos corresponden al caso de ruido 1/f
o ruido parpadeante (flicker noise). Otros casos de ruido con apellido son el ruido blanco
(white noise) o ruido 1/f?, y el ruido marron (brown noise) o ruido 1/f2 .

La estructura de esta memoria es la siguiente: En el capitulo 1 se darin algunas nociones
bésicas y conceptos que se utilizarin mas adelante en el desarrollo de los distintos temas que
se tratan. El capitulo 2 esta dedicado a la percolacién eldstica como primera aproximacién
para llevar a cabo el estudio de la fractura de materiales, y en el capitulo 3 se estudiardn
distintos modelos estadisticos de propagacién de la fractura, haciendo especial hincapié en el
modelo de Fractura Mecdnica (Mechanical Breakdown, MB), y en sus posibles variantes que
puedan mejorarlo para reproducir situaciones reales. El capitulo 4 es el trabajo m4s reciente
de los que aqui se exponen y trata sobre la auto-organizacién en fenémenaos de crecimiento,
incluyendo una introduccién al tema. Por iltimo se han afiadido varics apéndices que se
dedican a cuestiones que no estin directamente relacionadas con el objetivo de este trabajo,
pero que su consulta puede ser 1itil.



Capitulo 1

Generalidades

En este capitulo se estudian de manera sencilla ciertos conceptos que serdn necesarios mas
adelante como base al trabajo que se desarrolle. Sin embargo, no pueden considerarse
estas notas como revisién exahustiva a los distintos temas. He procurado por ello que la
bibliografia en este capitulo sea escasa y dirigida sobre todo a distintes articulos y libros
que hacen revisiones o tratados sobre estos temas.

1.1 Teoria de la elasticidad en dos dimensiones.

La teoria de la elasticidad, trata, segin la definicién de [LL70], de la meganica de los cuerpos
sélidos, considerados como medios continuos. Bajo la accidén de fuerzas externas dichos
medios cambian su forma y su volumen, cambiando la posicién espacial de la mayorfa de sus
puntos. Un punto de coordenadas X, depués de la deformacién, pasa a tener por coordenadas
x', estando dicha deformacién caracterizada por el vector u = x — x', donde tanto u como x'
dependen de las coordenadas de x, z;,§ = 1,2 1. Generalmente los problemas que se tratan
inducen pequeiias deformaciones en el material, por lo que se pueden tratar linealmente:

du = ¢dx, donde ¢;; = -% (-g—:l + %’-) . (1.1)
3 i

El tensor simétrico ¢ se denomina tensor de deformaciones del material, y tiene dos inva-
riantes (cantidades que no dependen del sistema de coordenadas elegido para repreéenta.rlo):
Tr(e) = XX i y Tr(e?) = 2‘?,,-=1 s?’-. Tr(&) representa la variacién de superficie depués
de aplicar la deformacién: §' = §(1 + Tr(¢)). Si Tr(s) = 0, al aplicar la deformacién, ia
superficie del cuerpo en cuestién no cabia, solamente su forma. Esta deformacién se de-
nomina cizalla. El caso opuesto es que el material experimente una deformacién sin cambio
de forma, pero cambiando su superficie (compresidn); entonces el tensor de deformaciones
viene dado por ¢ = constante x I, donde I es el tensor identidad I;; = §;;.

Para determinar el estado del sistema, y derivar las ecuaciones de equilibrio es necesario
conocer la energia libre del sistema, F, en funcién de #. La expresién se obtiene usando el

1La teorfa de la elasticidad se desarrolla en la mayorfa de loa tratados para materiales tridimensionales,
reduciende luego una dimensién para obtener el caso plano. Aqul, pars simplificar las ecuaciones y las
deducciones, se tratard de desarrollar directamente el caso plano, remitiéndose en algunas deducciones en
las que la elasticidad tridimensional es necesaria, a la bibliografia
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compresion cizalla

.............................

Figura 1.1: Deformaciones de compresién y cizalla en un cuadrado.

hecho de que la deformacién es pequefia y por tanto F se puede expresar como suma de
potencias de los invariantes de ¢: .

F= %A[Tr(c)]z + uTr(6%). (1.2)

Esta es la expresion general para la energia libre de un cuerpo isétropo deformado. En ella
no aparece el término lineal en T'r(s) debido a que la energia libre no depende del signo de
la deformacién. Los pardmetros A y u son los coeficientes Lamé caracteristicos del material.
Atendiendo a las dos posibles deformaciones independientes que pueden existir, compresion
y cizalla, F se puede expresar como suma de dos contribuciones independientes:

1 1
F= '2'5(5:: + eﬂﬂ)z + P(zaiy + E(ezz - Evv)2)° (1'3)

Donde x = A+ u es el médulo de compresibilidad y x es el médulo de cizalla. En esta iltima
ecuacién los subindices de ¢ son las coordenadas convencionales z e y en dos dimensiones,
notacién que se mantendré en lo siguiente.

Las fuerzas de reaccién del sistema frente a las deformaciones externas se denomina
tensor de esfuerzos del material, y se obtiene mediante la relacién termodinamica

g = 2F
iy = 38."',

de donde las componentes de ¢, que a su vez es un tensor simétrico por ser simétrico el
tensor de desplazamientos, se pueden poner en funcién de las componentes de ¢ de la forma®:

0'3, - (A + 2#)522 + J\E,m,

2g,y = €41, Por tanto aparece dos veces en F, mientras que para derivar o4y 86lo hay que tener en cuenta
una de ellas.

(1.4)
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Ty = 2pEqy, (1.5)
Oy = Aezg+ (A4 2p)ey,.

Es conveniente introducir ahora dos nuevas constantes eldsticas, que son dependientes
de las anteriores, pero que, en ciertos problemas, dan una descripcién més sencilla de las
caracteristicas del material. Si se aplica al material una dilatacién uniaxial: ¢z, = T,
Oy = 0, oyy = 0, se define el cocciente de Poisson como 7 = —us;/uyy, y el médulo de
Young E = T/u;,. La relacién entre estos nuevos pardmetros y los médulos anteriores es:

K—py 4Ku
= E=—— 1.6
7 K+ p ¥ &+ p (1.6) _
¥ la relacién inversa:
E E
p (.7

Tty T T2y

Una vez conocidas las caracteristicas del material, se quieren conocer las ecuaciones de
equilibrio, que, dadas unas deformaciones o unas fuerzas actuando sobre el mismo, permitan
conacer los esfuerzos y los desplazamientos en cada uno de sus puntos. En el equilibrio{LL70]
Y @i /dz; = 0, de donde las ecuaciones de equilibrio se pueden expresar como: '

(A + u4)V(Vu) + uV2u =0, (1.8)
donde V es el vector gradiente V= (3.,8,).
Elasticidad de Cosserai.

Se puede hacer una descripcién de la elasticidad de forma que aparezcan rotaciones locales
del sistema:

du = fldx, donde 0;; = % (g% - %i) . (1.9)
5 ¥ .

En este caso el sistema responde, no sblo a las fuerzas aplicadas, sino también a los momentos
[Now86]. Aparecerian también nuevas constantes elasticas relacionando los momentos con
las rotaciones y con los desplazamientos, hasta tener un total de 6 constantes elisticas
para el caso isétropo. En lo sucesivo se supondrd siempre que las rotaciones locales no son
importantes, y por tanto no se adoptara esta formulacién. La elasticidad de Cosserat se
aplica a materiales con una longitud de escala caracter{stica, materiales magnéticos, cristales
liquidos, etc.

1.1.1 Solucién al problema de un anillo circular.

Un problema sencillo de resolver y que, como se verdA més adelante, puede dar bastante
intuicién sobre problemas mas complicados, es el de un anillo circular de radios R; y R.,
en el que su parte externa se encuentra sometida a deformaciones o fuerzas constantes, y
sobre su parte interna no actia ninguna fuerza.

Por la simetria del problema, el sistema de coordenadas mis adecuado para tratarlo es
el de cocrdenadas polares ® r y 4. Para resolver las ecuaciones de equilibrio existen varios

3Los distintos pardmetros y relaciones antre coo:@eﬁada.a se dan en el apéndice B.
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/)

Figura 1.2: Anillo circular considerado en el texto.

métodos: series de potencias, integrales de Cauchy[Mus53|, o, para problemas mads sencillos,
como es nuestro caso, simplemente probar con un ansatz de la forma:

4, = ar"cos(méd),
ug = br"sen(md), (1.10)
que tiene cuatro soluciones para la ecuacién 1.8:
Am+2)+pu{m+4)
= = . . 1.1
n=m+1, b At alm = 2) a (1.11)
n=m-1, b=-a. (1.12)
Alm —2) 4+ p(m — 4)
= - 1 b ] . 1.1
n m+1 Am + p(m +2) 4 (1.13)
n=-m-1, b=a. (1.14)
Donde si se hubiera escogido
u, = artsen(mf),
up = br"cos(md), (1.15)

las soluciones hubieran sido las mismas pero cambiando a por —a.

Una vez que se tienen las soluciones para los desplazamientos en forma general, hay
que aplicar las condiciones de contorno. Se estudian dos casos, ambos para compresién
poniendo m = 0 en la ecuacién 1.10. Estos casos dependen de la condicién de contorno
en R, (fuerzas o desplazamientos constantes). La condicién de contorno en R; es siempre
Opy (R) =0.

Para una deformacién de cizalla, se puede encontrar una solucién para los desplaza-
mientos u, ¥ uy con m = 2 imponiendo la expresién 1.15, sin embargo, las expresiones son
"bastante més complicadas y largas.

1.1.2 Elasticidad bidimensional en sistemas anisétropos.

Hasta aquf se han tratado medios eldsticos isétropos, que se describen con sdlo dos con-
stantes eldsticas; sin embargo, los materiales que se encuentran en la Naturaleza no todos
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—— S ——

Compresién uniforme Desplazamientos uniformes
o.r(R;) =a c.c. enel borde u.(R,) =aR,
aR? r ﬁ aR? (A + p)R?
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Tabla 1.1: Resultados de compresién para un anillo eldstico.

tienen todas las simetrfas. Una deformacién cualquiera, en principio, puede inducir respues-
tas del material (tensiones) en todas las direcciones, y viceversa, una fuerza externa puede’
deformar e} material de forma no simétrica. Esto se expresa diciendo que o;; = 31y Cijri€n,
donde 1, 7, k y { pueden tomar los valores z 6 y. Estas constantes elasticas convencional-
mente se escriben en notacién-de Voigt usando subfndices enteros: zz =1, yy=2yzy =3
La energia libre mas general que se puede escribir en dos dimensiones en funcién de todas
las posibles constantes elasticas, es:

1 1
F= Ecueiz + §C22€3y + 2C33££v + Cueuew + 2C1882262y + 2C 238,y E2y, (1.16)

donde usando las simetrias del problema particular se puede reducir el niimero de constantes
elasticas[LL70]. Por ejemplo, para el caso anisétropo en que la direccién x no es equivalente
a la y, pero hay una invariancia de rotacién de 180°, al hacer el cambioz — -z 6 y — —y,
entonces €3, — —&;,. Imponiendo la invariancia (la energia eldstica no puede depender
del cambio de signo), se obtiene que Cy3 = C23 = 0. ‘En el caso de que se tengan todas
las posibles simetrfas, se reduce al caso isétropo, obteniéndose de nuevo los coeficientes de
.Lamé: '
Ciz=MACas=pyCu=Cu=2r+2 (1.17)

De esta forma, dado un cristal regular, se pueden usar sus simetrias para deducir el
nimero de constantes elisticas que le caracterizan.

1.1.3 Vibraciones arménicas y modos normales.

También, conociendo las propiedades eldsticas de un material cristalino (sus constantes
eldsticas), se pueden deducir sus modos normales de vibracién, ia relacién de dispersién de
dichos modos, velocidad del sonido en el material, etc.[LL70,AM81]
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Las ecuaciones del movimiento son:

pity =y =L, (1.18)

donde p es la densidad del material por unidad de superficie y ii; indica la derivada temporal
dos veces del desplazamiento u;. En estas ecuaciones se toman como solucién prueba ondas
planas de la forma u = uge"*®~%") (la solucién final es combinacién lineal de todas las
soluciones expresadas en forma de ondas planas). Entonces las ecuaciones del movimiento
se reducen a resolver

Crak? + 2C1skaky + Cssk) — pw?  Cisk? + (Crz + Css)koky + C23k§ w, \ _[ 0
C;ski + (Clz + Css)kzk, + Czskz Caski + 2C23k=k, + C:zk: - pw Uug “10
(1.19)

de donde de pueden obtener la relacion de dispersién, w(k]), y la velocidad del sonido
U = dw(k)/3k.

¥

1.2 Percolacion.

El problema matemaético de la percolacién es sencillo de definir. Sea una serie de elementos
regularmente dispuestos en el espacio, en el plano, o en general en cualquier dimensién.
Cada uno de estos elementos est4 presente con probabilidad p, y ausente con probabilidad
1 — p. Para p = 1 el sistema est4 completo y se puede recorrer pasando de un elemento a
otro, mientras que para p = 0 el sistema estad vacio. Entre medias hay algunos valores de p
para los cuales se puede ir, elemento a elemento, visitando todo el sistema, y otros en los
que [a zona del sistema que se puede alcanzar partiendo de un punto es limitada. Entonces
se dice que hay una probabilidad critica p. a partir de la cual ya el sistema no se encuentra
totalmente conectado y sus elementos forman clusters o islas de distintos tamafos.

Este simple planteamiento se aplica en Fisica y en Estadfstica para estudiar proble-
mas tales como: flujo de fluidos en medios porosos (permeabilidad de filtros}, variacién
de la conductividad en una pelicula delgada producida por evaporacién de un metal y de
un compuesto cerdmico, mantenimiento de redes de comunicaciones (teléfonos, carreteras,
ferrocarriles, ...), transicién ferromagnetismo-paramagnetismo en aleaciones, transicién
conductor-aislante en semiconductores dopados, propagacién de incendios y epidemias (en
bosques, en cultivos, en poblaciones, . ..}, propagacién de noticias y rumores, formacién de
geles poliméricos, transicién de estados localizados a no localizados en sisternas desordena-
dos: localizacién de Anderson, flujo de nutrientes a través de conducciones en organismos
vivos, etc,

Es por esta gran cantidad de temas a los que se puede aplicar que hay cientos de articulos
y publicaciones que se refieren directamente a la percolacién. Como primera introduccién
al tema, incluso con conocimentos minimos de Fisica, es recomendable el libro de Efros
[Efr87], y, como  roduccién m4s avanzada y con una completa bibliografia, el de Stauffer
[Sta85).

1.2.1 Percolacién y conductividad.

Dentro de los problemas fisicos a los que se aplica la percolacién son los relacionados con el
transporte de alguna maginitud los que tienen mayor interés por sus posibles aplicaciones
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practicas. Por ello plantearemos como modelo el problema de la conductividad, cuyas
propiedades y pardmetros se pueden aplicar mediante analogias para el estudio de otros
problemas.

Probabilidad critica.

El problema consiste en una red en la que los puntos se unen por resistencias eléctricas
y se aplica una diferencia de potencial (una pila) entre los extremos de dicha red. Alir
eliminando resistencias, la intensidad total que pasa por el circuito va disminuyendo hasta
que llega un punto en el cual la corriente no puede pasar de un extremo a otro de la red
porque ésta se encuentra desconectada. La relacién entre el nimero de resistencias que
quedan en ese momento y las que habia con la red completa se denomina probabilidad
critica p, y depende del tipo de red que se trate. Para dimensién 1 el problema es trivial,
ya que basta con quitar una sola resistencia para que no pase corriente (p.=1).

También esta p. depende de si los elementos que se quitan son resistencias (enlaces) o
nodos {quitar un nodo equivale a quitar todas las resistencias que confluyen en ese nodo).

e e

Red = Diﬁ;nsién " pe (nc'oa;s) plc_(énlacegL

—

Kagomé 2 0.6527 0.435
Hexagonal 2 0.6962 0.6527
Cuadrada 2 0.59275 0.5
Triangular 2 0.5 0.34729
Diamante 3 0.428 0.388
Ciibica simple 3 0.3117 0.2492
b. c. c. 3 0.245 0.1785
fcec. 3 0.198 0.119
h. c. p. 3 0204 0124

Tabla 1.2: Probabilidades criticas para distintas redes.

Magnitudes y exponentes criticos.

Ademas de la conductividad eléctrica o (intensidad / potencial entre extremos), se pueden
definir otras magnitudes que también cambian su valor al llegar la transicién:

¢ Probabilidad de percolacién P(p): probabilidad de que un elemento del sistema per-
tenezca al cluster infinito. (Para p < p. P(p)=0).

e Longitud de correlacién ¢é(p): distancia media entre dos elementos cualesquiera del
mismo cluster. (Se hace oo justo en la transicién).

¢ Tamaiic medio de los clusters finitos N(p): es el nimero medio de elementos a los que
se puede acceder desde uro dado. (Es co para p > p).

Cada una de las magnitides se caracterizan por su comportamiento cerca de la transicién,
definiéndose para cada una un exponente con el que cambian suavemente su valor.
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Valor del exponente

Magnitud Comportamiento 2D iD
P (p - p)} 1.3 2.0
3 (pe -~ p)~" 4/3 0.9
P (p ~ pc)? 5/36 0.4
N. (p. — p)7 43/18 1.8

——

Tabla 1.3: Distintos expconentes criticos para la percolacion.

Los exponentes en las transiciones de fase de segundo orden definen su universalidad.
Si en dos problemas distintcs, al acercarse la transicién, dos magnitudes tienen el mismo
exponente critico se dice que pertenecen a la misma universalidad. Esto sucede en Ia
percolacién, donde los exponentes de la tabla 1.3 son independientes del tipo de red que se
trate y de si la percolacidn es de nodos o de enlaces, tan solo varian con la dimensién del
sistema.

Esqueleto (backbone).

Cuando se produce el proceso de ir quitando resistencias de la malla, la intensidad que
pasa por cada una de las que quedan no es la misma en todas ellas. Hay algunas que
contribuyen mds que otras a que la corriente pase a través del sistema. De hecho hay
algunas por las cuales no pasa ninguna corriente. La estructura que queda después de quitar
estas resistencias initiles para la corriente es lo que se denomina esqueleto o backbone que
mantiene la estructura. Justo en la transicién el backbone tiene estructura en todas las
escalas de magnitud y por tanto es un fractal (ver mas abajo).

Superpercolacién.

Un problema anilogo (dual) al de la conductividad es el de la superpercolacién o super-
conductividad en el cual en vez de quitar las resistencias lo que se hace es unir los nodos o
poner un elemento superconductor entre ellos. El comportamiento de la conductividad es
ahora:

o(p) ~ {pc — p)"*s (1.20)

donde el sistema es superconductor para p < p.. Para dimensién 2 s = t, mientras que para
- dimensién 3 8 =0.75 [HDV84].

1.3 Fractales en Fisica.

En la introduccién comenté ya algunos puntos y problemas que se estudian desde el punto
de vista de loa fractales. Utilizaré esta seccién para ahondar un poco mas en el concepto
de fractal y sus distintas variantes, procurando exponer algunos métodos sencillos de cémo
generar fractales y de cémo medir la dimensidn fractal. Sobre este tema han ido apareciendo
distintos libros [Man82,J B87 Fed88,Wic89] y multitud de proceedings, de entre los cuales
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uno de los mas recientes es [AF89]. Por esto no pretendo ser exhaustivo, ya que el campo
ha llegado a hacerse bastante amplio, y simplemente trataré de recoger la filosofia general,
dejando otros puntos mas especializados para el capitulo 3, que tiene més relacién con el
tema.

1.3.1 Auto-similitud y auto-afinidad.

Uno de los ejemplos mas tipicos para explicar en qué consiste un fractal es el de la medida de
la distancia entre dos puntos de una costa. Sea una costa, el borde de un lago, una frontera
sinucsa entre dos paises o un rio; y se quiere medir la distancia, a lo largo de nuestro
elemento geogrifico, entre dos puntos del mismo. Para hacerlo tomemos en principio una
unidad de medida cualquiera, por ejemplo una regla de ikm.. A continuacién volvamos
a repetir la medicién con una regla mas pequeiia (100 m.). El resultado serd una medida
mayor que la realizada en primer lugar, ya que existen irregularidades (cabos, golfos, etc.)
que la regla grande no puede detectar y se las salta. Si existieran irregularidades a todas las
escalas, la longitud total medida creceria conforme se disminuye la regla, y llegariamos a la
conclusién de que la distancia entre dos puntos a través de la costa es infinita. Este hecho
se puede reinterpretar diciendo que existe una relacién entre nuestra regla r y la longitud
medida por la misma I(r), de forma que I(r) oc r2. Si D ~1 la costa es casi una linea recta.
D (la dimensién fractal o dimensién de Hausdorff) es por tanto una caracteristica de cuinto
irregular es el objeto que se estd midiendo.

ANT D T

Figura 1.3: Generacién de la alfombra de Sierpinski (Sierpinski Gasket}.

El ejemplo anterior muestra cémo los fractales aparecen de manera expontinea en la
Naturaleza. Para imitarla se pueden crear fractales de forma matemética mediante la
utilizacién de modelos recursivos, repitiendo estructuras en ciertos patrones en los cuales
cada paso de la generacién del fractal es similar al anterior. La figura 1.3 muestra uno

14
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de dichos modelos. En cada paso el nimero de lados de tridngulos* se multiplica por 3
mientras que el lado del tridAngulo mayor se multiplica por 2, de donde la dimensién fractal
es D =In3/In2=1.58. Este tipo de comportarhiento, parecido al del parrafo anterior al
hablar de las costas, se denomina auto-similitud, ya que una generacién es similar en el
aspecto a las demdas y a partes mas pequeifias dentro de su misma estructura. Ademas hay
un solo pardametro D que los relaciona.

En la muchos casos se pueden aplicar las hipétesis de auto-similitud, intentando describir
el sistema midiendo sus dimensiones y el nimero de objetos cuya posible distribucién fractal

—- - -+ ——fFe— — s

H
it

:1:: i:*:
it

Figura 1.4: Generacién de un fractal auto-afin.

nos interesa, y obteniendo una dimensién. Sin embargo las cosas no son siempre tan senci-
llas. En la figura 1.4 se da un ejemplo de construccién matemaitica claramente anisétropo
en el cual cada direccién juega un papel distinto y el analisis expuesto anteriormente carece
de sentido. En cada pasc de la generacién la masa (longitud de rectas, mimero de puntos) se
multiplica por 7 y la dimensién se multiplica por 5 en el eje horizontal (D, =In7/In5=1.21) y
por 3 en el vertical (D, =In7/In3=1.77). Ahora la masa escala como m{l,,l;) = AID+ +Bl,? v
y ¢l sistema se dice que tiene estructura auto-afin.

1.3.2 Fendémenos de crecimiento.

Un problema de gran interés en fisica, no solc a nivel tedrico, sino que también tiene
importantes aplicaciones tecnolégicas, es el de formacién y crecimiento de materiales a partir
de sus constituyentes [Lan80]. En este proceso de crecimiento se producen inestabilidades
que pueden alterar la estructura final del material tomando formas variadas. Esto es simi-
lar a lo que ocurre en las llamadas células de Hele-Shaw, compuestas por dos superficies
separadas una pequeiia distancia y entre en las cuales un fluido viscoso es desplazado por
otro de menor viscosidad (aceite por agua) [BKL*86}. Se observa entonces que se producen
ramificaciones en el desplazamiento del fluido de forma dendritica.

Diffussion-Limited-Aggregation (DLA).

Dentro del campo de la fisica uno de los primeros modelos con éxito que logré describir
fendmenos fractales del tipo de los que ocurren en la Naturaleza fué el de Agregacién
Limitada por Difusién [WS81,WS83| (Diffussion-Limited-Aggregation, DLA). Este modelo,
en su variante mas sencilla, consiste en difundir partfculas en forma de camino libre aleatorio

“Cualquier otra medida de la densidad como némero de triingulos o de intersecciones de lineas darfa el
mismo resultado.
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(random walk®) en una determinada red. Cuando una particula llega a las proximidades de
una semilla (es decir, una posicién en la red que es primer vecino de una posicién ocupada
por otra particula), se para quedando asociada al agregado. Si por el contrario la particula
en su recorrido aleatorio se aleja del agregado, ésta se suprime, lanzando otra nueva particula
y repitiendo el procedimiento. El resultado es una estructura bastante ramificada parecida
ala de la figura 1.5, en la cual se pueden observar ramas y agujeros grandes y pequeios, en
todos los érdenes de magnitud, lo cual hace que la estructura, como se verd més adelante,
pueda considerarse fractal.

Dielectric Breakdown (DB).

Figura 1.5: Fractal generado por el método de DB.

El modelo anterior es equivalente al modelo de Rotura Dieléctrica (Dielectric Breakdown,
DB) [NPW&4], en el cual el recorrido libre aleatorio se sustituye por un potencial eléctrico.
En el modelo DLA, la propagacién aleatoria de las particulas tiene la forma de una ecuacién
de difusién PV?u = du/dt, donde u es la probabilidad de que la particula se encuentre
en el punto x en el paso k, y D es la constante de difusién. Si se considera que se lanzan
particulas de forma suficientemente lenta, la ecuacién se convierte en la ecuacién de Laplace.

SEn cada punto de la red la particula elige entre los primeros vecinos de ese punto, dirigiéndose en el
paso siguiente a uno de ellos con probabilidad 1/z, siendo £ 1a coordinacién de la red
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Siguiendo la analogia el campo de probabilidades se reemplaza por un potencial eléctrico,
con lo cual queda la ecuacién de equilibrio de un campo eléctrico en ausencia de cargas
externas V3¢ = 0. Las condiciones de contorno se obtienen también del modelo DLA
imponiendo potencial nulo en el agregado (las particulas no pasan al agregado por lo que
la probabilidad alli es cero), y constante a una cierta distancia del mismo.

La agregacién de una nueva particula a la estructura se produce de forma aleatoria y
con probabilidad proporcional al campo eléctrico E = -V ¢ en la frontera del agregado
pi = |Ei|/ £, |Ei{. El resultado se muestra en la figura 1.5 y contiene 4010 particulas. El
circulo exterior tiene de radio 100 en unidades de la distancia entre primeros vecinos de la
red, y es alli donde se aplica el potencial constante,

El resolver la ecuacién de Laplace resulta mucho mas costoso en tiempo de ordenador
que el difundir particulas de forma aleatoria; sin embargo, el modelo DB resulta mucho mis
versatil para estudiar problemas relacionados. Uno de ellos es el que surge al considerar
pi de la forma p; = |Ei[7/ Y, |E;|" el cual permite variar la estructura resultante desde
agregados muy compactos {n =0) a muy ramificados y casi lineales (n grande).

Resultados idénticos a los obtenidos mediante DLA y DB se pueden obtener de forma
experimental mediante el crecimiento de cristales a partir de particulas y geles poliméricos
en suspensién, o mediante deposicién electrolitica.

Medidas de la dimensién fractal.

El cuantificar la dimensién fractal de un determinado sistema puede resultar un problema
complicado y para hacerlo hay gran variedad de métodos [DQR*89]. Sin embargo, para
muchos propésitos practicos es suficiente un anilisis sencillo basado en suponer que el
sistemna, por lo menos en alguna escala, se comporta de forma auto-similar {0 auto-afin
dependiendo del problema). Esto implica que M(R) « RP, donde nos interesa conocer
D. En la figura 1.6 se muestra la obtencién de D por dos formas distintas de considerar
R. La mas corriente en la literatura consiste en, para cada nueva particula que se adhiere
al agregado, determinar el radio de giro definido como R: = (1/M)3M, R?. El origen
de coordenadas se puede poner en el punto en donde se comenzd el crecimiento o bien
calcular el centro de masas del sistema; esto no tiene gran influencia en los resultados. El
compottamiento cuando el agregado es pequeiio se puede observar que es bastante erritico,
tendiendo a una linea recta segin se produce el crecimiento (la pendiente de la figura es
D =1.72 para R;). Otra forma de llegar a un resultado parecido consiste en ver cudntas
particulas se encuentran dentro de distintos circulos de radios R, una vez el crecimiento ha
llegado a su fin. El comportamiento es el opuesto que para R;, ya que para R, grande el
agregado no estd completo, hay zonas que se llenarian en un crecimiento posterior, y por
ello lo curva tiende a ser horizontal. La recta que ajusta M en funcién de R, tiene pendiente
D = 1.70, ligéramente inferior al ajuste para Ry, lo cual parece ser un efecto de la medida
[FHMJ8e6}.

Los resultados anteriores para la dimensién fractal del DB concuerdan bastante bien
con loa que se referencian normalmente en la literatura (D =1.71), pero puede ser coinci-
dencia. Para dar un resultado fiable hay que promediar sobre el mayor nimero posible de
configuraciones, de forma que el error estadistico disminuya.
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Figura 1.6: Ajustes del radio de giro y del radio dimensional para el fractal de la figura 1.5.

1.3.3 Multifractalidad.

Hace unos poces afios la interpretacién de las estructuras se ampiié medianie la idea de
multifractalidad. En este contexto se pueden definir una serie de exponentes [HIK*86] que
dan cuenta del comportamiento de los distintos momentos de una determinada distribucién:

o 1 In x(qr)) “
mﬂ%@-lm ’ (1.21)

donde x{gq) = ¥;p!{. Do es la dimensién fractal, D) la dimensién de informacién y D; la
de correlacién.

El anélisis proviene de definir singularidades, cada una de ellas caracterizada por una
potencia a(g) (p? ~ I“?9) y que posee su propia dimensién (o extensién espacial) f(a). Es
por medio de esta funcién que se suele caracterizar el problema ya que

Dy = —laal@) - flal@)] ¥ ald) = zla - VD) (1.22)

Este método se puede aplicar para caracterizar las distribuciones de fractales genera-
dos mateméticamente {HJK*88], o bien para sistemas aleatorios como DLA [MCSW386,
ACdL88). .




Capitulo 2

Percolacidén elastica.

En este capitulo se abordara el problema de la percolacién eldstica, y de los distintos com-
portamnientos que se encuentran al variar las constantes eldsticas del medio. La percolacién
eldstica se aplica para estudiar varios fendmenos de interés tecnoldgico, como pueden ser
la corrosién de materiales, redes aleatorias en materiales covalentes, cristales poliméricos o
s6lidos amorfos.

Se comenzara por definir el modelo que se va a utilizar, y ver cémo este modelo se
relaciona con la teoria de la elasticidad expuesta en el capitulo 1, para pasar a continuacién
a estudiar los métodos de célculo utilizados y algunos de log trabajos y lineas que se han
seguido para estudiar el problema!, comentando loa resultados y algunas aproximaciones
analfticas.

2.1 Discretizacién del medio continuo.

2.1.1 Modelo de fuerzas centrales.

La teoria de la elasticidad expuesta en el capitulo 1 trata a [os medios de manera continua,
sin embargo, a la hora de elaborar modelos tedricos de materiales, es mas sencillo pensar

-en ellos como compuestos de unidades fundamentales (dtomos o monocristales), unidos por

fuerzas que dan cohesién a la estructura.

Son estas fuerzas, o los potenciales de las que éstas se derivan, las que dan lugar a los
distintos modelos para deducir las propiedades del material. De las aproximaciones sencillas
que se pueden encontrar una de las mas utilizadas es el hamiltoniano de Born|[BH54):

= 3= A LIvi = v)til + 38 L lvi = vy (21)
iy is .

donde v; y v; son los desplazamientos de los puntos ¢ y j de su posicién de equilibrio, f;;
el vector de médulo unidad que une estos puntos, y a y § dos pardmetros que ajustan las
contribuciones central y angular a {a energia del sisterna. Otra aproximacién que sigue una

1La bibliograffa de la percolacién eldstica es bastante abundante y, por supuesto, no pretendo citar todos
los trabajos; solamente citaré los que a mi juicio son m4s representativos, otros trabajos se encueniran en la
bibliografla de los que aquf se comentan.
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filosofia parecida a la anterior es el hamiltoniano de Keating{Kea66):

H= %“Z[(V-‘ - v;)Es]? + %ﬂ D [Fe{vi = v) + #i5(vi - ve)?, (2.2)
ij ik

que también se descompone en dos contribuciones: una central moderada por la constante
a, y otra angular de pardmetro 3, en la que la suma sjk se extiende a puntos tales que 7 y
k son distintos vecinos de ¢ (d4ngulos con vértice en el punto ). La diferencia entre los dos
modelos consiste en que, mientras que 2.2 es rotacionalmente invariante (una rotacién del
sistema de referencia no produce cambio de energia), 2.1 no lo es.

La caracteristica comin de las dos aproximaciones anteriores es el potencial cuadratico
que une los puntos s y 5. Es esta contribucién de fuerzas centrales (# = 0) la que se estudiara
detalladamente en este capitulo.

2.1.2 Red triangular y reconstruccién V3 x /3.

Con este modelo de fuerzas centrales la conexién entre nodos de la red se realiza mediante
muelles (potenciales centrales arménicos) que conectan estos puntos. Ahora hace falta
definir la red bidimensional de puntos entre los que dichos muelles actian. De‘las redes

INONONININENININ/NSN
IAXAVAVAVAVAVAVAVAV

CNININININ
INININININININININSN
NN NNNANNANNN/

cuadrada triangular

(X X XX

hexagonal kagomé

Figura 2.1: Redes bidimensionales simples.

bidimensionales regulares simples, bajo la interaccién de sélo fuerzas centrales, las redes
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hexagonal y cuadrada son inestables bajo fuerzas externas de cizalla (u = 0} (al aplicar
fuerzas tales como en la figura 1.1 el sistema se puede reducir a una linea sin costo de
energia). Por ello, y para poder mantener la interaccién de fuerzas centrales, se ha elegido
trabajar con la red triangular con distintas reconstrucciones para poder simular medios con
distintas constantes elasticas. La red kagomé, como se ver4 mas adelante, al considerarla
como una red triangular diluida, también resulta dar una descripcién trivial de los médulos

elasticos.

a <
/ \ j \ enlaces
nodos O oo A cooooo O

NVAVAVAVA=:
\/\/

Figura 2.2: Variantes de la red triangular consideradas.

La figura 2.2 contiene todas las variantes de la red triangular que se van a considerar
aqui. Estas son:

ko = ky = k. = kg red triangular,

f :b = :” red triangular anisétropa, y
i c d
ko = k. .
k reconstruccién v/3 x /3.
y = kg

Para las dos primeras hay un solo nodo por celda unidad, y para la reconstruccién
V3x+3 (red hexagonal o de panal de abeja superpuesta a la triangular), son tres los nodos
por celda unidad (modelo que repetido periédicamente llena el plano).
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2.1.3 Conexién entre el modelo discreto y el modelo eldstico continuo.

Para relacionar este modelo con la teoria de la elasticidad del capitulo 1 hay que encontrar
la relacién entre los pardmetroe macroscépicos del material (constantes elasticas) y los mi-
croscépicos (constantes de recuperacién de los muelles). Para ello se aplica una deformacién
determinada a la red, se relaja ésta, y se calcula la energia acumulada por celda unidad?,
comparindola luego con la energia por unidad de superficie F que se obtiene en el continuo
(férmula 1.16) (ver tabla 2.1).

Reconstruccién /3 x 3

Deformacién F contfnua F en lared
Compresién :z ~ g: 2x8? %—s(k., + 2k;)6?
y =
. uz =8 2 ¥ 2 © /3 ko k
Cizalla u = 075 us? )zczt.+ 562
Anisotropia
Deformacién F continua Fen lared’
"Eje horizontal Z: Z gz ic,8? g(kb + 8k, )6?
Eje vertical ::z f (G)y %ngcsz bs@kb&’
y =
=§-2
Cizalla 2 ke %Cgﬁz -’ékusz

u“=0

Tabla 2.1: Relacién entre constantea eldsticas y constantes de la red.

Otra forma mucho mds elegante de obtener estas relaciones consiste en comparar la -
relacién de dispersién w(k) que se obtiene de las ecuaciones de equilibrio

D(k)uy = pwiuy (2.3)

(seccién 1.1.3), donde D(k) se denomina matriz dindmica del problema, con las que se ob-
tienen para la red triangular en el limite de longitud de onda larga (k pequeiio). Esta matriz
dindmica para la reconstruccién més general de la figura 2.2, y para cualquier longitud de

?Para ver cémo calcular energfas y desplasamientos en la red de muelles ir al apéndice C.
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onda, tiene la forma:

( —.}w} + %wf +w? +wh 4]
0 jwi+ 34}
~lcos(k, Jeittawd — w2 —Bsen(3k, )e 302
D{k) = _:.C,sen(;/__k Jei ke _3cos(2k, )t be?
—-cos(igk‘,)w ~-e =1i"'wz)e iy %iisen(lék,)e""g“'wf
\ Ligen( Lk, )e’ i Ywi —%cos(ﬁk,)e“?"wf
—}cos(Lk,Jem k0l - 2 n(¥2ky)e 5k ::'
T R
e ARy T 3.2 + sug (2.4)
(—-cos[lck,,)w "i"‘w")e ik —ﬁtsen(ﬁk )e g, w}
—-£|sen(£k,,)e 3 Fry —gcos(l:k )e* Ly i
(~$cos(*Fk, Juf - e-"*'w=)e-' ~fisen(3fk, e Fhra )
—’4tsen(£ky)e" 3k, cos(le ).e“"‘;'E rw}
(—$cos( 23k,,)w -e'd kxd)et ’2&"' lgtsen(-"ck,)e"' TRy}
2 men(-“é:k,,)e""“gi rw} ~-‘;1cos(3,@k,)e i rwi
wj + 2w3 0 -
0 3wy J

Como se vé, esta matriz tiene dimensién 6 debido a que hay tres nodos por celda unidad;
mientras que la definida en la férmula 1.19 tiene dimensién 2, por lo cual las matrices no
se pueden comparar directamente, y habria que comparar la relacién de dispersién que
se obtiene al resolver el sistema en cada caso. El problema reside en que el calcular esta
relacién es un proceso algebraico tedioso y complicade. S{ se puede calcular para el caso
anisétropo, en el que al tener un solo nodo por celda unidad, la matriz dindmica se reduce
a {Per8T}:

Dk (w + 2wl —cos(—‘)cos(-‘ck,)w —2cos(k=)w —fsen(’ékv)sen(h)w )
(k) = _ SR 2 252 — 2coalEaVenal 3L V3 |
vouen\ ﬁ:y‘;ﬂ:u\ 2 ]wa waig wCOO Ty 05T s ¥a S
(2.5)

Se toma ia masa de cada nodo uno: w? = k;, p = 1 para el caso de la red triangular
yp= 2/\/_ para el contfnuo. La aproxuna.mén de longitud de onda la.rga implica hacer
sen(z) = z, cos(::) g1 — ;, y despreciar términos de orden superior a z2. De esta forma
se obtienen, via la relacién de dispersién, los mismos resultados de la tabla 2.1 para la
anisotropfa. ;

2.2 Meétodos de czilcul'o.

A la hora de resolver el problema de forma numérica se plantea la relajacién de las ccus-
ciones de equilibrio cuando en el sistema faltan una serie de enlaces. En este aparatado
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discutiré distintos procedimientos que se han ido utilizando para resolverlo, asi como detalles
concretos de las simulaciones que hemos realizado.

Al estar estudiando un problema de transicién de fase de segundo orden, cerca de la
transicién, se observa el fenémeno de critical slowing down o amortiguamiento critico como
consecuencia de que las longitudes de correlacién se hacen muy grandes. Esto hace que al
introducir una perturbacién en el sistema tal como quitar un enlace mas a la estructura, el
proceso dindmico de relajacién se haga enormente lento (de hecho justo en la transicién es in-
finitamente lento). Por ello los métodos numéricos usados y su precisién, sobre todo cerca de
la transicién, son esenciales para poder abordar el problema con éxito. Dos tipos de métodos
se pueden distinguir: métodos iterativos y de matriz de transferencia. Estos iltimos usan
muestras en forma de banda de longitud grande y anchura variable caracteristica L. Son
exactos para cada muestra particular, por lo cual dan mejores resultados para calcular
parametros criticos; sin embrgo no dan informacién local sobre la estructura (tensiones y
deformaciones locales) que puede ser interesante conocer para estudiar el problema. Son
los métodos iterativos los que dan dicha informacién ya que lo que hacen es, partiendo de
una solucién prueba inicial de todos los desplazamientos en la muestra, aplicar un cierto
procedimiento hasta que se cumple un determinado criterio de convergencia. Ademas, en
estos métodos las muestras pueden ser de formas variadas, no necesariamente bandas.

Nosotros empleamos muestras hexagonales de la red triangular caracterizadas por la
longitud del lado del hexdgono L, expresada en unidades de la distancia entre primeros
vecinos. Las condiciones de contorno (dilatacién o cizalla) se imporen fijando los desplaza-
mientos en el borde de la muestra y dejando al resto del sistema relajar al equilibrio. Las
mismas ecuaciones de equilibrio (apéndice C) se aplican tras quitar una fraccién 1 — p de
los enlaces presentes (cada muestra tiene en total 3L{3L — 1) enlaces). Hemos probado dos
métodos iterativos para resolver estas ecuaciones: método de gradientes conjugados (MGC)
y método de relajacién (MR) (Jacobi o Gauss-Siedel) y hemos contrastado la bondad de
cada uno de dos formas: La primera y mas sencilla consiste en ver cuanta fuerza se acumula
en los nodos de la red (las ecuaciones de equilibrio tratan de hacer nula esta fuerza). Segin
este criterio el MGC da mucho mejores resultados (fuerzas en los nodos menores) para el
mismo mimero de iteraciones que el MR. La otra forma de verfificar que el MGC es mucho
mas potente que el MR en el problema de la percolacién eldstica consiste en analizar la dis-
tribucién de tensiones de los muelles de la estructura. Tal como se discutird més adelante,
existen dos tipos de muelles: unos que mantienen la estructura y por tanto acumulan mucha
tensién (backbone}, y otros que no acumulan casi tensién y si se quitaran no variarfan los
médulos eldsticos macroscépicos de la red. Estos dos tipos de muelles forman los dos pi-
cos en la distribucién de tensiones (figura 2.9), que deben aparecer para que los resultados
sean fiables. Esto no sucede para el MR incluso después de un gran nimero de iteraciones
(aparece solamente un pico mis ancho), por lo que la fiabilidad del método es bastante
baja. Sélo serian relevantes los resultados obtenidos por este método para p ~ 1 donde hay
muy pocos enlaces en el pico de tensiones nulas. Para el MGC sin embargo aparecen los
dos picos, dependiendo la distancia entre los mismos del error elegido. De esta forma se
puede variar el error para que la distancia entre los picos no sea muy grande y por tanto la
convergencia se obtenga para un mimero de iteraciones menor.

El error del MGC (ver apéndice A) se £j6 en 10~° para la mayoria de los célculos
expuestos aqui y en 10~1? para los cdlculos referentes al backbone. El nimero de pasos
necesario (iteraciones) para obtener el error limite anterior aumenta conforme se aproxima
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la transicién, siendo también bastante mayor para ks # k, que para k, = ky.

2.2.i Medida de los médulos eldsticos.

Una vez que se ha conseguido el equilibrio de la forma mejor posible para una cierta pro-
porcién 1 — p de enlaces rotos, los médulos elésticos se calculan evaluando la energia que
acumulan todos los enlaces que se encuentran en la red

= 3 T =), (2.6)

de forma que, debido a que la energfa libre es proporcional a los médulos eldsticos para las
deformaciones que se consideran:

T @7

donde FO es la energia de la red completa. €3, se puede obtener de los pardmetros de la
red en la t_abla. 2.1, pero aquf hemos preferido usar Cpyn/ €%, que toma el valor 1 parap = 1.

Promedios.

Para calcular las propiedades generales del sistema (exponentes y pardmetros criticos) se
toman en consideracién varias medidas de los médulos eldsticos para un tamaiio dado y en
funcién de p. En concreto, en los resultados que se presentarin mas adelante se han usado
hexigonos de lado (L) comprendido entre 6 y 48 en unidades de la distancia entre nodos
para la red sin deformar, y entre 10 y 200 realizaciones distintas {més reslizaciones para loa
tamaifios més pequefios) para cada L y p. De todos estos datos se hace un promedlo para
obtener

Cnm(L,P) _ 1 o C:.Im(LIP)
BnlD) " a2 ConD) e
y

| Nereal Nreal 2
Sl e Gt~ (B i) 20

i=1

Logicamente, cuantn mayor sea el niimero de realizaciones (n,..), los promedios serdn mds
préximos las magnitudes que se buscan; sin embargo, sobre todo para tamaios grandes, no
es posible obtener muchas muestras debido a que el tiempo de ordenador requerido se hace
bastante grande.

2.2.2 Escalamiento finito y renormalizacién feﬁdmenolégica.

Los exponentes y parémetros criticos son propiedades del sistema en el limite termodindmico
(L — oo}, el cual no es posible alcanzar mediante la simulacién numérica. La manera usual
de tratar el problema es mediante hipétesis de escala [Bar83], definiendo una nueva variable
y = L/§(p), donde £(p}) es la longitud de correlacién que tiene el comporta.tment.o de la tabla
1.3. De esta forma se tienen ires comportamientos para sistemas con longitud caracterfstica
L: si y >> 1 el sistema finito es equivalente al limite termodinimico; para y ~ 1 se produce

.“.‘

a2

{1 &1 i3

iy ¥
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en el sistema finito un cambio de comportamiento de forma similar a la transicién de fase
en el sistema infinito, lo que implica que aparentemente la transicién se produzca para
pc(L) # pc(00) = pe; y finalmente, si y < 1 predominan los efectos de tamafio finito y de
superficie inducidos por las fronteras de la muestra. :

Desarrollando estas hipétesis de escala se puede ver que en la mayoria de los casos
p(L) — pc ~ L' y que {para el caso de la conductividad del capitulo 1) o(p.) ~ L*/* para
L grande (escalamiento finito), obteniendo los exponentes criticos de la representacién de
Log(o(p.)) frente a Log(L).

En las expresiones anteriores se presupone conocido p., que se ha de obtener por otros
métodos (por ejemplo extrapolando en la representacién de 1/ L frente a p. (L) para L — o),
con lo que hay que realizar dos calculos con la propagacién de errores que ello conlleva. Para
poder obtener los parametros criticos de una ola tirada, se puede interpretar el problema
de una manera andloga al grupo de renormalizacién en el cual las magnitudes para los
distintos tamafios se reescalan segin o’(p} = 6*/*o(p}, con & = L'/L. El punto fijo de esta
transformacién resulta ser p.. Representando

L',
Log (—H i )
Log (%)
para dos o mds valores distintos de L y L', existe un punto de corte cuya ordenada es p. y

de abcisa t/v. Este método se denomina renormalizacién fenomenolégica, aplicindose con
bastante éxito al problema de la conductividad {Sah85).

frente a p (2.10)

2.3 Fenomenologia.

Si en la red triangular de muelles se van quitando enlaces al azar en proporcién 1 — p
con respecto al nimero total de enlaces al mismo tiempo que se relaja la red, para una
probabilidad pcen > pe (pc es la probabilidad critica para la red triangular y el problema de
la conexién p. = 0.34729), la red pierde todas sus propiedades eldsticas, anuldndose todos
sus modulos. Esto es debido a la libertad rotacional de los enlaces alrededor de los nodos
en el modelo de fuerzas centrales. Si en el modelo se introdujera una interaccién angular
2.1 0 2.2 el punto en que el material deja de tener médulos elasticos serfa justamente p.. En
particular, para las redes cuadrada y hexagonal con el modelo de fuerzas centrales p.ep, =1,
ya que pueden plegarse sin costo de energia.

Otro problema andlogo consiste, en vez de quitar los enlaces (hacer la constante de
recuperacién de los muelles nula), en hacer la unién entre nodos rigida (constante de recu-
peracién infinita). Este caso, por ser el andlogo a la superconductividad en la percolacién
escalar se denomina superelastico. Ahora los médulos eldsticos divergen cuando se aproxima

Peen Por abajo (p < Peen)-
2.3.1 Universalidad.

El interés por la percolacién eldstica® se originé en un trabajo de Feng y Sen [FS84] en el
cual mantenian que, contrariamente a la hipdtesis aventurada anteriormente por de Gennes,

*Una revisién del tema en castellano se puede encontrar en [Mol88].
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la percolacién elastica pertenecia a una universalidad distinta a la percolacién normal o
escalar. Esto quiere decir que el exponente con el que los médulos eldsticos van a cero cerca
de la transicién es distinto (en este caso ademds es mayor) que el que se encuentra en el
problema de la conductividad discutido en el capitulo 1. En este mismo articulo también se
establecian diferencias de universalidad entre percolacién en el modelo de fuerzas centrales
y en el modelo de Born (fuerzas centrales y angulares):

Cam(p) ~ (p — pe)F (Modelo Born),

Cam(p) ~ (p = Peen)?  (Fzas centrales), (z.11)

con f=2.4 y F=1.2. Casi simultdneamente aparecieron dos trabajos relacionados. En el
primero Kantor y Webman [KW84| con un modelo similar al de Keating sugirieron una cota
minima al valor de F: F = dv + 1, donde d es la dimensién del sistema y v el exponente
critico de la longitud de correlacién €. Por otro lado Bergman y Kantor [BK84] obtuvieron
resultados analiticos exactos con fuerzas centrales en la alfombra de Sierpinski (Sierpinski
gasket), que, dentro de la aproximacién, indicaban que f = d -1y x/p = 4/d en la
transicién. Posteriormente fueron apareciendo mas trabajos teéricos aplicando matriz de
transferencia [Ber85|, para el problema supereldstico [Ber86,SG85,BL88|, o un modelo de
discos [Fen85).

Experimentalmente también se han obtenido resu]ta.dos, en todos ellos el umbral de
percolacidn coincidfa con el escalar, por lo que el exponente que dan ha de tomarse como
el relacionado con modelos que incluyen fuerzas angulares. Para hojas finas de cobre y,
aluminio [Ben84] F=3.5, para polvo de plata compactado [DHZ85] F=3.8, y para polimeros
meotalicns [QT MBT] F ~ 5,

Resurmendo, ha.sta el momento, los mejores resultados apuntaban a p.en=0.65, f ~1
y F ~3, con lo que parecia claro que a pesar de su similitud la universalidad de los dos
- problemas era distinta. Este hecho se comenzé a cuestionar con el trabajo de Roux y Hansen
[RH88|, en el cual, mediante matriz de transferencia, determinaban que p.en=0.642 y en ese
punto, usando escalamiento finito, obtenian f ~3, coincidiendo pues la universalidad de los
dos problemas. Por otro lado Arbabi y Sahimi mostraban resultados {AS88] en los cuales los
exponentes criticos dependian de cémo se produjera la percolacién, ya fuera de enlaces como
en los demés trabajos comentados, de nodos, o de enlaces correlacionados. Este efecto, que
no ocurre en la percolacién escalar, hace pensar en una nueva fuente de no-universalidad.
Seguidamente se sucedieron varios trabajos: de Hansen y Roux en los cuales calculaban
la distribucién fractal [HR89] y muliifracial {IIR88] eni peen=0.842 del esqueleto de enlaces
que mantiene la estructura en el modelo de fuerzas centrales, coincidiendo la primera con
los datos referentes a los modelos de fuerzas angulares; y de Sahimi y Arbabi en el cual
calculan la distribucién multifractal para ambos modelos, coincidiendo sélo el momento O
(fractal) y el segundo [SA89).

2.4 Aproximaci'ones simples.

Discutiré ahora algunas aproximaciones simples en las que hemos trabajado para intentar
describir el comportamiento de los sistemas elasticos al eliminar sus elementos de forma
aleatoria. Estas aproximaciones analiticas tienen la desventaja de ser de tipo campo medic,
con lo cual no reproducen correctamente el comportamiento cerca de la transicién, aunque
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para zonas alejadas de la misma se ajustan bastante bien a los resultados obtenidos mediante
simulacion.

2.4.1 Grados de libertad.

La forma mas sencilla de estimar el umbral de percolacién consiste en emplear un argumento
de ligaduras [FTG85]. Cuando p es pequeiio el sistema est4 compuesto de muchos modos
de frecuencia nula, cuya fraccién estd dada por el nimero de grados de libertad ( Nd) menos
el nimero de ligaduras (3zNp):

_Nd-3:Np _ |z

[= N4 2d (2.12)

De esta forma f se anula para p.e, = 2d/z (z es la coordinacién de Ia red).

En particular para la red kagomé que tiene coordinacién 4 p.en = 1.. Esto también se
puede ver si consideramos la red como la triangular a la que se han quitado la tercera parte
de sus enlaces, pero para la red triangular peen = 2/3, con lo que también resulta que la
red kagomé es inestable bajo deformacién de cizalla, aunque ésto sea mas dificil de ver de
forma grafica que para las redes hexagonal y cuadrada.

2.4.2 Aproximacién de agujeros perfectos.

Otra aproximacién de tipo campo medio consiste en considerar el sistema como compuesto
de agujeros en un medio eldstico que no interactian entre si, de donde ia energfa serd la
acumulada en el medio elastico que queda después de relajarse al equilibrio. Esto se puede
calcular analiticamente considerando anillos perfectos cuyos resultados para Fiotal 3e dan en
la tabla 1.1. Si se toma R?/R? =1 — p, se obtiene que para el médulo de compresiblilidad
(ecuacién 2.7):
_ x°p

1+ (% +1)(1-p)

resultado que es independiente de que las condiciones de contorno sean de fuerzas o des-
plazamientos constantes. Para obtener el comportamiento del médulo de cizalla, en las
simulaciones se observa que para el médulo de Young*:

2pE°

E° = 5—-:Tp’ . (2.14)

K (2.13)

que es independiente de A%/u®. Como sélo hay dos parimetros elasticos diferentes, entonces

e
6-4p+25(3-p)

(2.15)

En la figura 2.3 se muestran en lineas continuas los resultados de las ecuaciénes ante-
riores, y con puntos discretos los obtenidos mediante simulacién numérica en un hexigono

‘Este resultado podria haberse obtenido de forma similar al del médulo de compresibilidad del capftulo
1, pero el cdlculo, tal y como se comenté allf, es m4ds complicado quae el simple ajuste de unos datos.
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de I, = 24 eliminando bandas hexagonales concéntricas. - En ella se ve que el sisterna de
red trianguiar con fuerzas centrales y geornetria hexagonal se ajusta bastante bien a los
resultados elasticos analiticos para sistemas circulares.

Volviendo a la aproximacién de agujeros no interactuantes, esto equivale a extrapolar
el comportamiento en p = 1, para todo el rango de p’s, es decir:

K A0 .
'—Jj'vl—(l—p) (2+F), . (2.16)
que para A%/u® = 1 coincide con el resultado de contar el nimero de grados de libertad,

1.0

Figura 2.3: Comportamiento de los médulos de compresibilidad y cizalla para agujeros
perfectos.

y también con el del Medio Efectivo que se expondra posteriormente. Sin embargo resulta
peligroso extrapolar este resultado para todo A%/u® [GGL88a}, lo que implicaria que pcey de-
pende de A%/u° (peen = 1 - (2+ (A%/4°))1). Un argumento sencillo [Tyv88,RHG88,DT88]
prueba que esta dependencia no es cierta. Se tiemen tres redes distintas, una compuesta
inicamente por muelles de constante de recuperacién k4, ctra por muelles kg con kg > ka,
y la dltima compuesta por una mezcla cualquiera de los dos tipos de muelles. Independi-
entemente de las condiciones de contorno se cumplird que F,{p) < Fas(p) < Fs(p). En
concreto, para deformaciones simples que dan las constantes eldsticas, F, y Fg se anulan
€N Peen, con lo que la probabilidad critica para cualquier mezcla, y en particular para la
reconstruccion /3 x v/3, también es peen ¥ por lo tanto es independiente de A%/u°.
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Constantes microscépicas y médulos macroscépicos.

De la tabla 2.1 se deduce que

A 4P+ x+4 ke
— T ————— _—— 2.1
I QX » X kb’ ( 7)

con lo que hay dos formas distintas de representar un mismo medioc elastico ya que 2.17
es invariante si se toma z o z7!. En la figura 2.3 se comprueba esta equivalencia de
representaciones, aunque, como se vera mas adelante, para la percolacién el comportamiento
és distinto si se considera z o su inverso.

En la ecuacién anterior también se observa que los limites de la red cuadrada (k, = 0)
v la red hexagonal (k, = 0) producen divergencias en la expresién, indicando que en ambos
casos u =10, -

2.4.3 Teorfa de Medio Efectivo.

En las aproximaciones expuestas mas arriba se ha estimado de forma campo medio el
valor de p.en. Ahora se pretende determinar el comportamiento del sistema en la zona
P > Pcen mediante un argumento usado anteriormente para otros problemas. La aplicacién
al problema de la percolacién eldstica se debe a Feng, Thorpe y Garboczi [FTG8S).

El procedimiento consiste en considerar que un muelle de constante de recuperacién
a ve el resto de la red como si de una red completa se tratara, todos sus elementos de
constante a®f. Al aplicar una deformacién uniforme §*u aparece un desplazamiento extra
$u entre los puntos 1 y 2 debido al muelle extrafio a. Para anular esta deformacién es preciso
introducir dos fuerzas de médulo f aplicadas en ambos extremos 1 y 2 de a de forma que

\ef ef/ f
_ % A ,L"l/
7N\

Figura 2.4: Sustitucién de la red que rodea un enlace por el medio efectivo.

I = 6%u(a¥ — a). Al quitar la deformacién externa §%u el desplazamiento extra §u vuelve
a aparecer puesto que no hemos quitado f. Para calcularlo se introduce en paralelo con a
una constante de fuerza aff = a*f/a* — a®f que da cuenta de todas las conexiones entre 1 y
2 exceptuando a, y donde 0 < a* < 1 es una constante que se calculard méas tarde. De esta
forma se obtiene que f = §u(aff + a) y por tanto

fu =6 ( a’(a” ~ a) ) o (2.18)

a*l — a*(a*f - a)
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La aproximacién de campo medio consiste en considerar que la esperanza matemadtica (valor
medio de §u) < §u > es 0, y que por tanto en promedio la red no siente los cambios en a:

a*(a® - o
J Pl (ad __(a_ = _)a,)) do' =0, (2.19)

Para nuestro caso en que o' toma valores a con probabilidad p y 0 con probabilidad 1 —p
P(a') = pb{a — a') + (1 — p)é(a'), dando como resultado final

af p—a’

a 1-g*' (2:20)

que se anula cuando pe, = a”.

La constante a* es la que da cuenta de todas las conexiones entre 1 y 2 cuando la red
tiene todas sus constantes de fuerza o, de forma que fa* = a®*(u; — u;)#;2, donde #13 es
el vector unitario que une los puntos 1 y 2. En espacio Fourier uy = =D~ !(k)Fy, siendo
D(k) la matriz dindmica para la red de Bravais del problema. Como en espacio real el par
de fuerzas se puede expresar como F; = f#12(6j1 — 6;2} se encuentra que 1

uz; —u; = 2—1;{ Y (1 - cos(kfy3)) D~ (k). (2.21)
K

Introduciendo aquf el valor de D(k) se llega a que [FTG85| a* = 2d/z = pcen, que es el
mismo resultado obtenido por los otres métodos.

La teorfa de Medio Efectivo que se ha expuesto aqui ha demostrado dar resultados muy
proximos a los obtenidos en simulaciones numéricas, no sdlo para redes simpies sino ambiéi
en sistemas con interacciones a segundos vecinos [GT83), para el problema superelastico
[GT86|, en redes cuya compoeicién es aleatoria [Gar88|, o para tratar el problema de la
percolacién de nodos [TG87].

Caso isétropo.

Vamos ahora a aplicar las ideas anteriores para estudiar la percolacién en la reconstruccién
V3% /3 que permite describir medios elésticos isétropos tales que [PGGL90] 1 < A/u < co.
El mismo razonamiento de Medio Efectivo se puede aplicar ahora para cada constante de
fuerza separadamente, obteniendo que

-

ke pd—a*’

—_ .22

kn l-a. (22)
y k-f ] b ’
) P - .

ky 1-b° (2:28)

Para estimar el comportamiento se pueden calcular los modos de frecuencia nula del sistema,
considerando ahora que el nimero de ligaduras es J}(ﬁp" + 3p°%). De esta forma se obtiene
que 2pd,, + p2,, = 2. Como las relaciones de Medio Efectivo han de anularse para p2,, = a*
¥ Plen = b parece razonable que entre a’ y 5* haya una relacién equivalente 28° + a* = 2.
Esta relacién se puede comprobar que se cumpie caiculando a* y 4* de la forma que s¢
expone més abajo.
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La forma mds simple de considerar el material diluido consiste en quitar enlaces sin
mirar de qué tipo de enlace se trata, es decir p® = P’ = p, de forma que el cdlculo de las
constantes de fuerza efectiva en funcién de p se hace autoconsistentemente de las ecuaciones
2.22 y 2.23.

kL ks a’'(p-a")
kT ke (1~a*)(2p-2+4a*)’

(2.24)

donde también a* depende de kf/k§f. Los médulos eldsticos Cpm/CO, se obtienen ahora
sustituyendo el valor de las constantes efectivas en la tabla 2.1.

Para calcular a* hay que tener en cuenta que la celda unidad tiene tres nodos y que por
tanto la matriz dindmica 2.4 tiene dimensién seis mientras el espacio en que se tienen los
muelles es de dimensién dos. La fuerza aplicada en los puntos 1 y 2 de la malla tiene la
forma en espacio Fourier:

—ikRy _ V:l"ne-"kna), (2.25)

Fk = f (Vlf‘ue
donde 1,2 es el vector usual de dimensién dos que une los puntos 1 y 2, y se usa la matriz
v; de dimensién 6X 2 para convertirlo en dimensién seis y colocarlo segiin qué tipo de nodo
(ver figura 2.2) sea el nodo *. R; representa la posicién de'la celda a la que pertenece el
nodo s.

10* 10710 10" 1 10 10* 10* 10*

Figura 2.5: a* y ¢* en funcién de las constantes de fuerza efectivas.

5La matris 2.4 est4 construida con sus filas y columnas siguiendo el orden en que se expresan los nodos
en la figura 2.2,
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Al aplicar dicha fuerza obtendremos los desplazamientos que se producen en los tres
puntos de la celda unidad, pero sélo nos interesan estos desplazamientos de forma indepen-
diente por lo que hay que proyectar al subespacio correspondiente al tipo de nodo que sea

el nodo ¢ (p;)

33 - . s R
u; = P.'Er\/-'z_ ZBD 1(k)f(vzrue kR; _ viFize 'le)e kR'dk. (2.26)

Con todo esto se puede obtener la constante a* aplicando un nuevo truco de proyeccién:

. kef 34/3

T

P1D ! (k) (v ze KRR Vlf'u)) dk. (2.27)

(vif12 + vaf12) j;a (pzD—l(k)(ng'u ~ vifpe'F (R Ry

Debido a la forma de la matriz dindmica ésta no es facil de invertir por lo que todo
el proceso se realiza numéricamente mediante un método de integracién de dar pesos en
recintos triangulares [AS54].

La forma de a* se puede ver en la figura 2.5 donde se observa que el comportamiento
es diferente cuando la red tiende a la hexagonal y a* tiende a 1 que cuando es hacia la
cuadrada y a* a 0.

En la figura 2.6 se muestran los resultados de medio efectivo para los distintos médulos
junto con simulaciones numéricas con L=24 que ajustan bastante bien a la teoria. Son
notables las diferencias de comportamiento dependiendo de la descripcién microscépica
elegida para obtener las constantes macroscdpicas. Estas diferencias existen desde p proximo
a 1, justo donde la teoria de Medio Efectivo estd mejor fundamentada. En esta zona

fa —4)a* +14

S =1-(1-p) (k-9 - : (2.28)
K (1-a*)a* (7‘:+2)

Ahora ya k,/ks y ky/k, no tienen el mismo comportamiento tal y como ocurria en el
ecuacién 2.13 al estudiar el caso de agujeros perfectos. Sin embargo, y segin la teoria de
Medio Efectivo, estas diferencias desaparecen cerca de la transicién. En esta zona a* — 2/3
y k:‘/kgf — 1, con lo que se comportan como k;f/kgf ~1+8y3* ~2+4+b6conéd — 0,
obteniéndose que

K~ Gpo(p — Pcen)s (2.29)
B~ 3!‘0(1’ = Peen), (2.30)
f = 2. (2.31)

Los resultados anteriores son tipicos de campo medio dando exponente critico 1, el cual no
tiene porqué ser el real que define la universalidad. Sin embargo, y a pesar de ser campo
medio, el valor al que tiende el cocciente de los médulos elasticos parece bastante exacto y
coincide con el que predicen otros modelos [BK84].

En los resultados recientemente expuestos resuita en cierta medida sorprendente que
dos representaciones de los mistmos médulos elésticos puedan tener comportamientos tan
distintos al eliminiar elementos de su estructura, sobre todo teniendo en cuenta que al
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Figura 2.6: Evolucién de los distintos médulos como funcién de p para el caso isétropo

(X——-ka/ka).



2.4. Aproximaciones simples. 33

analizar el problema de agujeros perfectos no se observaban estas diferencias. La cuestién
es pues si es posible eliminar material de alguna manera que mantenga a lo largo del proceso
el mismo comportamiento para las dos descripciones microscépicas. Esto puede abordarse
de dos maneras, ambas con respuesta negativa a la cuestién. Se pueden hacer distintas
la probabilidad de romper enlaces k, (p®) de la de romper k, (p) mediante p® = ap®,
donde a puede ser funcién de ks/ky. Ahora la ecuacién autocousistente es ligeramente
distinta pero los valores de a* y ' no cambian. Como anterirmente se discutid a* tiene
una cierta asimetria dependiendo de los valores de k&f /.k:;f que provoca que la diferencia
de comportamientos se mantenga para cualquier forma que se quiera dar a a. La otra
posibilidad consiste en correlacionar la eliminacién de muelles de forma que por ejemplo
cada vez que se elimina uno de tipo %k, se retiren también dos de tipo k;. Esto acerca los
comportamientos, pero no los hace iguales. Sélo son iguales en el limite de correlacién muy
grande equivalente al modelo de agujeros perfectos, pero en este caso pe.,=0.

Caso anisétropo.
1.00
- C11/C 1 k/kb—O 02
R C11/ ol! k/kb—500

*
—a Ca nzz k /k.,—O 02
— a C22/C 22(Ke/ks=50.

0.80 -

0.60

0.40

0.20

0.00

Figura 2.7: Evolucién de los distintos médulos como funcién de p para el caso anisétropo.

Para el caso anisétropo se puede aplicar el mismo procedimiento que para el caso isétropo
sin més que cambiar a por ¢ en todos los razonamientos. La diferencia estriba en que ia
matriz 2.5 es mucho mas simple y resulta sencillo invertirla, pudiendo facilmente llegar a
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una expresién de ¢* (ver grafica 2.5) de la forma:

V3 kS 1
R dk, (2.32)
ZB 235 + f k2, ky)
donde
f(kerky) = (cosks — cr:»si'@k,,)2 (2.33)
= 1+cosk,cos—2*cos£ky—cosk,,—cos—‘co i‘g—_kv .
3,
R Ko/ kp=1.0
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Figura 2.8: Desviaciones tipicas en el méd o de compresibilidad.

Los resultados se muestran en la grifica 2.7 donde el tamaifio de las simulaciones es
L=40. Aunque los valores de éstas no son muy fiables debido a que aqui sélo se considera
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una muestra y ademds se utiliza el MR, se puede observar que la teoria de Medio Efectivo
sigue funcionando bastante bien. En la misma gréfica se representan solamente dos médulos
ya que el médulo de cizalla al poseer el sisterna sdlo dos tipos de muelles distintos es
proporcional al de compresién segin el eje vertical Cz2 (ver tabla 2.1).

2.5 Renormalizacién Fenomenolélgica.

Anteriormente, en la seccién 2.2.2, se discutieron procedimientos para calcular de forma
bastante exacta exponentes y probabilidades criticos. En concreto el método de la renor-
malizacién fenomenolégica se ha aplicado ya a la percolacién superelastica [SG85]. ;Por qué
entonces no aplicarlo nosotros para muestras hexagonales?, y poder comparar asi con otros
resultados en que utilizan bandas y método de matriz de transferencia. El error estadistico
al aplicar el método (expresién 2.10) es

ACnm!L',?!
am(L'p

+ ACnam(L
I
ln%

amlle) (2.34)

que influencia directamente el error en el exponente critico e indirectamente en p..,. En
la figura 2.8 se tratan estos errores para el médulo de compresibilidad x, siendo similar
el comportamiento para otras constantes elésticas®. En ésta se puede ver que el error
disminuye conforme aumenta L, pero de todas formas este es del orden de 1/2In(L'/L),
que no es suficiente para dar un valor fiable del exponente, ni tampoco para determinar pcen,
donde es necesario un error menor de 0.008 (0.65-0.642), que son los valores que se barajan
en la literatura. Esta es una de las razones por las cuales se [legd al resultado erréneo de
que peen dependia de A°/u® [GGL88a|, conjuntamente con que también contribuyen efectos
de superficiales de las muestras [GGL88b).

Para poder aplicar el método con fiabilidad son necesarios tamafios mas grandes con el
incremento de tiempo de ordenador que ello conlleva. De momento el problema es inabor-
dable de esta forma hasta que haya computadores varias veces mas ripidos que los que hoy
en dia poseemos.

2.6 Esqueleto que mantiene la estructura.

Otra forma de llevar a cabo el anilisis del problema de la percolacién eldstica consiste en
ver para cada valor de p cuintos muelles hay con una tensién determinada (backbone).
En concreto tiene interés el ver cerca de la percolacién cémo pasa el sistema de soportar
tensiones a que nc haya respuesta a acciones externas [DTT86). Las figuras 2.9 y 2.10
muestran este proceso. En la primera de ellas se estudia el caso mas sencillo en el que sélo
hay un tipo de muelles en la red (k, = k3}. Conforme p disminuye aumenta el mimero
de muelles que soportan una tensién menor que 10~1° (marcado en la figura con A), que
a efectos practicos se puede considerar nula, a la vez que se diversifican los valores de las

°El que Axfx se haga grande para p pequeiic no implica que haya errores numéricos, simplemente lo que
ccurre ez que, debido 2 la geometria de la deformacién, localmente hay zonas con mdédulos muy pequefios
mientras que globalmente los médulos se anulan. Esto no ocurre para deformaciones uniaxiales en que al
llegar la percolacién la estructura se desconecta totalmente




38 Percolacién el4stica.

tensiones de los que aguantan la estructura. En la segunda figura aparecen ya dos tipos
distintos de muelles en la reconstruccién /3 x /3. El comportamiento de cada uno de
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Figura 2.9: Distribucién de tensiones para Ay = pq.

ellos separadamente es muy similar a cuando hay un sélo tipo de muelles, sin embargo
ahora hay dos picos para p préximo a 1, indicando que para defarmaciones homogénas cada
tipo de enlace acumula distinta tensién, lo cual da lugar a los distintos comportamientos
dependientes de k,/ky estudiados més arriba. Al acercarse el umbral de percolacién las
tensiones se distribuyen mas homogéneamente y los dos picos se van juntando con lo que la
estructura se hace independiente del valor de k,/k; de partida como cabria esperar.

2.7 Medios inhomogéneos.

Una forma de realizar la percolacién elastica de forma no homogénea y similar a lo que
ocurre en problemas de corrosién y en cierto tipo de materiales aglomerados, consiste en
asignar una probabilidad de rotura distinta a los muelles dependiendo de la distancia a
la que se encuentren del centro del sistema (foco de la corrosién). Esta probabilidad sera
menor para muelles alejados del centro que para aquellos préximos al mismo, con lo que el
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problema es similar al de agujeros perfectos en el que peen=0. Durante el proceso de rotura
habr4 zonas que localmente se encuentren cerca de la percolacién y por tanto a su alrededor
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Figura 2.10: Distribucién de tensiones para k,/ky = 0.05 (oks, +kg).

comenzarin a aparecer correlaciones que, debido a la geometria circular del problema y a
la condicién de contorno libre en el centro de la muestra, no llegan a tener alcance infinito
sino que se restringen a la zona en que se produce la transicién. Las constantes eldsticas
ahora varfan localmente con lo cual el comportamiento, aunque es parecido al de agujeros

perfectos, tiene ciertas particularidades que pueden ser itiles para estudiar problemas de
_ corrogién. '




Capitulo 3

Fractura Mecanica.

Desde principios de siglo la fractura de materiales ha sido objeto de extensivos estudios
debido a la gran importancia tecnolégica de este proceso. Sobre este tema se publican
continuamente libros y articulos en revistas especializadas (p.e. Engineering Fracture Me-
chanics) y de caricter mas general. La fenomenologia de los procesos que provocan la
fractura, tal y como se comenté en la introduccién, es muy amplia; por ello los puntos de
vista desde los que se aborda el proceso y los métodos usados para hacerlo son muy vari-
ados. Entre estos procesos destacan por su importancia en aplicaciones practicas a nivel
industrial y de disefio y fabricacién de materiales, la fragilizacién por hidrégeno (hidro-
gen embrittlement) y la corrosién por esfuerzos (stress corrossion). Por lo que respecta a

eldsticas, hasta teorias fenomenoclgicas, pasando por métodos de simulacién y de elementos
finitos. En [LP83] se analizan detalladamente estos temas, discutiendo ademés su impor-
tancia tecnoldgica.

En este capitulo estudiaremos la fractura de supuestos materiales bajo el punto de vista
de la Mecanica Estadistica. Los modelos que se van a revisar pretenden dar una versién
bastante simplificada de cdmo se produce la fractura en un material bidimensional. Su apli-
cacién por tanto (aunque se puede hacer una extensién de los modelos a tres dimensiones)
estd limitada a laminas delgadas y peliculas de materiales de pequeiio grosor. Desafortu-
nadamente, hasta el momento, no existe ningln resultado experimental que haya sido hecho
bajo las condiciones un tanto peculiares que se utilizan en las simulaciones. La comparacién
con la realidad se basa pues en decir que las fracturas que se obtienen en ambos casos tienea
el mismo aspecto. Por otro lado, el estudio de la fractura con modelos sencillos no ha hecho
mds que comenzar, y lo que se pretende es comprender y depurar los modelos para que se
aproximen lo mas posible a la realidad. Ya en la introducién se comenté la complejidad
del problema que se pretende abordar y en el que el nimero de variables que influyen es
bastante grande {temperatura, humedad, defectos, etc.), por ello simplificarlo no es ficil y
puede requerir todavia algunos afios el llegar a describir la fractura de la forma adecuada.

Al igual que en los capitulos anteriores la bibliografia no pretende ser exhaustiva, sino
simplemente ampliacién y aclaracién de lo aquf expuesto. Describiré de forma breve algunocs
de los modelos que han aparecido recientemente para abordar el problema, para pasar
seguidamente al estudio del modelo de Fractura Mecénica {Mechanical Breakdown, DB),
andlogo, como se verd mas adelante, del modelo de Dielectric Breakdown para sistemas

39
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vectoriales.

3.1 Modelos estadisticos en la fractura de materiales.

Debido a que el empefio inicial es tratar de simplificar lo més posible el problema, los
primeros intentos para atacarlo fueron (todavia se continia trabajando en esta linea) sim-
plificando el medio eldstico (vectorial) por un medio eléctrico (escalar); en concreto con un
modelo de fusibles aleatorios. En la figura 3.1 se muestran las caracteristicas de un fusible y

o, I‘

4

&,V

Figura 3.1: Curva caracteristica de muelles y fusibles.

de un muelle, las cuales resultan ser idénticas. La deformacién (voltaje) es lineal con fuerza
acumulada (intensidad) hasta que se produce la rotura. A partir de este punto el desplazar
los extremos del elemento no produce ninguna fuerza (el elemento se rompe)®. En principio
los modelos estaban basados en la percolacién discutida en el capftulo anterior. El punto de
partida es una red de fusibles en la cual falta una fraccién 1 — p de los mismos [dARHS85].
Una vez relajado el sistemna, se fija un umbral en el voltaje, eliminando todos los fusibles
que soporten un voltaje superior al umbral y volviendo a relajar el sistema, repitiendo el
proceso hasta que la red queda desconectada. Este mismo procedimiento se puede aplicar
para muelles (fuerzas centrales) en la red triangular [SG86,BS88] o para el modelo de Born
(ecuacién 2.1) [HS89), en donde ahora la condicién de contorno es de traccién uniaxial. La
fractura resultante en estos modelos depende de la concentracién de material presente p.
Si ésta es alta la fractura de produce de forma frigil (brittle fracture), de forma lineal y
muy rapida; mientras que si p es pequefia los defectos hacen que se formen muchas fracturas
pequeiias antes que el sisterna se disgregue, resultando una fractura ddctil. Otra posibilidad
consiste en, partiendo de la red de fusibles completa, asignar un umbral de fusién aleatorio
a cada elemento {KBR*88), obteniendo resultados parecidos.

Mencién a parte merece el modelo de varillas (beam model). En este modelo los ele-
mentcs que constituyen el material se comportan como muelles en la direccién paralela a

'Un efecto similar ocurre en dieléctricos (ver los trabajos de Duxbury citados p.e. en [d AHHRS9)) y
superconductores, en los que inicialmente la intensidad {voltaje) es constante ¢ independiente del voltaje
(intensidad), para a partir de un voltaje (intensidad) de ruptura comportarse de manera lineal,
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los mismos, y, al doblarse, también ofrecen resistencia como si de una varilla se tratara. De
esta forma los elementos se pueden colocar en una red cuadrada sin anular el médulo de
cizalla, La fractura puede provenir de estiramiento o bien de flexién, como al romper un
lipiz o una rama. Los primeros estudios en este modelo [HHR89a] se basan, al igual que
la mayoria de los trabajos citados anteriormente, en calcular la distribucién de tensiones
a lo largo del proceso y en el momento de la ruptura total del sistema. En tres de los
modelos: fusibles, muelles (fuerzas centrales) y varillas estas distribuciones son exponen-
ciales del tamaiio de las muestras con exponente comin a todos los modelos {[dAHHR89].
Posteriormente, y mediante la introduccién de efectos de memoria en la fractura [HKdA89),
el modelo de varillas permite la obtencién de fracturas no lineales y con forma de fractal,
que desaparece al introducir plasticidad en el modelo [Her89].

Todos los modelos citados hasta ahora son deterministas, en el sentido de que la forma y
aspecto final de la fractura dependen tan solo de las condiciones iniciales. En lo siguiente se
vera otro tipo de mecanismos que permiten mayor libertad-a la propagacién de la fractura.
La variedad y complejidad de las fracturas reales permite que modelos dispares puedan
coexistir y aplicarse con éxito a problemas parecidos dependiendo de los materiales.

3.2 El modelo de Fractura Mecénica.

En el capitulo 1 se estudié brevemente el modelo DLA como andlogo al DB [NPW84] y
cémo estos modelos reproducian la fenomenologia de procesos de agregacién. El caso de la
fractura puede estudiarse de forma similar. Ahora se trata de un medio eldstico vectorial
en el cual el campo de desplazamientos se relaja segiin la ecuacién 1.82. Microscépicamente
(capitulo 2) una red triangular de muelles reproduce en sistemas grandes estas ecuaciones
elasticas del continuo, por tanto usaremos estas redes estudiadas con detalle en el capitulo
anterior para sobre ellas introducir el proceso de fractura. Para definir el modelo [LG87],
una vez que se tiene el medio, hay que concretar las condiciones de cortorno externas, los
criterios y leyes para producir la fractura, y la forma de llevar al equilibrio el sistema cada
vez que ocurre un suceso de fractura. Este dltimo punto se analizard mas adelante junto
con los detalles de las simulaciones llevadas a cabo.

El caso més simple de fractura es cuando esta se propaga en un medio libre de defectos.
Entonces la velocidad con que lo hace es proporcional a la tensién a la que se encuentran
los bordes de la fractura. En la red de muelles esta tensién es la acumulada en los distintos
elemenios. Fara &l muclle {, & = klu, — vzl donde o v 2 son los nodos que conecta
el muelle 1. La probabilidad de propagarse la fractura (quitar el muelle ¥} es entonces
proporcional a la tensién a la que estd sometido ese muelle. De forma algo més general a
una potencia de dicha tensién: "

R
pi Tk (3.1)
Tomando un niimero aleatorio, uno de los muelles del conjunto f se elimina, devolviendo
a continuacién el sistema al equilibrio y repitiendo de nuevo el proceso de fractura con las
tensiones y el conjunto ¢ correspondientes a la nueva situaciédn.

Falta por definir qué se considera la superficie de la fractura en la red triangular (el

conjunto de i-es). De las muchas elecciones posibles estudiaremos tres, todas ellas basadas en

®Las analogfas entre electrosttica (ecuacién de Laplace) y elasticidad se pueden ver en el apéndice D.
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Modelo I Modelo 1 Modelo II1

Figura 3.2: Distintas elecciones para la rotura aleatoria de muelles.

criterios de vecindad a muelles que han fallado anteriormente [MLS*89|. Estas posibilidades
se denominardn modelo I (los cuatro muelles mas préximos), modelo II (los diez que se
relacionan con los nodos que conectaba el roto), y modelo III (dieciocho, los diez anteriores
més los que pertenecen a los nodos mds préximos al muelle roto).

Como deformaciones externas se considerarin en principio las de la tabla 2.1 para el caso
isétropo: dilatacién y cizalla uniaxial segin el eje z. El aspecto de loa resultados usando
los distintos modelos se muestra en la figura 3.3. En ella destaca, para el caso de la cizalla,
la aparente falta de aleatoriedad y la forma de x que se obtiene independientemente del
modelo. Andlogo resultado se observa si la cizalla se aplica en el eje y (u; =0, u, = §z) o
en ambos ejes (u, = 8y, u, = §z). La forma de cada una de las dos aspas es muy parecida
a como se produce la fractura bajo deformacién externa uniaxial. En este caso la forma es
lineal a lo largo del eje ortogonal a donde se aplica la defprmacién. En {HHR89D] se estudia
este problema sobre el modelo I, analizando para caracterizar la distribucién de la fractura
generada, no sélo el radio de giro R;, sino también el comportarmiento del tensor de inercia
Lij =< 2;2; > — < z; >< z; >, llegando a la conclusién de que la cizalla es equivalente a
dos deformaciones uniaxiales superpuestas. Esto se puede ver haciendo una rotacién de 45°
del sistema de coordenadas® para la cizalla uniaxial (u} = §y’, uj, = 0), obteniéndose que

s 5

U = E:!: + Ey, (3.2)
& ]

U= - Jy-3% (3.3)

‘Esta deformacién corresponde a una dilatacién uniaxial en el eje z, mis una compresién
(que se comporta exactamente igual que la dilatacién al ser el sistema lineal) en el eje y,
mas una rotacién del sistema que no genera tensiones.

En este mismo trabajo se estudia un modelo escalar (; fusibles ?), el cual resulta ser
independiente de la coordinacién elegida para definir la superficie de la fractura. Esto no

s Uy = ulcosd + 4! send z'

r zcosd — ysend
uy= - ujsend+u

zsend + ycosd

ycosd v vy
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Figura 3.3: Resultados para compresién y cizalla usando distintos modelos y n=1.
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ocurre con el caso eldstico en donde se observa que si la coordinacién es mayor las ramas
tienden a ser mas densas, lo cual incrementa la dimensién fractal* que se obtiene.

modelo modelo
n=1 I II III n=2 1 I I
dilatacién 1.35 151 1.66 dilatacién 1.12 1.16 145

cizalla 142 162 1.65 cizalla 1.17 149 140

Tabla 3.1: Dimensiones fractales para compresién y cizalla con los distintos modelos y
distintos 1 segin [MLS*89] ajustando el radio de giro R, en funcién del nimero de muelles
rotos.

El efecto del exponente n es analogo al que se produce en el modelo DB, recuperdndose
el modelo de Eden para n=0, y obteniendo evolucién completamente lineal D=1 para n=oco.

Se pueden también componer deformaciones obteniendo resultados tales como los de la
figura 3.4. En ella la primera deformacién corresponde a una dilatacién uniaxial en el éje
y combinada con cizalla en el eje z. El aspecto es similar al de una deformacién uniaxial
inclinada 30° respecto de la horizontal, pero con una cierta componente ortogonal algo
menor que se aprecia mejor en el modelo L. Si se hace un giro de -30° queda que

Upg = = —6-62 + Ey, (3'4)
V3. 6
Uy = TSy - EI. (3.5)

De nuevo se tiene una dilatacién, una compresién y una rotacién, marcando el caricter de
la fractura la dilatacién que es la que tiene mayor peso.

En la parte derecha de la misma figura se muestra que, al menos para el tamaiio
mostrado, el incluir una pequeia {~1% ) anisotropia en forma de cizalla no varia apre-
ciablemente el aspecto de la fractura.

3.2.1 Msétodos de calculo

La parte més importante (por lo menos la que mayor tiempo de ordenador consume) es la
de relajar la red de muelles cada vez que uno de ellos se rompe. De hecho las figuras que
se han visto anteriormente representan sélo de forma esquemitica la fractura. El material
queda (con una deformacién de dilatacién de §=0.1) como muestra la parte superior de la
figura 3.5. El sistema de resolver las ecuaciones de potenciales arménicos que conectan los
puntos es siempre lineal (ver apéndice C). Por ello, el resultado es siempre independiente del
valor que se toma para § en la deformacién. Las tensiones siguen también esta linealidad
por lo que en realidad la ley de probabilidad ve los muelles como si sus tensiones fueran las
de la parte inferior de la citada figura.

‘En el capftulo 1 se comenta cémo medir esta dimensién como relacién entre el nimero de muelles rotos
y la distancia del centro a la que se encuentran.
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modelo |
1110 en! 1569 ani
u,=dy u,=6x+0.028y /3
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Figura 3.4: Aspecto de las fracturas para dos combinaciones distintas de dilatacién y cizalla
con los modelos I y IL
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Figura 3.5: Redes relajadas. En la parte superior las posiciones tal y como aparecen después
de la relajacién. La inferior muestra cémo ve el sisterna las tensiones de los distintos muelles.
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Figura 3.6: Enlaces rotos en la fractura de la figura 3.5.

El problema de la relajacion de la red, aunque importante, no es tan crucial como
en el caso de la percolacién. * Ahora hay un nimero aleatorio que entra en juego, ¥ no
es necesario obtener la distribucién de tensiones con tanta precisién como anteriormente.
Precisiones altas rmuestran, a ia hora de promediar sobre varias fracturas realizadas en las
mismas condiciviiés, 1as mismas dispersiones que precisiones maderadas cuando se pretende
estimar la dimensién fractal. Sin embarge la operacidén sigue siendo costosa, y por ello se
han ideado varics métodos para reducir en lo posible el tiempo de calculo, sobre todo en
un primer paso, en el estudio de distintos fenémenos, cuando se estd interesado sélo en
resultados cualitatives. Se puede relajar la red de forma selectiva moviendo la zona que
se encuentra con desplazamiento fijo (el bastidor en donde se imponen las condiciones de
contorno), o prestando mayor atencién (mds iteraciones) a la zona en que se ha producido la
tiltima fractura. Se puede también fijar un nimero de iteraciones (método de Gauss-Siedel)
aunque esto incluye efectos de plasticidad [Her89].

Las simulaciones mostradas aqui estan realizadas con condiciones de contorno fijas (no
méviles) situadas en una circunferencia de radio 87 (74 para el caso no lineal) en unidades
de la distancia entre primeros vecinos de la red, centrada en el defecto {se elimina un nodo
con sus seis muelles} que sirve de punto de partida a la fractura. La fractura se para cuando
llega a 10 unidades de la condicién de contorno. La relajacién se realiza mediante Gauss-
Siedel hasta que el error miximo en cualquiera de los nodos en inferior a 0.02§. En estas
condiciones se necesité una media de 10 horas de CPU de DEC station 3100 para obtener
cada una de las fracturas.

A pesar de no ser un problema tan complicado numéricamente como el de la percolacién,
por lo expuesto anteriormente, se ve que los tamaiios que se pueden tratar son bastante
limitados. Es impensable poder llegar a romper, con los métodos que conocemos, mas de
5000 6 6000 muelles. Para el modeld DLA que usa caminos aleatorios si es posible llegar
m4s lejos. Para la elasticidad también existe una formulacién en términos de random walk
[Rou87], pero en su forma actual no es aplicable al problema de la fractura. Muchas de las
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cuestiones relacionadas directamente con la aplicabilidad del modelo a fracturas reales pasan
por poder tratar sistemas mas grandes, ya sea con otros métodos iterativos més ripidos, o
mediante un procedimiento parecido al camino libre aleatorio, que permita recorrer en cada
paso una fraccién limitada del medio, y no su totalidad.

3.2.2 CAlculos analfticos de la dimensién fractal.

En el contexto del DB es posible el analisis simplificado de la dimensién fractal viendo la

singularidad que crea una cuiia de 4ngulo ¢ a potencial fijo 0 y potencial 1 en el infinito. Este

problema se puede resolver analiticamente [BBRT85,TS85], obteniéndose de la ecuacién de

Laplace, mediante separacion de variables o aplicacién conforme, que sobre la superficie de
#(r,8) = Crir=vcos (2 l

la cuiia
- pa) . (3.6)

Esto lleva a que el campo se comporta como r¢~! con € = n /(27— @), y D = 1+¢. El mismo
problema se puede resolver para la cufia en un medio eldstico [ABM88] en donde o045 y o,s
se comportan con r de la misma forma que el campo eléctrico en el problema electrostatico,
pero ahora ¢ viene dado por la solucién de la ecuacién

senfe(2x — p)] = —€ sen(2x — p). - (3.7

Estc permite una estimacién analftica [LG89] bastante aproximada de la dimensién fractal

=% 0 n/3 /2 2x/3
DB 15 16 167 175
MB 15 151 155 162

Tabla 3.2: Dimensiones fractales obtenidas mediante la aproximacién de las cufias para DB
y MB.

en funcién del angulo de la singularidad tal como muestra la tabla anterior.

3.2.3 Modelo de pelfculas delgadas.

Recientemnente ha aparecido un modelo muy similar al MB para estudiar la fractura en
peliculas de pintura y capas finas de polimeros adheridas sobre materiales [Mea87a]. El
modelo parte de una red triangular de muelles de constante de fuerza k y con sus nodos
conectados por un muelle adicional k, {k, < k) a puntos fijos del sustrato, dispuestos
también sobre una red triangular. Para simplificar el modelo la fractura actiia solamente
sobre los muelles duros que conectan la capa de pintura. Ahora no hay criterio de vecindad
y los muelles pueden romperse en cualquier lugar de la muestra con probabilidad

P ™57 (3.8)

donde kg es la constante de Boltzman y T la temperatura. Los resultados dependen ahora
de k/T, obteniendose que para valores grandes del cocciente anterior se observan fracturas
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lineales por todo el material formando una especie de pavimento, de forma similar a como se
descascarilla la pintura. Si el cocciente no es grande aparecen multitud de defectos pequefios
que terminardn por disgregar el material en forma ma4a parecida a la corrosién (el material
se pulveriza).

3.3 Variaciones y ampliaciones del modelo.

En la seccién anterior se plantes el modelo como anilogo al DB y se estudiaron distintas
variantes dependientes de cémo asignar la probabilidad de rotura, Ahora lo que se pre-
tendera es, partiendo del modelo 11, estudiar qué mejoras o variaciones se pueden introducir
para aplicarlo a problemas concretos o bien ajustarlo a problemas reales.

3.3.1 Fractura en medios isétropos.

En el capitulo 2 se vié que para la reconstruccién v/3 x /3 el comportamiento en la perco-
lacidn eldstica dependia no solamente de los médulos eldsticos, sino también de cémo estos
médulos se implementaban en el sistema por medio de dos posibilidades para la eleccién de
las constantes microscépicas. En el modelo MB, y para deformaciones simples, no aparecen
diferencias notables en la estructura (dimensién fractal) dependiendo de A/u ni de la rep-
resentacién elegida para n = 1,2. No existen resultados scbre deformaciones compuestas
(compresién + cizalla), pero, por lo expuesto anteriormente, puede ocurrir que los pesos de
una deformacién sobre otra dependan de A/u y por tanto tener para la misma deformacién
compuesta distintos aspectos en funcién de los pardimetros eldsticos.

3.3.2 Fractura en medios anisétropos.

Existen varios métodos para hacer anisétropa (unidireccional) la fractura. El primero de
ellos, consistente en hacer que la dilatacién o la compresién sea uniaxial, ya se comenté
anteriormente. Otra posibilidad reside en que el material en cuestién tenga naturaleza
anisétropa. Al comienzo del capitulo anterior en la figura 2.2, se citaron las posibilidades
de la red triangular. Ahora usaremos la red anisétropa con muelles de dos constantes de
fuerza distintas k. y ky [Per87). Para poder ver con claridad el efecto de la anisotropia
se usan condiciones de contorno de dilatacién uniforme (= compresién uniforme), ya que,
comco se vid anteriormente  deformarciones uniaxiales ¢ de cizalla pueden enmascarar los
resultados. La ley probabilistica de rotura es la misma que anteriormente, donde el efectd
de la anisotropfa se encuentra ya incluido en o;. Aspectos para distintos valores de k./k;
se muestran en la figura 3.7. En ella se observa que debido a la coordinacién de la red y al
valor de los pardmetros elsticos macroscépicos (ver tabla 2.1) -

1+ 8%
%ﬁ= T (39)

el intercamcambio k. por k; cambia la direccién de la fractura pero también su aspecto:
valores extremos de k./ks tienden a hacer las ramas m4s gordas, lo que quiere decir que las
tensiones en las puntas son menores que cuando k./k, tiende a 1. Habria que estudiar qué
sucede en el problema elastico de una cufia cuando el medio es anisétropo.
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Figura 3.7: Resultados de dilatacién para distintas anisotropias y distintos 5.
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Para estudiar el comportamiento de escala de los objetos generados ahora ya no sirven
las hipodtesis de auto-similitud, sino que debido a la anisotropia hay que considerar sepa-
radamente las direcciones z e y de forma auto-afin. El procedimiento es el mismo que para
el radio de giro expuesto en el capitulo 1, solo que ahora se hace separadamente para z y
para y. Se obtienen de esta forma dos dimensiones de Hausdorff distintas, una moviéndonos
sobre el eje z, D, y otra sobre el y, Dy;. El caso de la anisotropia ya ha sido estudiado en el
contexto del DLA mediante la asignacién de probabilidades de incorparar o no una particula
que llegua al agregado dependiendo de la direccién por donde llegue [BBRTS85]. Alli, y en
simulaciones hechas con 50000 particulas en la red cuadrada se comprueba que las dimen-
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Figura 38: Variacién de las dimensiones fractales aparentes en funcién del nimero de
muelles rotos y del grado de anisotropfa.

siones fractales son independientes del grado de anisotropia, valiendo 1.5 en la direccién en
- que se produce el crecimiento y 3 en la ortogonal. En la figura 3.8 se observa la evolucién
de las dimensiones fractales con el mimero de muelles rotos M, habiendo promediado tres
muestras para cada uno de los casos. Debido a que los tamafics que se pueden obtener
son mucho més limitados que para el DLA, las graficas no dan informacién concluyente.
Sin embargo se pueden observar las tendencias. Para n=1 parece ser buena D;=1.5, pero
D, ~2 debido posiblemente a la coordinacién. Pars n=2 no se posee informacién sobre
el DLA con la que comparar, simplemente observar en la grafica que tanto D, como D,
tienden a disminuir; igual que ocurre en el caso isétropo, pero ahora en las doa direcciones.
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3.3.3 Plasticidad.

Al hablar en este mismo capitulo de los métodos de cdlculo se comentd una de las posibil-
idades para intraducir la plasticidad en el modelo consiste en hacer pequeifio el tiempo de
relajacién de la red. Otra forma de obtener resultados parecidos {LGL88] consiste en, al
producirse el fallo de un elemento, dejar que a partir de ese momento el muelle mantenga
constantemente una fraccién a (0< a <1) de la tensién con que rompié (ver figura 3.1).
De esta forma cada muelle roto ejerce una fuerza ao; sobre el resto de la red. Si a=0 nos

=3
a=2 848 enl
1358 enl
3=50
314 ent.
=5
696 eni

Figura 3.9: Aspecto de distintas fracturas al variar el contador s.

encontramos en el caso general discutido anteriormente, y conforme a aumenta el agregado
se va haciendo més denso. Recuperando en parte el esquema de agujeros perfectos, lo que
ocurre es que los muelles que ya han fallado estdn ejerciendo una presién de sentido con-
trario a la deformacién externa que impide que se formen puntas en donde la tensién pueda
crecer. En concreto, cuando se llega a a=1 el crecimiento es en forma de expansién radial
tal y como sucede en el modelo de Eden.
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3.3.4 Reduccién del ruido y dendritas.

Para investigar la naturaleza fractal y la forma asintética de las leyes de crecimiento de
distintos agregados se puede estudiar lo que sucede cuando en las mismas se eliminan parte
de las fluctuaciones [Mea87b]. Esto se hace mediante la introduccién de contadores. No
se anade una nueva particula hasta que (en el modelo DLA) llegan s caminos aleatorios
distintos al mismo punto de la frontera del agregado. Se produce entonces, para s sufi-
cientemente grande una transicién (con 8) desde agregados fractales a formas dendriticas
que poseen la misma anisotropia de la red y ramificaciones regulares. El mismo proceso
se observa para sistemas elasticos con condiciones de contorno méviles [NGL88]. El pro-
ceso es similar a cuando se varia el exponente 7 en la ley de probabilidad expuesta mas
arriba, Ahora p; ~ (o;/ 3 ;0:)* (la figura 3.9 contiene algunos casos de s con condiciones
de contorno fijas). La forma es parecida pero la dependencia es mas fuerte en 5 que en s.
Las dos leyes pesan mas los muelles con mayor tensién a la hora de romper, con lo que es
mucho mas preobable que la fractura se propague por las puntas. Por otro lado es mucho
menos probable que dentro de la zona apantallada (lejos de las puntas) se pueda formar
alguna estructura que acumule tensién. El caso limite se puede ver para =50 en donde el
crecimiento es completamente lineal.

3.3.5 Distintos regimenes en leyes de fractura no lineales.

Como ya se comentd en la introducceién y al comienzo de este capitulo, en la fractura de
materiales reales entran en juego muchos factores tales como temperatura, dislocaciones,. ..
que provocan que el proceso no sea necesariamente lineal con las tensiones acumuladas
jocalmente. En estas fracturas reales la probabilidad de fallc local va 2 ser una funcidn, en
principio indeterminada y dependiente del material que se trate, de dichas fuerzas. Dicha
funcién puede ser descompuesta en términos de potencias de #, dando lugar cada uno
de estos términos a un régimen distinto (parecido a los distintos casos en funcién de n
estudiados més arriba) en la propagacién de la fractura.

Para ver esta competencia entre varios exponentes estudiaremos aqui, para el casoc en
que sélo dos de ellos son responsables de la fractura, cémo y en qué condiciones se produce
el paso entre regimenes dominados por uno u otro exponente. Para ello se trabaja con leyes

de probabilidad de la forma
.y =1
pi o« 0; [1 + (ﬁ) l , (3.10)
- 00 -

donde oy, fija la escala de la preponderancia de uno u otro régimen {[PGL*90b. En principio
cabe esperar que la tensién en las puntas crezca indefinidamente si la muestra es infinita,
por lo que al final predominari el efecto del exponente n y de las tensiones altas. Sin
embargo para las simulaciones que se pueden realizar no es tan facil obtener ese régimen.
La tensién maxima dmax (ver figura 3.10), para condiciones de contorno de desplazamientos
uniformes, crece muy rdpidamente, para después disminuir conforme avanza la fractura.
Esto ocurre también en el caso de anillos eldsticos discutido en el capitulo 1, en donde para
dilatacién uniforme (ver tabla 1.1} ogs( R;) disminuye® al aumentar R;. Si para acelerar los

SEn la misma tabla se observa que ¢yy aumenta para c.c. de fuersa en los bordes, y quisis éaaa sean mis
adecuadas. Sin embargo aquf hemos considerado m4s reaiista para aplicaciones pricticas una deformacién
uniforme que la de fuersas constantes, adem4s de que en el mite de sistemas suficientements grandes las
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célculos se pretendiera usar condiciones de contorno méviles (R;/ R,=constante) el méximo
se alcanza antes todav{a ya que su posicién viene fijada por la distancia a la que se colocan
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Figura 3.10: Evolucién de oua, durante la fractura para p; o o;.

los desplazamientos fijos. En la figura 3.11 se muestra el aspecto de una fractura obtenida
con n=10 y 09p=0.45. En su perte inferior se hace el ajuste del nimero de muelles rotos
M frente al radio de giro promediado a 5 muestras distintas. El resultado es reproducible
produciéndose el cambio de régimen en todos los casos para aproximadamente el mismo
M. En la gréfica 3.10 se muestra con linea de trazos el valor promedio de la evolucién de
Omax (se han suavizado las oscilaciones que varian en una anchura de +£0.1 alrededor de la
linea}. Cuando la fractura llega a las proximidades de la frontera se produce el cambio de
régimen inverso debido al decrecimiento de las tensiones en las puntas, de ah{ el grosor que
se observa en las puntas del agregado de la figura 3.11.

Si el exponente n no esa lo suficientemente grande como para atraer al sistema répida-
mente a tensiones altas entonces la fenomenologia es més rica y no siempre se obtiene el
mismo resultado tal y como muestra la figura 3.12 para n=2 y el mismo oy. En la parte
derecha se estudia un caso en donde se suceden los cambios de régimen de forma sucesiva,
dando lugar a una dimensién fractal intermedia. En el otro caso de la misma figura el

dos condiciones de contorno son equivalentes.
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Figura 3.11: Una de las fracturas generadas con p x (1 + (2/0.45)%) y ajuste del radio de
giro promediado sobre 5 muestras.
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aspecto es parecido, pero el ajuste indica que ha habido un cambio de régimen definido.

Figura 3.12: Dos distintos comportamientos para p « o(1 + (0 /0.45)).

La combinacién de dos leyes de potencias hace que ahora el resultado dependa del valor
de la deformacién externa aplicada &, siendo el cambio de comportamiento definindo por
g0/6, donde oy es una caracterfstica del material. Cabe esperar que experimentalmente
se observen en materiales reales este tipo de fenémenos donde son las puntas (zonas con
tensiones altas) de la fractura las que tienden a dominar la forma en que se produce el crec-
imiento haciendo que su aspecto segiin se produce la propagacién tienda a ser pricticamente
lineal. En estos materiales, como ya se comentd anteriormente, la probabilidad de fractura
como funcién de la tensién puede ser mis complicada, sin embargo, localmente, siempre se
estd cerca de la situacién descrita en esta seccién. Puede ocurrir ahora, como se ha visto
para las simulaciones, que se produzca un cambio de régimen de forma abrupta o bien que
el sistema no sepa en cudl quedarse, produciéndose cambios continuamente.
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Leyes de probabilidad que saturan.

Dentro del mismo contexto de fenémenos no lineales se puede pensar en materiales en los
cuales hay un cierto limite relativo en los esfuerzos que puede soportar el mismo, pero la
fractura no es lo suficientemente rapida (p.e. corrosién por esfuerzos (stress corrossion)) y el
material vuelve a su posicién de equilibrio cada vez que una porcién microscépica del mismo
falla. En tales procesos, una vez superado un cierto umbral de tensiones og, la probabilidad
de fallar sera independiente de la tensién local acumulada. A este tipo de fendmenos pueden
ser aplicadas leyes de crecimiento de la forma

P exp(-?-), (3.11)

pi tanh(gi),o (3.12)
ao

pi x 8(o; ~00). (3.13)

3.3.86 Fractura en modelos con fuerzas angulares.

Si se incluyen fuerzas angulares en la relajacién puede ocurrir lo mismo que para la perco-
lacién elastica: que el problema se converta en el DB escalar. Esto ocurre, a pesar de que
la relajacién del sistema es distinta, para el modelo de Born (ec. 2.1} y la red cuadrada
[YLS89] en donde la dimensién fractal de los agregados se hace préxima a 1.7. Sin embargo
para la red triangular esta dimensién tiende a 1.8 en el modelo de Born [YLS89|, y a 2
en el modelo de Keating {ec. 2.2) [LGG*88|, que tiene la ventaja sobre el de Born de ser

rotacionalments invariante

3.3.7 Fragilizacién y fractura.

Un problema interesante y de gran actualidad en el campo tecnolégico desde hace tiempo
es el de la corrosién de materiales por medio de otros agentes (por ejemplo hidrégeno) que
se van difundiendo en su estructura. Esta corrosién produce que el material se haga mds
fragil y que incluso en ausencia de otras perturbaciones externas se produzca su fractura.
Dentro del marco de este trabajo, se puede introducir este efecto en la energia libre
eldstica F mediante un campo de difusién que tiende a dilatar la celda unidad bidimensional:

A N -n PR | » . TR ri .
F=(ean +ew)’ +p(ezs + ey + Z62,) — cwies: + Eyy)s .14}

donde c es la constante de acoplo entre los dos campos: el de difusién, w, y el de desplaza-
mientos u. Esta ecuacién es la misma que resulta cuando se consideran influencias térmicas
en los sistemas elasticos [LL70], con lo que el mismo planteamiento teérico sirve para apli-
carlo en problemas practicos de fragilizacién por calentamiento (los sietes que aparecen en
carreteras, aceras y superficies de cemento tienen cierto parecido con muchas de las figuras
expuestas anteriormente en este mismo capitulo).

Como w satisface la ecuacién de Laplace (V?w = 0), hay que primero aplicar Ia difusién,
y luego dejar relajar el sistema eldstico. Se crea pues un nuevo tiempo en el sistema, la
relajacién del campo de difusién, con el que se puede jugar dependiendo del problema que
se quiera tratar.
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Las condiciones de contorno pueden ser muy variadas: se puede dejar difundir particulas
por entre las grietas que se formen o bien aplicar un campo de difusién constante. Para el
campo elastico se pueden poner condiciones de contorno de compresién, de cizalla, fijas (sin
ninguna deformacién externa, ya que el propio campo de difusién se encarga de deformar
localmente el sistema y de crear las tensiones necesarias para que se pueda romper con
arreglo a las leyes expuestas mds arriba), o bien otras cualquiera.

Solucién radial.

Si se supone que la solucién es simplemente radial como para el caso de agujeros perfectos
del capitulo 1 (ver también apéndice B), las soluciones se pueden expresar analiticamente
como:

wir) = A+ Blnry (3.15)
ufr) = (Cr + Ed + ——EB—anr) f (3.18)
- r 2(.\ + 2#) o ’

donde A, B, C y D son constantes que se determinan mediante las condiciones de contorno.

A partir de este plantemiento tedrico es ficil obtener una versién discreta, para la red
triangular y el modelo de fuerzas centrales, de la energia libre F, y derivar las ecuaciones
de equilibrio.

De momento todavia no hay resultados sobre este problema en el plano teérico, pero
si es posible predecir que en sistemas de este tipo serd mds facil la comparacién entre las
simulaciones y resultados experimentales. Es posible llevar a cabo experimentos (quizds
incluso ya estan realizados y publicados) sin necesidad de aplicar ninguna fuerza externa,
simplemente calentando de forma controlada un material, o bien difundiendo en el mismo
otra sustancia (hidrégeno, 4cidos, etc.).



Capitulo 4

Procesos dinamicos en fendmenos
de crecimiento.

La motivacién de este capitulo es doble: por un lado se trata de estudiar fenémenos en los
cuales hay una invariancia genérica de escala (criticalidad auto-organizada), y por otro el de
fenémenos de crecimiento, aplicando la experiencia adquirida al tratar los temas del capitulo
anterior. Interconectar estos dos problemas es pues el propésito del presente capitulo.

Por ser el tema de los procesos auto-organizados bastante reciente es posible hacer una
revisién de los trabajos motivados por este tipo de procesos y de los problemas a los que
se ha aplicado. Intentaré pues, en la primera parie de este capitulo, realizar dicha revisién,
aun a sabiendas que muchos trabajos no estarin reflejados en la misma. De todas formas
puede ser una guia de introduccién a un tema que atrae uitimamente ei inierés de buena
parte de los investigadores dentro de la Fisica Estadistica.

En la segunda parte se analizardn las dos aproximaciones que hasta el momento, y
que yo conozca, han aparecido para estudiar los fenémenos de crecimiento fractal bajo las
hipétesis de auto-organizacién.

4.1 Procesos auto-organizados.

Ya en la introduccién de este trabajo ae dedicé un parrafo a los fenémenos auto-organizados,
en los cuales se relacionan entre sf los procesos espaciales fractales con los procesos tem-
porales y de generacién de ruido 1/f. Parecido tipo de interreiacion exisie eu el punis
critico de una transicién de fase de segundo orden. En este punto se tiene, por un lado, el
fenémeno de opalescencia critica (las funciones de correlacién espaciales decaen en forma de
potencia), que se observa, por ejemplo, en materiales transparentes, que, al sufrir un cambio
de fase de segundo orden, se vuelven opacos. Y por otro lado se tiene el amortiguamiento
critico (critical slowing down), en el cual no hay una escala de tiempos caracteristica del
sistemna. La diferencia fundamental entre los dos sistemas, auto-organizacién y transicién de
fase de segundo orden, consiste en que en este tltimo hace falta un pardmetro que de lugar
a la transicién (temperatura, probabilidad ...), mientras que en el primero no es necesario
dicho pardmetro, sino que el estado critico es intrinseco al problema o al modelo. Reciente-
mente se ha sugerido (CCGS90] que los fendmenos auto-organizades se deben a efectos de
tamaiio finito, perdiéndose el comportamiento en forma de ley de potencia para el limite
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termodindmico, cosa que no ocurre en las transiciones de fase de segundo orden.

La actualidad de los fenémenos de auto-organizacién es debida a los recientes trabajos
de Bak, Tang y Wisenfeld [BTW87,BTW88,WTB89] (BTW) en los que estudian varios
modelos discretos similares al movimiento de arena en una duna.

Aunque parece ser que los movimientos de arena reales no siguen las reglas de auto-
organizaciénl [JLN89] la relevancia del modelo reside en su sencillez y, a la vez, en la
cantidad de repercusiones fisicas que contienen las hipdtesis bdsicas. Son muchos los pro-
blemas de interés fisico en los cuales nos encontramos con sistemas marginalmente estables,
en los cuales una pequeina perturbacién puede inducir cambios generales en la estructura del
sistema. Esto parece suceder en materiales magnéticos [BW90,CS90], en los cuales, el que los
sistemnas tengan una cierta frustracién (distintos niveles energéticos equivalentes cercanos a
la energia del estado fundamental), puede estar relacionado con que se manifiesten de forma
auto-organizada.

Para concretar mas en estos modelos intentaré exponer de manera simplificada algunos
de ellos, donde, aunque no sean compatibles con la arena real, el hablar de granos y avalan-
chas de arena puede ser iitil para tratar de entender cémo funcionan.

4.1.1 Modelos sencillos.

Comenzaremos por estudiar los modelos iniciales propuestos por BTW, para mas adelante
considerar distintas variaciones posteriores.

En una dimensién se considera un sistema discreto de sitios, a cada uno de los cuales se
le asocia un entero h; que puede representar la altura de la capa de arena en dicho punto.
Ademas, en cada uno de estos puntos se define la pendiente en el punto como z; = h; — hi.,.
El afiadir un grano de arena en un punto equivale a hacer

- %+l

4.1
Z-1— %-1— L (4.1)

Si la pendiente excede un cierto valor critico, entonces entra en funcionamiento el proceso
dindmico de un grano de arena.que cae al lugar siguiente:

zl'—’zi_zs

42
Zix1 — zz1 + 1, para z > Z. (42)

Se usan condicién de contorno cerrada para la parte izquierda de la duna, y condicién de
contorno abierta en la parte derecha (la arena desaparece del sistema):

zo — 0,
N — 2y — 1, (4.3)
ZN-1 — zN-1+ 1, para zy > z..

Si partiendo del sistema vacio, se afiaden particulas en puntos aleatorios del sistema, y se van
aplicando las reglas de relajacién dindmica anteriores, se llega a una situacién marginalmente
estable, independientemente de las condiciones de contorno, en la que % = z en todos sus
puntos. En este estado, un grano de arena afiadido en el punto n, va saltando de sitio en

!Un trabajo reciente [HSK*90| muestra que apilamientos de pequefio tamaiio sf se comportan segin las
hip&tesis de auto-organisacién, desapareciendo estos efectos para tamaiioa mayores.
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Figura 4.1: Modelo de avalanchas en una dimensién.

sitio hasta llegar al sitio N, abandonando el sistema y dejandolo como estaba. Entonces, el
nimero de saltos necesarios para que la perturbacién desaparezca es un nimero aleatorio
comprendido entre 1 y /¥, no habiendo correiacién enire iod sucesos, por 1o que sc chticne
un ruido blanco o 1/f°.

Al aumentar la dimensién la trivialidad del problema desaparece. En dos dimensiones,
las reglas 4.1 y 4.2 se convierten en

Zij = Zij+2,
Zi-1; = H-15 — 1, (4.4)
Zij-1 = Zj-1- 1,

z'.!j - z‘.J - 4!
Zixl,j — Fix1y T 1 (4.5)
Zij1 — % jx1 + 1, para % ; > z,

donde los puntos se encuentran en una red cuadrada 1 < i,5 < N. Para ver que ahora el
estado minimamente estable en que todas las pendientes son iguales a z., no es un atractor
. de la dindmica, se considera que se lanzan dos granos de arena, y se aplican las reglas
dindmicas, Los sitios vecinos se haran inestables (z > z.), y los vecinos de los vecinos, y
asi, en forma de cascada, la perturbacién se expande por todo el sistema, cambiando el
‘estado de éste. El estado estacionario es ahora lo que se denomina estado auto-organizado,
en el cual, una pequeiia perturbacién en un punto puede provocar, desde sélo la caida de
un grano de un nivel a otro, hasta una reorganizacién general del sistema.

BTW introducen la perturbacién de dos formas distintas: una consiste en elegir una
situacién aleatoria lejos del equilibrio con 2 ; > z., y dejar evolucionar el sistema hasta
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que no se producen mas saltos de arena; entonces se perturba el sistema aplicando la regla
dindmica a un sitio con z = z,. Repitiendo el proceso varias veces, se obtiene la distribucién
de granos de arena que cambian su posicién? (D(s)) y la distribucién de tiempos como
nimero de veces que es necesario aplicar las reglas 4.5 a todo el sistema hasta llegar al
equilibrio (D(t)). La otra posibilidad consiste en partir de una superficie plana (z < 2.}
e ir afiadiendo unidades de arena de forma aleatoria. Cada granc que se afiade provoca,
cuando se llega a un estado en el que hay algunos z tales que z > 2., reorganizaciones del
sistema en forma de avalanchas, de las cuales se puede obtener D(s) y D(t) sin tener que
reinicializar el sisterna tan a menudo como en el método anterior. El resultado es que para
ambos procedimientos tanto D(s) como D(t) se comportan en forma de potencias:

(4.6)

Y ademaés el exponente es independiente del método utilizado para obtener D(s) y D(t).

d o v
2 100 043
3 137 092

Tabla 4.1: Exponentes del modelo BTW para dimensién 2 y 3.

El valor concreto de z. es una variable irrelevante del problema. Puede tomar cualquier
valor entero siempre que z, > 2d, donde d es la dimensién en la que se encuentra el autémata,
sin que se altere la dindmica del problema.

Para estudiar el ruido BTW introducen la funcién F(t) que representa el nimero de
saltos que se producen en ¢l instante ¢ después de haber introducido la perturbacién. Como
la perturbacién no vuelve al sitio de donde ha partido, F(t) representa la disipacién de
energia en el tiempo t. La densidad espectral de potencia S(f) que se obtiene a partir de
formar una sucesién aleatoria de los distintos F(t) es la que se comporta como f~17 para
d=2 y como f~108 para d=3.

Hay una versién vectorial del modelo BTW [MW90| en la cual los exponentes que se
obtienen son ligeramente distintos. La ventaja que tiene este modelo vectorial, es que se
puede relacionar directamente las z con pendientes reales {diferencias entre altura.s), no
como en los modelos anteriores en que esta relacién sélo se cumple para d=1, y en los
demds casos se explica como una pendiente promedio.

Los mismoe Tang y Bak desarrollaron una teorfa de campo medio [TB88a,TB88b] alrede-
dor de la pendiente critica z., en la cual se definen, a parte de los exponentes anteriores o
y 7, otros relacionados con la teorfa de transiciones de fase de segundo orden; obteniendo
resultados bastante compatibles con los de sus autématas celulares.

A continuacién mencionaré, de forma mucho mas breve que para el modelo BTW, al-
gunos otros cdlculos y modelos que han ido apareciendo motivados por la idea de la auto-

30, lo que ea lo mismo, de sitios perturbados; ya que, con las reglas de evolucién anteriores, la perturbacién
no puede ir hacia atris.
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organizacién, que ha llegado a aplicarse con éxito hasta al juego de la vida[BCCB89|, precursor
de los autématas celulares y de los procesos de organizacién.

4.1.2 Autématas celulares y avalanchas.
Escalamiento y univeraalidad en avalanchas.

Kadanoff et al. [KNWZ89] han estudiado recientemente distintas variantes del modelo
BTW para d=1 y d=2. Introducen en una dimensién modelos no triviales en los cuales, en
la relajacién del sistema (ecuacién 4.2), el niimero de particulas que saltan de un sitio a otro
es variable y depende del modelo escogido, evitando asf el estado marginalmente estable.
Las distintas distribuciones resultantes se analizan desde el punto de vista multifractal y
desde el punto de vista de escalamiento finito, buscando con ello la dependencia de los
distribuciones con el tamaiio de las muestras. Las conclusiones son que para d=1 el andlisis
multifractal ajusta mejor a los datos, mientras que para d=2 loa dos andlisis dan resultados
satisfactorios. Por otro lado, encuentran distintas universalidades (distintos exponentes en
las distribuciones) dependiendo de los modelos usados.

Avalanchas sin auto-organizacién.

La imagen de granos de arena cayendo en una duna es parecida a la de gotas de agua
que resbalan en un cristal. Cuando una gota adquiere dimensién suficiente h,, ésta cae,
arrastrando con ella todas las que se encontraban por debajo en el cristal, provocando una
avalancha que limpia parcialmente el cristal. Experimentos y simulacién numérica [JH89]
parecen indicar que el fenémeno es de tipo 1/f%. Otras simuiaciones mas amplias para d=1
y d=2 [CRMF89| muestran que las distribuciones de tiempos entre avalanchas dependen de
h., contrariamente a lo que ocurre en los sistemas auto-organizados.

Modelo BTW cont{nuo.

Este modelo es esencialmente el mismo que el de BT'W, pero en el cual la pendiente puede
tomar valores continuos [Zha89)} y se le asocia el significado de energia. Las leyes dindmicasy
de adicién de energia son las mismas que para BTW. La novedad mas importante del trabajo
de Zhang es que, cuando se alcanza el estado auto-organizado, la energia en cada punto de
la red se concentra al rededor de determinados valores, como si estuviera cuantizada. Cada
uno de esos valores representa un atractor dindmico del sistema. La forma y distribucién
de los picos (densidad de energfa frente a energfa) depende del grado de anmisotropfa del
sistema [Jan90], mientras que el resto de propiedades (exponentes ¢ y r), parecen no ser
tan sensibles a variaciones en la anisotropia del modelo.

4.1.3 Modelos exactos.

Hasta aquf la mayoria de los trabajos citados son simulaciones numéricas, pero también
ha habido intentos de describir los procesos auto-organizados de forma analitica. Hwa
y Kardar [HK89] han estudiado por medio de técnicas de renormalizacién dindmica la
evolucién de un modelo continuo no lineal en presencia de ruido cuya dimensién critica es
4, Una de las caracteristicas de este modelo es la anisotrop(a del sistema, que determina
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de alguna forma la dindmica, junto con las leyes de conservacién implicitas en el modelo.
Esta combinacién anisotropia-conservacién ha motivado otros trabajos, estudiando bajo qué
condiciones modelos con unas determinadas caracteristicas poseeen auto-organizacién o no
[GLS90).

Dhar y Ramaswamy estudian una variante del modelo BTW que resulta ser equivalente
para d=2 a un modelo de percolacién dirigida resuelto exactamente [DR89)], y para d=3 (la
dimensidén critica) la solucién también es exacta. Los exponentes también difieren con los
del modelo anterior y con las simulaciones, y no parece claro cual de ellos compagina mejor
con estas idltimas.

Finalmente reseiiar otro trabajo reciente [DhaS0], que aunque sélo estd resuelto exacta-
mente para la red de Bethe, plantea de forma elegante las bases algebraicas para tratar los
modelos BTW de forma genérica.

4.1.4 Terremotos

La distribucién de magnitudes de los terremotos detectados se conoce desde hace tiempo
que sigue una ley de potencia|GR56]. Es por tanto una buena medida experimental para
contrastar los resultados de modelos surgidos a la luz de los procescs auto-organizados y
que pretenden explicar estos fenémenos.

Citaré brevemente dos trabajos. En el primero [SS89] se desarrolla una teoria de campo
medio basada en la energia disipada en cada proceso independiente y discute la naturaleza
auto-organizada del fenémeno, en el que no s8élo las distintas fallas producen los terremotos,
sino que éstos también influyen en la futura distribucién de defectos, y por tanto en los ter-
remotos posteriores. En el segundo [CL89] se estudia un modelo continuo determinista, en
contraposicién con los modelos de avalanchas en los que la aleatoriedad marca la dindmica.
En este iultimo modelo la aleatoriedad se encuentra en las condiciones iniciales, evolucio-
nando sin embargo igualmente que los modelos de avalanchas al estado auto-organizado.
De este tiltimo modelo existe una reciente versién en forma de autémata celular [NakS0}.

4.2 Leyes de escala en fen6menos de crecimiento.

Teniendo en cuenta las ideas expuestas en la seccién anterior nos proponemos ahora el ver
cémo se pueden aplicar éstas en el marco de los fenémenos de crecimiento. El punto de
partida que inicialmente se podria tomar, pensando en el hecho de que en muchos modelos
de crecimiento (DLA, DB y MB) el resultado tiene aspecto fractal (ver capitulos 1 y 3),
es que ya tenemos medio camino andado, sélo resta encontrar la secuencia temporal cuya
densidad se comporte en forma de potencia y su relacién con la distribucién espacial. El
problema reside en que para los fenémencs de crecimiento esta dltima relacién resulta ser
trivial: masa = tiempo. Cada vez que se afiade una nueva particula corre el reloj una
unidad. Hay, por tanto que cambiar el enfoque del problema, buscando una masa, en
principio distinta de la que define la dimensién fractal, y un tiempo que se relacione con la
masa, por lo menos a priori, de manera no trivial.

Existen dos aproximaciones para solucionar este problema, la primera se basa en la
existencia de zonas apantalladas y zonas en las que se realiza el crecimiento. La segunda
se centra en las reorganizaciones o avalanchas que se producen cada vez que se aiiade una
nueva particula al agregado.
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4.2.1 Crecimiento, apantallamiento y auto-organizacién.

El modelo aparecié en un reciente trabajo de Alstrgm, Trunfio y Stanley[ATS90], en el
que estudian, bajo el mismo punto de vista, el problema de percolacién por invasién y el
DB. Se basa en clasificar las particulas que componen el agregado en dos fases dindmicas
distintas: una fase extinta o completamente apantallada, alrededor de la cual no se va a
producir crecimiento; y una fase superviviente o activa, a partir de la cual el agregado
continda evolucionando. La identificacién de cada una de las fases se hace en funcién de la
probabilidad que tiene cada particula de tener un nuevo vecino. Dejando un poco de lado
la percolacién por invasién, en la cual la probabilidad caracteristica p* que divide las fases,
se toma de diferente manera; para el DB, esta p* se define como:

lnp* = z pilnp;, (4.7)

donde 1 se extiende sobre todos los sitios que se encuentran en la frontera del agregado.
La eleccién de p* se hace a través de las propiedades multifractales (ver capitulo 1) de
la distribucién de probabilidades D(p;), y representa la probabilidad dominante en dicha
distribucidn. ]

Una vez definida esta probabilidad caracteristica, se identifican los sitios supervivientes
como aquellos que tienen.una probabilidad de crecer p > p*. A continuacién, empezando
por estos sitios supervivientes, y siguiendo el orden en que los nodos se unieron al agregado,
se van eliminando nodos hasta llegar a la semilla inicial. E! resultado es el conjunto de
ramas muertas (iugares en ios cuaies no se vuelve a producic crecimicnto, © por lo menos
la probabilidad de producirse es casi despreciable) del agregado inicial. La distribucién del
niimero de nodos que pertenecen a cada una de las ramas se comporta en forma de ley
de potencia D{s) ~ 377 con ¢ = 1.5. Para introducir el tiempo, se asocia con cada nodo
un nimerc que da el orden en que ese nodo entrd a formar parte del agregado. El tiempo
asociado para cada rama, se define entonces como la diferencia entre el orden del dltimo
nodo que se adhirié a la rama y el del primero. La distribucidén de los tiempos asf defiridos
es aproximadamente constante, lo que implica que el ruido asociado es 1/ f2.

4.2.2 Avalanchas en el modelo de DB.

El otro modelo[PGLS0a| consiste en pensar en términos de avalanchas. Cada vez que se
anade una nueva particula al agregado o se rompe un nuevo muelle, se reorganizan los
potenciales o las tensiones. Estas reorganizaciones pueden ser pequefias, cuando el nuevo
elemento se encuentra dentro de la zona apantallada del agregado, o muy grandes, si este
nuevo elemento hace que las puntas se hagan mas finas, o genera una nueva punta a partir
de otra zona externa del agregado. De esta forma, en el proceso de crecimiento habri
reorganizaciones (avalanchas) en todos los érdenes de maguitud, si bien limitado por el
tamaio finito del agregado.

Para realizar el estudio nos concentraremos en el modelo de DB con n = 1 [NPW84], ya
que como se vié (capitulo 1) es equivalente al DLA, y en los calculos es mds sencillo que e
MB al tener una sola variable sobre la que iterar.
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Autémata celular para el modelo de DB.

Los ingredientes principales del modelo son la ley de crecimiento elegida y la ecuacién de
" Laplace que da el comportamiento del potencial electrostatico V2¢ = 0 con las condiciones
de contorno ¢ = 0 en el agregado y ¢ = 1 en el electrodo externo. Para resolverla aproxi-
madamente en su forma discreta se pueden elegir gran variedad de métodos. El mas sencillo
puede ser el método de Jacobi (ver apéndice A), que llamaremos método I, y consiste en
resolver de forma iterativa el sistema de ecuaciones, Esto se puede interpretar como la
relajacién del sistema de potenciales de forma difusiva:

1
¢t = p Z & (4.8)
F

donde z es la coordinacién de la red (en nuestro caso en que usaremos la red cuadrada z=4),
y la suma en j se extiende a los primercs vecinos del nodo i. La relajacién parard cuando
para todos los nodos se obtenga que |¢{"! — ¢f| < ¢, siendo ¢ una medida del error.

Otra forma de abordar el problema, de manera mas parecida que el anterior a los
autématas celulares expuestos mas arriba en este mismo capitulo, consiste en que ¢ tome
el significado de la pendiente critica en el sisterna y ajustar los potenciales con arreglo a un
criterio parecido. Este sera el métado II.

a2 Iy -t ey (49)
j b

¢ttt = ¢i, en otro caso. (4.10)

Ambos modelos tienen el mismo compoertamiento para valores extremos de ¢ (0 e oo).
Para €=0 es necesario un nimero infinito de pasos para relajar el sistema y conforme ¢
aumenta el nimero de iteraciones necesario disminuye, no siendo necesario relajar el sistema
cuando ¢ toma el valor del potencial en el electrodo externo.

La ley de crecimiento serd de forma aleatoria con probabilidad proporcional al campo
eléctrico E;; = |¢i — ¢;|, donde { y 3 son nodos primeros vecinos de los cuales uno de ellos
ya pertenece a agregado (¢ = 0). ‘

€ modelo num. muestras

10~1 I 4 -
1073 I 3
10-4 11 3
10~4 I 6

Tabla 4.2; Niimero de muestras distintas consideradas.

Procesos estdticos.

El crecimiento se comienza poniendo un punto de la red a potencial nulo y el electrodo
externo se coloca en un circulo de radio 100 en unidades de la distancia entre primeros
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vecinos alrededor de dicho punto. Se considera terminada la muestra cuando hay 5000
particulas o bien cuando el agregado llega a una distancia de 10 unidades de la red del
electrodo externo.

Para 3000 particulas se analiza todo el perimetro (enlaces susceptibles de romperse),
viendo en cada caso el tiempo (nimero de iteraciones) necesario para que la perturbacién
desaparezca. En la grafica 4.2 se muestra que las distribuciones se ajustan bastante bien
(pot lo menos en un cierto rango) a un comportamiento exponencial D{t) o t~7 con 1 ~1.4,
independientemente del modelo y de ¢. Cuando ¢ se hace grande la distribucién tiende a
una delta centrada en el origen, ya que ninguno de los cambios posibles perturba el sistema.
Esto es en cierta medida lo que ocurre para € = 107! en donde el nimero de pasos necesario
para reestablecer el equilibrio es siempre muy pequeiio.
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Figura 4.2: Distribucién de tiempos de relajacién D(t) para el caso estitico y para distintds
€.

—,

Antes de continuar exponiendo resultados conviene comentar algo sobre la suavizacidn
de las distribuciones. Estas se obtienen en principio simplemente contando el nimero de
veces que en el conjuntc de muestras consideradas se produjo un determinado nimero
de iteraciones. El resultado suele tener bastante ruido y ser muy irregular debido a que
desgraciadamente no se pueden tener muchas muestras que suavicen los resultados, por ello
se recurre a promediar sobre puntos vecinos (D'(s) = (1/(2n+1)) 27-_, D(i+7)). Para las
distribuciones de tiempos presentadas aqui n = 2 y para la de sitios perturbados se aplicé
dos veces el procedimiento, una con n = 2 y otra con n = 1. Para € = 10~} no fué necesario
aplicar la suavizacién en ningin caso. Las distribuciones de E que se verdAn mas adelante,
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al ser cantidades continuas, no necesitan suavizarse; lo que se hace es determinar el nimero
de puntos de que se quiere conste la distribucién. Las aqui expuestas tienen 200 puntos.
Para determinar el alcance espacial de la perturbacién hay que tener en cuenta el modelo
que se usa. El modelo I es equivalente a la ecuacién de difusién con constante de difusién
unidad V3¢ = d¢/3dt, donde siempre hay difusién y siempre hay cambios en el potencial.
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Figura 4.3: Distribucién de nimero de sitios perturbados D(s) para el caso estatico y para
distintos «. :

Por ello dimensionalmente se obtiene que hay que ver cudntos nodos cambian su valor por
encima de te, donde ¢ es el tiempo en que se amortigua la perturbacién. Es conocido que en’
este tipo de sistemas el alcance de la perturbacién se comporta como un random walk, de
donde r ~ v/t y 8 ~ t, lo cual a su vez implica que D(s) ~ D(t), también en forma de ley de
potencia D(s) o 77. El resultado se puede ver en la grifica 4.3, en la cual se observa que
r ~ 1.8, lo cual parece que no se ajusta a lo expuesto anteriormente. Para que todo resuite
consistente hay que estimar una cota minima de error en £0.1, que resulta razonable, dado
que el mimero de datos, aunque es del orden de 10%, no resulta suficiente para suavizar las
distribuciones.

Para el modelo II basta con ver en cada caso variaciones en el potencial por encima de
¢ debido a que por la forma particular de relajar hay muchos nodos en los que el potencial
no cambia. Si se hiciera de esta forma para el modelo I resultaria que una perturbacién por
pequeiia que fuera afectar{a a gran cantidad de los nodos de la red debido al proceso continuo
de difusién. En este modelo también el comportamiento es de la forma D{s) o< 77 con
o ~1.2. Si se supone que s ox t* {ahora a # 1 ya que la propagacién de la perturbacién no
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tiene que ser de tipo random walk), la consistencia de los resultados implica que (o~ 1)a =
r — 1 con lo que se otendria a ~2. En la figura 4.4 se muestra el resuitado de ajustar una

104
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f
Figura 4.4: Relacién entre tiempos de relajacién y nimero de sitios perturbados en el modelo
MMye=10"%,

recta a todos los valores de s y t. El resultado (a ~1.6) estd bastante de acuerdo con lo
anterior si consideramos que la ecuacién que relaciona a, # y r es muy sensible a cambios
pequefios en los érdenes de magnitud que se manejan. Esta misma representacién tiene
mucha més dispersién conforme aumenta ¢, esperando que para € pequeno la correlacién de
los resultados aumente.

Procesos dindmicos.

Hasta aquf se han analizado los procesos en equilibrio, que si bien son importantes a la hora
de poder definir cémo es la estructura, son los procesos dindmicos durante el crecimiento
los que en realidad dan lugar a la misma. Durante el proceso de crecimiento se recogen el
mismo tipo de datos que anteriormente para el caso estitico, observando, como se verd mas
adelante, que también el comportamiento es en forma de leyes de potencias con exponentes
distintos al caso anterior. Para evitar posibles efectos de frontera y de formacién inical del
agregado se considerardn para realizar la estadistica los puntos que entran a formar parte
del mismo desde que éste tiene 500 particulas hasta 3000. La distribucién de tiempos para la
amortiguacién de las perturbaciones se puede ver en la grafica 4.5. Esta es aproximadamente
constante (exponente muy préximo a 0) con bastantes oscilaciones para el modelo II.

En el modelo II la difusién se para siempre que el posible campo de potenciales es menor
que ¢ por lo que ¢ viene a ser una cota mfnima a los posibles vaiores de E (grafica 4.8). Esto
hace que los huecos que normalmente quedan en la estructura no se apantallen, aumentando
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Figura 4.5: Distribucién de tiempos de relajacién D(t} para el caso dindmico y para distintos
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la dimensién fractal. Por ejemplo, para € = 10~1,1073,1074, las dimensiones fractales son
2, 1.9 y 1.8 respectivamente. Esto no ocurre en el modelo II en el cual al producirse siempre
difusién los potenciales dentro de los fiordos de la estructura (ver por ejemplo la figura 1.5)
pueden disminuir su valor.

La relacién entre el comportamiento dindmico y el estitico se hace a través de la ley
de probabilidad de crecimiento que es en nuestro caso proporcional al campo E. En la
grafica 4.6 la recta representada es D(E) o« £7117 con lo cual la distribucién dindmica es
aproximadamente constante para los valores de ¢ que producen una estructura tipo DLA
(grifica 4.7).
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Figura 4.7: Distribucién de campos de rotura D(£) para el caso dindmico y para distintos
€.

Se puede ver ahora la correlacién existente entre la rotura dieléctrica que se produce
E v el tiempo que tarda el sistema en reestablecerse t. De la parte inferior de la figura
4.8, cuyos datos son en el modelo II y ¢ = 104, y dentro de Ia dispersién que hay, parece
que esta correlacién existe: E o t*'. Esto, unido al comportamiento dindmico del campo
eléctrico permite suponer que Dy, (t) t~*+7'. Una forma més precisa de determinar r' es
representar Dgin(t)/D(t) frente a ¢t (parte superior de la figura 4.8). En esta misma figura

- se ve que conforme ¢ aumenta, sobre todo en el modelo II, el ruido en las medidas de las

distribuciones aumenta. En estos casos ya no esta tan claro que la correlacion entre E y t
sea mediante una ley de potencia sencilla como la expuesta anteriormente pudiéndose dar
comportamientos mé4s complicados debido a la forma de relajar del modelo.

Las relaciones dindmicas y comportamientos aqui obtenidos para t se pueden aplicar de
forma anéloga al nimero de sitios perturbados s, dando resultados razonables dentro de
que para estimar bien las medidas espaciales serfan necesarias més realizaciones. También
es posible estirnar los exponentes de forma indirecta via el exponente a.
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Otros modelos y geometrias.

Hemos hecho algin intento de extender estos cdlculos a sistemas tridimensionales, sin em-
bargo los resultados parecen ser muy sensibles al tamaifio de la célula utilizado (los sistemas
mas grandes razonables son del orden de 50x50%50), resultando distribuciones de forma
exponencial que enmascaran el posible comportamiento en forma de ley de potencia.

Otra posiblidad interesante consiste en estudiar la dependencia con la ley de rotura
utilizada (dependencia con n), lo cual se puede llevar a cabo en el futuro, si bien debido a
que para n > 2 el nimero de puntos en la frontera es mucho menor son necesarias muchas
ma4s muestras para poder conseguir estadisticas razonables.

4.2.3 Ruido y disipacién.

Una magnitud que en principio es independiente del método utilizado para relajar el sistema
(siempre que se haga suficientemente bien), es la disipacién producida en todo el sistema al
afiadir una nueva particula al agregado. Ahora el tiempo vuelve a recuperar su significado
original asociado al proceso de crecimiento y no de difusién. En la figura 4.9(a) se muestra
este proceso para una de las muestras crecidas con el modelo I y ¢ = 10~%. De ésta se
puede obtener mediante el método de maxima entropia [PFTV86| la densidad espectral de
potencia S(f) tal y como se muestra en la grifica 4.9. El comportamiento resultante es en
forma de ley de potencia, de donde nuestro ruido es aproximadamente de tipo 1/f17.
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Figura 4.10: Relacién entre campo eléctrico y disipacion.

Este resultado muestra que de alguna manera es posible conectar la perturbacién espa-
cial, que est4 relacionada con la disipacién, con el que se observe un tipo de ruido determi-
nado. Una de las miltiples maneras puede ser el tratar de correlacionar el campo eléctrico
con la variacién de energia que se produce en el sistema (disipacién) al eliminarlo. De la
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figura 4.10 parece ser que la relacién es aproximadamente cuadratica, de la misma manera
que se esperaria en sistemnas mucho m4s sencillos, por ejemplo en el caso en que no se relaja
el sistema al equilibrio cada vez que se afiade una nueva particula.

Segiin lo expuesto anteriormente todavia hay un monton de cuestiones por resolver, pero
los resultados son prometedores para poder encontrar en el futuro una relacién entre los
procesos fractales y los de ruido 1/f, ya sea por la via de la relacién entre E y disipacién o
por otra relacionando otras distribuciones expuestas mds arriba.




Conclusiones.

En los capitulos anteriores se han estudiado tres tipos de fenémenos distintos: percolacién
elastica, fractura en medios eldsticos y auto-organizacién en fenémenos dindmicos de crec-
imiento. Esto ha sido posible debido a que los mismos procedimientos numéricos son apli-
cables a los tres problemas.

En el capitulo 2 se vié cémo de la descripcién microscépica de la red surge un nuevo
tipo de diferenciacién en el problema de la percolacién. La universalidad {en el sentido
del comportamiento de los distintos médulos elasticos, no del exponente critico) no es la
misma dependiendo de cémo se implementen las constantes eldsticas, caracteristicas del
medio eldstico continuo, en la red de muelles discreta que lo simula. El efecto es corroborado
independientemente por métodos analiticos de campo medio (Teoria de Medio Efectivo) que
muestran dar resultados bastante exactos. Este tipo fenomenologia no ha sido observado
en la percolacién clasica o escalar, afiadiendo mayor riqueza al problema vectorial.

En el capitulo 3 se ha estudiado con cierto detalle el modelo de Louis y Guinea para tratar
probilemas de fractura medianie una descripcidn simple de los medios cldsticos. Ahondande
en el modelo, se han visto distintas variantes, acercdndose cada vez mas a los materiales
reales. En concreto, cuando un material se rompe hay multitud de efectos que entran en
juego, lo que hace que la probabilidad que tiene un elemento micoscépico de fallar sea una
funcién, en general complicada, de la tensién local. Entonces se tienen varios regimenes
de fractura que el sistemna elige en funcién de las condiciones locales. En particular, para
medios suficilentemente grandes las mayores tensiones en la superficie de la fractura van a
dominar en la funcién antes mencionada, dando lugar a estructuras que tienen forma casi
lineal y se propagan muy répidamente.

Finalmente, en el cap{tulo anterior se ha mostrado que fenémenos dindmicos que evolu-
cionan fuera del equilibrio responden también a las hipdtesis de auto-organizacién. Den-
tro de este marco es posible relacionar de forma sencilla distribuciones de perturbaciones
estiticas y dindmicas debido a su comportamiento genérico en forma de ley de potencia.
Es resaltable también el que la disipacién de energia en el sistema durante el proceso de
crecimiento posea un ruido caracteristico que estars relacionado con su evolucién y por
tanto de alguna manera con la dimensién fractal observada.

7
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Apéndice A
Métodos numéricos de calculo.

En este apéndice se describen los métodos de cilculo que se han utilizado para obtener la
mayor parte de los resultados que se presentan en este trabajo. En concreto se trata aqui
de cémo resclver de forma aproximada un sistema de ecuacxones lineales con un nimero
grande de incognitas:

Ax=b. (A.1)

Este problema es anidlogo a muchos problemas de optimizacién en los que se busca
encontrar el minimo de una cierta funcién f(x) de n variables donde x = (z,...,z,).
Puesto que f(x) se puede poner como:

fx) = f(P)+y_;,g zi+ 3 Z

3‘21

U&U

s c—bx+ %xAx, (A.2)

la condicién de que haya un punto extremo ( Vf = 0 ) implica la ecuacién A.1.

La eleccién de los métodos se ha hecho teniendo en cuenta criterios principaimente de
fiabilidad, pero también, y esto se discute més adelante, de relevancia del calculo que se
pretendia realizar. El orden en que se exponen no es el mismo del de los capitulos, si no
que va de menor a mayor complejidad del método. En cada uno se comenta en qué parte
del trabajo se usd, asi como en el trabajo se hacen constantes referencias a este apéndice.

La exposicién de los métodos de cidlculo no es mateméticamente rigurosa, sino que mas
bien estd pensada para fines priciicos. En ia LIbliografia 56 pucden enconirar teoremas
y demostraciones formales que conducen a los mismos resultados que aquf se obtienen de
forma m4és intuitiva.

" Aquellos métodos que no se han usado en el trabajo no se describen en detalle, re-
mitiéndose a las referencias para una mayor explicacién. Los métodos no se comparan entre
si {en lo que a este apéndice se refiere). Para una comparacién de los métodos y también
patra su aplicacién al cilculo de densidades de estados ver [LT87).

A.1 Msétodos exactos.

Algoritmos que dan la solucién exacta de ia expresion A.1 se conccen y se usan desde hace
tiempo. Se basan en su mayorfa en transformar la matriz A operando sobre sus elementos,
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para convertirla en una matriz semejante de solucién més sencilla, o en un producto de
matrices (([PFTV86], capitulo 1). Los procedimientos para estas transformaciones requieren
~ un ndimero grande de operaciones entre los elementos de matriz, por lo que si A es de

dimensidn elevada, la precisén necesaria para que al final del proceso el resultado sea de
verdad equivalente a la matriz de partida ha de ser bastante grande. Este hecho, unido a
que algunas veces la matriz A estd cerca de ser singular (det{A) s 0) y del gran nimero
de operaciones que requiere el proceso, hace que en la practica sea prohibitivo y arriesgado
aplicar estos métodos en sistemnas grandes.

En algunos casos, y para sistemas en los cuales, o bien el problema inicial se plantea
en una red, o las ecuaciones se pueden implementar en una red, es posible encontrar ex-
actamente algunas magnitudes que se obtienen a partir de la solucién exacta propiamente
dicha. Por ejemplo, para el problema de la percolacién y la conductividad discutido en el
capitulo 1 se puede, tomando una cadena de longitud finita L ir afadiendo cadenas de la
misma longitud en paralelo como si se formara una bufanda. En cada paso una matriz de
dimensién L x L da las variaciones al afiadir el nuevo elemento. As{ hasta que la cinta tiene
una longitud mucho mayor que L, pudiéndose deducir de la Matriz de Transferencia, que
es cémo se denomina el método, la intensidad eléctrica total que atraviesa el sistema sin
conocer la que existe en cada resistencia en concreto [DV82,DZVS84].

A.2 Meétodos iterativos.

Los métodos iterativos permiten tratar matrices de mayor dimensién que los métodos exac-
tos, aunque la solucién sea aproximada. Un método iterativo consiste en repetir un deter-
minado procedimiento un nimero finito de veces (iteraciones), hasta que el error cometido
es menor que un determinado valor, el cual determina la precisién que se desea alcanzar.
Tienen la ventaja sobre los métodos exactos que en cada iteracién utilizan siempre la misma
matriz A, y por tanto, aunque el niimero de operaciones que se realizan pueda ser grande,
no existe casi propagacién de errores.

A.2.1 Jacobiy Gauss-Siedel.

Dentro de los métodos de relajacién el método de Jacobi es el més sencillo y con él se com-
paran y derivan muchos de los usados actualmente [PFTV86,dGAS54]. El método consiste
en plantear el sistema de la forma:

5= é (b.- -, A-'F:‘) ; (A3)

3(3#4)

aplicindose hasta que una cierta funcién de x’ — x, que puede ser el médulo o el cuadrado
del médulo, el maximo de los componentes del vector, o cualquier otro criterio, es menor que
un cizrto valor que determina la precisién del cdlculo. Se puede ver cémo si en cada paso un
puc-.to se da cuenta de lo que ocurrié en los puntos que con el se relacionan (generalmente
sus primeros vecinos) en el paso anterior. A pesar que este método ya casi no se usa debido
a que su convergencia es bastante lenta (en la mayoria de los casos 16gicamente se requiere
que el error sea bastate pequeiic), es bastante sencillo de programar y en casos en que
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no es necesario resolver el sistema con gran precisién (ver capitulo 3) puede resultar mds
conveniente que otros métodos mucho mas exactos.

A veces resulta que el sistema tiene inestabilidades o que en determinados puntos z; la
solucién oscila debido a que el método de Jacobi no tiene en cuenta el valor que se obtuvo
en el punto en el paso anterior!. Por esto se puede introducir la solucién encontrada en el
paso anterior con un peso w que hace que el sistema converja. Esta convergencia se puede
acelerar utilizando los valores de x que se han calculado en el mismo paso de iteracién,
dando lugar al método de sobrerelajacién:

) = wz; + (1 - w)i (b,- - Z Az - Z A.-,-z,') , (A4)
' i(i<i) i(5>4)
donde 0 < w < 2, existiendo métodos que determinan el valor éptimo de w [PFTV86). Si
w = 0 el método se denomina de Gauss-Siedel, andlogo al de Jacobi, pero usando los valores
ya calculados del nuevo vector. Aqui el orden en que se plantean las ecuaciones puede en
algunos casos mejorar algo la convergencia, sin embargo el resolver las ecuaciones de forma
aleatoria, o en varios sub-vectores generalmente trae problemas adicionales a la hora de
programar. La estimacién de la convergencia para la sobrerelajacion se realiza de manera
aniloga al método de Jacobi. )

A.2.2 Gradientes Conjugados.

El método de Gradientes Conjugados (GC) es menos intuitivo que los expuestos anteri-
ormente, sin embargo es mucho més eficaz a la hora de resolver aproximadamente cierto
tipo de sistemas que, usando los métodos descritos en el punto anterior, presentan una
convergencia muy lenta hacia la solucién del sistema. Este puede ser el caso de la perco-
lacién expuesto en el capftulo 2: cerca de la transicién de fase, el critical slowing:down o
amortiguamiento critico intrinseco al problema plantea serias dificultades. La exposicion
que sigue estd sacada de [Her88|, pero se pueden encontrar variaciones y ampliaciones en
[PFTV86,VF89] y también, aunque de forma mas matematica, en [Pie86].

Partiendo de la ecuacién A.l, y de una solucién prueba de la misma, xq, se puede
expresar el error cometido como combinacién lineal de una cierta base v de vectores n-
dimensionales, donde r es la dimensién de la matriz A.

n—1

=N fa =y
X—-Xg= 2 QY. |\

k=0

Si los vectores v fueran ortogonales entre si, a; = ng.:_;‘ﬁl, pero X es precisamente nuestra

incognita, para que ésta desaparezca de la expresién de o, ea preciso que la base v sea A
conjugada:

viAv; =0con t # j, (A-8)
y entonces:
ap = viA(x — xp) _ vi(b ~ Axp) _ VB0 (A7)
viAvy VAV, viAv,

'Esto ocurre en el problema de la Fractura Mec4nica del capitulo 3, en el cual, al cabo de unos pocos
enlaces rotos el método de Jacobi es incapas de encontrar una solucién estable y diverge

- OH b

Fios
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El vector go = b — Axg es el gradiente de A.2 con signo negativo en el punto x,, es decir,
da la direccién de la maxima variacién de la funcién cuadratica A.2 hacia el minimo. Los
vectores v se pueden escoger a partir de los g siguiendo un procedimiento de ortogonalizacién
parecido al de Gramm-Schmidt de la siguiente manera:

Vo = Bo

A8
Vitl = Br+1 T AV (4-8)

Donde partiendo de una solucién prueba Xq, se generan los siguientes de forma consecutiva,
cumpliéndose A.6 y ademads g;g; = 0 para 1 # J.
Con estas definiciones el proceso se puede resumir de la siguiente manera:

Xk+1 = Xp+ opVy,
git1 = b—Axpy ( =g+ arAvy ),
_ Bk+1Bk+1 '
B = P (A.9)
Vitlr = B+l + Beve,
Ope1 = Vi+18k+1 — _Yi+180 _
Vir1AVe Vis1AVee)

Se repiten los pasos del proceso anterior hasta que el error, que se define por medio de
g2k, Sea menor -que un determinado valor previamente fijado. Este método asegura que
como maximo en n pasos se alcanza la solucién del sistema, ya que el espacio en que se
mueven los vectores es de dimensién n; pero en la préctica la solucién se alcanza mucho
mas riapidamente.

Cuando la matriz A define las ecuaciones de equilibrio en una malla, como es el caso de
este trabajo, la evaluacién de la expresién b — Ax consiste simplemente en aplicar una vez
un procedimiento parecido al de Jacobi a toda la malla. Para evaluar Ax, es exactamente
igual, cambiando de signo, y quitando los elementos fijos de los bordes (se puede ver cémo
sl se pusieran condiciones de contorno libres b = 0).

A.3 Otros métodos

Recientemente han aparecido métodos nuevos, o aplicaciones de métodos ya conocidos con
anterioridad, para tratar de resolver principalmente problemas complejos como es el caso
de la percolacién y el critical slowing down caracteristico, y poder acceder a zonas lo més
cercanas posibles a la transicién.

Mencionaré dos métodos, en los cuales no soy ni mucho menos un experto, ni conozco a
fondo su funcionamiento, pero por los resultados que parecen obtener puede que en muchos
problemas merezca la pena probar, a pesar de su aparente complejidad. El primero consiste
en la aceleracién por transformadas de Fourier [BHN86,BH88). Se transforma Fourier la
ecuacién de partida y se aplica el método iterativo favorito: Jacobi, Gauss-Siedel, gradientes
conjugados... El hacer transformada Fourier hace que los valores en los puntos se mezclen,
no sélo con sus primeros vecinos sino ‘con toda la red, dando cuenta de interacciones a
més larga distancia, con lo que se acelera bastante la convergencia para sistemas sobre
todo escalares. Para sistemas vectoriales (por ejemplo el caso eléstico) no parece haber
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gran mejora en la convergencia debido a que la transformada no puede hacerse de manera
sencilla.

El otro método es el de multireja o mulitgrid [KDR*88,EGS88], en el cual se discretiza
el problema en enrejados o redes de distintos tamaiios. Los problemas de amortiguamiento
critico aparecen para tamaifios grandes, no en los pequeiios, por lo que si se tiene el mismo
problema con distintos enrejados se puede pasar de un enrejado a otro equivalente mis
grande, volviendo a la primera en caso de problemas y asf, hasta llegar a la solucién (para
mas informacién ver la referencia).




Apéndice B

Ecuaciones de la elasticidad en
coordenadas polares.

Relaciones entre coordenadas cartesianas y polares.

Coordenadas:
z = rcosh,
y = rsend.
Desplazamientos:
uy = u,cosf — ugsend,
uy; = u,send + uycosh.
Esfuerzos:
Oy = 0gzc08%8 + oy sen?d + 20, cosfsend,
oy = (04 - 0z2)cosdsend + o,y (cos’d — sen?d),
Op9 =. Ozs8en’d + oy cos?d — 20, cosfsend.

Expresiones en coordenadas polares.

Energfa libre.

A r Beug\?
F = (_+,,)(a,u,+9_+_~_“_v) +
2 r r

2
M {‘}' (arut + Ssur - ﬂ) — 20,u, (a‘u‘ + Ei) } .
2 r r r r

Tensor de esfuerzos.

, 0
Ty = A (6,.::, + 2’_-— + 4:—‘—'-) + 2ud,u,,

~
Tgtily Ug
dyug + i —') ’

Org = B r
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d b2} ,
gg = /\(a,-u,--i-—‘f' ’u')+2p( 'rua-i-u—).

r

Ecuaciones de equilibrio.

_ 7, _ Yr dru, _ T 3,3911,}
0 = (A+4u) {ar"r 2 + " - + , +
a,-u,- 2 30“!‘ u,- apu‘
#{ + 37Uy + —— -3—2 o7 (B.8)
a,d d a3
0 = (A-HJ){ olur 9:r+ a;‘a}+
r r r

deu, Opu uy Jfu
u{z S+~ + 8l ——,+—€—r,} (B.7)



Apéndice C

Ecuaciones de equilibrio en la red
triangular.

En este apéndice se pretende explicar c6mo implementar de una manera sencilla el hamilto-
niano de fuerzas centrales en la red triangular, y cémo expresar las ecuaciones de equilibrio
que siguen los nodos de una manera lineal. Este hamiltoniano es:

1 .
H =33 kjl(vi - vyl (C1)
i
donde 1 y j son nodos primeros vecinos de la red triangular, k;; la constante de fuerza que

& CO
une ios nodos t y 7, v, el desplazainiento del nods ¢ de su PCSiCE‘-n de equilibrio, y F:; el

vector unitario que une dichos nodos.

Las posiciones de equilibrio son aquellas que ha.cen minimo el hamiltoniane, o lo que
es lo mismo, las que hacen nula la fuerza neta en cada nodo. Para que las ecuaciones que
definen estas posiciones de equilibrio sean lineales, se aproxima. ti; de forma que pueda
tener unicamente tres valores: (1,0), (z= £)y (-1, 3 ) dependiendo de la orientacién
del enlace que une los nodos. Por esta simetria de la red triangular conviene expresar los
desplazamientos en dos de las tres direcciones principales de la red!:

U, = WY,

(C.2)

Uy, = —%u,+ U

De esta forma las ecuaciones de equilibrio quedan (ver figura C.1):

0 = kl(':]) * (uu(‘ + l:J) - “u(‘.)j)) + kl(i - laj) ‘.(uu('- - 1:.7‘) - uu(i,j)) +
k?(':]) * (uu(‘- + 1|J+ 1) + uﬂ('. + 1sJ+ 1) - uu('.,j) - uu('.lj)) +
kz(l ~1,5- 1) * (uu('. -1,5- 1) + uv('. -1,5- 1) - uu(’-lj) - uu(ilj)): (Ca)

'Hay que tener en cuenta aquf que este cambio de base se refiere sélo a los vectores desplasamiento, no
a coordenadas de puntos. El cambio de coordenadaa zeya iy 5 es:

T = i-4,

¥ %EJ'-
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Uy '._llj‘

Figura C.1: Desplazamientos, coordenadas y nodos considerados en la red triangular.

0 = kS(‘:J) * (uv(‘)."*' 1) - uv(‘-)j)) + kS(':J - 1) * (uU(i!j - 1) - u"("!j)) +
kZ('tJ) * (uu(i + 13j+ 1) + u"(‘. + l|j+ 1) - uu('.:j) - u"('.:j)) +

kz(‘ -1,5- 1) * (“u('. -1, - 1) + “u(" -1,7- 1) - uu(iij) - u”('.!j))' (C'4)

Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior se pueden expresar los desplazamientos u, y

u, de un punto en funcién de los de sus primercs vecinos:

D = (ka(5,9) + ka(i = 1,5)) = (ks(s,5) + ksl 5 - l))

(k2(5,5) + k2§ = 1,5 - 1)) *

(k1(5,3) + k(9 — 1,5} + ks(d, 5) + ks(s,5 - 1)), (C.5)
u(i,7)* D = (ka(s — 1,5 = 1) + ka(d,5) + ks(s,7 = 1) + ks(1,5)) +

(kl('- - lﬂj) * uu(i - lrj) + kl("sj) * uu(i + lsj)) +

(ks(s,7 — 1) + k{1, 7)) +

(k2(f = 1,5 = 1) » (uu(v — 1,5 — 1) + u(f - 1,7 -1)) +

ka(t,7) * (ug(s + 1,7+ 1) + u,(f + 1,5 + 1})) -

(k2(f = 1,5 — 1) + k(3 7)) +

(ks(6,7 — D) 2 u,(i,5 — 1) + ks(s5,5) # uu(s,7 + 1)), (C.6)
“U('-’j) *D = (kl(" - lsj) + k;(l',j) + kz('. -Li- 1) + k3(‘.=j)) *

(kS(isj - 1) * “u('-:j - 1) + kS("’J') * uv('.sj + 1))+

(kr(i ~ 1,5) + ka5, 7)) »
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w(ha(i = 1,5 — 1) % (va(i — 1,7 = 1) +u(i — L5 = 1)) +
ky(,7) # (wa(§ + 1,7+ 1)+ up (i + 1,7+ 1))) -

(k2(s — 1,5 = 1) + ka(§, 5)) *

(k1(3 — 1,7) # wald = 1,7) + ky (5, 5) # ua(i + 1, 7). (C.7)

Donde D puede anularse en dos casos: sélo queda un enlace presente, por lo que se hacen los
desplazamientos del nodo igual a los del nodo al que se conecta por el dnico enlace restante;
o bien quedan dos enlaces formando entre ellos 4ngulo de 180°, en cuyo caso se resuelven
" las ecuaciones unidimensionales en esa direccién. '

C.1 Subrutinas FORTRAN.

Para ilustrar c6mo se pueden implementar estas ecuaciones se dan a continuacién dos sub-
rutinas FORTRAN, con distinta eficiencia y complejidad.
La primera consiste en escribir directamente las ecuaciones de equilibrio anteriores:

subroutine equil(error)
ETI I E R ET E R LR TR R R A R AR R RS2 2 st i bt Rt E R Rt s Y
subrutina que calcula las posiciones de equilibrio n y v en
una red triangular usando las posiciones ya calculadas
(metodo de Gauas)

las variables ua y va son auxiliares

c
<

<

<

<

<

<

<

¢ la variable mb contiene todas las constantes de recuperacion
¢ de los muelles de la red. Para agilizar el calculo en el

¢ programa principal hay que hacer

c mb(4,1,§)=mb(1.i,j)+mb(1,i-1,§)+nb(2,1,])+ob(2,1-1,}-1)
c mb(5,1,j)=mb(3,1,])+nb(3,1,j-1)+mb(2,1,j)+mb(2,1-1,§-1)
¢ nb(8,i,j) indica que ese nodo no hay que relajarlo, o bien
¢ que ese nodo esta aislado

c

<

c

¢

<

<

la subrutina devuelve el error como el maximo del medule
del vector de entrada y de salida en cualquiera de los
nodos

FPPEETYTTI YT PET PR TP AL TS LA R 222 R Pt s b b
implicit real+*8(a-h,o-z)
parameter (nd=81)
common/des/u(nd,nd),v(nd,nd)
common/aux/uai{nd,nd),va(nd,nd)
common/eme/mb(68,nd,nd)
do 80 j=1.nd
do 80 i=1.nd
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if(ab(6,1,j).eq.0)go to 70
mb12=mb(2,1i-1,j-1)
mb13=mb(3,1,j-1)
mbil=mb(1,i-1,j)
mbi=mb(1,i,])
mb2=nb(2,i.))
mb3=nb(3,i,j)
mb4=mb(4,i.})
mb6=mb{6.1.j)
if(mb4.eq.0)go to 20
it (mb6.eq.0)go to 40
idet=mb4*nb5- (mb2+mb12) **2
if(idet.eq.0)go to 80
va{i, j)=(mb6*(mbli*uaf{i-1,j)+mbl*u(i+1,j))-(mb2+nb12)=*
# (nb13*va(i,j-1)+nb3*v(i, j+1))+(mnb3+mb13)=*
# (mb12+(ua(i~1,j~1)+va(i-1,j-1))+mb2*(u(i+1,j+1)+
# v(i+1,j+1))))/idet '
va(i,j)=(nb4+(mbi3+va(i,j-1)+mb3+v(i,j+1))-(mb2+mb12)*
# (nbil*ua(i-1,j)+nbisu(i+1,j))+(abl+mbll)*
# (mb12+(ua(i-1,j-1)+va(i-1,j-1))+mb2s (u(i+1,j+1)+
# v(i+1,j+1)))}/idet
go to 8O
20 it(mbb.eq.0)go to 80
ua(i,j)=(mbi13*ua(i,j-1)+mb3*u(i,j+1))/(mbi3+nb3)
va(i,j)=(mbi3*va(i,j-1)+nb3+v(i,j+1))/(mb13+nb3)
go to BO
40 ua(i,j)=(mbilisua(i-1,j)+mbil*u(i+1,j))/(mb1li+mbl)
va(i,j)=(mblisva(i-1,])+nbi*v(i+1,§))/(ndbii+mbl)
go to BO
60 uva(i,j)=(mbi2+ua(i-1,j-1)+mb2*u(i+1,j+1))/(nb12+mb2)
va(i,j)=(mbil2*va(i-1,j-1)+mb2+v(i+1,j+1))/(nbi2+nb2)
80 continue

error=0.d0

do 100 j=1,nd

do 100 i=1,nd -
if(mb(1i,j.6).eq.0)go to 100
error=dmaxl (error, (ua(i,j)-u(i,j))*=*2+
#0.33333333333d0*(2+(va(i,j)-v(i,1)+ua(d,§)-u(d, j))**2)

100 ¢ontinue :

do 120 j=1,nd

do 120 i=1,nd

if{mb(6,i,j).eq.0C)go to 120
u(i,j)=(ua(i,j)+u(di,j))*0.6d0 | sobrerelajacion
v(i,§)=(va(i,j)+v(4i,§))*0.6d0

u(i,j)=ua(i,j)

v{i,j)=va(i,j)
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120 continue
error=dsqrt(error)
return
end

El problema que tiene esta subrutina es que emplea excesivo tiempo al pasar de un
punto a otro evaluando todos los if necesarios para determinar qué tipo de nodo es el que
esta tratando. Esto se puede solucionar afiadiendo una nueva variable que diga el tipo de
nodo, y aunque hay 64 posibilidades, el esfuerzo puede valer la pena si con ello se ahorra
tiempo de CPU.

subroutine equi2(error)

MmN R Rk kR
subrutina que calcula las posiciones de equilibrio u y v en
una red triangular con todas las constantes de recuperacion
de lose muelles iguales usando las posiciones ya calculadas

(metodo de Gauss)

la variable muv indica que tipo de nodo es el que se trafa

la subrutina devuelve el error come el maximo del modulo

del vector de entrada y de salida en cualqulera ds 165

c
c

c

c

c

c

< .

¢ las variables ua y va son auxiliares
c

c

c

c

c

¢ nodos

¢

c

.*******‘I***##*******t**##*****‘“**t‘tt**ﬂ**#*********“*‘**
implicit reals*8(a-h,o-z)
parameter (nd=81)
common/des/u(nd,nd),v(nd,nd)
common/aux/ua(nd,nd),va(nd,nd)
conmpon/eme/muv(nd,nd)

do 64 j=1,nd
do 64 i=1,nd

go to (1,2,3,4,6,6,7,8,9,10,11,12,13,14,16,16,17,18,19,20,21, -
# 22,23,24,26,26,27,28,29,30,31,32,33,34,35,36,37,38,39,

# 40,41,42,43,44,45,46,47,48,49,60,61,62,53,64,66,56,57,

# 68,69.60,61,62,63,64)muv(i,})

c
¢ ningun enlace roto
<
1 ua(i,j)=(2*(ua(i-1,j)+u(i+1,§))+ui+l, j+1)+v(i+l, j+1)+
» ua(i-1,j-1)+va(i-1,j-1)-va(d,j-1)-v(i,{+1))*0.166666667d0
va(i,j)=(2*{vali,j-1)+v{d,j+1))+uli+1, j+1)+v(is1, }+1)+
# ua{i-1,j-1)+va(i-1,j-1)-ua(i-1,j)-u(1+1,]))*0. 16666666740
go to 64
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[+

c 1 enlace roto

c

2 wa(i,j)=(ua(i-1,j)+0.6d0*(u(i+1,j+1)+v(i+1,j+1)+
# ua(i-1,j-1)+va(i-1,j-1)-va{d,j-1)-v(4,j+1)})*0.6d0
va(i,j)=(3*%(va(i,j-1)+v(i,j+1))+uli+l, j+1)+v(i+1, j+1)+
# ua(i-1,j~1)+va(i-1,j-1)-2+ua(i-1,j))*0.126d0
go to 64
3 ua(i,j)=(3*(ua(i-1,j)+u(i+t,j))+
» 2*(ua(i-1,j-1)+va(i-1,j-1))-va(i,j-1)-v(i,j+1))*0.126d0
va(i,j)=(3*(va(i,j-1)+v(i,j+1))+
# 2*(ua(i-1,j-1)+va(i-1,j-1))-ua(i-1,4)-u(i+1,§))=0.126d0
go to 64
4 ua(i,j)=(3«(uai-1,j)+u(i+i,j))+u(i+l, je1)+v(isl, j+1)-
* ua(i-1,j-1)+va(i-1,j-1)-2+va(i,j-1))*0.126d0
va(i,j)=(va(i,j-1)+0.6d0*(u(i+1,j+1)+v(i+1, j+1)+
# ua(i-1,j-1)+va(i-1,j-1)-uva(i-1,j)-u(i+1,§)))*0.6d40
go to 64 .
6 uafi,jl=(u(i+l,j)+0.6d0*(u(i+1,j+1)+v(i+l, j+1)+ ~
* ua(i-1,j-1)+va(i-1,§-1)-va(i,i-1)-v{i,j+1)))*0.6d0
va(i,j)=(3*(va(i,j-1)+v(i, j+1))+u(i+1, j+1)+v(is+l, jo1)+
L uva(i-1,j-1)+va(i-1,j-1)-2%u(i+1,]))+*0.12540
go to 64
6 ua(i,j)=(3*(ua(i-1,j)+u(i+l, j))+
# 2+ (u(i+1,j+1)+v(i+l,j+1))-va(d, j-1)-v(4,j+1))*0.12640
va(i,j)=(3*(va(i,j-1)+v{i, j+1))+
# 2« (u(i+1,j+1)+v(i+1,§+1))-ua(i-1,j)-u(i+1,j))*0.126d0
go to 64
7 va(di,j)=(3*(ua(i-1,j)+uli+l,j))+uli+t, j+1)ev(iel j+1)+
* na(i-1,j-1)+va(i-1,j-1)-2%v(i,j+1))*0.125640
va(i,j)=(v(i,j+1)+0.6d0%(u(i+1,j+1)+v(i+1,j+1)+
# una(i-1,j-1)+va(i-1,j-1)-va{i-1,§)-u(i+1,§)))*0.5d0
go to 64

enlaces rotos

8 ua(i,j)=(3+*ua(i-1,j)+

# 2+%(ua(i-1,j-1)+va(i-1,j-1))-va(d,j~1)~v(4i,j+1))*0.240
va(i,j)=(2+(va(i,j-1)+v(i,j+1))+
* ua(i-1,j-1)+va(i-1,j-1)-ua(i~1,j))*0.2d0
go to 64
9 ua(i,j)=(3*ua(i-1,j)+u(i+1, j+1)+v(i+l, §+1)+
# na(i-1,j-1)+va(i-1,j-1)-2+va(i,}-1))+0.2d0
va(i,j)=(3*va(i,j-1)+u(i+1,j+1)+v(i+1, j+1)+
# ua{i-1,j-1)+va(i-1,j-1)-2%ua(i-1,§))*0.2d0

go to 64
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10 na{i,j)=(u(i+1, j+1)+v(i+1,j+1)+

# wali-1,j-1)+va(i-1,j-1)-va(di,j-1)-v(4,j+1))*0.5d0
va(i,j)=(va(i,j-1)+v(i,j+1))*.5d0
ge to €4
11 va(i,j)=(3*ua(i-1,j)+
# 2% (u(ivl, j+1)+v(i+1, j+1))-va(di,j~1)-v(i,j+1))*0.2d0
va(i,j)=(2*(va(i,j-1)+v(i, j+1))+
# u(i+l,j+1)+v(i+1,j+1)-ua(i-1,j))=*0.2d0
go to 64
12 uwa(i,j)=(3*sua(i-1,j)+ui+1,j+1)+v(i+1,j+1)+
# ua(i-1,j-1)+va(i-1,j-1)-2%v(i,j+1))=*0.2d0
va(i,})=(3sv(i,j+1)+uli+l, j+1)+v(di+1,j+1)+
# ua{i-1,j-1)+va(i~1,j-1)-2+ua(i-1,j))+*0.2d0
go to 64
13 uva(i, j)=(2*(ua(i-1,j)+u(i+1,§))+
* ua{i-1,j-1)+vali-1,j-1)-va(i,j-1))*0.240
va(i,j)=(3sva(i,j-1)+
# 2+(ua(i-1,j-1)+va(i-1,j-1))-ua(i-1,j)-u(i+1,§))*0.2d0
go to €4 '
14 ua(di,j)=(3*uli+1,j)+
# 2+ (ua(i-1,§-1)+va(i-1,3-1))-v(1,§-1)-v(1,]+1))+0.2d0
va(i,])=(2+(va(i,j-1)+v(i,j+1))}+
# ua(i-1,j-1)+va{i-1,j-1)-u(i+t,j))+*0.2d0
go to 64

16 ua(4, j)=(ua(i-1,j)+u(i+1,j))*0.640
va(i,j)=(va(i,]-1)+v(i,]+1))*0.6d0
go to &4
16 va(i,j)=(2*(ua(i-1,j)+u(i+1,j))+
# va(i-1,j-1)+va(i-1,j-1)-v(i,j+1))+*0.2d0
va(i,j)=(3*v(i, j+1)+
# 2*(ua(i-1,j-1)+va(i-1,§-1))-ua(i-1,§)~u(i+1,j))*0.2d0
go to 64
17 va(i,j)=(3*u(i+1,j)+u(isrl, j+1)+v(i+1,j+1)+
# nali-1, i-1)+va(i-1.§-1)-2sva(i,j-1))*0.240
va(i,))= (3*vn(i i~ 1)+u(i+1 Jr1)ev(iel,j+1)+
# ua(i-1,j-1)+va(i-1, j 1)-2%u(i+1,§))*0,2d0
go to 64
18 ua(d,j)=(2*(ua(i-1,§)+u(i+1,1))+
# u(i+l, j+1)+v(i+1, j+1)-va(d,j-1))=0.2d0
va(i,j)=(3»va(i, j~1)+ ‘
# 2+¢(u(i+1,j+1)+v(i+1,j+1))-ua(i-1,j§)-u(i+1,§))»0.2d40
go to 64
19 va(i,j)=(ua(i-1,j)+u(i+1, j))* 5d0
va(i,j)=(u(i+1, j+1)+v(iel, j+1)+
* va(i-1,j-1)+va(i-1,j-1)-uvafi-1,j)-u(i+1,}))*0.640
go to 64 .
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20 uva(i,j)=(3*u(i+1,j)+

» 2*(u(i+l, J+1)+v(i+1,j+1))-va(d,j-1)-v(4,j+1))+0.2d0
va(i,j)=(2+(va(i,j-1)+v(i,j+1))+ -
* u(i+l,j+1)+v(i+1,j+1)-u(i+1,j))*0.2d0
go to 64
21 ua(d,j)=(3*u(i+1,J)+ui+1, j+1)+v(isl, j+1)+
» una(i-1,j-1)+va(i-1,j-1)-2*v(i,j+1))*0.2d0
va(i,jy=(3sv(i, j+1)+u(i+l, j+1)+v(i+l,j+1)+
# va(i-1,j-1)+va(i-1,j-1)-2#%u{i+1,]))*0.2d0
go to 64
22 ua(i,j)=(2+(ua(i-1,j)+u(i+1,j))+
# u(i+l, j+1)+v(i+1,j+1)-v(i,j+1))*0.2d40
va(i,j)=(3*v(i,j+1)+
* 2% (u(i+1,j+1)+v(i+1,j+1))-ua(i-1,j)-u(i+1,j))=0.2d0
go to 64

[+
¢ 3 enlaces rotos
c
23 uva(i,j)=(2%ua(i-1,j)+ -
* va(i-1,j-1)+va(i-1,j-1)-va(i,j-1))*0.333333333d0
va(i,j)=(2+va(i,j-1)+
# ua(i-1,j-1)+va(i-1,j-1)-ua(i-1,j))=0.333333333d40
go to 64 :
24 ua(i,j)=(2*(ua(i-1,j-1)+va(i-1,j-1))-va(i,j-1)-v(i, j+1))=0.5d0
va(i,j)=(va{i,j-1)+v{i,j+1))*0.56d0
go to 64
25 ua(i,j)=ua(i-1,j)
va(i,j)=(va(i,j-1)+v(i,j+1))*0.6d0
go to 84
26 ua(i,j)=(2*ua(i-1,j)+
* ua(i-1,j-1)+va(i-1,j~1)-v(i,j+1))+0.333333333d0
va(i,j)=(2*v(i,j+1)+
* ua{i-1,j-1)+va(i-1,j-1)-uva(i-1,]))*0.333333333d0
go to 64
27 ua(di,j)=(u(i+1,j+1)+v(i+1,j+1)+
* uafi-1,j-1)+va(i-1,j-1)-2*va(i,j-1))*0.5d0
va(i,j)=va(i,j-1) :
go to 64
28 na(i,j)=(2*ua(i-1,4)+
* u(i+1, j+1)+v(i+1,j+1)-va(di,j-1))+0.333333333d0
va(i,j)=(2+va(i,j-1)+
* u(i+l,j+1)+v(i+1,j+1)-ua(i-1,§))*0.333333333d0
go to 64
29 va(i,j)=ua(i-1.j)
va(i,j)=(u{i+1,j+1)+v(i+1,j+1)+
* uva(i-1,j-1)+va(i-1,j-1)-2*ua(i-1,j))*0.56d0
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go to 64
30 una(i,j)=(2*(u(i+1,j+1)+v(i+1,j+1))-va(i,j-1)-v(i,j+1))*0.56d0
va(i,j)=(va(i,j-1)+v(1,j+1))+0.6d0
go to 64
31 va(d,j)=(u(i+l,j+1)+v(isL, j+1)+
# ua(i-1,j-1)+va(i~1,j-1)-2+v(i, j+1))*0.5d0
va{i,j)=v(i,j+1)
go to 64
32 ua(i,jl)=(2*ua(i-1,j)+
'3 u(i+l,j+1)+v(i+1, j+1)-v(4i,j+1))+0.333333333d0
va(i,j)=(2%v(i,j+1)+
# u(i+l,j+1)+v(i+1,j+1)-ua(i-1,§))+0.333333333d0
go to 64
33 va(d,j)=(2%u(i+1,j)+
# va(i-1,j-1)+va(i-1,j-1)-va(d,j-1))+*0.333333333d0
va(i,j)=(2%va(i, j-1)+
# ua(i-1,j-1)+va(i-1,j-1)-u{i+1,§))»0.33333333340
go to 64
34 ua{i,j)=(ua(i-1,j)+u(i+1,j))*0.5d0
va(i,j)=va(i,j-1)
go to 64
356 ua(i,j)=(ua(i-1,j)+u(i+1,4))*0.6d0
va(i,})=(2+(ua(i~1,j-1)+va(i-1,]-1))-u(i+1,j)-ua(i-1,j))«0.6d0
go to 64 ‘
36 ua(d,j)=u(i+1,j)
va(i,j)=(va(i,j-1)+v(i,j+1))+0.5d0
go to 64
37 ua(d, j)=(2*ui+l, i)+
# ua(i-1,j-1)+va(i-1,j-1)-v{i,j+1))*0.333333333d0
vali,j)=(2ev(i, j+1)+
# ua(i-1,j-1)+va(i-1,j-1)-u(i+1,§))*0.333333333d0
go to 684
38 uva(i,j)=(ua(i-1,j)+u(i+1,]))*0.540
va(i,i)=v(1,j+1)
go to 64
30 ua(i,j)=(2*u(i+1,j)+
# u(i+1, j+1)+v(i+1,j+1)-va(d, j-1))*0.333333333d0
va(i,j)=(2sva(i, j-1)+
* u(i+1,j+1)+v(i+1,j+1)-u(i+1,§))*0.33333333340
go to 64 )
40 wa(i,j)=u(i+1,j)
va(i,j)=(a(i+1,j+1)+v(d+1,j+1)+
# va(i-1,§-1)+va(i-1,j-1)-2+u(i+t,j))*0.640
g0 to 64
41 ua(i,j)=(na(i-1,j)+u(i+1,§))*0.56d0
va(l,j)=(2*(u(i+1,j+1)+v(i+1,§+1))-u(di+1,j)-uali~1,j))*0.5d0
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go to 64
42 uva(d, j)=(2*u(i+1,j)+
# ui+l,j+1)+v(i+1,j+1)-v(4,j+1))*0.333333333d0
va(i,j)=(2+v(i,j+1)+
# u(i+tl, j+1)+v(i+1 j+1)-u(i+1,j))+0.333333333d0
go to 64

[

¢ 4 enlaces rotos

c
43

44

45

48

47

48

49

b0

51

62

63

b4

6b

ua(i,j)=u(i+1,j)

va(i,j)=u(di+l, j+1)+v(i+1,j+1)-ui+1,j}
go to 684

ua{i,j)=u(i+1,j)

va(i,j)=v(i,j+1)

g0 to 64
va(i,j)=(ua(i-1,j)+u(i+1,j))*0.5640
va(i,j)=(va(i-1,§)+v(i+1,§))*0.6d0

go to 64

ua(i,j)=u(i+l,j)
va(i,j)=va(i-1,j-1)+va({-1,j-1)-u(i+1,j)
go to 64

ua(i,j)=u(i+1.j)

va(i,j)=va(i,j-1)

go to 64
ua(i,j)=u(d+1,j+1)+v(i+1,i+1)-v(i,j+1)
va(i,j)=v(i,j+1)

go to 64

va(i,j)=ua(i-1,j)
va(i,j)=u(i+t,j+1)+v(i+1,j+1)-va(i-1,j)
go to 64 -
va(i,j)=(ua(i-1,§-1)+u(i+1,j+1))*0.640
va(i,j)=(va(i-1,j~1)+v(i+1,j+1))*0.5d0
go to &4
va(d,j)=u(i+1,j+1)+v(i+1,j+1)~va(i,j-1)
va(i,j)=va(i,j-1)

Eo to 64

ua(i,j)=ua(i-t,j)

va(i,jl=v(i,j+1)

go to 64
ua(i,j)=uva(i-1,j-1)+vafi~-1,j-1)-v(1,j+1)
va(i,j)=v(i,j+1)

go to 84

va(i,j)=(ua(i,j~1)+u(i, j+1))*0.5640
va(i,j)=(va(i,j~1)+v(i,j+1))*0.6d0

go to 64

ua(i,j)=ua(i-1,j)
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va(i,j)=ua(i-1,j-1)+va(i-1,j-1)-uva(i-1,j)
go to 64
56 ua(i,j)=uali-1,j)
va(i,j)=va(i,j-1)
go to 64
67 uadi,j)=uali-1,j-1)+va(i-1,j-1)-va(d,j-1)
va(i,j)=va(i,j-1)
go to 64
c
¢ 5 enlaces rotos
c
58 ua(i,j)=u(i+1.j)
va(i,j)=v{i+1,j)
go to 64
50 ua(i,j)=u(i+1,j+1)
va(i,j)=v(i+l, j+1)
go to 64
60 ua(i,j)=u(i,j+1)
va({i,j)=v(i,j+1)
go to 64
61 ua(i,j)=uva(i-1,j)
va(i,j)=va(i-1,j)
g0 to 64
62 ua(i,j)=va(i-1,j-1)
va(i,j)=va(i-1,j-1)
go to 64
63 ua(i,j)=uva(i,j-1)
va(i,j)=va(i,j-1)
64 continue
error=0.d0
do 100 j=1,nd
do 100 i=1,nd
if(muv(i,j).eq.84)go to 100
error=dmaxi(error,. (ua(i.j)-u{i,j))»»2+
#0.33333333333d0*(2+(va(i,j)-v(1,j))+ua(d,j)-u(d, j))*2)
100 continue
do 120 j=1.nd
do 120 i=1,nd
if(muv(i,j).eq.84)go to 120
c u{i,j)=C(uadi,j)+u(i,j))*0.6d0 | sobrerelajacion
v(i,j)=(vai,j)+v(1,]))*0.56d0
u(i,j)=ua(i,j)
v(i,j)=va(i,j)
120 continue
error=dsqrt (error}
return
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end

Como se ve esta subrutina es mucho mas complicada que la anterior, pero se han eliminado
la mayoria de los if. Si se quisiera hacer para el caso anisétopo seria algo mds complicada
pero no més larga; y para la reconstruccién v/3 x /3, ademas de mas complicada, tres veces
m4s larga {habria que pasar por cada una de las tres subredes de nodos de distinto tipo).



Apéndice D

Analogias entre
elasticidad.

electrostatica y

ELECTROSTATICA

ELASTICIDAD

Campo potencial

$(x)

Campo eléctrico
E=-V¢

Energia libre
F = }kE?

Corriente
Jj=kE

Ecuaciones de equilibrio |

Vi+e=0

Vector desplazamiento
u(x)

Campo desplazamientos
£ = -;-(V‘u‘ + (Vfu))

Energia libre
F = 3(ATr%(s) + 2uTr(s?))

Tensor de esfuerzos
o = ATr(e)l + 2us

Ecuaciones de equilibrio
Voe+f=0

kV3g— =0 (A +4)V{Vu) + uV?u+£=0
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Apéndice E

Publicaciones y comunicaciones
generadas.

Publicaciones.

o F. Guinea, O. Pla y E. Louis Fractal aspects of fracture propagation. Annals of Israel
Physical Society., vol. 8, pag. 587. (1986)

e O. Pla, R. Garcia-Molina, F. Guinea y E. Louis Properties of elastic percolating
networks in isotropic media with arbitrary elastic constants. Phys. Rev. B, 41, 11449
(1990). )

e P. Meakin, G. Li, L. M. Sander, H. Yan, F. Guinea, O. Pla y E. Louis Simple Stocastic
Models for Material Failure.. Capitulo 7 de Disorder and Fracture NATO ASI Series
(en preparacién).

e O. Pla, F. Guinea, G. Li, L. M. Sander, H. Yan y P. Meakin Crossover between
different growth regimes in crack formation. Phys. Rev. A, 42, 3670 (1990).

e O. Pla, F. Guinea y E. Louis Self-organized criticality in laplacian growth. Phys. Rev.
A Rapid Commun. en prensa (15 nov 1990).

Comunicaciones a congresos. .

e F. Guinea, O. Pla y E. Louis Crack paterns in brittle materials. Anisotropy and
macroscopic propierties. Comunicacién invitada al 1986 Fall Meeting de la Mate-
rials Research Society (Dic. 1986).

e O. Pla, R. Garcia Molina, F. Guinea y E. Louis Percolacién Eldstica en dos dimen-
siones. Parimetros criticos para el médulo de cizalla. en el I Seminario del Grupo
Especializado de Cristalograffa. Los Modelos Geométricos y la Fisica de Materiales.
San Lorenzo de el Escorial 23-25 Mayo 1988.

e O. Pla, F. Guinea, E. Louis, G. Li, L. M. Sander, H. Yan y P. Meakin Crossover
between different regimes in crack growth. APS March Meeting 1989. San Louis MI
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108 - Publicaciones y comunicaciones generadas.

¢ O. Pla, F. Guinea y E. Louis 1/f noise in laplacian growth. 10th General Conference
of the Condensed Matter Division of the EPS. Lisboa. Abril 1990.

Tesina.

Simulacién de la fractura de materiales por medio de una red triangular. Dimension fractal.
Anisotropia. {dirigida por el Dr. Francisco Guinea Lépez). Marzo 1987.
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