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Resumen 

El estudio de la relación entre las propiedades mecánicas y la fisiología de una célula es un tema 

importante en mecanobiología. Los parámetros mecánicos sirven como indicadores de distintas 

patologías, así como de diferentes procesos celulares. En esta tesis, se estudian las posibilidades 

ofrecidas por un microscopio de fuerza atómica (AFM) para el estudio de dichos parámetros. Se 

analiza con detalle la interacción de la punta del microscopio con la célula, así como los diferentes 

modelos de respuesta mecánica de la misma. Se tienen en cuenta las condiciones de cultivo de la 

célula (propiedades mecánicas del sustrato). Todo ello desde una perspectiva principalmente teórica, 

aunque combinada con simulaciones numéricas y algunos experimentos. 

En el primer capítulo realizaremos un pequeño repaso histórico de las medidas de las propiedades 

mecánicas de las células. También analizaremos el estado del arte de la tecnología actual, tanto desde 

el punto de vista del AFM como de otras técnicas. 

En el segundo capítulo analizaremos como serían las fuerzas obtenidas por el AFM en el caso de que 

la célula tuviera un comportamiento viscoelástico. Obtendremos soluciones exactas para la 

combinación entre los modelos más usados en la práctica (Kelvin-Voigt, SLS, Power-law) y las puntas 

más comunes en AFM (esférica, cónica y cilíndrica). Analizaremos en detalle dichas soluciones, así 

como las hipótesis en las que se basan. Finalmente aplicaremos nuestros resultados para analizar las 

propiedades mecánicas de un fibroblasto, así como la variación de dichas propiedades ante cambios 

temporales y químicos en el entorno de la célula. 

El efecto del soporte rígido sobre el que se apoya la célula en las medidas mecánicas ha sido 

estudiado por diferentes investigadores, aunque no con la suficiente generalidad. En el tercer 

capítulo, por lo tanto, extenderemos, completaremos (y en algunos caso corregiremos) las soluciones 

propuestas en la bibliografía,  haciéndolas válidas para la mayoría de las geometrías usadas en las 

puntas de AFM. Para ello haremos uso de diferentes herramientas matemáticas, como las funciones 

de Green y el teorema de reciprocidad, que serán explicadas en detalle. Todas las soluciones de este 

capítulo serán válidas solo en el caso de que la célula sea vista como un material elástico. 

En el cuarto capítulo, una vez resuelto el problema de la viscoelasticidad en un medio infinito 

(capítulo 2) y el del efecto del soporte rígido en el cual se apoya la célula (capítulo 3), estudiaremos la 

combinación de ambos. Haciendo uso conjunto de las herramientas ya explicadas en los capítulos 

anteriores, obtendremos fórmulas cerradas para la fuerza en función de la indentación para el caso de 

una célula de grosor finito, suponiendo que la misma se comporta de forma viscoelástica. 

Proporcionaremos formulas generales así como soluciones concretas para los modelos viscoelásticos 

y geometrías de la punta más comunes. 

Las soluciones encontradas para los modelos viscoelásticos (capítulos 2 y 4) son solo válidos cuando 

la punta del AFM está entrando en la muestra, pero no cuando la misma se está retirando. En el 

quinto capítulo analizaremos las causas de dicha limitación y estudiaremos las soluciones propuestas 

en la bibliografía. Resolveremos analíticamente el problema para los casos dados en los capítulos 

anteriores, de forma que el problema de la indentación de una célula viscoelástica de grosor finito 

quedará completamente resuelto. 
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Todo el estudio realizado en los capítulos anteriores supone que la célula se comporta de manera 

homog®nea, es decir, que sus propiedades mec§nicas son una òmediaó de las propiedades de los 

diferentes elementos que forman su estructura interna. En el último (sexto) capítulo veremos hasta 

qué punto podemos ir más allá de esta hipótesis, analizando la heterogeneidad, tanto en profundidad 

como en la dimensión lateral, de un fibroblasto. Dada la dificultad del problema, este capítulo 

combinará simulaciones de elementos finitos con datos experimentales, siendo la relevancia de las 

soluciones analíticas bastante más limitada que en los capítulos anteriores. Finalmente intentaremos 

combinar todo lo aprendido para obtener una tomografía mecánica en 3D de la célula. 
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1. Contexto histórico y objetivos 

1.1 Física y biología 

 

Durante la mayor parte de la historia de la humanidad, se pensó que el comportamiento de los seres 

vivos y de los seres inertes obedecía a reglas diferentes. Un pedrusco y un camello, una montaña y 

una vacaé pertenecían a mundos sin nada en común (el de las cosas òmuertasó y el de las cosas 

òvivasó), por lo que no podrían explicarse usando las mismas teorías. En un principio, la ciencia no 

cuestionó tal separación pero, experimento a experimento, preparó el camino para una descripción 

unificada del universo. Poco a poco se fue viendo que las reglas del mundo inerte y las del mundo 

vivo eran las mismas, ya fuera en química (con la sintetización de la urea, lograda por Whöler en 

1828, se vio que los compuestos químicos de un ser vivo se podían conseguir a partir de elementos 

òmuertosó) o en física (por ejemplo los experimentos de Galvani, en 1728, donde aplicaba 

electricidad a las patitas de una rana). Actualmente, está casi totalmente aceptado que cualquier ser 

vivo tiene que obedecer las mismas reglas de funcionamiento que un objeto inerte. 

En esta tesis vamos a tender puentes entre dos campos aparentemente alejados entre sí: uno de física 

(la mecánica de sólidos) y otro de biología (el estudio de una célula). Gracias a esta unión podremos 

estudiar el comportamiento mecánico de la célula ante diferentes cambios fisiológicos y de su 

entorno.  

Un poco de historia 

 

Fig. 1-0: Retrato (del que existe cierta discusión sobre su veracidad) de Robert Hooke, junto con uno 
de sus dibujos de las células (en el sentido de celdas, habitaciones de un monje[1]). Hooke dio 
solidez matemática a los primeros estudios y diagramas hechos por Galileo (derecha de la imagen). 
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Quizás el origen histórico de esta combinación entre células y propiedades mecánicas tiene un 

nombre propio: Robert  Hooke (1635-1703). Si bien Hooke no estudió directamente la relación 

entre mecánica de estructuras y células, si realizó estudios detallados de microscopia en diferentes 

seres vivos (plantas, animalesé), siendo el primero en acu¶ar la palabra òc®lulaó. Como las 

estructuras que ve²a en el microscopio se parec²an a las òceldasó donde dorm²an los monjes en los 

monasterios, pues las llamo de la misma forma, dando origen al término. De forma independiente, 

desarrolló la primera formulaci·n matem§tica de la elasticidad (conocida como òley de Hookeó, ver 

capítulo 2), que es la base de todos los estudios posteriores de la elasticidad. Como curiosidad, era 

costumbre en aquella ®poca òprepublicaró tus descubrimientos en forma de anagrama, para 

autentificar tu autoría de lo descubierto, pero sin darlo a conocer de manera prematura. De esta 

forma, la primera teoría de la elasticidad se publicó de la siguiente forma:  

 

C E I I I N O S S S T T V V 

 

El significado esé bueno, si lo explicáramos perdería el sentido original por el que se utilizaba un  

anagrama ¿no? Así que dejaremos que el lector interesado estudie latín por su cuenta, mientras 

seguimos con nuestra introducción histórica. 

A pesar de estos primeros trabajos (y de algún estudio anacrónico, como por ejemplo Galileo en su 

obra magna òLas dos cienciasó, alrededor de 1638), una descripción científica completa de las fuerzas 

y deformaciones de los objetos tiene que esperar hasta el siglo XIX. Hasta ese momento, los estudios 

estuvieron limitados por la falta de herramientas matemáticas adecuadas (recordemos que el cálculo 

diferencial se inventa en el siglo XVII , pero su utilidad inicial es muy limitada) y por no ser un 

problema prioritario para la sociedad del momento. Sin embargo, el invento de la máquina de vapor 

crea la necesidad de explicar y mejorar las estructuras de acero de la revolución industrial, lo que con 

la sofisticación matemática alcanzada en aquella época, permite que florezca el estudio de la mecánica 

de sólidos. Es interesante notar que gran parte de la física utilizada en esta tesis (descripción de la 

micropalanca de un AFM, mec§nica de contactoé) bebe directamente de soluciones dadas a esos 

viejos problemas de la revolución industrial (solución de Euler-Bernoulli al pandeamiento de una 

viga, soluci·n de Hertz al problema de contacto de dos esferasé). 
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0

 

 
Fig. 1-1: Torre Eiffel, donde se usaron de forma extensiva las recién obtenidas ecuaciones de la 
elasticidad (¡calculadas a mano!). A la derecha vemos, en una imagen de fluorescencia, la estructura 
interna de la célula. (Imagen: Torsten Wittmann, Scripps Research Institute). 
 

En este trabajo vamos a intentar analizar la célula como si fuera una de esas estructuras de acero, lo 

cual parece sorprendente a primera vista, pero es bastante razonable si lo pensamos un poco. Cuando 

vemos la configuración interna de una célula (véase la figura 1-1), compuesta de un entramado de 

fibras llamado citoesqueleto, nos podría recordar la celosía de vigas de un edificio como la torre 

Eiffel, por lo que parece razonable el utilizar las mismas herramientas de análisis para la una y para la 

otra. Es más, existen tres tipos de componentes en el esqueleto: fibras de actina, microtúbulos y fibras 

intermedias. Debido a las diferentes rigideces y grosores de cada una, se ha propuesto que algunas 

actúan como cables, y otras como vigas, de forma similar a un puente colgante [2-5]. Curiosamente, la 

rigidez de las òvigasó internas de la c®lula es similar a la de la madera [6] (del orden de los 

megapascales para el caso de la actina), así que, incluso en valores numéricos, la cosa no anda tan 

desencaminada. 

Aceptando entonces la similitud entre nuestra célula y un puente, la pregunta esé àc·mo podemos 

medir las propiedades de un animalillo tan pequeño? 

Midiendo una célula 

Desde esas primeras imágenes obtenidas por Hooke, han tenido que pasar 300 años para que 

podamos medir directamente las propiedades mecánicas de una célula. Actualmente existen varios 

métodos, todos ellos con sus fortalezas y debilidades [7].  

Una opción consiste en colocar la célula entre dos placas rígidas paralelas. Si acercamos las placas 

entre sí, la célula se comprimirá, por lo que podemos medir la fuerza necesaria para alcanzar cierta 

compresión, con lo que calculamos un valor para la rigidez global de la célula. Este método es 
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llamado en la bibliograf²a òParallel plane rheometryó [8] (reometría de planos paralelos). Una variante 

de este método consiste en colocar muchas células entre los dos platos de un reómetro tradicional, y 

medir la fuerza torsional necesaria para girar las dos placas [9]. De este experimento podemos 

obtener un valor medio para la rigidez a torsión de las células, que se puede relacionar fácilmente con 

la rigidez a compresión. Ambos métodos permiten medir no solo las propiedades de rigidez estáticas 

(módulo de Young y equivalentes), si no las propiedades viscoelásticas (viscosidad, tiempo de 

relajacióné.) realizando las medidas de forma din§mica. [7] 

Otro método usado consiste en lanzar dos haces de luz sobre la superficie de la célula. Debido a la 

diferencia de índices de refracción entre el interior y el exterior de la misma, los haces de luz 

cambiarán su dirección y velocidad, causando una fuerza en la superficie [10-12]. Midiendo las 

deformaciones y fuerzas [13] provocadas por esta interacción se puede estimar la rigidez de la célula. 

Este método es llamado en la bibliografía òoptical strechingó (estirajamiento óptico). 

Una tercera vía para medir las propiedades mecánicas de la célula es poner pequeñas bolitas en 

contacto con la célula, y medir como se mueven: A mayor dificultad de movimiento de las mismas, 

mayor valor de los valores mecánicos de la célula. Si las bolitas son magnéticas y se colocan en la 

superficie [12, 14] se puede usar un campo magnético para forzarlas a rotar, y, midiendo la magnitud 

de estos movimientos, calcular la rigidez [13, 15]. Este m®todo es llamado òmagnetic twisting 

cytometeró (citometría por torsión magnética). Otra opción para excitar el movimiento de las bolitas 

es utilizar un láser, que al interaccionar con las mismas proporcionará la fuerza necesaria. Esta técnica 

es llamada òOptical tweezersó (pinzas ópticas) [16, 17]. 

Siguiendo con la idea de las bolitas, si están son fluorescentes existe una tercera opción. En primer 

lugar se inyectan en el interior de la célula. Una vez que están dentro, midiendo sus movimientos 

brownianos (mediante métodos ópticos), se pueden de nuevo estimar los parámetros mecánicos 

buscados [18-20]. Este m®todo es llamado òParticle-tracking microrheologyó (microreología por 

seguimiento de partículas). 

Por último, existe una herramienta llamada AFM (microscopio de fuerza atómica). Como es la que 

vamos a usar en esta tesis, vamos a explicar su historia y funcionamiento con más detalle. 

 

1.2 El  AFM como instrumento de medida. 

 

En 1986, Gerd Binnig y Heinrich Rohrer recibieron el Nobel de física por inventar el microscopio de 

efecto túnel. Este aparato abrió un nuevo campo para la microscopia, que dejó de sacar simplemente 

òfotosó y empezó a òtocaró las muestras, dando lugar a una gran variedad de líneas de investigación, 

así como abriendo el camino a la invención de nuevos instrumentos para analizar y manejar la 

materia a escala nanométrica. Una de esas herramientas, variante directa del microscopio de efecto 

túnel, es el llamado Microscopio de Fuerza Atómica (AFM), creado en 1986 por Binnig, Quate, y 

Gerber [21]. Vamos a realizar una pequeña descripción del mismo y de su funcionamiento, que es 

bastante simple conceptualmente. 

Descripción de un AFM 
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Fig. 1-2: (a) Esquema del funcionamiento de un AFM. (b) Curva fuerza-desplazamiento típica de un 
experimento de espectrometría de fuerzas. 
 

Como podemos ver en la figura 1-2, el AFM no es más que un tocadiscos en miniatura. La parte 

principal es una micropalanca (5) (una palanca muy pequeña, de un tamaño del orden de micras) en 

voladizo, a cuyo extremo libre se le añade una punta (1) de una geometría determinada (punta cuyas 

dimensiones pueden ser realmente pequeñas, incluso del orden de nanómetros). Mediante 

elementos piezoeléctricos se puede controlar la posición, tanto vertical como en el plano horizontal, 

de la base de dicha micropalanca (2), haciendo que la punta toque (o simplemente se acerque lo 

suficiente como para detectar una interacción) al punto de la muestra (6) que se desee medir. La 

fuerza de dicha interacción se puede cuantificar midiendo la deflexión de la micropalanca, lo que 

actualmente se consigue mediante el llamado òOptical beam deflection methodó (m®todo de 

deflexión de un rayo óptico)[22]. Este método consiste en dirigir un láser (3) a la superficie superior 

de la micropalanca, el cual, al doblarse por la fuerza de una interacción, modificará la posición del 

reflejo del láser. Esta variación de la posición del reflejo se mide con un fotodiodo (4), lo que permite 

el cálculo de la deflexión de la micropalanca, y, por lo tanto, la intensidad de la interacción dela punta 

con el objeto a medir. Una vez realizadas las calibraciones adecuadas del sistema, la intensidad de la 

interacción se puede cuantificar en unidades de fuerza (del orden de nanonewtons, para medidas de 

células, por ejemplo). Esta fuerza se suele representar en función del movimiento vertical de la 

micropalanca, como podemos ver en la figura 1-2 

Originalmente, en las primeras versiones del AFM, la punta siempre se encontraba en contacto con la 

muestra, mientras la micropalanca se desplazaba horizontalmente, escaneando la muestra y 

obteniendo la topografía. Sin embargo, a lo largo de los años se han estudiado y aplicado otros 

modos de funcionamiento. Vamos a describirlos de forma básica. 

 Modos de funcionamiento 

El m®todo m§s b§sico es el descrito anteriormente, llamado òContact AFMó (AFM de contacto). En 

este método se varía la posición de la micropalanca durante el escaneo de la muestra, de forma que la 

fuerza máxima medida siempre sea constante. De esta forma, monitorizando los movimientos 

verticales de los piezoeléctricos que mueven la micropalanca, podemos obtener la topografía de la 

muestra. Aunque tiene la ventaja de su sencillez, esta técnica sufre varios problemas que hacen que ya 

no sea tan utilizada [23]. El primero es que la punta es arrastrada lateralmente mientras está en 
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contacto con el material, por lo que podría dañar la muestra a medir. Por otro lado, no es lo 

suficientemente sensible para medir fuerzas muy pequeñas, por lo que no es útil para medir muestras 

blandas. Además este método solo proporciona la topografía de la muestra, no ofrece información 

sobre la composición, propiedades mec§nicasé 

Para solucionar estos problemas se desarrolló otro método, llamado òdynamic AFMó (AFM 

dinámico)[24, 25]. En este método la palanca se hace oscilar de forma que toque la muestra 

intermitentemente. Este contacto intermitente varía diversos parámetros de oscilación de la punta 

(amplitud, fase, frecuencia), cuyo estudio permite obtener características mecánicas y topográficas de 

la muestra a medir. Este método se ha estudiado y mejorado en profundidad, obteniéndose variantes 

del mismo como el llamado òbimodaló [26], en el cual se hace vibrar la palanca a dos frecuencias a la 

vez, pudiéndose obtener diferente información analizando el comportamiento de los diferentes 

modos vibración de la micropalanca.  

Si bien los modos dinámicos y de contacto se encuentran bien desarrollados, la interpretación física 

de los resultados obtenidos suele ser complicada. Otra opción que se ha estudiado es aproximar y 

separar la punta de la muestra en diferentes puntos de la misma, obteniéndose entonces curvas de 

fuerza-distancia en cada punto analizado. Mediante el análisis de estas curvas, se pueden mapear las 

distintas propiedades mecánicas y químicas de la muestra, lo cual complementa la imagen topográfica 

[23, 27]. En esta tesis desarrollaremos una variante de este método. 

 

1.3 Análisis mecánico de la célula con un AFM 

 

Dada la capacidad del AFM para poder propiedades mecánicas a escala nanométrica, su utilidad para 

el estudio de muestras de relevancia biológica es obvia. Se han realizado medidas de polímeros [28-

33], proteínas [23, 34-39], cápsides víricas [40, 41], células [42-49] y tejidos [50]. Vamos a realizar un 

pequeño repaso a los logros obtenidos hasta el momento, centrándonos en el caso de las mediciones 

de células. Si bien en una célula el AFM permite hacer estudios tanto de topografía como de 

propiedades químicas y de adhesión [23], vamos a centrarnos en el estudio de las propiedades 

mecánicas. 

 

Estudio elástico de la célula 

La descripción más básica de una célula es suponer que es un medio infinito y elástico. Obteniendo 

una curva de fuerzas y aplicando un modelo de contacto adecuado, es posible calcular la rigidez del 

sistema (descrita  por el valor de su módulo de Young). Usando esta simplificación, un gran número 

de investigadores han obtenido la respuesta mecánica de la misma usando el AFM como herramienta 

[42, 43, 46-48, 51-56] Básicamente, lo que se obtiene en dichos estudios es el módulo de Young 

como único parámetro del sistema. A pesar de la sencillez de la descripción, se ha observado que la 

rigidez de la célula está relacionada con distintos aspectos de interés biológico. Por ejemplo, el 

módulo de Young varía si una misma célula es maligna o no, o si la célula está sometida a ciertos 

estreses mecánicos o químicos [56-67]. En resumen, se ha visto que la rigidez es un buen marcador 
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de los diferentes procesos patológicos y fisiológicos a los que se encuentra sometida la célula y su 

entorno. No solo eso, si no que existen protocolos perfectamente desarrollados para realizar dichos 

análisis [27, 68] 

Sin embargo, describir la célula mediante un solo parámetro relacionado con la elasticidad no es 

suficiente. Por un lado la alta complejidad interna de la célula [69, 70] incluye no solo elementos 

rígidos como el citoesqueleto, si no otros en fase líquida como el citosol. La respuesta mecánica de 

este sistema no puede ser puramente elástica, sino que tiene que tener cierta componente temporal. 

Por otro, si bien la descripción elástica proporciona información útil sobre la célula, ciertos procesos 

no se ven reflejados en el módulo de Young. Por ejemplo, células cancerígenas en diferentes estados 

de desarrollo ofrecen la misma rigidez estructural [62, 71, 72]. Debido a estas limitaciones del 

modelo elástico, se han propuesto y llevado a cabo estudios suponiendo que la célula se comporta 

como un material viscoelástico. Vamos a describirlos. 

Descripción viscoelástica 

Una primera ventaja de asumir viscoelasticidad es que nos ofrece, incluso en su versión más básica 

(modelo de Kelvin-Voigt), más de un grado de libertad al parametrizar el sistema. Este aumento de 

grados de libertad nos permite lidiar con la complejidad estructural y de comportamiento temporal 

de la célula. Además diversas investigaciones han mostrado la importancia de la viscosidad en los 

procesos internos en células de mamífero [6, 44, 46, 70, 73-79]. Sin embargo, no existe ni un modelo 

[30, 80-82] ni una metodología universalmente acepada para realizar dichas medidas [27, 44, 68, 72, 

75, 76, 83-85]. Las metodologías usadas para realizar medidas viscoelásticas en células usando un 

AFM se pueden dividir grosso modo en dos variantes: Métodos oscilatorios (similares a las de AFM 

dinámico) y de respuesta temporal. 

En las primeras  la punta penetra la muestra hasta cierta indentación, y una vez fijada esa posición, se 

provoca una oscilación sinusoidal de la micropalanca [74, 84, 85]. Una variante de dicha metodología 

serían los experimentos de multifrecuencia [46, 76, 84-86], en los cuales la oscilación es una suma de 

distintas sinusoidales a distintas frecuencias. El tratamiento teórico de estos métodos suele ser de gran 

complejidad [84], así como la interpretación de los parámetros obtenidos. Por ejemplo, un parámetro 

que se obtiene frecuentemente de estas medidas oscilatorias para cuantificar la viscosidad es el 

llamado òLoss-tangentó [71, 84]. Este parámetro, aunque natural en las teorías oscilatorias (representa 

el ratio ente la energía disipada y la energía conservada en el material durante un ciclo de oscilación 

[32], no tiene un equivalente mecánico directo en el modelo del material.  

La otra principal metodología para medir las propiedades viscoelásticas es la obtención de la 

respuesta temporal ante un estímulo mecánico constante en el tiempo. Este estímulo puede ser en 

fuerza (midiéndose en tal caso la respuesta en deformaciones en función del tiempo de la célula) o en 

deformaciones (donde se mediría la respuesta temporal de la fuerza). Los primeros son denominados 

de òCreepó, ya que miden como el material cede [44, 75, 76], mientras que los segundos son 

llamados experimentos de òLoad-relaxationó, ya que se mide como la fuerza se relaja [49, 70, 83]. 

Estas metodologías requieren mantener un control continuo de la posición vertical de la 

micropalanca en función de la respuesta de la muestra, lo cual las hacer relativamente complicadas de 

implementar.  
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El AFM ofrece otras metodologías para realizar las medidas, quizás no tan usadas como las 

anteriores. Una de ellas es medir directamente curvas fuerza-distancia penetrando la muestra a 

velocidad constante. De esta forma la energía absorbida por la muestra estará relacionada con la 

histéresis entre la curva de ida y la de vuelta [29, 87, 88]. Dado que está energía mide indirectamente 

la viscosidad, parecería que el problema está resuelto. Sin embargo, los detalles para obtener los 

parámetros por este método distan de ser triviales, ya que requieren conocer tanto el modelo [89] 

como el comportamiento del área de contacto con la indentación. Uno de los principales objetivos de 

esta tesis es dar una respuesta lo más completamente posible a las cuestiones que plantea esta 

metodología.  

Como hemos dicho, no existe un modelo comúnmente aceptado en la bibliografía para describir el 

comportamiento viscoelástico de la célula. De todas formas, los más extendidos son el Kelvin-Voigt 

[6] (debido a su sencillez), el Standard-linear-solid [6] (SLS, el más sencillo que describe 

correctamente tanto experimentos de creep como de load-relaxation) y el Power-law [6, 76] (que tiene 

una base teórica bastante sólida). En los apéndices se puede encontrar la descripción matemática de 

cada uno de ellos. 

Heterogeneidad y dimensiones finitas 

Dado que no existe un acuerdo generalizado sobre qué combinación de modelo viscoelástico y 

metodología es la más adecuada para describir una célula, se han estudiado en profundidad las 

distintas limitaciones de todos ellos. Se ha discutido el efecto de la no linealidad [90-93], del modelo 

mecánico para describir la deformación de la célula [90, 93-95], o de la relación entre viscosidad y 

energía disipada [71, 78, 86]. Por otro lado, existen otras cuestiones experimentales donde ha habido 

un intenso debate, como la localización del punto de contacto en las curvas de fuerza-distancia [96], la 

calibración de la punta [97, 98], o la influencia de los efectos hidrodinámicos [99, 100]. En esta tesis 

vamos a afrontar dos de las limitaciones más importantes, las cuales no cuentan con una solución en 

la bibliografía: la heterogeneidad interna célula (debida a los distintos componentes que forman la 

misma: citoesqueleto, citosolé) y las dimensiones finitas de la c®lula (del orden de 100 nm de grosor 

en algunos puntos). Es decir, la mayoría de modelos físicos usados para describir la indentación del 

AFM suponen que la célula es un objeto homogéneo de dimensiones infinitas. 

Para corregir el problema de la dimensión finita se han propuesto varias alternativas. Por un lado 

existen modelos de contacto que tienen en cuenta las dimensiones laterales de la muestra [101], pero 

dado que las dimensiones laterales de una célula son relativamente grandes en comparación con el 

radio de contacto (del orden de decenas de micras), dichos modelos no ha sido usados 

mayoritariamente por la comunidad. Sin embargo, dado que el grosor de la célula si puede ser del 

orden de la profundidad de indentación, el problema de la dimensión vertical sí ha sido estudiado 

con más detalle. Normalmente, la célula se encuentra apoyada en una base sólida, cuya rigidez es 

varios órdenes de magnitud mayor que la de la propia célula. Por lo tanto, al realizar experimentos en 

las zonas de menor grosor, los parámetros mecánicos obtenidos se ven afectados por la presencia de 

dicho sustrato [102]. Se ha obtenido una solución particular para un indentador esférico sobre una 

muestra elástica [90]. Sin embargo, la extensión de dichas soluciones a otras geometrías no ha sido 

resuelta completamente [94, 103], y además está solución solo es válida para el caso elástico. Si bien 

se ha estudiado el problema de forma más general usando métodos numéricos [104], hasta el 

momento no se ha obtenido una solución analítica general al problema del sustrato. 
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Por otro lado, tenemos el problema de la heterogeneidad interna de la célula [69, 105]. Si bien se han 

obtenido imágenes de altísima resolución lateral que permiten ver las estructuras de una célula [106] 

el problema de obtener la misma resolución en el eje vertical no ha tenido tanto éxito. Se ha probado 

que el AFM es capaz de localizar estructuras bajo una superficie usando métodos de holografía 

ultrasónica[107-109], resonancia de contacto [110] y de multifrecuencia [111, 112] . Sin embargo, en 

la tarea de realizar la tomografía de una célula usando solo las curvas de fuera-distancia de una célula 

los éxitos han sido más limitados. Aunque se han visualizado ciertas estructuras y procesos biológicos 

[45, 113, 114], hasta el momento no se ha podido obtener un mapa tomográfico completo del 

interior de la célula. 

 

 

1.4 Objetivos de esta tesis 

 

En esta tesis vamos a intentar mejorar las descripciones teóricas existentes para el estudio mecánico 

de una célula mediante AFM. Como hemos visto, hasta el momento se había analizado la célula 

principalmente como un medio puramente elástico, de dimensiones infinitas. Si bien se han 

planteado otros modelos (viscoelásticos) y otras geometrías (grosor finito), nuestro objetivo será 

extender y completar dichos análisis en la medida de lo posible. Un resumen general de los 

diferentes capítulos es el siguiente: 

Capítulo 2:  

En este capítulo analizaremos como serían las fuerzas obtenidas por el AFM en el caso de que la 

célula tuviera un comportamiento viscoelástico. Obtendremos soluciones exactas para la combinación 

entre los modelos más usados en la práctica (Kelvin-Voigt, SLS, Power-law) y las puntas más comunes 

en AFM (esférica, cónica y cilíndrica). Analizaremos en detalle dichas soluciones, así como las 

hipótesis en las que se basan. Finalmente aplicaremos nuestros resultados para analizar las 

propiedades mecánicas de un fibroblasto, así como la variación de dichas propiedades ante cambios 

temporales y químicos en el entorno de la célula. 

Capítulo 3:  

Hemos visto que el efecto del soporte rígido sobre el que se apoya la célula en las medidas mecánicas 

ha sido estudiado por diferentes investigadores, aunque no con la suficiente generalidad. Por lo tanto, 

extenderemos, completaremos (y en algunos caso corregiremos) las soluciones propuestas en la 

bibliografía,  haciéndolas válidas para la mayoría de las geometrías usadas en las puntas de AFM. Para 

ello haremos uso de diferentes herramientas matemáticas, como las funciones de Green y el teorema 

de reciprocidad, que serán explicadas en detalle. Todas las soluciones de este capítulo serán válidas 

solo en el caso de que la célula sea vista como un material elástico. 
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Capítulo 4: 

Una vez resuelto el problema de la viscoelasticidad en un medio infinito (capítulo 2) y el del efecto 

del soporte rígido en el cual se apoya la célula (capítulo 3), estudiaremos la combinación de ambos. 

Haciendo uso conjunto de las herramientas ya explicadas en los capítulos anteriores, obtendremos 

fórmulas cerradas para la fuerza en función de la indentación para el caso de una célula de grosor 

finito, suponiendo que la misma se comporta de forma viscoelástica. Proporcionaremos formulas 

generales así como soluciones concretas para los modelos viscoelásticos y geometrías de la punta más 

comunes. 

Capítulo 5: 

Las soluciones encontradas para los modelos viscoelásticos (capítulos 2 y 4) son solo válidos cuando 

la punta del AFM está entrando en la muestra, pero no cuando la misma se está retirando. En este 

capítulo analizaremos las causas de dicha limitación y estudiaremos las soluciones propuestas en la 

bibliografía. Resolveremos analíticamente el problema para los casos dados en los capítulos 

anteriores, de forma que el problema de la indentación de una célula viscoelástica de grosor finito 

quedará completamente resuelto. 

Capítulo 6: 

Todo el estudio realizado hasta ahora supone que la célula se comporta de manera homogénea, es 

decir, que sus propiedades mec§nicas son una òmediaó de las propiedades de los diferentes 

elementos que forman su estructura interna. En este capítulo veremos hasta qué punto podemos ir 

más allá de esta hipótesis, analizando la heterogeneidad, tanto en profundidad como en la dimensión 

lateral, de un fibroblasto. Dada la dificultad del problema, este capítulo combinará simulaciones de 

elementos finitos con datos experimentales, siendo la relevancia de las soluciones analíticas bastante 

más limitada que en los capítulos anteriores. Finalmente intentaremos combinar todo lo aprendido 

para obtener una tomografía mecánica en 3D de la célula. 
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Fig. 1-3:  Esquema 3D de la medida de una célula, con los diferentes problemas a explorar en esta 
tesis. (1) Viscosidad debido a la complejidad interna. (2) Efecto de la rigidez del suelo en las medidas. 
(3) Variación del área de contacto entre la punta y la muestra durante la indentación. (4) Análisis 

tridimensional de la heterogeneidad de la célula en diferentes puntos. 
 

Enfoque 

Aunque nuestro enfoque será principalmente teórico, nos apoyaremos fuertemente en el uso de 

métodos numéricos para confirmar o extender los resultados analíticos. En los apéndices 

explicaremos los paquetes comerciales usados (COMSOL  para las simulaciones de elementos finitos 

y  MATHEMATICA para los cálculos algebraicos). En esos mismos apéndices proporcionamos un 

resumen somero de diferentes resultados y conceptos, que, de ser explicados en el texto central, 

romperían la continuidad del mismo. Finalmente, hemos usado datos provenientes de experimentos 

con células reales. Debido a la falta de tiempo, no se ha podido realizar un estudio experimental 

completo de todos los resultados teóricos obtenidos en esta tesis. Dicha comprobación experimental, 

necesaria sin ninguna duda, quedará para el futuro.  

Vamos entonces a intentar resolver el primer problema: La célula como elemento viscoelástico. 
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2. Viscoelasticidad 

 
Fig. 2-0: (a) En este capítulo estudiaremos las propiedades viscoelásticas de una célula. (b) Dada una 
indentación en función del tiempo, este modelo de contacto simplificado nos dará una fuerza 
también en función del tiempo. (c) Para una geometría concreta de la punta (dada por una forma f(r), 

pero normalmente resumida en un conjunto discreto de parámetros Ὑȟ—é ), la fuerza, la indentación 
y las propiedades viscoelásticas estarán relacionadas entre sí. Nuestro objetivo en este capítulo es 
encontrar dichas relaciones. 
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2.0 Introducción 

En este capítulo vamos a intentar extender los modelos de contacto clásicos para un medio elástico 

seminfinito, al caso de que el medio incluya viscoelasticidad. Esto equivale a analizar la célula de la 

forma más simple posible: como un sólido homogéneo (sin partes diferenciadas espacialmente) e 

infinito (sin efectos del sustrato ni geometría propia). A pesar de estas limitaciones, veremos que la 

viscoelasticidad proporciona grados de libertad suficientes para explorar de forma adecuada algunas 

de las diferentes propiedades de la célula.  

Si bien una célula real es un objeto altamente heterogéneo, dinámico y de dimensiones finitas[105], 

demostraremos que en la práctica podemos extraer información útil y relevante incluso con estas 

teorías limitadas, pero de gran simplicidad conceptual [6]. De todas formas, en los siguientes capítulos 

de esta tesis exploraremos y resolveremos algunas de estas limitaciones. 

 

2.1 Ecuaciones básicas 

 

Vamos en primer lugar a repasar las ecuaciones básicas de la elasticidad y de la viscosidad. Todo lo 

planteado en esta sección se puede encontrar en diferentes fuentes clásicas, por ejemplo [115, 116]. 

Elasticidad 

En un sistema unidimensional, si asumimos que la fuerza es lineal  con la deformación, solo existe 

una opción para la relación entre fuerza y deformación, la ley de Hooke: 

Ὂ Ὧὼ 2-1 

  

Donde k es un escalar que indica la rigidez del sistema unidimensional. En un sistema lineal 

tridimensional, se puede demostrar [116] que la generalización de 2-1 está dada por la siguiente 

relación tensorial: 

„ ὅ ό  2-2 

  

Donde el material está definido por 81 constantes de rigidez ὅ  (que expresan la rigidez del 

material al ser deformado en cierta combinación de direcciones). „  es el tensor que expresa las 

tensiones, mientras que ό  está relacionado con las deformaciones (ver apéndice C.1 para una 

explicación más detallada de estos parámetros). 

Afortunadamente, si suponemos que el material es isótropo (es decir, que no tiene direcciones 

preferenciales, que es igual de rígido en cualquier dirección que escojamos) solo necesitaremos dos 

constantes de rigidez para describir el material. En este caso la ecuación 2-2 se simplifica 

notablemente, pudiéndose escribir de forma explícita 

„ ὑό ςὋ ό
ρ

σ
ό  

2-3 
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Donde K es el módulo de compresibilidad (dificultad para cambiar el volumen del material), y G es 

el m·dulo de rigidez a torsi·n (dificultad para òretorceró el material). 

Si bien la ecuación 2-3 está dada en función de los dos escalares K y G, podemos escoger cualquier 

otro conjunto de parámetros que se adapten mejor a nuestro problema experimental. Por ejemplo, si 

tenemos un sistema experimental que nos proporcione el valor de E (dificultad para comprimir el 

material en cierta dirección, dando libertad de movimientos en las otras direcciones) y de ’ 

(relacionada con el cambio de volumen cuando comprimimos el material en una dirección 

determinada), la ecuación 2-3 sería 

„
Ὁ

σρ ς’
ό

Ὁ

ρ ’
ό

ρ

σ
ό  2-4 

  

que es la que vamos a usar en esta tesis. De todas formas, en el apéndice C.2 se proporciona una 

tabla con las relaciones entre los parámetros elásticos más usados en la práctica.   

En principio, los parámetros elásticos (ya sean E y ’, o cualquier otra pareja válida), deberían variar 

de punto a punto. Obviamente, la rigidez de la célula será diferente en diferentes puntos de la misma 

(una zona donde hay un microtúbulo, por ejemplo, será más dura que otra donde solo hay citosol). 

Sin embargo, vamos a suponer que estas variables son constantes en toda nuestra célula. Es decir, en 

solo dos n¼meros estar²a comprimida toda la informaci·n sobre el citoesqueleto, n¼cleo, org§nulosé 

Esta es la hipótesis de homogeneidad, que mantendremos hasta el capítulo 6, donde trataremos la 

heterogeneidad. 

Viscoelasticidad 

Si ahora la fuerza dependiera del historial de deformaciones, y no solo de la deformación en el 

instante de medida t, la expresión 2-1 para un sistema unidimensional lineal se trasformaría en [115]  

Ὂὸ • ὸ †
Ὠὼ†

Ὠ†
Ὠ† 2-5 

  

Donde la función  • ὸ es el equivalente viscoelástico de la constante k de un muelle en el sistema 

elástico puro (ver apéndices). Esta función representa la respuesta en fuerza cuando aplicamos una 

deformación unitaria al sistema (es decir, comprimimos el sistema exactamente una unidad de 

deformación, y vemos cómo responde la fuerza con el tiempo). De ahí su nombre: función de 

relajación. 

En la ecuación anterior podemos definir el operador integral que actúa sobre la deformación ὼ† 

como   

• ὸ †
Ὠ

Ὠ†
Ὠ† O  ɰ ὸ 2-6 

  

De forma que podemos reescribir 2-5 de una forma más compacta 

Ὂὸ ɰ ὸὼὸ 2-7 
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Si nos fijamos, esta ecuación es formalmente igual a su equivalente elástico 2-1, solo que la constante 

de elasticidad k se ha convertido en un operador integral ɰ ὸ, y la multiplicación ha de entenderse 

como la òaplicaci·nó de dicho operador. Antes de pasar a la generalización de 2-5 al caso 

tridimensional, vamos a realizar una transformada de Laplace de la misma. Para ello debemos notar 

que el operador ɰ ὸ es una convolución (ver apéndice B.1.3), por lo que la transformada de 2-7 

sería 

Ὂὴ • ὴὴὼὴ ɰ ὴὼὴ 2-8 

  

donde el òsombreritoó  encima de cada variable implica que se encuentran definidas en el dominio 

de Laplace. A partir de ahora, no pondremos explícitamente la variable independiente (t o p), sino 

que lo marcaremos implícitamente con la ausencia o no de sombrerito. 

De esta forma podemos ver que, al realizar la transformada de Laplace, la relación entre fuerza y 

deformación es lineal, como en el caso puramente elástico (las ecuaciones 2-8 y 2-1 son equivalentes). 

La única diferencia es que ahora, en vez de tener constantes elásticas, tenemos operadores lineales 

(que dependen directamente de funciones de relajación). Esto nos permite escribir la ecuación para 

el sólido viscoelástico 3D de forma similar al caso elástico (ecuación 2-3), solo que ahora las 

constantes elásticas son operadores del tipo 2-6 en dominio de Laplace. 

„ ɰό ςɰ ό
ρ

σ
ό  2-9 

  

Si experimentalmente medimos otros parámetros y queremos expresar la ecuación de tensión-

deformación en función de los mismos, en el dominio de Laplace las ecuaciones serán formalmente 

similares a las del caso elástico. Por ejemplo, el equivalente de la ecuación 2-4 sería 

„
ɰ

σρ ςɰ
ό

ɰ

ρ ɰ
ό

ρ

σ
ό  2-10 

  

En principio las ecuaciones de tensión-deformación temporales para el caso viscoelástico 3D se 

obtendrían realizando la transformada de Laplace inversa de 2-10 (o de su equivalente 2-9). Esto es 

habitualmente muy difícil, ya que las transformadas inversas de Laplace solo tienen solución analítica 

en algunos casos particulares. Sin embargo, para los problemas de indentación a los que nos 

enfrentaremos con un AFM, existe una solución alternativa que explota una combinación entre las 

soluciones de problema elástico con  la relación formal 2-6. Para utilizar esta vía, primero tendremos 

que ver cómo es la solución explicita del problema de indentación elástico, que daremos en la 

sección 2.3. Pero antes, intentaremos simplificar un poco más la ecuación 2-10. 

 

2.2 Grados de libertad y coeficiente de Poisson 

 

Tanto las ecuaciones elásticas (2-4) como las viscoelásticas (2-10) dependen de dos parámetros (o 

funciones de relajación, en el caso viscoelástico) para describir el material. Dado que cada parámetro 

está relacionado con un experimento, requeriríamos dos sistemas experimentales diferentes para 
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caracterizar perfectamente el material. Podríamos, por ejemplo, realizar un experimento de extensión 

longitudinal para obtener E, y otro de torsión para obtener G. Pero dado que solo contamos con 

datos experimentales provenientes de un AFM, solo podemos resolver un grado de libertad de los 

dos posibles ¿Cómo podemos resolver esta dificultad? 

La contante plana de elasticidad 

En realidad, cada experimento que inventemos tendrá asociada una constante de elasticidad. De la 

misma forma que la compresión longitudinal está relacionada con E, o que la torsión está relacionada 

con G, nada nos impide inventar nuestra propia constante de elasticidad para nuestro experimento 

particular. En el caso de la indentación de un sistema con una punta axisimétrica, se puede probar 

que nuestra nueva constante de elasticidad Ὁᶻ  sería 

Ὁᶻ
Ὁ

ρ ’
 2-11 

  

En la sección 2.3.2 veremos las soluciones clásicas para un indentador axisimétrico dadas por 

Sneddon [117] se podrían escribir en función de esta constante equivalente. 

Para el sistema viscoelástico tendríamos una función de relajación nueva, definida (en el dominio de 

Laplace) por una expresión similar al de su equivalente elástico 

ɰ
ᶻ ɰ

ρ ɰ
 2-12 

  

Esta opción, aunque general, no resuelve el problema central de la existencia de dos grados de 

libertad. Es más, en el caso viscoelástico podemos encontrar la relación entre la nueva función de 

relajación •ᶻ
 y las clásicas (•  y • ) solo en el dominio de Laplace, pero no en el dominio 

temporal (en el dominio del tiempo 2-12 no tendría la misma forma, es más, posiblemente no se 

podría escribir un ecuación cerrada al hacer la transformada inversa de Laplace). Sin embargo, dado 

que trabajamos con células, tenemos otra opción para lidiar con el problema: Usar la 

incompresibilidad de la célula. 

Incompresibilidad de la célula 

Como el contenido en agua de la célula es muy alto, podemos considerar la misma como 

incompresible[91, 118]. Si bien es cierto que a escalas grandes de tiempo la célula es capaz de 

modificar su volumen ante estímulos externos[119] (y quizás de forma intrínseca[120]), este cambio 

volumétrico es debido a un intercambio de agua forzado con el entorno. Por lo tanto, en las medidas 

puntuales (tanto desde el punto de vista espacial como temporal) de un AFM se puede considerar 

que este mecanismo no se activa, y por lo tanto, el volumen es constante. Es decir, el coeficiente de 

Poisson es prácticamente constante y muy cercano a 0.5. De esta forma nuestro sistema solo tiene un 

grado de libertad mecánico. Esto implica que en la ecuación básica de la elasticidad 2-4 el único 

parámetro que nos quedaría por obtener experimentalmente es E.  

En el caso viscoelástico, el operador para el coeficiente de Poisson sería también una constante [121] 

en el dominio de Laplace (bajo las mismas hipótesis que en el caso elástico) 
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ɰ  ’ 2-13 

  

Por lo que la relación fundamental 2-10 estaría dada por  

„
ɰ

σρ ς’
ό

ɰ

ρ ’
ό

ρ

σ
ό  2-14 

  

De la cual podemos calcular su equivalente directamente en el dominio del tiempo (usando el 

teorema de convolución) 

„
ɰ

σρ ς’
ό

ɰ

ρ ’
ό

ρ

σ
ό  2-15 

  

Podemos ver que tanto 2-14 como su equivalente temporal 2-15 solo dependen de una función de 

relajación ʒ  (ya que el operador ɰ  depende de ella directamente), que será la única incógnita para 

definir nuestro sistema. Por lo tanto, toda la información mecánica de la célula estará comprimida en 

dicha función. 

Si bien podríamos pensar que existe una divergencia en las ecuaciones 2-4, 2-14 y 2-15 en el caso de 

la incompresibilidad (ya que ’ πȢυ hace que el denominador del primer término sea infinito), la 

propia definición de incompresibilidad soluciona el problema. Se puede demostrar que el cambio de 

volumen en un deformación está dado por ɝὠ ό , por lo que la incompresibilidad equivale a decir 

que ό π. De esta forma, en el caso incompresible, al no haber cambio de volumen el primer 

término de las ecuaciones es igual a cero, eliminando la divergencia[116].  

 

2.3 El problema de la indentación elástico 

 

Supongamos que tenemos un medio elástico seminfinito, regido por la ecuación 2-4. Si penetramos 

este medio con una punta de simetría axial, cuya forma está dada por una función f(r)é àCu§l ser§ la 

fuerza F necesaria para alcanzar cierta indentación Ὅ? Esta cuestión es conocida como problema de 

Boussinesq, y se adapta perfectamente a la situación experimental que encontramos con un AFM 

(Ver figura 2-1). Una cuestión paralela que sería interesante explorar es cómo evoluciona el área de 

contacto (definido mediante el radio de la misma r) con la indentación. Aunque el AFM no puede 

medir este parámetro (aunque se puede estimar usando microscopios de confocal [78]), veremos más 

adelante que es de importancia para comprender el comportamiento de una muestra viscoelástica. 
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Fig. 2-1: Problema de la indentación. (a) Una punta penetra una muestra (visco)elástica, la cual tiene 
un grosor infinito. (b) Esquema del problema 2D equivalente una vez aplicada la simetría axial. El 
objetivo es hallar F(t) en función de I(t). 
 

Es interesante notar que, aunque el problema es claramente tridimensional, la simetría axial del 

indentador (junto con la isotropía del medio a indentar), permiten utilizar coordenadas cilíndricas. La 

relación entre las coordenadas generales y las que usaremos en el resto de la tesis están dadas por: 

σὈ ςὈ ὧὭὰὭὲὨὶὭὧέ 

2-16 ὼȟώ ὶ ὼ ώ 

ᾀ π   fuera de la muestra ᾀ π   dentro de la muestra  

 

Hemos definido z como positivo hacia dentro de la muestra, de forma que las indentaciones 

correspondan con una coordenada positiva. Vamos a ver las condiciones de contorno en este sistema 

de coordenadas. 

Condiciones de contorno 

Para resolver este problema necesitamos indicar unas condiciones de contorno, que nos permitirán 

resolver la ecuación 2-4. En primer lugar sabemos que, dentro de la zona de contacto (r < a, donde a 

es el radio del área de contacto), la superficie de la muestra tiene que adaptarse a la forma de la punta 

(que suponemos conocida: f(r)). Fuera de la zona de contacto (r > a), las presiones verticales deben 

ser igual a cero, ya que no hay nada que ejerza fuerzas sobre la muestra. También supondremos que 

no hay fricción, por lo que las presiones laterales deben ser nulas en toda la superficie de la muestra. 

Las ecuaciones que resumen todas estas condiciones físicas son: 

ό Ὅ Ὢὶ ὶ ὥ , z π 
2-17 „ π ὶ ὥ, z π 

„ „ π ὶᶅ, z π 
   

Para resolver un sistema de ecuaciones diferenciales las condiciones de contorno deberían estar 

especificadas en todo el contorno del problema, pero hasta ahora solo hemos hablado de la 

superficie superior de la muestra. Otra condición de contorno que no suele aparecer explícitamente 
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en la literatura (aunque se asume implícitamente) es la de que las tensiones tienden a cero en el 

infinito.  

„ π ὶO Њ 
2-18 

„ π ᾀO Њ 

   

Experimentalmente esto implica que la célula es muy grande en comparación con el área de contacto 

entre la célula y  la punta del AFM. Esta hipótesis es razonable cuando medimos en el centro de la 

célula, pero es claramente falsa cuando realizamos el experimento en los bordes de la misma, que 

son bastante más finos. En el capítulo 3 veremos cómo solucionar este problema. 

Con el AFM solo podemos medir la fuerza total Ὂ, no la distribución de presiones vertical „ ὶ. 

Sin embargo, la fuerza no es más que la integral de las presiones verticales en el área de contacto 

Ὂ ς“ „ ὶὶὨὶ 2-19 

  

Por lo que si encontramos la solución para 2-4 tendremos la fuerza total. 

Soluciones clásicas elásticas 

Para las condiciones de contorno dadas en la sección anterior existían soluciones particulares para el 

punch y para la esfera [122, 123]. Sin embargo Sneddon [117] obtuvo en 1965 una solución general 

para cualquier indentador asimétrico de geometría conocida. Dichas soluciones están dadas por 

expresiones de la forma 

Ὂ ὉὍ 2-20 

  

Donde los parámetros  y  dependen de la geometría del indentador. En la siguiente tabla 

ofrecemos los valores para las tres geometrías más comunes: 

   

2-21 

Cilindro 
ςὙ

ρ ’
 1 

Cono 
ςÔÁÎ—

“ρ ’
 2 

Esfera 
τ Ὑ

σρ ’
 1.5 

    

Sneddon no solo resolvió el problema de calcular la fuerza en función de la indentación, sino que 

también el de calcular el área de contacto. El radio de esta área de contacto está dado por una forma 

similar a la de la fuerza, pero con unos coeficientes diferentes 

ὥ ‗Ὅ 2-22 

  

De nuevo, resumimos los coeficientes más comunes calculados por Sneddon 
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 ‗ — 

2-23 

Cilindro Ὑ 0 

Cono 
ςÔÁÎ—

“
 1 

Esfera Ὑ 0.5 

 

Hasta aquí, nada nuevo que no pudiéramos encontrar en la abundante bibliografía sobre el tema 

[117, 122]. Vamos a ver como añadir viscoelasticidad. 

 

2.4 El problema de la indentación viscoelástico 

 

La idea es solucionar el mismo problema que en el caso puramente elástico, pero ahora la ecuación 

del material estará dada por la inversa temporal de 2-9 (o de cualquiera de sus equivalentes, por 

ejemplo 2-10) en vez de por 2-3. Las condiciones de contorno serán exactamente las mismas que en 

el caso elástico. 

Podríamos pensar en transformar todo el problema al dominio de Laplace, ya que ahí las ecuaciones 

de tensión-deformación tienen una estructura similar a las del problema elástico (del que ya sabemos 

la solución). Dada esta similitud entre estructuras, si sabemos la solución del problema elástico, 

conoceremos automáticamente la solución en el caso viscoelástico. Las dificultades surgen al intentar 

trasformar las condiciones de contorno (ecuación 2-17). Estas condiciones no son exclusivamente de 

desplazamiento o de presión para todos los instantes de tiempo, si no que dependen del área de 

contacto en un momento dado. Es decir, un mismo punto de la superficie tiene, para diferente t, 

distintas condiciones de contorno, según esté dentro o fuera del área de contacto. 

De esta forma, no podemos encontrar un equivalente de las condiciones de contorno 2-17 en el 

dominio de Laplace. Esto impide utilizar esta estrategia para el caso viscoelástico[124, 125]. Cabe 

destacar que en el caso de un cilindro, al ser el área constante durante todo el experimento, sí se 

puede encontrar una solución directamente. Vamos a analizar el resto de las geometrías. 

Procedimiento de Lee y Radok 

Lee y Radok [125] propusieron una solución al problema de indentación viscoelástico basada en las 

relaciones formales 2-6 y 2-7. En ellas podemos ver (para el problema 1-D) que la constante de 

rigidez en el problema elástico es equivalente a un operador de convolución ɰ ὸ. Siguiendo esta 

analogía, podemos aplicar la siguiente trasformación formal a la solución del problema 3-D elástico  

%  O   ɰ • ὸ †
Ὠ

Ὠ†
Ὠ† 2-24 
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Es decir, a la solución elástica descrita en 2-20 le aplicaremos la transformación 2-24, obteniendo 

Ὂ ὉὍ   O    Ὂ  ɰὍ  • ὸ †
ὨὍ

Ὠ†
Ὠ† 2-25 

  

A pesar de lo sugerente de la idea, dado que las soluciones elásticas no son en general lineales con la 

indentación (el exponente  es mayor que uno salvo en el caso del cilindro), el demostrar que 2-25 es 

realmente la solución al problema de indentación tridimensional viscoelástico no es obvio. En esta 

tesis no entraremos en detalles sobre dicha demostración, si no que nos limitaremos a calcular las 

ecuaciones concretas para ciertos casos de relevancia práctica, validando las soluciones encontradas 

comparándolas con simulaciones FEM. 

 

2.5 Soluciones particulares para Kelvin-Voigt. 

 

Si suponemos que la función de relajación está dada por el modelo de Kelvin-Voigt (ver apéndice 

D.2.1), la ecuación 2-25 será: 

Ὂ  Ὁ ʂɿὸ †
ὨὍ

Ὠ†
Ὠ† 2-26 

  

En este caso podemos encontrar una solución independientemente de la forma de la indentación con 

el tiempo, integrando directamente la expresión anterior. 

Ὂ ὉὍ ʂὍ Ὅ 2-27 

  

Es interesante notar que en esta solución tiene la parte elástica y viscosa claramente separada en dos 

sumandos, lo cual facilita la interpretación. Al final del capítulo daremos una posible interpretación 

física para cada uno de los sumandos en el caso de una célula. En la bibliografía de reología [115]  se 

suele hablar a menudo del coeficiente de viscosidad en cortante (ʂ), mientras que la expresión 2-27 

está expresada en función de la viscosidad en compresión (ʂ). La relación entre ellos estará dada, en 

el caso incompresible, por (ver apéndice D.2.1) 

ʂ σʂ 2-28 

  

De esta forma, para comparar valores, es más conveniente reescribir la fuerza como 

Ὂ ὉὍ σʂὍ Ὅ 2-29 

  

Vamos a calcular las diferentes expresiones de la fuerza para algunas geometrías de punta comunes. 
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Cilindro 

 
Fig. 2-2: Esquema de indentación de un cilindro combinado con el modelo de Kelvin-Voigt. 
 

En este caso tendremos que  ρ y   , lo que junto con la expresión para la velocidad 

convierten la ecuación 2-27 en 

Ὂ
ςὥ

ρ ’
ὉὍ ʂὍ 2-30 

  

El primer sumando coincide con el caso puramente elástico resuelto por Sneddon. Es interesante 

notar que la fuerza es lineal con la penetración y con la velocidad. Esta linealidad es debida  a que el 

radio de contacto es independiente de estas variables. 

En el caso de que la muestra sea incompresible (por ejemplo, en la aplicación particular de la célula), 

sabemos que ’ πȢυ y que ʂ σʂ, por lo que la fuerza sería 

Ὂ
ψ

σ
ὥὉὍ σʂὍ 2-31 

  

 

Cono 

 
Fig. 2-3: Esquema de indentación de un cono combinado con el modelo de Kelvin-Voigt. 
 

En este caso tendremos que  ς y   , lo que junto con la expresión para la velocidad 

convierten la ecuación 2-27 en 

Ὂ
ςÔÁÎ—

“ρ ’
ὍὉὍ ςʂὍ 2-32 
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De nuevo, el primer sumando es exactamente igual que el obtenido en el caso elástico. Sin embargo, 

en este caso hemos perdido la linealidad con la indentación. Esto es debido a que el radio de 

contacto va variando en función de la indentación (la relación entre ambas variables estaría dada por 

la geometría del cono). 

La simplificación al caso incompresible sería 

Ὂ
ψ4ÁÎ—

σ“
ὍὉὍ φʂὍ 2-33 

  

 

  Esfera 

 
Fig. 2-4: Esquema de indentación de una esfera combinada con el modelo de Kelvin-Voigt. 
 

En este caso tendremos que  ρȢυ y   , lo que junto con la expresión para la velocidad 

convierten la ecuación 2-26 en 

Ὂ
τὍὙ

σρ ’
ὉὍ

σ

ς
ʂὍ 2-34 

  

De nuevo, la primera parte es la solución clásica de Hertz para el problema de indentación elástico. 

Para nuestro ejemplo particular de una célula incompresible tendríamos 

Ὂ
ρφὍὙ

ω
ὉὍ

ω

ς
ʂὍ 2-35 

  

Nótese que estas expresiones difieren de algunas encontradas habitualmente en la bibliografía de 

AFM [89]. Estas diferencias son debidas a que en algunos estudios no se ha analizado la 

tridimensionalidad del problema, asumiéndose una extensión del caso unidimensional como válida 
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2.6 Soluciones particulares para SLS 

 

Si suponemos que la función de relajación está dada por el modelo de SLS (ver apéndice D.2.2), la 

ecuación 2-25 será 

Ὂ  Ὁ ὉὩ
ὨὍ

Ὠ†
Ὠ† 2-36 

  

Si intentamos realizar la integración, veremos que se compone de dos sumandos 

Ὂ ὉὍ Ὁ  Ὡ Ὅ  ὍὨ† 2-37 

  

El primero es exactamente igual al caso puramente elástico, y tiene solución cerrada para cualquier 

función de indentación temporal. El segundo término se podrá integrar solo para ciertos casos 

particulares. Uno de ellos es cuando la indentación es lineal con el tiempo (es decir, la velocidad es 

constante). Esta indentación también es llamada triangular. 

Ὅ ὺὸ 2-38 

  

Dado que dicho esquema de indentación es de interés práctico, veamos cómo es la solución para la 

fuerza para diferentes geometrías bajo tal hipótesis. 

 

Cilindro e indentación lineal 

 
Fig. 2-5: Esquema de indentación de un cilindro combinada con el modelo SLS y con una 
indentación a velocidad constante. 
 

En este caso tendremos que  ρ y   , lo que junto con la expresión para la velocidad 

convierten la expresión 2-37  en 

Ὂ
ςὥ

ρ ’
ὉὍ

ςὥ

ρ ’
Ὁ  Ὡ  ὺὨ† 2-39 

  

En este caso podemos integrar el segundo término, por lo que la solución general será 

Ὂ
ςὥ

ρ ’
ὉὍ

ςὥ

ρ ’
–ὺ ρ Ὡ  2-40 
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Y en el caso incompresible 

Ὂ
ψ

σ
ὥὉὍ –ὺ ρ Ὡ  2-41 

  

Es interesante ver que, para tiempos muy grandes y para esta geometría en concreto, el modelo de 

SLS a velocidad constante equivale al de Kelvin-Voigt. En efecto, si en hacemos ὸO Њ en la 

expresión 2-40, obtenemos exactamente la solución de Kelvin-Voigt hallada anteriormente (ecuación 

2-30). Esto es debido a que, para tiempos largos,  el amortiguador llega a un equilibrio con el muelle 

con el que encuentra en serie. 

Cono e indentación lineal 

 
Fig. 2-6: Esquema de indentación de un cono combinada con el modelo SLS y con una indentación a 
velocidad constante. 
 

En este caso tendremos que  ς y   , lo que junto con la expresión para la velocidad 

convierten la ecuación 2-37 en 

Ὂ
ςÔÁÎ—

“ρ ’
ὉὍ

ςὸÁÎ—

“ρ ’
Ὁς  Ὡ  ὺ†Ὠ† 2-42 

  

En este caso podemos integrar el segundo término, por lo que la solución final será 

Ὂ
ςÔÁÎ—

“ρ ’
ὉὍ

τÔÁÎ—

“ρ ’
ὺ–Ὅ

τÔÁÎ—

“ρ ’

ὺ–

Ὁ
Ὡ ρ  2-43 

  

Y en el caso incompresible 

Ὂ
ψÔÁÎ—

σ“
ὉὍ ςὺ–Ὅ ς

ὺ–

Ὁ
Ὡ ρ  2-44 

  

Al contrario que en el caso del cilindro, para esta geometría no se cumple la equivalencia con la 

solución de Kelvin-Voigt cuando ὸO Њ, ya que en este límite 2-43 no tiende a 2-32. Esto es debido a 

que el área de contacto nunca es constante, por lo que nunca se llega a alcanzar un equilibrio interno 

entre el amortiguador y el muelle con el que está en serie. 

Sin embargo, sí que se pude comprobar que el término puramente elástico es igual al obtenido 

clásicamente por Sneddon. 
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Esfera e indentación lineal 

 
Fig. 2-7: Esquema de indentación de una esfera combinada con el modelo SLS y con una indentación 
a velocidad constante. 
 

En este caso tendremos que  ρȢυ y   , lo que junto con la expresión para la velocidad 

convierten la ecuación 2-37 en 

Ὂ
τ Ὑ

σρ ’
ὉὍȢ

τ Ὑ

σρ ’
Ὁ
σ

ς
 Ὡ  ὺЍ†Ὠ† 2-45 

  

En este caso podemos integrar el segundo término, pero usando la función de error para escribir la 

solución 

Ὂ
τὙ

σρ ’
ὉὍȢ

τ Ὑ

σρ ’

σ

ς
ὺ–ЍὍ

τ Ὑ

σρ ’

σ

ς
ὺ– Ȣ

“

Ὁ
Ὡ ὩὶὪ

Ὁὸ

–
 

2-46 

  

Donde ERR(x) es la función de error, la cual no tiene expresión analítica, pero se encuentra 

convenientemente estudiada y tabulada en la bibliografía. 

De nuevo en el caso incompresible 

Ὂ
ρφὙ

ω
ὉὍȢ

ω

ς
ὺ–ЍὍ

σ

ς
σὺ– Ȣ

“

Ὁ
Ὡ ὩὶὪ

Ὁὸ

σ–
 2-47 

  

De la misma forma que en el caso del cono, cuando ὸO Њ no recuperamos la solución de Kelvin-

Voigt para esta geometría. 

 

2.7 Soluciones particulares para un modelo Power-law 

 

Si suponemos que la función de relajación está dada por el modelo de Power-law (ver apéndice 

D.2.3), la ecuación 2-25 será: 
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