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Resumen

El estudio de la relacion entre las propiedades mecanicas y la fisiologia de una célula es un tema
importante en mecanobiologibos pardmetros mecanicos sirven como indicadores de distintas
patologias, asi como de diferentes procesos celulares. En esta tesis, se estudian las posibilidades
ofrecidas por un microscopio de fuerza atébmica (AFM) para el estudio de dichos parametros. S
analiza con detalle la interaccion de la punta del microscopio con la cétdmakis diferentes

modelos de respuesta mecanica de la misma. Se tienen en cuenta las condiciones de cultivo de la
célula (propiedades mecanicas del sustrato). Todoeslttedina perspectiva principalmente tedrica,
aungue combinada con simulaciones numéricas y algunos expetimentos

En el primer capituloealizaremos un pequefio repaso histérico de las medidas de las propiedades
mecanicas de las células. También analizarehestado del arte de la tecnolagitual, tanto desde
el punto de vista del AFM como de otras técnicas.

En el segundo capitubmalizaremos como serian las fuerzas obtenidas por el AFM en el caso de que

la célula tuviera un comportamiento viscoelast@btendremos soluciones exactas para la
combinacioén entre los modelos méas usados en la practica {k@iinSLSPoweraw) y las puntas

mas comunes en AFM (esférica, conica y cilindrica). Analizaremos en detalle dichas soluciones, asi
como las hipétesien las que se basan. Finalmente aplicaremos nuestros resultados para analizar las
propiedades mecanicas de un fibroblasto, asi como la variacién de dichas propiedades ante cambios
temporales y quimicos en el entorno de la célula.

El efecto del soporte gido sobre el que se apoya la célula en las medidas mecéanicas ha sido
estudiado por diferentes investigadores, aunque no con la suficiente gené&mligadercer

capitulo, pr lo tanto, extenderemos, completaremos (y en algunos caso corregiremhgjdagso
propuestas en la bibliografia, haciéndolas vélidas para la mayoria de las geometrias usadas en las
puntas de AFM. Para ello haremos uso de diferentes herramientas matematicas, como las funciones
de Green y el teorema de reciprocidad, que sendlicadas en detalle. Todas las soluciones de este
capitulo seran validas solo en el caso de que la célula sea vista como un material elastico.

En el cuarto capitulo,na vez resuelto el problema de la viscoelasticidad en un medio infinito
(capitulo 2) y alel efecto del soporte rigido en el cual se apoya la célula (capitulo 3), estudiaremos la
combinacién de ambos. Haciendo uso conjunto de las herramientas ya explicadas en los capitulos
anteriores, obtendremodrinulas cerradas para la fuerza en funcida d@elentacion para el caso de

una célula de grosor finito, suponiendo que la misma se comporta de forma viscoelastica.
Proporcionaremos formulas generales asi como soluciones concretas para los modelos viscoelasticos
y geometrias de la pumtes comunes.

Las soluciones encontradas para los modelos viscoelasticos (capitulos 2 y 4) son solo validos cuando
la punta del AFM esta entrando en la muestra, pero no cuando la misma se esta retirahdo. En
quinto capitulo analizaremos las causas de dicha limitaegiudiaremos las soluciones propuestas

en la bibliografia. Resolveremos analiticamente el problema para los casos dados en los capitulos
anteriores, de forma que el problema de la indentacion de una célula viscoelastica de grosor finito
quedara completaente resuelto.



Todo el estudio realizaden los capitulos anterioregpone que la célula se comporta de manera
homog®nea, es decir, gue sus propiedades mecé8&ni
diferentes elementos que forman su estructurenmt&nel Ultimo (sexto) capituleremos hasta

qué puntopodemos ir mas alla de esta hipotemiglizando la heterogeneidad, tanto en profundidad

como en la dimension lateral, de un fibroblasto. Dada la dificultad del problema, este capitulo
combinarédsimulaciones de elementos finitos con datos experimentales, siendo la relevancia de las
soluciones analiticas bastante méas limitada que en los capitulos anteriores. Finalmente intentaremos
combinar todo lo aprendido para obtener una tomografia mecar8€admla célula.



INDICE

1. Contexto hiStOrCO Y ODJELIVAS . .....cciiiiiiieiiiie et 8
1.1 FiSICA Y DIOIOGIA. ... .eeeeiiiiie et 8
1.2 EI AFM como instrumento de Medida............cocvvieiiiiiriiiiiiie e 11
1.3 Analisis mecanico de la célula con Un AEM.........cccooiiiiiiiiiiiic e 13
1.4 ODbJetiVOS 0 ESLA tESIS. . uuuuiiiiiiiiiiiiiii e 16

2. VISCOEIASHCIHAM ......eeeeeeiiieeie ettt e e e s e r e e e e e e e e ees 19
2.0 INETOTUCCION. ...ttt e e ekt e e e bbe e e e esbe e e e anneeeeeannes 20
2.1 ECUACIOBS DASICAS. ... .eeiiiiiiiie ittt 20
2.2 Grados de libertad y coeficiente de POISSQN...........cccccciiiiiiiiiiiiiiiiiereee e 22
2.3 El problema de la indentacion elastiCO.............coeveieiiiiiiii e 24
2.4 El problema de la indentacion VISCOEIASHLO. ..........cccccciiiniiiiiiiiiiieee e 27
2.5 Soluciones particulares para KeMBDIGL............coooiiiiiiiiiieeeee e 28
2.6 Soluciones particulares Para SLS........coooiiiiiiiiiie e 31
2.7 Soluciones particulares para un modelo POIABL..............c.c.uevveviieiiieiiiiiiiiiieeeeeeeeeeee, 33
2.8 ComMProbaciOn NUMETICAL.......ccoccuriiiiiiiiiirtrirr e e e re e e e e e e e e e aaaaaaaaaeaaaeeaeeaseaaseaaaaasnannnes 36
2.9 Interpretacion fisica y biolégica de los modelas..............cooooeiiicciiiiiiiieeeeee 38
2.10 Obtencién de los pardmetros en un experimento de AEM..........ccccoovviveiiniieeennne 40
2.11 Ejemplo préctico: medicién de laspiedades de un fibroblasto..............ccccceviieeenee. 42
2.10 CONCIUSIONES. ...ttt eeeiiite ettt e et e e e e e e et e e e e e e e e bbb e et a e e e s aabbn e e e e e e e eannes a7

3. Efecto del substrato en un sistema elastiCo.............ccoiuiiiiiriiiieiiee e 49
O [ o e [UTelol o] o AN PP UT PP OPPPPPPPPRR 50
3.1 descripmn matematica del problema............cuuevieiiiiiiiiii, 50
3.2 SOIUCION A€ DIMILITAIS ....eeeiuiieee ettt e e et e e e e e snnaeeas 51
3.3 Extension de la solucion a otras geomMetras........cocvviieiiiiiiiiiiee e 56
3.4Soluciomt a SYA T £ ¢ RS..dzy....0QALAY.RNRB.®. ...ooooovvriirnnn 62
3.4 Fuerzas y areas para UN CiliNALQ............uueiriieiiiiiiiieee e ee e e e 66
3.5 Fuerzas y reas para UN CONQ..........cceeeiurrerrreeeesainreeereeeaaannneeeseeesssmnsseeeeeessannsmmeeeesd 67
3.6 Fuerzas y Areas para WELEIA..........coouiuiiiiieee et e e e e e s seee e e e e s e e e e e e s ennnnaeeeeeeaans 69
3.7 Fuerzas y &reas para UNa NANOAGUJA. .......cccuureeerrurrreeiiureeeaaieeeessnsreeesasreessasseeessnseeess 71
3.8 Estudio NUMErICO de [0S reSUltadDS. .........ueeiiiiiiiiiiiiiie e 72



IR I o] o 103 [ 1] T0] 4 1= 78

4. Efectadel substrato en un sistema VISCOIASEICA. ............covuiiiiiiiiiiiiiiicee e 80
4.0 INETOTUCCION. ...ttt e e s e e s e e s ann e e e 81
4.1 Combinacion del substrato y viscoelasticidad..................cccoeiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeee, 81
4.2 Aplicacion al modelo de KEeRMDIGL............coiuriiiiiiiie e 82
4.3 Aplicacion al mOdelo de SLS.........oooiii e 85
4.4 Aplicacion al Modelo de POWBEN. ...............uuiuiiiiiiiiiiiieriier e e e e e 89
4.5 ComprobaciOn NUMETICA.............oooi i e e e e e e e e e aaaaa e 92
4.6 CONCIUBINES ...ttt ettt s e e ab e e s e e e s anneeeeeas 98

5. El Problema del &rea de CONtACLQ..........uuiiiiiiiie i 99
5.0 INTOTUCCION. ...ttt e ettt e e e e e e e e bbb e e e e bt e e e e anbeeeeennnes Q9
5.1 DESACOPIE PUNEIUESIIAL.....ceeieiiiiiiiiiiiee e ettt e e e e e st e e e e e s e e e e e s e annbe e e e e e e e e ennnees 100
Ao 8Tt o] o o [T N o To TR PP 101
5.3 Calculo de las soluciones para el cashel@inVoigt.........cccccvvveeviieiiiiiiie, 104
5.4 OtrOS MOUEIOS. .....eeeiiiiiie ittt e et e e e s s e e e anre e e e e 107
5.4 COMProbaCION NUMEIICAL. .......vveeeiiiiee et ettt et e s bb e e e ebbe e e e annees 108
5.5 CONCIUSIONES. .....eiiieiiiiitee ettt e s st e e e e et e e e e e nnb e e e e e e e e anabenees 114

6. Tomografia 3D de 12 CEIULA..........cc.uiii i 115
B.0 INETOTUCCION. ...ttt e e ek e e e e nbb e e ebne e e e 116
6.1 Método y procesamiento de 10S datOS..........cevvvviiiiiiiiiiieiii e, 116
6.2 Informacion de los diferentes Canales. ..........c.eeeiiieiiiiiiiieiiieee e 118
6.2 Consistencia de [0S WS ODENIJOS. .........cuviiiiiiee e 121
6.3 Analisis D de los mapas MecanotoPgrafiCoS.........uuuiiiiiiiiiiieiiieie e 122
6.4 Andlisis B de [0S Mapas de MQIdEZ.........ccouuuiiiiiiiiee e 125
6.4 CONCIUSIONES. .....eeiieiiiitte ettt e e e et e e e e e e et e e e e e e e e e e e e e nnnnnees 128

Y 0 1= T o USRS 130
A. Simulacion mediante FEM..........oooiii e 130
B. Transformadas iNtEGIrales............coiiiiiiiiiieii e e e 132
C. Fundamentos de teoria de la elasticidad.............ccooouiiiiiiiiiee i 135
D. Modelos de VISCOEIAStICIAAM. .............uvreiiee i 138

PUBIICACIONES. ...t e e e e e e e e e e e e s 144

RETEIEINCIAS. ... ettt ettt e e e e e e e e e e e e e e e e eas 145



1. Contexto historico y objetivos

1.1Fisica y biologia

Durante la mayor partde la historia de la humanidag pensé quel comportamiento de los seres

vivos y ddos seres inertesbedeciaa reglas diferentes. Usedruscoy uncamellg una montafia y

una vpartereeéa a mundos sin nada en comgne | de |l as cosas Omuertas
0 v i ypardodgue no podrian explicarse usando las mismas tdemias principio, la cienciao

cuestiond tal separacifero, experimento a experimentorepard el camino para una descripcion
unificada del univers®oco a poco se fue viendo que las reglasmdedo inerte y las del mundo

vivo eran las mismas, ya fuera en quingica kasintetizacion de la urelngradapor Wholer en

1828 se vio que los compuestos quimicos de un ser vivo se podian conseguir a partir de elementos
0 mu e ) b @rs fisicappr gemplo los experimentos de Galvanen 1728 donde aplicaba
electricidada las patitas danarang. Actualmenteesta casi totalmente aceptado cuaquier ser

Vivo tiene que obedecer las mismas reglas de funcionamiento que un objeto inerte.

En esta t&is vamos gender puentesntre dos campagparentemente alejados entraisa de fisica
(la mecénica dsélido3 y otro de biologia (el estudio de una cél@agcias a esta unién podremos
estudiar el coportamiento mecanico de la céldate diferente cambiosfisiolégicosy de su
entorno.

Un poco de historia

ROBERT HOOKE
1635 - 1703

Fig. 10: Retrato (del que existe cierta discusidre su veracidade Robert Hookgiunto con uno
de sus dibujos de las células (en el sentido de celdas, habitaciones de [Lj). itagke dio
solidez matematica a los primeros estuydiiagramalechos por Gdko (derecha de /la imagen)



Quizas el origen histérico de esta combinacién entre células y propiedades mecénicas tiene un
nombre propio: Robert Hooke (163503). Si bien Hooke no estudid directamente la relacién
entre mecanica de estructuras y célslagalizé estudios detallados de microscopia en diferentes

seres vivos (plantas, anim@es siendo el pri mer o .eQomoaasufar | a
estructuras que veza en el mi croscopi o se parec:
monaserios pues las llamo de la misma forma, dando origen al tér@@forma independiente,
desarrolld a pri mera formulaci -n matem8tica de | a el a:
capitulo 2, que es la base de todos los estudios posterioreldstieidadComo curiosidad, era
costumbre en aquella ®poca Ooprepublicaro tus d

autentificar tu autoria de lo descubierto, pero sin darlo a conocer de manera prematura. De esta
forma, la primera teoria de la elcistad se publicde la siguiente forma:

CEIIINOSSSTTVYV

El s i g nibudna ai tb@xpledatos perderia el sentido original por el que se utilizaba un
anagrama ¢no? Asi que dejaremos que el lector interesado estudie latin por su cuenta, mientras
seguimos con nuestra introduccion historica.

A pesar de estos primertrabaps (y de algun estudio anacrénico, como por ejemplo Galileo en su
obra magna oLas d o $638 unaescripcids aentificaompletadk Bsifuerzasd e

y deformaciones de los objet@ne que esperar hasta el siglo Xidsta ese momento, los estudios
estuvieron limitados por la falta de herramientas matematicas adecuadas (recordemos que el célculo
diferencial senventa en el siglXVIl, pero su utilidad inicial es muy limitadapor no ser un
problema prioritario parka sociedad del momento. Sin embargo, el invento de la maquina de vapor
creala necesidad de explicar y mejoramektsucturasle acero dda revolucion industrialo que con

la sofisticacion matematica alcanzada en aquella época, permite que flesartia ele la mecanica

de solidosEs interesante notar que gran parte de la fisica utilizada en esta tesis (desclipcién de

mi cropal anca de wun AFM, mec8ni ca deladasaestsact oé)
viejosproblemas de la revoluciondmstrial (solucion de Eul8ernoulli al pandeamiento de una
viga, solwuci-n de Hertz al. problema de contacto
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Fig. 1. Torre Eiffel, donde se usaron de forma extensiva las recién obtenidas ecuacior
elasticidad (jcalculadas a mamblfa derecha vemos, en una imagen de fluorescencia, /a esi

interna de la célul@imagen Torsten Wittmann, Scripps Researastitutg.

En este trabajgamos a intentar analizar la célula como si fuerdeieaagstructura de acerolo

cual parece sorprendente a primera vista, pero es bastante razonable si lo pensamdSuamgoco

vemos la configuracidnterna de una ddla (véase la figurall, compuesta de un entramado de

fibras llamado citoesqueletogs podria recordata celosia de vigas de un edificiono la torre

Eiffel, por lo que parece razonable el utilizar las mismas herramientas depamallsisina y para la

otra Es mas, existen tres tipos de componentes en el esdfilelatode actina, microtibulos vy fibras
intermediasDebido a las diferentes rigideces y grosores de cada una, se ha propuesto que algunas
actian como cables, y otrasno vigas, de forma similar a un puente colda#ik Curiosamente, la
rigidez de | as ovigaso6 i nter naf6] (dbleorddnade los®l ul a e
megapascales pahcaso de lactina) asi queincluso en valores numéri¢cda cosa no anda tan
desencaminada.

Aceptando entoncda similitud entre nuestra célulay un puelstpe gunt a esé ac- mo po
medir las propiedadefe unanimalillo tan pequefio

Midiendo una célula

Desde esas primeras imageobtenidas porHooke, han tenido que pasar 300 afios para que
podamos medir directamte las propiedades mecasiae una céluldctualmente existen varios
métodos, todos ellos con sus fortalezas y debilifigdes

Una opcién consiste en colocar la célula entre dos placas rigidas pSiaeksamos las placas
entre si, la célula se comprimird, por lo que podemos medir la fuerza necesaria para alcanzar cierta
compresion,con lo que calculamasn valor para la rigidez global de la célula. Este método es



|  amado en Pamllepdandrheometf8ldréomaetriad@e planos paraleldsha variante

de este método consiste en colocar muchas células entre los dos platos detun tradimionaly

medir la fuerza torsional necesaria para girar las dos [HhcBe este experimento podemos
obtener un valor medio para la rigidez a torsion de las céluda® puede relacionar facilmente con

la rigidez a compresi6Ambos métodos permiten medir no solo las propiedadesyitiez estaticas
(médulo de Young y equivalentes), si no las propiedédeselasticaéiscosidad, tiempo de
relajacioe . ) reali zando | as [Mledi das de forma di n8mi

Otro métodousadoconsiste en lanzar dos haces de luz sobre la superficie de la célula. Debido a la
diferencia de indices de refraccion entre el interior y el exterior de la misma, los haces de luz
cambiaran su direccion y velocidad, causandofueraa en la superfici@0-12] Midiendo las
deformaciones y fuerzHs3] provocadagor esta interacciése puede estimar la rigidez de la célula.
Este método es llamado en la bibliogradiaticd streching(estirajamiento optico)

Una tercera via para medir las propiedades mecanicas de la c@lotergzequefias bolitas en

contacto con la célylsg medircomo se mueven: A mayor dificultad de movimiento de las mismas,
mayor valor de los valores mecanicos de la c8ulas bolitas son magnéticaseycolocaren la
superficig12, 14]se puede usar un campo magnético fiaralas a rotar, y, midiendo la magnitud

de estos movimientos, calcular la rigifie¥, 15] Este m®t odmagnatic twistihga ma d o
cytometed (citometria potorsibnmagnética Otra opcidn paraxcitarel movimiento de las bolitas

es utilizar un laser, que al interaccionar con las mismas proporcionard la fuerza necesaria. Esta técnica
es | | Guiia/dvaeezéd{pinzas opticag)b, 17]

Siguiendo con la idea de las bolisiestan son fluorescentegste una tercera opcidan primer
lugarseinyectanen el interior de la céluldlna vez que estan dentro, midiendo suwimientos
brownianos (mediante métodos Opticos), se puedenuevo estimar los parametros mecanicos
buscadog18-20]. Est e m®t o dRarticletrackirly |méroraed/ogy(nmicroreologia por
seguimiento dparticulas

Por ultimo,existeunaherramientdlamadaAFM (microscopio de fuerza atomic@&omo esla que
vamos a usar en esta tesis, vamos a explluatasia yfuncionamiento con mas detalle.

12 El AFM como instrumento de medida

En 186, Gerd Binnigy Heinrich Rohrerecibieron eNobel de fisica por inventar el microscopio de
efecto tunel. Este aparato abrié un nuevo campo pararascopiaque dejé de sacaimplemente

of oyvempé&zé &t oc ar 6 |danslo lugar a snh grans/ariedadideds de investigacion,

asi como abriendo el camino a la invencién de nuevos instrumentos para analizar y manejar la
materia a escala nanométrica. Una de esas herramiemtaste direatdel microscopio de efecto
tunel, es el llamado Microscopio de FmarAtomica (AFM)creado en 1986 pdinnig, Quate, y
Gerber[21]. Vamos a realizar una pequefia descripcion del mysd®su funcionamiento, que es
bastante simple concepiuaite.

Descripcién de un AFM

ca

(



N
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Fig 1-2: (a)Esquema del funcionamiento de un AFM. (b) Curva fu#egalazamiento tipica de .
experimento de espectrometria de fuerzas.

Como podemos ver en la figut2, el AFM no es mas que un tocadis@s miniaturalLa parte
principal esuna micropalancéb) (unapalanca muy pequefide un tamafo del orden de micras)
voladizo, a cuyo extrentibre sele afiade una punt@d) de una geometria determingganta cuyas
dimensiones pueden saealmente pequefias, inclos del orden de nandmetrosMediante
elementos piezoeléctricos se puede controlar la padiida vertical comen el plandhorizonta)

de la base dalichamicropalancg?2), haciendo que la punta toque (o simplemente se acerque lo
suficiente como paraetkectar una interaccién) punto de la muestra (GJue se desee medita
fuerza de dicha interaccién se puede cuantificar midiendoldéxidefde lamicropalancalo que
actual mente se consi Quaical beam deflection encted ( mPraomdd o d é
deflexion de un rayéptico]22]. Estemétodoconsiste en dirigir un 1as@®) a la superficie superior

de la micropalancael cual, al doblargeor la fuerza de una interaccidnodificara Igosicion del
reflejo del laser. Estaniarion de la posicion del reflejo se mide con un fotod{djldo que permite

el calculo de la deflexién teemicropalancay, por lo tanto, lantensidad de la interaccién dela punta
con el objeto a medilna vez realizadas las calibraciones adecdalsistema, la intensidad de la
interaccion se puede cuantificar en unédade fuerza (del orden de nasetons, para medidas de
células por ejemplo).Estafuerza se suele representar funciéon delmovimientovertical dela
micropalancacomo podemoser en la figura-2

Originalmente, e las primeras versiondsl AFM, la punta siempre se encontraba en contacto con la
muestra mientrasla micropalancase desplazaba horizontalmente, escaneando la muyestra
obteniendo & topografiaSin embargo, a lorgo de los afios se han estudiado y aplicado otros
modos de funcionamiento. Vamos a describirlos de forma basica.

Modos de funcionamiento

El m®t odo m8s b8sico es edonadtASMr { ABMadéEnc opnt amend
este método se varia la posicion de la micropalanca durante el escaneo deladeémsha que la
fuerzaméximamedida siempre sea constante. De esta forma, monitorizando losnieos

verticales de logiezoeléctricogue mueven lamicropalancapodemos obtenerl topografia de la

muestra. Aunqueedne la ventaja de su sencilissta técnica sufvarios problemas que hacen que ya

no sea tan utilizad23]. El primero es que la punta es arrastrada lateralmente mientras esta en

1
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contacto con el material, por lo gpedria dafiala muestra a medir. Por otro lado, no es lo
suficientemente sensible para medir fuerzas muy pegpeidsque no es util para medituestras
blandas Ademas este método solo proporciona la topografia de la muestra, no ofrece informacién
sobre la composicion,@rpi edades mec8ni casé

Para solucionar estos problemas se desarrollé otro métotoa m alihamic AFN (AFM
dinamico)24, 25] En este método la palanca lsace oscilar de forma que toque la muestra
intermitentemente. Este contacto intermitente varia diversos parametros de oscilacién de la punta
(amplitud, fase, frecuencia), cuyo estudio permite obtener caracteristicas mecénicas y topograficas de
la muestra anedir. Este método se ha estudiado y mejorado en profundidad, obteniéndose variantes
del mi smo c omo e[R6] énlelxunlese r vilirdr fa pataacadbsfrecuencias a la

vez, pudiéndose obtener diferente informacion analizando el comportamietde diéerentes

modos vibracién de la micropalanca.

Si bien los modos dinamicos y de contacto se encuentran bien desarroliaterpréaacion fisica
de los resultados obtenidos suele ser complicada. Otra ap®6se ha estudiades aproximar y
separar la punta de la muestradiferentes puntos de la misma, obteniéndose entcocess de
fuerzadistancia en cada punto analizadlediante el analisis de estas cus@pueden mapear las
distintas propiedades mecéanicasiynigas de la muestra, lo cual compdatala imagen topografica
[23, 27] En esta testdesarrollaremos una variante de este método.

1.3 Analisismecanicale la célula con un AFM

Dada la capacidad del AFM para poder propiedades mecdanicas a escala nanométrica, su utilidad para
el estudiode muestras deelevancia biologicss obviaSe harrealizadamedidas de polimerd28-

33], proteinag23, 3439], capsides viricgs40, 41] célulag42-49]y tejidog50]. Vamos a realizar un

pequefio repasa los logros obtenidos hasta el momeo¢émtrandonos en el caso de las mediciones

de célulasSi bienen una célula el AFM permite hacestudios tanto déopografiacomo de
propiedades quimicas y de adhedid8], vamos a centrarnos en el estudio de las propiedades
mecanicas.

Estudio eléticode la célula

La descripcibn mas basica de una célula es suponer que es un medio infinito y elastico. Obteniendo
una curva de fuerzas y aplicando un modelo de contacto adecuado, es posible calcular la rigidez del
sistema (descrita por el valor devgdulo de Young). Usando esta simplificacién, un gran nimero

de investigadores han obtenido la respuesta mecanica de la misma usando el AFM como herramienta
[42, 43, 4618, 5156] Basicamente, lo que se obtiene en dichos estudios es el médulo de Young
como unico parametro del sistema. A pesar de la sencillez de la descripcion, se ha observado que la
rigidez de la célula esta relacionada con distintos aspectos de interés HRadgmplo, el

modulo de Young varia si una misma célula es maligna o no, o si la célula estd sometida a ciertos
estreses mecanicos o quimifE®67]. En resumen, se ha visto que la rigidez es un buen marcador



de los diferentes procesos patolégicos vy fisiol6gicos a los que se encuentra sometida la célula y su
entorno.No solo eso, si ho que existen protocolos perfectamestardllados para realizar dichos
analisig27, 68]

Sin embargodescribir la célula mediante un splarametrorelacionado con la elasticidad no es
suficiente. Por un ladia alta complejidad interna de la cél@8, 70]incluye no solo elementos

rigidos como el citoesqueleto, si no otros en fase liquida como el citosol. La respuesta mecanica de
este sistema no puede ser puramente elastica, sino que tidaeequrerta componente temporal.

Por otro, si bien la descripcién elastica proporciona informacion util sobre la célula, ciertos procesos
no se ven reflejados en el médulo de Young. Por ejemplo, células cancerigenas en diferentes estados
de desarrollo ofcen la misma rigidez estructu@®, 71, 72] Debido a estas limitaciones del

modelo elastico, se han propuesto y llevado a cabo estudios suponiendo que la célula se comporta
como un material \iselastico. Vamos a describirlos.

Descripcién vimelastica

Una primera ventaja de asumiscoedsticidadesque nos ofrecanclusoen su version mas bésica
(modelo de Kelvi#voigt),méas de un gradde libertad al parametrizar el sistefste aumento de

grados de libertad nos permite lidiar con la dejitad estructural y de comportamiento temporal

de la célulaAdemasdiversas investigaciones han mostrado la importancia de la viscosidad en los
procesos internos en células de mamii&rd4, 46, 70, 7#39]. Sin embargo, no existe ni un modelo

[30, 80682] ni una metodologia universalmente acepada para realizar dichas [@€didlds68, 72,

75, 76, 838B5]. Las metodologias usadas para realizar medidas viscoelasticas en células usando un
AFM se pueden dividir grosso modo en dos variaWtémdos acilatoros (similares a las de AFM
dinamico)y de respuesta temporal.

En las primerada punta penetra la muestrasta cierta indentacién, y una vez fijada esa posicion, se
provoca unascilaciérsinusoidade lamicropalanc§74, 84, 85]Una variante de dicha metodologia
serian los experimentos de nftdituencid46, 76, 8486], en los cuales la oscilacidon es una suma de
distintas sinusoidales a distintas frecuerdiamtamiento tedrico de estos métodos suele ser de gran
complejidad84], asi como la interpretacién de los parametros obte®do®jemplo, un parametro

gue se obtiene frecuentemente de estas medidas oscilatorias para rclantifcsidad es el

| | a maodstangérnit[71, 84] Este parametro, aunque natural en las teorias oscilatorias (representa
el ratio ente la energia disipada y laginetonservada en el material durante un ciclo de oscilacion
[32], no tiene un equivalente mecanico directo en el modelo del material.

La otra principal metodologia para medir las propiedades viscoelasticas es la obtencion de la
respuesta temporal ante un estimulo mecamnstante en el tiempo. Este estimulo puede ser en
fuerza (midiéndose en tal caso la respuesta en deformaciones en funcién del tiempo de la célula) o en
deformaciones (donde se mediria la respuesta temporal de la fuerza). Los primeros son denominados
d e Craemd , queamiden como el material cef#®, 75, 76] mientras que los segundos son

| l amados e x peadre/laraioot, o sy adnadeucemo daefuerza se rel§gd, 70, 83]

Estas metodologias requieren mantener un comokinuo de la posicion vertical déa
micropalancan funcion de la respuesta de la muestra, lo cual las hacer relativamente complicadas de
implementar.



El AFM ofrece otras metodologias para realizar las medidas, quizas no tan usadas como las
anteriores. Una de ellas es medir directamentgas fuerzdistancia penetrando kauestra a

velocidad constant®e esta forma la energia absorbida por la muestra estara relacionada con la
histéresis entre la curva de ida y la de Vi28te887, 88]Dado que esta energia mide indirectamente

la viscosidadpareceria que el problema esta resuelto. Sin embargo, los detalles para obtener los
parametros por este método distan de ser triviales, ya que requieren conocer tanto ¢B&jodelo

como el comportamiento del &rea de contacto con la indentacion. Uno de los principales objetivos de
esta tesis es dar una respuesta lo mas completamente posible a las cuestiones que plantea esta
metodologia.

Como hemos dicho, no existe un deto cominmente acepta@n la bibliografipara describir el
comportamiento viscoeléstico de la célula. De todas formas, los mas extendidos sorRvidgelvin
[6] (debido a su sencillgz el Qandardinearsolid [6] (SLS, el mas sencillo que describe
correctamente tanto experimentos cleepcomo de/oadrelaxatiopy elPowedaw[6, 76](que tiene

una base teérica bastante soélila)los apéndices se puede encontrar la descripcion matematica de
cada uno de ellos.

Heterogeneidag dimensiones finitas

Dado que no existe un acuerdo generalizado sobre qué combinacidaddi® viscoelastico y
metodologia es la mas adecuada para diesgna célulase han estudiado en profundidad las
distintas limitaciones de todos ells ha discutido el efecto de la no lineal[@88#3], del modelo
mecanico para describir la deformacion de la cf0la9395], o de la relacién entre viscosidad y
energia disipadd1l, 78, 86]Por otio lado, existen otras cuestiones experimentales donde ha habido
un intenso debate, confa localizacion del punto de contacto en las curvas de-distezecid96], la
calibracion de la punf@7, 98] o la influencia de los efectos hidrodinami@® 100] En esta tesis
vamos a afrontarod de ladimitacionesmas importantes, las cuales no cuentan con una solucién en
la bibliografiala heterogeneidadhternacélula (debida a los distintos componentes que forman la
mi sma: citoesquel et o, ci t os ddelé@rden ge 1D0ane dedgrosoe ns i o n e
en algunos puntass decir, la mayoria de modelos fisicos usados perabitela indentacion del
AFM suponen que la célula es un objeto homogéneo de dimensiones infinitas.

Para corregir el problema de la dimensién finita se han propuesto varias alternativas. Por un lado
existen modelos de contacto que tienen en cuenta las dimensiones laterateesiedd01] pero

dado que las dimensiones lateralesuna élulason relativamente grandes en comparacioreton

radio de contacto(del orden de decenas de micras), dichos modelos no ha sido usados
mayoritariamente por la comunidad. Sin embargo, dado que el grosor de la célula si puede ser del
orden de la profundiad de indentacioén, el problema de la dimension vertita sido estudiado

con mas detalle. Normalmente, la célula se encuentra apoyada en una base sélida, cuya rigidez es
varios 6rdenes de magnitud mayor que la de la propia célula. Por lo tantizaalexgaerimentos en

las zonas de menor grosor, los parametros mecanicos obtenidos se ven afectados por la presencia de
dicho sustrat¢102. Se ha obtenido una solucién particular para un indentador esfébmm una

muestra elastid®@0]. Sin embargo, la extension de dichas soluciones a otras geometrias no ha sido
resueltacompletament§94, 103] y ademés esta solucién solo es vélida para el caso elastico. Si bien

se ha estudiado el problema de forma mas general usando métodos nuph@4dipdsasta el

momento no se ha oltlo una solucion analitica general al problema del sustrato.



Por otro lado, tenemos el problema déédterogeneidahterna de la célul&9, 105] Si bien se han
obtenido imagenes de altisima resolucién lateral que permiten ver las estructuras de [irfcélula
el problema de obtener la misma resoluciomrlesje vertical no ha tenido tanto éxito. Se ha probado
que el AFM es apaz delocalizar estructuras bajo una superficie usando métiedbslografia
ultrasonicfL07-109] resonancia de contaddlO]y de multifrecuencifl1l, 112] Sin embargo, en

la tarea de realizar la tomograféauna célulasando solo las curvas de fuistancia de una célula
los éxitos han sido més limitadAsnque se han visualizado ciertas estructuras y procesosdsioldgic
[45, 113, 114]hasta lemomentono se hapodido obtener un mapa tomoicd completodel
interior de la célula.

1.4 Objetivos de esta tesis

En esta tesis vamos a intentar mejoraddasripciones tedricasistentes para el estudiecanico

de una célula mediante AFM. Como hemos visto, hasta el momento se habia analizado la célula
principalmente como un medio puramente elastico, de dimessimfigitas. Si bien se han
planteado otros modelowvigcoelastichsy otras geometrias (grosor finito), nuestro objetivo sera
extender y completar dichos andlisis en la medida de lo pddibleesumen general de los
diferentesapitulos es el siguiente:

Capitulo2:

En este capitulo analizaremos como serian las fuerzas obtenidas por el AFM en el caso de que la
célula tuviera un comportamiento viscoelastico. Obtendremos soluciones exactas para la combinacion
entre los modelos mas usados en la prg&elainVoigt, SLSPowedaw y las puntasias comunes

en AFM (esférica, ocica ycilindricg. Analizaremos en detalle dichas soluciones, asi como las
hipdtesis en las que se basan. Fingtieneplicaremosnuestros resultadopara analizar las
propiedadesnecanicasle un fibroblasto, asi como la variaciordiddaspropiedades ante cambios
temporaley quimicos en el entorno de la célula.

Capitulo 3:

Hemos visto quel @fecto dekoporte rigidsobre el que se apoya la célula en las medidas mecénicas

ha stlo estudiado por diferentes investigadores, aunque no con la suficiente gerieoalidadnto,
extenderemaos, completaremos (y en algunos caso corregiremos) las solucionesspeoplist
bibliografia, haciéndolas validas para la mayoria de lasrigooetdas en las puntas de AFM. Para

ello haremos uso de diferentes herramientas matematicas, como las funciones de Green y el teorema
de reciprocidad, que seran explicadas en detfaltias las soluciones de este capitulo seran validas
solo en el casocedque la célula sea vista como un material eléstico.



Capitulo 4:

Una vez resuelto el problema deviscoelasticidadn un medio irhito (capitulo 2) y el del efecto

del soporte rigido en el cual se apoyeelala(capitulo 3), estudiaremos la combinacion de ambos.
Haciendo uso conjunto de las herramientas ya explicadas en los capitulos anteriores, obtendremos
férmulas cerradas para la fuerza en funcién de la indentacién para el caso de una célula de grosor
finito, suponiendo que la misma se comporta de forma viscoelastica. Proporcionaremos formulas
generaleasi como soluciones concretas para los modelos viscoelaggonsetrias de la pumteis

comunes.

Capitulo 5:

Las soluciones encontradas para los modidoselasticogcapitulos 2 ¥) son solo validos cuando

la punta del AFM esta entrando en la muestra, pero no cuando la misma se esta retirando. En este
capitulo analizaremos las causas de dicha limitacién y estudiaremos las soluciones propuestas en la
bibliografia. Resolveremos analiticamente el probleana los casos dados en los capitulos
anteriores de forma que el problema deitalentacionde una célulaiscoelastica de grosor finito

quedara completamente resuelto.

Capitulo 6:

Todo el estudio realizado hasta ahora supone que la célula se comporta de manera homogénea, es
decir, qgue sus propiedades mec8nicas son una
elementos que forman su estructura interna. En este capitulo verstaoguéapuntgpodemos ir

mas alla de esta hipétesinalizando la heterogeneidad, tanto en profundidad como en la dimension
lateral, deun fibroblasto Dada la dificultad del problema, este capitulo combinara simulaciones de
elementos finitos con datogpeximentales, siendo talevanciale las soluciones analiticas bastante

mas limitada que en los capitulos anteridfggmlimente intentaremos combinar todo lo aprendido

para obtener una tomografia mecanica en 3D de la célula.

o



3: Area de Contacto

4: Heterogeneidad

1: Viscosidad
2: Suelo

Fig 1-3: EsquemaD de lamedidade unacélula con los diferentesroblemasa explorar en est.
tesis. (1)Viscosidad debido a la complefidad interna. (2) Efedt wiggdez desuelo en las medida
(3) Variaciondel area de contackntre la punta y la muestharantela indentacion. (4) Analis
tridimensional de la heterogeneidad de la céluldiferentes puntos.

Enfoque

Aunque nuestro enfoque serd principalmente tedrico, nos apoyaremos fuertemente en el uso de
métodos numéricos para confirmar o extender los teeld analiticos. En los apéndices
explicaremos los paquetes comerciales usados (COMSOL para las simulaciones de elementos finitos
y MATHEMATICA para los calculos algebraicdsi. esos mismos apéndices proporcionamos un
resumen somero de diferentes remibs y conceptos, quae serexplicados en el texto central,
romperian la continuidad del misnfeinalmente, hemossado datos provenientes de experimentos

con células reales. Debido a la falta de tiempo, no se ha podido realizar un estudio experimental
completo de todos los resultados teéricos obtenidos en estRitdgEiscomprobacion experimental,
necesaria sin ninguna dudagdara para el futuro.

Vamos entonces a intentar resolver el primer problemeéluta como elemento viscoelastico



2. Viscoelasticidad

1: Viscosidad

e (t)

Fig 2-0: (@) En este capitulo estudiarentas propiedades viscoelasticasimecélula. (b) Dada un
indentacionen funcion del tiempo, este modette contactosimplificado nos dard una fuei
también en funcion déempo. (c) Para una geometria concreta de la (uada por una formarf(
pero normalmente resumida en un conjunto discreto de pardreerés), la fuerza, la indentacic
y las propiedades viscoeldsticas estaran relacionadas entre si. Nuestro objetivo en este

encontrar dichas relaciones.

e (t)




2.0 Introduccion

En este capitulo vamos a intentar extender los modelos de contacto clasicos para un medio elastico
seminfinito, al caso de que el medio incluya viscoelasticidad. Esto eqamadieaa la célula de la

forma mas simple posible: como un sélido homogésaopartes diferenciadas espacialmeate)

infinito (sin efectos del sustrato ni geometria profigesar de estas limitaciones, veremos que la
viscoelasticidad proporciona grados de libertad suficientes para explorar dedtmmmaaalgunas
delasdiferentespropiedadesle la célula.

Si bien unaélulareales un objeto altamenteterogéneodinamico y de dimensiones finjiab]
demostraremosgjue en la practicpodemos extraer informacion util y relevante inclusoestas
teorias limitadas, pero de gran simplicidad concdpluBle todas formas, en los siguientes capitulos
de esta tesexploraremos y resolveremos algunas de estas limitaciones.

2.1 Ecuaciong basicas

Vamos en primer lugar a repasar las ecuaciones bésicas de la elastidaadsgadédad. ddo lo
planteado en estecciorse puede encontrar en diferentes fueréesoas, por ejemp[@15, 116]

Elasticidad

En un sistema unidimensional asumimos que la fuerga lineal con la deformacién, solo existe
una opciérpara la relacién entre fuerza y deformacién, la ley de Hooke:

"0 Qm 2-1

Donde k es un escalar que indica la rigidez del sistema unidimensional. En un sistema lineal
tridimensional, se puede demostfal6] que la generalizacion del2estq dada por la siguiente
relacion tensorial:

” 6 (’) 2‘2

Donde el material estd definido p8L constantes de rigidéz  (que expresan la rigidez del
material al ser deformado en cierta combimacié direcciones), es el tensor que expresa las
tensiones, mientras que est relacionado cotas deformaciones (ver apéndice @ata una
explicacion mas detallada estos parametros).

Afortunadamente,issuponemos que el material es isétropo (es decir, que no tiene direcciones
preferenciales, que es igualrgigdoen cualquier direccion que escojamos) solo necesitaremos dos
constantes de rigidez para describir el matdfial este caso la ecuacioR 2 simplifica
notablementepudiéndose escribir de forma explicita

. o~ , 23
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Donde K es el modulo de compresibilidad (dificultad para cambiar el volumen del mateziah, y
elm- dul o de rigidez a torsi-n (dificultad para or

Si bien la ecuacion2estd dada en funcion de los dos escalares K 'y G, podemos escoger cualquier
otro conjunto de pardmetros que se adapten mejor a nuestro problema expefoegjamhplo, si
tenemos un sistema experimental qoe proporcione el valor de (@8ificultad para comprimir el
material en cierta direccién, dando libertad de movimientos en las otras direcgialee’s)
(relacionada con el cambio de umaken cuando comprimios el material en una direccion
determinada)la ecuacion-3 seria

0 0
op ¢ p
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gue es la que vamos a usar en esta tesis. De todas forrebapéndiceC.2 se proporciona una
tabla con las relaciones entre los parametésticosnas usados en la practica.

En principio, los pardmetros elasticos (ya seah,® yualquier otra pareja validdeberian variar

de punto a punto. Obviamente, la rigidez deglala seréa diferente en diferentes puntos de la misma

(una zona donde hay umicrottbulo, por ejemplo, ser4 mdgra que otralonde solo hay citosol).

Sin embargo, vamos a suponer que estas variables son constantes en toda nuestra célula. Es decir, en
sd o dos n¥umeros estarza comprimida toda | a infor
Esta es la hipétesis de homogeneidad,ngaietendremos hast capitulo 6donde trataremos la
heterogeneidad

Viscoelasticidad

Si ahorala fuerza dependiera del historial de deformaciones, y no solo de la deformacion en el
instante de medidala expresion-2 para unsistemainidimensionalinealse trasformaria gt15]

Qwt
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Donde la funciéne 0 es el equivalentgscoelasticde la constant& de un muelle en el sistema
elastico purdqver apéndices Esta funcidérrepresentda respuesta en fuerza cuando aplicamos una
deformaciéon unitaria al sistenf@s decir, comprimimos el sistema exactamente una unidad de
deformacion, y vemosdmo responde la fuerza con el tiempBe ahi su nombre:uhcion de
relajacion.

En la ecuaciémanterior podemos definir el operador intgjue actiasobre la deformacioo 1
como

Q
e ¢ ——Q1to ¢ 26
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De forma que podemos reescribib 2le una forma mas compacta

06 W Omo 27



Si nosfijamos, eta ecuacion es formalmente igual a su equivalente eldstam®que la constante
de elasticidad k se ha convertido en un operador intggral, y la multiplicacion ha de entenderse
como | a oaepdichocoperador Ant@és de pasar a lgeneralizacion de-2 al caso
tridimensional, vamos a realizar una transformada de Laplace de la Rasmello debemos notar

que el operadory O es una convoluciofverapéndice B.1)3 por lo que la transformada der 2
seria

00+ AAGA W o 28
donde el 0 s enamharde qadatvasiable implica que se encuentran definidas en el dominio

de Laplace. A partir de ahora, no pondremos explicitamente la variable indeperdignisitio
gue lo marcaremos implicitamente con la ausencia o no de sombrerito.

De esta forma podemos ver que, al realizar la transformada de Liplatacion entre fuerza y
deformacién es lineal, como en el caso puramente el@ati@cuaciones®y 21 sonequivalentes)

La Unica diferencia es que ahora, en vez de tener constantes elasticas pfmrandmedineales
(que dependen directamente flmciones de relajacirEsto nos permite escribir la ecuacién para
el solido vieoelastico 3D de formaimilar al caso elastiqecuacion2-3), solo que ahora las
constantes elasticas son operadores del-8BpEn2lominio de Laplace.

. wol oy 6 g'w 29

Si experimentalmente medimos otros parametros y queremos expresar la ecuacion de tensién
deformacién en funcién de los mismos, en el dominio de Laplace las ecuaciones seran formalmente
similaresa las detaso elastico. Por ejemplogglivalentele la enacion 24 seria

L, —d ey M5 Py 2-10
op qu P W o

En principio las ecuaciones tiensiéndeformacion temporales para el cagscoelastic@D se

obtendrian realizando la transformada_dplaceinversa de 20 (0 de a1 equivalente-9). Esto es

habitualmente muy dificil, ya que ti@sformadaBversasle Laplace solo tienen solucion analitica

en algunos casqsarticulares Sin embargo, para los problemas de indentacion a los que nos

enfrentaremos con un AFMXste una solucién alternativa que explomta combinacion entre las

soluciones de problema elastico con la relacion forBidP&autilizar esta vjgrimero tendremos

que vercomo es la soluciérexplicitadel problema ddndentacioneléstico, que daress en la

secabn 23. Pero antes, intentaremos simplificar un poco mésuiacia 2-10.

2.2 Grados de libertad y coeficienteRi@sson

Tanto las ecuaciones elasticad)(2omo lasviscoelastica@-10) dependen de dos paramet(os
funciones de relajacion, en el caso viscoelastica)escribir el materidbado que cada parametro
esta relacionado con un experimento, requeririamos dos sistemas experimentales diferentes para

2
2



caracterizar perfectamente el material. Podriamosgjgraplo, realizar un experimento de extension
longitudinal para obtener E, y otro de torsion para obtener G. Pero dado que solo contamos con
datos experimentales provenierdesun AFM, solo podemos resolver un grado de libertad de los
dos posibles ¢ Cémmdemos resolver esta dificultad?

La contante plana de elasticidad

En realidad, cada experimento que inventemos tendra asociada una constante de elasticidad. De la
misma forma que la compresién longitudinal esta relacionada con E, o que la torsién esta relacionada
con G, nada nos impide inventar nuestra propia constanédasticidad para nuestro experimento
particular. En el caso de la indentaciérudesstema con una punta axigrica, se puede probar

que nuestra nueva constante de elasti@tiagkria

211

En la seccién 2.3.2 veremos kducionesclasicagpara un indentador axisiétrico dadas por
Sneddor{117]sepodrian escribien funcion de esta constante equivalente.

Para el sistema viscoelastico tendriamos una funcién de relajacion nueva, definida (en el dominio de
Laplace) por una exprési similar al de saquivalentelastico

y 212
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Esta opcién, aunque general, no resuelve el problema central de la existencia de dos grados de
libertad. Es mas, en el caso viscoelastico podemos encontrar la relacién entre la nueva funcién de
relgacion « vy las clasicas ( y * ) solo en el dominio de Laplace, pero no en el dominio
temporal(en el dominio del tiemp®-12 no tendria la misma formas mésposiblemente no se

podria escribir un ecuacién cerrada al hacer la transformada inversa de. Siplarebargo, dado

que trab@mmos con células, tenemos otra i@pcpara lidiar con el problemadsar la
incompresibilidad de la célula.

Incompresibilidad de la célula

Como el contenido en agua de la célula es muy alto, podemos considerar la misma como
incompresiblP1, 118] Si bien es cierto que a essagrandes de tiempo la célula es capaz de
modificar su volumen ante estimulos extdird®] (y quizas de forma intrinsgc20]), este cambio
volumétrico es debido a un intercambio de agua forzado con el eftorrio.tantoen las medidas
puntuales (tanto desde el punto de vista espacial como temporal) de un AFM se puede considerar
gueeste mecanismo no se activa, y por lo tahteglumen es constantes decir, el coeficiente de
Poissorespracticamenteonstante y muy cercano a 0.5. De esta fauaatro sistema solo tiene un

grado de libertagnecanico.Esto implica queen la ecuacion basica de la elasticidddeR Gnico
parametro que nos quedaria por obtener experimentalmente es E.

En el caso viscoelastj@ operadompara el coeficiente deoRson seria también una constafitgl]
en el dominio de Laplag®ajo las mismas hipotesis que en el caso elastico)
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Por lo que la relacién fundamental@ estaria dada por

R W, goq 2.14

De la cual podemos calcular su equivaleitectamenteen el dominio @l tiempo (usando el
teorema de convolucion)

W , W
» ———0
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Podemos ver que tanteld como stequivalenteaemporal 215 solo dependen de una funcion de
relajaciorg (ya que el operaday depende de ella directameptgue sera la Unica incégnita para
definir nuestro sistemBRor lo tanto, toda la informacién mecanica de la célula estard comprimida en
dicha funcion

Si bien podriamos pensar que exista dimeagencia en las ecuacione$, 214 y2-15 en el caso de

la incompresibilidad (ya que 1@ hace que el denominador del primer término sea injfinito

propia definicion de incompresibilidad soluciona el problema. Se puede demostrar que el cambio de
volumen en un deformacion esta dadopar 6 , por lo que la incompresibilidad equivale a decir
queo 1. De esta forma, en el caso incompresilal no haber cambio de volumen el primer
término de las ecuaciones es igual a cero, eliminando la div¢tdéhcia

2.3 El problema de la indentacion elastico

Supongamos que tenemos un medio elastico seminfipgiolo por la ecuaciénd Si penetramos

este medio conna puntale simetria axiatuya forma estéada por uafuncionfzk a Cu § | ser § |
fuerzaF necesaria para alcanzar ciémtdentaciénQ Egda cuestiéon es conocida como problema de
Boussnesq,y se adapta perfectamente a la situacion experimental que encontramos con un AFM

(Ver figura 21). Una cuestion paralela que seria interesante explorar es como evoluciona el area de
contacto (definido mediante el radio de la miginzon la indentacion. Ague el AFM no puede

medir este pardmetro (aunque se puede estimar usando microscopios de [@8ffooaiemos mas

adelante que es de importancia para comprender el comportamiento de una muestra viscoelastica.



Fig 2-1: Problema déa indentacion. (a) Una purngenetra una muestra (visco)eldstaaual tiene
un grosonnfinito. (b) Esquema del problema 2D equivalente una vez aplicada la sanittia/
objetivo es hallar F(t) en funcion de I(¢).

Es interesante notar que, aunque el problema es claramente tridimensional, lassialkeddh
indentador(junto con la isotropia del medio a indentar), permiten utilizar coordenadas cilindricas. La
relacion entre las coordenadas generalesjydagsaremos en el resto de la tesis estan dadas por:

a0 COOQA QE QI QG
4 \ -~ 2-16
ot i R

a T fuera de la muestra & Tt dentro de la muestra

Hemos definidoz como positivohaciadentro de la muestra, de forma que las indentaciones
correspondan con una coordenada positfeanos a ver las condiciones de contorno en este sistema
de coordenadas.

Condiciones de contorno

Para resolver este problema necesitamos indicar unas condiciones de contorno, que nos permitiran
resolvella ecuaciore-4. En primer lugar sabemos que, derdmla zona de contacto< g dondea

es el radio del area de contacta superficie de la muestra tiene que adaptarse a ladeimaunta

(que suponemos conocidé:). Fuera de la zona de contacte>(3, las presionegerticalesieben

ser iguah cero, ya que no hay nada que ejerza fuerzas sobre la muestran Bapdandremos que

no hay friccion, por lo que las presiones laterales deben ser nulas en toda la superficie de la muestra.
Las ecuaciones que resumen taekdias condiciones fisicas son:

o] O Qi i Wz T
, T i @z m 2-17
» » T i,z m

Para resolver un sistema de ecuaciones diferenciales las condiciones de contorno deberian estar
especificadas en todo el contorno del problema, pero hasta ahora solo hemos hablado de la
superficie superior de la muesi@dra condicion de contorno que no suele aparecer explicitamente

2
5



en la literatura (aunque se asume implicitamente) es la de que las tensiones tienden a cero en el
infinito.

., Lot 218

" s a0 Hb
Experimentalmente esto implica queddulaes muy grande en comparacion con el area de contacto
entre la célula y la punta del AFEkta hipotesis es razonable cuando medimos en el centro de la
célula pero es claramente falsa cuanglaizamos el exgpimento en los bordes de la misma, que
son bastante mas finos. Ecabitulo3 veremogdmosolucionar este problema.

Con el AFM solo podemos medir la fuerza t&8aho la distribuciéon de presiones vertjcal i
Sin embargo, la fuerza no es mas la integral de las presionegticale®n el area de contacto

o ¢, 11 Qi 2-19

Por lo que si encontramos la solucion padaéndremos la fuerza total.
Solucioneslasicaslasticas

Para las condiciones de contorno dadas en la seccion agx&itarsoluciones particulares pagl
punchy para la esfefd22, 123] Sin embargo Snedddhl17]obtuvo en 196 una solucién general
para cualquier indentad@simétricode geometria conocid®icha sduciones estdn dadas por
expresiones de la forma

"0 | @ 220

Donde los pardmetros yi dependen de la geometria datiéntador. En la siguiente tabla
ofrecemos los valores para las tres geometriaomeases:

| I
Y
Cilindro st 1
p
OA+ 221
Cono C— 2
p
Esfera L 15
op

Sneddon no solo resolvid el problema de calcular la fuerza en funcion de la indentacién, sino que
también el de calcular el area de contactoadid de esta area de contacto esta dadarm@oforma
similara la de la fuerza, pero con unos coeficientes diferentes

& _0 222

De nuevq resumimos losoeficientesnds comuas calculados por Sneddon



Cilindro Y 0
A

A 2-23
Cono

Esfera Y 0.5

Hasta aqui, nada nuevo que no pudiéramos encamttarabundante bibliografia sobre el tema
[117, 122]Vamos a ver como afiadircaslasticidad.

2.4 El problema de la indentacion viscoelastico

La idea es solucionar el mismpmblema que en el caso puramente elastico, pero ahora la ecuacion
del material estara dada parinversa temporal d29 (o de cualquiera de sus equivalentes, por
ejemplo 210) en vez de por-2 Las condiciones de contorno seran exactamente las mismneas

el caso elastico

Podriamos pensar en transformar todo el problema al dominio de Laplace, ya que ahi las ecuaciones
de tenshn-deformaadn tienen una estructusamilar a las del problema elast{del que ya sabemos

la solucion) Dada esta siniilid entre estructuras, si sabemos la solucién del problema elastico,
conoceremos automaticamente la solucion en el caso viscodlastdificultades surgen al intentar
trasformar las condiciones de contofacuaciér2-17). Estas condicione® son exclusamentade
desplazamiento o daresiénpara todos los instantes de tiempbno que dependen del area de
contacto en un momento dadés decir, un mismo punto de la superficie tiene, ghesentet,
distintacondiciones de contorno, segun esté denfueia del area de contacto.

De esta forma, no podema&ncontrarun equivalente de las condiciones de cont@t@ en el

dominio de Laplace. Esto impide utilizar esta estrategia para el caso vis¢bt@astizb] Cabe

destacar que en el caso de un cilindro, al ser el area constante durante todo el experimento, si se
puede encontrar una solucion directamente. Vamos a analizar el resto de las geometrias.

Procedimientale Lee yRadok

Lee y RadoK125] propusieron una solin al problema déndentacioérviscoelastico basada las
relaciones formales®y 27. En ellas podemos ver (para el problerda) ljue la constante de
rigidez en el problema elastico es equivalente a un operador de conwgluGiérBiguiendo esta
analogia, podemos aplicar la siguigagformaciorfiormal a la solucién del problerd elastico

%0 W - 0 t—0t 2-24



Es deir, a lasolucidnelasticalescritaen 2-20 le aplicaremos la transformacié@4£ obteniendo

00

[ 2-25
oF Qf

"0 | ‘@ ©° 'O lw©o |+ o f
A pesar de lo sugerente de la ideadalque lasolucione®lasticas no san generdineales con la
indentacion(el exponentge esmayor que unaalvo en el caso del cilinjirel demostraque2-25 es
realmente la solucién al problema de indentacién tridimensional viscoelastico no.eSnobsta
tesis no entraremos en detalles sobre dicha demostracigm que nos limitaremos a calcular las
ecuaciones concretas para ciertosscde relevancia practica, validando las soluciones encontradas
comparandolas con simulaciones FEM.

2.5 Soluciones particularpara Kelviavoigt

Si suponemos que la funcidle relajacién esta dada por el modelo de K&fweigt (ver apéndice
D.2.1), la ecuacion-25 sera:

Q0
g | ; il 2-26
O | O s10 f QT Qt

En este caso podemos encontrar una solucion independientemente de la forma deatadnden
el tiempo, integrando directamente la expresion anterior.

‘0 |00 | 1s 0 O 227

Es interesante notar que en esta solucién tiene la parte elastica y viscosa claramente separada en dos
sumandos, lo cual facilita la interpretacion. Al fiehlcapitulo daremos una posible interpretacion

fisica para cada uno de los sumandos en el caso de unaerélalbibliografide reologd[115] se

suele hablar a menudo del coeficiente de sidad en cortante (), mientras que la expresio22

esta expresada en funcion de la viscosidad en compgegidra(relacion entre ellos estara dasta

el caso incompresihlpor (verapéndiceD.2.1)

s 08 2-28
De esta formgpara compararaloresgs mas conveniente reescribir la fuerza como
O |00 g fs O O 2-29

Vamos a calcular las diferentes expresiones de la fuerza paragelgomeidade punta comunes.



Cilindro

—\ /I'— + E I—::—I Mg

Fig 2-2: Esquema de indentacidle un cilindro combinado con el modelo de Keiaigt

En este caso tendremos due p Y| —— , lo que junto con la expresion para la velocidad

conviertera ecuacion-27 en

El primer sumando coincide con el cgagramenteelastico resuelto por Snedddes interesante
notar que la fuerza es lineal con la penetracion y con la velocidad. Esta linealidad es debida a que el
radio de contacto es independiente de estas variables.

En el caso de que la muestra sea incompresible (por ejemplo, en la aplicacion particular de la célula),
sabemos que T® Yy ques os , por lo que la fuerza seria

0 %’ &'00 gs O 2:31

Cono

T = e

Fig 2-3: Esquema de indentacidle un cono combinado con el modelo de Kelaigt

En este caso tendremos due ¢ Y| ———, lo que junto con la expresion para la velocidad

conviertera ecuacion-27 en

O A+
"0 cp—,"ooo cs O 232



De nuevo, el pmersumando es exactamente igual que el obtenido en el caso @astcobargo,

en este caso hemos perdido la linealidad con la indentacion. Esto esadejidcel radio de
contacto va variando en funcién de la indentacion (la relacién entre ambas \estabbe dada por
la geometridel cono).

La simplificacion al caso incompresible seria

A
no L|A0“ "O'Oro (p§ "O 2_33

Esfera

G =

—
a

Fig 24: Esquema de indentacion de una esfera combinada con el modelo devliglvin

En este caso tendremos (ue pd y| ——, lo que junto con la expresion para la velocidad

convierten l&cuacion 26 en

T (0}
L = 0o s 234
op C

De nuevo, d primeraparte es la soluciériasicale Hertz para el problema de indentacién elastico.
Paranuestro ejemplo particular de una célula incompresible tendriamos

p oY

W
"0 g0 s O 2:35

Noteseque estas expresiones difieren de algunas encontradas habitualmente en la bibliografia de
AFM [89] Estas diferencias son debidas a que en algunos estudios no se ha analizado la
tridimensionalidad del problema, asumiéndose una extensiéon del caso unidimensional como valida



2.6 Soluciones patrticulares para SLS

Si suponemos que la funcién de relajacion esta dada por el modelo de SL&ngieeB®.2), la
ecuacion 25sera

B 00
”n D D D 9, 2-36
O | O 0Q T Qf

Siintentamosealizar la integracion, veremog ge compone ddos sumandos
O |00 | O Q 0O ™ 237

El primero es exactamente igual al caso puramente elastico, y tiene solucién cerrada para cualquier
funcién de indentaciémemporal. El segundo término se podra integrar solo para ciertos casos
particulares. Uno de ellos es cuando la indentacién es lineal con el tiempo (es decir, la velocidad es
constante)Esta indentacién también es llamada triangular.

O 0O 2-38

Dado que dicho esquema de indentacion es de interés praetioms/como es la solucién para la
fuerza para diferentes geometrias bajo tal hipétesis.

Cilindro e indentacion lineal

< S

Fig 2-5: Esquema de indentaciode un cilindro combinada con el modelo SLS y con
indentacion a velocidad constante

En este caso tendremos due p VY| —— , lo que junto con la expresion para la velocidad

convierten l@xpresion B7 en

@ ) _
o) pc—,'o 0 pc—,'o Q V) 2-39

En este caso podemos integrar el segtérdhino, por lo que la solucid@enerakera
&) &)

"0 00 —0p Q 2-40

p p




Y en el caso incompresible

"0 gj 00 -0p Q 241

Esinteresante ver qupara tiempos muy grandggara esta geometria en concgretanodelo de

SLS a velocidad constante equivale al de Kébigt. En efecto, si en hacemo8 H en la
expresion 210, obtenemos exactamente la solucién de K¥ligt hallala anteriormente (ecuacion

2-30). Esto es debido a que, para tiempos largos, el amortiguador llega a un equilibrio con el muelle
con el que encuentra en serie

Conoe indentacion lineal

E;
+ E, +

NE

Fig 2-6: Esquema de indentacion de un @aonombinada con el modelo SLS y con una indentac
velocidad constante

En este caso tendremos que ¢ Y| ——, lo que junto con la expresion para la velocidad

convierten la ecuaci@37 en
OA+ A T— _
~—=00 ~—0¢ 0 o 242
p P
En este caso podemos integrar el segundo término, por lo que la solucién final sera

O A+ T OAH T OA+ 0- _
—Cp 00 -0 ——75—Q o 243

Y en el cassmcompresible

WAL -
o OO0 cuv- "0 ¢ o)

O Q  p 2-44
Al contrario que en el caso del cilindr@ra esta geometria no @aemplela equivalenciaon la
solucién de Kelvivoigt cuand®© Hy, ya que en este limitel3 no tiende a B2.Esto es debido a

que el area de contacto nunca es constante, por lwuquese llega a alcanzar equilibriointerno
entre el amortiguador y el muelle con el que esta en serie.

Sin embargo, si quee pude comprobague el término puraente eléstico es iguall obtenido
clasicamentpor Sneddon.



Esferae indentacion lineal

Fig 2-7: Esquema de indentacion de una esterabinada con el modelo SLS y con una indenta
a velocidad constante

En este caso tendremos que p® y| ——, lo que junto con la expresién para la velocidad

convierten la ecuaci@37 en

o — —
— ——0- Q VYo 2-45

op C

En este caso podemudegrar el segundo término, pero usando la funcién de error para escribir la
solucion

Donde ERRKX) es la funcion de error, la cual no tiene
convenientemente estudiada y tabulada en la bibliografia.

De nuevo en el caso incompresible

w, .- 0
—0— MO — ouv-
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24
0o 6

P 0

expresion analfica se encuentra

247

De la misma formaug en el ca® del cono, cuando© H no recuperamos Isoluciénde Kelvin

Voigtpara esta geometria

2.7 Soluciones particulares paramodeloPoweHaw

Si suponemos que la funcion de relajacion estd dada por el modetmweddaw (ver apéndice

D.2.3), la ecuacién-25sera:

































































































































































































































































































































































www.comsol.com

