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Resumen

El estudio de la relacién entre las propiedades mecdanicas y la fisiologia de una célula es un tema
mmportante en mecanobiologia. Los parimetros mecanicos sirven como indicadores de distintas
patologias, asi como de diferentes procesos celulares. En esta tesis, se estudian las posibilidades
ofrecidas por un microscopio de fuerza atomica (AFM) para el estudio de dichos pardametros. Se
analiza con detalle la interaccion de la punta del microscopio con la célula, asi como los diferentes
modelos de respuesta mecanica de la misma. Se tienen en cuenta las condiciones de cultivo de la
célula (propiedades mecanicas del sustrato). Todo ello desde una perspectiva principalmente teérica,

aunque combinada con simulaciones numéricas y algunos experimentos.

En el primer capitulo realizaremos un pequeno repaso historico de las medidas de las propiedades
mecanicas de las células. También analizaremos el estado del arte de la tecnologia actual, tanto desde
el punto de vista del AFM como de otras técnicas.

En el segundo capitulo analizaremos como serian las fuerzas obtenidas por el AFM en el caso de que
la célula tuviera un comportamiento viscoeldstico. Obtendremos soluciones exactas para la
combinacion entre los modelos mas usados en la practica (Kelvin-Voigt, SLS, Power-law) y las puntas
mas comunes en AFM (esférica, conica y cilindrica). Analizaremos en detalle dichas soluciones, asi
como las hipétesis en las que se basan. Finalmente aplicaremos nuestros resultados para analizar las
propiedades mecanicas de un fibroblasto, asi como la variacion de dichas propiedades ante cambios
temporales y quimicos en el entorno de la célula.

El efecto del soporte rigido sobre el que se apoya la célula en las medidas mecanicas ha sido
estudiado por diferentes investigadores, aunque no con la suficiente generalidad. En el tercer
capitulo, por lo tanto, extenderemos, completaremos (y en algunos caso corregiremos) las soluciones
propuestas en la bibliografia, haciéndolas validas para la mayoria de las geometrias usadas en las
puntas de AFM. Para ello haremos uso de diferentes herramientas matematicas, como las funciones
de Green y el teorema de reciprocidad, que seran explicadas en detalle. Todas las soluciones de este
capitulo seran validas solo en el caso de que la célula sea vista como un material elastico.

En el cuarto capitulo, una vez resuelto el problema de la viscoelasticidad en un medio mnfinito
(capitulo 2) y el del efecto del soporte rigido en el cual se apoya la célula (capitulo 3), estudiaremos la
combinacién de ambos. Haciendo uso conjunto de las herramientas ya explicadas en los capitulos
anteriores, obtendremos formulas cerradas para la fuerza en funcion de la indentacién para el caso de
una célula de grosor finito, suponiendo que la misma se comporta de forma viscoeldstica.
Proporcionaremos formulas generales asi como soluciones concretas para los modelos viscoeldsticos

y geomelrias de la punta mds comunes.

Las soluciones encontradas para los modelos viscoelasticos (capitulos 2 y 4) son solo vilidos cuando
la punta del AFM estd entrando en la muestra, pero no cuando la misma se estd retirando. En el
quinto capitulo analizaremos las causas de dicha limitacién y estudiaremos las soluciones propuestas
en la bibliografia. Resolveremos analiticamente el problema para los casos dados en los capitulos
anteriores, de forma que el problema de la indentacién de una célula viscoeldstica de grosor finito

quedard completamente resuelto.



Todo el estudio realizado en los capitulos anteriores supone que la célula se comporta de manera
homogénea, es decir, que sus propiedades mecinicas son una “media” de las propiedades de los
diferentes elementos que forman su estructura interna. En el ultimo (sexto) capitulo veremos hasta
qué punto podemos ir mas alla de esta hipétesis, analizando la heterogeneidad, tanto en profundidad
como en la dimension lateral, de un fibroblasto. Dada la dificultad del problema, este capitulo
combinard simulaciones de elementos finitos con datos experimentales, siendo la relevancia de las
soluciones analiticas bastante mas limitada que en los capitulos anteriores. Finalmente intentaremos

combinar todo lo aprendido para obtener una tomogratia mecianica en 3D de la célula.
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1. Contexto histérico y objetivos

1.1 Fisica y biologia

Durante la mayor parte de la historia de la humanidad, se pensé que el comportamiento de los seres
vivos vy de los seres inertes obedecia a reglas diferentes. Un pedrusco y un camello, una montana y
una vaca... pertenecian a mundos sin nada en comun (el de las cosas “muertas” y el de las cosas
“vivas”), por lo que no podrian explicarse usando las mismas teorias. En un principio, la ciencia no
cuestioné tal separacion pero, experimento a experimento, preparé el camino para una descripcion
unificada del universo. Poco a poco se fue viendo que las reglas del mundo inerte y las del mundo
vivo eran las mismas, ya fuera en quimica (con la sintetizacién de la urea, lograda por Wholer en
1828, se vio que los compuestos quimicos de un ser vivo se podian conseguir a partir de elementos
“muertos”) o en fisica (por ejemplo los experimentos de Galvani, en 1728, donde aplicaba
electricidad a las patitas de una rana). Actualmente, estd casi totalmente aceptado que cualquier ser

vivo tiene que obedecer las mismas reglas de funcionamiento que un objeto inerte.

En esta tesis vamos a tender puentes entre dos campos aparentemente alejados entre si: uno de fisica
(Ia mecanica de solidos) y otro de biologia (el estudio de una célula). Gracias a esta unién podremos
estudiar el comportamiento mecinico de la célula ante diferentes cambios fisiologicos y de su
entorno.

Un poco de historia

ROBERT HOOKE
1635 - 1703
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Fig. 1-0: Retrato (del que existe cierta discusion sobre su veracidad) de Robert Hooke, junto con uno
de sus dibujos de las células (en el sentido de celdas, habitaciones de un momyell]). Hooke dio
solidez matemdtica a los primeros estudios y diagramas hechos por Galileo (derecha de la imagen).



Quizds el origen historico de esta combinacion entre células y propiedades mecanicas tiene un
nombre propio: Robert Hooke (1635-1703). Si bien Hooke no estudié directamente la relacion
entre mecanica de estructuras y células, si realizé estudios detallados de microscopia en diferentes
seres vivos (plantas, animales...), siendo el primero en acunar la palabra “célula”. Como las
estructuras que veia en el microscopio se parecian a las “celdas” donde dormian los monjes en los
monasterios, pues las llamo de la misma forma, dando origen al término. De forma independiente,
desarrollo la primera formulacion matematica de la elasticidad (conocida como “ley de Hooke”, ver
capitulo 2), que es la base de todos los estudios posteriores de la elasticidad. Como curiosidad, era
costumbre en aquella época “prepublicar” tus descubrimientos en forma de anagrama, para
autentificar tu autoria de lo descubierto, pero sin darlo a conocer de manera prematura. De esta
forma, la primera teoria de la elasticidad se publico de la siguiente forma:

CEIIINOSSSTTVV

El significado es... bueno, si lo expliciramos perderia el sentido original por el que se utilizaba un
anagrama ¢no? Asi que dejaremos que el lector interesado estudie latin por su cuenta, mientras

seguimos con nuestra introduccién historica.

A pesar de estos primeros trabajos (y de algin estudio anacrénico, como por ejemplo Galileo en su
obra magna “Las dos ciencias”, alrededor de 1638), una descripcién cientifica completa de las fuerzas
y deformaciones de los objetos tiene que esperar hasta el siglo XIX. Hasta ese momento, los estudios
estuvieron limitados por la falta de herramientas matematicas adecuadas (recordemos que el cilculo
diferencial se inventa en el siglo XVII, pero su utilidad inicial es muy limitada) y por no ser un
problema prioritario para la sociedad del momento. Sin embargo, el invento de la maquina de vapor
crea la necesidad de explicar y mejorar las estructuras de acero de la revolucién industrial, lo que con
la sofisticacibn matematica alcanzada en aquella época, permite que florezca el estudio de la mecanica
de soélidos. Es interesante notar que gran parte de la fisica utilizada en esta tesis (descripcion de la
micropalanca de un AFM, mecanica de contacto...) bebe directamente de soluciones dadas a esos
viejos problemas de la revolucién industrial (solucion de Euler-Bernoulli al pandeamiento de una
viga, solucion de Hertz al problema de contacto de dos esferas...).
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Fig. 1-1: Torre Eiflel, donde se usaron de forma extensiva las recién obtenidas ecuaciones de la
elasticidad (jcalculadas a mano!). A la derecha vemos, en una imagen de fluorescencia, la estructura
mterna de la célula. (Imagen: Torsten Wittmann, Scripps Research Institute).

\ A

En este trabajo vamos a intentar analizar la célula como si fuera una de esas estructuras de acero, lo
cual parece sorprendente a primera vista, pero es bastante razonable si lo pensamos un poco. Cuando
vemos la configuracion mterna de una célula (véase la figura 1-1), compuesta de un entramado de
fibras llamado citoesqueleto, nos podria recordar la celosia de vigas de un edificio como la torre
Eiffel, por lo que parece razonable el utilizar las mismas herramientas de andlisis para la una y para la
otra. Es mads, existen tres tipos de componentes en el esqueleto: fibras de actina, microtiibulos y fibras
mtermedias. Debido a las diferentes rigideces y grosores de cada una, se ha propuesto que algunas
actiian como cables, y otras como vigas, de forma similar a un puente colgante [2-5]. Curlosamente, la
rigidez de las “vigas” internas de la célula es similar a la de la madera [6] (del orden de los
megapascales para el caso de la actina), asi que, incluso en valores numéricos, la cosa no anda tan
desencaminada.

Aceptando entonces la similitud entre nuestra célula y un puente, la pregunta es... ;cémo podemos
medir las propiedades de un animalillo tan pequerio?

Midiendo una célula

Desde esas primeras imigenes obtenidas por Hooke, han tenido que pasar 300 anos para que
podamos medir directamente las propiedades mecinicas de una célula. Actualmente existen varios
métodos, todos ellos con sus fortalezas y debilidades [7].

Una opcién consiste en colocar la célula entre dos placas rigidas paralelas. Si1 acercamos las placas
entre si, la célula se comprimird, por lo que podemos medir la fuerza necesaria para alcanzar cierta
compresion, con lo que calculamos un valor para la rigidez global de la célula. Este método es



llamado en la bibliografia “ Parallel plane rheometry” [8] (reometria de planos paralelos). Una variante
de este método consiste en colocar muchas células entre los dos platos de un reémetro tradicional, y
medir la fuerza torsional necesaria para girar las dos placas [9]. De este experimento podemos
obtener un valor medio para la rigidez a torsion de las células, que se puede relacionar facilmente con
la rigidez a compresién. Ambos métodos permiten medir no solo las propiedades de rigidez estditicas
(modulo de Young y equivalentes), si no las propiedades viscoeldsticas (viscosidad, tiempo de
relajacion....) realizando las medidas de forma dinamica. [7]

Otro método usado consiste en lanzar dos haces de luz sobre la superficie de la célula. Debido a la
diferencia de indices de refraccion entre el interior y el exterior de la misma, los haces de luz
cambiardn su direccion y velocidad, causando una fuerza en la superficie [10-12]. Midiendo las
deformaciones y fuerzas [13] provocadas por esta interaccion se puede estimar la rigidez de la célula.

Este método es llamado en la bibliografia “optical streching” (estirajamiento 6ptico).

Una tercera via para medir las propiedades mecanicas de la célula es poner pequenas bolitas en
contacto con la célula, y medir como se mueven: A mayor dificultad de movimiento de las mismas,
mayor valor de los valores mecanicos de la célula. Si las bolitas son magnéticas y se colocan en la
superficie [12, 14] se puede usar un campo magnético para forzarlas a rotar, y, midiendo la magnitud
de estos movimientos, calcular la rigidez [13, 15]. Este método es llamado “magnetic twisting
cytometer” (citometria por torsién magnética). Otra opcidén para excitar el movimiento de las bolitas
es utilizar un laser, que al interaccionar con las mismas proporcionara la fuerza necesaria. Esta técnica
es llamada “ Optical tweezers” (pinzas Opticas) [16, 17].

Siguiendo con la 1dea de las bolitas, si estan son fluorescentes existe una tercera opcion. En primer
lugar se inyectan en el interior de la célula. Una vez que estin dentro, midiendo sus movimientos
brownianos (mediante métodos Opticos), se pueden de nuevo estimar los pardmetros mecanicos
buscados [18-20]. Este método es llamado “Particle-tracking microrheology” (microreologia por
seguimiento de particulas).

Por ultimo, existe una herramienta llamada AFM (microscopio de fuerza atomica). Como es la que

Vamos a usar en esta tesis, vamos a explicar su historia y funcionamiento con mas detalle.

1.2 E1 AFM como mnstrumento de medida.

En 1986, Gerd Binnig y Heinrich Rohrer recibieron el Nobel de fisica por inventar el microscopio de
efecto tunel. Este aparato abrié un nuevo campo para la microscopia, que dejo de sacar simplemente
“fotos” y empezo a “tocar” las muestras, dando lugar a una gran variedad de lineas de investigacion,
asi como abriendo el camino a la invencion de nuevos instrumentos para analizar y manejar la
materia a escala nanométrica. Una de esas herramientas, variante directa del microscopio de efecto
tunel, es el llamado Microscopio de Fuerza Atémica (AFM), creado en 1986 por Binnig, Quate, y
Gerber [21]. Vamos a realizar una pequena descripcion del mismo y de su funcionamiento, que es
bastante simple conceptualmente.

Descripcién de un AFM
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Fig. 1-2: (a) Esquema del funcionamiento de un AFM. (b) Curva fuerza-desplazamiento tipica de un
experimento de espectrometria de fuerzas.

Como podemos ver en la figura 1-2, el AFM no es mas que un tocadiscos en miniatura. La parte
principal es una micropalanca (5) (una palanca muy pequena, de un tamano del orden de micras) en
voladizo, a cuyo extremo libre se le ailade una punta (1) de una geometria determinada (punta cuyas
dimensiones pueden ser realmente pequenas, incluso del orden de nanoémetros). Mediante
elementos piezoeléctricos se puede controlar la posicion, tanto vertical como en el plano horizontal,
de la base de dicha micropalanca (2), haciendo que la punta toque (o simplemente se acerque lo
suficiente como para detectar una interacciéon) al punto de la muestra (6) que se desee medir. La
fuerza de dicha interaccion se puede cuantificar midiendo la deflexion de la micropalanca, lo que
actualmente se consigue mediante el llamado “Optical beamn deflection method” (método de
deflexion de un rayo optico)[22]. Este método consiste en dirigir un laser (8) a la superficie superior
de la micropalanca, el cual, al doblarse por la fuerza de una interaccion, modificard la posicion del
reflejo del laser. Esta variacion de la posicion del reflejo se mide con un fotodiodo (4), lo que permite
el célculo de la deflexién de la micropalanca, y, por lo tanto, la intensidad de la interacciéon dela punta
con el objeto a medir. Una vez realizadas las calibraciones adecuadas del sistema, la intensidad de la
mteraccion se puede cuantificar en unidades de fuerza (del orden de nanonewtons, para medidas de
células, por ejemplo). Esta fuerza se suele representar en funcién del movimiento vertical de la
micropalanca, como podemos ver en la figura 1-2

Originalmente, en las primeras versiones del AFM, la punta siempre se encontraba en contacto con la
muestra, mientras la micropalanca se desplazaba horizontalmente, escaneando la muestra y
obteniendo la topografia. Sin embargo, a lo largo de los anos se han estudiado y aplicado otros
modos de funcionamiento. Vamos a describirlos de forma basica.

Modos de funcionamiento

El método mas basico es el descrito anteriormente, llamado “ Contact AFM’ (AFM de contacto). En
este método se varia la posicion de la micropalanca durante el escaneo de la muestra, de forma que la
fuerza mdxima medida siempre sea constante. De esta forma, monitorizando los movimientos
verticales de los piezoeléctricos que mueven la micropalanca, podemos obtener la topografia de la
muestra. Aunque tiene la ventaja de su sencillez, esta técnica sufre varios problemas que hacen que ya
no sea tan utilizada [23]. El primero es que la punta es arrastrada lateralmente mientras esta en



contacto con el material, por lo que podria danar la muestra a medir. Por otro lado, no es lo
suficientemente sensible para medir fuerzas muy pequeias, por lo que no es util para medir muestras
blandas. Ademas este método solo proporciona la topografia de la muestra, no ofrece informacién
sobre la composicion, propiedades mecanicas...

Para solucionar estos problemas se desarrollé otro método, llamado “dynamic AFM” (AFM
dinamico)[24, 25]. En este método la palanca se hace oscilar de forma que toque la muestra
mtermitentemente. Este contacto intermitente varia diversos parametros de oscilacion de la punta
(amplitud, fase, frecuencia), cuyo estudio permite obtener caracteristicas mecanicas y topograficas de
la muestra a medir. Este método se ha estudiado y mejorado en profundidad, obteniéndose variantes
del mismo como el llamado “bimodal” [26], en el cual se hace vibrar la palanca a dos frecuencias a la
vez, pudiéndose obtener diferente informacién analizando el comportamiento de los diferentes

modos vibracion de la micropalanca.

Si1 bien los modos dindmicos y de contacto se encuentran bien desarrollados, la interpretaciéon fisica
de los resultados obtenidos suele ser complicada. Otra opciéon que se ha estudiado es aproximar y
separar la punta de la muestra en diferentes puntos de la misma, obteniéndose entonces curvas de
fuerza-distancia en cada punto analizado. Mediante el anilisis de estas curvas, se pueden mapear las
distintas propiedades mecanicas y quimicas de la muestra, lo cual complementa la imagen topografica
[23, 27]. En esta tesis desarrollaremos una variante de este método.

1.3 Analisis mecanico de la célula con un AFM

Dada la capacidad del AFM para poder propiedades mecanicas a escala nanométrica, su utilidad para
el estudio de muestras de relevancia bioldgica es obvia. Se han realizado medidas de polimeros [28-
33|, proteinas [23, 34-39], capsides viricas [40, 41], c€lulas [42-49] y tejidos [50]. Vamos a realizar un
pequenio repaso a los logros obtenidos hasta el momento, centrandonos en el caso de las mediciones
de células. Si bien en una célula el AFM permite hacer estudios tanto de topografia como de
propiedades quimicas y de adhesién [23], vamos a centrarnos en el estudio de las propiedades
mecanicas.

Estudio elastico de la célula

La descripcién mas basica de una célula es suponer que es un medio infinito y elastico. Obteniendo
una curva de fuerzas y aplicando un modelo de contacto adecuado, es posible calcular la rigidez del
sistema (descrita por el valor de su modulo de Young). Usando esta simplificacién, un gran nimero
de mvestigadores han obtenido la respuesta mecanica de la misma usando el AFM como herramienta
[42, 43, 46-48, 51-56] Basicamente, lo que se obtiene en dichos estudios es el modulo de Young
como unico parametro del sistema. A pesar de la sencillez de la descripcion, se ha observado que la
rigidez de la célula estda relacionada con distintos aspectos de interés bioldgico. Por ejemplo, el
modulo de Young varia si una misma célula es maligna o no, o si la célula estd sometida a ciertos

estreses mecanicos o quimicos [56-67]. En resumen, se ha visto que la rigidez es un buen marcador



de los diferentes procesos patologicos y fisiologicos a los que se encuentra sometida la célula y su
entorno. No solo eso, s1 no que existen protocolos perfectamente desarrollados para realizar dichos
analisis [27, 68|

Sin embargo, describir la célula mediante un solo pardmetro relacionado con la elasticidad no es
suficiente. Por un lado la alta complejidad interna de la célula [69, 70] incluye no solo elementos
rigidos como el citoesqueleto, si no otros en fase liquida como el citosol. La respuesta mecanica de
este sistema no puede ser puramente eldstica, sino que tiene que tener clerta componente temporal.
Por otro, si bien la descripcién eldstica proporciona informacion til sobre la célula, ciertos procesos
no se ven reflejados en el modulo de Young. Por ejemplo, células cancerigenas en diferentes estados
de desarrollo ofrecen la misma rigidez estructural [62, 71, 72]. Debido a estas limitaciones del
modelo elastico, se han propuesto y llevado a cabo estudios suponiendo que la célula se comporta

como un material viscoelastico. Vamos a describirlos.
Descripcién viscoelastica

Una primera ventaja de asumir viscoelasticidad es que nos ofrece, incluso en su version mds basica
(modelo de Kelvin-Voigt), mds de un grado de libertad al parametrizar el sistema. Este aumento de
grados de libertad nos permite hidiar con la complejidad estructural y de comportamiento temporal
de la célula. Ademds diversas investigaciones han mostrado la importancia de la viscosidad en los
procesos internos en células de mamifero [6, 44, 46, 70, 73-79]. Sin embargo, no existe ni un modelo
[30, 80-82] ni una metodologia universalmente acepada para realizar dichas medidas [27, 44, 68, 72,
75, 76, 83-85]. Las metodologias usadas para realizar medidas viscoeldsticas en células usando un
AFM se pueden dividir grosso modo en dos variantes: Métodos oscilatorios (similares a las de AFM
dindmico) y de respuesta temporal.

En las primeras la punta penetra la muestra hasta cierta indentacién, y una vez fijada esa posicién, se
provoca una oscilacion sinusoidal de la micropalanca [74, 84, 85]. Una variante de dicha metodologia
serfan los experimentos de multifrecuencia [46, 76, 84-86], en los cuales la oscilacion es una suma de
distintas sinusoidales a distintas frecuencias. El tratamiento teérico de estos métodos suele ser de gran
complejidad [84], asi como la interpretacion de los parametros obtenidos. Por ejemplo, un pardmetro
que se obtiene frecuentemente de estas medidas oscilatorias para cuantificar la viscosidad es el
llamado “Loss-tangent” [71, 84]. Este parametro, aunque natural en las teorias oscilatorias (representa
el ratio ente la energia disipada y la energia conservada en el material durante un ciclo de oscilacién

[32], no tiene un equivalente mecanico directo en el modelo del material.

La otra principal metodologia para medir las propiedades viscoeldsticas es la obtencién de la
respuesta temporal ante un estimulo mecinico constante en el tiempo. Este estimulo puede ser en
fuerza (midiéndose en tal caso la respuesta en deformaciones en funciéon del tempo de la célula) o en
deformaciones (donde se mediria la respuesta temporal de la fuerza). Los primeros son denominados
de “Creep”, ya que miden como el material cede [44, 75, 76], mientras que los segundos son
llamados experimentos de “Load-relaxation”, ya que se mide como la fuerza se relaja [49, 70, 83].
Estas metodologias requieren mantener un control continuo de la posicion vertical de la
micropalanca en funcion de la respuesta de la muestra, lo cual las hacer relativamente complicadas de
implementar.



El AFM ofrece otras metodologias para realizar las medidas, quizds no tan usadas como las
anteriores. Una de ellas es medir directamente curvas fuerza-distancia penetrando la muestra a
velocidad constante. De esta forma la energia absorbida por la muestra estard relacionada con la
histéresis entre la curva de ida y la de vuelta [29, 87, 88]. Dado que estd energia mide indirectamente
la viscosidad, pareceria que el problema estd resuelto. Sin embargo, los detalles para obtener los
parametros por este método distan de ser triviales, ya que requieren conocer tanto el modelo [89]
como el comportamiento del drea de contacto con la indentacién. Uno de los principales objetivos de
esta tesis es dar una respuesta lo mas completamente posible a las cuestiones que plantea esta

metodologia.

Como hemos dicho, no existe un modelo cominmente aceptado en la bibliografia para describir el
comportamiento viscoelastico de la célula. De todas formas, los mas extendidos son el Kelvin-Voigt
[6] (debido a su sencillez), el Standard-linear-solid [6] (SLS, el mas sencillo que describe
correctamente tanto experimentos de creep como de load-relaxation) y el Power-law [6, 76] (que tiene
una base teorica bastante solida). En los apéndices se puede encontrar la descripcion matematica de
cada uno de ellos.

Heterogeneidad y dimensiones finitas

Dado que no existe un acuerdo generalizado sobre qué combinacion de modelo viscoelastico y
metodologia es la mds adecuada para describir una célula, se han estudiado en profundidad las
distintas limitaciones de todos ellos. Se ha discutido el efecto de la no linealidad [90-93], del modelo
mecanico para describir la deformacién de la célula [90, 93-95], o de la relacion entre viscosidad y
energia disipada [71, 78, 86]. Por otro lado, existen otras cuestiones experimentales donde ha habido
un intenso debate, como la localizacién del punto de contacto en las curvas de fuerza-distancia [96], la
calibracion de la punta [97, 98], o la influencia de los efectos hidrodinamicos [99, 100]. En esta tesis
vamos a afrontar dos de las imitaciones mds importantes, las cuales no cuentan con una soluciéon en
la bibliografia: la heterogeneidad interna célula (debida a los distintos componentes que forman la
misma: citoesqueleto, citosol...) y las dimensiones finitas de la célula (del orden de 100 nm de grosor
en algunos puntos). Es decir, la mayoria de modelos fisicos usados para describir la indentacion del
AFM suponen que la célula es un objeto homogéneo de dimensiones infinitas.

Para corregir el problema de la dimension finita se han propuesto varias alternativas. Por un lado
existen modelos de contacto que tienen en cuenta las dimensiones laterales de la muestra [101], pero
dado que las dimensiones laterales de una célula son relativamente grandes en comparacién con el
radio de contacto (del orden de decenas de micras), dichos modelos no ha sido usados
mayoritariamente por la comunidad. Sin embargo, dado que el grosor de la célula si puede ser del
orden de la profundidad de indentacién, el problema de la dimension vertical si ha sido estudiado
con mas detalle. Normalmente, la célula se encuentra apoyada en una base solida, cuya rigidez es
varios 6rdenes de magnitud mayor que la de la propia célula. Por lo tanto, al realizar experimentos en
las zonas de menor grosor, los parametros mecanicos obtenidos se ven afectados por la presencia de
dicho sustrato [102]. Se ha obtenido una solucion particular para un indentador esférico sobre una
muestra elastica [90]. Sin embargo, la extension de dichas soluciones a otras geometrias no ha sido
resuelta completamente [94, 103], y ademas esta soluciéon solo es valida para el caso eldstico. Si bien
se ha estudiado el problema de forma madis general usando métodos numéricos [104], hasta el

momento no se ha obtenido una solucién analitica general al problema del sustrato.



Por otro lado, tenemos el problema de la heterogeneidad interna de la célula [69, 105]. Si bien se han
obtenido imagenes de altisima resolucion lateral que permiten ver las estructuras de una célula [106]
el problema de obtener la misma resolucion en el eje vertical no ha tenido tanto éxito. Se ha probado
que el AFM es capaz de localizar estructuras bajo una superficie usando métodos de holografia
ultrasénica[107-109], resonancia de contacto [110] y de multifrecuencia [111, 112] . Sin embargo, en
la tarea de realizar la tomografia de una célula usando solo las curvas de fuera-distancia de una célula
los éxitos han sido mas limitados. Aunque se han visualizado ciertas estructuras y procesos bioldgicos
[45, 113, 114], hasta el momento no se ha podido obtener un mapa tomografico completo del

mterior de la célula.

1.4 Objetivos de esta tesis

En esta tesis vamos a intentar mejorar las descripciones tedricas existentes para el estudio mecanico
de una célula mediante AFM. Como hemos visto, hasta el momento se habia analizado la célula
principalmente como un medio puramente eldstico, de dimensiones infinitas. Si bien se han
planteado otros modelos (viscoeldsticos) y otras geometrias (grosor finito), nuestro objetivo serd
extender y completar dichos andlisis en la medida de lo posible. Un resumen general de los
diferentes capitulos es el siguiente:

Capitulo 2:

En este capitulo analizaremos como serian las fuerzas obtenidas por el AFM en el caso de que la
célula tuviera un comportamiento viscoeldstico. Obtendremos soluciones exactas para la combinacion
entre los modelos mas usados en la practica (Kelvin-Voigt, SLS, Power-law) y las puntas mas comunes
en AFM (esférica, conica y cilindrica). Analizaremos en detalle dichas soluciones, asi como las
hipétesis en las que se basan. Finalmente aplicaremos nuestros resultados para analizar las
propiedades mecanicas de un fibroblasto, asi como la variacion de dichas propiedades ante cambios
temporales y quimicos en el entorno de la célula.

Capitulo 3:

Hemos visto que el efecto del soporte rigido sobre el que se apoya la célula en las medidas mecdnicas
ha sido estudiado por diferentes investigadores, aunque no con la suficiente generalidad. Por lo tanto,
extenderemos, completaremos (y en algunos caso corregiremos) las soluciones propuestas en la
bibliografia, haciéndolas validas para la mayoria de las geometrias usadas en las puntas de AFM. Para
ello haremos uso de diferentes herramientas matematicas, como las funciones de Green y el teorema
de reciprocidad, que serdn explicadas en detalle. Todas las soluciones de este capitulo seran validas

solo en el caso de que la célula sea vista como un material elastico.



Capitulo 4:

Una vez resuelto el problema de la viscoelasticidad en un medio infinito (capitulo 2) y el del efecto
del soporte rigido en el cual se apoya la célula (capitulo 3), estudiaremos la combinacién de ambos.
Haciendo uso conjunto de las herramientas ya explicadas en los capitulos anteriores, obtendremos
formulas cerradas para la fuerza en funcion de la indentacion para el caso de una célula de grosor
finito, suponiendo que la misma se comporta de forma viscoelastica. Proporcionaremos formulas
generales asi como soluciones concretas para los modelos viscoelasticos y geometrias de la punta mas
comunes.

Capitulo 5:

Las soluciones encontradas para los modelos viscoelasticos (capitulos 2 y 4) son solo vilidos cuando
la punta del AFM esta entrando en la muestra, pero no cuando la misma se estd retirando. En este
capitulo analizaremos las causas de dicha limitacién y estudiaremos las soluciones propuestas en la
bibliografia. Resolveremos analiticamente el problema para los casos dados en los capitulos
anteriores, de forma que el problema de la indentacion de una célula viscoelastica de grosor finito

quedard completamente resuelto.
Capitulo 6:

Todo el estudio realizado hasta ahora supone que la célula se comporta de manera homogénea, es
decir, que sus propiedades mecanicas son una “media” de las propiedades de los diferentes
elementos que forman su estructura interna. En este capitulo veremos hasta qué punto podemos ir
mas alla de esta hipotesis, analizando la heterogeneidad, tanto en profundidad como en la dimensiéon
lateral, de un fibroblasto. Dada la dificultad del problema, este capitulo combinard simulaciones de
elementos finitos con datos experimentales, siendo la relevancia de las soluciones analiticas bastante
mads limitada que en los capitulos anteriores. Finalmente intentaremos combinar todo lo aprendido

para obtener una tomografia mecanica en 3D de la célula.



3: Area de Contacto

4: Heterogeneidad

1: Viscosidad
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Fig. 1-3: Esquema 3D de la medida de una célula, con los diferentes problemas a explorar en esta
tesis. (1) Viscosidad debido a la complejidad interna. (2) Efecto de la rigidez del suelo en las medidas.
(3) Variacion del drea de contacto entre la punta v la muestra durante la indentacion. (4) Andlisis
tridimensional de la heterogeneidad de la célula en diferentes puntos.

Enfoque

Aunque nuestro enfoque sera principalmente teérico, nos apoyaremos fuertemente en el uso de
métodos numéricos para confirmar o extender los resultados analiticos. En los apéndices
explicaremos los paquetes comerciales usados (COMSOL para las simulaciones de elementos finitos
y MATHEMATICA para los cilculos algebraicos). En esos mismos apéndices proporcionamos un
resumen somero de diferentes resultados y conceptos, que, de ser explicados en el texto central,
romperian la continuidad del mismo. Finalmente, hemos usado datos provenientes de experimentos
con células reales. Debido a la falta de tiempo, no se ha podido realizar un estudio experimental
completo de todos los resultados teoricos obtenidos en esta tesis. Dicha comprobacién experimental,
necesaria sin ninguna duda, quedara para el futuro.

Vamos entonces a intentar resolver el primer problema: La célula como elemento viscoelastico.



2. Viscoelasticidad

1: Viscosidad

0 (t) e (t)

Fig. 2-0: (a) En este capitulo estudiaremos las propredades viscoeldsticas de una célula. (b) Dada una
mdentacion en funcion del tiempo, este modelo de contacto sunplificado nos dard una fuerza
también en funcion del iempo. (c) Para una geometria concreta de la punta (dada por una forma ({r),
pero normalmente resurnida en un conjunto discreto de pardmetros R, 0... ), la fuerza, la indentacion
v las propiedades viscoelisticas estardn relacionadas entre si. Nuestro objetivo en este capitulo es
encontrar dichas relaciones.



2.0 Introducciéon

En este capitulo vamos a intentar extender los modelos de contacto clasicos para un medio elistico
seminfinito, al caso de que el medio incluya viscoelasticidad. Esto equivale a analizar la célula de la
forma mds simple posible: como un solido homogéneo (sin partes diferenciadas espacialmente) e
mfinito (sin efectos del sustrato ni geometria propia). A pesar de estas limitaciones, veremos que la
viscoelasticidad proporciona grados de libertad suficientes para explorar de forma adecuada algunas
de las diferentes propiedades de la célula.

Si bien una célula real es un objeto altamente heterogéneo, dinamico y de dimensiones finitas[105],
demostraremos que en la practica podemos extraer informacion til y relevante incluso con estas
teorfas limitadas, pero de gran simplicidad conceptual [6]. De todas formas, en los siguientes capitulos
de esta tesis exploraremos y resolveremos algunas de estas limitaciones.

2.1 Ecuaciones basicas

Vamos en primer lugar a repasar las ecuaciones basicas de la elasticidad y de la viscosidad. Todo lo
planteado en esta seccion se puede encontrar en diferentes fuentes clasicas, por ejemplo [115, 116].

FElasticidad

En un sistema unidimensional, si asumimos que la fuerza es lineal con la deformacién, solo existe
una opcién para la relaciéon entre fuerza y deformacion, la ley de Hooke:

F =kx 2-1

Donde k es un escalar que indica la rigidez del sistema unidimensional. En un sistema lineal
tridimensional, se puede demostrar [116] que la generalizacion de 2-1 esti dada por la siguiente
relacion tensorial:

p— O C
Oi = Cijrilix 2-2

Donde el material esta definido por 81 constantes de rigidez Cjji; (que expresan la rigidez del
material al ser deformado en cierta combinacion de direcciones). gy, es el tensor que expresa las
tensiones, mientras que Uy, estd relacionado con las deformaciones (ver apéndice C.1 para una

explicacion mis detallada de estos parametros).

Afortunadamente, si suponemos que el material es is6tropo (es decir, que no tiene direcciones
preferenciales, que es igual de rigido en cualquier direccion que escojamos) solo necesitaremos dos
constantes de rigidez para describir el material. En este caso la ecuaciéon 2-2 se simplifica
notablemente, pudiéndose escribir de forma explicita

2-3

1
o = Kuy by + 2G (uik - §ull6ik>



Donde K es el moédulo de compresibilidad (dificultad para cambiar el volumen del material), y G es
el moédulo de rigidez a torsion (dificultad para “retorcer” el material).

Si bien la ecuacion 2-3 estd dada en funcion de los dos escalares K y G, podemos escoger cualquier
otro conjunto de parametros que se adapten mejor a nuestro problema experimental. Por ejemplo, si
tenemos un sistema experimental que nos proporcione el valor de E (dificultad para comprimir el
material en cierta direccion, dando libertad de movimientos en las otras direcciones) y de v
(relacionada con el cambio de volumen cuando comprimimos el material en una direccion

determinada), la ecuacion 2-3 seria

£ Oir + E ( ! 1) ) 2-4
O, — ——— U . — U ——u . -
que es la que vamos a usar en esta tesis. De todas formas, en el apéndice C.2 se proporciona una
tabla con las relaciones entre los pardmetros eldsticos mds usados en la practica.

En principio, los pardmetros elasticos (va sean E y v, o cualquier otra pareja valida), deberian variar
de punto a punto. Obviamente, la rigidez de la célula sera diferente en diferentes puntos de la misma
(una zona donde hay un microtibulo, por ejemplo, serd mas dura que otra donde solo hay citosol).
Sin embargo, vamos a suponer que estas variables son constantes en toda nuestra célula. Es decir, en
solo dos niimeros estaria comprimida toda la informacion sobre el citoesqueleto, micleo, organulos...
Esta es la hipétesis de homogeneidad, que mantendremos hasta el capitulo 6, donde trataremos la
heterogeneidad.

Viscoelasticidad

Si ahora la fuerza dependiera del historial de deformaciones, y no solo de la deformacion en el

instante de medida ¢ la expresion 2-1 para un sistema unidimensional lineal se trasformaria en [115]
‘ d[x(7)]
F(t) =f Pr(t — 1) ———dr 25
0 dr

Donde la funcion @ (t) es el equivalente viscoelastico de la constante & de un muelle en el sistema
elastico puro (ver apéndices). Esta funciéon representa la respuesta en fuerza cuando aplicamos una
deformaciéon unitaria al sistema (es decir, comprimimos el sistema exactamente una unidad de
deformacion, y vemos cémo responde la fuerza con el tiempo). De ahi su nombre: funciéon de

relajacion.

En la ecuacion anterior podemos definir el operador integral que actiia sobre la deformacion x(t)

Ccomo

t d
JO Yr(t—1) (Ezr]dT - Y. (b) 2.6

De forma que podemos reescribir 2-5 de una forma mas compacta

F(t) = ¥ (H)x() 9.7



Si nos fijamos, esta ecuacion es formalmente igual a su equivalente elastico 2-1, solo que la constante
de elasticidad k se ha convertido en un operador integral W, (t), y la multiplicacion ha de entenderse
como la “aplicacion” de dicho operador. Antes de pasar a la generalizacion de 2-5 al caso
tridimensional, vamos a realizar una transformada de Laplace de la misma. Para ello debemos notar
que el operador Wy, (t) es una convolucion (ver apéndice B.1.3), por lo que la transformada de 2-7

F() = ¢r(@p2(») = PR (p)%(P) 2-8

donde el “sombrerito”  encima de cada variable implica que se encuentran definidas en el dominio
de Laplace. A partir de ahora, no pondremos explicitamente la variable independiente (£ o p), sino
que lo marcaremos implicitamente con la ausencia o no de sombrerito.

De esta forma podemos ver que, al realizar la transformada de Laplace, la relacion entre fuerza y
deformacion es lineal, como en el caso puramente elastico (las ecuaciones 2-8 y 2-1 son equivalentes).
La unica diferencia es que ahora, en vez de tener constantes eldsticas, tenemos operadores lineales
(que dependen directamente de funciones de relajacion). Esto nos permite escribir la ecuacion para
el solido wviscoeldstico 3D de forma similar al caso elastico (ecuacion 2-3), solo que ahora las
constantes elasticas son operadores del tipo 2-6 en dominio de Laplace.

~ Ty ~ Ty A 1 A~ C
G = Wity by + 29 (uik - §uu5ik> 2-9

Si experimentalmente medimos otros parametros y queremos expresar la ecuacién de tension-
deformacion en funcién de los mismos, en el dominio de Laplace las ecuaciones seran formalmente
similares a las del caso elastico. Por ejemplo, el equivalente de la ecuacion 2-4 seria

G = ——E g5, +L(a- _1s 5-) 9-10
ik 3(1_2lpv) 1Y%k (1+va) ik 3 1Y%k
En principio las ecuaciones de tension-deformacion temporales para el caso viscoelastico 3D se
obtendrian realizando la transformada de Laplace mversa de 2-10 (o de su equivalente 2-9). Esto es
habitualmente muy dificil, ya que las transformadas inversas de Laplace solo tienen solucion analitica
en algunos casos particulares. Sin embargo, para los problemas de indentacién a los que nos
enfrentaremos con un AFM, existe una solucion alternativa que explota una combinacién entre las
soluciones de problema elastico con la relacion formal 2-6. Para utilizar esta via, primero tendremos
que ver como es la solucion explicita del problema de indentacion eldstico, que daremos en la

seccion 2.3. Pero antes, intentaremos simplificar un poco mas la ecuaciéon 2-10.

2.2 Grados de libertad y coeficiente de Poisson

Tanto las ecuaciones elasticas (2-4) como las viscoelasticas (2-10) dependen de dos parametros (o
funciones de relajacién, en el caso viscoeldstico) para describir el material. Dado que cada parametro
esta relacionado con un experimento, requeririamos dos sistemas experimentales diferentes para



caracterizar perfectamente el material. Podriamos, por ejemplo, realizar un experimento de extensién
longitudinal para obtener E, y otro de torsién para obtener G. Pero dado que solo contamos con
datos experimentales provenientes de un AFM, solo podemos resolver un grado de libertad de los
dos posibles :Como podemos resolver esta dificultad?

La contante plana de elasticidad

En realidad, cada experimento que inventemos tendrd asociada una constante de elasticidad. De la
misma forma que la compresion longitudinal esta relacionada con E, o que la torsiéon estd relacionada
con G, nada nos impide inventar nuestra propia constante de elasticidad para nuestro experimento
particular. En el caso de la indentacién de un sistema con una punta axisimétrica, se puede probar

que nuestra nueva constante de elasticidad E* serfa

E

- 2-11
1—v2

E*
En la seccion 2.3.2 veremos las soluciones cldsicas para un indentador axisimétrico dadas por

Sneddon [117] se podrian escribir en funcion de esta constante equivalente.

Para el sistema viscoeldstico tendriamos una funcion de relajacién nueva, definida (en el dominio de

Laplace) por una expresion similar al de su equivalente elastico

Py = qj—’iz 912
1- (va)

Esta opcion, aunque general, no resuelve el problema central de la existencia de dos grados de
libertad. Es mads, en el caso viscoeldstico podemos encontrar la relacion entre la nueva funcion de
relajacion @g” v las clasicas (@g v @) solo en el dominio de Laplace, pero no en el dominio
temporal (en el dominio del tiempo 2-12 no tendria la misma forma, es mds, posiblemente no se
podria escribir un ecuacién cerrada al hacer la transformada mversa de Laplace). Sin embargo, dado
que trabajamos con células, tenemos otra opcion para lidiar con el problema: Usar la
mcompresibilidad de la célula.

Incompresibilidad de la célula

Como el contenido en agua de la célula es muy alto, podemos considerar la misma como
incompresible[91, 118]. Si bien es cierto que a escalas grandes de tiempo la célula es capaz de
modificar su volumen ante estimulos externos[119] (v quizis de forma intrinseca[120]), este cambio
volumétrico es debido a un intercambio de agua forzado con el entorno. Por lo tanto, en las medidas
puntuales (tanto desde el punto de vista espacial como temporal) de un AFM se puede considerar
que este mecanismo no se activa, y por lo tanto, el volumen es constante. Es decir, el coeliciente de
Poisson es practicamente constante y muy cercano a 0.5. De esta forma nuestro sistema solo tiene un
grado de libertad mecanico. Esto implica que en la ecuacion bésica de la elasticidad 2-4 el unico

parametro que nos quedaria por obtener experimentalmente es E.

En el caso viscoelastico, el operador para el coeficiente de Poisson serfa también una constante [121]

en el dominio de Laplace (bajo las mismas hipotesis que en el caso eldstico)



Y, =v 2-13

Por lo que la relacion fundamental 2-10 estaria dada por

A~ pr ~ pr A~ 1 ~ C
O = muu&'k + m(uik - §u116ik> 2-14

De la cual podemos calcular su equivalente directamente en el dominio del tiempo (usando el
teorema de convolucion)

kit Sy + —E L %15

Oik = 377 _ oy HuOik T < | Uik — 3 UuOik -Lo

o3(1-2v) 1+v) 3

Podemos ver que tanto 2-14 como su equivalente temporal 2-15 solo dependen de una funcién de

relajacion @g (va que el operador Wy depende de ella directamente), que serd la inica incognita para

definir nuestro sistema. Por lo tanto, toda la informacién mecanica de la célula estard comprimida en

dicha funcion.

Si bien podriamos pensar que existe una divergencia en las ecuaciones 2-4, 2-14 y 2-15 en el caso de
la incompresibilidad (ya que v = 0.5 hace que el denominador del primer término sea infinito), la
propia definicion de incompresibilidad soluciona el problema. Se puede demostrar que el cambio de
volumen en un deformacion estd dado por AV = uy;, por lo que la incompresibilidad equivale a decir
que u;; = 0. De esta forma, en el caso incompresible, al no haber cambio de volumen el primer
término de las ecuaciones es igual a cero, eliminando la divergencia[116].

2.3 El problema de la indentacion elastico

Supongamos que tenemos un medio eldstico seminfinito, regido por la ecuacion 2-4. Si penetramos
este medio con una punta de simetria axial, cuya forma esta dada por una funciéon /@z)... ;Cudl serd la
fuerza F'necesaria para alcanzar cierta indentacion I? Esta cuestion es conocida como problema de
Boussinesq, y se adapta perfectamente a la situacion experimental que encontramos con un AFM
(Ver hgura 2-1). Una cuestién paralela que seria interesante explorar es como evoluciona el area de
contacto (definido mediante el radio de la misma 1 con la indentacion. Aunque el AFM no puede
medir este parametro (aunque se puede estimar usando microscopios de confocal [78]), veremos mas

adelante que es de importancia para comprender el comportamiento de una muestra viscoeldstica.



Fig. 2-1: Problema de la indentacion. () Una punta penetra una muestra (visco)eldstica, la cual tiene
un grosor miinito. (b) Esquema del problema 2D equivalente una vez aplicada la simetria axial. El
objetivo es hallar F(¢) en funcion de 1(¢).

Es interesante notar que, aunque el problema es claramente tridimensional, la simetria axial del
mdentador (junto con la isotropia del medio a indentar), permiten utilizar coordenadas cilindricas. La
relacién entre las coordenadas generales y las que usaremos en el resto de la tesis estian dadas por:

3D 2D cilindrico
2-16
X,y r = /x2 + yZ
z > 0 fuera de la muestra z > 0 dentro de la muestra

Hemos definido z como positivo hacia dentro de la muestra, de forma que las indentaciones
correspondan con una coordenada positiva. Vamos a ver las condiciones de contorno en este sistema
de coordenadas.

Condiciones de contorno

Para resolver este problema necesitamos indicar unas condiciones de contorno, que nos permitiran
resolver la ecuacion 2-4. En primer lugar sabemos que, dentro de la zona de contacto (r < 2, donde a
es el radio del drea de contacto), la superficie de la muestra tiene que adaptarse a la forma de la punta
(que suponemos conocida: /{r)). Fuera de la zona de contacto (r > a), las presiones verticales deben
ser igual a cero, ya que no hay nada que ejerza fuerzas sobre la muestra. También supondremos que
no hay friccion, por lo que las presiones laterales deben ser nulas en toda la superficie de la muestra.
Las ecuaciones que resumen todas estas condiciones fisicas son:

u,=1—-f() r<a,z=0
:0 T>a,z=0 2-17
Ozy = 0z =0 Vr,z=10

Para resolver un sistema de ecuaciones diferenciales las condiciones de contorno deberian estar
especificadas en todo el contorno del problema, pero hasta ahora solo hemos hablado de la
superficie superior de la muestra. Otra condicién de contorno que no suele aparecer explicitamente



en la literatura (aunque se asume implicitamente) es la de que las tensiones tienden a cero en el
mfinito.

ree 918

O'ij=0
O'ij:() Z — 00

Experimentalmente esto implica que la célula es muy grande en comparaciéon con el drea de contacto
entre la célula y la punta del AFM. Esta hipétesis es razonable cuando medimos en el centro de la
célula, pero es claramente falsa cuando realizamos el experimento en los bordes de la misma, que
son bastante mas finos. En el capitulo 3 veremos cémo solucionar este problema.

Con el AFM solo podemos medir la fuerza total F, no la distribucién de presiones vertical 0,,(7).
Sin embargo, la fuerza no es mas que la integral de las presiones verticales en el drea de contacto

a
F = 27rj 0,z (r)rdr 2-19
0

Por lo que s1 encontramos la solucién para 2-4 tendremos la fuerza total.
Soluciones clasicas elasticas

Para las condiciones de contorno dadas en la seccion anterior existian soluciones particulares para el
punch y para la esfera [122, 123]. Sin embargo Sneddon [117] obtuvo en 1965 una solucion general
para cualquier indentador asimétrico de geometria conocida. Dichas soluciones estin dadas por
expresiones de la forma

F = aEIP 2-90

Donde los parametros a y f dependen de la geometria del indentador. En la siguiente tabla

ofrecemos los valores para las tres geometrias mas comunes:

a B

Cilindr 2R, 1
Hlindro D)

2tan[0] 2-21

Cono _— 2
(1l —v?)

Esfera 4—\/E 1.5
3(1 —v?)

Sneddon no solo resolvié el problema de calcular la fuerza en funciéon de la indentaciéon, sino que
también el de calcular el area de contacto. El radio de esta area de contacto estd dado por una forma
similar a la de la fuerza, pero con unos coeficientes diferentes

a= Al 2-29

De nuevo, resumimos los coeficientes mas comunes calculados por Sneddon



A
Cilindro R,
2tan[6 2-23
Cono L[] 1
T
Esfera \/R—t 0.5

Hasta aqui, nada nuevo que no pudiéramos encontrar en la abundante bibliografia sobre el tema
[117, 122]. Vamos a ver como anadir viscoelasticidad.

2.4 El problema de la indentacion viscoelastico

La idea es solucionar el mismo problema que en el caso puramente eldstico, pero ahora la ecuacion
del material estard dada por la inversa temporal de 2-9 (o de cualquiera de sus equivalentes, por
ejemplo 2-10) en vez de por 2-3. Las condiciones de contorno seran exactamente las mismas que en

el caso elastico.

Podriamos pensar en transformar todo el problema al dominio de Laplace, ya que ahi las ecuaciones
de tensién-deformacion tienen una estructura similar a las del problema elastico (del que ya sabemos
la solucién). Dada esta similitud entre estructuras, si sabemos la solucién del problema elastico,
conoceremos automaticamente la soluciéon en el caso viscoelastico. Las dificultades surgen al intentar
trasformar las condiciones de contorno (ecuacion 2-17). Estas condiciones no son exclusivamente de
desplazamiento o de presion para todos los instantes de tiempo, si no que dependen del area de
contacto en un momento dado. Es decir, un mismo punto de la superficie tiene, para diferente £
distintas condiciones de contorno, segn esté dentro o fuera del area de contacto.

De esta forma, no podemos encontrar un equivalente de las condiciones de contorno 2-17 en el
dominio de Laplace. Esto impide utilizar esta estrategia para el caso viscoelastico[124, 125]. Cabe
destacar que en el caso de un cilindro, al ser el drea constante durante todo el experimento, si se

puede encontrar una solucién directamente. Vamos a analizar el resto de las geometrias.
Procedimiento de Lee y Radok

Lee y Radok [125] propusieron una solucién al problema de indentacion viscoeldstico basada en las
relaciones formales 2-6 y 2-7. En ellas podemos ver (para el problema 1-D) que la constante de
rigidez en el problema eldstico es equivalente a un operador de convolucion Wy (t). Siguiendo esta
analogia, podemos aplicar la siguiente trasformacion formal a la solucién del problema 3-D eldstico

t d[

)
E Yp = t— d 2-24
= o= [ gptt-n e




Es decir, a la solucion elastica descrita en 2-20 le aplicaremos la transformacion 2-24, obteniendo

t d[1#]

Felastico = aklfF - Fyisco = aLIJEIB = aj; pp(t—1) Tdr 2-25
A pesar de lo sugerente de la idea, dado que las soluciones elasticas no son en general lineales con la
indentacion (el exponente 8 es mayor que uno salvo en el caso del cilindro), el demostrar que 2-25 es
realmente la solucién al problema de indentacion tridimensional viscoeldstico no es obvio. En esta
tesis no entraremos en detalles sobre dicha demostracion, st no que nos limitaremos a calcular las
ecuaciones concretas para ciertos casos de relevancia practica, validando las soluciones encontradas
comparandolas con simulaciones FEM.

2.5 Soluciones particulares para Kelvin-Voigt.

Si suponemos que la funcion de relajaciéon esti dada por el modelo de Kelvin-Voigt (ver apéndice
D.2.1), la ecuacion 2-2)5 sera:

t d[1# ,
F= af [E +ngé(t — T)]%d’l’ 2-26
0

En este caso podemos encontrar una solucion independientemente de la forma de la indentacion con

el iempo, integrando directamente la expresion anterior.
F = aEIf + apnglf—1i 9-97

Es interesante notar que en esta solucion tiene la parte elastica y viscosa claramente separada en dos
sumandos, lo cual facilita la interpretacion. Al final del capitulo daremos una posible interpretacion
fisica para cada uno de los sumandos en el caso de una célula. En la bibliografia de reologia [115] se
suele hablar a menudo del coeficiente de viscosidad en cortante (), mientras que la expresion 2-27
estd expresada en funcion de la viscosidad en compresion (Mg). La relacion entre ellos estard dada, en
el caso incompresible, por (ver apéndice D.2.1)

Ng = 31g 92-98
De esta forma, para comparar valores, es mis conveniente reescribir la fuerza como
F = aEIP + 3apnglP~i 2-29

Vamos a calcular las diferentes expresiones de la fuerza para algunas geometrias de punta comunes.



Cilindro
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Fig. 2-2: Esquema de indentacion de un cilindro combinado con el modelo de Kelvin-Voigt.

En este caso tendremos que f =1y a lo que junto con la expresién para la velocidad

_ 2a
T a-vy’
convierten la ecuacion 2-27 en

2a , o«
F= m(EI +nel) 2-30

El primer sumando coincide con el caso puramente eldstico resuelto por Sneddon. Es interesante
notar que la fuerza es lineal con la penetraciéon y con la velocidad. Esta inealidad es debida a que el
radio de contacto es independiente de estas variables.

En el caso de que la muestra sea incompresible (por ejemplo, en la aplicacion particular de la célula),

sabemos que v = 0.5 y que ng = 31, por lo que la fuerza seria

_ 8
3

F =—a(EI + 3ngl) 2-31

Cono

Fig. 2-3: Esquema de mdentacion de un cono combinado con el modelo de Kelvin-Voigt.

En este caso tendremos que f =2y a = ;2?5/92]) , lo que junto con la expresiéon para la velocidad
convierten la ecuacion 2-27 en
2tan[6] ;
=——J(El+ 2ngl 2-32
(1l —v?) ( nel)



De nuevo, el primer sumando es exactamente igual que el obtenido en el caso elastico. Sin embargo,
en este caso hemos perdido la linealidad con la indentacién. Esto es debido a que el radio de
contacto va variando en funcién de la indentacién (la relacién entre ambas variables estaria dada por
la geometria del cono).

La simplificacién al caso incompresible seria

8Tan|[6O , Q¢
F= 3—[]1(51 + 6n¢l) 2-33
s

Esfera

& i S e

-
a

Fig. 2-4: Esquema de indentacion de una esfera combinada con el modelo de Kelvin-Voigt.

4/R; . . .
X lo que junto con la expresién para la velocidad

En este caso tendremos que f = 1.5y a = 309

convierten la ecuacion 2-26 en

4./IR; 3 .
F =—(EI + = 1) 2-34
3(1—v?) 2 E
De nuevo, la primera parte es la solucion clisica de Hertz para el problema de indentacion eldstico.
Para nuestro ejemplo particular de una célula incompresible tendriamos

16|/IR 9 . 9.95
F= Tt(EI + EnGI) 2-85

Notese que estas expresiones difieren de algunas encontradas habitualmente en la bibliografia de
AFM [89]. Estas diferencias son debidas a que en algunos estudios no se ha analizado la

tridimensionalidad del problema, asumiéndose una extension del caso unidimensional como valida



2.6 Soluciones particulares para SIS

Si suponemos que la funcion de relajacion esta dada por el modelo de SLS (ver apéndice D.2.2), la

ecuacion 2-25 sera

_Eze 1d[IP
F=a [E1 + Eye ne " ﬂ]%dr 2-36

Si intentamos realizar la integraciéon, veremos que se compone de dos sumandos

t

L -
F = aE,IP + aBE, j e ne 1B 1jdr 9-37

0

El primero es exactamente 1gual al caso puramente elastico, y tiene solucién cerrada para cualquier
funcion de indentacién temporal. El segundo término se podrd integrar solo para ciertos casos
particulares. Uno de ellos es cuando la indentacion es lineal con el tiempo (es decir, la velocidad es
constante). Esta indentaciéon también es llamada triangular.

[ =vt 2-38

Dado que dicho esquema de indentaciéon es de interés practico, veamos cémo es la soluciéon para la
fuerza para diferentes geometrias bajo tal hipotesis.

Cilindro e indentacién lineal

LT El§ C o
'al "—L’an

Fig. 2-5: Esquema de indentacion de un cilindro combinada con el modelo SLS y con una
mdentacion a velocidad constante.

En este caso tendremos que f =1y a = , lo que junto con la expresion para la velocidad

2a
(1-v?)

convierten la expresion 2-37 en

F 2a E I+ 2a Ejt n
= o b PPN ) e E
(1-v?) 1-v3 “J

En este caso podemos integrar el segundo término, por lo que la solucion general sera

vdt 2-39

2a 2a _Ep, )
F = E11+(1_v2)175v 1—e ME 2-40

(1-v?




Y en el caso incompresible

8 _E
F=§a Eil+ngv|1l—e 3% 2-41

Es interesante ver que, para tiempos muy grandes y para esta geometria en concreto, el modelo de
SLS a velocidad constante equivale al de Kelvin-Voigt. En efecto, si en hacemos t = o en la
expresion 2-40, obtenemos exactamente la solucion de Kelvin-Voigt hallada anteriormente (ecuacién
2-30). Esto es debido a que, para tiempos largos, el amortiguador llega a un equilibrio con el muelle
con el que encuentra en serie.

Cono e indentacion lineal

E _1
2 V—t

NE

Fig. 2-0: Esquemma de indentacion de un cono combinada con el modelo SLS y con una mdentacion a
velocidad constante.

2tan[6]

En este caso tendremos que == 2 y X = ———
ue B y T—v?)

, lo que junto con la expresiéon para la velocidad

convlerten la ecuaciéon 2-37 en

2tan[0] , . 2tan[0] Ezzft Eatopy V2rde 9.49
) 0

= EIP+——— e ME
m(1—-v2)"Y T g(1—v2

En este caso podemos integrar el segundo término, por lo que la solucion final sera

2tan[6] 4tan[6] 4tan[0] (vng)? [ -Ez,
=—E I+ —— I ne- — 1 2-43
m(l—v2) ! (1 —v?) vie (1l —v?) E, ¢
Y en el caso incompresible
8tan[0 vng)? [ —Ez
L L P A Gy .~ 9-44
3n E,

Al contrario que en el caso del cilindro, para esta geometria no se cumple la equivalencia con la
soluciéon de Kelvin-Voigt cuando t = o0, ya que en este limite 2-43 no tiende a 2-32. Esto es debido a
que el drea de contacto nunca es constante, por lo que nunca se llega a alcanzar un equilibrio interno

entre el amortiguador y el muelle con el que esta en serie.

Sin embargo, si que se pude comprobar que el término puramente eldstico es igual al obtenido

clasicamente por Sneddon.



Esfera e indentaciéon lineal

E;

NE

Fig. 2-7: Esquema de indentacion de una estera combinada con el modelo SLS y con una indentacion
a velocidad constante.

i

3(1-v

En este caso tendremos que § = 1.5y a = , lo que junto con la expresiéon para la velocidad

convlerten la ecuaciéon 2-37 en

4./R 4,/R t —ﬂ(t—r) 3
F= E Y5 + E j n 24/7d 245
3(1— v)1 3(1 v)zzer varde

En este caso podemos integrar el segundo término, pero usando la funcién de error para escribir la
solucion

4 /R, 4JR, 3
F:—E 15+
3(1—v2) 3(1— 2)2”’7’5‘/_
9:46
41/ t 3 n _E Z24 Ezt

+————(vnp)*® [—e M= er
3(1—-v2)2 ¥ |, ANES

Donde ERR(x) es la funcion de error, la cual no tiene expresion analitica, pero se encuentra
convenientemente estudiada y tabulada en la bibliografia.

De nuevo en el caso incompresible

161/ E,t
LE S 4+ 2 an\/_+ (3vr)6)15 E—e 5t erf| |== 9-47

3n¢

De la misma forma que en el caso del cono, cuando £ = o no recuperamos la solucién de Kelvin-
Voigt para esta geometria.

2.7 Soluciones particulares para un modelo Power-law

Si suponemos que la funcion de relajacion estid dada por el modelo de Power-law (ver apéndice

D.2.3), la ecuacion 2-25 sera:



_af [EO <(t_r)> ]d[lﬁ] 948

De nuevo en este caso no podremos obtener una solucion cerrada salvo para casos particulares de la
mdentacién en funcién del tiempo. Dado que es de interés practico, estudiaremos de nuevo el caso
de velocidad constante para puntas de diferentes geometrias.

Cilindro e indentacién lineal

Eq
+ 4 +
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a

Fg. 2-8: Esquema de indentacion de un cilindro combinada con el modelo Power-law y con una
mdentacion a velocidad constante.

En este caso tendremos que f =1y a lo que junto con la expresién para la velocidad

_ 2a
T a-vy’
transforman la ecuacion 2-48 en

_ 2a tr/e-o\" .
F = mEofo [(T) ]UdT 2-49

La integral se pude resolver facilmente, obteniendo la expresion final

2 Egv  t7Y*!
Fo_ 2 o !~ 2-50
(I=v)(y+1) 67"

Podemos ver que en los caso limites de un solido (y = 0) y de un liquido (y = 1), recuperaremos,
respectivamente, la parte eldstica y viscosa del modelo de Kelvin-Voigt para un cilindro (ecuacion 2-
30). Sin embargo, en este modelo no tenemos una separaciéon clara entre viscosidad y elasticidad,

caracteristica que se va a repetir en todas las geometrias.

Cono e indentacién lineal



Fig. 2-9: Esquema de indentacion de un cono combinada con el modelo Power-law vy con una
mdentacion a velocidad constante.

2tan[6]
m(1-v2)’

En este caso tendremos que f =2y a = , lo que junto con la expresion para la velocidad

convierten la ecuacion 2-48 en

_ 2tan[6 (t—1) o r
n(l—vz) f[( > ]217 Tdt 2-51

Si resolvemos la integral obtenemos

2tan[6 t7r+2 1
p o _2anlbl oo 2-52
(1l —v?2) to™Y 2—3y +y?

De nuevo observamos que en los caso limites de un solido (y = 0) y de un liquido (y = 1),
recuperaremos la parte eldstica y viscosa del modelo de Kelvin-Voigt para un cono (ecuacion 2-32).

Esfera e indentacion lineal

Fig. 2-10: Esquema de indentacion de una esfera combinada con el modelo Power-law y con una
ndentacion a velocidad constante.

o

3(1-v

En este caso tendremos que f =15y a = , lo que junto con la expresion para la velocidad

convilerten la ecuacion 2-48 en

t—1) o re
F_s(l—vZ) H( ) ] v rde o

Si resolvemos la integral obtenemos



— 4\/R_t 3 15 t_w% r(1—y)Wn
F=saombyv "+ 5
2r(3-7)
Conociendo los valores tabulados de la funcién gamma volvemos a comprobar la concordancia entre
los limites un solido (y = 0) y de un liquido (y = 1), con lo predicho por el modelo de Kelvin-Voigt
(ecuacion 2-34).

2.8 Comprobacion numérica

Para comprobar si las formulas que hemos derivado en las secciones anteriores son correctas, vamos
a realizar unas simulaciones con FEM. La idea es obtener curvas fuerza-indentacion y fuerza-tiempo,
comparandolas con las que predicen nuestras ecuaciones. Por simplicidad calcularemos solo el caso
del modelo de Kelvin-Voigt para las tres geometrias. Como la fuerza va a depender tanto de la
mdentacién como de la velocidad, vamos a variar ambas sinusoidalmente, lo que os dara unas graficas

mads interesantes que si hiciéramos una indentacion a velocidad constate.
Curvas FEM de fuerza

La figura 2-11 muestra la evolucion de la fuerza en funcién de la indentacion y del iempo para el
caso de una indentacion sinusoidal., asi como un esquema de como fue hecha la simulacion (ver los
apéndices para mas detalles sobre las simulaciones de FEM). Dado que la indentacion es sinusoidal
(linea discontinua en los paneles c, f, 1), la fuerza también tiene una forma ligeramente sinusoidal. Sin
embargo, podemos ver como el maximo de la indentacion y de la fuerza difieren. Esto es normal, ya
que podemos ver en la ecuacion 2-27 que, dado que la fuerza se compone de una parte debida a la
mdentacién y otra debida a la velocidad, el maximo de la fuerza se obtendra cuando se alcance el
maximo de la suma de ambas. En otras palabras, como la maxima indentacion y la maxima velocidad
ocurren a dos tiempos diferentes, la miaxima fuerza también ocurrird a un tiempo distinto. En las
graficas en funcion de la distancia (paneles b, e y h), podemos observar la histéresis entre las curvas
de 1da y las de vuelta, debido a la presencia de la viscosidad, que esta relacionada con la absorcion de
energia por parte de la muestra. Las fuerzas mdximas se encuentran en el orden de las decenas de
nanonewtons, v, a pesar de que la indentaciéon médxima es la misma para las tres geometrias, los picos
de fuerza son diferentes. Esto es debido que las dreas de contacto en funciéon de la indentacion son
diferentes para cada una de las geometrias. De nuevo, podemos comprobar esto de forma teérica, ya
que en las ecuaciones el exponente para la indentacion es distinto para cada geometria, dando, por lo

tanto, diferentes valores de fuerza para la misma indentacion.
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Fig. 2-11: Esquemas del modelo de FEM y fuerzas para una muestra visoelitica y sermnfinita.
Esquema (a) y fuerzas en funcion de la penetracion (b) y en funcion del iempo (c) para un cilindro,
R = 2.5 ym. Esquema (d) y luerzas en funcion de la penetracion (e) y en funcion del tempo (1) para
un cono, 0 = 752, Esquema (g) y fuerzas en funcion de la penetracion (h) y en funcion del tempo (1)
para una esfera, R =5 uym. Indentacion sinusoidal, A =1 pum, T = 1s. Muestra semunfinita, E =
4 kPa,n; =100 Pa-s, h = coum.

Podemos ver como las simulaciones de FEM coinciden bastante bien con las curvas teoéricas. Sin
embargo, en la curva de vuelta, las diferencias entre simulacion y teoria se hacen mas notables.
Veamos por qué.

El problema de la vuelta

Se sabe que la solucién propuesta por Lee y Radok no es vélida cuando la punta se retira de la
muestra, es decir, cuando la indentacion estd disminuyendo [122, 124-126]). Esto pude verse
claramente en las simulaciones de FEM de la figura 2-11. Si nos fijamos, en todas las curvas teoricas
(lineas azules) existe un momento en el cual la fuerza se hace negativa. Esto es debido a una
limitacién de nuestras ecuaciones teéricas: Suponer que el drea de contacto en la ida y en la vuelta es
la misma. Bajo esta hipotesis, dado que la viscosidad va en la direccion contraria al movimiento,
cuando la velocidad es negativa (cuando la indentacién esta disminuyendo, en la vuelta), la muestra
“chupa” la punta hacia abajo en vez de presionarla hacia arriba. Es decir, aparece una fuerza neta
atractiva. En nuestros experimentos no existe una fuerza atractiva entre la punta y la muestra, por lo

3



que dicha solucién negativa no puede existir en la realidad (ni existe, como podemos ver, en las
simulaciones FEM).

¢Cbémo solucionar la paradoja? La clave estd en darse cuenta que, cuando la teorfa predice una fuerza
neta negativa, lo que sucede en realidad es que la punta se despega de la muestra, es decir, que el drea
se hace mas pequena de lo que esperariamos segiin nuestra teorfa. Si nos fijamos en los resultados de
la simulacion, podemos ver que las fuerzas nunca se hacen negativas (llegan a ser cero, pero no
menores, véanse las lineas de puntos en la figura 2-11), ya que la simulacion FEM predice
correctamente este desacople punta-muestra. Todo esto nos obligaria a revisar las ecuaciones
desarrolladas hasta el momento, para tener en cuenta este problema del desacoplamiento entre punta
y muestra.

En el capitulo 5 exploraremos este problema con mas detalle, viendo que la solucion en la vuelta esta
basada en la solucion de la ida [124]. Pero de momento vamos a intentar utilizar en los experimentos
la teoria de la que disponemos, dejando una demostraciéon formal para mas adelante. Nos basaremos
en la observacion de que, al menos tanto en la 1da, como en las primeras fases de la vuelta, las
ecuaciones predicen razonablemente bien los resultados numéricos.

2.9 Interpretacion fisica y biologica de los modelos

Hasta ahora hemos resuelto el problema de la indentacién de un material viscoeldstico para
diferentes modelos, comprobando la validez de nuestras soluciones con simulaciones FEM. En las
sigulentes secciones veremos céomo utilizar la teorfa en la prictica, e incluso daremos datos de una
célula real. Pero antes que nada, como puente entre la teoria y los experimentos vamos a intentar dar
significado fisico y biologico a los diferentes modelos de viscoelasticidad que hemos utilizado (la
derivacion matematica de los mismos se encuentra en el apéndice 1.2).

Kelvin-Voigt: Modelo poroelastico

En este modelo vemos que tenemos, independientemente de la geometria de la punta, una parte
conservativa y una viscosa (ver ecuacion 2-27). Esta es una de sus grandes ventajas, su sencillez, es el
modelo mas simple que incluye viscosidad. Sin embargo, también tiene una interpretacion bioldgica
muy interesante. La idea consiste en relacionarlo con el modelo poroelastico para una célula [70]. En
dicho modelo, la respuesta viscoeldstica estd relacionada no solo con las propiedades del
citoesqueleto en si, si no con el movimiento del citosol a través del mismo. Siguiendo dicha
interpretacion, la parte elastica del modelo de Kelvin-Voigt caracteriza la respuesta de la estructura de
la célula, es decir, mide directamente la rigidez del citoesqueleto. La parte viscosa, sin embargo, esta
relacionada con la interaccion fluido-estructura entre el citosol y el citoesqueleto. A mayor viscosidad
en este modelo, mayor dificultad del citosol para moverse a través de los huecos internos de la célula.
Es importante recordar que, desde este punto de wvista, la viscosidad que medimos no es la que
tendria el citosol mtrinsecamente como liquido, la cual tendria un valor bastante mas bajo. En los
experimentos veremos que dicha interpretacion es consistente con los resultados obtenidos.



Una propiedad interesante es que, si tuviéramos cualquier otro modelo viscoeldstico lineal y
efectudramos las medidas a cierta frecuencia, siempre podemos encontrar un Kelvin-Voigt que nos dé
exactamente la misma respuesta. O dicho de otra forma, cualquier modelo viscoelastico lineal es
equivalente a un conjunto de Kelvin-Voigts adecuados, uno diferente para cada frecuencia.
Demostraremos esta propiedad en los apéndices, aunque debemos decir que solo para el caso
unidimensional, por lo que tendremos que usar esta equivalencia con clertas reservas para el caso

tridimensional.
SLS: Un poco mas realista

En este caso seguimos interpretando la célula como un sistema homogéneo, donde a pesar de las
diferentes estructuras que la conforman podemos resumir su comportamiento en una respuesta de
elementos eldsticos y viscosos. Sin embargo, a diferencia del Kelvin-Voigt, ahora tenemos dos
modulos de Young (lo que provoca que tengamos dos rigideces limites para este modelo, una a altas
frecuencias y otra a bajas[115]). Este modelo se suele preferir al de Kelvin-Voigt debido a que
predice de forma mas realista el comportamiento de los experimentos de relajacién de fuerzas. Como
podemos ver tanto en cualquiera de las soluciones particulares de las geometrias (2-41, 2-44, 2-47),
este modelo tiene una parte viscosa y otra eldstica, pero ahora ademads tenemos una parte que se
relaja exponencialmente con el tiempo. Podemos tener varias interpretaciones para esta componente
de relajacion, una de ellas, bastante sugerente, es que es debida al intercambio de fluido entre la
célula y el entorno. Sin embargo podria ser que la célula modificara su citoesqueleto, o que

simplemente fuera una componente del modelo poroelastico.

Sin embargo, aunque se ha visto que este modelo predice razonablemente bien las medidas hechas
en hidrogeles, a tiempos muy cortos el modelo Power-law se adapta mejor a los datos
experimentales[78].

Modelo Power-law: Diferentes tiempos de relajacion

Dado que la célula esti compuesta de muchos elementos diferentes, cada uno con diferentes
caracteristicas mecanicas... gtiene sentido hablar de un nimero pequeno de rigideces y viscosidades?
Parece que no deberfamos usar un simple Kelvin-Voigt de dos elementos, o un SLS con solo uno
mads, para un sistema tan complejo como una célula. Podriamos mtentar ainadir mds elementos
obteniendo modelos mds y mas complejos, pero, a pesar de que conseguiriamos mas exactitud, la
mterpretaciéon seria también mds oscura. Sin embargo, se puede demostrar que, bajo ciertas
condiciones muy generales, un sistema compuesto por una gran variedad de elementos con diferentes
caracteristicas tendrd una funcion de relajacién muy sencilla, dependiente del tempo elevado a una
potencia [127]. Este es el llamado modelo Power-law, que hemos utilizado en las secciones

anteriores.

En dicho modelo no existe un solo tiempo de relajaciéon, sino que, al ser una combinacién de
muchos elementos, tendremos una combinacion de todas ellas. El principal parimetro de este
modelo es la potencia a la que esta elevado el tiempo: y. Este parimetro, expresa como de sélida o
liquida es la célula, es decir, cuanto importan los elementos de absorcién de energia, en comparacién
con los elementos puramente elasticos. Cuando este valor es exactamente 0, todos los elementos de

la célula son puramente elasticos, es decir, no hay ningtin mecanismo de absorcion de energia. En el



caso contrarlo, si fuera igual a uno, la célula estarfa compuesta por elementos puramente liquidos, sin
ninguna rigidez estructural.

2.10 Obtencion de los parametros en un experimento de AFM.

Una vez que hemos obtenido férmulas e interpretaciones para diferentes modelos y geometrias,
vamos a ver como podemos combinarlas con los datos experimentales del AFM, para asi conseguir
calcular los parametros de los modelos.

Preproceso de los datos experimentales

En la introduccién de esta tesis explicamos la utilidad de un AFM para la medicion de las
propiedades mecdnicas en la nanoescala, asi como sus fundamentos basicos. A nivel operativo, los
datos que nos da el microscopio para cada pixel son dos curvas en funcién del tiempo., una de
deflexion de la micropalanca d(t) (mediada por el fotodiodo) y otra de posicion de la base de la

misma Z.(t) (respecto a un sistema arbitrario definido por el software de cada microscopio).
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Fig. 2-12: Curvas experimentales. (a) Distancia punta muestra (S), mdentacion (1), y fuerza (F) en
funcion del ratio entre tempo y el periodo de modulacion. (b) Curva de fuerza-indentacion obtenida
en las zonas centrales de un fibroblasto. Para cada indentacion tenemos dos fuerzas, una a la ida y
otra a la vuelta.

Partiendo de estas dos curvas, podemos obtener toda la informacién que necesitamos para
correlacionarla con nuestros modelos. En nuestro caso particular, nos interesa tener las curvas de
fuerza-indentacion y velocidad-indentacién. Para obtener la indentacion nos basaremos en la

siguiente relacion geométrica para las distancias entre la punta y la muestra, llamada S(t):
St)=Z.(t) —Zy +d(t) 2-55

Donde Z es la posicion de la base a la cual tenemos el contacto punta-muestra. La detecciéon de este

punto, a nivel teorico, consiste en ver en qué momento la palanca se empieza a doblar (cuando d >



0), va que eso indica que estamos detectando una fuerza debido al contacto con la superficie. Sin
embargo, en la prictica encontrar este punto con precision es bastante complicado debido a
imprecisiones experimentales [96]. Una vez calculado este punto de contacto definimos la

indentacion I(t) como

I1(t) = =S(t) St)<o0
1(t) =0 S(t)>0

2-56

Todo este procesamiento se hard gracias a un programa escrito en Python para eta tesis, Una vez
procesados los datos del microscopio para obtener las curvas adecuadas, veamos cémo podemos
extraer los parametros que nos interesan de las mismas.

Ajuste numérico o resolucion analitica

Una vez que tenemos las curvas experimentales fuerza-distancia, podemos compararlas con las
ecuaciones analiticas para obtener los parametros elasticos del material. Para hacer esto tenemos dos
opciones claramente diferenciadas. La primera es realizar un ajuste numérico [78] . La segunda es
mtentar despejar los parametros de las ecuaciones.

La ventaja del ajuste numérico es que podemos utilizarlo para todos los modelos desarrollados,
mdependientemente de la complejidad de la formula. Es decir, seria valido para cualquiera de las
expresiones desarrolladas en esta tesis. Sin embargo, el problema es que un ajuste numérico debe
hacerse en la totalidad de la curva (o al menos en una seccién grande de la misma), por lo que
perdemos resolucién vertical de las propiedades mecdnicas. En el caso de escoger esta opcion,

existen rutinas numéricas para el ajuste de curvas facilmente disponibles en leguajes como Python.

Las ventajas de intentar despejar los parametros de las ecuaciones son varias. Por un lado siempre es
conveniente trabajar con expresiones analiticas, ya que permiten obtener informacion util mediante
simple inspeccion visual de la ecuacién. Por otro lado, si podemos despejar los pardmetros
tendremos un valor de los pardmetros para cada punto de la curva experimental, asi que no
perderemos resolucion espacial en profundidad. El problema de esta via es que no es siempre
posible despejar los parametros en las ecuaciones, debido a la complejidad de las mismas.

Por simplicidad, vamos a detallar como calcular la opcién analitica para el caso de Kelvin-Voigt,
aunque se podria seguir un procedimiento similar para alguno de los otros modelos.

Resolucion analitica de los parametros

Supongamos que partimos de las ecuaciones resueltas para el modelo de Kelvin-Voigt. Hemos visto
que estas ecuaciones son del tipo (2-27), por lo que tendriamos dos expresiones en funcion de la

indentacion, una para la ida y otra para la vuelta
— —1j
Figa = aEIP + aBnglP g,

Foueita = aElP + aBnElﬂ_livuelta



Donde tanto #como 1son las curvas experimentales, mientras que @ y § dependeran de la geometria
del indentador. La clave estd en suponer que la curva de indentacion I es simétrica tanto en la ida
como en la vuelta, es decir que a cualquier indentacion I, la velocidad es exactamente igual en laida y

en la vuelta, solo que de signo contrario

iida D= _ivuelta(l) 2-58

De esta forma podemos calcular la suma y la resta de las dos expresiones anteriores

Figa + Foyetta = 2aEIP

Py 2-59
Fiaa — Fyueita = 2afngl I

De donde podemos despejar facilmente los parametros del modelo (modulo de Young y viscosidad)
en funcion de las curvas experimentales

Fida + Fvuelta
2alP

2-60
Fida - Fvuelta

e = aBIF1]

Expresiones que deberemos particularizar para distintas geometrias. Las ecuaciones 2-60 permiten
transformar una curva de fuerzas en dos curvas, una de médulos de Young y otra de viscosidades.

Limitaciones

Hemos visto anteriormente que las solucione obtenidas por el método de Lee y Radok no son
validos en la vuelta, asi que... jcémo podemos aceptar la validez de las férmulas para calcular los
parametros, si incluyen datos de la vuelta (Fpyepq)?. La clave esti en que, como vimos en las
simulaciones, en el momento inicial de la curva de vuelta, las expresiones teodricas siguen siendo
validas. Es decir, alrededor del punto de miaxima indentacién, podemos usar con seguridad nuestra
teoria.

En el capitulo 5 analizaremos en profundidad y resolveremos completamente este problema de
forma analitica, explicando con mais detalle hasta qué punto son vilidas las expresiones 2-60 para los

parametros del material.

Vamos entonces a aplicar el método que acabamos de desarrollar a un caso experimental.

2.11 Ejemplo practico: medicion de las propiedades de un fibroblasto.

Finalmente, intentaremos en esta seccién obtener y estudiar las propiedades mecdnicas de una célula
viva. La célula escogida en un fibroblasto de raton (MEF, Mouse Embryonic Fibroblast), debido a su



facihdad de manejo en el laboratorio. Analizaremos el comportamiento de los parimetros en dos
estudios: Uno en funcién de la frecuencia (estudio reolégico) y otro aplicando un medicamento que
afecta al citoesqueleto.

a b

20 pm

Fig. 2-15: Fibroblasto utilizado en las medidas. (a) Imagen optica. (b) Imagen topogrilica obtenida
con el AFM en modo de contacto.

Procedimiento experimental

En primer lugar, escogemos mediante microscopia éptica una zona central de la célula, alejada de las
bordes de la misma. Hemos evitado el realizar medidas en los bordes, ya que, al ser el grosor de la
célula muy fino en estas zonas, deberiamos tener en cuenta el efecto del sustrato sobre el cual se
encuentran. S1 bien existen teorias para la correccion de dicho efecto [90, 103], en el siguiente
capitulo veremos que el problema no estd correctamente resuelto en la bibliografia, por lo que
mtentaremos evitar su efecto tanto como sea posible. Una vez escogida la zona de medida, realizamos
un gran numero de curvas de fuerza para poder obtener un estudio estadistico de los parametros.
Estas curvas de fuerza se obtendran usando una indentacién a velocidad constante. Analizando cada
una de las curvas como hemos descrito en la seccion 2.9, obtendremos un médulo de Young y una
viscosidad media. Como se puede ver en los apéndices, con estos parametros también podemos
calcular dos variables derivadas: el tiempo de relajacion, y el “loss modulus” (médulo de Young de
disipacion de energia).

Hemos repetido el experimento en unas 20 células diferentes, obteniendo resultados similares en
todas ellas, de forma que podemos confiar en que nuestros resultados no se deben a una célula en
particular. Sin embargo, las barras de error mostradas en las grificas son obtenidas en las medidas de
una sola célula, es decir, muestran la variabilidad interna de un fibroblasto, no la de una poblacion de

los mismos.
Variacion con la frecuencia

En primer lugar vamos a estudiar como varian los pardmetros en funciéon de la velocidad a la que
hagamos el experimento. En la figura 2-14 hemos representado el comportamiento de las cuatro
variables de las que se compone el modelo de Kelvin-Voigt cuando variamos la velocidad.
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Fig. 2-14: Comportamiento de diferentes pardmetros en funcion de la velocidad a la cual se hace el
experimento. (a) Modulo de Young. (b) Viscosidad. (c) “Loss modulus”. (d) Tiempo de relajacion

En primer lugar podemos ver que el modulo de Young es constante en el rango de velocidades
medido. Esto tiene sentido si recordamos que este parametro indica la respuesta eldstica del
citoesqueleto. S1 pensamos en un muelle, por ejemplo, su constante de rigidez no varia con la
velocidad con la que lo comprimamos, por lo que también es natural que la rigidez del sistema de
fibras que compone el citoesqueleto sea iInmune a la velocidad de compresion. Sin embargo, en la
bibliografia se ha comprobado que, en experimentos efectuados a frecuencias mas altas, el médulo de
Young aumenta con la frecuencia [6]... :Como podemos encajar estos resultados con los nuestros y
con la interpretaciéon antes dada? La clave estd en que la rigidez del citoesqueleto a altas frecuencias
podria incluir efectos termodinamicos, que no estudiaremos en este trabajo [128].

La viscosidad, sin embargo, disminuye claramente con la velocidad en nuestros experimentos.
Recordando la interpretaciéon que dimos con ayuda del modelo poroelastico, esto tiene sentido. En
dicha interpretacién la viscosidad esta relacionada con las pérdidas de energia debidas a la dificultad
del citosol para moverse a través de los huecos del citoesqueleto. Si hacemos el experimento de
forma muy lenta (baja velocidad), daremos tiempo a que se mueva una gran cantidad de fluido (el
tiempo de equilibrio del fluido es del orden de segundos (nature sobre el citoesqueleto)), por lo que
la energia disipada serd mayor y por lo tanto también lo serd el coeficiente de viscosidad. Sin
embargo, si hacemos el experimento a gran velocidad no daremos tiempo a que el sistema se



desequilibre, por lo que las pérdidas de energia seran menores, con lo que la viscosidad efectiva
también sera menor.

En el caso del tiempo de relajacion, vemos que disminuye con la velocidad. Esto implica que, si
aplicamos la perturbacion mecanica durante mucho tiempo, la célula tardard mas en recuperarse.

Por ultimo, el “/oss modulus”, que esta relacionado con las pérdidas de energia durante un ciclo en el
caso de una medida oscilatoria, aumenta con la frecuencia. Esto tiene sentido, ya que al aumentar la
velocidad, incluso aunque la viscosidad sea constante, las perdidas energéticas son mayores.

Efecto de cambios en el citoesqueleto

Fig. 2-15: Imdgenes opticas de la evolucion de un fibroblasto ante la accion de la citocalasina-D,
durante un periodo de una hora. La barra de referencia son 10 ym

Vamos a aplicar un medicamento que modifica las propiedades del citoesqueleto, observando los
parametros viscoelasticos en funcion del tiempo. El medicamento escogido es la citocalasina-D, la
cual, al inhibir la sintesis de proteinas, bloquea la polimerizacion de las fibras de actina. De esta
forma, dado que la creacion y destruccion de las fibras es un proceso que se produce continuamente,
a lo largo del tiempo se observard una disminucién de las mismas. En la figura 2-15 podemos
observar una secuencia de imigenes opticas de la evolucion de la forma de un fibroblasto sometido a
los efectos de esta droga durante un periodo de una hora. Se puede observar como poco a poco la
célula va perdiendo su forma definida y haciéndose cada vez mds esférica. Esto tiene sentido, ya que
parte de la funcién del citoesqueleto es mantener la forma [129], por lo que cualquier cambio en el

mismo se refleja automaticamente en un cambio en la apariencia externa de la célula.
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Fig. 2-16: Comportamiento de diferentes pardmetros en funcion del tiempo, ante la accion del
medicamento. (1) Modulo de Young. (b) Viscosidad. (c) “Loss mudulus”. (d) Tiempo de relajacion.

En cuanto a las variables viscoelasticas, vamos a medirlas a una frecuencia fija de 1Hz. Podemos ver
que todas ellas varfan de forma clara durante el periodo de tiempo analizado (ver figura 2-16). El
modulo de Young disminuye (panel a), lo cual es logico siguiendo la interpretacion que le habiamos
dado, ya que la misma decia que estaba relacionado con a la rigidez total del citoesqueleto. Como la
citocalasina disminuye el nimero de fibras de actina, esto hace que la estructura total sea mas débil y,
por lo tanto menos rigida, disminuyendo el moédulo de Young, como vemos en los datos
experimentales. Otro efecto relacionado con la disminuciéon del namero de fibras es que aumentara
el tamano de los huecos entre las mismas, por lo que el citosol se podrd mover con una mayor
facilidad por el interior de la célula. Como la viscosidad estaba relacionada con la dificultad de dicho
movimiento, esperariamos que este parimetro fuera descendiendo segin actiia el medicamento,
conclusion confirmada en nuestros datos (panel b). El “Joss modulus” se comporta exactamente igual
que la viscosidad, lo cual es normal, porque a menor viscosidad, menores perdidas de energia
durante un ciclo. La tnica variable que aumenta es el tiempo de relajacion. Esto también tiene una
facil interpretacion, ya que al eliminar parte de los elementos estructurales de la célula, su respuesta
ante una perturbacién mecanica se hard mis lenta. O visto de otra forma, hemos reducido el nimero
de “muelles” internos de la célula, por lo que le cuesta mis tiempo recuperar su estado nicial ante
una deformacién.



Efecto combinado de frecuencia y medicamento

Como dltimo estudio, es interesante ver qué sucede s1 combinamos los dos efectos antes descritos, es

decir, s1 observamos el efecto de la citocalasina

con el tiempo realizando las medidas a dos

velocidades diferentes. Los resultados se pueden ver en la figura 2-17
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Fg. 2-17: Comportamiento de diferentes pardmetros en funcion del tiempo, ante la accion del
medicamento, cuando el experimento se realiza a dos velocidades distintas. (a) Modulo de Young. (b)
Viscosidad. (c) “Loss mudulus’. (d) Tiempo de relajacion.

Como era de esperar, las tendencias temporales de los diferentes parimetros ante la acciéon del
medicamento son similares. Es mas, en el caso del modulo de Young, dado que este parametro no
depende la velocidad del experimento, las curvas tomadas se superponen de manera casi perfecta. En
los demds parametros existe un desplazamiento vertical, debido a la dependencia de los mismos con
la velocidad, pero las tendencias son similares entre diferentes curvas. Esto muestra que los andlisis

realizados en las secciones anteriores son consistentes.

2.10 Conclusiones

En este capitulo hemos analizado como obtener las propiedades viscoeldsticas de una célula. En
primer lugar, hemos obtenido la formulacién tedrica adecuada, y después la hemos aplicado al caso
experimental de un fibroblasto, buscando una iterpretacién fisica y biolégica de los resultados.



Para desarrollar la teoria, se han combinado las soluciones eldsticas de mecinica de contacto con la
hipétesis de Lee y Radok. Esto nos ha permitido obtener formulas explicitas para la fuerza en funcion
de la indentacién para las diferentes geometrias de la punta. Si bien nuestro estudio se ha centrado en
los tres modelos de viscoelasticidad mas usados (Kelvin-Voigt, SLS y Power-law), la extensién a
cualquier otro tipo seria sencilla (solo necesitamos su funcion de relajacion). Al comparar las
expresiones obtenidas con los datos obtenidos en las simulaciones de elementos finitos, se ha visto

una similitud magnifica entre ambas.

Como aplicacién prictica de lo anterior, hemos visto como usar la teoria para analizar una célula en
particular: un fibroblasto de raton. Para ello nos centramos en el modelo de Kelvin-Voigt, optando
por despejar analiticamente los parimetros del mismo (modulo de Young y viscosidad), en vez de
aplicar directamente un ajuste numérico. Usando el modelo poroelastico de la célula, pudimos dar
una interpretacion de estos dos parametros en términos de los elementos estructurales de la célula.
En esta interpretacion, el modulo de Young se corresponde con la rigidez del citoesqueleto, mientras
que la viscosidad es la dificultad del citosol para moverse a través de los huecos del mismo. En los
estudios efectuados, tanto reoldgicos como de comportamiento ante medicamentos, comprobamos
que esta interpretacion se corresponde con los resultados experimentales.

Sin embargo, quedan varias cuestiones por considerar. Una de ella es que estamos considerando que
la célula tiene un grosor infinito (relativo a la indentacion usada en el experimento). Esto es cierto si
medimos su parte central, pero no en las zonas laterales, donde su grosor es menor. Para solucionar
esto, deberemos considerar como el “suelo” sobre que el que se encuentra apoyada la célula afecta a

las medidas de esas zonas de mayor fineza. Ese es el objetivo de los dos siguientes capitulos.



3. Efecto del substrato en un sistema
elastico
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Fig. 3-0: (a) Este capitulo incluird la geometria de la punta y el efecto del sustrato, siendo la célula
puramente elistica. (b) La fuerza medida ahora dependeri explicitamente del grosor de la célula, h.
(c) Con la disminucion del grosor la fuerza es mayor, debrdo a un mayor electo del sustrato.
Intentaremos cuantificar este efecto.



3.0 Introducciéon

En el capitulo anterior hemos medido las propiedades viscoeldsticas de un fibroblasto en la zona
central (cerca del nucleo). Si bien podemos extraer propiedades interesantes en estas regiones, puede
que las mismas no sean representativas de la célula, ya que solo hemos medido en una region muy
especilica de la misma. Sin embargo, si iIntentamos medir en las zonas exteriores, la indentaciéon sera
lo suficientemente grande para acercarse al sustrato, el cual se sabe que afectaria a nuestras medidas
[90, 103]. Una opcién serfa indentar muy poco, de forma que el ratio indentacién-grosor fuera muy
bajo, pero entonces tendriamos problemas localizando el punto de contacto [96]. La tnica salida es
mtentar encontrar una correccion a las féormulas analiticas del capitulo anterior, de forma que
sepamos con precision cual es el efecto del sustrato en nuestras medidas. Por simplicidad, en este
capitulo vamos a centrarnos primero en solucionar el caso puramente eldstico, antes de pasar al caso

viscoeldstico en el capitulo 4.

3.1 descripcion matematica del problema

Una vez descrito el problema desde el punto de vista experimental, veamos a ver como expresarlo
matematicamente. La idea es que vamos a tener un problema muy similar al del capitulo anterior,

pero tanto las condiciones de contorno como la ecuacion diferencial seran diferentes.
Ecuacién diferencial

Vamos a suponer por el momento que el sistema es eldstico puro, por lo tanto la ecuacion diferencial
de tension deformacion serd la 2-4. En el capitulo cuatro relajaremos esta hipoétesis y veremos qué
pasa al combinar viscoelasticidad junto con un substrato, pero de momento nos conformaremos con
atacar un problema mas sencillo. No nos preocuparemos por la descripcion eldstica detallada del
substrato, ya que supondremos que es un objeto de infinita dureza, esto es, imposible de deformar.
De esta forma la informacién mecanica del mismo aparecerd en forma de unas nuevas condiciones
de contorno.

Nuevas condiciones de contorno

En la superficie superior (que se encuentra en contacto con el indentador) las condiciones son las
mismas que las usadas en el capitulo 2 (ecuaciones 2-17), ya que suponemos que la fisica en la

superficie de la muestra es la misma. Es decir:

u, =1—f() r<a,z=0
0,, =0 r>a,z=0 3-1
Ozy = 0z =0 vr,z=0

donde recordamos que I es la indentacion y f(r) es la forma de la punta, siendo a el radio del drea
de contacto. De la misma forma, supondremos que la célula tiene una dimensién lateral infinita. Esto

es mas general de lo que pudiera parecer, ya que las dimensiones laterales de la célula son mayores



que su grosor. Esto implica que podemos mantener la condicion (ecuacién 2-18) que las tensiones

tienden a cero cuando r — oo
o;j =0 T — 00 3-2

Sin embargo, la condicion usada en el caso de la muestra infinita de que las tensiones tiendan a cero a
grandes profundidades (ecuaciéon 2-18) no tiene sentido en este caso, porque estamos teniendo en
cuenta el grosor finito de la célula, por lo que no podemos asumir que z = 0. La nueva condicién
de contorno estara dada por el contacto entre la célula y el substrato. Por un lado es claro que el
substrato 1mpide los movimientos verticales de la célula, ya que es infinitamente duro (en

comparacion con la misma), por lo que:
u, =0 z=h 3-3

El movimiento lateral dependera de si la célula estd o no totalmente agarrada al substrato. Si es asi, no

se podrd mover lateralmente, por lo que otra condicion de contorno sera
Uy =uUy =0 z=h 3-4a

Sin embargo, podria ser que la célula solo estuviera apoyada, pudiendo deslizar lateralmente. En tal
caso, la condicion de contorno estaria dada por:

Ozx = 05y =0 z=nh 3-4b

Veremos ahora como resolver el problema de la indentacién con estas nuevas condiciones de

contorno, mediante el método de Dimitriadis.

3.2 Solucion de Dimitriadis

Dimitriadis et al. [90] solucion6é nuestro problema matematico para el caso particular de un
mdentador esférico. Si bien su solucién es original y relativamente buena en la practica, tiene dos
problemas. El primero es que no es facil de generalizar para otro tipo de geometrias. Fl segundo es
que asume que el drea de contacto es independiente del grosor de la muestra. En este capitulo
resolveremos estas dos cuestiones, pero para ello tenemos que explicar el planteamiento basado en

funciones de Green propuesto por Dimitriadis.



Funciones de Green
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Fig. 3-1: Esquema de la funcion de Green. Si aplicamos una fuerza puntual la superficie se deformard
en todas las direcciones. La componente vertical de esa deformacion en la superficie es la llamada
funcion de Green.

Si bien no entraremos aqui en los detalles de como calcularla, vamos a explicar la idea detrds de la
funcién de Green para un sistema elastico. Supongamos que las condiciones de contorno para la
superficie superior son las siguientes

L _8m Vr,z=0
Z 7 oy 35
Ozy =0z =0 Vr,z=10

Donde 6(r) es la funcion delta de Dirac. Es decir, en la superficie superior aplicamos una fuerza
vertical justo en el centro (r = 0), por lo que toda la muestra se deformard debido a esta fuerza
puntual. La funcién que nos da la deformacion en funcion de la posicion para cada una de las
direcciones es la llamada funcion de Green [116].

Gi(r,z) =u;(r,z) vr,Vz 3-6

Dado que experimentalmente solo tendemos acceso a las medidas en la superficie de la muestra (2 =
0) en direccion vertical (G,), nos restringiremos a la componente vertical de la funcion de Green en la
superficie, es decir

G(r) = G,(r,0) = u,(r,0) vr,z=10 3-7

En las siguientes subsecciones daremos soluciones explicitas para la funcién de Green. Es interesante
notar que la funcion de Green no tiene dimensiones de longitud, como podria parecer viendo la
formula 3-7. Para saber sus dimensiones correctas debemos recordar que esta funcion se calcula bajo
unas condiciones de fuerza unitaria (condicion 3-5), por lo que sus dimensionalidad correcta es

unidad de longitud dividida entre unidad de fuerza.

La utihdad de las funciones de Green reside en la linealidad del problema. Imaginemos que
aplicamos en la superficie de la muestra una distribucion de presiones P(x,y) cualquiera. Esta
distribucion de presiones podria escribirse como una suma (una integral en el limite) de distintas
presiones puntuales en cada punto



)
P (o, yo) = f f P(x,y) % ds 28

Donde p = \/ (x —x0)%? + (¥ — ¥0)? es la distancia entre el punto donde medimos la presion y los
diferentes puntos de la superficie en los que calculamos la itegral. La integral tiene que calcularse
sobre toda la superficie superior de la muestra (dS es un diferencial de area). Como el problema es
lineal, sabemos que la deformacion total estard dada por la suma de las diferentes deformaciones
debidas a cada presién puntual (las funciones de Green). Es decir, la combinacién de 3-7 con 3-8 nos

da [122]

(o ¥) = f f P(x,y) G(p) dS 59

Esta es la ecuacion integral que relaciona presiones y deformaciones (recordemos, ambas en la
direccion vertical y en la superficie) a través de la funcion de Green. Vamos a ver qué aspecto
adquiere dicha funcién para diferentes problemas de indentacion.

Funciones de Green para el problema infinito

En el caso de una muestra homogénea e infinita (Es decir, con las condiciones de contorno dadas
por las ecuaciones 2-17), la funcion de Green sera [116]:

1-—v%1

Z 3-10
nE p

Goo(p) =

El subindice ‘o0’ hace referencia a que el grosor de la muestra se supone infinito. Podemos ver que la
deformacion diverge en el centro (lo cual tiene sentido, ya que la presion o, también se hace
ilimitadamente grande cuando p = 0). También vemos que cuando nos alejamos infinitamente del
punto de aplicacion de la fuerza la deformacion se hace nula (lo cual coincide con la condicion de
contorno 3-2). Utilizando esta funcién de Green podriamos recuperar las soluciones dadas por
Sneddon (ecuaciones 2-21) para el sistema elastico infinito. Pero en nuestro caso tenemos que ver
como seria la funcion de Green en el caso del problema del sustrato.

Funciones de Green para el problema del substrato

Nuestro objetivo es encontrar un equivalente de 3-10 para el caso de que la muestra tenga un grosor
finito h (condiciones de contorno 3-4a o 3-4b en la cara inferior). Dimitriadis [90] demostro que esta
funcion esta dada por

60) = 6|1+ @0t o (0) 4] 811

Donde ay y By son constantes que no dependerin de la geometria de la muestra (aunque si de como

este fijada al sustrato, asi como de los coeficiente de Poisson) y donde G, es la funcién de Green



para el caso infinito (ecuacion 3-10). Como vemos la nueva funcién de Green para el caso finito es la

del caso infinito multiplicada por una serie de factores de correccién, los cuales son potencias de %

n
Es decir, la funcién de Green corregida a cierto orden n (G(p) = 0 (%) ) tendra un mayor error

segun nos alejemos del punto de aplicacién de la fuerza puntual.

La ultima cuestién que surge es el valor concreto de las constantes ay v So. Dimitriadis calculo
(combinando andlisis teérico y numérico) expresiones para ellas en funcion del coeficiente de
Poisson. Estas expresiones dependen de si suponemos que la muestra estd agarrada totalmente al
sustrato (condicién 3-4a), o se encuentra simplemente apoyada, pudiendo deslizar lateralmente

(condicion 3-4b). En el primer caso, las expresiones serfan

1.2876 — 1.4678v + 1.3442v?

Ay =

1—v 3-19:
_ 0.6387 — 1.0277v + 1.5164v? ‘
0~ 1-v
Mientras que en el segundo obtendriamos
034752
0(0 = —VUu.
1—v
5_ 2y 3-12b
Bo = 0.056 1=

Nos sera de gran utilidad reescribir la ecuaciéon 3-11 mtroduciendo potencias de una variable muda /7

3
pl P\? (1 ) o 1
G =G, 14+ ane-+ =) (=) + - 3-13
) (p)[ 057t Ao (3) (5
Dichas potencias son exactamente iguales a uno, por lo que no varian la ecuacién. Reescribiendo

podemos ver que

G(p) = Goo(P)[1 + a(p)e + B(p)e® + -] 3-14
Donde
a(p) = a5
p 3-15
Blp) = 307

son funciones que dependeran de las constantes @y y B , v

J

&= 3-16

1
h
es un numero que depende del grosor de la muestra. La utilidad de esta reformulacion, asi como el

significado de la variable muda 7 'se vera en la siguiente subseccion.



Sistema de ecuaciones integrales

Veremos ahora como utilizar la funcion de Green para resolver el problema de la indentacion.
Hemos visto que la deformacién (dentro de la zona de contacto) viene dada por la forma del
mdentador (condicion 3-1), y que la funcion de Green para un sistema de grosor finito h viene dada
por la ecuacién 3-14. Sustituyendo ambas expresiones en la ecuacién integral de Green para la
deformacion (3-9) obtenemos que

1=10) = || PO) 6oL+ a(ode + B(p)e? + -] ds 317

Si bien la tnica incognita en la ecuaciéon integral es la distribucion de presiones P(r), resolver una
ecuacion integral de este tipo no es tarea ficil. Sin embargo, podemos ver ahora la utilidad de haber
mtroducido la variable muda I en la definicion de la ecuacion de Green. En la parte 1izquierda de la
ecuacion vemos que podemos interpretar I como la indentacién maxima, por lo que € es el ratio
entre la indentaciéon y el grosor de la muestra. Para indentaciones muy pequeinias en comparacion con

dicho grosor, podemos extender la presion Pen serie de potencias de dicha variable
P(r) = Py(r) + Py(r)e + Py (r)e? + Py(r)ed + P(r)e* + - 3-18
Lo que sustituido en la ecuacién integral nos dara
1= £G0) = [[1R0) + Pz + P,0E% + P2 + P Gl
+ a(p)e + B(p)e’] dS

Podemos separar esta ecuacién para los distintos exponentes de &, obtenendo una serie de

ecuaciones integrales

0 [ Po 6ads = 1= £

gl ff[po Goot + P, Gon]dS = 0

g2 f f [P, Gt + P, G ]dS = 0 3-20
g3 ff[POGmﬁ+PZGooa+P3Gm]dS=O

e* ff[PlGoo,B’+PgGooa+P4Goo]dS=0

Para cada geometria concreta del indentador (que quedard establecida por la funcién f(ry))
podremos resolver la primera ecuacién integral, obteniendo Py, lo que a su vez nos permitird obtener

P; en la siguiente y asi sucesivamente.



Ecuacién clasica de Dimitriadis para la esfera

Dimitriadis resolvio el sistema de ecuaciones integrales para el caso de una esfera, obteniendo la

sigulente distribucion de presiones
B 2E 1
" n(1-v3)R
_ 4Eq a> 1
3m?(1 —v?)RI (a- rz)%
P, = _ 35)3150402 a_4 1
3m3(1 —v2)RI? (a-— rz)%

1
P, (a—1?%)2

P1=

3-21
16E a® [(5ay® — 2m? By)a? + 5m2 Byr?]
- 41 —_ 2\ RJ3 1
1574(1 —v2)RI (a —r2)2

b= 32Ea, a* [(15a,3 — 2 By)a? + 1512 Byr?]
4= 4(1 —v2) R4 1
457 (1 —v2) RI (a— 12y

P3:

Para lograr obtener la fuerza, debemos integrar las presiones en toda el area de contacto. Dimitriadis
asumi6 que el drea de contacto serfa igual que en la muestra infinita (mas adelante veremos que esto

es erroneo), obteniendo la siguiente férmula para las fuerzas:

3-22

16 13 1.133,/IR; 1.283IR, 0.7698R. /IR, 0.0975(I*R?
F=?ERt§I§ 1+ - ty - ty h3t £y hg £)

Esta expresion (ademas del error debido a la hipotesis del drea) tiene un error en el signo del ultimo

término (que deberia ser negativo), como veremos mas adelante.

3.3 Extension de la solucion a otras geometrias.

¢Qué pasara en el caso de que la punta no sea una esfera, si no que tenga otra geometria? Podriamos
intentar plantear y resolver el mismo sistema de ecuaciones integrales 3-20, pero dado que la
resoluciéon de estos sistemas es bastante complicada para la mayoria de las geometrias, no parece una
opcion viable. No solo eso, st no que tendremos que asumir que el drea de contacto varia con la
penetracién de la misma forma que en el caso nfinito, lo cual podria no ser cierto. Sin embargo,
existe una via paralela que nos permitira encontrar soluciones basadas en la soluciéon para el cilindro.
Es decir, solo tendremos que resolver el sistema de ecuaciones integrales una vez para la geometria
cilindrica, y la solucion para cualquier otra geometria estard basada en esta solucion “semilla”. No
solo eso, s1 no que podremos calcular el drea de contacto con precision, sin tener que asumir la

obtenida en el caso infinito.



El procedimiento se basa en un teorema integral que relaciona fuerzas y desplazamientos en la

superficie de un cuerpo elastico, llamado “teorema de reciprocidad”

Teorema de reciprocidad

Imaginemos que tenemos un cuerpo elastico. La tinica condicién que ponemos a dicho cuerpo es
que su ecuaciéon constitutiva sea puramente elastica (ecuacién 2-2), pudiendo tener cualquier
condicién de contorno, asimetria o heterogeneidad. Si aplicamos un campo de presiones P; en la
superficie, dicho cuerpo se deformard, por lo que en su superficie obtendremos un campo de
deformaciones u; (recordamos que el indice 7 recorre todas las dimensiones: 7 = x, ¥, 2. Si al mismo
cuerpo le hubiéramos aplicado unas presiones distintas P*;, se habria deformado de forma distinta,
por lo que en la superficie habriamos obtenido otro campo de deformaciones u*;. Fl teorema de
reciprocidad nos dice que la integral de la multiplicacion cruzada de las presiones y deformaciones en
los dos casos, darda el mismo nimero[130]:

ff P*iuidS=.U Piu*idS 3-23
av av

Donde la integral se tiene que hacer en toda el drea exterior del cuerpo (AV significa “borde del

volumen®).
AS r
z
AE AE
a
Al
u,(r), B,(r o o uy(r), BJ(r
2 B (0) f P*(r)u(r)2nrdr =f P(r)u*(r)2nrdr 2(1), B (1)
0 0
b C

Fig. 3.2: Diagrama general del teorema de reciprocidad. (a) Esquema del solido elistico a deformar
con sus diferentes superficies. Realizamos dos delormaciones diferentes (b y ¢) cuyos valores de
presiones y deformaciones estardn relacionados por la ecuacion central.



En nuestro caso vamos a utilizar esa expresion para relacionar las deformaciones y presiones de la
punta cilindrica con las presiones y deformaciones de cualquier otra geometria. Pero primero vamos
a simplificar y detallar la ecuacién 3-23 para nuestro problema de mdentacién

Simplificacién del teorema de reciprocidad

Supongamos que el cuerpo elastico es la célula, apoyada en el sustrato. Lo primero que haremos sera

descomponer 3-23 en una suma con las integrales para distintas dareas del sistema:

fJ. P*iuidS + ff P*iuidS + ff P*iuidS
AS

Al AE
= ff Piu*idS + f Piu*idS +f Piu*l-dS
AS Al AE

3-24

Donde (ver figura 3.2) AS implica que la integral se hard en el drea superior de la célula (en contacto
con la punta), Al en el area inferior (en contacto con el sustrato) y AFE en el darea exterior (los bordes
laterales de la célula). Esta dltima integral es nula debido a que los bordes laterales sufren una presion

igual a cero (no estan en contacto con nada, P, = P, = B, = 0), por lo que

jf P*iuidS =0

AE

ff Piu*idS =0
AE

La segunda integral (superficie inferior de la c¢élula, Al) también se reduce a cero. Podemos ver que

3-25

esto es asi recordando las condiciones de contorno del sustrato (ver 3-3 y 3-4a/b). El sustrato siempre
mmpide el movimiento vertical (condicion 3-3, u, = 0) y, o bien mmpide el movimiento lateral
(condicion 3-4a, u, = uy, = 0) o0 no ofrece resistencia en esa direccion (condicion 3-4b, P, = P, =

0). Si hacemos explicitos los términos de la integral en la superficie inferior:

ff P*udS = ff (P*yuy + P*yu, + P*,u,)dS = 0
ar ar 5.96

J f Pu*;dS = f (Pou*y + Pyu*y, + Pu*,)dS = 0
Al Al

Vemos que todos ellos son iguales a cero, por lo que la integral del area inferior también es nula.

En el drea superior (AS) vamos a suponer que la interaccion entre la punta y la muestra no tiene
friccion, por lo que las presiones en la direccion lateral son cero (P, = P, = 0), de tal forma que

tendremos

ff P*u;dS = f (P*xuy + P*yu, + P*,u,)dS = ﬂ P*,u,dS
AS AS AS 3.97

j f Pu*dS = J j (Pou*y + Pyu*y, + Pu*,)dS = j Pu*,dS
AS AS AS



De esta forma vemos que la condicion 3-8 se convierte en una integral solo en el 4rea superior:

ff P*Zuzd5=ﬂ- Pu*,dS 3-28
AS AS

Donde tanto los desplazamientos como las presiones son medidos en la direccién vertical v en la
superficie superior. Esta version simplificada serd la que utilizaremos en el resto del capitulo, por lo
que a partir de ahora no pondremos lo subindices para facilitar la lectura de las expresiones. Ya que
nuestro problema tiene simetria cilindrica, podemos reescribir 3-23 en funcién solo de la coordenada
radial

oo

f 00P*(r)u(r)Zm"dr = f P(r)u*(r)2nrdr 3-29
0 0

Esta ecuacién, que utilizaremos para solucionar nuestro problema, se encuentra estudiada
ampliamente en la bibliografia de modelos de contacto para medios infinitos [130]. Veamos cémo
utilizarla para nuestro problema particular, usando la solucion de presiones y deformaciones para un

mdentador cilindrico como referencia.

Cilindro como solucion de referencia

Vamos a proponer dos experimentos diferentes, uno en el cual indentamos con un cilindro (donde
las presiones y desplazamientos verticales estaran dados por P y u), y otro en el cual la sonda tendra
una geometria dada por f(r) (en el cual describiremos el estado mecanico con las variables verticales

P* yu*). La deformacion en el caso del cilindro estard da por

u=1 r<a

, 3-30a
u = desconocido r>a

Donde I es la indentacion que hemos alcanzado en el experimento, vy a es el radio del drea de
contacto (que tiene que ser exactamente el radio del cilindro). Veremos que no es necesario saber
cudl es la deformacion de la muestra fuera del drea de contacto. Las presiones estaran dadas por

P = solucion conocida r<a

P=0 > 3-30b

Sabemos que la presiéon fuera del drea de contacto deberd ser cero (la superficie estd totalmente
libre). Supondremos que la presion dentro de la zona de contacto es conocida, ya que la hemos
hallado por otro método (en la seccién 3.4 veremos su forma explicita, calculada solucionando el
sistema de ecuaciones integrales propuesto por Dimitriadis). En el caso del indentador para el cual
queremos resolver la presion, las condiciones de deformacion estaran dadas por

u' =Ir—-f() r<a*

: 3-30c
u* = desconocido r>a*



Donde I* es la indentacion méxima (justo en el centro del indentador) y f(r) es la forma del mismo.
a” es el radio del drea de contacto, que no tendra por qué ser igual a la del experimento del cilindro.
La condicion dentro del drea de contacto se debe a que suponemos que la muestra tiene que estar
perfectamente en contacto con el indentador en esta zona. De nuevo, veremos que no necesitamos
conocer la deformacion fuera del drea de contacto. Para las presiones tendremos

P* = solucién desconocida r<a*

P*=0 r>a* 0d

Como en el caso del cilindro, la presion debera ser nula fuera del drea de contacto. La presion dentro
de dicha zona es desconocida, ya que es nuestro objetivo. Si la obtenemos solo tendremos que
mtegrar en toda el drea para obtener la fuerza que mediria el indentador, y nuestro problema estarfa
resuelto. Para obtener esta presiéon sustituiremos las expresiones 3-30 en la version simplificada del
teorema de reciprocidad 3-29, obteniendo:

a

ana P*(r)Irdr = an P(M)r[l* — f(r)]dr 3-31
0 0

Las mtegrales solo se calculan dentro de los limites donde las presiones son distintas de cero, es decir,

dentro de las areas de contacto (de ahi los limites superiores en a* y a, respectivamente).

AS r

v

uy(r) =1 uz(r) =1"—f(r)
P,(r) = conocido Pi(r)=7

2 a
F* = Tnfo P(r)rll — f(r)]dr

LT

—p
a

Fig. 3.3: Diagrama con las dos geometrias usadas en el teorema de reciprocidad. Partiendo de una
superlicie plana (a) realizamos dos deformaciones distintas, una cilindrica (b) y otra de forma genérica
1) (c). La relacion entre ambas delormaciones da la fuerza para la punta genérica, gracias a la
ecuacion central, suponiendo que conocemos la solucion para el cilindro.

La siguiente hipétesis va a ser que tanto las dreas cono las indentaciones maximas van a ser iguales en
ambos experimentos:

3-32
T 3-3



Dado que tenemos libertad para escoger el radio del cilindro y la indentacién del mismo, siempre
podemos cumplir esta condiciéon. De esta forma, manipulando ligeramente 3-31 obtendremos que

2m anP*(r)rdr = Zl—n.];aP(r)r[l — f()]dr 3-33

Es iteresante ver que la parte 1zquierda de la ecuacion no es mas que la integral de la presion en
todo el drea del contacto para el indentador axisimétrico, lo cual es la fuerza total que mide ese

indentador (F*), por lo que podemos reescribir esta expresiéon como
2m (¢
F* = Tf P(r)r[l — f(r)]dr 3-34
0

Esta es la expresion que buscamos. Si sabemos la forma del indentador (f (7)) y la distribucion de
presiones para el caso del clindro (P(r)), podemos conocer la fuerza (F*) que ejerce dicho
mndentador a una indentacion (I) y area de contacto dadas (a). Solo nos queda la duda de obtener una
relaciéon entre estas dos variables y el problema estard totalmente resuelto.

Calculo del area de contacto
La expresion 3-34 tiene la forma
F*=F*(l,a) 3-35
Por lo que la fuerza estd en funciéon de tanto la indentacion méxima I como del radio del drea de

contacto a. Es obvio que para una cierta indentacion, el radio del drea de contacto deberia estar
definido, es decir, que existe una funcion

a=a(l) 3-36

que al remplazarla en la expresion 3-34 nos permite obtener la fuerza como funcion explicita de la
indentacién. Una opcion es utilizar el radio del drea de contacto obtenida por Sneddon para el caso
infinito (ecuacion 2-22).

a4 = Qnhomogeneo @) 3-37a

Esta hipotesis esta implicita en la solucion clisica obtenida por Dimitriadis. El problema es que el
drea de contacto a cierta indentacién depende del grosor de la muestra, por lo que 3-37a no puede
ser valida para este tipo de muestras finitas. La solucién mas general fue obtenida por Shield et al
[131], que propuso la condicion

0F*(I,a)
—==0
da

3-37b



Esta condicion nos permite obtener la relacion entre ndentaciéon y radio del drea de contacto, que
hard que 3-34 dependa solo de la indentacién, lo que nos permite resolver el problema de forma
completa. Solo nos queda explicitar la forma de la distribuciéon de presiones para el caso del cilindro

(P(r) en 3-34), y el problema estara totalmente resuelto

3.4 Solucion “semilla” de un cilindro.

En la seccién anterior hemos visto que, si tuviéramos la distribucion de presiones para el caso de un
cilindro, podriamos obtener la fuerza para una geometria de indentador arbitraria. Aunque esta
fuerza estd relacionada con las presiones del cilindro a través de la integral 3-34, resolver una integral
de forma directa es muchisimo mds sencillo que mtentar resolver un sistema de ecuaciones integrales
como el propuesto por Dimitriadis. No solo eso, st no que hemos demostrado que, una vez resulta la
mtegral, la condiciéon 3-37b nos indicara cual es el drea de contacto en funcion de la geometria. Pero
antes que nada, tenemos que obtener la distribucion de presiones para el cilindro. Para ello
plantearemos el sistema de ecuaciones 3-20 para la geometria del mismo (£(r) = (). Resolviendo las

ecuaciones consecutivamente obtendremos la presion P(r) a usar en 3-34.

Obtencién de Py

La primera ecuaciéon integral a resolver esta dada por

ff PoGoodS =1 3-38

Este problema es exactamente el de un indentador cilindrico en un medio infinito. Dicho de otra
manera... ¢Qué presion, en un sistema con la funciéon de Green de un medio infinito, nos da una
mdentacién constante en el area de contacto? Pues la presion del problema clasico resuelto por
Sneddon. Por lo tanto, sabemos por la bibliografia la forma de este primer término

El

1
— 22 3-39
(1 —v2) (@=7%)

P():

Esta distribucion de presiones tiende a infinito en los bordes del cilindro (@ = 1), debido a la
discontinuidad de la geometria.

Obtencién de P,

Para obtener P; usaremos la solucion Py en la segunda ecuacion integral



ﬂpl Gop dS = —ﬂpo G dS 3-40

El térmio de la derecha se puede resolver, obteniendo

2a,a
lecmdsz - no 3-41

Esta ecuaciéon tiene la misma forma que la anteriormente resulta de orden cero, asi que podemos
obtener el valor de P; por simple imspeccion
2aq9a

P, = —-P, — 3-42

Si multiplicamos por el factor € tenemos cual es la primera correccion a la presion
Pie= —Py—— 3-43

Es decir, el primer término de la correccion a la presion tiene la misma forma que la presion para un
medio infinito, solo que multiplicado por un término de correccién proporcional al ratio entre el
radio de contacto y la profundidad de la muestra. Es interesante notar que este factor de correccion
no depende la profundidad de la identacion.

Obtencién de P,

Para obtener P, partiremos de la ecuacion integral

De forma similar al caso anterior, resolvemos el término de la derecha, obteniendo de nuevo una

ecuacion similar a la resuelta en término de orden cero

2
f f P, G, = (2“°a> 3-45
T

Por lo que, mediante inspeccion, podemos llegar a la solucion

P, = P, (Za"a) 346

Para obtener la correccién total a la presion de segundo orden, tendremos que multiplicar P, por el

factor €2, obteniendo

2 2

P,e? = b, (%) ) 847



La solucion vuelve a ser proporcional a la del medio infinito, multiplicada de nuevo por un factor de
correccién, esta vez proporcional al cuadrado del ratio entre el area de contacto y el grosor de la
muestra.

Obtencién de P5

La ecuacion integral para obtener el tercer término es un poco mds compleja

ﬂp3cmd5= —H[Pocmﬁ+PZGwa]ds 3-48

Usando las expresiones para Py y P, obtenidas anteriormente podemos calcular el término de la
derecha, por lo que

8a,%a®  4B,a® 2 Byar? .
ffP3GwdS=— 0 @ 4ha” 2P 3-19
3 3ml? ml?

Para solucionar la ecuacién integral probaremos con una presion del tipo
p, = P 31 P. 32 2 .
3 = 1 + 1 r 3-50
(a—12)2 (a—71?)2

Donde el primer término tiene la forma de la distribucién de presiones en un medio infinito,
mientras que el segundo estd distribucion de presiones estd corregida por un término cuadratico. En
realidad lo que estamos haciendo es coger los dos primeros términos de una serie de Taylor de la
presién (centrada en el centro del area de contacto), con la esperanza de que de esta forma podamos

encontrar una solucion. El truco funciona, siendo los dos coeficientes obtenidos

P. - - - |2 _ 0
31 n?(1—v2)I?\ n? 3
3-51
8a3E Bo
pram - ()
m2(1 —v?)I?\a?
Por lo que el término final de correccion Pze3 estara dado por
8EI ay® Bo Por? 1.qy3
3 __ = [(Zo _ Fo , o7 2y 5 (= 9_5C
Pye® = A v\ 72 3 + o (a r)z(h) 3-52

Donde podemos ver de nuevo que el factor de correcciéon es proporcional al cubo del ratio entre el
area de contacto y el grosor de la muestra.

Obtencién de Py

La ultima ecuacién integral a atacar tendra la forma



ﬂ& Gmd5=ff[P1 Goo B + P3 Gooa] dS 3-53

Donde la integral del término de la derecha se puede resolver, obteniendo

8a‘a, daya’r?
P Gy dS = — 3+ 6ay° + 2 fon?] + ———— 3-54
ff 4 Yoo 317_[4 [ 0 :80 ] 7_[13
De nuevo probaremos con una distribucién de presiones del tipo
Py Py
P, = -+ 772 8-55

(a—1r2)2z (a—712)2

Que tiene la misma forma que en el caso exitoso de P3. Resolviendo obtenemos los valores para las
dos constantes

16a*E

Py = m( ap*)

4 3-56
p. = 16a*E aO‘B()T[
427 p6(1 —v2)I3 a?
Por lo que la forma final de la correccién de presiones de orden cuarto sera
16EI aofom?r? 1 a4
4 _ 4 0~0 2N—5 c
P4€ = m((lo + T) (a -7 ) 2 (E) 3-07

Donde de nuevo este término es proporcional a una potencia del ratio entre el drea de contacto y el
grosor de la muestra, en este caso a la cuarta.

Presién total y férmula general para la fuerza

S1 sumamos todos los términos obtenidos anteriormente tendremos la distribucién de presiones para
un indentador cilindrico

2apa 200\% ay2
P =Py~ P20+ Py (—) ()

T h
8EI Qo Bo , Bor 1 3
T2 =D (F_?J“ el [Chuk ) 2(5) 3-58
16E1 aofom?r? a4
s o+ ) e )

Esta es la presion que deberemos introducir en la integral 3-34, que junto con la geometria del

indentador nos dara la fuerza en funcién de la indentacion.

Es interesante que en esta expresion la presion sea lineal con la indentacién. Esto no quiere decir que

para otras geometrias la fuerza total también vaya a ser lineal, ya que el drea de contacto variard con la



mdentacién. Sin embargo, la dependencia si serd la misma en el sentido de que el parametro que
debemos analizar para ver si el efecto del sustrato va a ser importante es el ratio entre el radio del
drea de contacto y el grosor de la muestra. Ya tenemos todas las piezas (3-58 combinada con 3-34)
para resolver el problema en otras geometrias. Empezaremos con un indentador cilindrico.

3.4 Fuerzas y areas para un cilindro

h ..... + E
—

Fig. 3-4: Esquema de mdentacion de un solido finito que sigue el modelo elistico, mediante una
(=]
punta cilindrica.

En el caso del calindro el drea de contacto no varia con la indentacién, asi que sera el caso mas

sencillo de todos.

Ecuacion general

La fuerza total estard dada simplemente por la integral de la presién 3-58 en toda el area de contacto

2alE [1 2apa N (%)2 (a)Z B 8a3(3ay3 + 2 By) (E)S

T1-v2|" mwh s h 3m3 h
16a,(3ag® + 212 By) san* 3-59
B 3 (E)

Como podemos ver, la fuerza consiste en la fuerza para el caso mmfinito dada por Sneddon,
multiplicada por un factor de correccion. Es interesante notar que este factor de correcciéon no
depende dela profundidad, si no del ratio entre el drea de contacto y el grosor de la muestra. Es
decir, lo que indica cuanto va a afectar el sustrato a nuestras medidas no es cuanto indentaremos, si
no cuanta area de contacto tengamos.

Radio de contacto

En el caso del cilindro el drea de contacto es independiente de la indentaciéon, siempre y cuando
tengamos contacto entre el mismo y la muestra. Es decir, el radio de contacto es, o el radio del
cilindro si este estd en contacto, o cero cuando se desacopla de la muestra.



Fuerza para el caso de la célula

Si particularizamos la ecuacion general de la fuerza para el caso de un material incompresible (es
decir v = 0.5), y para una célula perfectamente fijada a la superficie (en este caso incompresible, las
expresiones 3-12a tendran los siguientes valores: ag = —1.7795 and f, = 1.0079), obtendremos
la siguiente formula:

8a 1.133a  1.283a” N 0.598a® 0.291a*

F=—EI|1+

360
3 n T2 e he

Que es mis sencilla de manejar que la expresiéon general. En esta expresion se ve atin mas claramente
que la correccion debida al sustrato solo depende del radio del drea de contacto, no de la

mndentacion.

3.5 Fuerzas y dreas para un cono

Fig. 3-0: Esquema de mdentacion de un solido finito que sigue el modelo elistico, mediante una
punta conica.

Ecuacién general

Si calculamos la integral 3-34 usando la geometria del cono, tenemos la siguiente expresion



F
_ aE(—4/ +amcot[0]) aE(—4l + amcot[0]) Zapal

2(—1+v?) 2(-1+v?) T h
ak(—4l + amcot[0]) 2apal,
2(—1+v2) T h 261
a*E(—161(3ay3 + m2 By) + am(12a,3 + 572 By)cot[6]) 1 o
3m3(—1+v2) h3
2a°Eag(—161(3ay® + 212 By) + 3am(4ay® + 32 By)cot[6]) 1
+ R
3nt(—1+v?) h*

Debido a que en este caso el drea de contacto va variando con la indentacion, la férmula es bastante
mas compleja que en el caso del cilindro. Para simplificarla tenemos que introducir la forma

especifica de la variacion del radio de contacto con la indentacién, por lo que vamos a calcularla.

Radio de contacto
Usando la fuerza general 3-61, e introduciéndola en la expresion 3-37b, tenemos

P [aE(—4I + amcot[0]) aE(—4[ + amcot[8]) 2asa 1l
oF(l,a) _ 2(-1+v?) 2(-1+v?) T h| 0 3-62
da da -

Resolviendo esta ecuacion y despejando para el radio de contacto, tenemos la expresion buscada:

_ 2tan[0]! 1 2agtan[0]]

a= 3-63

T hrm?
Podemos ver que el area de contacto en funcion de la indentacién sigue un esquema parecido al de la
fuerza. Es decir, tenemos el area de contacto dada por Sneddon para el caso seminfinito, multiplicada
por un factor de correccién dependiente del grosor de la muestra.

Fuerza para el caso de la célula

Vamos a simplificar la ecuacion general de la fuerza 3-61 suponiendo que la muestra es
incompresible y que estd perfectamente fijada al sustrato. St suponemos que el drea de contacto es la
clasica calculada por Sneddon para el caso infinito tendriamos que esta expresion seria

8tan® _ . 0.721[tan[f] 0.5201/%tan[8]*> 0.210I3tan[#]3
F= + + +
3n h h?2 h3 2 64
0.008(I*tan[6]%) ‘
_ =



Sin embargo, sabemos que la variacion del radio de contacto con la indentacion depende del grosor,
estando dada por la expresién 3-63. Si cogemos el primer término de correccién en dicha ecuacién,

obtenemos la siguiente simplificacion de la fuerza general 3-61:

8tand 0.721Itan[#] 0.650/%tan[8]? 0.491I3tan[6]3
F = EI? + +
T h h? h3 565
0.225I*tan[6]* o
R TR

Que serd una expresion para la fuerza mas precisa que 3-64.

3.6 Fuerzas y areas para una esfera

o

Fig. 3-0: Esquema de mdentacion de un solido finito que sigue el modelo elistico, mediante una
punta esférica.

Ecuacién general

Si calculamos la integral 3-34 usando la geometria de la esfera, tenemos la siguiente expresion

_ 2E(a® —3alR,) 2E(a®—3alR,)2apal 2E(a®—3alR,) [2apal\?
T 3(=1+v®)R, 3(-1+v)R, m h 3(-1+vdR, ( ™ E)
_8E (115 a®(15a,% + 712 By) — 2a*1(3a,® + w2 ﬁO)Rt)i 266

3n3(—1+v?)R; h3

32a°Eay(a(5ay + 41?2 By) — 51(3ay® + 2m2 By)Ry) 1

+ 1574(—1 + v®)R, n*

Donde de nuevo vemos que la expresion resultante es bastante complicada. El siguiente paso es usar

esta expresion para calcular la variacion del radio de contacto con la indentacion.



Radio de contacto

Usando la condicion 3-37b, como hicimos en el caso del cono, tenemos la siguiente expresion

da da

2E(a® —3alR,) 2E(a®—3alR,)2aza 1]
h 3-67

=0

Si resolvemos y despejamos el radio de contacto, tenemos (solo hasta el primer orden)

a =Rl [1 _ 2oy Rl 3-68

3hr
Fl radio de contacto, como era de esperar, es el calculado clisicamente por Hertz, multiplicado por

un factor de correccion dependiente del grosor de la muestra. Vamos entonces a calcular una

expresion simplificada de la fuerza para el caso de la célula.

Fuerza para el caso de la célula

Supongamos que la célula es incompresible y que estd perfectamente fijada al sustrato. Si suponemos
que el drea de contacto es la clasica calculada por Sneddon tendriamos que la ecuacion general 3-66
seria

16 13

o6 13 [ 1133,/1R , 1283IR, | 0.7698R/IR; 00975(1 2R2)
= S ER:

h? h3

3-69

Sin embargo, si introducimos el radio de contacto corregido dado por 3-68, encontramos una
expresion mas precisa:

3-70

1.133,/1R; | LA97IR, | 1.4691R,./IR, . 0.755(I2R?)

h h? h3

16 13
F="gER:2I2|1+

La primera expresion coincide perfectamente con la calculada por Dimitriadis et al [90] (ecuacion 3-
29), salvo por el dltimo término.



3.7 Fuerzas y areas para una nanoaguja

Fig. 3-7: Esquema de indentacion de un solido finito que sigue el modelo elistico, mediante una
nanoaguja

Una nanoaguja es un cilindro muy fino, cuyo extremo podemos aproximar a una semiesfera de radio
R7. Para analizar su mecanica de contacto distinguiremos entre dos fases distintas.. En la primera, el
radio del area de contacto (a) es menor que el radio de la nanoaguja en si (Ry), por lo que el
comportamiento sera el de un indentador esférico. Sin embargo, a partir de cierta indentacién critica
I, el drea de contacto serd toda la base da la nanoaguja, por lo que el problema de contacto se podri

estudiar como una combinacion lineal entre un cilindro y una esfera. Es decir:

1<, Esferapura
I1>1, Esfera + cilindro

3-71

Vamos a intentar calcular una expresion para la indentacién critica.

Calculo de la indentacién critica

La condicion de indentacién critica es que el radio de contacto sea igual que el radio de la propia
nanoaguja. Usando la expresion de radio de contacto para la esfera (ecuacion 3-68), vemos que la
condicién estd dada por

2ayRyl1,
R.=.R+]. ———— 3-72
S1 despejamos la indentacion critica tendremos
4ayRp*
I. =Ry +—+ - 3-73
e 0T 3hm

Donde hemos calculado solo la primera potencia del inverso del grosor de la muestra. De nuevo la
indentacién critica depende del grosor de la muestra.



Area de contacto
Kl area de contacto sera, en funciéon de la indentacion critica

2aoRyl
@=yRel == I'<lI 374

a =Ry I>1,

Donde para profundidades menores que la critica el drea serd la de una esfera normal, mientras que

para indentaciones mayores sera constante, igual a la base de la nanoaguja.

Fuerza
Para las fuerzas tendremos en los diferentes regimenes
F =F,() 1<, ~
3-75
F=FK()~+Fp(I—-1) I'>1;

Donde F; es la fuerza para una esfera (ecuacion 3-70), mientras que Fp es la fuerza para un cilindro
(ecuacion 3-60). A partir de la indentacion critica hemos hecho uso de la inealidad de las ecuaciones
del sistema, de forma que la fuerza total es la suma de una esfera indentada hasta la indentacién
critica, mas un cilindro de base plana para el resto de la indentacion.

3.8 Estudio numérico de los resultados

Una vez obtenidos los resultados analiticos, vamos a realizar un estudio numérico de los mismos,
comparando los resultados obtenidos para las diferentes geometrias. En algunos casos también
utilizaremos simulaciones FEM como forma de chequear “experimentalmente” nuestras ecuaciones.

Influencia del grosor

Vamos a ver como varia la fuerza en funciéon de la indentacion, para distintos grosores de la muestra y
diferentes geometrias. Dichas curvas (asi como una descripcién dela geometria del experimento) se

puede ver en la figura 3.8.
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Fig. 3-8: Fuerzas para una muestra finita elistica en funcion del grosor. Esquema (a) y fuerzas en
luncion de la penetracion (b) v en funcion del tiempo (c) para un cilindro, R = 1 um. Esquema (d) y
fuerzas en funcion de la penetracion (e) y en funcion del tiempo () para un cono, 8 = 452
Esquema (g) y tuerzas en funcion de la penetracion (h) y en funcion del tempo (i) para una esfera,
R = 5um. Muestra, E = 4 kPa, h = variable.

Dado que vamos a analizar un problema completamente elistico, no mmporta qué tipo de
mdentacién temporal usemos, ya que las curvas de fuerza son independientes de la velocidad. Esto
se puede ver tanto en las curvas de fuerza en funcion del iempo (paneles b, e y h) como en las que
estan en funcién de la profundidad (paneles ¢, [, 1). En las primeras existe una simetria claramente
visible respecto al punto de maxima fuerza, debido a que la curva es simétrica tanto en la ida como en
la vuelta. En las segundas se puede ver que no hay ningan tipo de histéresis, lo que indica que el
material no absorbe energia durante todo el experimento. Es interesante notar que esto es debido no
solo a que el material es puramente eldstico, st no a que las condiciones de contorno en el sustrato
son del tipo 3-4a o 3-4b. Es decir, si la célula, en vez de estar totalmente agarrada (condicion 3-4a) o
totalmente libre para deslizar (condicién 3-4b) tuviera algun tipo de rozamiento o fuerza adhesiva con
la base, tendriamos perdidas de energia y por lo tanto histéresis en las curvas. Recordemos que las
figuras estan calculadas suponiendo que la célula se encuentra totalmente fijada al sustrato.

Podemos observar que la fuerza a cierta indentacion y para cada una de las geometrias aumenta segin

disminuyamos el grosor de la muestra. Esto tiene todo el sentido del mundo, ya que, si la muestra es



mas fina, el efecto de un sustrato de infinita dureza deberia ser mas visible. Las correcciones llegan el
algunos casos multiplicar por tres la fuerza en el caso infinito (por ejemplo en la esfera, paneles g, h,
1), ya que el radio de contacto es comparable al grosor de la muestra. Sin embargo, no es ficil
distinguir en las curvas que porcentaje de la fuerza es debida al sustrato y cuanta debida a la respuesta
elastica de la célula en si. Para analizar esta cuestion vamos a reescribir las formulas de la fuerza.

Estudio de los términos de correccién
Hemos deducido teéricamente que la fuerza siempre tiene la forma (ecuaciones 3-60, 3-65, 3-70)
F:F0(1+C1+C2+C3+C4+"') 3-76

Donde Fj es la fuerza en el caso mfinito y los términos de correccion C; dependen de la indentacién
y del grosor de la muestra. Podemos entonces definir la fuerza total F, como la fuerza cuando hemos

aplicado hasta el término C,,, es decir

i=n

F, =F, z C; | = FyK, 377
i=0

Donde K, es la correccion total que aplicamos a la fuerza debido a la presencia del sustrato.

Esperarfamos que el sumatorio convergiera, es decir, que segiin aumentamos n, tanto Fp 1 — F,
como K, — K, fueran mas y mas pequerios. Para comprobar si esto es asi en nuestras ecuaciones,
vamos a representar ambas cantidades, F,, y K, , para las tres principales geometrias en funcién de la

mndentacion.
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Fig. 3-9: Fuerzas para una muestra finita elistica en funcion del nimero de términos de correccion..
Esquema (a), fuerzas en funcion de la penetracion (b) y factor de correcciéon (¢) para un cilindro,
R = 2.5 ym. Esquema (d), fuerzas en funcion de la penetracion (e) y factor de correccion () para un
cono, 8 = 452, Esquema (g), fuerzas en funcién de la penetracion (h) y factor de correccion (i) para
un esfera, R = 5 um. Muestra, E = 4 kPa, h = 2.5 um.

A la 1izquierda (paneles a, d, y g) de la figura 3-9 podemos ver las tres geometrias que vamos a
calcular, todas ellas para un grosor de muestra de 2.5 ym. Lo primero que vamos a observar es la
convergencia de los términos (paneles c, f, e 1) de correccién, asi de como las fuerzas totales hasta
cierto orden de correccion (paneles b, e y h). Podemos ver cémo, a partir del 2 término, para las
geometrias del cilindro (b, ¢) y del cono (e, ) las curvas se encuentran visiblemente juntas, lo cual
quiere decir que estamos obteniendo convergencia, es decir, que no necesitariamos mas términos de
correccion para calcular correctamente la fuerza. En el caso de la esfera esta convergencia comienza a
un orden mas alto (entre el tercer y el cuarto orden de correccion), lo que quiere decir que estamos al
limite de necesitar mas términos de correccion para obtener una fuerza correcta. Sin embargo,
veremos en la siguiente subseccion que con los cuatro términos calculados podemos predecir
bastante bien el comportamiento del sistema, al menos en este orden de indentaciones y grosores de
muestra.



Moddulo de Young aparente: Simulaciones FEM

Vamos a intentar comprobar si nuestra teorfa nos permite calcular el modulo de Young en un
experimento. Para ello, utilizaremos simulaciones de FEM para obtener una curva de fuerzas “real”.
Por un lado, esta curva experimental deberia coincidir con nuestros desarrollos teoricos. Por otro
lado, si intentamos ajustar estos datos a un modelo tedrico, podremos obtener el médulo de Young,
que deberia coincidir con el que hemos puesto en el modelo FEM al hacer la simulacion.
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Fig. 3-10: Esquema de simulacion, luerzas, y modulos de Young calculados para una muestra finita
eldstica. Esquema (1), fuerzas en funcion de la penetracion (b) y modulos de Young calculados (c)
para un ciindro, R = 2.5 ym. Esquema (d), fuerzas en funcion de la penetracion (e¢) y maodulos de
Young calculados (1) para un cono, 8 = 75°. Esquema (g), fuerzas en luncion de la penetracion (h) y
modulos de Young calculados (1) para un esfera, R = 5 uym. Muestra, E = 4 kPa, h =5 um.

En la figura 3-10 podemos ver los diferentes esquemas utilizados para dicha simulacion en las tres
geometrias diferentes (paneles a, d y g). Cuando representamos las fuerzas en funcién de la
indentacion (paneles b, e y h) obtenidas en la simulacién, vemos que encajan bastante bien con la
teorfa que hemos desarrollado para las distintas geometrias (ecuaciones 3-60, 3-65 y 3-70). Como
referencia se puede ver la curva teérica de fuerzas en el caso de que la muestra fuera infinita (teoria
de Sneddon), viéndose que la correccion debida a sustrato es notable.



En la misma figura (paneles c, f, 1) podemos ver el modulo de Young efectivo calculado mediante un
ajuste de las curvas de fuerza obtenidas en la simulacion FEM. Se han realizado dos ajustes, uno a la
ecuacion clasica de Sneddon para un medio infinito (es decir, que no tiene en cuenta el efecto del
sustrato, ecuaciones 2-20 con los coeficientes dados en 2-21) y otra a las ecuaciones obtenidas en esta
tesis, las cuales si tienen en cuenta el grosor finito de la muestra. Se puede ver que el ajuste a las
ecuaciones obtenidas en este trabajo permite recuperar el modulo de Young que habiamos usado en
la simulacion (4 kPa). Es decir, nuestras ecuaciones nos permiten obtener la elasticidad correcta de
una célula a partir de las curvas de fuerza, independientemente del grosor de la célula. Si no
tuviéramos en cuenta la presencia del sustrato e intentiramos obtener el médulo de Young usando la
teoria clasica seminfnita de Sneddon, sobreestimariamos la rigidez de la célula, como podemos ver en
la figura. Esta sobreestimacion seria mayor cuando mayor fuera la indentacién, excepto para el
cilindro, en cuyo caso el error solo dependeria del radio de contacto.

Comparacién con otros resultados de la bibliografia

Aunque el problema del efecto del sustrato no habia sido resuelto completamente, si habia sido
estudiado por diversos autores. En primer lugar Dimitriadis encontr6, como hemos visto, una
soluciéon para el indentador esférico. Dicha ecuacion (eq 3-22) estd obtenida bajo la hipotesis de que
el radio del drea de contacto no depende del grosor de la muestra. Sin embargo, hemos podido
demostrar que dicho radio si depende de la cercania del sustrato, por lo que la solucién de
Dimitriadis es menos precisa. Para cuantificar el error, vamos a compararla con la solucion que
hemos obtenido usando el teorema de reciprocidad, ya que esta contiene una correcciéon adecuada
del radio de contacto.
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Fig. 3-11: Comparativa entre la teoria de Dimitriadis (ecuacion 3-22) y la desarrollada en esta tesis
(ecuacion 3-70). Fuerza (a) y radio de contacto (b) en funcién de la indentacién. Muestra, E = 4 kPa,
h =5 um. Radio de la esfera, R= 5 um.



En la figura 3-11 se puede ver que tanto la fuerza como el radio de contacto calculados con las
simulaciones FEM coinciden mejor con la ecuacion obtenida en esta tesis que con la obtenida por
Dimitriadis, si bien la variaciéon no es muy grande, aunque apreciable.

Posteriormente, otros mvestigadores han mtentado extender la solucion de Dimitriadis para otras
geometrias [103]. Sin embargo, dichas soluciones no convergen correctamente al aumentar el nimero
de términos de correccion, y, sobre todo, no coinciden con los resultados dados por las simulaciones
FEM. Como hemos visto, los resultados obtenidos en esta tesis si camplen estas dos condiciones.
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Fig. 3-12: Convergencia y similitud con las simulaciones FEM de la teoria ofrecida pro Gavara et al.
en [103] y la teoria presentada en esta tesis para una punta conica. (a) Fuerza en funcion de la
indentacion. (b) Detalle de la region gris. Muestra, E = 4 kPa, h =5 pum. Angulo del cono,
6 =752

En la figura 3-12 se puede ver la comparacion entre la simulacion de FEM, la teoria propuesta en esta
tesis para un indentador conico (ecuacién 3-65), y las ofrecidas en la bibliografia [103]. Como se
puede ver la correccion ofrecida en la bibliografia diverge rapidamente, siendo el segundo término de
correccion gigantesco en comparacion con el primero. Ademas la simulacion FEM encaja bastante

mejor con la ecuacion ofrecida en testa tesis, como se observa en la figura.

3.9 Conclusiones

En este capitulo hemos resuelto completamente el problema del efecto de un sustrato rigido en las
medidas de elasticidad obtenidas con un AFM. Este problema era de gran interés para el caso de las
medidas de células, ya que el grosor de las mismas (en zonas alejadas del nuicleo) es del orden de la
indentacion. Debido a este grosor hmitado, las medidas de fuerza estin afectadas por la cercania del



sustrato, cuya rigidez hace que se calcule un valor erroneo para el médulo de Young (mayor que el

real del sistema a medir).

Basindonos en la funcién de Green obtenida por Dimitriadis y su planteamiento de ecuaciones
mtegrales, hemos obtenido la distribucién de presiones para el caso de un indentador cilindrico. Con
ayuda del teorema de reciprocidad, hemos podido extender esta solucién a cualquier otra geometria
de mdentador. Como ejemplo, hemos obtenido y detallado las soluciones analiticas para cuatro
geometria particulares muy usadas en la prictica: Cilindro, esfera, cono y nanoaguja. Una propiedad
mteresante comun a todas las soluciones es que el efecto del sustrato depende del ratio entre el radio
de contacto y el grosor de la muestra, no del ratio entre la indentacion y el grosor de la misma, como
era de esperar a priorl. Es decir, a una misma indentaciéon, una medida hecha con una punta muy
fina es menos sensible a la rigidez del sustrato que una hecha con una punta muy gruesa. Otra forma
de mterpretar este resultado es que el grosor de la punta afecta no solo la resolucion lateral de un
AFM, sino también su resolucion vertical.

Todas las soluciones tedricas obtenidas han sido validadas mediante su comparacion con
simulaciones de elementos finitos. Por otro lado, se ha comprobado que ciertas soluciones

propuestas en la bibliografia a este problema eran erréneas, corrigiéndose las mismas.

En defimitiva, usando la teorfa desarrollada en este capitulo se pueden usar las curvas de fuerza para
obtener el médulo de Young correcto de una muestra, independientemente de su grosor. Queda por
resolver el mismo problema pero incluyendo viscoelasticidad. Eso es lo que haremos en el siguiente
capitulo.



4. Efecto del substrato en un sistema
viscoelastico

1: Viscosidad
2: Suelo

F(t) «<—— I(t)

\*/

e (t)

Fig. 4-0: (a) Este capitulo incluird, como el anterior, el efecto del sustrato, solo que esta vez
combinado con la viscoelasticidad de la célula. (b) Esquema del modelo a usar, donde mclurmos
todas las variables en juego. (c) Intentaremos encontrar las relaciones entre fuerzas, penetraciones y
modelos viscoelisticos, en funcion de la geometria de la punta (dada por los parimetros R, 0...) y del
grosor h de la célula.



4.0 Introducciéon

En el capitulo 2 hemos calculado cual es la respuesta mecanica de un sistema teniendo en cuenta la
viscoelasticidad, mientras que en el capitulo 3 hemos analizado el efecto que tiene el sustrato en la
respuesta elastica. La pregunta que surge de forma automaitica es ¢Se pueden combinar ambos
efectos? Desde el punto de vista experimental la respuesta a esta pregunta es vital, ya que hemos visto
que la célula se comporta claramente de forma viscoeldstica, y ademads es suficientemente fina para
ser afectada por el sustrato en sus zonas laterales. En este capitulo daremos una teoria combinada de

ambos efectos.

4.1 Combinacion del substrato y viscoelasticidad.

Modelo matematico

Las condiciones de contorno serdan ahora las mismas que las explicadas en el capitulo 3, pero la
ecuacion diferencial del sistema serd la estudiada en el capitulo 2. Es decir, el problema a resolver
estara dado por las siguientes condiciones de contorno (condiciones 3-1, 3-2, 3-3, y 3-4a):

u, =1—f() r<a,z=0
0, =0 r>a,z=0

Ozy = 0z =0 vr,z=0 4-1
0;j=0 r > ®©
u; =0 z=nh

Cuya mterpretacién es exactamente la misma que la dada en el capitulo anterior. La ecuacion
diferencial a resolver sera (igual a la usada en capitulo 2, ecuacion 2-15)

hit: B e ( L s ) 4-2
O = 5= Upbi + ——uy — s uyd; -
Donde recordemos que Wg es el operador integral definido en la ecuacion 2-6. Dicho operador
contiene la informacion viscoelastica del material, en forma de funcion de relajaciéon (que dependera
del modelo viscoelastico a utilizar).

Aplicacion de Lee y Radok

Vemos que el problema es similar al del capitulo 2, solo que ahora han cambiado las condiciones de
contorno. Por lo tanto, vamos a aplicar de nuevo la misma estrategia que en dicho capitulo. La idea,
recordamos, era, un vez que sepamos las soluciones del problema elastico, realizar el siguiente

cambio formal en dichas ecuaciones



E->W ft t dl ]d 4-3
- = J— -
E . e( 7) dr T

La demostracion de Lee y Radok no incluye hipotesis de ningin tipo sobre la geometria o las
condiciones de contorno del sistema, por lo que no existen limitaciones en teoria para aplicar dicho
principio a nuestro caso[125]. La tinica salvedad es que todo lo que desarrollemos solo sera valido en
la 1da... Por lo que tendremos que esperar hasta el capitulo 5 para resolver el problema completo

mcluyendo la vuelta de la curva de fuerzas.

Recordemos que las soluciones para el caso eldstico fueron calculadas en el capitulo anterior, y tenian

una forma genérica del tipo

N
F= Z a;EIPi 4-4
j=0

Donde los coeficientes dependian de la geometria del indentador (véase las ecuaciones para la fuerza
obtenidas en el capitulo anterior, de donde podemos obtener explicitamente los coeficientes
mediante inspeccion visual). Aplicando el cambio formal dado en 2-6 a la férmula elastica 4-4,

obtenemos las formulas centrales para el problema de una muestra viscoelastico de grosor finito:

S d[1%1] C .
F=Zajf Qp(t—1) it d‘czZF}- 4-5
j=o -0 =0

Vamos a calcular casos concretos de dicha féormula para diferentes funciones de relajacion y

geometrias. Por simplicidad, vamos a utilizar las soluciones para la fuerza simplificadas para el caso
de un sistema incompresible y perfectamente anclado al sustrato (ecuaciones 3-60, 3-65 y 3-70). Sin
embargo, la solucion mas general seria utilizar las ecuaciones de las fuerzas generales 3-59, 3-61 y 3-
66, las cuales atin no tienen las simplificaciones de incompresibilidad y fijacion al sustrato.

Dada la complejidad de las formulas que vamos a obtener, expresaremos los resultados en forma de

tablas, donde en cada fila s daremos los coeficientes a; y B}, asi como el término de la fuerza F;.

4.2 Aplicacién al modelo de Kelvin-Voigt.

En el caso de un modelo de Kelvin-Voigt, podemos encontrar (como en el caso infinito), una
solucion analitica para cualquier tipo de indentacion temporal. Sustituyendo la funcién de relajaciéon
para dicho modelo en 4-5 encontramos que

N t d[]ﬁ]] )
F= Z a,-f [E +ne8(0] —g— de 46
j=0 0

Si resolvemos las integrales encontramos la férmula general para cualquier indentacion temporal



N N
F= Z o I(OPI7[3BmeI(t) + EI(t)] = z F; 4-7
j=0 =

j=0

Donde hemos aplicado la relacion ng = 3ng. Vamos a calcular los términos F; en funcion de la

geometria del indentador.

Cilindro

Fig. 4-1: Esquema de indentacion de un solido finito que sigue el modelo del Kelvin-Voigt, mediante

una punta cilindrica.

Usando los coeficientes obtenidos en 3-60, e introduciéndolos en 4-7 podemos obtener los diferentes

términos Fj para la fuerza.

J o; B v

0 ga 1 83—a [3n6I () + EI(D)]
8 ,a\! 8 ,a\? ,

1 1133§a(ﬁ) 1 1.133§a(ﬁ) [3n61(0) + EI(D)]
8 ,a\2 8 ,a\? ,

2| 1 283§a(ﬁ) 1 1.283§a(ﬁ) [3n61(0) + EI(D)]
8 ,a\3 8 ,a\3 ,

3 0.598§a(ﬁ) 1 0.598§a(ﬁ) [3n61(0) + EI(D)]
8 ,a\* 8 ,a\* ,

4| -0 291§a(ﬁ) 1 —0.291§a(ﬁ) [3n61(0) + EI(D)]

18

. a . .,
Vemos como de nuevo el efecto del sustrato depende del cociente 5> bero no de la indentacién. Esto

es exactamente igual que en el caso eldstico.



Cono

Fg. 4-2: Esquema de indentacion de un solido finito que sigue el modelo del Kelvin-Voigt, mediante
una punta conica.

En este caso los coeficientes estin dados por la ecuacion 3-65

i ag) BG) F

0 8 t;: o 9 8tan(0) taB’:T(Q) 1[6n6i(e) + EI0)]

1 0.72 8 tan”g 3 0.721 8 tan“0 12 [9n61(t) + EI(D)]
3hn hn

2 0.650 8 tan’ 4 0.650 6 tan’ Bl12n6it) + EI()]
3h?2 3h2m ¢

3 0.491 § tan’0 5 0.491  tan"0 I*[15n61(t) + EI(D)]
3h3 3h3m ¢

4 0.225 8 tan° 6 0.225 8 tan° I°[18n6i(t) + EI(D)]
3h* 3htm G

4.9

Si bien ahora las correcciones son funciéon del cociente —, por lo que si dependen de la indentacion,
h

I _a . . . )
sabemos que 5 & 7 por lo que el efecto del sustrato sigue estando relacionado con el radio del area

de contacto, 1igual que en el caso del cilindro.

Esfera

Fig. 4-3: Esquema de indentacion de un solido finito que sigue el modelo del Kelvin-Voigt, mediante
una punta estérica.



Para calcuar la fuerza en el caso de la esfera utilizaremos los coeficientes obtenidos en la ecuacién 3-
70. Por lo que la fuerza total viscoelastica para una muestra finita sera

i () BG) E
0 16R% 3 16R%1t%[9 I(t +Elt]
5 > g R21(1)2 561 (1) ®)

116 . 116 .

1 11335 =R 2 1.133E?R1(t)[6n61(t) + EI(t)]

2 1497116R% > 1497116R%It%[15 it +E1t]
116 116 .

8| 1.469——R? 3 1.469 ——R2I(t)?[9ngI(t) + EI(t
116 5 7 2116 5 Sr21

4| 075555 R? z 07552 R2I(£)2 [Z gl (6) + EI(0)]

4.10

) . . . . VRI
En esta geometria vemos como el factor de correccion es proporcional a potencias de o Pero de

nuevo, recordando que (al menos al primer orden de correccion por el sustrato) VRI < a, la
. . . . a . i .
correccion seria proporcional a potencias de W Es decir, en todas las geometrias estudiadas la

correccion es proporcional al ratio entre el area de contacto y el grosor de la muestra.

4.3 Aplicacién al modelo de SLS.

Sustituyendo la funcion de relajacion en la ecuaciéon general 4-5 obtenemos

N t E, dl18i

F=Y a | |E +Eye 1 i 411
=0 J 0 dt

J:

En este caso tendremos que a sumir una indentacién lineal para poder realizar la integracién, ya que

no existe una solucién genérica para cualquier tipo de indentacion. Es decir, s1] = vt tenemos que

C t —ﬂ(t—r)

F= Zﬁjajvﬁff [E1 + Eye ME ]rﬁf—ldr 4-12
; 0
j=0

Esta integral tiene solucion explicita:



N N
_ [tPE, tEy tE, E, ] ‘
F _;ﬁj“jvﬂ’[ £+ eae e (1,2~ TIBN D) ﬁ] _,-Zon I%E

La funcién gamma incompleta ['[x,y] se encuentra convenientemente tabulada y estudiada en la

bibliografia.

Vamos a detallar las formas explicitas de la ecuacién 4-13 cuando nos encontramos ante el caso de
una célula incompresible y fijada perfectamente al sustrato.

Cilindro

Fig. 4-4: Esquema de mdentacion a velocidad constante de un solido finito que sigue el modelo del
SLS, mediante una punta cilindrica.

En este caso los coeficientes B son todos igual a 1 (ver formula 3-60), por lo que la ecuacion 4-12 se

transf()rma cn
N
t By,
F= vf [E1 + Eye " ”] drz a; A-14
0 =

Donde los @; son los tabulados en el capitulo 3 para el problema del sustrato eldstico. Resolviendo la

mtegral obtenemos que

8a By 1.133a 1.283a* 0.598a®> 0.291a*
F=U?E1t+r]5 l—e ME 1+ N + P + PER—

s ., . . ~ a
Podemos ver como, de nuevo, la correcciéon es proporcional a potencias del factor s

Para el cono vy la esfera las soluciones tendran una estructura semejante. Dada la complejidad de las

ecuaciones obtenidas, expresaremos los términos F; de la soluciones en forma de tabla.



Cono

Fig. 4-5: Esquema de indentacion a velocidad constante de un solido finito que sigue el modelo del

SLS, mediante una punta conica.
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Esfera

Fig. 4-0: Esquema de indentacion a velocidad constante de un solido finito que sigue el modelo del
SLS, mediante una punta esférica.
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4.4 Aplicacién al modelo de Power-law.

En este caso los términos integrales a resolver seran

F= Za]f [E()((t T)> ]d[m] T 4-18

De la misma forma que con el modelo SLS, asumiremos que la indentacién es lineal con el tiempo

(velocidad constante), obteniendo el siguiente sumatorio de integrales

N t -y
t—1
F= E ﬁjajvﬁif [Eo <( . )> ]rﬁi—ldr 4-19
=0 0 0

Tenemos la suerte de que existe una solucién general a las integrales de este tipo, por lo que la

solucion general para este modelo estard dada por

N Bi~YT[B,1T[1 —
2 gt o 2T

4-20
te™" T[1+p;—Y]
Reordenando términos obtenemos una expresion mas conveniente
N N
£\ T[BI[L = V]
F:Z a:E Iﬁj(_) J—=ZF. 4-91
2Pt \G) T T 40
j=0 j=0

La cual depende directamente de la indentacion (aunque sigue multiplicado por una Power-law
temporal). De nuevo, proporcionaremos las soluciones explicitas para las diferentes geometrias,

como referencia.

Cilindro
E, |
N . +
! to
a

Fig. 4-7: Esquema de indentacion a velocidad constante de un solido finito que sigue el modelo
Power-law, mediante una punta cilindrica.

En este caso los coeficientes 8 ;i son todos 1gual a 1 (ver formula 2-6), por lo que la ecuacién 4-6 se

transforma en



N

S Ey tMTTAIT[L—Y]  2a  Egv ¢V
F = Z ajv— = 5 — Z a; 4-22
L7 TE-T G-y D G £

j=0

Donde los a; son los tabulados en el capitulo 3 para el problema del sustrato elastico. Resolviendo la

mtegral obtenemos que

4-23

_8a Ew t"*'[  1.133a N 1.283a% N 0.598a® 0.291a*
T3 (=y+1)t,Y h h2 h3 h*

Cono

Fg. 4-8: Esquema de mdentacion a velocidad constante de un solido finito que sigue el modelo
Power-law, mediante una punta cénica.

En el caso del cono vamos a representar cada uno de los sumandos la formula 4-21 en forma de
tabla, para facilitar la lectura. De esta forma la fuerza seria

J a() BG) K
8tan(6 t\ YT[2]I[1-Y
0 8tan 6 9 an( )212 (_) [2]T] ]
3n 3n to I'[3-7Y]
8 tan@ 8 tan?0 t\ Y T[3][1 - Y]
1 3 0.721 313 (—)
0721 3hm 3hm to I[4-7]
8 tan30 8 tan30 t\“ Y T[4]T[1 - Y]
2 4 0.650 ———41I* (—) —_—
0650 3h%m 3h%m to I'[5-7]
8 tan*6 8 tan*6 t\ Y T[5]T[1 -]
3 —_— 5 0.491 ———5I° (—)
0491 3h3m 3h3m to r'[6—7]
8 tan®0 8 tan°6 t\ YT[6]l'[1-Y]
4 - 6 0.225 61° (—)
0225 3h*m 3htm to I'[7 —Y]
4.24




Esfera

Fig. 4-9: Esquema de identacion a velocidad constante de un solido finito que sigue el modelo
Power-law, mediante una punta conica.

En el caso del cono vamos a representar cada uno de los sumandos la férmula 4-6 en forma de tabla,
para facilitar la lectura. De esta forma la fuerza seria

i () BG) K
3
16 1 16 13 3 /t\VT[5[[1-Y]
’ TR ; gRgh () s
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Recordemos que, para este modelo, en el caso limite ¥y = 0 tendremos la solucién para un séhido
puramente elastico. Se puede comprobar que las expresiones obtenidas en este capitulo coinciden,
para dicho limite, con las dadas en el capitulo 3 para el problema de la muestra finita elastica.



4.5 Comprobacion numérica

Una vez derivadas las expresiones teoricas, vamos a estudiarlas numéricamente. Analizaremos tanto
la convergencia segin aumentamos el ntmero de términos de la correccién, como su
comportamiento al variar el grosor de la muestra. Finalmente compararemos dichos resultados con
las simulaciones de elementos finitos. Por simplicidad estudiaremos solo el modelo de Kelvin-Voigt

para las tres geometrias (ecuaciones 4-8, 4-9 y 4-10).

Convergencia al variar el ndmero de términos

De la misma forma que en el caso elastico, la fuerza estd dada por un sumatorio de términos, cada
uno de los cuales es una correccion aun orden superior (ecuacion 4-7). Podemos definir la fuerza

total a un orden de correccion & como la suma de los términos hasta el orden n:

n

B = aF BBl () + EI®)] = Y F, 26

j=0 j=0

Para cierto grosor de la muestra e indentacién méxima, esperariamos que los términos Fr
convergieran, es decir, que la diferencia ET — FI_; fuera disminuyendo segin aumentamos n.
Vamos a comprobarlo
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Fig. 4-10: Fuerzas para una muestra finita eldstica en funcion del niimero de términos de correccion n
(ET). Esquema (a) y tuerzas en funcion del tiempo (b) para un cilindro, R = 2.5 um. Esquema (c) y
luerzas en funcion de la penetracion (d) para un cono, 8 = 45°. Esquema (e) y fuerzas en funcion de
la penetracion (f) para un esfera, R = 5 ym. Muestra, E = 4 kPa,ng; = 100 Pa-s h =5 um.

En la figura 4-10 podemos ver cémo evolucionan las fuerzas parciales ET, para el caso de una
indentacion sinusoidal. Los 3 esquemas de indentacion estudiados (paneles a, ¢ y e) corresponden
con las tres geometrias de punta mis comunes. Como se puede ver, las fuerzas en funcion del iempo
ET (paneles b, d y f) convergen cuando n alcanza el valor de 8 para las tres geometrias usadas. Es
decir, el valor de la diferencia F] — F¥ es muy pequeio, por lo que hemos llegado a una solucion

estable para los casos estudiados.



Variacién con el grosor

Hemos visto que en todas las geometrias, la fuerza depende del inverso del grosor de la muestra A,
por lo que vamos a estudiar la evolucion de diferentes curvas de fuerza cuando variamos el grosor.
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Fig. 4-11: Fuerzas para una muestra finita elistica en funcion del grosor. Fuerzas en funcion del
tiempo (1) y en funcion de la mdentacion (b) para un cilindro, R = 2.5 um. Fuerzas en funcion del
tiempo (c) y en funcion de la mdentacion (d) para un cono, 8 = 45°. Fuerzas en funcion de la
tiempo (¢) y en funcion de la indentacion (h) para una esfera, R =5 um. Muestra, E = 4 kPa,ng =
100 Pa -s, h = variable.



En la figura 4-11 representamos la fuerza para diferentes geometrias, cuando la indentacion es
sinusoldal. Las geometrias a usar seran de nuevo el cilindro el cono y la esfera. La fuerza en funcion
del tiempo (paneles a, ¢ y €) es asimétrica, debido a la viscosidad. Este mismo efecto de la viscosidad
se puede ver en las curvas en funcion de la indentacién (paneles d, d v f), donde el efecto de la
viscosidad se puede ver en la histéresis entre las curvas de ida y las de vuelta. Es interesante notar que
esta histéresis se hace mayor cuanto mas fina es la muestra, es decir, la energia absorbida en un ciclo
depende del grosor de la muestra.

La fuerza maxima aumenta con la disminucién del grosor, como habiamos visto en el caso elastico
(capitulo 3). Debido a la combinacion entre viscosidad y elasticidad, el pico de fuerza maxima no
coincide con la maxima indentacion, como veremos en mas detalle en las simulaciones FEM.

Comparacién FEM-teoria

Para comprobar si las formulas que hemos derivado en las secciones anteriores son correctas, vamos
a realizar unas simulaciones con FEM. La idea es obtener curvas fuerza-indentacion y comprarlas con

las que predicen nuestras ecuaciones (4-8, 4-9 y 4-10).
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Fig. 4-12: Esquema de simulacion y fuerzas calculados para una muestra finita viscoeldstica. Esquema
de la simulacion FEM (a) y fuerzas en funcion de la penetracion (b) para un cilindro, R = 2.5 ym.
Esquema de la simulacion FEM (c) y luerzas en luncion de la penetracion (d) para un cono, 0 =
752, Esquema de la simulacion FEM (e) y fuerzas en funcion de la penetracion (1) para una esfera,

R =5 um. Muestra, E = 4 kPa,n; = 100 Pas, h =5 um.

En la figura 4-12 podemos tenemos dicha comparacion. Los esquemas de simulacion (paneles a, ¢y
e) serdan muy similares a los utilizados en el capitulo anterior, solo que esta vez afiadiremos viscosidad
a la muestra. Las curvas de fuerza tedricas predicen bastante bien las curvas obtenidas en la
simulacién, aunque podemos ver un ligero error en dos zonas. La primera es en la zona de fuerza
pico, donde simulacién y teoria divergen ligeramente. Esto es debido a que, cuanto mayor es la
indentacion, mayores son los errores que hemos cometido en todas las aproximaciones que hemos



utilizado en la teoria. Es decir, podemos esperar que si aumentamos atn mas al indentaciéon, esta
divergencia se haga ain mayor. Aun asi, para las profundidades y grosores de muestra simulados, la
correlacion es bastante buena. Por otro lado, en la vuelta volvemos a ver una clara separacién entre la
teoria y la simulaciéon. Esto como ya vimos en el capitulo 2, es debido a que en la vuelta tendremos
un desacople entre la punta y la muestra, que no esti contemplado en la teoria. En el siguiente

capitulo mtentaremos dar una solucién a dicho problema.

= 10 200
m a —
s | = b
oo S 1501
: S—
o 61 ©
: -tgu 100 e
b ] 4 - ————— 8
Q . P b
S ol Teoria seminfinita —— ; 50 1
-g Teoria corregida —— Cilindro
= 0 " 4 0+ : 4
0.05 0.10 0.15 0.20 0.05 0.10 0.15 0.20
_ 200
©
£ 12| © 0 d
0 & 1501
3 o
o 8
> 3 100
K 8
e —
2 ¢4 8 507
'g = Cono
= 0 0+~ : ;
0.05 0.10 0.15 0.20 0.05 0.10 0.15 0.20
< 10 200
(]
k= e _ f
"';; 8 + w
g g 150 +
o 61 ©
> % 100 ey
c 4f 2
P (=}
]
= 2 o 507
'g > Esfera
= 01— } + 0~ t ’
0.05 0.10 0.15 0.20 0.05 0.10 0.15 0.20
Indentacidon/grosor Indentacidon/grosor

Fig. 4-13: Parimetros vicoeldsticos calculados para una muestra finita elistica. Modulos de Young (a)
v viscosidades (b) calculadas para un cilindro, R = 2.5 um. Modulos de Young (c) y viscosidades (d)
calculadas  para un cono, 8 = 752, Modulos de Young (e) y viscosidades () calculadas para un
esfera, R = 5 um. Muestra, E = 4 kPa,n; = 100 Pa s, h =5 ym.



Dado que nuestro objetivo al realizar medidas con AFM es obtener los valores de los parametros,
vamos a realizar un ajuste numérico de las curvas obtenidas con FEM. En la figura 4-13 podemos ver
los valores obtenidos tanto para el modelo de Young como para la viscosidad. Dado que no hemos
resuelto el problema de la vuelta, estos valores los hemos obtenido ajustando solo las curvas de 1da.
Se puede ver, para todas las geometrias, que al intentar ajustar los datos experimentales con las
ecuaciones de Sneddon (es decir, sin tener en cuenta el efecto del sustrato, curvas rojas en la grafica)
los valores para los parametros se alejan de los usados en la simulacion (region verde). Sin embargo,
al realizar el ajuste con nuestras ecuaciones obtenemos los valores esperados con mayor precision
(curvas azules). Esto se cumple, con algunas diferencias, en todas las geometrias estudiadas, tanto para

el médulo de Young como para la viscosidad.

4.6 Conclusiones

En este capitulo hemos obtenido una soluciéon completa al problema de la indentacién de un medio
viscoelastico de grosor finito. Combinando la hipétesis de Lee y Radok (estudiada y explorada en el
capitulo 2) con las soluciones elasticas par un medio finito obtenidas en el capitulo 3, hemos obtenido
soluciones analiticas para diferentes geometrias de la punta y modelos viscoelasticos. Las soluciones
coinciden muy bien con los resultados numéricos de las simulaciones FEM, lo que nos da confianza
en la teoria. Podemos decir que con ayuda de la teoria desarrollada, somos capaces de extraer las
propiedades viscoelasticas de la célula en cualquier posicion de la misma, mmdependientemente del

grosor de la misma y del modelo viscoelastico a utilizar.

Sin embargo, todas las soluciones viscoelasticas obtenidas (tanto en este capitulo, como en el capitulo
2) adolecen de un problema de base: Solo son vilidas en la ida de la curva de indentaciones. Esto es
debido a una limitacion en la hipotesis de Lee y Radok (desde el punto de vista teorico), que se
puede interpretar como la incapacidad de una muestra viscoelastica de responder rapidamente a la
retirada de la punta, desacoplindose de la misma. En el siguiente capitulo vamos a intentar lidiar con
esta dificultad.



5. El Problema del area de contacto

3: Area de Contacto

1: Viscosidad
2: Suelo

I(t)

pg(t) —~ : I(t)

q ida A yuelta

Fig. 5-0: (a) En este capitulo analizaremos como las fuerzas dependerdn del drea de contacto a la ida y
a la vuelta, que a su vez dependerd de la respuesta del material y del efecto del sustrato.. Esquema del
sistema punta-muestra, donde vemos que el drea de contacto varia (a la misma mdentacion) para la
1da (b) y para la vuelta (c).

5.0 Introduccion

Todas las soluciones viscoelasticas que hemos obtenido hasta ahora (tanto en el caso infinito, capitulo
2, como teniendo en cuenta el efecto del substrato, capitulo 4) son solo validas en la ida, antes de
alcanzar el maximo de indentacion. Esto es debido a que, aunque la solucion dada por Lee y Radok

es formalmente vilida a la vuelta, predice tensiones negativas en algunos puntos del drea de



contacto[125]. Dado que estamos asumiendo que no existen fuerzas atractivas en nuestro
experimento real, esta solucion no es vilida para describir los datos experimentales. Antes de
proceder al tratamiento analitico del problema, vamos a explorarlo un poco mejor mediante
simulaciones de elementos finitos.

5.1 Desacople punta-muestra

Si simulamos mediante FEM tanto la ida como la vuelta de la indentacion producida por una punta
esférica sobre una muestra viscoeldstica (sin fuerzas de adhesion), podemos ver como en la vuelta el
mdentador se desacopla de la muestra.
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Fig. J-1: Simulacion del contacto durante un ciclo completo. (a) y (b) tienen las mismas indentaciones
que (e) y (d), pero velocidad opuesta. (c) Corresponde a la mixima mdentacion, donde la velocidad
es cero. , R =5 um. Muestra, E = 4 kPa,n; = 500 Pa-s

En la figura 5-1 podemos ver los resultados de una esfera indentando una muestra viscoeldstica (la

cual tiene una viscosidad gigantesca, de 500 Pa - s, para amplificar el efecto que queremos mostrar).

1




En la fase de 1da de la indentacion (cuando la velocidad es positiva, es decir, cuando la indentacion
aumenta con el tiempo), la esfera y la muestra se mantienen en contacto (paneles a y b). Durante este
periodo, todas las férmulas que hemos desarrollado en los capitulos 2 y 4 son vilidas, hasta que
alcancemos la maxima indentacién (panel ¢), donde la velocidad es exactamente igual a cero Sin
embargo, en la fase de vuelta (donde la velocidad es negativa), vemos que la punta se despega de la
muestra (paneles d y e). Esta desacople es debido a que la muestra no es capaz de “seguir” a la punta,
ya que esta se retira muy rapido. Esto es algo que no tuvimos en cuenta en nuestro analisis de la
viscoelasticidad en los capitulos anteriores. Vamos a ver como se ha solucionado este problema en la
bibliografia.

5.2 Solucion de Ting

Ting [124] estudi6 la solucién al problema de la fuerza para la vuelta, encontrando una soluciéon
mteresante. Recordemos que para la ida (cuando t < tpqy, siendo tpg, el tiempo al cual
alcanzamos la maxima indentacién), la fuerza en funcién de la indentacion para una muestra infinita
estaba dado por

t d
F(t) = af og (t— t’)ﬁ(l(t’)ﬁ) dt’' t < tmax 5-1
0

Donde los coeficientes dependian de los detalles del problema en particular (ecuaciones 3-60, 3-65,

3-70). Cuando nos encontramos en la vuelta (€ > t,,,4,), la solucién dada por Ting es similar

t1(t) d

Fit)=a j @p (t—1) o7 (1(tH#)dt' t > tmax 52

0
Las formulas 5-1 y 5-2 son exactamente las mismas excepto por el limite superior de integracion, que
en el caso de la vuelta es una funcion tq (t). Esta funcion indica el tiempo t; para el cual el area de
contacto era exactamente igual al area en el momento actual t. Es decir, durante la vuelta, la fuerza
medida en cierto nstante t estd relacionada con la fuerza medida a la 1da en cierto instante t4, bajo la
condiciéon de que en ty en t; el area de contacto sea la misma. Es mais, el radio del drea de contacto
estard dada por

a(t) = yI(t)® t < tmax 53
a(t) = yI(t;(t))® t > tmax

Donde y y 6 son los coeficientes que describen el radio del drea de contacto en funcién de la

geometria, dados en el capitulo 2 (ecuacion 2-23).
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Fig. 5-2: Calculo de la fuerza a la vuelta. (a) La funcion t1(t) indica el tiempo al cual el drea de
contacto fue igual a lIa actual en tiempo t . (b) Esta funcion se obtiene al resolver la condicion dada
por Ting. (c) v (d) Estados de la indentacion en los tiempos t{(t) (ida) y t (vuelta), que tienen la
misia drea de contacto pero distinto valor de la indentacion.

La condicion que nos permite obtener t4 (t) es [124]

t
d
f pp (t—t)5U@))dt'=0 5-4
t (t) dt

1

Dado que podemos tener discontinuidades de velocidad al llegar a la indentacion méxima (por
ejemplo en el caso de una indentacion triangular, donde la velocidad cambia de signo en laida y en la
vuelta), es util dividir la integral 5-4 en dos tramos

t

Jtmax (t _ t’)i(l(t,)) dt’ _l_f (t— t’)i(l(t,)) dtl =0 55
. PE dtl PE dt/

1(t)

tmax

De forma que la primera integral se efectia en la ida y la segunda en la vuelta.

Si tenemos una funcién de relajacion @g(t) para nuestro material, asi como una indentacion en
funciéon del tiempo I(t), podemos resolver 5-5 para obtener la funcion tq(t). Una vez obtenida esta
funcién, que sustituida en 5-2 nos dara la fuerza en la vuelta.




Generalidad de la solucién de Ting

Es interesante notar que la funcion t1(t) dada por la condiciéon anterior es vilida bajo unas
condiciones muy generales. La ecuacién 5-3 es independiente de la forma del indentador (no
aparecen los coeficientes @ ni ). Es decir, para calcular t;(t) solo necesitamos saber la funcion de
relajacion del material @g (t) y la forma de la indentacion con el tiempo 1(t). En su primer articulo
[124], Ting demostré dicha condicion para una muestra seminfinita y homogénea, lo cual solo nos
valdria para el problema del capitulo 2. Sin embargo, en un trabajo posterior [132], demostrd que la
misma solucién es aplicable para cualquier sistema homogéneo en la direccion horizontal definido
por una funcién de Green del tipo 3-7. Esto hace que un sistema homogéneo, pero de dimensiones
finitas, como el tratado en el capitulo 4 también esté incluido. Es decir, que la solucién final para un
sistema de dimensiones finitas estara dado por

N ‘ ’ d nNBi ’
PO =Y 4 | gp (6= 0) 35 (1)) de < b
— 0
=0 56
1G] d |
F= ). “ff o5 (¢t = )75 (1)) ar £> tmax
: 0
=0

Donde los coeficientes a@; y B fueron obtenidos para las diferentes geometrfas en el capitulo 3
(ecuaciones 360, 3-65 y 3-70). De la misma forma el radio del drea de contacto para el problema

general estard dada por

a(t) = ajqq(t) t <lmax
a(t) = ajgq(t1(t)) t > tmax

57

Donde a;g44(t) es el radio del drea de contacto para la ida, que fue calculado de forma completa en
el capitulo 3 (ecuaciones 3-63 y 3-68).

Por lo tanto, podremos resolver el problema completo de la indentaciéon de una célula de
dimensiones fnitas. La tnica duda surgird al tratar la heterogeneidad de la célula, pero este caso lo

dejaremos para el ultimo capitulo.

Vamos a proceder al cilculo explicito de las soluciones para los diferentes modelos viscoelasticos.




5.3 Calculo de las soluciones para el caso de Kelvin-Voigt

Vamos a usar la soluciéon de Ting para calcular la fuerza total (tanto en la ida como en la vuelta) en el
caso del modelo de Kelvin-Voigt.

Condicién general para tq (t)

Sustituyendo la funcion de relajacion de Kelvin-Voigt en la condicién 5-4 tenemos la siguiente

ecuacion
t d
f [E +ng8(t —t)]-— (I(¢"))dt’ 5-8
dt
t1(t)
La cual podemos resolver facilmente, obteniendo
d -
E[1(0) = 1ty O] +mp - (1) = 0 59
Reordenando términos tenemos una condiciéon para las indentaciones
d A
Ma@l=10 +7 (1)) 5-10

Donde T = T]FE es el tempo de relajacion del sistema. Cuando la viscosidad esta constante es también

cero, por lo que tenemos una simetria perfecta entre la ida y la vuelta (t; (t) = t). Si conocemos la

forma exacta de la indentacion con el tiempo podremos obtener la expresion tq (t).
Condicién general para la fuerza

Una vez obtenida la funcion t; (t), podemos sustituirla (junto con la funcion de relajacion del modelo
de Kelvin-Voigt) en la ecuacion 5-6

N
t
d
PO = Y a [ 1B +ns8( = 9] 2 (169) de < trae
— 0
- 511
ANAO) d |
F(t) = z ajf [E +ngd(t —t))] T (1(tHP) at’ t > tmax
j=0 70

Si efectuamos las integrales obtenemos la forma final para la fuerza en el caso del modelo de Kelvin-
Voigt

N
F(t) = z o I(OPI[38mei(t) + EI(t)] t < tmax 5-12

Jj=0




N

F(O) = ) Ity (6)F £> trax

j=0

Donde I(t1(t)) estd dado por la ecuacion 5-10. La forma explicita dependerd de cémo sea la
mdentacién en funcion del tiempo, asi que calcularemos dos casos: Una indentacion a velocidad
constante (triangular) y otra sinusoidal.

Solucién indentacién triangular
Recordemos que en el caso de indentacion triangular, la indentacion en funcion del tiempo viene

dada por

I=uvt t < tmax .
— 5-13

I = vtyae — V(t = tinax) t > tmax
Donde t,,4, es el tempo necesario para alcanzar la mixima indentacion. De esta forma la velocidad

en 5-3 es sencillamente

Caw) =v ST
Caw)=—v £ tmax
Sustituyendo 5-13 y 5-14 en 5108, obtendremos
vty (t) = vtpmax — V(t — tiax) — TV 5-15
Y simplificando
t1(t) = 2tpay —t — T 5-16

Es interesante notar que 7, ademas del iempo de relajacion, coincide con el “adelanto” con el cual el

indentador pierde contacto con la muestra, en comparaciéon con el sistema puramente elastico.

Una vez que sabemos la funcion t; (t) podemos calcular la fuerza tanto en la ida como en la vuelta

para este modelo, sustituyendo esta expresion en la ecuaciéon 5-12.

N
F(t) = z a;[(OP[3Bm61 (€) + EI(D)] t < toax
Jj=0 5-17
N
F(t) = Z ajEI(Ztmax —t— T)Bj t > thax
=0




Como caso particular de la muestra infinita, obtenemos el siguiente resultado

F(t) = al ()P [3Bnev + EI(t))] t < tmax

F(t) = aE(v(2tymax —t — 1 ))B t > tmax

Donde solo nos quedaria particularizar los coeficientes @ y 8 para la geometria adecuada.

Solucién indentacién sinusoidal

En el caso de que la indentaciéon fuera sinusoidal tendriamos las siguientes expresiones para la
mdentacién en funcion del tempo

an
—_
Ne)

I = Iy sin(wt)

Donde ty,4, €s, de nuevo, el tempo necesario para alcanzar la mixima indentacién. De esta forma
la velocidad en 5-19 esta dada por

d
o (I (1)) = Lygxw cos(wt) 5-20
Sustituyendo estas expresiones en 5-10 obtendremos

Imax SIN(@t1(£)) = Lypay sin(wt) + tlyaw cos(wt)

Por lo que la funcion t4 (t) es facil de obtener

asin[sin(wt) + Tw cos(wt)]
L6 = ” 599

Sustituyendo esta expresion en las ecuaciones de la fuerza 5-12 tendremos de nuevo la formula para
la fuerza total tanto en la ida como en la vuelta

N
F(t) = Z a1 ()P [3m61 () + EI(D)] t < tmax
J=0 5-23
N
F(O) = ) @l gy SIn(08) + Tl cos(@t)P £> tmar
=0

Y, simplificando al caso de una muestra infinita tendremos




F(t) = al(©)P~2[3Bnel(t) + EI(D)] t < tmax

5-24
F(t) = aE[l gy sin(wt) + tlyq,w cos(wt)]? t > tmax
Bajo las mismas condiciones, para el radio de contacto obtendriamos
a(t) = A(t)? t < tmax 95
5-25
a(t) = M (Iygy sin(wt) + Tl 0 cos(wt))? t > thax

Donde los coeficientes A y 8 dependeran de la geometria.

5.4 Otros modelos

De la misma forma podriamos calcular la ecuacion de la fuerza para los demds modelos de
viscoelasticidad. Sin embargo, nos limitaremos a calcular las funciones t;(t), dadas las cuales la
fuerza se podrd obtener mtegrando las expresiones generales 5-5. Por simplicidad usaremos una
mdentacion lineal con el tempo (ecuaciones 5-13 y 5-14).

Modelo SLS e indentacién lineal

En este caso usaremos la expresion 5-5, que se convertird en

tmax B t _Ep
j [E1 + Eye " t’)] vdt' — [El + Eye " “)] vdt' = 0 56
t1(0) tmax
Resolviendo las integrales obtenemos
_Epp _Eap_ c
Ey(fmax = 61(6)) = Ey(t = tmgy) + g (—1 +2¢ 167 — g sy — g 527

Dado que t;(t) aparece fuera y dentro de una Power-law, es imposible despejar esta funcién para
obtener una formula cerrada. La tnica opcidon es resolver este problema mediante métodos

numéricos.

Modelo Powerlaw e indentacién lineal
Para este modelo la expresion 5-5 se convertira en

tmax (t—t\7V ¢ t—t\""
f E, vdt —f E, vdt' =0 5-28
t t
t1(t) 0 t 0

max




Dado que tanto E; como ty aparecen en ambos términos, podemos cancelarlos, por lo que la

funcion t; (t) solo dependera del coeficiente y. Resolviendo las integrales obtenemos

(t=tmad 7 (@) = =t T 590
-y +1 —-r+1 -y+1 -y+1

Manipulando esta expresion podemos despejar t; (t)

t(®) =t — N2t — tmax) 5-30

Como es habitual, el modelo Power-law cuando y = 0 es equvalente a un sélido eldstico, por lo que
la ecuaciéon anterior tiene que ser igual a la obtenida en el modelo de Kelvin-Voigt (ecuacion 5-16)
cuando no existe viscosidad (es decir, cuando el tiempo de relajacion es nulo, T = 0). Podemos ver

facilmente que esto se cumple para este limite, ya que 5-30 se transforma en
ti(t) =t — 2(t — toax) 5-31
Que es equivalente a 5-16 con T = 0.

Otro caso particular interesante del modelo Power-law es de un liquido perfecto (y = 1), que

equivaldria al caso de T = 00 en el modelo de Kelvin-Voigt. En este caso 5-30 seria.
t;(t) = —o0 5-32

Esta expresion, chocante inicialmente, tiene todo el sentido. Si introducimos esta condicién en el
limite de la integral de la ecuacion de la fuerza en la vuelta (5-2)

N —00 A4
t—t d B\ 407
F(t) = Zajf Eo|— e (1P de' =0 t > tmax 5-33
=0 0 0

Vemos que la integral se tendria que calcular para tiempos negativos (t variaria de 0 a —o0), en los
cuales no existe el contacto (ya que hemos delinido t = 0 con el inicio del contacto), y por lo tanto la
fuerza total es cero. Es decir la fuerza en la vuelta para un material perfectamente viscoso es
exactamente cero. Obviamente, una vez comprimido, un material perfectamente viscoso no seguird al
indentador en la vuelta, por lo que es natural que la fuerza medida sea cero, ya que no hay contacto
entre el indentador y la muestra. De nuevo, vemos como el modelo de Kelvin-Voigt nos daria el

mismo resultado en el caso de una viscosidad altisima (ecuacion 5-16 con T = o).

5.4 Comprobaciéon numérica

De nuevo, como en los capitulos anteriores, usaremos las simulaciones FEM para comprobar la
validez de las formulas desarrolladas. Vamos a simular el modelo de Kelvin-Voigt para el caso

sinusoidal en dos muestras diferentes: Una de grosor infinito (el mismo ejemplo que el estudiado en

1




el capitulo 2) y otra finita (el mismo caso que el estudiado en el capitulo 4).
Medio infinito

Dado que la argumentacion de Ting estd basada en la igualdad de las dreas de contacto entre dos
tiempos ty ty, vamos a comprobar si coincide el radio de contacto en nuestras predicciones tedricas
frente a las simulaciones FEM.
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Fig. 5-3: Esquemas de la simulacion FEEM y comparacion simulacion-teoria (con y sin la solucion de
Ting) de los radios de contacto en funcion del iempo para una muestra semunfinita. (a, b) Cilindro,
R =25 um. (¢, d) Cono, 8 = 752. (e. ) Esfera, R = 5 um. Indentacion sinusoidal, A = 1 uym, T =
1s. Muestra seminfinitah = co ym, E = 4 kPa,n; = 100 Pa - s.

En la figura 5-3 se muestra el radio del drea de contacto en funciéon del tiempo para las tres
geometrias de punta habituales. El esquema de las simulaciones va a ser el mismo que en el capitulo
2 (paneles a, ¢ y e). Se pude ver que el darea de contacto obtenida por FEM coincide perfectamente
con nuestras ecuaciones para el drea de contacto en el caso de una indentacién sinusoidal (ecuacién
5-25). También podemos ver como en la vuelta el radio del contacto es siempre menor que el
esperado aplicando directamente las ecuaciones del capitulo 2 (que no tenian en cuenta el desacople

entre la punta y la muestra).
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Fig. J-4: Comparacion simulacion-teoria (con y sin la solucion de Ting) de las fuerzas para una
muestra seminfinita. (a) kn funcion de la penetracion y (b) en funcion del tiempo para un cilindro,
R = 2.5 um. (b) En funcion de la penetracion y (c) en funcion del tiempo para un Cono, 6 = 752,
(e) En funcion de la penetracion y (1) en funcion del tempo para un Esfera, R = 5 uym. Indentacion
sinusoidal, A =1 um, T = 1s. Muestra seminfinitah = co ym, E = 4 kPa,n; = 100 Pa - s.

Una vez que hemos visto que el drea de contacto coincide perfectamente entre simulacion y teoria,
vamos a comprobar si tenemos el mismo éxito con las fuerzas. En la figura 5-4 podemos ver las
fuerzas en funcion de la indentacion (paneles a, ¢ y €) asi como del tiempo (paneles b, d y ). El
I~

ajuste entre teorfa (ecuacién 5-23) y experimento es casi perfecto, lo que indica que hemos




conseguido resolver completamente el problema de la indentacion para una muestra viscoelastica
mfinita.

Medio finito

En el caso del modelo finito usaremos las férmulas 5-23 con los coeficientes obtenidos en el capitulo
4. Es decir, nuestro objetivo es completar la soluciéon mostrada en dicho capitulo en la vuelta, donde
la condicion de Lee y Radok también fallaba, como en el caso infinito.
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Fig. 5-5: Esquemas de Ia simulacion FEM y comparacion simulacion-teoria (con y sin la solucion de
Ting) de los radios de contacto en funcion del tiempo para una muestra de grosor finito. (a,h)
Cilindro, R = 2.5 um. (c,d) Cono, 8 = 75°. (e.f) Esfera, R =5 um. Indentacion sinusoidal, A =
1um, T = 1s. Muestra,h =5 um, E = 4 kPa,n; = 100 Pa - s.




En la figura 5-5 comprobamos el drea de contacto, mostrando la evolucion del radio con el tiempo.
El esquema de la simulacién es el mismo que el usado en el capitulo 4 (paneles a, ¢ y e). Podemos
ver que el radio (simulado) de contacto en funcién del tiempo, si bien no coincide perfectamente con
la teoria en su maximo, se ajusta razonablemente bien tanto en la ida como en la vuelta de la curva.
En el capitulo 4 ya habiamos visto que el error entre simulaciéon y teorfa en la mixima indentacion
era debido a que la teorfa va fallando cada vez mas segiin aumenta el ratio indentacion/grosor de la
muestra, por lo que, en lo que respecta al radio de contacto, podemos decir que la teoria predice

bastante bien las simulaciones FEM.
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Fig. 5-0: Comparacion simulacion-teoria (con y sin la solucion de 1ing) de las fuerzas para una
muestra de grosor finito. (a) En funcion de la penetracion y (b) en funcion del tiempo para un
clindro, R =5 uym. (b) En funcion de la penetracion y (c) en funcion del tiempo para un Cono,
6 = 75%. (e) En funcion de la penetracion y () en funcion del tiempo para un Esfera, R =5 uym.
Indentacion simusoidal, A = 1 ym, T = 1s. Muestra,h =5 um, E = 4 kPa,n; = 100 Pa - s.

Veamos, como prueba final, que pasa con las fuerzas. En la figura 5-6 podemos observar la
comparacion entre las fuerzas en funcion de la penetracion (paneles a, ¢, y €) y las fuerzas en funcion
del tempo (paneles b, d y I) coinciden realmente bien con las simulaciones, tanto para la ida como
para la vuelta. Es decir, las ecuaciones 5-23 predicen lo que pasa en la simulacién. Por lo tanto,
podemos decir que hemos solucionado completamente el problema de indentacion de un medio
viscoeldstico de grosor finito.

5.5 Conclusiones

En este capitulo se han completado las soluciones viscoelasticas dadas en los capitulos 2 v 4, las cuales
solo eran vilidas en la ida de la curva de indentacion. Usando simulaciones FEM, se ha visto que el
problema surge debido al desacoplamiento entre la punta y la muestra en la vuelta, lo cual hace que
el area de contacto sea menor en la vuelta que en la ida para la misma indentacién. Hemos aplicado
la teoria propuesta en la bibliografia, la cual ofrecia una solucion en la vuelta suponiendo que se
conocieran las soluciones explicitas en la ida. Combinando dicha teoria con las soluciones
encontradas en los capitulos 2 (para muestras infinitas) y 4 (para muestras finitas), hemos obtenido
soluciones para cualquier geometria y modelo viscoeldstico. Finalmente como ejemplo particular, se
ha estudiado numéricamente el caso particular del modelo de Kelvin-Voigt, obteniéndose una

concordancia muy buena entre la teoria y la simulacion.

Podemos decir entonces que se ha solucionado completamente el problema de la indentacién de una
muestra viscoeldstica de grosor finito. O dicho de otra forma, tenemos una teoria completa de cémo
medir la célula con un AFM teniendo en cuenta tanto su comportamiento viscoeldstico como su
grosor finito. Sin embargo, en todo lo anterior hemos estado tratando al célula como un objeto
homogéneo, que tendria las mismas propiedades en cualquier punto que midamos de la misma. Fn
el siguiente capitulo vamos a intentar obtener un mapa tridimensional de las propiedades mecanicas
de la misma, teniendo en cuenta su heterogeneidad.




0. Tomogratia 3D de la célula

4: Heterogeneidad

Fig. 0-0: Andlisis de la heterogeneidad de Ia célula. (a) El volumen de la célula se descompone en una
matriz 3D de “voxels”, midiendo el microscopio la respuesta en cada uno de ellos. (h) El
procesamiento de esta informacion nos permite obtener matrices 3D de rnigideces (c) y de
viscosidades (d), de las cuales podemos obtener planos, cortes...




6.0 Introducciéon

Hasta ahora nos hemos centrado en obtener valores medios de la célula, observandola como un todo
continuo. Es decir, hemos comprimido toda la informacién mecanica y estructural de la misma en
unos pocos valores numéricos (modulo de Young, viscosidad...). Sin embargo, como vimos en la
introduccion, es obvio que la célula es un objeto altamente heterogéneo, compuesto por diferentes
piezas (fibras de actina, microtibulos, organulos...), cada una de ellas con diferentes propiedades
mecanicas. De esta forma, lo que medimos con los pardimetros macroscopicos no es mds que la
media estructural del conjunto de estas piezas. Es decir, cuando decimos que en cierta posicion la
célula tiene un moédulo de Young de 4 kPa, en realidad indicamos que la rigidez estructural de la
combinacién de todos los elementos de los que estd hecha la célula tiene este valor (aunque quizis
ninguno de los elementos por separado tiene este valor en concreto). Debemos afrontar entonces la
sigulente pregunta: Sabiendo los valores locales (en diferentes posiciones y profundidades) de estos
parametros, ¢podemos hallar las propiedades y la localizacion espacial de las diferentes piezas? Si
logramos resolver esta cuestion podremos obtener la tomografia 3D de la célula.

6.1 Método y procesamiento de los datos

Vamos a utilizar el modelo de Kelvin-Voigt, el cual nos permite obtener el médulo de Young y la
viscosidad para cada punto de la célula, de forma parecida al estudio que mostramos en el capitulo 2.
Sin embargo, en aquella ocasion solo queriamos obtener valores promedio de los parametros, por lo
que la colocacion espacial de los datos no era importante. Para obtener la tomografia de la célula,
deberemos variar ligeramente la forma de tratar la informacion.

Método experimental

Utihzaremos dos metodologias diferentes para analizar la célula, la cual serd un fibroblasto de ratén
(Ia misma usada en el capitulo dos: MEF, Mouse Embryonic Fibroblas). Aunque no aparezcan en
esta tesis, los resultados también se han comprobado en otra linea celular (Hela). Para obtener

mejores resultados, y como prueba de concepto, las imigenes se han obtenido en células fijadas.

La primera consiste en obtener curvas de fuerza-indentacién para cada uno de las posiciones del
plano x, y de la célula (pixeles). El movimiento vertical de la micropalanca serda de velocidad
constante, es decir, la indentacién seguird un perfil triangular con el tiempo, como en los
experimentos del capitulo 2. La diferencia con aquel capitulo es que ahora no solo queremos valores
medios de los parimetros, sino que queremos localizar su distribucion espacial. Esto hace que
tengamos que “reorganizar” las curvas en forma de matriz tridimensional, proceso que explicaremos

con detalle mas adelante, en la siguiente subseccion.




Por otro lado, obtendremos un mapa topografico usando datos obtenidos mediante el método de
Force-Volume del AFM. Este mapa, s1 bien no nos dard informacion 3D, nos permitird, después de
cierto filtrado, obtener unas imigenes muy claras de citoesqueleto, las cuales cuantificaremos en la
siguiente seccion.

Finalmente hemos complementado nuestro estudio con imdagenes Opticas tanto de fluorescencia
como de microscopia de fase. Dichos estudios no son novedosos, pero nos serviran de referencia
para comprobar si las metodologias propuestas en este capitulo son correctas.

Procesamiento de los datos

Como hemos visto en el capitulo 2, el microscopio nos proporciona una curva de fuerzas para cada
pixel, donde la fuerza estd funcion de la posicion del cabezal de la micropalanca. Sin embargo, a
diferencia de en aquel capitulo, no queremos analizar cada una de estas curvas por separado, si no
organizarlas de forma que se puedan interpretar de forma coherente como un mapa volumétrico de
las propiedades de la célula. Lo primero que tendremos que hacer es transformar los datos de la
posicion del cabezal en datos sobre la posicion de la punta (teniendo en cuenta la deflexion de la
micropalanca). Después, separaremos las curvas de ida de las de vuelta, obteniendo dos conjuntos de
curvas (una para la ida y otra para la vuelta). El paso final es crear una matriz tridimensional en los
ejes x, , 2 donde cada punto representa una posicion en el espacio 3D (lamado voxel[133]).
Distribuiremos la informacién de las curvas de fuerza-indentacion en esta matriz, de forma que,
dadas unas coordenadas espaciales de posicion (unas coordenadas x, y, z), podemos saber que fuerza
midi6 el microscopio (tanto en el movimiento de ida como en el de vuelta), asi como si la célula
ocupa esta posicion del espacio o estamos fuera de ella, cuanta es la penetracion... Una vez
organizada la informacién en esta matriz, podemos aplicar diferentes filtros (con las teorias
desarrolladas en los capitulos anteriores) para obtener matrices espaciales de los parametros
mecanicos (por ejemplo podriamos, usando las formulas 2-60, obtener una matriz 3D de rigidez y
otra 3D de viscosidad).

Una vez obtenidas estas matrices, podemos realizar los andlisis que queramos sobre ellas.
Imaginemos que queremos saber el modulo de Young en cierta posicién xe y, y a clerta profundidad
por debajo de la superficie. Para obtener el valor requerido, solo tendriamos que buscar el “voxel”
adecuado en la matriz 3D de indentaciones (que nos indicaria las coordenadas x, yy 2, y, una vez
localizado, buscar el valor del mismo voxel en la matriz de rigidez. El mismo proceso podria hacerse

para obtener un corte 2D en cualquier direccion.




6.2 Informacion de los diferentes canales

Vamos a explicar los diferentes canales de informacién que tenemos para ver la estructura interna de
la célula. Cada uno de ellos ofrecera distinta informacion cuantitativa, y serd sensible a diferentes
estructuras.

Canal 6ptico

Fig. 0-1: Imdgenes opticas de dos fibroblastos de raton. En ambos casos se pueden distinguir
fdcilmente tanto el nicleo (1) como los nucléolos (2).

Este canal (figura 6-1 paneles a y b, para dos células distintas) es el obtenido directamente utilizando
imdgenes de luz visible, usando un microscopio de contraste de fase[134] . Aunque en principio la
célula es totalmente transparente, la microscopia de fase nos permite observar diferentes estructuras
mternas. Podemos ver facilmente diferenciados el nucleo y, dentro del mismo, los nucléolos. Sin
embargo, otras estructuras como las fibras de actina, o los microtitbulos no son wvisibles en dicho
canal. A pesar de su facilidad de uso y de la posibilidad para la visualizacién de ciertas estructuras, la
Imagen éptica tiene varias limitaciones.

Por un lado la imagen obtenida es puramente bidimensional, por lo que es imposible conseguir
informacion sobre la distribucion vertical de los elementos observados. Aunque esta limitacion ha
sido resulta parcialmente con la invenciéon del microscopio confocal, dicha solucién requiere otro
sistema experimental diferente. Por otro lado la imagen Optica no proporciona valores de las
propiedades mecinicas de la célula. Si bien las diferencias de contraste son debidas a cambio de la
velocidad de propagacion de la luz en diferentes partes de la célula, relacionar dicha propiedad con la




viscoelasticidad no es un problema resuelto actualmente.

De todas formas, las imdgenes opticas nos serviran para comprobar que lo que obtengamos por otros

canales no sean artefactos de la medida, s1 no estructuras reales de la célula.

Canal de ngidez
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Fig. 0-2: Imdgenes del canal de rigidez (modulo de Young) de dos fibroblastos de raton. En ambos
casos se pueden distinguir ficilmente el nicleo (2) de la zona exterior. También es visible parte del
citoesqueleto (3).

El canal de rigidez es una matriz con la componente elastica del modulo de Young en el modelo de
Kelvin-Voigt. Podemos obtener un mapa 2D de este canal promediando los valores en el eje z en la
matriz 3D de rigidez, es decir, obteniendo un valor promedio para cada pixel (de coordenadas x, y).
En este canal (ver figura 6-2) podemos distinguir diferentes estructuras de la célula. La primera
distincién que podemos ver es entre la zona exterior de la célula (1) el nucleo (2). La zona delimitada
por el nucleo coincide perfectamente con la vista en las imagenes Opticas. La parte exterior es mas
blanda, excepto en las zonas donde hay fibras (3). Estas fibras crean diferentes estructuras que
analizaremos con mads precision en la siguiente seccion. Los nucléolos son dificilmente visibles dentro

del nucleo, al contrario de lo que sucede con el canal de viscosidad.
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Fig 06-3: Imagenes del canal de viscosidad @) de dos fibroblastos de raton. En este caso, ademis del
micleo (2) y de la zona exterior (1), se puede visualizar los nucledlos (3).

Para el canal de viscosidad usaremos la componente viscosa del modelo de Kelvin-Voigt. De nuevo,
para obtener imdgenes 2I) promediaremos los valores en la direcciéon z de la matriz 3D de
viscosidades. En este mapa podemos distinguir (véase la figura 6-3), igual que en canal del médulo de
Young, la zona del nucleo (2) de la zona exterior (1), siendo el nicleo menos viscoso. Ademads, en
este canal podemos ver estructuras que no son visibles en otros canales mecanicos, como el de rigidez
o el mecanotopogrifico. Por ejemplo los nucléolos (3) son ficilmente visibles en el mterior del
nucleo. Esto demuestra la utilidad de este canal para visualizar el interior de la célula.

Canal mecanotopografico

Fig. 0-4: Imdgenes del canal mecantopgrifico. Podemos observar diferentes estructuras del
citoesqueleto: formaciones de estrella (1), fibras longitudinales (2) y mallado (3).




El canal mecanotopogrifico se obtendrd de forma diferente a los anteriores. La idea consiste en
realizar un mapa de topografia de la célula mediante el método de Force-Volume. Una vez obtenido
aplicaremos un filtro que eliminara las altas frecuencias espaciales[135] . La idea detras de este filtro
consiste en que la topografia medida por el método de contacto no es realmente la forma de la célula,
sino una mezcla entre la forma y la rigidez de la muestra a medir. Dado que la forma cambia de
forma muy suave, podemos suponer que los cambios debidos a esa forma corresponden a bajas
frecuencias espaciales, por lo que al filtrarlos obtendremos la imagen de rigideces. Esa imagen filtrada

es la que llamaremos mecanotopografica (ver figura 6-4).

6.2 Consistencia de los mapas obtenidos

Antes que realizar un estudio mas detallado de los mapas vamos a analizar si los diferentes mapas
coinciden entre si. Esto es importante porque probara que las estructuras que vemos son reales o son

artefactos obtenidos durante la toma de datos o el procesamiento posterior de los mismos.
Nucleos y nucléolos

Dos estructuras claramente visibles en las imagenes Opticas eran los nucleos y los nucléolos (fig. 6-1).
Como se puede ver, las imagenes del canal de viscosidad (fig. 6-3) coinciden perfectamente tanto en
nimero, tamano y posicién con las opticas. La ventaja de las primeras es que nos van a permitir
cuantificar las propiedades mecanicas, cosa que las 6pticas no nos ofrecen. Es importante notar de
nuevo que los nucléolos no son visibles ni en los mapas de rigidez (hig. 6.2), m en los

mecanotopograficos.
Fibras y citoesquelto

Para comprobar si las fibras que vemos en los mapas son reales vamos a apoyarnos en imagenes de
fluorescencia (ver figura 6-5). Utilizaremos dos tipos de fluorélforos, uno para visualizar los
microtibulos (panel a) y otro para las fibras de actina (panel b). Ambas imagenes de fluorescencia se
pueden combinar para tener una imagen de conjunto del citoesqueleto (panel ¢).




Fig. 0-5: Comparacion Huorescencia-mecanotopgratia-rigidez. (a) Fluorescencia de los microtibulos.
(b) Fluorescencia de las fibras de actina. (c) Combinacion de ambas fuorescencias. (d) Imagen
mecanotopogrilica. (e) Imagen de rigidez (imddulo de Young).

Vamos a comparar mis detalladamente esa imagen de fluorescencia, con la mecanotopgrafica (panel
d) v con la de rigidez (panel €). A nivel general podemos ver la similitud de grandes estructuras del
citoesqueleto como las agrupaciones de fibras longitudinales (marcadas con el numero 3) o las
formaciones en forma de estrella (marcadas con el numero 4). Si nos fijamos en la posicion y forma
de fibras individuales (1 y 2), también vemos como los tres canales de informacién coinciden entre si.
Esto nos da seguridad de que los mapas mecanotopgraficos y los del médulo de Young son fiables,
por lo que podemos trabajar con ellos.

6.3 Analisis 2-D de los mapas mecanotopgraficos

Vamos a intentar estudiar la distribucion espacial de las fibras del citoesqueleto en diferentes partes
de la célula. Para ello nos centraremos en los mapas mecanotopograficos mostrados anteriormente.
Si bien estos mapas no nos dan valores numéricos de las propiedades mecanicas, su alta resolucion
espacial los hace adecuados para un estudio de distribucion y propiedades geométricas del

citoesqueleto.
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Fig. 0-6: Andilisis del citoesqueleto. Mecanotopografia (a), deteccion de huecos entre fibras (b) e
histograma angular (c) en la zona de “fibras”. Mecanotopografia (d), deteccion de huecos entre fibras
(e) e histograma angular () en la zona de “mallado’”. Mecanotopogralia (g), deteccion de huecos entre
fibras (h) e histograma angular (1) en la zona de “estrella”.

Estructuras a estudiar

Nos centraremos en las tres regiones diferentes de la célula encontradas en los mapas
mecanotopograficos (figuras 6-5 y 6.6), cada una de ellas con una distribucion del citoesqueleto
propia. En una parte del citoesqueleto podemos ver claramente las fibras longitudinales, por lo que la
llamaremos sencillamente zona de “fibras” (figura 6-6, panel a). En otras zonas, sin embargo, las fibras
se entrelazan las unas con las otras creando un “mallado” (figura 6-6, panel d). En una tercera
localizacion, parece que las fibras parten de un centro comun, formando una estructura de “estrella”
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(hgura 6-6, panel g). Si bien estas estructuras han sido descritas en la bibliografia [106], vamos a
realizar un pequeno andlisis de sus propiedades en nuestras medidas.

Orientacién

Para estudiar la asimetria espacial analizaremos como parametro la orientacion de las fibras. Es decir,
calcularemos un histograma en funcion del dngulo, donde podremos observar si la estructura del
citoesqueleto tiene clerta direccion preferencial, o por el contario, su distribucion es totalmente

aleatoria.

En el caso de la zona de fibras (figura 6-6, panel ¢), se ve claramente una orientacion mayoritaria con
un angulo de 60 grados. Esto indica que esta seccién del citoesqueleto aguantard tensiones
preferencialmente en dicha direcciéon. Dado que se sabe que la célula reconfigura sus fibras en
funcién de las cargas exteriores, seria interesante poder combinar este estudio angular con un
experimento en el cual pudiéramos someter a la célula a diferentes esfuerzos direccionales.

Sin embargo, en la zona de mallado (figura 6-6, panel f), se puede ver como el histograma es
practicamente plano. Como podemos ver en las imdgenes, en esta parte del citoesqueleto no existe
ninguna direccioén preferencial, ya que las fibras estan orientadas totalmente al azar.

Finalmente, en la zona de estrella (figura 6-6, panel 1), no existe una sola direccién preferencial, pero
el histograma tampoco es completamente plano. Esto se debe a que tenemos una estructura de fibras
saliendo en diferentes direcciones, donde cada una de estas direcciones se corresponde con un pico
en el histograma.

Densidad de fibras

En el capitulo 2 vimos que la viscosidad se puede interpretar (siguiendo el modelo poroelastico)
como la dificultad del citosol para moverse a través de los canales abiertos entre las fibras del
citoesqueleto. Vimos ademads que someter a la célula a la accién de un medicamento que danaba el
citoesqueleto provocaba una disminucién de la viscosidad. Dado que esta disminucion era achacada
al aumento y ensanchamiento de los canales entre fibras, seria interesante cuantificar el tamano y
numero de los mismos. Para ello, hemos diseniado un programa que localiza y cuantifica los huecos
entre fibras (marcando los huecos con colores, para su mejor visualizacion). Como se puede ver
(hgura 6-6, paneles b, e y h), para las diferentes estructuras tendremos diferente densidad de fibras,
siendo la estrella (panel h) la que tienen una mayor cantidad, mientras que la zona de fibras es la que
cuenta con una mayor cantidad de espacio vacio.

Como prueba indirecta del modelo poroelistico, podemos comparar la densidad de fibras con la
viscosidad medida. Por ejemplo, dado que en la zona de estrella la densidad de fibras es muy alta,
sabemos que en esta zona los huecos para el movimiento del citosol son pequerios (panel h). Esto
deberia corresponder con una alta dificultad para el movimiento del liquido, vy, por lo tanto, una alta
viscosidad. Como podemos ver en la figura 6-3, la viscosidad en esa regién es muy alta, por lo que el

estudio confirma lo esperado por el modelo viscoelastico.




6.4 Analisis 3-D de los mapas de rigidez

Finalmente, vamos a intentar obtener informacién sobre la posicion vertical de las diferentes partes
de la célula. Nos centraremos en los mapas de rigidez, ya que la gran cantidad de fibras visibles nos

permitira obtener mejores resultados.
Cortes de la matriz de rigidez

Lo primero que intentaremos es extraer cortes de la matriz de rigidez a diferentes profundidades (ver
figura 6-7, panel a). Con esto, esperariamos que en los diferentes cortes aparecieran diferentes
estructuras, ya que en una célula real estas varian segun su profundidad.
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Fig. 0-7: Tomografia de rigidez. (a) Cortes de la matriz de rigidez 3D a diferentes profundidades. (a)
Profundidad entre 50 y 350 nm. (b) Profundidad entre 550 y 700 nm. () Profundidad entre 700 y
2000 nin.

En los paneles b, ¢ v d podemos ver los cortes obtenidos a tres profundidades distintas.
Contrariamente a lo esperado, no se ven diferencias claras entre ellas, salvo por diferencias en la
magnitud de los valores de rigidez. Vamos a analizar, con ayuda de simulaciones FEM, que esta

pasando y las posibles soluciones al problema.
Andlisis te6rico

La cuestion que tenemos que resolver es Por qué las fibras que estan a cierta profundidad no
aparecen y desaparecen cuando hacemos cortes de la matriz de rigidez a distintas profundidades?
Para resolver esa pregunta vamos a simular un ejemplo muy sencillo (ver figura 6-8). Imaginemos que
tenemos una sola fibra enterrada en un material elastico (panel a). La fibra, para facilitar su
1




localizacion, tiene una rigidez 100 veces mayor que la matriz que la rodea (3 kPa para la matriz, frente
a 300 kPa para la fibra), v se encuentra a cierta profundidad d. Si indentamos la muestra con un
cono, hasta una profundidad de, digamos, 1 um... ¢podremos ver la fibra? Intuitivamente
pensaremos que dependera de si la fibra estd por debajo de esa profundidad o por encima. Es decir,
s1 estd a menos de esa micra, la “tocaremos” con la punta y la podremos ver, mientras que, si esta mas
profunda, serd invisible para nuestro microscopio. Veamos sl esta intuicion es confirmada por los
resultados de las simulaciones.
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Fig. 6-8: Rigidez aparente de una fibra. (a) Esquema de Ia simulacion FEM. (b) La fibra se encuentra
a una profundidad d y a una distancia x de la punta, que penetra una profundidad mdixima 6. (c)
Modulo de Young aparente en funcion de la profundidad de fa fibra. (d) Modulo de Young aparente
en funcion de la distancia lateral punta-muestra, para dos profundidades de fibra.

En primer lugar indentamos (hasta una micra de profundidad) justo encima de la fibra (es decir x = 0
en el panel b) y vemos cual es el médulo de Young aparente en funcion de la profundidad a la cual se
encuentre la fibra. Definimos modulo de Young aparente como el valor que obtendriamos si
ajustaramos la respuesta de la combinacion fibra+matriz a un material elastico homogéneo. Como
podemos ver en el panel ¢, este médulo de Young aparente va aumentando segin la fibra se
encuentra mas cerca de la superficie, pero de forma monoténica, sin que se pueda distinguir una
profundidad critica donde la respuesta de la fibra aumente de manera drastica. Es decir, la fibra no
“aparece” a ninguna profundidad, si no que va siendo mas y mads visible segun se acerque a la
superficie.

Sabiendo esto, vamos a colocar dos fibras a diferentes profundidades, una a 1.25 um de la superficie
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y otra a 900 nm de profundidad. Haciendo un escaneo horizontal sobre la muestra, obtendremos dos
perfiles de médulos de Young aparentes, uno para cada una de las fibras. En el panel d, podemos ver
los resultados de dichos escaneos. Como se puede ver, la fibra es visible en ambos, ya que tenemos
un maximo de rigidez aparente justo cuando la punta estd encima de la misma. Sin embargo, la fibra
en un caso estd enterrada por debajo de la indentacién maxima (que es de 1 um), y en el otro se
encuentra por encima. Esto explica por qué es tan dificil de ver diferencias entre cortes a diferentes
profundidades, ya que la fibra siempre aparecerd en un escaneo, independientemente de su distancia
a la superficie. Sin embargo, lo que si cambia entre una fibra profunda y una mas superficial es la
magnitud maxima de su modulo de Young aparente (los picos de las dos curvas tienen diferente
magnitud). Vamos a utilizar este hecho para intentar obtener una tomografia de la célula

Tomografia de rigidez constante

Hemos visto que una fibra, aunque sea profunda, se puede ver en cualquier corte de la matriz 3D de
rigidez, solo que su dureza aparente e baja. Entonces, suponiendo que todas las fibras tuvieran la
misma rigidez intrinseca, su dureza aparente serfa un marcador de la profundidad a la cual estin
“enterradas”. Veamos la figura 6-9. Si obtenemos la imagen de rigideces de la estructura de dos fibras
situadas a diferentes profundidades, ambas fibras apareceran superpuestas. Sin embargo, s1 aplicamos
un filtro por durezas, las fibras mas profundas se veran en el filtro de menor dureza, mientras que las
fibras mas superficiales apareceran en el filtro de mayor dureza (panel b)
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Fig. 6-9: Tomografia mediante filtro de dureza. (a) Dos fibras a diferentes profundidades se ven
superpuestas en un mapa de modulo de Young. (b) Podemos diferenciarlas por sus diferentes valores
del rigidez aparente. (c) Modulo de Young filtrado entre b y 15 kPa. (d) Modulo de Young filtrado
entre 15y 25 kPa. (c) Modulo de Young filtrado entre 25 y 30 kPa.

Vamos a intentar probar esta idea en nuestros datos experimentales. I'n los paneles ¢, d y e podemos
ver los resultados de dicho andlisis. Hemos aplicado tres niveles de filtrado al mapa 2D de médulos
de Young, obteniendo tres imdgenes, una para cada uno de los filtros. Podemos ver como existen
diferencias significativas entre ellas. Por ejemplo, la estructura de estrella aparece solo cuando
aplicamos el filtro de maxima rigidez (entre 25 y 30 kPa), por lo que podemos deducir que esta
estructura se encuentra cercana a la superficie.

Si bien esta técnica nos permite obtener resultados cualitativos, calcular y cuantificar exactamente las
profundidades de cada elemento de las imigenes es un problema atn sin resolver.

6.4 Conclusiones

En este capitulo hemos intentado caracterizar la organizacion interna de la célula, es decir, no solo
ofrecer un valor medio de sus parametros viscoeldsticos, como hicimos en capitulos anteriores. Para

lograrlo hemos usado y comparado entre si diferentes metodologias.

Primeramente, para cuantificar la organizacion estructural del citoesqueleto, hemos usado la
topografia dada por el AFM en modo contacto, donde un filtrado de las bajas frecuencias nos
permite obtener imdgenes de gran resolucion. Usando estas imdgenes hemos cuantificado la densidad
y orlentacién de las fibras, la cual es claramente diferente en las distintas regiones de la célula.
Hemos visto que la densidad de fibras se relaciona con la viscosidad, de la forma que esperariamos
segn el modelo poroelastico.

Por otro lado hemos creado mapas volumétricos (matrices tridimensionales) del médulo de Young y
de la viscosidad, organizando la informacion dada por las curvas de fuerza en forma de matrices
tridimensionales. De dichas matrices podemos obtener valores promedios, secciones de planos...
Realizando un promedio de la valores en el eje vertical obtuvimos imdgenes 2D del moédulo de
Young y de la viscosidad. La primera nos permitié localizar y cuantificar las propiedades del
citoesqueleto, mientras que la segunda nos permitié localizar los nucléolos. Ambas son sensibles al
nucleo de la célula.

Para obtener la posicion vertical de las fibras nos hemos centrado en la matriz 3D de rigidez,
demostrando que los cortes a diferentes profundidades no dan los resultados esperados. Hemos visto
que esto es debido a que la resolucion vertical es mitada, ya que la punta es sensible a estructuras
que se encuentran a mayor profundidad que la indentacién de medida. Sin embargo, el filtrar la
imagen de modulo de Young en funcion de las rigideces aparentes permite realizar una

“pseudotomografia”, asignando a los objetos mds blandos una mayor profundidad.




Apéndices

A. Simulacion mediante FEM.

A.0 Introduccion

Para confirmar de forma independiente los resultados analiticos obtenidos en el texto las
simulaciones cumplen un papel fundamental. En este trabajo hemos utilizado simulaciones de
elementos finitos [136], usando un software comercial llamado COMSOL [137]. El tratamiento y
procesado de los datos obtenidos fue realizado con scripts de Python.

A.1 Descripcién de las simulaciones

COMSOL calcula soluciones a ecuaciones diferenciales del tipo 2-4 o 2-15, una vez que se
proporcionen las condiciones de contorno y la geometria adecuadas. En nuestro caso (ver figura A-1)
la geometria de la muestra es un cilindro de unos 50 um de radio. Este radio es suficiente para que
compararlo con nuestras ecuaciones (que suponen que el radio es infinito), pero no tan grande como
para que le tiempo de simulacion no sea manejable. La altura del cilindro dependera de si queremos
simular una muestra infinita (en cuyo caso utilizaremos también 50 um) o un caso finito (en cuyo caso
pondremos el valor que queramos simular). Las condiciones de contorno serdan de cero tensiones en
los bordes del cilindro (naranja en el panel a) y en la parte superior del mismo (verde en panel a), y
de cero desplazamiento en la parte inferior del mismo. El programa calculara automaticamente el
area de contacto entre la muestra y el indentador, dentro de cierta zona preasignada (turquesa en el
panel b) por el usuario.

Una vez definidas las condiciones de contorno y la geometria, todo el modelo se descompondra en
un numero finito de puntos (elementos). Cuantos mas elementos, mayor precision, pero también
mayor tiempo de calculo, por lo que el mallado serd mas denso cerca del indentador, y menos
preciso en zonas alejadas del mismo (ver panel ¢).

El mallado transforma el problema elistico en un sistema de ecuaciones lineales, relativamente
sencillo de resolver. Por lo tanto, una vez indicado el mallado y las condiciones de contorno, el
programa resuelve este sistema matricial, solucion que tendra que calcular para cada una de las
indentaciones que queramos. Cada indentacion suele necesitar alrededor de medio minuto para
converger, por lo que para unos 100 puntos de una curva de fuerza-indentacién necesitaremos una
hora, mas o menos. Una vez obtenida esta solucion, podemos representar diferentes variables, como
por gjemplo la energia eldstica (ver panel d).




mdentador (en este caso una semiesfera) justo encima. (b) Detalle de la zona de indentacion con las
diferentes regiones (c) Tanto la muestra como el mdentador se discretizan en dominios, lo que
trasforma el problema elistico en un sistema de ecuaciones lineales. (d) Seccion de la geometria
donde vemos la distribucion de energia elistica durante la indentacion.

A.2 Ejemplos parrticulares simulados en esta tesis

En la figura A-2 podemos ver las secciones de las 6 geometrias usadas en esta tesis (salvo un caso
especial en el capitulo 6). En total son 3 tipos de punta, combinadas con dos tamarios de muestra,
uno finito (de un grosor de 2.5 um) y otro “infinito” de 50 um de grosor. Los valores de elasticidad
siempre han sido de 4 kPa (como los obtenidos en el experimento del capitulo 2). La viscosidad varia
desde 100 Pa s para el caso viscoeldstico, hasta 1 Pa s para el caso puramente eldstico. El no utilizar el
valor exacto de 0 Pa s para este tultimo caso (como serfa correcto) se debe a que anadir un poco de
viscosidad estabiliza la convergencia de las simulaciones, sin alectar significaivamente al valor

numérico de las soluciones.
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Fig. A-2: Secciones de los ejemplos simulados en esta tesis mediante FEM. (a) Cilindro indentando
una muestra finita. (b) Cilindro indentando una muestra infinita. (c) Cono indentando una muestra
finita. (d) Cono mdentando una muestra mfinita. (¢) Esfera indentando una muestra finita. (f) Esfera
Indentando una muestra mfinita.

En las diferentes simulaciones realizadas en el texto principal pondremos una figura similar a la
anterior, con los valores concretos utilizados en cada caso. Los mallados, parametros de
convergencia... son similares en todas las simulaciones.

B. Transformadas integrales

B.0 Introduccién

La ventaja de utilizar transformadas integrales es que los operadores lineales (derivadas, integrales y
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productos de convolucién) en el dominio del tiempo se transforman en simples multiplicaciones y
divisiones en el dominio transformado. Esto simplifica enormemente la resolucién de los problemas,
aunque reconvertir las soluciones obtenidas al dominio temporal puede resultar bastante costoso en
algunas ocasiones. La idea basica cosiste en transformar la funcién inicial en el dominio temporal
f(t) mediante un operador integral T, ¢l cual nos devuelve otra funcion equivalente f(p), definida
en otro dominio.

b

TIF(O)] = f FOK @, Dt = F(p) B-1

a
El ntcleo de la integral K (p, t) es una funcion bidimensional que define el tipo de transformada. Los
limites de integracion a y b también seran diferentes en funcién la transformada a escoger. En esta
tesis vamos a utilizar solo dos transformadas integrales en particular, la transformada de Laplace y la
transformada de Fourier.

B.1 Transformada de Laplace

La transformada de Laplace es ampliamente utilizada en tratamiento de senales e ingenieria eléctrica.
Esto debido a que el nucleo de la integral esti dado por Power-lawes decrecientes

K(p,t)=e? B-2

Fl cual se adapta muy bien a como un sistema amortigua una excitaciéon. En nuestro caso queremos
ver como la deformacion “absorbe” una excitacion en fuerzas, por lo que utilizar este nucleo tiene

bastante sentido. Vamos entonces a estudiar sus propiedades.
B.1.1 Definicién

Supongamos que tenemos una funcion definida para tiempo positivo f(t). La transformada de
Laplace de dicha funcion estard defimida por:

+00
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B.1.2 Derivada temporal
Una propiedad muy util de la transformada de Laplace es que la transformada de la derivada de una
funcion es la transformada de esa funcién multiplicad por la coordenada laplaciana p. Para demostrar
esto podemos aplicamos la integracion por partes a la transformada de la derivada:
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Hemos supuesto que f(0) = f(o0) = 0, es decir, que la funcion es cero a principio del experimento
y a iempos muy lejanos.




B.1.3 Teorema de convolucién

El teorema de convolucion nos simplificard el cilculo de ciertas transformadas integrales que

aparecen en la teoria de viscoelasticidad. Supongamos que tenemos una integral del tipo

t
h(t) = fo ft—1)g(@)dr B-5

stas integrales son llamadas de convoluciéon (véase, por ejemplo, la ecuacion 2-5). corema de
Est tegral 11 las d | ( , lo, 1 2-5). El t 1

convolucion nos dice que la transformada de Laplace de la funcion h(t) esta dada por

Lhn@®] = fo UO G T)g(T)dT] e Ptdt = LIf(D]L[g(D)] B-6

Es decir, que la transformada de la integral de convolucién de dos funciones en el tiempo no es mas
que la multiplicacion de las transformadas de ambas funciones.

h() = f®)§(®) B-7

Se puede ver que esta expresion es bastante mas facil de manipular que su equivalente en el dominio

temporal, la ecuacion B-5.
B.2 Transformada de Fourier

Esta transformada fue propuesta y utilizada por Fourier para estudiar la distribucion de temperaturas
en una placa metdilica. Sin embargo, su mayor utilidad reside en el analisis de cualquier sistema
oscilatorio, ya que su nucleo esti dado por

K(w,t) = et = cos(wt) + i - sen(wt) B-8

Lo que hace que se adapte extremadamente bien a cualquier tipo de senal que oscile en el tiempo.
Dado que una gran parte de los estudios de AFM se llevan a cabo mediante la oscilacion periddica de
la punta, esta transformada es vital en este campo. Vamos, al igual que hicimos con la transformada

de Laplace, a estudiar sus propiedades mds importantes.
B.2.1 Definicién

Supongamos que tenemos una funciéon definida para cualquier tiempo f(t). La transformada de

Fourier de dicha funcién estara definida por:

+0oo
FIFOl = fw) = | Fyetae B
—o0
B.2.2 Derivada temporal
Si queremos obtener la transformada de Fourier de la derivada temporal de una funcién, podemos

aplicar el mismo truco que para la transformada de Laplace:




Flf(®] = +oof(t)e—iwtdt = f(t)e—iwt]fz +iw +°°f(t)e—iwfdt =iwf(w) B-10

— 00 — 00

En este caso hemos supuesto que f(—o) = f(o0) =0, es decir, que la funcion es cero a para
tiempos muy lejanos.

B.2.3 Teorema de convolucién

Se puede demostrar un resultado similar para las imtegrales de convolucion que el mostrado para las
transformadas de Laplace. Si partimos de una integral de convolucién entre dos funciones en el
dominio del tempo

+ 00

h(t) = ft—1g(@)dr B-11

La transformada de Fourier de h(t) serd la multiplicacion de las transformadas de Fourier de las
funciones f(t) y g(t)

h(w) = f(w)g(w) B-12

De nuevo podemos ver la sencillez de B-12 en comparaciéon con su equivalente en el dominio del
tiempo, la ecuacién B-11.

C. Fundamentos de teoria de la elasticidad

C.1 Ecuacién fundamental

Vamos a explicar muy por encima como obtener la ecuacion de la elasticidad en la que basamos todo
lo demas. Para ello seguiremos la deduccion dada por Landau. Supongamos que tenemos un sélido
tridimensional. Cada uno de los puntos del solido tendrd una posicion relativa a cierto sistema de
referencia, definida por tres coordenadas: X1, X5, X3. Para simplificar, definiremos esta posiciéon como
Xj, donde el indice 1 recorrera las tres dimensiones. Si deformamos el cuerpo, las posiciones de cada
uno de los puntos del solido cambiarin, estando las nuevas definidas por otro conjunto de
coordenadas ;' (x;). Podemos definir entonces un campo de deformaciones para el solido, en cada

una de las direcciones:
_ 1]
uj(xp) = %" (x1) — C-1

Donde u;(x;) nos dice cuanto se ha movido cada punto situado inicialmente en x;, en la direccion j.

Teniendo el vector U(X;) sabremos perfectamente como se ha deformado nuestro solido.

Ahora queremos analizar cémo cambia la distancia entre dos puntos muy cercanos en funcién del

campo de deformaciones U(x;). Inicialmente la distancia entre esos dos puntos estard dada por




(dD)? = (dx;)? C-2

Donde hemos aplicado el criterio sumatorio de Finstein para tensores. Después de la deformacion

tendremos

A 2 \
)2 = (dx;)? = (dxi + ﬂdxk) C3
an

La diferencia entre distancias antes y después de la deformacion se puede encontrar restando C-3 y

C-2. Llevando a cabo las simplificaciones adecuadas tenemos:
(dll)z = (dl)z + 2uik dXi ka C-4

Donde uj; es el llamado tensor de deformaciones, que explicitamente tiene la siguiente forma

1 (aui du, Jdu aul) C5
Ujg = = ——— -5
k™2 \0x, | 0x; | 0x; 0%
. . , . L. 6u1 6u1 . .
Este tensor de deformaciones tiene un término cuadratico e lo que provoca una no linealidad
i 0%k

que no depende del material estudiado. Es decir, aunque intrinsecamente el material se comporte de
forma lineal, vamos a tener esta no linealidad geométrica. Sin embargo, si las deformaciones son muy

pequenas, podemos eliminar dicho término, obteniendo un tensor de deformaciones linealizado

C-6

1 (aui auk)
Hik = 7 oxy  0x4

Que es el que usaremos en esta tesis.

Como la energia de deformacion U tiene que ser funcién de los cambios de los cuadrados de las
distancias entre puntos del sélido (C-2), tiene entonces que ser funcién también de los elementos del
tensor de deformaciones linealizado (C-5).

U = U(uy) C-7

Para calcular la forma explicita de la funcion de la energia C-4, usaremos dos razonamientos extra. El
primero es que, dado que la energia siempre es positiva, tiene que ser funcion de combinaciones
cuadriticas de los términos del tensor de deformaciones. La segunda es que, si suponemos que el
solido es 1s6tropo, estas combinaciones tienen que ser invariantes del tensor (La energia no puede
depender del sistema de coordenadas). Se sabe que un tensor de segundo orden solo tiene dos

mvariantes cuadrdticos, por lo que una férmula de la energia podria tener la forma:
1 2 2 C-8
U= UO + Eluii + UUjk -
Las dos constantes A y [ son los llamados coeficientes de Lamé. Podriamos extender la formula C-7

con términos de orden 4, 6... con lo que obtendriamos ecuaciones para la energia no lineales. Esta
fuente de linealidad si depende del material, por lo que es intrinsecamente diferente de la geométrica




anteriormente considerada.

En la deduccién de C-7 acabamos de demostrar que las propiedades eldsticas de un solido 1s6tropo
estin descritas por solo dos variables independientes. Para calcular las tensiones, solo tenemos que
recordar que la fuerza es la derivada de la energia. Si derivamos la férmula C-7, y reordenamos los

términos de la forma adecuada tendremos que
1 C
oik = Kuydy + 2G (Uik - §u118ik> C9

Donde, al reordenar los términos han aparecido dos nuevas constantes, K (modulo de
compresibilidad) y G (modulo de cortadura). Esta féormula es el punto de partida del capitulo 2
(ecuacion 2-3).

C.2 Tabla de relaciones entre los pardmetros

En el capitulo 2 vimos que las ecuaciones diferenciales de la elasticidad para un sélido elastico
1s6tropo dependian de solo dos parametros. Sin embargo, estos dos parametros podian escogerse
con total libertad, dependiendo del experimento que quisiéramos hacer. Si por ejemplo intentamos
variar el volumen del material mediriamos el modulo de compresibilidad K, s1 lo intentamos estirar
mediriamos el médulo de Young E, etc La relacion entre los parametros mas habituales se da en la
siguiente tabla:

K= E = = V=
(K,E) - - 3KE 3K —E
9K — E 6K
K, G) - 9KG - 3K — 2G
3K+G 23K+ G)
(K,v) - 3K(1—2v) | 3K(1—2v) _
2(1+v) C-10
,6) EG - - £y
3(3G —E) 2G
(E,v) E — E _
3(1 —2v) 2(1+v)
(G,v) 26(1+v) 26(1+v) - -
3(1 - 2v)

En la situacion especial que el material fuera incompresible, el médulo de compresibilidad serd por

definicion infinito (necesitariamos infinita fuerza para variar el volumen del material):

K=o C-11




Lo que reduce la tabla anterior a las tres siguientes relaciones

v=0.5
E =3G C-12
A=

D. Modelos de viscoelasticidad

D.0 Introduccion

Si en el caso elastico cada experimento nos proporcionaba un escalar, en el caso de un material
viscoeldstico el mismo experimento tiene asociada una funcién de relajacion. Esta funciéon representa
la respuesta en fuerza cuando aplicamos una deformacion unitaria al sistema (es decir, comprimimos
el sistema exactamente una unidad de deformacion, y vemos como responde la fuerza con el iempo).
De nuevo, dependiendo del experimento que hagamos, obtendremos una funcion de relajacién de
compresibilidad, de médulo de Young... Una vez escogido el experimento, intentaremos ajustar la

funcion de relajacién a un modelo unidimensional de funcién de relajacién viscoeldstica.
D.1 Elementos bésicos para los modelos de relajacion

Aunque existen infinitos modelos para funciones de relajacion viscoelasticas lineales [115], aqui
detallaremos las mas habituales. Para facilitar el cilculo de modelos mas complejos, trabajaremos en
el dominio de Laplace. En dicho dominio la funcién de relajacion es la combinacion (en serie o en
paralelo) de las funciones de relajacion de los elementos a combinar. En nuestro caso las funciones

de relajacion de los dos elementos base (muelles y amortiguadores) seran:

@(t) o(p)

E

Muelle = ® =
AN o® = o) =

D-1
—

Disipador L @(t) =ned(t) o) =n
— : E

Es importante notar que estos modelos se definen para tiempos positivos, siendo la funcién de
relajacion de todos ellos igual a cero en tiempos negativos.

e =0 t<0 D-2

Es decir, antes de aplicar la deformacion unitaria en tiempo cero, el sistema estd en reposo total.




D.2 Diferentes modelos

D.2.1 Kelvin-Voigt

EFl modelo de Kelvin-Voigt consiste en un muelle en paralelo con un amortiguador

NE

Fig. D-2 Modelo de Kelvin-Voigth

La funcién de relajacion estarda dada por la suma en paralelo de estos dos elementos, que en el
dominio de Laplace seré:

E
Prv(p) = PRl D-3
Transformado dicha expresion al dominio del tiempo tendremos la expresion final para la funcion de
relajacién de dicho sistema:
kv (t) = E +ngd(t) D-4

De esta férmula podemos deducir el llamado tiempo de relajacién, dado por el ratio entre la
viscosidad y el modulo de Young:

T=— D-5

Si las medidas se realizaran a mediante una oscilacion sinusoidal de frecuencia angular w, la energia
absorbida por el sistema en un ciclo serd proporcional al llamado “Loss modulus”, que se define

COImo:
Elpss = ONE D-6

Dicha variable se utiliza habitualmente en los experimentos de AFM dindmico para cuantificar la

disipacion.

Es importante notar que en la bibliografia se suele hablar del coeficiente de viscosidad en cortante
(ng). Utilizando las féormulas que relacionan los distintos coeficientes de elasticidad, podemos (en el

caso de que el coeficiente de Poisson sea constante) expresar D-2 como:

Oy ®) =E +2(1 +v)ngd(t) D-7




En el caso de un material incompresible (v = 0.5), la ecuacién seria

@xv(®) = E +3n68(1) D-8

D.2.2 SLS

El modelo de SLS (Standard Linear Solid, solido estandar lineal) tiene dos configuraciones

diferentes, aunque equivalentes, de tres elementos:

NE NE

Fig. D-3: Modelos de SLS. (a) Tipo Maxwell. (b) Tipo Voigt.

La funcién de relajacion de la primera configuracion (llamada de Maxwell, panel a en la figura D-3)
estara dada, en el dominio de Laplace, por la combinacién de sus elementos en serie y en paralelo.

E nek> E £
~ 1 p 1 NEE2
s =—+—F=—+—"+2 D-9
Sk P o+ P petE
ETp
De forma que la antitransformada de Laplace de esta expresién nos dard la funcion de relajacion
temporal:
By, _
¢@s1s(t) = Ey + Eze e D-9
Y para la segunda (lamada de Voigt), si procedemos de la misma forma tendremos:
EE E,E, _(EitEp)
P15 () = —— Lk e D-10

e
E,+E, E +E

Si bien ambos sistemas son equivalentes (dando los valores adecuados a los pardmetros, claro estd),
utilizaremos la primera expresion por ser mds sencilla. De nuevo, en el caso incompresible

podriamos expresar las ecuaciones en funcién de la viscosidad en cortante




_E
@s1s() = E; + Eze 3G D-1

D.2.3 Modelo Power-law

Fig. D-4: Modelo Power-law.

Podemos reescribir el modelo de Kelvin-Voigt en el dominio de Laplace (ecuacién D-1) de la
siguiente forma:

. E g
Pxv(p) = F +—=

D-12
PO

De esta forma el elemento con la variable p elevada a 1 es la parte elastica v el que contiene p elevada
a () estd relacionado con la componente viscosa. Podemos, entonces, proponer un elemento a medio
camino entre el muelle y el amortiguador, definiendo su funciéon de relajacion en el dominio de

Laplace como

a
Pex(p) = T D-13

Donde el exponente ¥ puede variar entre los valores de 0 (Sistema eldstico puro) a 1 (sistema
totalmente viscoso). El coeficiente alfa nos indicara la “dureza” del elemento, aunque dado que no
podemos interpretar el sistema como puramente elistico o viscoso, esta “dureza” no se puede
mterpretar como “rigidez” o “viscosidad” de forma clara. Si realizamos la antitransformada de
Laplace podemos obtener la funcién de relajaciéon en el dominio temporal

(‘pEX(t) = at_y D-14

Un problema de eta formula es que las dimensiones del parimetro a dependen del valor del otro
3 . . Newtons .
parametro del modelo y (dimensionalmente E, & E— (segundos)Y). Para evitar este problema

dimensional, en la bibliografia [138] se suelen delinir la constante & como una combinacion de un

tiempo de referencia ty y un modulo de Young equivalente Ej
a = Egty? D-15
De esta forma la funcion de relajacion del modelo Power-law queda expresado como

t\77Y D-16
Qex(t) = Ep (g)




Podemos ver como en esta formula las dimensiones del factor Ey son independientes del valor de y.

Es mas, todas las constatnes que aparecen tienen unas dimensiones fisicasd bien defimidas: E, <

Newtons

e t0 X segundos yy « adimensional. Esta ecuacion es la que utilizaremos en esta tesis.

D.3 Equivalencia general del modelo de Kelvin-Voigt

Supongamos que tenemos un sistema viscoelastico unidimensional definido por una funciéon de
relajacion @(t). La fuerza Fen funcion de la deformacion x estard entonces dada por una expresion
del tipo

d[x(7)]

F(t)zfotq)(t—r)TdT D-17

Si efectuamos la transformada de Fourler de esta expresion obtendremos, gracias al teorema de
reciprocidad

F(w) = ¢p(w)z(w)iw D-18

Donde @(w) es un numero complejo que representa la respuesta del sistema viscoelastico a la
frecuencia w. Este nimero complejo estd compuesto de una parte real @,oq v una imaginaria

Pimag-

Por otro lado, la trastormada de Fourier (ecuacion B-9) de la funcién de relajacién temporal del
modelo de Kelvin-Voigt (ecuacion D-4) estara dada por

+ 00

) E
Py (W) = f [E +ngb(D)]e @tdt = ng + ia D-19

0
Donde la integral se realiza solo para tiempos positivos, va que, como explicamos anteriormente, para

tiempos negativos todas las funciones de relajacion son cero, debido a la causalidad del sistema.

Podemos ver entonces que, para cada frecuentica wg, podemos encontrar unos valores Ng v E que
hagan que @gy(wo) el modelo de sea igual a la funcion de relajacion genérica de un sistema
viscoelastico lineal dada en D-17:

E
P(wo) = Preai(Wo) + iPimag(wo) =Mg + ia)_o = Pgy(wo) D-20

Es decir, para cada sistema viscoelastico lineal definido por una funcion de relajacion @(t), existe un
modelo de Kelvin-Voigt que es totalmente equivalente a una frecuencia wg, y cuyos parametros

tienen los siguientes valores

Ng = (preal(wo)

E= WoPimag (wo)

D-21

Por lo que hemos demostrad la equivalencia general del modelo de Kelvin-Voigt.




D.4 Tabla de relaciones entre las funcionales isotrépicas de la viscoelasticidad

En el capitulo 2 vimos la equivalencia formal entre las constantes de la elasticidad y los operadores
viscoelasticos en el dominio de Laplace. De esta forma podemos dar un equivalente a la tabla C-10

de parametros elasticos, pero para el caso viscoelastico y en el dominio de Laplace.

Yy = Yg = lTJG = ¥, =
(W, ¥g) - - 3W Vg 3W — ¥
99, — P, 6P,
(Py, Py) - 9P, P, - 39, — 29,
39, + P, 203% + Pp)
(P, P,) - 3K(1-29,) | 3k(1 - 2%,) -
21+ %) D-22
@ %) | 9%, = = P,
3(36 — Pp) 29,
(Pe, P)) Pe - Pe -
3(1—2v) 21+ 9)
((pG'qjv) prG (1 + L’pv) prG(l + L/pv) - -
3(1 -29)

En la situacion especial que el material fuera incompresible, el modulo de compresibilidad sera por
definicién infinito (necesitarfamos infinita fuerza para variar el volumen del material):

Lo que reduce la tabla anterior a las tres siguientes relaciones
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