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Resumen 

El estudio de la relación entre las propiedades mecánicas y la fisiología de una célula es un tema 

importante en mecanobiología. Los parámetros mecánicos sirven como indicadores de distintas 

patologías, así como de diferentes procesos celulares. En esta tesis, se estudian las posibilidades 

ofrecidas por un microscopio de fuerza atómica (AFM) para el estudio de dichos parámetros. Se 

analiza con detalle la interacción de la punta del microscopio con la célula, así como los diferentes 

modelos de respuesta mecánica de la misma. Se tienen en cuenta las condiciones de cultivo de la 

célula (propiedades mecánicas del sustrato). Todo ello desde una perspectiva principalmente teórica, 

aunque combinada con simulaciones numéricas y algunos experimentos. 

En el primer capítulo realizaremos un pequeño repaso histórico de las medidas de las propiedades 

mecánicas de las células. También analizaremos el estado del arte de la tecnología actual, tanto desde 

el punto de vista del AFM como de otras técnicas. 

En el segundo capítulo analizaremos como serían las fuerzas obtenidas por el AFM en el caso de que 

la célula tuviera un comportamiento viscoelástico. Obtendremos soluciones exactas para la 

combinación entre los modelos más usados en la práctica (Kelvin-Voigt, SLS, Power-law) y las puntas 

más comunes en AFM (esférica, cónica y cilíndrica). Analizaremos en detalle dichas soluciones, así 

como las hipótesis en las que se basan. Finalmente aplicaremos nuestros resultados para analizar las 

propiedades mecánicas de un fibroblasto, así como la variación de dichas propiedades ante cambios 

temporales y químicos en el entorno de la célula. 

El efecto del soporte rígido sobre el que se apoya la célula en las medidas mecánicas ha sido 

estudiado por diferentes investigadores, aunque no con la suficiente generalidad. En el tercer 

capítulo, por lo tanto, extenderemos, completaremos (y en algunos caso corregiremos) las soluciones 

propuestas en la bibliografía,  haciéndolas válidas para la mayoría de las geometrías usadas en las 

puntas de AFM. Para ello haremos uso de diferentes herramientas matemáticas, como las funciones 

de Green y el teorema de reciprocidad, que serán explicadas en detalle. Todas las soluciones de este 

capítulo serán válidas solo en el caso de que la célula sea vista como un material elástico. 

En el cuarto capítulo, una vez resuelto el problema de la viscoelasticidad en un medio infinito 

(capítulo 2) y el del efecto del soporte rígido en el cual se apoya la célula (capítulo 3), estudiaremos la 

combinación de ambos. Haciendo uso conjunto de las herramientas ya explicadas en los capítulos 

anteriores, obtendremos fórmulas cerradas para la fuerza en función de la indentación para el caso de 

una célula de grosor finito, suponiendo que la misma se comporta de forma viscoelástica. 

Proporcionaremos formulas generales así como soluciones concretas para los modelos viscoelásticos 

y geometrías de la punta más comunes. 

Las soluciones encontradas para los modelos viscoelásticos (capítulos 2 y 4) son solo válidos cuando 

la punta del AFM está entrando en la muestra, pero no cuando la misma se está retirando. En el 

quinto capítulo analizaremos las causas de dicha limitación y estudiaremos las soluciones propuestas 

en la bibliografía. Resolveremos analíticamente el problema para los casos dados en los capítulos 

anteriores, de forma que el problema de la indentación de una célula viscoelástica de grosor finito 

quedará completamente resuelto. 
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Todo el estudio realizado en los capítulos anteriores supone que la célula se comporta de manera 

homogénea, es decir, que sus propiedades mecánicas son una “media” de las propiedades de los 

diferentes elementos que forman su estructura interna. En el último (sexto) capítulo veremos hasta 

qué punto podemos ir más allá de esta hipótesis, analizando la heterogeneidad, tanto en profundidad 

como en la dimensión lateral, de un fibroblasto. Dada la dificultad del problema, este capítulo 

combinará simulaciones de elementos finitos con datos experimentales, siendo la relevancia de las 

soluciones analíticas bastante más limitada que en los capítulos anteriores. Finalmente intentaremos 

combinar todo lo aprendido para obtener una tomografía mecánica en 3D de la célula. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



  5

 

ÍNDICE 

1. Contexto histórico y objetivos......................................................................................................... 8 

1.1 Física y biología.......................................................................................................................... 8 

1.2 El  AFM como instrumento de medida.................................................................................... 11 

1.3 Análisis mecánico de la célula con un AFM ............................................................................. 13 

1.4 Objetivos de esta tesis ............................................................................................................ 16 

2. Viscoelasticidad ............................................................................................................................. 19 

2.0 Introducción ............................................................................................................................ 20 

2.1 Ecuaciones básicas .................................................................................................................. 20 

2.2 Grados de libertad y coeficiente de Poisson ........................................................................... 22 

2.3 El problema de la indentación elástico ................................................................................... 24 

2.4 El problema de la indentación viscoelástico ........................................................................... 27 

2.5 Soluciones particulares para Kelvin-Voigt. .............................................................................. 28 

2.6 Soluciones particulares para SLS ............................................................................................. 31 

2.7 Soluciones particulares para un modelo Power-law ............................................................... 33 

2.8 Comprobación numérica ......................................................................................................... 36 

2.9 Interpretación física y biológica  de los modelos .................................................................... 38 

2.10  Obtención de los parámetros en un experimento de AFM. ................................................ 40 

2.11 Ejemplo práctico: medición de las propiedades de un fibroblasto. ...................................... 42 

2.10 Conclusiones.......................................................................................................................... 47 

3. Efecto del substrato en un sistema elástico .................................................................................. 49 

3.0 Introducción ............................................................................................................................ 50 

3.1 descripción matemática del problema ................................................................................... 50 

3.2 Solución de Dimitriadis ............................................................................................................ 51 

3.3 Extensión de la solución a otras geometrías. .......................................................................... 56 

3.4 Solución “semilla” de un cilindro. ........................................................................................... 62 

3.4 Fuerzas y áreas para un cilindro .............................................................................................. 66 

3.5 Fuerzas y áreas para un cono .................................................................................................. 67 

3.6 Fuerzas y áreas para una esfera .............................................................................................. 69 

3.7 Fuerzas y áreas para una nanoaguja ....................................................................................... 71 

3.8 Estudio numérico de los resultados ........................................................................................ 72 



  6

 

3.9 Conclusiones............................................................................................................................ 78 

4. Efecto del substrato en un sistema viscoelástico.......................................................................... 80 

4.0 Introducción ............................................................................................................................ 81 

4.1 Combinación del substrato y viscoelasticidad. ....................................................................... 81 

4.2 Aplicación al modelo de Kelvin-Voigt. ..................................................................................... 82 

4.3 Aplicación al modelo de SLS. ................................................................................................... 85 

4.4 Aplicación al modelo de Power-law. ....................................................................................... 89 

4.5 Comprobación numérica ......................................................................................................... 92 

4.6 Conclusiones............................................................................................................................ 98 

5. El Problema del área de contacto ................................................................................................. 99 

5.0 Introducción ............................................................................................................................ 99 

5.1 Desacople punta-muestra ..................................................................................................... 100 

5.2 Solución de Ting .................................................................................................................... 101 

5.3 Calculo de las soluciones para el caso de Kelvin-Voigt ......................................................... 104 

5.4 Otros modelos ....................................................................................................................... 107 

5.4 Comprobación numérica ....................................................................................................... 108 

5.5 Conclusiones.......................................................................................................................... 114 

6. Tomografía 3D de la célula .......................................................................................................... 115 

6.0 Introducción .......................................................................................................................... 116 

6.1 Método y procesamiento de los datos ................................................................................. 116 

6.2 Información de los diferentes canales .................................................................................. 118 

6.2 Consistencia de los mapas obtenidos ................................................................................... 121 

6.3 Análisis 2-D de los mapas mecanotopgráficos ...................................................................... 122 

6.4 Análisis 3-D de los mapas de rigidez ..................................................................................... 125 

6.4 Conclusiones.......................................................................................................................... 128 

Apéndices ........................................................................................................................................ 130 

A. Simulación mediante FEM. ..................................................................................................... 130 

B. Transformadas integrales ....................................................................................................... 132 

C.  Fundamentos de teoría de la elasticidad ............................................................................... 135 

D. Modelos de viscoelasticidad ................................................................................................... 138 

Publicaciones ................................................................................................................................... 144 

Referencias ...................................................................................................................................... 145 



  8

 

1. Contexto histórico y objetivos 

1.1 Física y biología 

 

Durante la mayor parte de la historia de la humanidad, se pensó que el comportamiento de los seres 

vivos y de los seres inertes obedecía a reglas diferentes. Un pedrusco y un camello, una montaña y 

una vaca… pertenecían a mundos sin nada en común (el de las cosas “muertas” y el de las cosas 

“vivas”), por lo que no podrían explicarse usando las mismas teorías. En un principio, la ciencia no 

cuestionó tal separación pero, experimento a experimento, preparó el camino para una descripción 

unificada del universo. Poco a poco se fue viendo que las reglas del mundo inerte y las del mundo 

vivo eran las mismas, ya fuera en química (con la sintetización de la urea, lograda por Whöler en 

1828, se vio que los compuestos químicos de un ser vivo se podían conseguir a partir de elementos 

“muertos”) o en física (por ejemplo los experimentos de Galvani, en 1728, donde aplicaba 

electricidad a las patitas de una rana). Actualmente, está casi totalmente aceptado que cualquier ser 

vivo tiene que obedecer las mismas reglas de funcionamiento que un objeto inerte. 

En esta tesis vamos a tender puentes entre dos campos aparentemente alejados entre sí: uno de física 

(la mecánica de sólidos) y otro de biología (el estudio de una célula). Gracias a esta unión podremos 

estudiar el comportamiento mecánico de la célula ante diferentes cambios fisiológicos y de su 

entorno.  

Un poco de historia 

 

Fig. 1-0: Retrato (del que existe cierta discusión sobre su veracidad) de Robert Hooke, junto con uno 
de sus dibujos de las células (en el sentido de celdas, habitaciones de un monje[1]). Hooke dio 
solidez matemática a los primeros estudios y diagramas hechos por Galileo (derecha de la imagen). 
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Quizás el origen histórico de esta combinación entre células y propiedades mecánicas tiene un 

nombre propio: Robert  Hooke (1635-1703). Si bien Hooke no estudió directamente la relación 

entre mecánica de estructuras y células, si realizó estudios detallados de microscopia en diferentes 

seres vivos (plantas, animales…), siendo el primero en acuñar la palabra “célula”. Como las 

estructuras que veía en el microscopio se parecían a las “celdas” donde dormían los monjes en los 

monasterios, pues las llamo de la misma forma, dando origen al término. De forma independiente, 

desarrolló la primera formulación matemática de la elasticidad (conocida como “ley de Hooke”, ver 

capítulo 2), que es la base de todos los estudios posteriores de la elasticidad. Como curiosidad, era 

costumbre en aquella época “prepublicar” tus descubrimientos en forma de anagrama, para 

autentificar tu autoría de lo descubierto, pero sin darlo a conocer de manera prematura. De esta 

forma, la primera teoría de la elasticidad se publicó de la siguiente forma:  

 

C E I I I N O S S S T T V V 

 

El significado es… bueno, si lo explicáramos perdería el sentido original por el que se utilizaba un  

anagrama ¿no? Así que dejaremos que el lector interesado estudie latín por su cuenta, mientras 

seguimos con nuestra introducción histórica. 

A pesar de estos primeros trabajos (y de algún estudio anacrónico, como por ejemplo Galileo en su 

obra magna “Las dos ciencias”, alrededor de 1638), una descripción científica completa de las fuerzas 

y deformaciones de los objetos tiene que esperar hasta el siglo XIX. Hasta ese momento, los estudios 

estuvieron limitados por la falta de herramientas matemáticas adecuadas (recordemos que el cálculo 

diferencial se inventa en el siglo XVII, pero su utilidad inicial es muy limitada) y por no ser un 

problema prioritario para la sociedad del momento. Sin embargo, el invento de la máquina de vapor 

crea la necesidad de explicar y mejorar las estructuras de acero de la revolución industrial, lo que con 

la sofisticación matemática alcanzada en aquella época, permite que florezca el estudio de la mecánica 

de sólidos. Es interesante notar que gran parte de la física utilizada en esta tesis (descripción de la 

micropalanca de un AFM, mecánica de contacto…) bebe directamente de soluciones dadas a esos 

viejos problemas de la revolución industrial (solución de Euler-Bernoulli al pandeamiento de una 

viga, solución de Hertz al problema de contacto de dos esferas…). 
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Fig. 1-1: Torre Eiffel, donde se usaron de forma extensiva las recién obtenidas ecuaciones de la 
elasticidad (¡calculadas a mano!). A la derecha vemos, en una imagen de fluorescencia, la estructura 
interna de la célula. (Imagen: Torsten Wittmann, Scripps Research Institute). 
 

En este trabajo vamos a intentar analizar la célula como si fuera una de esas estructuras de acero, lo 

cual parece sorprendente a primera vista, pero es bastante razonable si lo pensamos un poco. Cuando 

vemos la configuración interna de una célula (véase la figura 1-1), compuesta de un entramado de 

fibras llamado citoesqueleto, nos podría recordar la celosía de vigas de un edificio como la torre 

Eiffel, por lo que parece razonable el utilizar las mismas herramientas de análisis para la una y para la 

otra. Es más, existen tres tipos de componentes en el esqueleto: fibras de actina, microtúbulos y fibras 

intermedias. Debido a las diferentes rigideces y grosores de cada una, se ha propuesto que algunas 

actúan como cables, y otras como vigas, de forma similar a un puente colgante [2-5]. Curiosamente, la 

rigidez de las “vigas” internas de la célula es similar a la de la madera [6] (del orden de los 

megapascales para el caso de la actina), así que, incluso en valores numéricos, la cosa no anda tan 

desencaminada. 

Aceptando entonces la similitud entre nuestra célula y un puente, la pregunta es… ¿cómo podemos 

medir las propiedades de un animalillo tan pequeño? 

Midiendo una célula 

Desde esas primeras imágenes obtenidas por Hooke, han tenido que pasar 300 años para que 

podamos medir directamente las propiedades mecánicas de una célula. Actualmente existen varios 

métodos, todos ellos con sus fortalezas y debilidades [7].  

Una opción consiste en colocar la célula entre dos placas rígidas paralelas. Si acercamos las placas 

entre sí, la célula se comprimirá, por lo que podemos medir la fuerza necesaria para alcanzar cierta 

compresión, con lo que calculamos un valor para la rigidez global de la célula. Este método es 
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llamado en la bibliografía “Parallel plane rheometry” [8] (reometría de planos paralelos). Una variante 

de este método consiste en colocar muchas células entre los dos platos de un reómetro tradicional, y 

medir la fuerza torsional necesaria para girar las dos placas [9]. De este experimento podemos 

obtener un valor medio para la rigidez a torsión de las células, que se puede relacionar fácilmente con 

la rigidez a compresión. Ambos métodos permiten medir no solo las propiedades de rigidez estáticas 

(módulo de Young y equivalentes), si no las propiedades viscoelásticas (viscosidad, tiempo de 

relajación….) realizando las medidas de forma dinámica. [7] 

Otro método usado consiste en lanzar dos haces de luz sobre la superficie de la célula. Debido a la 

diferencia de índices de refracción entre el interior y el exterior de la misma, los haces de luz 

cambiarán su dirección y velocidad, causando una fuerza en la superficie [10-12]. Midiendo las 

deformaciones y fuerzas [13] provocadas por esta interacción se puede estimar la rigidez de la célula. 

Este método es llamado en la bibliografía “optical streching” (estirajamiento óptico). 

Una tercera vía para medir las propiedades mecánicas de la célula es poner pequeñas bolitas en 

contacto con la célula, y medir como se mueven: A mayor dificultad de movimiento de las mismas, 

mayor valor de los valores mecánicos de la célula. Si las bolitas son magnéticas y se colocan en la 

superficie [12, 14] se puede usar un campo magnético para forzarlas a rotar, y, midiendo la magnitud 

de estos movimientos, calcular la rigidez [13, 15]. Este método es llamado “magnetic twisting 

cytometer” (citometría por torsión magnética). Otra opción para excitar el movimiento de las bolitas 

es utilizar un láser, que al interaccionar con las mismas proporcionará la fuerza necesaria. Esta técnica 

es llamada “Optical tweezers” (pinzas ópticas) [16, 17]. 

Siguiendo con la idea de las bolitas, si están son fluorescentes existe una tercera opción. En primer 

lugar se inyectan en el interior de la célula. Una vez que están dentro, midiendo sus movimientos 

brownianos (mediante métodos ópticos), se pueden de nuevo estimar los parámetros mecánicos 

buscados [18-20]. Este método es llamado “Particle-tracking microrheology” (microreología por 

seguimiento de partículas). 

Por último, existe una herramienta llamada AFM (microscopio de fuerza atómica). Como es la que 

vamos a usar en esta tesis, vamos a explicar su historia y funcionamiento con más detalle. 

 

1.2 El  AFM como instrumento de medida. 

 

En 1986, Gerd Binnig y Heinrich Rohrer recibieron el Nobel de física por inventar el microscopio de 

efecto túnel. Este aparato abrió un nuevo campo para la microscopia, que dejó de sacar simplemente 

“fotos” y empezó a “tocar” las muestras, dando lugar a una gran variedad de líneas de investigación, 

así como abriendo el camino a la invención de nuevos instrumentos para analizar y manejar la 

materia a escala nanométrica. Una de esas herramientas, variante directa del microscopio de efecto 

túnel, es el llamado Microscopio de Fuerza Atómica (AFM), creado en 1986 por Binnig, Quate, y 

Gerber [21]. Vamos a realizar una pequeña descripción del mismo y de su funcionamiento, que es 

bastante simple conceptualmente. 

Descripción de un AFM 
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Fig. 1-2: (a) Esquema del funcionamiento de un AFM. (b) Curva fuerza-desplazamiento típica de un 
experimento de espectrometría de fuerzas. 
 

Como podemos ver en la figura 1-2, el AFM no es más que un tocadiscos en miniatura. La parte 

principal es una micropalanca (5) (una palanca muy pequeña, de un tamaño del orden de micras) en 

voladizo, a cuyo extremo libre se le añade una punta (1) de una geometría determinada (punta cuyas 

dimensiones pueden ser realmente pequeñas, incluso del orden de nanómetros). Mediante 

elementos piezoeléctricos se puede controlar la posición, tanto vertical como en el plano horizontal, 

de la base de dicha micropalanca (2), haciendo que la punta toque (o simplemente se acerque lo 

suficiente como para detectar una interacción) al punto de la muestra (6) que se desee medir. La 

fuerza de dicha interacción se puede cuantificar midiendo la deflexión de la micropalanca, lo que 

actualmente se consigue mediante el llamado “Optical beam deflection method” (método de 

deflexión de un rayo óptico)[22]. Este método consiste en dirigir un láser (3) a la superficie superior 

de la micropalanca, el cual, al doblarse por la fuerza de una interacción, modificará la posición del 

reflejo del láser. Esta variación de la posición del reflejo se mide con un fotodiodo (4), lo que permite 

el cálculo de la deflexión de la micropalanca, y, por lo tanto, la intensidad de la interacción dela punta 

con el objeto a medir. Una vez realizadas las calibraciones adecuadas del sistema, la intensidad de la 

interacción se puede cuantificar en unidades de fuerza (del orden de nanonewtons, para medidas de 

células, por ejemplo). Esta fuerza se suele representar en función del movimiento vertical de la 

micropalanca, como podemos ver en la figura 1-2 

Originalmente, en las primeras versiones del AFM, la punta siempre se encontraba en contacto con la 

muestra, mientras la micropalanca se desplazaba horizontalmente, escaneando la muestra y 

obteniendo la topografía. Sin embargo, a lo largo de los años se han estudiado y aplicado otros 

modos de funcionamiento. Vamos a describirlos de forma básica. 

 Modos de funcionamiento 

El método más básico es el descrito anteriormente, llamado “Contact AFM” (AFM de contacto). En 

este método se varía la posición de la micropalanca durante el escaneo de la muestra, de forma que la 

fuerza máxima medida siempre sea constante. De esta forma, monitorizando los movimientos 

verticales de los piezoeléctricos que mueven la micropalanca, podemos obtener la topografía de la 

muestra. Aunque tiene la ventaja de su sencillez, esta técnica sufre varios problemas que hacen que ya 

no sea tan utilizada [23]. El primero es que la punta es arrastrada lateralmente mientras está en 
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contacto con el material, por lo que podría dañar la muestra a medir. Por otro lado, no es lo 

suficientemente sensible para medir fuerzas muy pequeñas, por lo que no es útil para medir muestras 

blandas. Además este método solo proporciona la topografía de la muestra, no ofrece información 

sobre la composición, propiedades mecánicas… 

Para solucionar estos problemas se desarrolló otro método, llamado “dynamic AFM” (AFM 

dinámico)[24, 25]. En este método la palanca se hace oscilar de forma que toque la muestra 

intermitentemente. Este contacto intermitente varía diversos parámetros de oscilación de la punta 

(amplitud, fase, frecuencia), cuyo estudio permite obtener características mecánicas y topográficas de 

la muestra a medir. Este método se ha estudiado y mejorado en profundidad, obteniéndose variantes 

del mismo como el llamado “bimodal” [26], en el cual se hace vibrar la palanca a dos frecuencias a la 

vez, pudiéndose obtener diferente información analizando el comportamiento de los diferentes 

modos vibración de la micropalanca.  

Si bien los modos dinámicos y de contacto se encuentran bien desarrollados, la interpretación física 

de los resultados obtenidos suele ser complicada. Otra opción que se ha estudiado es aproximar y 

separar la punta de la muestra en diferentes puntos de la misma, obteniéndose entonces curvas de 

fuerza-distancia en cada punto analizado. Mediante el análisis de estas curvas, se pueden mapear las 

distintas propiedades mecánicas y químicas de la muestra, lo cual complementa la imagen topográfica 

[23, 27]. En esta tesis desarrollaremos una variante de este método. 

 

1.3 Análisis mecánico de la célula con un AFM 

 

Dada la capacidad del AFM para poder propiedades mecánicas a escala nanométrica, su utilidad para 

el estudio de muestras de relevancia biológica es obvia. Se han realizado medidas de polímeros [28-

33], proteínas [23, 34-39], cápsides víricas [40, 41], células [42-49] y tejidos [50]. Vamos a realizar un 

pequeño repaso a los logros obtenidos hasta el momento, centrándonos en el caso de las mediciones 

de células. Si bien en una célula el AFM permite hacer estudios tanto de topografía como de 

propiedades químicas y de adhesión [23], vamos a centrarnos en el estudio de las propiedades 

mecánicas. 

 

Estudio elástico de la célula 

La descripción más básica de una célula es suponer que es un medio infinito y elástico. Obteniendo 

una curva de fuerzas y aplicando un modelo de contacto adecuado, es posible calcular la rigidez del 

sistema (descrita  por el valor de su módulo de Young). Usando esta simplificación, un gran número 

de investigadores han obtenido la respuesta mecánica de la misma usando el AFM como herramienta 

[42, 43, 46-48, 51-56] Básicamente, lo que se obtiene en dichos estudios es el módulo de Young 

como único parámetro del sistema. A pesar de la sencillez de la descripción, se ha observado que la 

rigidez de la célula está relacionada con distintos aspectos de interés biológico. Por ejemplo, el 

módulo de Young varía si una misma célula es maligna o no, o si la célula está sometida a ciertos 

estreses mecánicos o químicos [56-67]. En resumen, se ha visto que la rigidez es un buen marcador 
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de los diferentes procesos patológicos y fisiológicos a los que se encuentra sometida la célula y su 

entorno. No solo eso, si no que existen protocolos perfectamente desarrollados para realizar dichos 

análisis [27, 68] 

Sin embargo, describir la célula mediante un solo parámetro relacionado con la elasticidad no es 

suficiente. Por un lado la alta complejidad interna de la célula [69, 70] incluye no solo elementos 

rígidos como el citoesqueleto, si no otros en fase líquida como el citosol. La respuesta mecánica de 

este sistema no puede ser puramente elástica, sino que tiene que tener cierta componente temporal. 

Por otro, si bien la descripción elástica proporciona información útil sobre la célula, ciertos procesos 

no se ven reflejados en el módulo de Young. Por ejemplo, células cancerígenas en diferentes estados 

de desarrollo ofrecen la misma rigidez estructural [62, 71, 72]. Debido a estas limitaciones del 

modelo elástico, se han propuesto y llevado a cabo estudios suponiendo que la célula se comporta 

como un material viscoelástico. Vamos a describirlos. 

Descripción viscoelástica 

Una primera ventaja de asumir viscoelasticidad es que nos ofrece, incluso en su versión más básica 

(modelo de Kelvin-Voigt), más de un grado de libertad al parametrizar el sistema. Este aumento de 

grados de libertad nos permite lidiar con la complejidad estructural y de comportamiento temporal 

de la célula. Además diversas investigaciones han mostrado la importancia de la viscosidad en los 

procesos internos en células de mamífero [6, 44, 46, 70, 73-79]. Sin embargo, no existe ni un modelo 

[30, 80-82] ni una metodología universalmente acepada para realizar dichas medidas [27, 44, 68, 72, 

75, 76, 83-85]. Las metodologías usadas para realizar medidas viscoelásticas en células usando un 

AFM se pueden dividir grosso modo en dos variantes: Métodos oscilatorios (similares a las de AFM 

dinámico) y de respuesta temporal. 

En las primeras  la punta penetra la muestra hasta cierta indentación, y una vez fijada esa posición, se 

provoca una oscilación sinusoidal de la micropalanca [74, 84, 85]. Una variante de dicha metodología 

serían los experimentos de multifrecuencia [46, 76, 84-86], en los cuales la oscilación es una suma de 

distintas sinusoidales a distintas frecuencias. El tratamiento teórico de estos métodos suele ser de gran 

complejidad [84], así como la interpretación de los parámetros obtenidos. Por ejemplo, un parámetro 

que se obtiene frecuentemente de estas medidas oscilatorias para cuantificar la viscosidad es el 

llamado “Loss-tangent” [71, 84]. Este parámetro, aunque natural en las teorías oscilatorias (representa 

el ratio ente la energía disipada y la energía conservada en el material durante un ciclo de oscilación 

[32], no tiene un equivalente mecánico directo en el modelo del material.  

La otra principal metodología para medir las propiedades viscoelásticas es la obtención de la 

respuesta temporal ante un estímulo mecánico constante en el tiempo. Este estímulo puede ser en 

fuerza (midiéndose en tal caso la respuesta en deformaciones en función del tiempo de la célula) o en 

deformaciones (donde se mediría la respuesta temporal de la fuerza). Los primeros son denominados 

de “Creep”, ya que miden como el material cede [44, 75, 76], mientras que los segundos son 

llamados experimentos de “Load-relaxation”, ya que se mide como la fuerza se relaja [49, 70, 83]. 

Estas metodologías requieren mantener un control continuo de la posición vertical de la 

micropalanca en función de la respuesta de la muestra, lo cual las hacer relativamente complicadas de 

implementar.  
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El AFM ofrece otras metodologías para realizar las medidas, quizás no tan usadas como las 

anteriores. Una de ellas es medir directamente curvas fuerza-distancia penetrando la muestra a 

velocidad constante. De esta forma la energía absorbida por la muestra estará relacionada con la 

histéresis entre la curva de ida y la de vuelta [29, 87, 88]. Dado que está energía mide indirectamente 

la viscosidad, parecería que el problema está resuelto. Sin embargo, los detalles para obtener los 

parámetros por este método distan de ser triviales, ya que requieren conocer tanto el modelo [89] 

como el comportamiento del área de contacto con la indentación. Uno de los principales objetivos de 

esta tesis es dar una respuesta lo más completamente posible a las cuestiones que plantea esta 

metodología.  

Como hemos dicho, no existe un modelo comúnmente aceptado en la bibliografía para describir el 

comportamiento viscoelástico de la célula. De todas formas, los más extendidos son el Kelvin-Voigt 

[6] (debido a su sencillez), el Standard-linear-solid [6] (SLS, el más sencillo que describe 

correctamente tanto experimentos de creep como de load-relaxation) y el Power-law [6, 76] (que tiene 

una base teórica bastante sólida). En los apéndices se puede encontrar la descripción matemática de 

cada uno de ellos. 

Heterogeneidad y dimensiones finitas 

Dado que no existe un acuerdo generalizado sobre qué combinación de modelo viscoelástico y 

metodología es la más adecuada para describir una célula, se han estudiado en profundidad las 

distintas limitaciones de todos ellos. Se ha discutido el efecto de la no linealidad [90-93], del modelo 

mecánico para describir la deformación de la célula [90, 93-95], o de la relación entre viscosidad y 

energía disipada [71, 78, 86]. Por otro lado, existen otras cuestiones experimentales donde ha habido 

un intenso debate, como la localización del punto de contacto en las curvas de fuerza-distancia [96], la 

calibración de la punta [97, 98], o la influencia de los efectos hidrodinámicos [99, 100]. En esta tesis 

vamos a afrontar dos de las limitaciones más importantes, las cuales no cuentan con una solución en 

la bibliografía: la heterogeneidad interna célula (debida a los distintos componentes que forman la 

misma: citoesqueleto, citosol…) y las dimensiones finitas de la célula (del orden de 100 nm de grosor 

en algunos puntos). Es decir, la mayoría de modelos físicos usados para describir la indentación del 

AFM suponen que la célula es un objeto homogéneo de dimensiones infinitas. 

Para corregir el problema de la dimensión finita se han propuesto varias alternativas. Por un lado 

existen modelos de contacto que tienen en cuenta las dimensiones laterales de la muestra [101], pero 

dado que las dimensiones laterales de una célula son relativamente grandes en comparación con el 

radio de contacto (del orden de decenas de micras), dichos modelos no ha sido usados 

mayoritariamente por la comunidad. Sin embargo, dado que el grosor de la célula si puede ser del 

orden de la profundidad de indentación, el problema de la dimensión vertical sí ha sido estudiado 

con más detalle. Normalmente, la célula se encuentra apoyada en una base sólida, cuya rigidez es 

varios órdenes de magnitud mayor que la de la propia célula. Por lo tanto, al realizar experimentos en 

las zonas de menor grosor, los parámetros mecánicos obtenidos se ven afectados por la presencia de 

dicho sustrato [102]. Se ha obtenido una solución particular para un indentador esférico sobre una 

muestra elástica [90]. Sin embargo, la extensión de dichas soluciones a otras geometrías no ha sido 

resuelta completamente [94, 103], y además está solución solo es válida para el caso elástico. Si bien 

se ha estudiado el problema de forma más general usando métodos numéricos [104], hasta el 

momento no se ha obtenido una solución analítica general al problema del sustrato. 
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Por otro lado, tenemos el problema de la heterogeneidad interna de la célula [69, 105]. Si bien se han 

obtenido imágenes de altísima resolución lateral que permiten ver las estructuras de una célula [106] 

el problema de obtener la misma resolución en el eje vertical no ha tenido tanto éxito. Se ha probado 

que el AFM es capaz de localizar estructuras bajo una superficie usando métodos de holografía 

ultrasónica[107-109], resonancia de contacto [110] y de multifrecuencia [111, 112] . Sin embargo, en 

la tarea de realizar la tomografía de una célula usando solo las curvas de fuera-distancia de una célula 

los éxitos han sido más limitados. Aunque se han visualizado ciertas estructuras y procesos biológicos 

[45, 113, 114], hasta el momento no se ha podido obtener un mapa tomográfico completo del 

interior de la célula. 

 

 

1.4 Objetivos de esta tesis 

 

En esta tesis vamos a intentar mejorar las descripciones teóricas existentes para el estudio mecánico 

de una célula mediante AFM. Como hemos visto, hasta el momento se había analizado la célula 

principalmente como un medio puramente elástico, de dimensiones infinitas. Si bien se han 

planteado otros modelos (viscoelásticos) y otras geometrías (grosor finito), nuestro objetivo será 

extender y completar dichos análisis en la medida de lo posible. Un resumen general de los 

diferentes capítulos es el siguiente: 

Capítulo 2:  

En este capítulo analizaremos como serían las fuerzas obtenidas por el AFM en el caso de que la 

célula tuviera un comportamiento viscoelástico. Obtendremos soluciones exactas para la combinación 

entre los modelos más usados en la práctica (Kelvin-Voigt, SLS, Power-law) y las puntas más comunes 

en AFM (esférica, cónica y cilíndrica). Analizaremos en detalle dichas soluciones, así como las 

hipótesis en las que se basan. Finalmente aplicaremos nuestros resultados para analizar las 

propiedades mecánicas de un fibroblasto, así como la variación de dichas propiedades ante cambios 

temporales y químicos en el entorno de la célula. 

Capítulo 3:  

Hemos visto que el efecto del soporte rígido sobre el que se apoya la célula en las medidas mecánicas 

ha sido estudiado por diferentes investigadores, aunque no con la suficiente generalidad. Por lo tanto, 

extenderemos, completaremos (y en algunos caso corregiremos) las soluciones propuestas en la 

bibliografía,  haciéndolas válidas para la mayoría de las geometrías usadas en las puntas de AFM. Para 

ello haremos uso de diferentes herramientas matemáticas, como las funciones de Green y el teorema 

de reciprocidad, que serán explicadas en detalle. Todas las soluciones de este capítulo serán válidas 

solo en el caso de que la célula sea vista como un material elástico. 

 

 



 
 1

7

 

Capítulo 4: 

Una vez resuelto el problema de la viscoelasticidad en un medio infinito (capítulo 2) y el del efecto 

del soporte rígido en el cual se apoya la célula (capítulo 3), estudiaremos la combinación de ambos. 

Haciendo uso conjunto de las herramientas ya explicadas en los capítulos anteriores, obtendremos 

fórmulas cerradas para la fuerza en función de la indentación para el caso de una célula de grosor 

finito, suponiendo que la misma se comporta de forma viscoelástica. Proporcionaremos formulas 

generales así como soluciones concretas para los modelos viscoelásticos y geometrías de la punta más 

comunes. 

Capítulo 5: 

Las soluciones encontradas para los modelos viscoelásticos (capítulos 2 y 4) son solo válidos cuando 

la punta del AFM está entrando en la muestra, pero no cuando la misma se está retirando. En este 

capítulo analizaremos las causas de dicha limitación y estudiaremos las soluciones propuestas en la 

bibliografía. Resolveremos analíticamente el problema para los casos dados en los capítulos 

anteriores, de forma que el problema de la indentación de una célula viscoelástica de grosor finito 

quedará completamente resuelto. 

Capítulo 6: 

Todo el estudio realizado hasta ahora supone que la célula se comporta de manera homogénea, es 

decir, que sus propiedades mecánicas son una “media” de las propiedades de los diferentes 

elementos que forman su estructura interna. En este capítulo veremos hasta qué punto podemos ir 

más allá de esta hipótesis, analizando la heterogeneidad, tanto en profundidad como en la dimensión 

lateral, de un fibroblasto. Dada la dificultad del problema, este capítulo combinará simulaciones de 

elementos finitos con datos experimentales, siendo la relevancia de las soluciones analíticas bastante 

más limitada que en los capítulos anteriores. Finalmente intentaremos combinar todo lo aprendido 

para obtener una tomografía mecánica en 3D de la célula. 
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Fig. 1-3:  Esquema 3D de la medida de una célula, con los diferentes problemas a explorar en esta 
tesis. (1) Viscosidad debido a la complejidad interna. (2) Efecto de la rigidez del suelo en las medidas. 
(3) Variación del área de contacto entre la punta y la muestra durante la indentación. (4) Análisis 

tridimensional de la heterogeneidad de la célula en diferentes puntos. 
 

Enfoque 

Aunque nuestro enfoque será principalmente teórico, nos apoyaremos fuertemente en el uso de 

métodos numéricos para confirmar o extender los resultados analíticos. En los apéndices 

explicaremos los paquetes comerciales usados (COMSOL  para las simulaciones de elementos finitos 

y  MATHEMATICA para los cálculos algebraicos). En esos mismos apéndices proporcionamos un 

resumen somero de diferentes resultados y conceptos, que, de ser explicados en el texto central, 

romperían la continuidad del mismo. Finalmente, hemos usado datos provenientes de experimentos 

con células reales. Debido a la falta de tiempo, no se ha podido realizar un estudio experimental 

completo de todos los resultados teóricos obtenidos en esta tesis. Dicha comprobación experimental, 

necesaria sin ninguna duda, quedará para el futuro.  

Vamos entonces a intentar resolver el primer problema: La célula como elemento viscoelástico. 
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2. Viscoelasticidad 

 
Fig. 2-0: (a) En este capítulo estudiaremos las propiedades viscoelásticas de una célula. (b) Dada una 
indentación en función del tiempo, este modelo de contacto simplificado nos dará una fuerza 
también en función del tiempo. (c) Para una geometría concreta de la punta (dada por una forma f(r), 

pero normalmente resumida en un conjunto discreto de parámetros 𝑅, 𝜃… ), la fuerza, la indentación 
y las propiedades viscoelásticas estarán relacionadas entre sí. Nuestro objetivo en este capítulo es 
encontrar dichas relaciones. 
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2.0 Introducción 

En este capítulo vamos a intentar extender los modelos de contacto clásicos para un medio elástico 

seminfinito, al caso de que el medio incluya viscoelasticidad. Esto equivale a analizar la célula de la 

forma más simple posible: como un sólido homogéneo (sin partes diferenciadas espacialmente) e 

infinito (sin efectos del sustrato ni geometría propia). A pesar de estas limitaciones, veremos que la 

viscoelasticidad proporciona grados de libertad suficientes para explorar de forma adecuada algunas 

de las diferentes propiedades de la célula.  

Si bien una célula real es un objeto altamente heterogéneo, dinámico y de dimensiones finitas[105], 

demostraremos que en la práctica podemos extraer información útil y relevante incluso con estas 

teorías limitadas, pero de gran simplicidad conceptual [6]. De todas formas, en los siguientes capítulos 

de esta tesis exploraremos y resolveremos algunas de estas limitaciones. 

 

2.1 Ecuaciones básicas 

 

Vamos en primer lugar a repasar las ecuaciones básicas de la elasticidad y de la viscosidad. Todo lo 

planteado en esta sección se puede encontrar en diferentes fuentes clásicas, por ejemplo [115, 116]. 

Elasticidad 

En un sistema unidimensional, si asumimos que la fuerza es lineal  con la deformación, solo existe 

una opción para la relación entre fuerza y deformación, la ley de Hooke: 

𝐹 = 𝑘𝑥 2-1 

  

Donde k es un escalar que indica la rigidez del sistema unidimensional. En un sistema lineal 

tridimensional, se puede demostrar [116] que la generalización de 2-1 está dada por la siguiente 

relación tensorial: 

𝜎𝑖𝑘 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝑢𝑖𝑘 2-2 

  

Donde el material está definido por 81 constantes de rigidez 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 (que expresan la rigidez del 

material al ser deformado en cierta combinación de direcciones). 𝜎𝑖𝑘 es el tensor que expresa las 

tensiones, mientras que 𝑢𝑖𝑘 está relacionado con las deformaciones (ver apéndice C.1 para una 

explicación más detallada de estos parámetros). 

Afortunadamente, si suponemos que el material es isótropo (es decir, que no tiene direcciones 

preferenciales, que es igual de rígido en cualquier dirección que escojamos) solo necesitaremos dos 

constantes de rigidez para describir el material. En este caso la ecuación 2-2 se simplifica 

notablemente, pudiéndose escribir de forma explícita 

𝜎𝑖𝑘 = 𝐾𝑢𝑙𝑙𝛿𝑖𝑘 + 2𝐺 (𝑢𝑖𝑘 −
1

3
𝑢𝑙𝑙𝛿𝑖𝑘) 

2-3 
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Donde K es el módulo de compresibilidad (dificultad para cambiar el volumen del material), y G es 

el módulo de rigidez a torsión (dificultad para “retorcer” el material). 

Si bien la ecuación 2-3 está dada en función de los dos escalares K y G, podemos escoger cualquier 

otro conjunto de parámetros que se adapten mejor a nuestro problema experimental. Por ejemplo, si 

tenemos un sistema experimental que nos proporcione el valor de E (dificultad para comprimir el 

material en cierta dirección, dando libertad de movimientos en las otras direcciones) y de 𝜈 

(relacionada con el cambio de volumen cuando comprimimos el material en una dirección 

determinada), la ecuación 2-3 sería 

𝜎𝑖𝑘 =
𝐸

3(1 − 2𝜈)
𝑢𝑙𝑙𝛿𝑖𝑘 +

𝐸

(1 + 𝜈)
(𝑢𝑖𝑘 −

1

3
𝑢𝑙𝑙𝛿𝑖𝑘) 2-4 

  

que es la que vamos a usar en esta tesis. De todas formas, en el apéndice C.2 se proporciona una 

tabla con las relaciones entre los parámetros elásticos más usados en la práctica.   

En principio, los parámetros elásticos (ya sean E y 𝜈, o cualquier otra pareja válida), deberían variar 

de punto a punto. Obviamente, la rigidez de la célula será diferente en diferentes puntos de la misma 

(una zona donde hay un microtúbulo, por ejemplo, será más dura que otra donde solo hay citosol). 

Sin embargo, vamos a suponer que estas variables son constantes en toda nuestra célula. Es decir, en 

solo dos números estaría comprimida toda la información sobre el citoesqueleto, núcleo, orgánulos… 

Esta es la hipótesis de homogeneidad, que mantendremos hasta el capítulo 6, donde trataremos la 

heterogeneidad. 

Viscoelasticidad 

Si ahora la fuerza dependiera del historial de deformaciones, y no solo de la deformación en el 

instante de medida t, la expresión 2-1 para un sistema unidimensional lineal se trasformaría en [115]  

𝐹(𝑡) = ∫ 𝜑𝑘(𝑡 − 𝜏)
𝑑[𝑥(𝜏)]

𝑑𝜏
𝑑𝜏

𝑡

0

 2-5 

  

Donde la función  𝜑𝑘(𝑡) es el equivalente viscoelástico de la constante k de un muelle en el sistema 

elástico puro (ver apéndices). Esta función representa la respuesta en fuerza cuando aplicamos una 

deformación unitaria al sistema (es decir, comprimimos el sistema exactamente una unidad de 

deformación, y vemos cómo responde la fuerza con el tiempo). De ahí su nombre: función de 

relajación. 

En la ecuación anterior podemos definir el operador integral que actúa sobre la deformación 𝑥(𝜏) 

como   

∫ 𝜑𝑘(𝑡 − 𝜏)
𝑑[ ]

𝑑𝜏
𝑑𝜏

𝑡

0

 →  Ψ𝑘(𝑡) 2-6 

  

De forma que podemos reescribir 2-5 de una forma más compacta 

𝐹(𝑡) = Ψ𝑘(𝑡)𝑥(𝑡) 2-7 
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Si nos fijamos, esta ecuación es formalmente igual a su equivalente elástico 2-1, solo que la constante 

de elasticidad k se ha convertido en un operador integral Ψ𝑘(𝑡), y la multiplicación ha de entenderse 

como la “aplicación” de dicho operador. Antes de pasar a la generalización de 2-5 al caso 

tridimensional, vamos a realizar una transformada de Laplace de la misma. Para ello debemos notar 

que el operador Ψ𝑘(𝑡) es una convolución (ver apéndice B.1.3), por lo que la transformada de 2-7 

sería 

𝐹̂(𝑝) = 𝜑̂𝑘(𝑝)𝑝𝑥(𝑝) = Ψ̂𝑘(𝑝)𝑥(𝑝) 2-8 

  

donde el “sombrerito” ̂  encima de cada variable implica que se encuentran definidas en el dominio 

de Laplace. A partir de ahora, no pondremos explícitamente la variable independiente (t o p), sino 

que lo marcaremos implícitamente con la ausencia o no de sombrerito. 

De esta forma podemos ver que, al realizar la transformada de Laplace, la relación entre fuerza y 

deformación es lineal, como en el caso puramente elástico (las ecuaciones 2-8 y 2-1 son equivalentes). 

La única diferencia es que ahora, en vez de tener constantes elásticas, tenemos operadores lineales 

(que dependen directamente de funciones de relajación). Esto nos permite escribir la ecuación para 

el sólido viscoelástico 3D de forma similar al caso elástico (ecuación 2-3), solo que ahora las 

constantes elásticas son operadores del tipo 2-6 en dominio de Laplace. 

𝜎̂𝑖𝑘 = Ψ̂𝑘𝑢̂𝑙𝑙𝛿𝑖𝑘 + 2Ψ̂𝐺 (𝑢̂𝑖𝑘 −
1

3
𝑢̂𝑙𝑙𝛿𝑖𝑘) 2-9 

  

Si experimentalmente medimos otros parámetros y queremos expresar la ecuación de tensión-

deformación en función de los mismos, en el dominio de Laplace las ecuaciones serán formalmente 

similares a las del caso elástico. Por ejemplo, el equivalente de la ecuación 2-4 sería 

𝜎̂𝑖𝑘 =
Ψ̂𝐸

3(1 − 2Ψ̂𝜈)
𝑢̂𝑙𝑙𝛿𝑖𝑘 +

Ψ̂𝐸

(1 + Ψ̂𝜈)
(𝑢̂𝑖𝑘 −

1

3
𝑢̂𝑙𝑙𝛿𝑖𝑘) 2-10 

  

En principio las ecuaciones de tensión-deformación temporales para el caso viscoelástico 3D se 

obtendrían realizando la transformada de Laplace inversa de 2-10 (o de su equivalente 2-9). Esto es 

habitualmente muy difícil, ya que las transformadas inversas de Laplace solo tienen solución analítica 

en algunos casos particulares. Sin embargo, para los problemas de indentación a los que nos 

enfrentaremos con un AFM, existe una solución alternativa que explota una combinación entre las 

soluciones de problema elástico con  la relación formal 2-6. Para utilizar esta vía, primero tendremos 

que ver cómo es la solución explicita del problema de indentación elástico, que daremos en la 

sección 2.3. Pero antes, intentaremos simplificar un poco más la ecuación 2-10. 

 

2.2 Grados de libertad y coeficiente de Poisson 

 

Tanto las ecuaciones elásticas (2-4) como las viscoelásticas (2-10) dependen de dos parámetros (o 

funciones de relajación, en el caso viscoelástico) para describir el material. Dado que cada parámetro 

está relacionado con un experimento, requeriríamos dos sistemas experimentales diferentes para 
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caracterizar perfectamente el material. Podríamos, por ejemplo, realizar un experimento de extensión 

longitudinal para obtener E, y otro de torsión para obtener G. Pero dado que solo contamos con 

datos experimentales provenientes de un AFM, solo podemos resolver un grado de libertad de los 

dos posibles ¿Cómo podemos resolver esta dificultad? 

La contante plana de elasticidad 

En realidad, cada experimento que inventemos tendrá asociada una constante de elasticidad. De la 

misma forma que la compresión longitudinal está relacionada con E, o que la torsión está relacionada 

con G, nada nos impide inventar nuestra propia constante de elasticidad para nuestro experimento 

particular. En el caso de la indentación de un sistema con una punta axisimétrica, se puede probar 

que nuestra nueva constante de elasticidad 𝐸∗  sería 

𝐸∗ =
𝐸

1 − 𝜈2
 2-11 

  

En la sección 2.3.2 veremos las soluciones clásicas para un indentador axisimétrico dadas por 

Sneddon [117] se podrían escribir en función de esta constante equivalente. 

Para el sistema viscoelástico tendríamos una función de relajación nueva, definida (en el dominio de 

Laplace) por una expresión similar al de su equivalente elástico 

Ψ̂𝐸
∗
=

Ψ̂𝐸

1 − (Ψ̂𝜈)
2 2-12 

  

Esta opción, aunque general, no resuelve el problema central de la existencia de dos grados de 

libertad. Es más, en el caso viscoelástico podemos encontrar la relación entre la nueva función de 

relajación 𝜑̂𝐸
∗
 y las clásicas (𝜑̂𝐸 y 𝜑̂𝜈) solo en el dominio de Laplace, pero no en el dominio 

temporal (en el dominio del tiempo 2-12 no tendría la misma forma, es más, posiblemente no se 

podría escribir un ecuación cerrada al hacer la transformada inversa de Laplace). Sin embargo, dado 

que trabajamos con células, tenemos otra opción para lidiar con el problema: Usar la 

incompresibilidad de la célula. 

Incompresibilidad de la célula 

Como el contenido en agua de la célula es muy alto, podemos considerar la misma como 

incompresible[91, 118]. Si bien es cierto que a escalas grandes de tiempo la célula es capaz de 

modificar su volumen ante estímulos externos[119] (y quizás de forma intrínseca[120]), este cambio 

volumétrico es debido a un intercambio de agua forzado con el entorno. Por lo tanto, en las medidas 

puntuales (tanto desde el punto de vista espacial como temporal) de un AFM se puede considerar 

que este mecanismo no se activa, y por lo tanto, el volumen es constante. Es decir, el coeficiente de 

Poisson es prácticamente constante y muy cercano a 0.5. De esta forma nuestro sistema solo tiene un 

grado de libertad mecánico. Esto implica que en la ecuación básica de la elasticidad 2-4 el único 

parámetro que nos quedaría por obtener experimentalmente es E.  

En el caso viscoelástico, el operador para el coeficiente de Poisson sería también una constante [121] 

en el dominio de Laplace (bajo las mismas hipótesis que en el caso elástico) 
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Ψ̂𝜈 =  𝜈 2-13 

  

Por lo que la relación fundamental 2-10 estaría dada por  

𝜎̂𝑖𝑘 =
Ψ̂𝐸

3(1 − 2𝜈)
𝑢̂𝑙𝑙𝛿𝑖𝑘 +

Ψ̂𝐸

(1 + 𝜈)
(𝑢̂𝑖𝑘 −

1

3
𝑢̂𝑙𝑙𝛿𝑖𝑘) 2-14 

  

De la cual podemos calcular su equivalente directamente en el dominio del tiempo (usando el 

teorema de convolución) 

𝜎𝑖𝑘 =
Ψ𝐸

3(1 − 2𝜈)
𝑢𝑙𝑙𝛿𝑖𝑘 +

Ψ𝐸

(1 + 𝜈)
(𝑢𝑖𝑘 −

1

3
𝑢𝑙𝑙𝛿𝑖𝑘) 2-15 

  

Podemos ver que tanto 2-14 como su equivalente temporal 2-15 solo dependen de una función de 

relajación φ𝐸 (ya que el operador Ψ𝐸 depende de ella directamente), que será la única incógnita para 

definir nuestro sistema. Por lo tanto, toda la información mecánica de la célula estará comprimida en 

dicha función. 

Si bien podríamos pensar que existe una divergencia en las ecuaciones 2-4, 2-14 y 2-15 en el caso de 

la incompresibilidad (ya que 𝜈 = 0.5 hace que el denominador del primer término sea infinito), la 

propia definición de incompresibilidad soluciona el problema. Se puede demostrar que el cambio de 

volumen en un deformación está dado por Δ𝑉 = 𝑢𝑙𝑙, por lo que la incompresibilidad equivale a decir 

que 𝑢𝑙𝑙 = 0. De esta forma, en el caso incompresible, al no haber cambio de volumen el primer 

término de las ecuaciones es igual a cero, eliminando la divergencia[116].  

 

2.3 El problema de la indentación elástico 

 

Supongamos que tenemos un medio elástico seminfinito, regido por la ecuación 2-4. Si penetramos 

este medio con una punta de simetría axial, cuya forma está dada por una función f(r)… ¿Cuál será la 

fuerza F necesaria para alcanzar cierta indentación 𝐼? Esta cuestión es conocida como problema de 

Boussinesq, y se adapta perfectamente a la situación experimental que encontramos con un AFM 

(Ver figura 2-1). Una cuestión paralela que sería interesante explorar es cómo evoluciona el área de 

contacto (definido mediante el radio de la misma r) con la indentación. Aunque el AFM no puede 

medir este parámetro (aunque se puede estimar usando microscopios de confocal [78]), veremos más 

adelante que es de importancia para comprender el comportamiento de una muestra viscoelástica. 
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Fig. 2-1: Problema de la indentación. (a) Una punta penetra una muestra (visco)elástica, la cual tiene 
un grosor infinito. (b) Esquema del problema 2D equivalente una vez aplicada la simetría axial. El 
objetivo es hallar F(t) en función de I(t). 
 

Es interesante notar que, aunque el problema es claramente tridimensional, la simetría axial del 

indentador (junto con la isotropía del medio a indentar), permiten utilizar coordenadas cilíndricas. La 

relación entre las coordenadas generales y las que usaremos en el resto de la tesis están dadas por: 

3𝐷 2𝐷 𝑐𝑖𝑙𝑖𝑛𝑑𝑟𝑖𝑐𝑜 

2-16 𝑥, 𝑦 𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2 

𝑧 > 0   fuera de la muestra 𝑧 > 0   dentro de la muestra  

 

Hemos definido z como positivo hacia dentro de la muestra, de forma que las indentaciones 

correspondan con una coordenada positiva. Vamos a ver las condiciones de contorno en este sistema 

de coordenadas. 

Condiciones de contorno 

Para resolver este problema necesitamos indicar unas condiciones de contorno, que nos permitirán 

resolver la ecuación 2-4. En primer lugar sabemos que, dentro de la zona de contacto (r < a, donde a 

es el radio del área de contacto), la superficie de la muestra tiene que adaptarse a la forma de la punta 

(que suponemos conocida: f(r)). Fuera de la zona de contacto (r > a), las presiones verticales deben 

ser igual a cero, ya que no hay nada que ejerza fuerzas sobre la muestra. También supondremos que 

no hay fricción, por lo que las presiones laterales deben ser nulas en toda la superficie de la muestra. 

Las ecuaciones que resumen todas estas condiciones físicas son: 

𝑢𝑧 = 𝐼 − 𝑓(𝑟) 𝑟 < 𝑎 , z = 0 

2-17 𝜎𝑧𝑧 = 0 𝑟 > 𝑎, z = 0 

𝜎𝑧𝑦 = 𝜎𝑧𝑥 = 0 ∀𝑟, z = 0 

   

Para resolver un sistema de ecuaciones diferenciales las condiciones de contorno deberían estar 

especificadas en todo el contorno del problema, pero hasta ahora solo hemos hablado de la 

superficie superior de la muestra. Otra condición de contorno que no suele aparecer explícitamente 
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en la literatura (aunque se asume implícitamente) es la de que las tensiones tienden a cero en el 

infinito.  

𝜎𝑖𝑗 = 0 𝑟 → ∞ 
2-18 

𝜎𝑖𝑗 = 0 𝑧 → ∞ 

   

Experimentalmente esto implica que la célula es muy grande en comparación con el área de contacto 

entre la célula y  la punta del AFM. Esta hipótesis es razonable cuando medimos en el centro de la 

célula, pero es claramente falsa cuando realizamos el experimento en los bordes de la misma, que 

son bastante más finos. En el capítulo 3 veremos cómo solucionar este problema. 

Con el AFM solo podemos medir la fuerza total 𝐹, no la distribución de presiones vertical 𝜎𝑧𝑧(𝑟). 

Sin embargo, la fuerza no es más que la integral de las presiones verticales en el área de contacto 

𝐹 = 2𝜋 ∫ 𝜎𝑧𝑧(𝑟)𝑟𝑑𝑟
𝑎

0

 2-19 

  

Por lo que si encontramos la solución para 2-4 tendremos la fuerza total. 

Soluciones clásicas elásticas 

Para las condiciones de contorno dadas en la sección anterior existían soluciones particulares para el 

punch y para la esfera [122, 123]. Sin embargo Sneddon [117] obtuvo en 1965 una solución general 

para cualquier indentador asimétrico de geometría conocida. Dichas soluciones están dadas por 

expresiones de la forma 

𝐹 = 𝛼𝐸𝐼𝛽 2-20 

  

Donde los parámetros 𝛼 y 𝛽 dependen de la geometría del indentador. En la siguiente tabla 

ofrecemos los valores para las tres geometrías más comunes: 

 𝛼 𝛽 

2-21 

Cilindro 
2𝑅𝑐

(1 − 𝜈2)
 1 

Cono 
2tan[𝜃]

𝜋(1 − 𝜈2)
 2 

Esfera 
4√𝑅𝑡

3(1 − 𝜈2)
 1.5 

    

Sneddon no solo resolvió el problema de calcular la fuerza en función de la indentación, sino que 

también el de calcular el área de contacto. El radio de esta área de contacto está dado por una forma 

similar a la de la fuerza, pero con unos coeficientes diferentes 

𝑎 = 𝜆𝐼𝜃 2-22 

  

De nuevo, resumimos los coeficientes más comunes calculados por Sneddon 
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 𝜆 𝜃 

2-23 

Cilindro 𝑅𝑐 0 

Cono 
2tan[𝜃]

𝜋
 1 

Esfera √𝑅𝑡 0.5 

 

Hasta aquí, nada nuevo que no pudiéramos encontrar en la abundante bibliografía sobre el tema 

[117, 122]. Vamos a ver como añadir viscoelasticidad. 

 

2.4 El problema de la indentación viscoelástico 

 

La idea es solucionar el mismo problema que en el caso puramente elástico, pero ahora la ecuación 

del material estará dada por la inversa temporal de 2-9 (o de cualquiera de sus equivalentes, por 

ejemplo 2-10) en vez de por 2-3. Las condiciones de contorno serán exactamente las mismas que en 

el caso elástico. 

Podríamos pensar en transformar todo el problema al dominio de Laplace, ya que ahí las ecuaciones 

de tensión-deformación tienen una estructura similar a las del problema elástico (del que ya sabemos 

la solución). Dada esta similitud entre estructuras, si sabemos la solución del problema elástico, 

conoceremos automáticamente la solución en el caso viscoelástico. Las dificultades surgen al intentar 

trasformar las condiciones de contorno (ecuación 2-17). Estas condiciones no son exclusivamente de 

desplazamiento o de presión para todos los instantes de tiempo, si no que dependen del área de 

contacto en un momento dado. Es decir, un mismo punto de la superficie tiene, para diferente t, 

distintas condiciones de contorno, según esté dentro o fuera del área de contacto. 

De esta forma, no podemos encontrar un equivalente de las condiciones de contorno 2-17 en el 

dominio de Laplace. Esto impide utilizar esta estrategia para el caso viscoelástico[124, 125]. Cabe 

destacar que en el caso de un cilindro, al ser el área constante durante todo el experimento, sí se 

puede encontrar una solución directamente. Vamos a analizar el resto de las geometrías. 

Procedimiento de Lee y Radok 

Lee y Radok [125] propusieron una solución al problema de indentación viscoelástico basada en las 

relaciones formales 2-6 y 2-7. En ellas podemos ver (para el problema 1-D) que la constante de 

rigidez en el problema elástico es equivalente a un operador de convolución Ψ𝑘(𝑡). Siguiendo esta 

analogía, podemos aplicar la siguiente trasformación formal a la solución del problema 3-D elástico  

E  →   Ψ𝐸 = ∫ 𝜑𝐸(𝑡 − 𝜏)
𝑑[ ]

𝑑𝜏
𝑑𝜏

𝑡

0

 2-24 
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Es decir, a la solución elástica descrita en 2-20 le aplicaremos la transformación 2-24, obteniendo 

𝐹𝑒𝑙𝑎𝑠𝑡𝑖𝑐𝑜 = 𝛼𝐸𝐼𝛽    →    𝐹𝑣𝑖𝑠𝑐𝑜 =  𝛼Ψ𝐸𝐼𝛽 = 𝛼 ∫ 𝜑𝐸(𝑡 − 𝜏)
𝑑[𝐼𝛽]

𝑑𝜏
𝑑𝜏

𝑡

0

 2-25 

  

A pesar de lo sugerente de la idea, dado que las soluciones elásticas no son en general lineales con la 

indentación (el exponente 𝛽 es mayor que uno salvo en el caso del cilindro), el demostrar que 2-25 es 

realmente la solución al problema de indentación tridimensional viscoelástico no es obvio. En esta 

tesis no entraremos en detalles sobre dicha demostración, si no que nos limitaremos a calcular las 

ecuaciones concretas para ciertos casos de relevancia práctica, validando las soluciones encontradas 

comparándolas con simulaciones FEM. 

 

2.5 Soluciones particulares para Kelvin-Voigt. 

 

Si suponemos que la función de relajación está dada por el modelo de Kelvin-Voigt (ver apéndice 

D.2.1), la ecuación 2-25 será: 

𝐹 = 𝛼 ∫ [𝐸 + ηEδ(𝑡 − 𝜏)]
𝑑[𝐼𝛽]

𝑑𝜏
𝑑𝜏

𝑡

0

 2-26 

  

En este caso podemos encontrar una solución independientemente de la forma de la indentación con 

el tiempo, integrando directamente la expresión anterior. 

𝐹 = 𝛼𝐸𝐼𝛽 + 𝛼𝛽ηE𝐼𝛽−1𝐼 ̇ 2-27 

  

Es interesante notar que en esta solución tiene la parte elástica y viscosa claramente separada en dos 

sumandos, lo cual facilita la interpretación. Al final del capítulo daremos una posible interpretación 

física para cada uno de los sumandos en el caso de una célula. En la bibliografía de reología [115]  se 

suele hablar a menudo del coeficiente de viscosidad en cortante (ηG), mientras que la expresión 2-27 

está expresada en función de la viscosidad en compresión (ηE). La relación entre ellos estará dada, en 

el caso incompresible, por (ver apéndice D.2.1) 

ηE = 3ηG 2-28 

  

De esta forma, para comparar valores, es más conveniente reescribir la fuerza como 

𝐹 = 𝛼𝐸𝐼𝛽 + 3𝛼𝛽ηG𝐼𝛽−1𝐼 ̇ 2-29 

  

Vamos a calcular las diferentes expresiones de la fuerza para algunas geometrías de punta comunes. 
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Cilindro 

 
Fig. 2-2: Esquema de indentación de un cilindro combinado con el modelo de Kelvin-Voigt. 
 

En este caso tendremos que 𝛽 = 1 y 𝛼 =
2𝑎

(1−𝜈2)
 , lo que junto con la expresión para la velocidad 

convierten la ecuación 2-27 en 

𝐹 =
2𝑎

(1 − 𝜈2)
(𝐸𝐼 + ηE𝐼)̇ 2-30 

  

El primer sumando coincide con el caso puramente elástico resuelto por Sneddon. Es interesante 

notar que la fuerza es lineal con la penetración y con la velocidad. Esta linealidad es debida  a que el 

radio de contacto es independiente de estas variables. 

En el caso de que la muestra sea incompresible (por ejemplo, en la aplicación particular de la célula), 

sabemos que 𝜈 = 0.5 y que ηE = 3ηG, por lo que la fuerza sería 

𝐹 =
8

3
𝑎(𝐸𝐼 + 3ηG𝐼)̇ 2-31 

  

 

Cono 

 
Fig. 2-3: Esquema de indentación de un cono combinado con el modelo de Kelvin-Voigt. 
 

En este caso tendremos que 𝛽 = 2 y 𝛼 =
2tan[𝜃]

𝜋(1−𝜈2)
 , lo que junto con la expresión para la velocidad 

convierten la ecuación 2-27 en 

𝐹 =
2tan[𝜃]

𝜋(1 − 𝜈2)
𝐼(𝐸𝐼 + 2ηE𝐼̇) 2-32 
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De nuevo, el primer sumando es exactamente igual que el obtenido en el caso elástico. Sin embargo, 

en este caso hemos perdido la linealidad con la indentación. Esto es debido a que el radio de 

contacto va variando en función de la indentación (la relación entre ambas variables estaría dada por 

la geometría del cono). 

La simplificación al caso incompresible sería 

𝐹 =
8Tan[𝜃]

3𝜋
𝐼(𝐸𝐼 + 6ηG𝐼)̇ 2-33 

  

 

  Esfera 

 
Fig. 2-4: Esquema de indentación de una esfera combinada con el modelo de Kelvin-Voigt. 
 

En este caso tendremos que 𝛽 = 1.5 y 𝛼 =
4√𝑅𝑡

3(1−𝜈2)
 , lo que junto con la expresión para la velocidad 

convierten la ecuación 2-26 en 

𝐹 =
4√𝐼𝑅𝑡

3(1 − 𝜈2)
(𝐸𝐼 +

3

2
ηE𝐼̇) 2-34 

  

De nuevo, la primera parte es la solución clásica de Hertz para el problema de indentación elástico. 

Para nuestro ejemplo particular de una célula incompresible tendríamos 

𝐹 =
16√𝐼𝑅𝑡

9
(𝐸𝐼 +

9

2
ηG𝐼)̇ 2-35 

  

Nótese que estas expresiones difieren de algunas encontradas habitualmente en la bibliografía de 

AFM [89]. Estas diferencias son debidas a que en algunos estudios no se ha analizado la 

tridimensionalidad del problema, asumiéndose una extensión del caso unidimensional como válida 
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2.6 Soluciones particulares para SLS 

 

Si suponemos que la función de relajación está dada por el modelo de SLS (ver apéndice D.2.2), la 

ecuación 2-25 será 

𝐹 = 𝛼 ∫ [𝐸1 + 𝐸2𝑒
−

𝐸2
𝜂𝐸

(𝑡−𝜏)
]
𝑑[𝐼𝛽]

𝑑𝜏
𝑑𝜏

𝑡

0

 2-36 

  

Si intentamos realizar la integración, veremos que se compone de dos sumandos 

𝐹 = 𝛼𝐸1𝐼
𝛽 + 𝛼𝛽𝐸2 ∫  𝑒

−
𝐸2
𝜂𝐸

(𝑡−𝜏)
𝐼𝛽−1 𝐼𝑑̇𝜏

𝑡

0

 2-37 

  

El primero es exactamente igual al caso puramente elástico, y tiene solución cerrada para cualquier 

función de indentación temporal. El segundo término se podrá integrar solo para ciertos casos 

particulares. Uno de ellos es cuando la indentación es lineal con el tiempo (es decir, la velocidad es 

constante). Esta indentación también es llamada triangular. 

𝐼 = 𝑣𝑡 2-38 

  

Dado que dicho esquema de indentación es de interés práctico, veamos cómo es la solución para la 

fuerza para diferentes geometrías bajo tal hipótesis. 

 

Cilindro e indentación lineal 

 
Fig. 2-5: Esquema de indentación de un cilindro combinada con el modelo SLS y con una 
indentación a velocidad constante. 
 

En este caso tendremos que 𝛽 = 1 y 𝛼 =
2𝑎

(1−𝜈2)
 , lo que junto con la expresión para la velocidad 

convierten la expresión 2-37  en 

𝐹 =
2𝑎

(1 − 𝜈2)
𝐸1𝐼 +

2𝑎

(1 − 𝜈2)
𝐸2 ∫  𝑒

−
𝐸2
𝜂𝐸

(𝑡−𝜏)
 𝑣𝑑𝜏

𝑡

0

 2-39 

  

En este caso podemos integrar el segundo término, por lo que la solución general será 

𝐹 =
2𝑎

(1 − 𝜈2)
𝐸1𝐼 +

2𝑎

(1 − 𝜈2)
𝜂𝐸𝑣 (1 − 𝑒

−
𝐸2
𝜂𝐸

𝑡
) 2-40 



 
 3

2

 

  

Y en el caso incompresible 

𝐹 =
8

3
𝑎 [𝐸1𝐼 + 𝜂𝐸𝑣 (1 − 𝑒

−
𝐸2
3𝜂𝐺

𝑡
)] 2-41 

  

Es interesante ver que, para tiempos muy grandes y para esta geometría en concreto, el modelo de 

SLS a velocidad constante equivale al de Kelvin-Voigt. En efecto, si en hacemos 𝑡 → ∞ en la 

expresión 2-40, obtenemos exactamente la solución de Kelvin-Voigt hallada anteriormente (ecuación 

2-30). Esto es debido a que, para tiempos largos,  el amortiguador llega a un equilibrio con el muelle 

con el que encuentra en serie. 

Cono e indentación lineal 

 
Fig. 2-6: Esquema de indentación de un cono combinada con el modelo SLS y con una indentación a 
velocidad constante. 
 

En este caso tendremos que 𝛽 = 2 y 𝛼 =
2tan[𝜃]

𝜋(1−𝜈2)
 , lo que junto con la expresión para la velocidad 

convierten la ecuación 2-37 en 

𝐹 =
2tan[𝜃]

𝜋(1 − 𝜈2)
𝐸1𝐼

2 +
2𝑡an[𝜃]

𝜋(1 − 𝜈2)
𝐸22∫  𝑒

−
𝐸2
𝜂𝐸

(𝑡−𝜏)
 𝑣2𝜏𝑑𝜏

𝑡

0

 2-42 

  

En este caso podemos integrar el segundo término, por lo que la solución final será 

𝐹 =
2tan[𝜃]

𝜋(1 − 𝜈2)
𝐸1𝐼

2 +
4tan[𝜃]

𝜋(1 − 𝜈2)
𝑣𝜂𝐸𝐼 +

4tan[𝜃]

𝜋(1 − 𝜈2)

(𝑣𝜂𝐸)2

𝐸2
(𝑒

−
𝐸2
𝜂𝐸

𝑡
− 1) 2-43 

  

Y en el caso incompresible 

𝐹 =
8tan[𝜃]

3𝜋
[𝐸1𝐼

2 + 2𝑣𝜂𝐸𝐼 + 2
(𝑣𝜂𝐸)2

𝐸2
(𝑒

−
𝐸2
3𝜂𝐺

𝑡
− 1)] 2-44 

  

Al contrario que en el caso del cilindro, para esta geometría no se cumple la equivalencia con la 

solución de Kelvin-Voigt cuando 𝑡 → ∞, ya que en este límite 2-43 no tiende a 2-32. Esto es debido a 

que el área de contacto nunca es constante, por lo que nunca se llega a alcanzar un equilibrio interno 

entre el amortiguador y el muelle con el que está en serie. 

Sin embargo, sí que se pude comprobar que el término puramente elástico es igual al obtenido 

clásicamente por Sneddon. 
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Esfera e indentación lineal 

 
Fig. 2-7: Esquema de indentación de una esfera combinada con el modelo SLS y con una indentación 
a velocidad constante. 
 

En este caso tendremos que 𝛽 = 1.5 y 𝛼 =
4√𝑅𝑡

3(1−𝜈2)
 , lo que junto con la expresión para la velocidad 

convierten la ecuación 2-37 en 

𝐹 =
4√𝑅𝑡

3(1 − 𝜈2)
𝐸1𝐼

1.5 +
4√𝑅𝑡

3(1 − 𝜈2)
𝐸2

3

2
∫  𝑒

−
𝐸2
𝜂𝐸

(𝑡−𝜏)
 𝑣

3
2√𝜏𝑑𝜏

𝑡

0

 2-45 

  

En este caso podemos integrar el segundo término, pero usando la función de error para escribir la 

solución 

𝐹 =
4√𝑅𝑡

3(1 − 𝜈2)
𝐸1𝐼

1.5 +
4√𝑅𝑡

3(1 − 𝜈2)

3

2
𝑣𝜂𝐸√𝐼

+
4√𝑅𝑡

3(1 − 𝜈2)

3

2
(𝑣𝜂𝐸)1.5√

𝜋

𝐸2
𝑒

−
𝐸2
𝜂𝐸

𝑡
𝑒𝑟𝑓 (√

𝐸2𝑡

𝜂𝐸
) 

2-46 

  

Donde ERR(x) es la función de error, la cual no tiene expresión analítica, pero se encuentra 

convenientemente estudiada y tabulada en la bibliografía. 

De nuevo en el caso incompresible 

𝐹 =
16√𝑅𝑡

9
[𝐸1𝐼

1.5 +
9

2
𝑣𝜂𝐺√𝐼 +

3

2
(3𝑣𝜂𝐺)1.5√

𝜋

𝐸2
𝑒

−
𝐸2
3𝜂𝐺

𝑡
𝑒𝑟𝑓 (√

𝐸2𝑡

3𝜂𝐺
)] 2-47 

  

De la misma forma que en el caso del cono, cuando 𝑡 → ∞ no recuperamos la solución de Kelvin-

Voigt para esta geometría. 

 

2.7 Soluciones particulares para un modelo Power-law 

 

Si suponemos que la función de relajación está dada por el modelo de Power-law (ver apéndice 

D.2.3), la ecuación 2-25 será: 
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𝐹 = 𝛼 ∫ [𝐸0 (
(𝑡 − 𝜏)

𝑡0
)

−𝛾

]
𝑑[𝐼𝛽]

𝑑𝜏
𝑑𝜏

𝑡

0

 2-48 

  

De nuevo en este caso no podremos obtener una solución cerrada salvo para casos particulares de la 

indentación en función del tiempo. Dado que es de interés práctico, estudiaremos de nuevo el caso 

de velocidad constante para puntas de diferentes geometrías. 

 

Cilindro e indentación lineal 

 
Fig. 2-8: Esquema de indentación de un cilindro combinada con el modelo Power-law y con una 
indentación a velocidad constante. 
 

En este caso tendremos que 𝛽 = 1 y 𝛼 =
2𝑎

(1−𝜈2)
 , lo que junto con la expresión para la velocidad 

transforman la ecuación 2-48 en 

𝐹 =
2𝑎

(1 − 𝜈2)
𝐸0 ∫ [(

(𝑡 − 𝜏)

𝑡0
)

−𝛾

] 𝑣𝑑𝜏
𝑡

0

 2-49 

  

La integral se pude resolver fácilmente, obteniendo la expresión final 

𝐹 =
2𝑎

(1 − 𝜈2)

𝐸0𝑣

(−𝛾 + 1)

𝑡−𝛾+1

𝑡0
−𝛾  2-50 

  

Podemos ver que en los caso límites de un sólido (𝛾 = 0) y de un líquido (𝛾 = 1), recuperaremos, 

respectivamente, la parte elástica y viscosa del modelo de Kelvin-Voigt para un cilindro (ecuación 2-

30). Sin embargo, en este modelo no tenemos una separación clara entre viscosidad y elasticidad, 

característica que se va a repetir en todas las geometrías. 

 

Cono e indentación lineal 
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Fig. 2-9: Esquema de indentación de un cono combinada con el modelo Power-law y con una 
indentación a velocidad constante. 
 

En este caso tendremos que 𝛽 = 2 y 𝛼 =
2tan[𝜃]

𝜋(1−𝜈2)
 , lo que junto con la expresión para la velocidad 

convierten la ecuación 2-48 en 

𝐹 =
2tan[𝜃]

𝜋(1 − 𝜈2)
𝐸0 ∫ [(

(𝑡 − 𝜏)

𝑡0
)

−𝛾

] 2𝑣2𝜏𝑑𝜏
𝑡

0

 2-51 

  

Si resolvemos la integral obtenemos 

𝐹 =
2tan[𝜃]

𝜋(1 − 𝜈2)
𝐸02𝑣2

𝑡−𝛾+2

𝑡0
−𝛾

1

2 − 3𝛾 + 𝛾2
 2-52 

  

De nuevo observamos que en los caso límites de un sólido (𝛾 = 0) y de un líquido (𝛾 = 1), 

recuperaremos la parte elástica y viscosa del modelo de Kelvin-Voigt para un cono (ecuación 2-32). 

 

Esfera e indentación lineal 

 
Fig. 2-10: Esquema de indentación de una esfera combinada con el modelo Power-law y con una 
indentación a velocidad constante. 
 

En este caso tendremos que 𝛽 = 1.5 y 𝛼 =
4√𝑅𝑡

3(1−𝜈2)
 , lo que junto con la expresión para la velocidad 

convierten la ecuación 2-48 en 

𝐹 =
4√𝑅𝑡

3(1 − 𝜈2)
𝐸0 ∫ [(

(𝑡 − 𝜏)

𝑡0
)

−𝛾

]
3

2
𝑣1.5√𝜏𝑑𝜏

𝑡

0

 2-53 

  

Si resolvemos la integral obtenemos 
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𝐹 =
4√𝑅𝑡

3(1 − 𝜈2)
𝐸0

3

2
𝑣1.5

𝑡−𝛾+
3
2

𝑡0
−𝛾

Γ(1 − 𝛾)√𝜋

2Γ (
5
2

− 𝛾)
 2-54 

  

Conociendo los valores tabulados de la función gamma volvemos a comprobar la concordancia entre 

los límites un sólido (γ = 0) y de un líquido (γ = 1), con lo predicho por el modelo de Kelvin-Voigt 

(ecuación 2-34). 

 

 

 

2.8 Comprobación numérica 

 

Para comprobar si las fórmulas que hemos derivado en las secciones anteriores son correctas, vamos 

a realizar unas simulaciones con FEM. La idea es obtener curvas fuerza-indentación y fuerza-tiempo, 

comparándolas con las que predicen nuestras ecuaciones. Por simplicidad calcularemos solo el caso 

del modelo de Kelvin-Voigt para las tres geometrías. Como  la fuerza va a depender tanto de la 

indentación como de la velocidad, vamos a variar ambas sinusoidalmente, lo que os dará unas gráficas 

más interesantes que si hiciéramos una indentación a velocidad constate. 

Curvas FEM de fuerza 

La figura 2-11 muestra la evolución de la fuerza en función de la indentación  y del tiempo para el 

caso de una indentación sinusoidal., así como un esquema de cómo fue hecha la simulación (ver los 

apéndices para más detalles sobre las simulaciones de FEM). Dado que la indentación es sinusoidal 

(línea discontinua en los paneles c, f, i), la fuerza también tiene una forma ligeramente sinusoidal. Sin 

embargo, podemos ver como el máximo de la indentación y de la fuerza difieren. Esto es normal, ya 

que podemos ver en la ecuación 2-27 que, dado que la fuerza se compone de una parte debida a la 

indentación y otra debida a la velocidad, el máximo de la fuerza se obtendrá cuando se alcance el 

máximo de la suma de ambas. En otras palabras, como la máxima indentación y la máxima velocidad 

ocurren a dos tiempos diferentes, la máxima fuerza también ocurrirá a un tiempo  distinto. En las 

gráficas en función de la distancia (paneles b, e y h), podemos observar la histéresis entre las curvas 

de ida y las de vuelta, debido a la presencia de la viscosidad, que está relacionada con la absorción de 

energía por parte de la muestra. Las fuerzas máximas se encuentran en el orden de las decenas de 

nanonewtons, y, a pesar de que la indentación máxima es la misma para las tres geometrías, los picos 

de fuerza son diferentes. Esto es debido que las áreas de contacto en función de la indentación son 

diferentes para cada una de las geometrías. De nuevo, podemos comprobar esto de forma teórica, ya 

que en las ecuaciones el exponente para la indentación es distinto para cada geometría, dando, por lo 

tanto, diferentes valores de fuerza para la misma indentación.  
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Fig. 2-11: Esquemas del modelo de FEM y fuerzas para una muestra visoelática y seminfinita. 
Esquema (a) y fuerzas en función de la penetración (b) y  en función del tiempo (c) para un cilindro, 

𝑅 = 2.5 𝜇𝑚. Esquema (d) y fuerzas en función de la penetración (e) y  en función del tiempo (f) para 

un cono, 𝜃 = 75º. Esquema (g) y fuerzas en función de la penetración (h) y  en función del tiempo (i) 

para una esfera, 𝑅 = 5 𝜇𝑚. Indentación sinusoidal, 𝐴 = 1 𝜇𝑚, 𝑇 = 1𝑠. Muestra seminfinita, 𝐸 =
4 𝑘𝑃𝑎, 𝜂𝐺 = 100 𝑃𝑎 ∙ 𝑠,  ℎ = ∞ 𝜇𝑚. 
 

Podemos ver como las simulaciones de FEM coinciden bastante bien con las curvas teóricas. Sin 

embargo, en la curva de vuelta, las diferencias entre simulación y teoría se hacen más notables. 

Veamos por qué. 

El problema de la vuelta 

Se sabe que la solución propuesta por Lee y Radok no es válida cuando la punta se retira de la 

muestra, es decir, cuando la indentación está disminuyendo [122, 124-126]). Esto pude verse 

claramente en las simulaciones de FEM de la figura 2-11. Si nos fijamos, en todas las curvas teóricas 

(líneas azules) existe un momento en el cual la fuerza se hace negativa. Esto es debido a una 

limitación de nuestras ecuaciones teóricas: Suponer que el área de contacto en la ida y en la vuelta es 

la misma. Bajo esta hipótesis, dado que la viscosidad va en la dirección contraria al movimiento, 

cuando la velocidad es negativa (cuando la indentación está disminuyendo, en la vuelta), la muestra 

“chupa” la punta hacia abajo en vez de presionarla hacia arriba. Es decir, aparece una fuerza neta 

atractiva. En nuestros experimentos  no existe una fuerza atractiva entre la punta y la muestra, por lo 
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que dicha solución negativa no puede existir en la realidad (ni existe, como podemos ver, en las 

simulaciones FEM). 

¿Cómo solucionar la paradoja? La clave está en darse cuenta que, cuando la teoría predice una fuerza 

neta negativa, lo que sucede en realidad es que la punta se despega de la muestra, es decir, que el área 

se hace más pequeña de lo que esperaríamos según nuestra teoría. Si nos fijamos en los resultados de 

la simulación, podemos ver que las fuerzas nunca se hacen negativas (llegan a ser cero, pero no 

menores, véanse las líneas de puntos en la figura 2-11), ya que la simulación FEM predice 

correctamente este desacople punta-muestra. Todo esto nos obligaría a revisar las ecuaciones 

desarrolladas hasta el momento, para tener en cuenta este problema del desacoplamiento entre punta 

y muestra. 

En el capítulo 5 exploraremos este problema con más detalle, viendo que la solución en la vuelta está 

basada en la solución de la ida [124]. Pero de momento vamos a intentar utilizar en los experimentos 

la teoría de la que disponemos, dejando una demostración formal para más adelante. Nos basaremos 

en la observación de que, al menos tanto en la ida, como en las primeras fases de la vuelta, las 

ecuaciones predicen razonablemente bien los resultados numéricos. 

 

2.9 Interpretación física y biológica  de los modelos 

 

Hasta ahora hemos resuelto el problema de la indentación de un material viscoelástico para 

diferentes modelos, comprobando la validez de nuestras soluciones con simulaciones FEM. En las 

siguientes secciones veremos cómo utilizar la teoría en la práctica, e incluso daremos datos de una 

célula real. Pero antes que nada, como puente entre la teoría y los experimentos vamos a intentar dar 

significado físico y biológico a los diferentes modelos de viscoelasticidad que hemos utilizado (la 

derivación matemática de los mismos se encuentra en el apéndice D.2).  

Kelvin-Voigt: Modelo poroelástico 

En este modelo vemos que tenemos, independientemente de la geometría de la punta, una parte 

conservativa y una viscosa (ver ecuación 2-27). Esta es una de sus grandes ventajas, su sencillez, es el 

modelo más simple que incluye viscosidad. Sin embargo, también tiene una interpretación biológica 

muy interesante. La idea consiste en relacionarlo con el modelo poroelástico para una célula [70]. En 

dicho modelo, la respuesta viscoelástica está relacionada no solo con las propiedades del 

citoesqueleto en sí, si no con el movimiento del citosol a través del mismo. Siguiendo dicha 

interpretación, la parte elástica del modelo de Kelvin-Voigt caracteriza la respuesta de la estructura de 

la célula, es decir, mide directamente la rigidez del citoesqueleto. La parte viscosa, sin embargo, está 

relacionada con la interacción fluido-estructura entre el citosol y el citoesqueleto. A mayor viscosidad 

en este modelo, mayor dificultad del citosol para moverse a través de los huecos internos de la célula. 

Es importante recordar que, desde este punto de vista, la viscosidad que medimos no es la que 

tendría el citosol intrínsecamente como líquido, la cual tendría un valor bastante más bajo.  En los 

experimentos veremos que dicha interpretación es consistente con los resultados obtenidos. 
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Una propiedad interesante es que, si tuviéramos cualquier otro modelo viscoelástico lineal y 

efectuáramos las medidas a cierta frecuencia, siempre podemos encontrar un Kelvin-Voigt que nos dé 

exactamente la misma respuesta. O dicho de otra forma, cualquier modelo viscoelástico lineal es 

equivalente a un conjunto de Kelvin-Voigts adecuados, uno diferente para cada frecuencia. 

Demostraremos esta propiedad en los apéndices, aunque debemos decir que solo para el caso 

unidimensional, por lo que tendremos que usar esta equivalencia con ciertas reservas para el caso 

tridimensional. 

SLS: Un poco más realista 

En este caso seguimos interpretando la célula como un sistema homogéneo, donde a pesar de las 

diferentes estructuras que la conforman podemos resumir su comportamiento en una respuesta de 

elementos elásticos y viscosos. Sin embargo, a diferencia del Kelvin-Voigt, ahora tenemos dos 

módulos de Young (lo que provoca que tengamos dos rigideces límites para este modelo, una a altas 

frecuencias y  otra a bajas[115]). Este modelo se suele preferir al de Kelvin-Voigt debido a que 

predice de forma más realista el comportamiento de los experimentos de relajación de fuerzas. Como 

podemos ver tanto en cualquiera de las soluciones particulares de las geometrías (2-41, 2-44, 2-47), 

este modelo tiene una parte viscosa y otra elástica, pero ahora además tenemos una parte que se 

relaja exponencialmente con el tiempo. Podemos tener varias interpretaciones para esta componente 

de relajación, una de ellas, bastante sugerente, es que es debida al intercambio de fluido entre la 

célula y el entorno. Sin embargo podría ser que la célula modificara su citoesqueleto, o que 

simplemente fuera una componente del modelo poroelástico. 

Sin embargo, aunque se ha visto  que este modelo predice razonablemente bien las medidas hechas 

en hidrogeles, a tiempos muy cortos el modelo Power-law se adapta mejor a los datos 

experimentales[78].  

Modelo Power-law: Diferentes tiempos de relajación 

Dado que la célula está compuesta de muchos elementos diferentes, cada uno con diferentes 

características mecánicas…  ¿tiene sentido hablar de un número pequeño de rigideces y viscosidades? 

Parece que no deberíamos usar un simple Kelvin-Voigt de dos elementos, o un SLS con solo uno 

más, para un sistema tan complejo como una célula. Podríamos intentar añadir más elementos 

obteniendo modelos más y más complejos, pero, a pesar de que conseguiríamos más exactitud, la 

interpretación sería también más oscura. Sin embargo, se puede demostrar que, bajo ciertas 

condiciones muy generales, un sistema compuesto por una gran variedad de elementos con diferentes 

características tendrá una función de relajación muy sencilla, dependiente del tiempo elevado a una 

potencia [127]. Este es el llamado modelo Power-law, que hemos utilizado en las secciones 

anteriores.  

En dicho modelo no existe un solo tiempo de relajación, sino que, al ser una combinación de 

muchos elementos, tendremos una combinación de todas ellas. El principal parámetro de este 

modelo es la potencia a la que esta elevado el tiempo: 𝛾. Este parámetro, expresa como de sólida o 

líquida es la célula, es decir, cuanto importan los elementos de absorción de energía, en comparación 

con los elementos puramente elásticos. Cuando este valor es exactamente 0, todos los elementos de 

la célula son puramente elásticos, es decir, no hay ningún mecanismo de absorción de energía. En el 
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caso contrario, si fuera igual  a uno, la célula estaría compuesta por elementos puramente líquidos, sin 

ninguna rigidez estructural. 

 

2.10  Obtención de los parámetros en un experimento de AFM. 

 

Una vez que hemos obtenido fórmulas e interpretaciones para diferentes modelos y geometrías, 

vamos a ver cómo podemos combinarlas con los datos experimentales del AFM, para así conseguir 

calcular los parámetros de los modelos. 

Preproceso de los datos experimentales 

En la introducción de esta tesis explicamos la utilidad de un AFM para la medición de las 

propiedades mecánicas en la nanoescala, así como sus fundamentos básicos. A nivel operativo, los 

datos que nos da el microscopio para cada pixel son dos curvas en función del tiempo., una de 

deflexión de la micropalanca 𝑑(𝑡) (mediada por el fotodiodo) y otra de posición de la base de la 

misma 𝑍𝑐(𝑡) (respecto a un sistema arbitrario definido por el software de cada microscopio). 

 
Fig. 2-12: Curvas experimentales. (a) Distancia punta muestra (S), indentación (I), y fuerza (F) en 
función del ratio entre tiempo y el periodo de modulación. (b) Curva de fuerza-indentación obtenida 
en las zonas centrales de un fibroblasto. Para cada indentación tenemos dos fuerzas, una a la ida y 

otra a la vuelta.  
 

Partiendo de estas dos curvas, podemos obtener toda la información que necesitamos para 

correlacionarla con nuestros modelos. En nuestro caso particular, nos interesa tener las curvas de 

fuerza-indentación y velocidad-indentación. Para obtener la indentación nos basaremos en la 

siguiente relación geométrica para las distancias entre la punta y la muestra, llamada 𝑆(𝑡): 

𝑆(𝑡) = 𝑍𝑐(𝑡) − 𝑍0 + 𝑑(𝑡) 2-55 

  

Donde 𝑍0 es la posición de la base a la cual tenemos el contacto punta-muestra. La  detección de este 

punto, a nivel teórico, consiste en ver en qué momento la palanca se empieza a doblar (cuando 𝑑 >



 
 4

1

 

0), ya que eso indica que estamos detectando una fuerza debido al contacto con la superficie. Sin 

embargo, en la práctica encontrar este punto con precisión es bastante complicado debido a 

imprecisiones experimentales [96]. Una vez calculado este punto de contacto definimos la 

indentación 𝐼(𝑡) como 

𝐼(𝑡) = −𝑆(𝑡) 𝑆(𝑡) ≤ 0 
2-56 

𝐼(𝑡) = 0 𝑆(𝑡) > 0 

   

Todo este procesamiento se hará gracias a un programa escrito en Python para eta tesis, Una vez 

procesados los datos del microscopio para obtener las curvas adecuadas, veamos cómo podemos 

extraer los parámetros que nos interesan de las mismas. 

Ajuste numérico o resolución analítica  

Una vez que tenemos las curvas experimentales fuerza-distancia, podemos compararlas con las 

ecuaciones analíticas para obtener los parámetros elásticos del material. Para hacer esto tenemos dos 

opciones claramente diferenciadas. La primera es realizar un ajuste numérico [78] . La segunda es 

intentar despejar los parámetros de las ecuaciones. 

La ventaja del ajuste numérico es que podemos utilizarlo para todos los modelos desarrollados, 

independientemente de la complejidad de la fórmula. Es decir, sería válido para cualquiera de las 

expresiones desarrolladas en esta tesis. Sin embargo, el problema es que un ajuste numérico debe 

hacerse en la totalidad de la curva (o al menos en una sección grande de la misma), por lo que 

perdemos resolución vertical de las propiedades mecánicas. En el caso de escoger esta opción, 

existen rutinas numéricas para el ajuste de curvas fácilmente disponibles en  leguajes como Python. 

Las ventajas de intentar despejar los parámetros de las ecuaciones son varias. Por un lado siempre es 

conveniente trabajar con expresiones analíticas, ya que permiten obtener información útil mediante 

simple inspección visual de la ecuación. Por otro lado, si podemos despejar los parámetros 

tendremos un valor de los parámetros para cada punto de la curva experimental, así que no 

perderemos resolución espacial en profundidad. El problema de esta vía es que no es siempre 

posible despejar los parámetros en las ecuaciones, debido a la complejidad de las mismas. 

Por simplicidad, vamos a detallar como calcular la opción analítica para el caso de Kelvin-Voigt, 

aunque se podría seguir un procedimiento similar para alguno de  los otros modelos. 

 

Resolución analítica de los parámetros 

Supongamos que partimos de las ecuaciones resueltas para el modelo de Kelvin-Voigt. Hemos visto 

que estas ecuaciones son del tipo (2-27), por lo que tendríamos dos expresiones en función de la 

indentación, una para la ida y otra para la vuelta 

𝐹𝑖𝑑𝑎 = 𝛼𝐸𝐼𝛽 + 𝛼𝛽ηE𝐼𝛽−1𝐼𝑖̇𝑑𝑎 

2-57  

𝐹𝑣𝑢𝑒𝑙𝑡𝑎 = 𝛼𝐸𝐼𝛽 + 𝛼𝛽ηE𝐼𝛽−1𝐼𝑣̇𝑢𝑒𝑙𝑡𝑎 
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Donde tanto F como I son las curvas experimentales, mientras que 𝛼 y 𝛽 dependerán de la geometría 

del indentador. La clave está en suponer que la curva de indentación 𝐼 es simétrica tanto en la ida 

como en la vuelta, es decir que a cualquier indentación 𝐼, la velocidad es exactamente igual en la ida y 

en la vuelta, solo que de signo contrario 

𝐼𝑖̇𝑑𝑎(𝐼) = −𝐼𝑣̇𝑢𝑒𝑙𝑡𝑎(𝐼) 2-58 

  

De esta forma podemos calcular la suma y la resta de las dos expresiones anteriores 

𝐹𝑖𝑑𝑎 + 𝐹𝑣𝑢𝑒𝑙𝑡𝑎 = 2𝛼𝐸𝐼𝛽 
2-59 

𝐹𝑖𝑑𝑎 − 𝐹𝑣𝑢𝑒𝑙𝑡𝑎 = 2𝛼𝛽ηE𝐼𝛽−1𝐼 ̇

  

De donde podemos despejar fácilmente los parámetros del modelo (módulo de Young y viscosidad) 

en función de las curvas experimentales 

𝐸 =
𝐹𝑖𝑑𝑎 + 𝐹𝑣𝑢𝑒𝑙𝑡𝑎

2𝛼𝐼𝛽
 

2-60 

ηE =
𝐹𝑖𝑑𝑎 − 𝐹𝑣𝑢𝑒𝑙𝑡𝑎

2𝛼𝛽𝐼𝛽−1𝐼̇
 

  

Expresiones que deberemos particularizar para distintas geometrías. Las ecuaciones 2-60 permiten 

transformar una curva de fuerzas en dos curvas, una de módulos de Young y otra de viscosidades. 

 

Limitaciones 

Hemos visto anteriormente que las solucione obtenidas por el método de Lee y Radok no son 

válidos en la vuelta, así que… ¿cómo podemos aceptar la validez de las fórmulas para calcular los 

parámetros, si incluyen datos de la vuelta (𝐹𝑣𝑢𝑒𝑙𝑡𝑎)?. La clave está en que, como vimos en las 

simulaciones, en el momento inicial de la curva de vuelta, las expresiones teóricas siguen siendo 

válidas. Es decir, alrededor del punto de máxima indentación, podemos usar con seguridad nuestra 

teoría. 

En el capítulo 5 analizaremos en profundidad y resolveremos completamente este problema de 

forma analítica, explicando con más detalle hasta qué punto son válidas las expresiones 2-60 para los 

parámetros del material. 

Vamos entonces a aplicar el método que acabamos de desarrollar a un caso experimental. 

 

2.11 Ejemplo práctico: medición de las propiedades de un fibroblasto. 

 

Finalmente, intentaremos en esta sección obtener y estudiar las propiedades mecánicas de una célula 

viva. La célula escogida en un fibroblasto de ratón (MEF, Mouse Embryonic Fibroblast), debido a su 
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facilidad de manejo en el laboratorio. Analizaremos el comportamiento de los parámetros en dos 

estudios: Uno en función de la frecuencia (estudio reológico) y otro aplicando un medicamento que 

afecta al citoesqueleto.  

 
Fig. 2-13: Fibroblasto utilizado en las medidas. (a) Imagen óptica. (b) Imagen topográfica obtenida 
con el AFM en modo de contacto. 
 

Procedimiento experimental 

En primer lugar, escogemos mediante microscopia óptica una zona central de la célula, alejada de las 

bordes de la misma. Hemos evitado el realizar medidas en los bordes, ya que, al ser el grosor de la 

célula muy fino en estas zonas, deberíamos tener en cuenta el efecto del sustrato sobre el cual se 

encuentran. Si bien existen teorías para la corrección de dicho efecto [90, 103], en el siguiente 

capítulo veremos que el problema no está correctamente resuelto en la bibliografía, por lo que 

intentaremos evitar su efecto tanto como sea posible. Una vez escogida la zona de medida, realizamos 

un gran número de curvas de fuerza para poder obtener un estudio estadístico de los parámetros. 

Estas curvas de fuerza se obtendrán usando una indentación a velocidad constante. Analizando cada 

una de las curvas como hemos descrito en la sección 2.9, obtendremos un módulo de Young y una 

viscosidad media. Como se puede ver en los apéndices, con estos parámetros también podemos 

calcular dos variables derivadas: el tiempo de relajación, y el “loss modulus” (módulo de Young de 

disipación de energía). 

Hemos repetido el experimento en unas 20 células diferentes, obteniendo resultados similares en 

todas ellas, de forma que podemos confiar en que nuestros resultados no se deben a una célula en 

particular. Sin embargo, las barras de error mostradas en las gráficas son obtenidas en las medidas de 

una sola célula, es decir, muestran la variabilidad interna de un fibroblasto, no la de una población de 

los mismos. 

Variación con la frecuencia 

En primer lugar vamos a estudiar como varían los parámetros en función de la velocidad a la que 

hagamos el experimento. En la figura 2-14 hemos representado el comportamiento de las cuatro 

variables de las que se compone el modelo de Kelvin-Voigt cuando variamos la velocidad. 
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Fig. 2-14: Comportamiento de diferentes parámetros en función de la velocidad a la cual se hace el 
experimento. (a) Módulo de Young. (b) Viscosidad. (c) “Loss modulus”. (d) Tiempo de relajación 
 

En primer lugar podemos ver que el módulo de Young es constante en el rango de velocidades 

medido. Esto tiene sentido si recordamos que este parámetro indica la respuesta elástica del 

citoesqueleto. Si pensamos en un muelle, por ejemplo, su constante de rigidez no varía con la 

velocidad con la que lo comprimamos, por lo que también es natural que la rigidez del sistema de 

fibras que compone el citoesqueleto sea inmune a la velocidad de compresión. Sin embargo, en la 

bibliografía se ha comprobado que, en experimentos efectuados a frecuencias más altas, el módulo de 

Young aumenta con la frecuencia [6]… ¿Cómo podemos encajar estos resultados con los nuestros y 

con la interpretación antes dada? La clave está en que la rigidez del citoesqueleto a altas frecuencias 

podría incluir efectos termodinámicos, que no estudiaremos en este trabajo [128]. 

La viscosidad, sin embargo, disminuye claramente con la velocidad en nuestros experimentos. 

Recordando la interpretación que dimos con ayuda del modelo poroelástico, esto tiene sentido. En 

dicha interpretación la viscosidad está relacionada con las pérdidas de energía debidas a la dificultad 

del citosol para moverse a través de los huecos del  citoesqueleto. Si hacemos el experimento de 

forma muy lenta (baja velocidad), daremos tiempo a que se mueva una gran cantidad de fluido (el 

tiempo de equilibrio del fluido es del orden de segundos (nature sobre el citoesqueleto)), por lo que 

la energía disipada será mayor y por lo tanto también lo será el coeficiente de viscosidad. Sin 

embargo, si hacemos el experimento a gran velocidad no daremos tiempo a que el sistema se 
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desequilibre, por lo que las pérdidas de energía serán menores, con lo que la viscosidad efectiva 

también será menor. 

En el caso del tiempo de relajación, vemos que disminuye con la velocidad. Esto implica que, si 

aplicamos la perturbación mecánica durante mucho tiempo, la célula tardará más en recuperarse. 

Por último, el “loss modulus”, que está relacionado con las pérdidas de energía durante un ciclo en el  

caso de una medida oscilatoria, aumenta con la frecuencia. Esto tiene sentido, ya que al aumentar la 

velocidad, incluso aunque la viscosidad sea constante, las perdidas energéticas son mayores. 

 

Efecto de cambios en el citoesqueleto 

 
Fig. 2-15: Imágenes ópticas de la evolución de un fibroblasto ante la acción de la citocalasina-D, 

durante un periodo de una hora. La barra de referencia son 10 𝜇𝑚 
 

Vamos a aplicar un medicamento que modifica las propiedades del citoesqueleto, observando los 

parámetros viscoelásticos en función del tiempo. El medicamento escogido es la citocalasina-D, la 

cual, al inhibir la síntesis de proteínas, bloquea la polimerización de las fibras de actina. De esta 

forma, dado que la creación y destrucción de las fibras es un proceso que se produce continuamente, 

a lo largo del tiempo se observará una disminución de las mismas. En la figura 2-15 podemos 

observar una secuencia de imágenes ópticas de la evolución de la forma de un fibroblasto sometido a 

los efectos de esta droga durante un periodo de una hora. Se puede observar como poco a poco la 

célula va perdiendo su forma definida y haciéndose cada vez más esférica. Esto tiene sentido, ya que 

parte de la función del citoesqueleto es mantener la forma [129], por lo que cualquier cambio en el 

mismo se refleja automáticamente en un cambio en la apariencia externa de la célula. 
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Fig. 2-16: Comportamiento de diferentes parámetros en función del tiempo, ante la acción del 
medicamento. (a) Módulo de Young. (b) Viscosidad. (c) “Loss mudulus”. (d) Tiempo de relajación. 
 

En cuanto a las variables viscoelásticas, vamos a medirlas a una frecuencia fija de 1Hz. Podemos ver 

que todas ellas varían de forma clara durante el periodo de tiempo analizado (ver figura 2-16). El 

módulo de Young disminuye (panel a), lo cual es lógico siguiendo la interpretación que le habíamos 

dado, ya que la misma decía que  estaba relacionado con a la rigidez total del citoesqueleto. Como la 

citocalasina disminuye el número de fibras de actina, esto hace que la estructura total sea más débil y, 

por lo tanto menos rígida, disminuyendo el módulo de Young, como vemos en los datos 

experimentales. Otro efecto relacionado con la disminución del número de fibras es que aumentará 

el tamaño de los huecos entre las mismas, por lo que el citosol se podrá mover con una mayor 

facilidad por el interior de la célula. Como la viscosidad estaba relacionada con la dificultad de dicho 

movimiento, esperaríamos que este parámetro fuera descendiendo según actúa el medicamento, 

conclusión confirmada en nuestros datos (panel b). El “loss modulus” se comporta exactamente igual 

que la viscosidad, lo cual es normal, porque a menor viscosidad, menores perdidas de energía 

durante un ciclo. La única variable que aumenta es el tiempo de relajación. Esto también tiene una 

fácil interpretación, ya que al eliminar parte de los elementos estructurales de la célula, su respuesta 

ante una perturbación mecánica se hará más lenta. O visto de otra forma, hemos reducido el número 

de “muelles” internos de la célula, por lo que le cuesta más tiempo recuperar su estado inicial ante 

una deformación. 
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Efecto combinado de frecuencia y medicamento 

Como último estudio, es interesante ver qué sucede si combinamos los dos efectos antes descritos, es 

decir, si observamos el efecto de la citocalasina  con el tiempo realizando las medidas a dos  

velocidades diferentes. Los resultados se pueden ver en la figura 2-17 

 
Fig. 2-17: Comportamiento de diferentes parámetros en función del tiempo, ante la acción del 
medicamento, cuando el experimento se realiza a dos velocidades distintas. (a) Módulo de Young. (b) 
Viscosidad. (c) “Loss mudulus”. (d) Tiempo de relajación. 
 

Como era de esperar, las tendencias temporales de los diferentes parámetros ante la acción del 

medicamento son similares. Es más, en el caso del módulo de Young, dado que este parámetro no 

depende la velocidad del experimento, las curvas tomadas se superponen de manera casi perfecta. En 

los demás parámetros existe un desplazamiento vertical, debido a la dependencia de los mismos con 

la velocidad, pero las tendencias son similares entre diferentes curvas. Esto muestra que los análisis 

realizados en las secciones anteriores son consistentes. 

 

2.10 Conclusiones 

 

En este capítulo hemos analizado como obtener las propiedades viscoelásticas de una célula. En 

primer lugar, hemos obtenido la formulación teórica adecuada, y después la hemos aplicado al caso 

experimental de un fibroblasto, buscando una interpretación física y biológica de los resultados. 
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Para desarrollar la teoría, se han combinado las soluciones elásticas de mecánica de contacto con la 

hipótesis de Lee y Radok. Esto nos ha permitido obtener fórmulas explícitas para la fuerza en función 

de la indentación para las diferentes geometrías de la punta. Si bien nuestro estudio se ha centrado en 

los tres modelos de viscoelasticidad más usados (Kelvin-Voigt, SLS y Power-law), la extensión a 

cualquier otro tipo sería sencilla (solo necesitamos su función de relajación). Al comparar las 

expresiones obtenidas con los datos obtenidos en las simulaciones de elementos finitos,  se ha visto 

una similitud magnífica entre ambas.  

Como aplicación práctica de lo anterior, hemos visto cómo usar la teoría para analizar una célula en 

particular: un fibroblasto de ratón. Para ello nos centramos en el modelo de Kelvin-Voigt, optando 

por despejar analíticamente los parámetros del mismo (módulo de Young y viscosidad), en vez de 

aplicar directamente un ajuste numérico. Usando el modelo poroelástico de la célula, pudimos dar 

una interpretación de estos dos parámetros en términos de los elementos estructurales de la célula. 

En esta interpretación, el módulo de Young se corresponde con la rigidez del citoesqueleto, mientras 

que la viscosidad es la dificultad del citosol para moverse a través de los huecos del mismo. En los 

estudios efectuados, tanto reológicos como de comportamiento ante medicamentos, comprobamos 

que esta interpretación se corresponde con los resultados experimentales. 

Sin embargo, quedan varias cuestiones por considerar. Una de ella es que estamos considerando que 

la célula tiene un grosor infinito (relativo a la indentación usada en el experimento). Esto es cierto si 

medimos su parte central, pero no en las zonas laterales, donde su grosor es menor. Para solucionar 

esto, deberemos considerar como el “suelo” sobre que el que se encuentra apoyada la célula afecta a 

las medidas de esas zonas de mayor fineza. Ese es el objetivo de los dos siguientes capítulos. 
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3. Efecto del substrato en un sistema 

elástico 

 

 
Fig. 3-0: (a) Este capítulo incluirá la geometría de la punta y el efecto del sustrato, siendo la célula 
puramente elástica. (b) La fuerza medida ahora dependerá explícitamente del grosor de la célula, h. 
(c) Con la disminución del grosor la fuerza es mayor, debido a un mayor efecto del sustrato. 
Intentaremos cuantificar este efecto. 
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3.0 Introducción 

 

En el capítulo anterior hemos medido las propiedades viscoelásticas de un fibroblasto en la zona 

central (cerca del núcleo). Si bien podemos extraer propiedades interesantes en estas regiones, puede 

que las mismas no sean representativas de la célula, ya que solo hemos medido en una región muy 

específica de la misma. Sin embargo, si intentamos medir en las zonas exteriores, la indentación será 

lo suficientemente grande para acercarse al sustrato, el cual se sabe que afectaría a nuestras medidas 

[90, 103]. Una opción sería indentar muy poco, de forma que el ratio indentación-grosor fuera muy 

bajo, pero entonces tendríamos problemas localizando el punto de contacto [96]. La única salida es 

intentar encontrar una corrección a las fórmulas analíticas del capítulo anterior, de forma que 

sepamos con precisión cual es el efecto del sustrato en nuestras medidas. Por simplicidad, en este 

capítulo vamos a centrarnos primero en solucionar el caso puramente elástico, antes de pasar al caso 

viscoelástico en el capítulo 4. 

 

3.1 descripción matemática del problema 

 

Una vez descrito el problema desde el punto de vista experimental, veamos a ver cómo expresarlo 

matemáticamente. La idea es que vamos a tener un problema muy similar al del capítulo anterior, 

pero tanto las condiciones de contorno como la ecuación diferencial serán diferentes.  

Ecuación diferencial 

Vamos a suponer por el momento que el sistema es elástico puro, por lo tanto la ecuación diferencial 

de tensión deformación será la 2-4.  En el capítulo cuatro relajaremos esta hipótesis y veremos qué 

pasa al combinar viscoelasticidad junto con un substrato, pero de momento nos conformaremos con 

atacar un problema más sencillo. No nos preocuparemos por la descripción elástica detallada del 

substrato, ya que supondremos que es un objeto de infinita dureza, esto es, imposible de deformar. 

De esta forma la información mecánica del mismo aparecerá en forma de unas nuevas condiciones 

de contorno. 

 Nuevas condiciones de contorno 

En la superficie superior (que se encuentra en contacto con el indentador) las condiciones son las 

mismas que las usadas en el capítulo 2 (ecuaciones 2-17), ya que suponemos que la física en la 

superficie de la muestra es la misma. Es decir: 

𝑢𝑧 = 𝐼 − 𝑓(𝑟) 𝑟 < 𝑎 , z = 0 

3-1 𝜎𝑧𝑧 = 0 𝑟 > 𝑎, z = 0 

𝜎𝑧𝑦 = 𝜎𝑧𝑥 = 0 ∀𝑟, z = 0 

   

donde recordamos que 𝐼 es la indentación y 𝑓(𝑟) es la forma de la punta, siendo 𝑎 el radio del área 

de contacto. De la misma forma, supondremos que la célula tiene una dimensión lateral infinita. Esto 

es más general de lo que pudiera parecer, ya que las dimensiones laterales de la célula son mayores 
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que su grosor. Esto implica que podemos mantener la condición (ecuación 2-18) que las tensiones 

tienden a cero  cuando 𝑟 → ∞ 

𝜎𝑖𝑗 = 0 𝑟 → ∞ 3-2 

   

Sin embargo, la condición usada en el caso de la muestra infinita de que las tensiones tiendan a cero a 

grandes profundidades (ecuación 2-18) no tiene sentido en este caso, porque estamos teniendo en 

cuenta el grosor finito de la célula, por lo que no podemos asumir que 𝑧 → ∞. La nueva condición 

de contorno estará dada por el contacto entre la célula y el substrato. Por un lado es claro que el 

substrato impide los movimientos verticales de la célula, ya que es infinitamente duro (en 

comparación con la misma), por lo que: 

𝑢𝑧 = 0 𝑧 = ℎ 3-3 

   

El movimiento lateral dependerá de si la célula está o no totalmente agarrada al substrato. Si es así, no 

se podrá mover lateralmente, por lo que otra condición de contorno será 

𝑢𝑦 = 𝑢𝑥 = 0 𝑧 = ℎ 3-4a 

   

Sin embargo, podría ser que la célula solo estuviera apoyada, pudiendo deslizar lateralmente. En tal 

caso, la condición de contorno estaría dada por: 

𝜎𝑧𝑥 = 𝜎𝑧𝑦 = 0 𝑧 = ℎ 3-4b 

   

Veremos ahora como resolver el problema de la indentación con estas nuevas condiciones de 

contorno, mediante el método de Dimitriadis. 

 

3.2 Solución de Dimitriadis 

 

Dimitriadis et al. [90] solucionó nuestro problema matemático para el caso particular de un 

indentador esférico. Si bien su solución es original y relativamente buena en la práctica, tiene dos 

problemas. El primero es que no es fácil de generalizar para otro tipo de geometrías. El segundo es 

que asume que el área de contacto es independiente del grosor de la muestra. En este capítulo 

resolveremos estas dos cuestiones, pero para ello tenemos que explicar el planteamiento basado en 

funciones de Green propuesto por Dimitriadis. 

 

 

 

 

 



 
 5

2

 

Funciones de Green 

 
Fig. 3-1: Esquema de la función de Green. Si aplicamos una fuerza puntual la superficie se deformará 
en todas las direcciones. La componente vertical de esa deformación en la superficie es la llamada 
función de Green. 
 

Si bien no entraremos aquí en los detalles de cómo calcularla, vamos a explicar la idea detrás de la 

función de Green para un sistema elástico. Supongamos que las condiciones de contorno para la 

superficie superior son las siguientes 

𝜎𝑧𝑧 =
𝛿(𝑟)

2𝜋𝑟
 

∀𝑟, z = 0 

3-5 

𝜎𝑧𝑦 = 𝜎𝑧𝑥 = 0 ∀𝑟, z = 0 

 

Donde 𝛿(𝑟) es la función delta de Dirac. Es decir, en la superficie superior aplicamos una fuerza 

vertical justo en el centro (𝑟 = 0), por lo que toda la muestra se deformará debido a esta fuerza 

puntual. La función que nos da la deformación en función de la posición para cada una de las 

direcciones es la llamada función de Green [116].  

𝐺𝑖(𝑟, 𝑧) = 𝑢𝑖(𝑟, 𝑧) ∀𝑟, ∀𝑧 3-6 

   

Dado que experimentalmente solo tendemos acceso a las medidas en la superficie de la muestra (z = 

0) en dirección vertical (𝐺𝑧), nos restringiremos a la componente vertical de la función de Green en la 

superficie, es decir 

𝐺(𝑟) = 𝐺𝑧(𝑟, 0) = 𝑢𝑧(𝑟, 0) ∀𝑟, z = 0 3-7 

   

En las siguientes subsecciones daremos soluciones explicitas para la función de Green. Es interesante 

notar que la función de Green no tiene dimensiones de longitud, como podría parecer viendo la 

fórmula 3-7. Para saber sus dimensiones correctas debemos recordar que esta función  se calcula bajo 

unas condiciones de fuerza unitaria (condición 3-5), por lo que sus dimensionalidad correcta es 

unidad de longitud dividida entre unidad de fuerza. 

La utilidad de las funciones de Green reside en la linealidad del problema. Imaginemos que 

aplicamos en la superficie de la muestra una distribución de presiones 𝑃(𝑥, 𝑦) cualquiera. Esta 

distribución de presiones podría escribirse como una suma (una integral en el límite) de distintas 

presiones puntuales en cada punto 
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𝑃(𝑥0, 𝑦0) = ∬𝑃(𝑥, 𝑦) 
𝛿(𝜌)

2𝜋𝜌
 𝑑𝑆 3-8 

  

Donde 𝜌 = √(𝑥 − 𝑥0)
2 + (𝑦 − 𝑦0)

2 es la distancia entre el punto donde medimos la presión y los 

diferentes puntos de la superficie en los que calculamos la integral. La integral tiene que calcularse 

sobre toda la superficie superior de la muestra (dS es un diferencial de área). Como el problema es 

lineal, sabemos que la deformación total estará dada por la suma de las diferentes deformaciones 

debidas a cada presión puntual (las funciones de Green). Es decir, la combinación de 3-7 con 3-8 nos 

da [122] 

𝑢(𝑥0, 𝑦0) = ∬𝑃(𝑥, 𝑦) 𝐺(𝜌) 𝑑𝑆 3-9 

  

Esta es la ecuación integral que relaciona presiones y deformaciones (recordemos, ambas en la 

dirección vertical y en la superficie) a través de la función de Green. Vamos a ver qué aspecto 

adquiere dicha función para diferentes problemas de indentación. 

 

Funciones de Green para el problema infinito 

En el caso de una muestra homogénea e infinita (Es decir, con las condiciones de contorno dadas  

por las ecuaciones 2-17), la función de Green será [116]: 

𝐺∞(𝜌) =
1 − 𝜈2

𝜋𝐸

1

𝜌
 3-10 

  

El subíndice ‘∞’ hace referencia a que el grosor de la muestra se supone infinito. Podemos ver que la 

deformación diverge en el centro (lo cual tiene sentido, ya que la presión 𝜎𝑧𝑧 también se hace 

ilimitadamente grande cuando 𝜌 = 0). También vemos que cuando nos alejamos infinitamente del 

punto de aplicación de la fuerza la deformación se hace nula (lo cual coincide con la condición de 

contorno 3-2). Utilizando esta función de Green podríamos recuperar las soluciones dadas por 

Sneddon (ecuaciones 2-21) para el sistema elástico infinito. Pero en nuestro caso tenemos que ver 

cómo sería la función de Green en el caso del problema del sustrato. 

 

Funciones de Green para el problema del substrato 

Nuestro objetivo es encontrar un equivalente de 3-10 para el caso de que la muestra tenga un grosor 

finito h (condiciones de contorno 3-4a o 3-4b en la cara inferior). Dimitriadis [90] demostró que esta 

función está dada por  

𝐺(𝜌) = 𝐺∞(𝜌) [1 + 𝛼0

𝜌

ℎ
+  𝛽0 (

𝜌

ℎ
)
3

+ ⋯] 3-11 

  

Donde 𝛼0 y  𝛽0 son constantes que no dependerán de la geometría de la muestra (aunque sí de como 

este fijada al sustrato, así como de los coeficiente de Poisson) y donde 𝐺∞ es la función de Green 
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para el caso infinito (ecuación 3-10). Como vemos la nueva función de Green para el caso finito es la 

del caso infinito multiplicada por una serie de factores de corrección, los cuales son potencias de 
𝜌

ℎ
. 

Es decir, la función de Green corregida a cierto  orden n (𝐺(𝜌) = 𝑂 (
𝜌

ℎ
)
𝑛

) tendrá un mayor error 

según nos alejemos del punto de aplicación de la fuerza puntual. 

La última cuestión que surge es el valor concreto de las constantes 𝛼0 y  𝛽0. Dimitriadis calculó 

(combinando análisis teórico y numérico) expresiones para ellas en función del coeficiente de 

Poisson. Estas expresiones dependen de si suponemos que la muestra está agarrada totalmente al 

sustrato (condición 3-4a), o se encuentra simplemente apoyada, pudiendo deslizar lateralmente 

(condición 3-4b). En el primer caso, las expresiones serían 

𝛼0 = −
1.2876 − 1.4678𝜈 + 1.3442𝜈2

1 − 𝜈
 

3-12a 

 𝛽0 =
0.6387 − 1.0277𝜈 + 1.5164𝜈2

1 − 𝜈
 

  

Mientras que en el segundo obtendríamos 

𝛼0 = −0.347
3 − 2𝜈

1 − 𝜈
 

3-12b 

 𝛽0 = 0.056
5 − 2𝜈

1 − 𝜈
 

  

 Nos será de gran utilidad reescribir la ecuación 3-11 introduciendo potencias de una variable muda I 

𝐺(𝜌) = 𝐺∞(𝜌) [1 + 𝛼0

𝜌

ℎ

𝐼

𝐼
+  𝛽0 (

𝜌

ℎ
)
3

(
𝐼

𝐼
)
3

+ ⋯] 3-13 

  

Dichas potencias son exactamente iguales a uno, por lo que no varían la ecuación. Reescribiendo 

podemos ver que  

𝐺(𝜌) = 𝐺∞(𝜌)[1 +  𝛼(𝜌)𝜀 +  𝛽(𝜌)𝜀3 + ⋯] 3-14 

  

Donde  

𝛼(𝜌) =  𝛼0

𝜌

𝐼
 

3-15 
𝛽(𝜌) =   𝛽0

𝜌

𝐼
 

  

son funciones que dependerán de las constantes 𝛼0 y  𝛽0 , y  

𝜀 =
𝐼

ℎ
 3-16 

  

es un número que depende del grosor de la muestra. La utilidad de esta reformulación, así como el 

significado de la variable muda I se verá en la siguiente subsección.  
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Sistema de ecuaciones integrales 

Veremos ahora como utilizar la función de Green para resolver el problema de la indentación. 

Hemos visto que la deformación (dentro de la zona de contacto) viene dada por la forma del 

indentador (condición 3-1), y que la función de Green para un sistema de grosor finito h viene dada 

por la ecuación 3-14. Sustituyendo ambas expresiones en la ecuación integral de Green para la 

deformación (3-9) obtenemos que 

𝐼 − 𝑓(𝑟0) = ∬𝑃(𝑟) 𝐺∞(𝜌)[1 +  𝛼(𝜌)𝜀 +  𝛽(𝜌)𝜀3 + ⋯] 𝑑𝑆 3-17 

  

Si bien la única incógnita en la ecuación integral es la distribución de presiones 𝑃(𝑟), resolver una 

ecuación integral de este tipo no es tarea fácil. Sin embargo, podemos ver ahora la utilidad de haber 

introducido la variable muda I en la definición de la ecuación de Green. En la parte izquierda de la 

ecuación vemos que podemos interpretar I como la indentación máxima, por lo que 𝜀 es el ratio 

entre la indentación y el grosor de la muestra. Para indentaciones muy pequeñas en comparación con 

dicho grosor, podemos extender la presión P en serie de potencias de dicha variable 

𝑃(𝑟) = 𝑃0(𝑟) + 𝑃1(𝑟)𝜀 + 𝑃2(𝑟)𝜀
2 + 𝑃3(𝑟)𝜀

3 + 𝑃4(𝑟)𝜀
4 + ⋯ 3-18 

  

Lo que sustituido en la ecuación integral nos dará 

𝐼 − 𝑓(𝑟0) = ∬[𝑃0(𝑟) + 𝑃1(𝑟)𝜀 + 𝑃2(𝑟)𝜀
2 + 𝑃3(𝑟)𝜀

3 + 𝑃4(𝑟)𝜀
4] 𝐺∞(𝜌)[1

+  𝛼(𝜌)𝜀 +  𝛽(𝜌)𝜀3] 𝑑𝑆 

3-19 

  

Podemos separar esta ecuación para los distintos exponentes de 𝜀, obtenendo una serie de 

ecuaciones integrales 

𝜀0 ∬[𝑃0 𝐺∞] 𝑑𝑆 =  𝐼 −  𝑓(𝑟0) 

3-20 

𝜀1 ∬[𝑃0 𝐺∞𝛼 + 𝑃1 𝐺∞]𝑑𝑆 =  0 

𝜀2 ∬[𝑃1 𝐺∞𝛼 + 𝑃2 𝐺∞]𝑑𝑆 =  0 

𝜀3 ∬[𝑃0 𝐺∞ 𝛽 + 𝑃2 𝐺∞𝛼 + 𝑃3 𝐺∞] 𝑑𝑆 =  0 

𝜀4 ∬[𝑃1 𝐺∞ 𝛽 + 𝑃3 𝐺∞𝛼 + 𝑃4 𝐺∞] 𝑑𝑆 =  0 

   

Para cada geometría concreta del indentador (que quedará establecida por la función 𝑓(𝑟0)) 

podremos resolver la primera ecuación integral, obteniendo 𝑃0, lo que a su vez nos permitirá obtener 

𝑃1 en la siguiente y así sucesivamente. 
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Ecuación clásica de Dimitriadis para la esfera 

Dimitriadis resolvió el sistema de ecuaciones integrales para el caso de una esfera, obteniendo la 

siguiente distribución de presiones 

𝑃0 =
2𝐸

𝜋(1 − 𝜈2)

1

𝑅
(𝑎 − 𝑟2)

1
2 

3-21 

𝑃1 = −
4𝐸𝛼0

3𝜋2(1 − 𝜈2)

𝑎3

𝑅𝐼

1

(𝑎 − 𝑟2)
1
2

 

𝑃2 = −
8𝐸𝛼0

2

3𝜋3(1 − 𝜈2)

𝑎4

𝑅𝐼2

1

(𝑎 − 𝑟2)
1
2

 

𝑃3 = −
16𝐸

15𝜋4(1 − 𝜈2)

𝑎3

𝑅𝐼3

[(5𝛼0
3 − 2𝜋2 𝛽0)𝑎

2 + 5𝜋2 𝛽0𝑟
2]

(𝑎 − 𝑟2)
1
2

 

𝑃4 = −
32𝐸𝛼0

45𝜋4(1 − 𝜈2)

𝑎4

𝑅𝐼4

[(15𝛼0
3 − 𝜋2 𝛽0)𝑎

2 + 15𝜋2 𝛽0𝑟
2]

(𝑎 − 𝑟2)
1
2

 

  

Para lograr obtener la fuerza, debemos integrar las presiones en toda el área de contacto. Dimitriadis 

asumió que el área de contacto sería igual que en la muestra infinita (más adelante veremos que esto 

es erróneo), obteniendo la siguiente fórmula para las fuerzas: 

𝐹 =
16

9
𝐸𝑅𝑡

1
2𝐼

3
2 [1 +

1.133√𝐼𝑅𝑡

ℎ
+

1.283𝐼𝑅𝑡

ℎ2
+

0.769𝛿𝑅𝑡√𝐼𝑅𝑡

ℎ3
+

0.0975(𝐼2𝑅𝑡
2)

ℎ4
] 3-22 

  

Esta expresión (además del error debido a la hipótesis del área) tiene un error en el signo del último 

término (que debería ser negativo), como veremos más adelante.  

 

3.3 Extensión de la solución a otras geometrías. 

 

¿Qué pasará en el caso de que la punta no sea una esfera, si no que tenga otra geometría? Podríamos 

intentar plantear y resolver el mismo sistema de ecuaciones integrales 3-20, pero dado que la 

resolución de estos sistemas es bastante complicada para la mayoría de las geometrías, no parece una 

opción viable. No solo eso, si no que tendremos que asumir que el área de contacto varía con la 

penetración de la misma forma que en el caso infinito, lo cual podría no ser cierto. Sin embargo, 

existe una vía paralela que nos permitirá encontrar soluciones basadas en la solución para el cilindro. 

Es decir, solo tendremos que resolver el sistema de ecuaciones integrales una vez para la geometría 

cilíndrica, y la solución para cualquier otra geometría estará basada en esta solución “semilla”. No 

solo eso, si no que podremos calcular el área de contacto con precisión, sin tener que asumir la 

obtenida en el caso infinito.  
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El procedimiento se basa en un teorema integral que relaciona fuerzas y desplazamientos en la 

superficie de un cuerpo elástico, llamado “teorema de reciprocidad” 

 

Teorema de reciprocidad 

Imaginemos que tenemos un cuerpo elástico. La única condición que ponemos a dicho cuerpo es 

que su ecuación constitutiva sea puramente elástica (ecuación 2-2), pudiendo tener cualquier 

condición de contorno, asimetría o heterogeneidad. Si aplicamos un campo de presiones 𝑃𝑖 en la 

superficie, dicho cuerpo se deformará, por lo que en su superficie obtendremos un campo de 

deformaciones 𝑢𝑖 (recordamos que el índice i recorre todas las dimensiones: i = x, y, z). Si al mismo 

cuerpo le hubiéramos aplicado unas presiones distintas 𝑃∗
𝑖, se habría deformado de forma distinta, 

por lo que en la superficie habríamos obtenido otro campo de deformaciones 𝑢∗
𝑖. El teorema de 

reciprocidad nos dice que la integral de la multiplicación cruzada de las presiones y deformaciones en 

los dos casos, dará el mismo número[130]: 

∬ 𝑃∗
𝑖𝑢𝑖𝑑𝑆

𝜕𝑉

= ∬ 𝑃𝑖𝑢
∗
𝑖𝑑𝑆

𝜕𝑉

 3-23 

  

Donde la integral se tiene que hacer en toda el área exterior del cuerpo (𝜕𝑉 significa “borde del 

volumen“). 

 
Fig. 3.2: Diagrama general del teorema de reciprocidad. (a) Esquema del sólido elástico a deformar 
con sus diferentes superficies. Realizamos dos deformaciones diferentes (b y c) cuyos valores de 
presiones y deformaciones estarán relacionados por la ecuación central. 
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En nuestro caso vamos a utilizar esa expresión para relacionar las deformaciones y presiones de la 

punta cilíndrica con las presiones y deformaciones de cualquier otra geometría. Pero primero vamos 

a simplificar y detallar la ecuación 3-23 para nuestro problema de indentación 

 

Simplificación del teorema de reciprocidad 

Supongamos que el cuerpo elástico es la célula, apoyada en el sustrato. Lo primero que haremos será 

descomponer 3-23 en una suma con las  integrales para distintas áreas del sistema:  

∬ 𝑃∗
𝑖𝑢𝑖𝑑𝑆

𝐴𝑆

+ ∬ 𝑃∗
𝑖𝑢𝑖𝑑𝑆

𝐴𝐼

+ ∬ 𝑃∗
𝑖𝑢𝑖𝑑𝑆

𝐴𝐸

= ∬ 𝑃𝑖𝑢
∗
𝑖𝑑𝑆

𝐴𝑆

+ ∬ 𝑃𝑖𝑢
∗
𝑖𝑑𝑆

𝐴𝐼

+ ∬ 𝑃𝑖𝑢
∗
𝑖𝑑𝑆

𝐴𝐸

 

3-24 

  

Donde (ver figura 3.2) AS implica que la integral se hará en el área superior de la célula (en contacto 

con la punta), AI en el área inferior (en contacto con el sustrato) y AE en el área exterior (los bordes 

laterales de la célula). Esta última integral es nula debido a que los bordes laterales sufren una presión 

igual a cero (no están en contacto con nada, 𝑃𝑥 = 𝑃𝑦 = 𝑃𝑧 = 0), por lo que  

∬ 𝑃∗
𝑖𝑢𝑖𝑑𝑆

𝐴𝐸

= 0 

3-25 

∬ 𝑃𝑖𝑢
∗
𝑖𝑑𝑆

𝐴𝐸

= 0 

  

La segunda integral (superficie inferior de la célula, AI) también se reduce a cero. Podemos ver que 

esto es así recordando las condiciones de contorno del sustrato (ver 3-3 y 3-4a/b). El sustrato siempre 

impide el movimiento vertical (condición 3-3, 𝑢𝑧 = 0) y, o bien impide el movimiento lateral 

(condición 3-4a, 𝑢𝑥 = 𝑢𝑦 = 0) o no ofrece resistencia en esa dirección (condición 3-4b, 𝑃𝑥 = 𝑃𝑦 =

0). Si hacemos explícitos los términos de la integral en la superficie inferior: 

∬ 𝑃∗
𝑖𝑢𝑖𝑑𝑆

𝐴𝐼

= ∬ (𝑃∗
𝑥𝑢𝑥 + 𝑃∗

𝑦𝑢𝑦 + 𝑃∗
𝑧𝑢𝑧)𝑑𝑆

𝐴𝐼

= 0 

3-26 

∬ 𝑃𝑖𝑢
∗
𝑖𝑑𝑆

𝐴𝐼

= ∬ (𝑃𝑥𝑢
∗
𝑥 + 𝑃𝑦𝑢∗

𝑦 + 𝑃𝑧𝑢
∗
𝑧)𝑑𝑆

𝐴𝐼

= 0 

  

Vemos que todos ellos son iguales a cero, por lo que la integral del área inferior también es nula. 

En el área superior (AS) vamos a suponer que la interacción entre la punta y la muestra no tiene 

fricción, por lo que las presiones en la dirección lateral son cero (𝑃𝑥 = 𝑃𝑦 = 0), de tal forma que 

tendremos 

∬ 𝑃∗
𝑖𝑢𝑖𝑑𝑆

𝐴𝑆

= ∬ (𝑃∗
𝑥𝑢𝑥 + 𝑃∗

𝑦𝑢𝑦 + 𝑃∗
𝑧𝑢𝑧)𝑑𝑆

𝐴𝑆

= ∬ 𝑃∗
𝑧𝑢𝑧𝑑𝑆

𝐴𝑆

 

3-27 

∬ 𝑃𝑖𝑢
∗
𝑖𝑑𝑆

𝐴𝑆

= ∬ (𝑃𝑥𝑢
∗
𝑥 + 𝑃𝑦𝑢∗

𝑦 + 𝑃𝑧𝑢
∗
𝑧)𝑑𝑆

𝐴𝑆

= ∬ 𝑃𝑧𝑢
∗
𝑧𝑑𝑆

𝐴𝑆
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De esta forma vemos que la condición 3-8 se convierte en una integral solo en el área superior: 

∬ 𝑃∗
𝑧𝑢𝑧𝑑𝑆

𝐴𝑆

= ∬ 𝑃𝑧𝑢
∗
𝑧𝑑𝑆

𝐴𝑆

 3-28 

  

Donde tanto los desplazamientos como las presiones son medidos en la dirección vertical y en la 

superficie superior. Esta versión simplificada será la que utilizaremos en el resto del capítulo, por lo 

que a partir de ahora no pondremos lo subíndices para facilitar la lectura de las expresiones. Ya que 

nuestro problema tiene simetría cilíndrica, podemos reescribir 3-23 en función solo de la coordenada 

radial 

∫ 𝑃∗(𝑟)𝑢(𝑟)2𝜋𝑟𝑑𝑟
∞

0

= ∫ 𝑃(𝑟)𝑢∗(𝑟)2𝜋𝑟𝑑𝑟
∞

0

 3-29 

  

Esta ecuación, que utilizaremos para solucionar nuestro problema, se encuentra estudiada 

ampliamente en la bibliografía de modelos de contacto para medios infinitos [130]. Veamos cómo 

utilizarla para nuestro problema particular, usando la solución de presiones y deformaciones para un 

indentador cilíndrico como referencia. 

 

Cilindro como solución de referencia 

Vamos a proponer dos experimentos diferentes, uno en el cual indentamos con un cilindro (donde 

las presiones y desplazamientos verticales estarán dados por 𝑃 y 𝑢), y otro en el cual la sonda tendrá 

una geometría dada por 𝑓(𝑟) (en el cual describiremos el estado mecánico con las variables verticales 

𝑃∗ y 𝑢∗).  La deformación en el caso del cilindro estará da por 

𝑢 =  𝐼 𝑟 < 𝑎 
3-30a 

𝑢 =  𝑑𝑒𝑠𝑐𝑜𝑛𝑜𝑐𝑖𝑑𝑜 𝑟 > 𝑎 

   

Donde 𝐼 es la indentación que hemos alcanzado en el experimento, y 𝑎 es el radio del área de 

contacto (que tiene que ser exactamente el radio del cilindro). Veremos que no es necesario saber 

cuál es la deformación de la muestra fuera del área de contacto. Las presiones estarán dadas por  

𝑃 =  𝑠𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛 𝑐𝑜𝑛𝑜𝑐𝑖𝑑𝑎 𝑟 < 𝑎 
3-30b 

𝑃 =  0 𝑟 > 𝑎 

   

Sabemos que la presión fuera del área de contacto deberá ser cero (la superficie está totalmente 

libre). Supondremos que la presión dentro de la zona de contacto es conocida, ya que la hemos 

hallado por otro método (en la sección 3.4 veremos su forma explícita, calculada solucionando el 

sistema de ecuaciones integrales propuesto por Dimitriadis). En el caso del indentador para el cual 

queremos resolver la presión, las condiciones de deformación estarán dadas por 

𝑢∗ = 𝐼∗ − 𝑓(𝑟) 𝑟 < 𝑎∗ 
3-30c 

𝑢∗ =  𝑑𝑒𝑠𝑐𝑜𝑛𝑜𝑐𝑖𝑑𝑜 𝑟 > 𝑎∗ 
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Donde 𝐼∗ es la indentación máxima (justo en el centro del indentador) y 𝑓(𝑟) es la forma del mismo. 

𝑎∗ es el radio del área de contacto, que no tendrá por qué ser igual a la del experimento del cilindro. 

La condición dentro del área de contacto se debe a que suponemos que la muestra tiene que estar 

perfectamente en contacto con el indentador en esta zona. De nuevo, veremos que no necesitamos 

conocer la deformación fuera del área de contacto. Para las presiones tendremos 

𝑃∗ =  𝑠𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛 𝑑𝑒𝑠𝑐𝑜𝑛𝑜𝑐𝑖𝑑𝑎 𝑟 < 𝑎∗ 
3-30d 

𝑃∗ =  0 𝑟 > 𝑎∗ 

   

Como en el caso del cilindro, la presión deberá ser nula fuera del área de contacto. La presión dentro 

de dicha zona es desconocida, ya que es nuestro objetivo. Si la obtenemos solo tendremos que 

integrar en toda el área para obtener la fuerza que mediría el indentador, y nuestro problema estaría 

resuelto. Para obtener esta presión sustituiremos las expresiones 3-30 en la versión simplificada del 

teorema de reciprocidad 3-29, obteniendo: 

2𝜋 ∫ 𝑃∗(𝑟)𝐼𝑟𝑑𝑟
𝑎∗

0

= 2𝜋 ∫ 𝑃(𝑟)𝑟[𝐼∗ − 𝑓(𝑟)]𝑑𝑟
𝑎

0

 3-31 

  

Las integrales solo se calculan dentro de los limites donde las presiones son distintas de cero, es decir, 

dentro de las áreas de contacto (de ahí los limites superiores en 𝑎∗ y 𝑎, respectivamente). 

 
Fig. 3.3: Diagrama con las dos geometrías  usadas en el teorema de reciprocidad. Partiendo de una 
superficie plana (a) realizamos dos deformaciones distintas, una cilíndrica (b) y otra de forma genérica 
f(r) (c). La relación entre ambas deformaciones da la fuerza para la punta genérica, gracias a la 
ecuación central, suponiendo que conocemos la solución para el cilindro. 
 

La siguiente hipótesis va a ser que tanto las áreas cono las indentaciones máximas van a ser iguales en 

ambos experimentos: 

𝑎 = 𝑎∗ 
3-32 

𝐼 = 𝐼∗ 
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Dado que tenemos libertad para escoger el radio del cilindro y la indentación del mismo, siempre 

podemos cumplir esta condición. De esta forma, manipulando ligeramente 3-31 obtendremos que  

2𝜋 ∫ 𝑃∗(𝑟)𝑟𝑑𝑟
𝑎

0

=
2𝜋

𝐼
∫ 𝑃(𝑟)𝑟[𝐼 − 𝑓(𝑟)]𝑑𝑟

𝑎

0

 3-33 

  

Es interesante ver que la parte izquierda de la ecuación no es más que la integral de la presión en 

todo el área del contacto para el indentador axisimétrico, lo cual es la fuerza total que mide ese 

indentador (𝐹∗), por lo que podemos reescribir esta expresión como 

𝐹∗ =
2𝜋

𝐼
∫ 𝑃(𝑟)𝑟[𝐼 − 𝑓(𝑟)]𝑑𝑟

𝑎

0

 3-34 

  

Esta es la expresión que buscamos. Si sabemos la forma del indentador (𝑓(𝑟)) y la distribución de 

presiones para el caso del cilindro (𝑃(𝑟)), podemos conocer la fuerza (𝐹∗) que ejerce dicho 

indentador a una indentación (𝐼) y área de contacto dadas (𝑎). Solo nos queda la duda de obtener una 

relación entre estas dos variables y el problema estará totalmente resuelto. 

 

 

Calculo del área de contacto 

La expresión 3-34 tiene la forma  

𝐹∗ = 𝐹∗(𝐼, 𝑎) 3-35 

  

Por lo que la fuerza está en función de tanto la indentación máxima 𝐼 como del radio del área de 

contacto 𝑎. Es obvio que para una cierta indentación, el radio del área de contacto debería estar 

definido, es decir, que existe una función  

𝑎 = 𝑎(𝐼) 3-36 

  

que al remplazarla en la expresión 3-34 nos permite obtener la fuerza como función explicita de la 

indentación. Una opción es utilizar el radio del área de contacto obtenida por Sneddon para el caso 

infinito (ecuación 2-22).  

𝑎 = 𝑎ℎ𝑜𝑚𝑜𝑔𝑒𝑛𝑒𝑜(𝐼) 3-37a 

  

Esta hipótesis está implícita en la solución clásica obtenida por Dimitriadis. El problema es que el 

área de contacto a cierta indentación depende del grosor de la muestra, por lo que 3-37a no puede 

ser válida para este tipo de muestras finitas. La solución más general fue obtenida por Shield et al 

[131], que propuso la condición  

𝜕𝐹∗(𝐼, 𝑎)

𝜕𝑎
= 0 3-37b 
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Esta condición nos permite obtener la relación entre indentación y radio del área de contacto, que 

hará que 3-34 dependa solo de la indentación, lo que nos permite resolver el problema de forma 

completa. Solo nos queda explicitar la forma de la distribución de presiones para el caso del cilindro 

(𝑃(𝑟) en 3-34), y el problema estará totalmente resuelto 

 

 

3.4 Solución “semilla” de un cilindro. 

 

En la sección anterior hemos visto que, si tuviéramos la distribución de presiones para el caso de un 

cilindro, podríamos obtener la fuerza para una geometría de indentador arbitraria. Aunque esta 

fuerza está relacionada con las presiones del cilindro a través de la integral 3-34, resolver una integral 

de forma directa es muchísimo más sencillo que intentar resolver un sistema de ecuaciones integrales 

como el propuesto por Dimitriadis. No solo eso, si no que hemos demostrado que, una vez resulta la 

integral, la condición 3-37b nos indicará cual es el área de contacto en función de la geometría.  Pero 

antes que nada, tenemos que obtener la distribución de presiones para el cilindro. Para ello 

plantearemos el sistema de ecuaciones 3-20 para la geometría del mismo (f(r) = 0). Resolviendo las 

ecuaciones consecutivamente obtendremos la presión 𝑃(𝑟) a usar en 3-34. 

 

Obtención de 𝑷𝟎 

La primera ecuación integral a resolver está dada por  

∬𝑃0 𝐺∞ 𝑑𝑆 =  𝐼 3-38 

  

Este problema es exactamente el de un indentador cilíndrico en un medio infinito. Dicho de otra 

manera… ¿Qué presión, en un sistema con la función de Green de un medio infinito, nos da una 

indentación constante en el área de contacto? Pues la presión del problema clásico resuelto por 

Sneddon. Por lo tanto, sabemos por la bibliografía la forma de este primer término 

𝑃0 = 
𝐸𝐼

𝜋(1 − 𝜈2)
(𝑎 − 𝑟2)−

1
2 3-39 

  

Esta distribución de presiones  tiende a infinito en los bordes del cilindro (𝑎 = 𝑟), debido a la 

discontinuidad de la geometría. 

 

Obtención de 𝑷𝟏 

Para obtener 𝑃1 usaremos la solución 𝑃0 en la segunda ecuación integral 
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∬𝑃1 𝐺∞ 𝑑𝑆 = −∬𝑃0 𝐺∞𝛼 𝑑𝑆 3-40 

  

El término de la derecha se puede resolver, obteniendo 

∬𝑃1 𝐺∞ 𝑑𝑆 =  −
2𝛼0𝑎

𝜋
 3-41 

  

Esta ecuación tiene la misma forma que la anteriormente resulta de orden cero, así que podemos 

obtener el valor de 𝑃1 por simple inspección 

𝑃1 = −𝑃0

2𝛼0𝑎

𝜋𝐼
 3-42 

  

Si multiplicamos por el factor 𝜀 tenemos cual es la primera corrección a la presión 

𝑃1𝜀 =  −𝑃0

2𝛼0

𝜋

𝑎

ℎ
 3-43 

  

Es decir, el primer término de la corrección a la presión tiene la misma forma que la presión para un 

medio infinito, solo que multiplicado por un término de corrección proporcional al ratio entre el 

radio de contacto y la profundidad de la muestra. Es interesante notar que este factor de corrección 

no depende la profundidad de la identación. 

 

Obtención de 𝑷𝟐 

Para obtener 𝑃2 partiremos de la ecuación integral 

∬𝑃2 𝐺∞ 𝑑𝑆 = −∬𝑃1 𝐺∞𝛼 𝑑𝑆 3-44 

  

De forma similar al caso anterior, resolvemos el término de la derecha, obteniendo de nuevo una 

ecuación similar a la resuelta en término de orden cero 

∬𝑃2 𝐺∞ = (
2𝛼0𝑎

𝜋
)
2

  3-45 

  

Por lo que, mediante inspección, podemos llegar a la solución  

𝑃2 = 𝑃0  (
2𝛼0𝑎

𝜋𝐼
)
2

 3-46 

  

Para obtener la corrección total a la presión de segundo orden, tendremos que multiplicar 𝑃2 por el 

factor 𝜀2, obteniendo 

𝑃2𝜀
2 = 𝑃0  (

2𝛼0

𝜋
)
2

(
𝑎

ℎ
)
2

 3-47 
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La solución vuelve a ser proporcional a la del medio infinito, multiplicada de nuevo por un factor de 

corrección, esta vez proporcional al cuadrado del ratio entre el área de contacto y el grosor de la 

muestra. 

 

Obtención de 𝑷𝟑 

La ecuación integral para obtener el tercer término es un poco más compleja 

∬𝑃3 𝐺∞ 𝑑𝑆 =  −∬[𝑃0 𝐺∞ 𝛽 + 𝑃2 𝐺∞𝛼]𝑑𝑆 3-48 

  

Usando las expresiones para 𝑃0 y 𝑃2 obtenidas anteriormente podemos calcular el término de la 

derecha, por lo que  

∬𝑃3 𝐺∞ 𝑑𝑆 = − 
8𝛼0

3𝑎3

𝜋3
−

 4𝛽0𝑎
3

3𝜋𝐼2
−

2 𝛽0𝑎𝑟2

𝜋𝐼2
 3-49 

  

Para solucionar la ecuación integral probaremos con una presión del tipo 

𝑃3 =
𝑃31

(𝑎 − 𝑟2)
1
2

+
𝑃32

(𝑎 − 𝑟2)
1
2

𝑟2 3-50 

  

Donde el primer término tiene la forma de la distribución de presiones en un medio infinito, 

mientras que el segundo está distribución de presiones está corregida por un término cuadrático. En 

realidad lo que estamos haciendo es coger los dos primeros términos de una serie de Taylor de la 

presión (centrada en el centro del área de contacto), con la esperanza de que de esta forma podamos 

encontrar una solución. El truco funciona, siendo los dos coeficientes obtenidos 

𝑃31 = −
8𝑎3𝐸

𝜋2(1 − 𝜈2)𝐼2
(
𝛼0

3

𝜋2
−

 𝛽0

3
) 

3-51 

𝑃32 = −
8𝑎3𝐸

𝜋2(1 − 𝜈2)𝐼2
(
 𝛽0

𝑎2
) 

  

Por lo que el término final de corrección 𝑃3𝜀
3 estará dado por 

𝑃3𝜀
3 = −

8𝐸𝐼

𝜋2(1 − 𝜈2)
(
𝛼0

3

𝜋2
−

 𝛽0

3
+

 𝛽0𝑟
2

𝑎2 ) (𝑎 − 𝑟2)−
1
2 (

𝑎

ℎ
)
3

 3-52 

  

Donde podemos ver de nuevo que el factor de corrección es proporcional al cubo del ratio entre el 

área de contacto y el grosor de la muestra. 

 

Obtención de 𝑷𝟒 

La última ecuación integral a atacar tendrá la forma 
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∬𝑃4 𝐺∞ 𝑑𝑆 = ∬[𝑃1 𝐺∞ 𝛽 + 𝑃3 𝐺∞𝛼]𝑑𝑆 3-53 

  

Donde la integral del término de la derecha se puede resolver, obteniendo 

∬𝑃4 𝐺∞ 𝑑𝑆 = − 
8𝑎4𝛼0

3𝐼𝜋4
[𝜋3 + 6𝛼0

3 + 2 𝛽0𝜋
2] +

4𝛼0𝑎
2𝑟2

𝜋𝐼3
 3-54 

  

De nuevo probaremos con una distribución de presiones del tipo 

𝑃4 =
𝑃41

(𝑎 − 𝑟2)
1
2

+
𝑃42

(𝑎 − 𝑟2)
1
2

𝑟2 3-55 

  

Que tiene la misma forma que en el caso exitoso de 𝑃3. Resolviendo obtenemos los valores para las 

dos constantes 

𝑃41 =
16𝑎4𝐸

𝜋6(1 − 𝜈2)𝐼3
(𝛼0

4) 

3-56 

𝑃42 =
16𝑎4𝐸

𝜋6(1 − 𝜈2)𝐼3
(
 𝛼0𝛽0𝜋

2

𝑎2 ) 

  

Por lo que la forma final de la corrección de presiones de orden cuarto será 

𝑃4𝜀
4 =

16𝐸𝐼

𝜋6(1 − 𝜈2)
(𝛼0

4 +
 𝛼0𝛽0𝜋

2𝑟2

𝑎2 ) (𝑎 − 𝑟2)−
1
2 (

𝑎

ℎ
)
4

 3-57 

  

Donde de nuevo este término es proporcional a una potencia del ratio entre el área de contacto y el 

grosor de la muestra, en este caso a la cuarta. 

 

Presión total y fórmula general para la fuerza 

Si sumamos todos los términos obtenidos anteriormente tendremos la distribución de presiones para 

un indentador cilíndrico 

𝑃 = 𝑃0 − 𝑃0

2𝛼0

𝜋

𝑎

ℎ
+ 𝑃0  (

2𝛼0

𝜋
)
2

(
𝑎

ℎ
)
2

 

−
8𝐸𝐼

𝜋2(1 − 𝜈2)
(
𝛼0

3

𝜋2
−

 𝛽0

3
+

 𝛽0𝑟
2

𝑎2 ) (𝑎 − 𝑟2)−
1
2 (

𝑎

ℎ
)
3

+ 
16𝐸𝐼

𝜋6(1 − 𝜈2)
(𝛼0

4 +
 𝛼0𝛽0𝜋

2𝑟2

𝑎2 ) (𝑎 − 𝑟2)−
1
2 (

𝑎

ℎ
)
4

+ ⋯ 

3-58 

  

Esta es la presión que deberemos introducir en la integral 3-34, que junto con la geometría del 

indentador nos dará la fuerza en función de la indentación. 

Es interesante que en esta expresión la presión sea lineal con la indentación. Esto no quiere decir que 

para otras geometrías la fuerza total también vaya a ser lineal, ya que el área de contacto variará con la 



 
 6

6

 

indentación. Sin embargo, la dependencia sí será la misma en el sentido de que el parámetro que 

debemos analizar para ver si el efecto del sustrato va a ser importante es el ratio entre el radio del 

área de contacto y el grosor de la muestra. Ya tenemos todas las piezas (3-58 combinada con 3-34) 

para resolver el problema en otras geometrías. Empezaremos con un indentador cilíndrico. 

 

3.4 Fuerzas y áreas para un cilindro 

 

 
Fig. 3-4: Esquema de indentación de un sólido finito que sigue el modelo elástico, mediante una 
punta cilíndrica. 
 

En el caso del cilindro el área de contacto no varía con la indentación, así que será el caso más 

sencillo de todos. 

 

Ecuación general 

La fuerza total estará dada simplemente por la integral de la presión 3-58 en toda el área de contacto 

𝐹 =
2a𝐼𝐸

1 − 𝜈2
[1 −

2𝛼0

𝜋

𝑎

ℎ
+ (

2𝛼0

𝜋
)
2

(
𝑎

ℎ
)
2

−
8a3(3𝛼0

3 + 𝜋2 𝛽0)

3𝜋3
(
𝑎

ℎ
)
3

−
16𝛼0(3𝛼0

3 + 2𝜋2 𝛽0)

3𝜋4
(
𝑎

ℎ
)
4

]  

 

3-59 

  

Como podemos ver, la fuerza consiste en la fuerza para el caso infinito dada por Sneddon, 

multiplicada por un factor de corrección. Es interesante notar que este factor de corrección no 

depende dela profundidad, si no del ratio entre el área de contacto y el grosor de la muestra. Es 

decir, lo que indica cuanto va a afectar el sustrato a nuestras medidas no es cuanto indentaremos, si 

no cuanta área de contacto tengamos. 

 

Radio de contacto 

En el caso del cilindro el área de contacto es independiente de la indentación, siempre y cuando 

tengamos contacto entre el mismo y la muestra. Es decir, el radio de contacto es, o el radio del 

cilindro si este está en contacto, o cero cuando se desacopla de la muestra. 
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Fuerza para el caso de la célula 

Si particularizamos la ecuación general de la fuerza para el caso de un material incompresible (es 

decir 𝜈 = 0.5), y para una célula perfectamente fijada a la superficie (en este caso incompresible, las 

expresiones 3-12a tendrán los siguientes valores: 𝛼0 = −1.7795  and   𝛽0 = 1.0079), obtendremos 

la siguiente formula:  

𝐹 =
8𝑎

3
𝐸𝐼 [1 +

1.133a

ℎ
+

1.283a2

ℎ2
+

0.598a3

ℎ3
−

0.291a4

ℎ4
] 3-60 

  

Que es más sencilla de manejar que la expresión general. En esta expresión se ve aún más claramente 

que la corrección debida al sustrato solo depende del radio del área de contacto, no de la 

indentación. 

 

 

 

 

3.5 Fuerzas y áreas para un cono 

 

 
Fig. 3-5: Esquema de indentación de un sólido finito que sigue el modelo elástico, mediante una 
punta cónica. 
 

Ecuación general 

Si calculamos la integral 3-34 usando la geometría del cono, tenemos la siguiente expresión 
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𝐹

=
aE(−4𝐼 + a𝜋cot[𝜃])

2(−1 + 𝜈2)
 −

a𝐸(−4𝐼 + a𝜋cot[𝜃])

2(−1 + 𝜈2)

2𝛼0a

𝜋

1

ℎ

+
a𝐸(−4𝐼 + a𝜋cot[𝜃])

2(−1 + 𝜈2)
(
2𝛼0a

𝜋

1

ℎ
)2

−
a4𝐸(−16𝐼(3𝛼0

3 + 𝜋2 𝛽0) + a𝜋(12𝛼0
3 + 5𝜋2 𝛽0)cot[𝜃])

3𝜋3(−1 + 𝜈2)

1

ℎ3
 

+  
2a5𝐸𝛼0(−16𝐼(3𝛼0

3 + 2𝜋2 𝛽0) + 3a𝜋(4𝛼0
3 + 3𝜋2 𝛽0)𝑐ot[𝜃])

3𝜋4(−1 + 𝜈2)

1

ℎ4
 

 

3-61 

  

Debido a que en este caso el área de contacto va variando con la indentación, la fórmula es bastante 

más compleja que en el caso del cilindro. Para simplificarla tenemos que introducir la forma 

específica de la variación del radio de contacto con la indentación, por lo que vamos a calcularla. 

 

Radio de contacto 

Usando la fuerza general 3-61, e introduciéndola en la expresión 3-37b, tenemos 

𝜕𝐹(𝐼, 𝑎)

𝜕𝑎
=

𝜕 [
aE(−4𝐼 + a𝜋cot[𝜃])

2(−1 + 𝜈2)
 −

a𝐸(−4𝐼 + a𝜋cot[𝜃])
2(−1 + 𝜈2)

2𝛼0a
𝜋

1
ℎ]

𝜕𝑎
= 0 

3-62 

  

Resolviendo esta ecuación y despejando para el radio de contacto, tenemos la expresión buscada: 

𝑎 =
2tan[𝜃]𝐼

𝜋
[1 −

2𝛼0tan[𝜃]𝐼

ℎ𝜋2 ] 3-63 

  

Podemos ver que el área de contacto en función de la indentación sigue un esquema parecido al de la 

fuerza. Es decir, tenemos el área de contacto dada por Sneddon para el caso seminfinito, multiplicada 

por un factor de corrección dependiente del grosor de la muestra. 

 

Fuerza para el caso de la célula 

Vamos a simplificar la ecuación general de la fuerza 3-61 suponiendo que la muestra es 

incompresible y que está perfectamente fijada al sustrato. Si suponemos que el área  de contacto es la 

clásica calculada por Sneddon para el caso infinito tendríamos que esta expresión sería 

𝐹 =
8 tan𝜃

3𝜋
𝐸𝐼2 [1 +

0.721𝐼𝑡an[𝜃]

ℎ
+

0.5201𝐼2tan[𝜃]2

ℎ2
+

0.210𝐼3tan[𝜃]3

ℎ3

−
0.008(𝐼4tan[𝜃]4)

ℎ4
] 

3-64 

  



 
 6

9

 

Sin embargo, sabemos que la variación del radio de contacto con la indentación depende del grosor, 

estando dada por la expresión 3-63. Si cogemos el primer término de corrección en dicha ecuación, 

obtenemos la siguiente simplificación de la fuerza general 3-61: 

𝐹 =
8 tan 𝜃

3𝜋
𝐸𝐼2 [1 +

0.721𝐼tan[𝜃]

ℎ
+

0.650𝐼2tan[𝜃]2

ℎ2
+

0.491𝐼3tan[𝜃]3

ℎ3

+
0.225𝐼4tan[𝜃]4

ℎ4
] 

3-65 

  

Que será una expresión para la fuerza más precisa que 3-64. 

 

 

 

 

3.6 Fuerzas y áreas para una esfera 

 

 
Fig. 3-6: Esquema de indentación de un sólido finito que sigue el modelo elástico, mediante una 
punta esférica. 
 

Ecuación general 

Si calculamos la integral 3-34 usando la geometría de la esfera, tenemos la siguiente expresión 

𝐹 =
2𝐸(a3 − 3a𝐼𝑅𝑡)

3(−1 + 𝜈2)𝑅𝑡
 −

2𝐸(a3 − 3a𝐼𝑅𝑡)

3(−1 + 𝜈2)𝑅𝑡

2𝛼0a

𝜋

1

ℎ
+

2𝐸(a3 − 3a𝐼𝑅𝑡)

3(−1 + 𝜈2)𝑅𝑡
(
2𝛼0a

𝜋

1

ℎ
)
2

−
8𝐸 (

2
15

a6(15𝛼0
3 + 7𝜋2 𝛽0) − 2a4𝐼(3𝛼0

3 + 𝜋2 𝛽0)𝑅𝑡)

3𝜋3(−1 + 𝜈2)𝑅𝑡

1

ℎ3
 

+ 
32a5𝐸𝛼0(a

2(5𝛼0
3 + 4𝜋2 𝛽0) − 5𝐼(3𝛼0

3 + 2𝜋2 𝛽0)𝑅𝑡)

15𝜋4(−1 + 𝜈2)𝑅𝑡

1

ℎ4
 

3-66 

  

Donde de nuevo vemos que la expresión resultante es bastante complicada. El siguiente paso es usar 

esta expresión para calcular la variación del radio de contacto con la indentación. 
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Radio de contacto 

Usando la condición 3-37b, como hicimos en el caso del cono, tenemos la siguiente expresión 

𝜕𝐹(𝐼, 𝑎)

𝜕𝑎
=

𝜕 [
2𝐸(a3 − 3a𝐼𝑅𝑡)
3(−1 + 𝜈2)𝑅𝑡

 −
2𝐸(a3 − 3a𝐼𝑅𝑡)
3(−1 + 𝜈2)𝑅𝑡

2𝛼0a
𝜋

1
ℎ
]

𝜕𝑎
= 0 

3-67 

  

Si resolvemos y despejamos el radio de contacto, tenemos (solo hasta el primer orden) 

𝑎 = √𝑅𝑇𝐼 [1 −
2𝛼0√𝑅𝑇𝐼

3ℎ𝜋
] 3-68 

  

El radio de contacto, como era de esperar, es el calculado clásicamente por Hertz, multiplicado por 

un factor de corrección dependiente del grosor de la muestra. Vamos entonces a calcular una 

expresión simplificada de la fuerza para el caso de la célula. 

 

Fuerza para el caso de la célula 

Supongamos que la célula es incompresible y que está perfectamente fijada al sustrato. Si suponemos 

que el área  de contacto es la clásica calculada por Sneddon tendríamos que la ecuación general 3-66  

sería 

𝐹 =
16

9
𝐸𝑅𝑡

1
2𝐼

3
2 [1 +

1.133√𝐼𝑅𝑡

ℎ
+

1.283𝐼𝑅𝑡

ℎ2
+

0.769𝛿𝑅𝑡√𝐼𝑅𝑡

ℎ3
−

0.0975(𝐼2𝑅𝑡
2)

ℎ4
] 3-69 

  

Sin embargo, si introducimos el radio de contacto corregido dado por 3-68, encontramos una 

expresión más precisa: 

𝐹 =
16

9
𝐸𝑅𝑡

1
2𝐼

3
2 [1 +

1.133√𝐼𝑅𝑡

ℎ
+

1.497𝐼𝑅𝑡

ℎ2
+

1.469𝐼𝑅𝑡√𝐼𝑅𝑡

ℎ3
+

0.755(𝐼2𝑅𝑡
2)

ℎ4
] 3-70 

  

La primera expresión coincide perfectamente con la calculada por Dimitriadis et al [90] (ecuación 3-

22), salvo por el último término. 
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3.7 Fuerzas y áreas para una nanoaguja 

 

 
Fig. 3-7: Esquema de indentación de un sólido finito que sigue el modelo elástico, mediante una 
nanoaguja 
 

Una nanoaguja es un cilindro muy fino, cuyo extremo podemos aproximar a una semiesfera de radio 

𝑅𝑇. Para analizar su mecánica de contacto distinguiremos entre dos fases distintas.. En la primera, el 

radio del área de contacto (𝑎) es menor que el radio de la nanoaguja en sí (𝑅𝑇), por lo que el 

comportamiento será el de un indentador esférico. Sin embargo, a partir de cierta indentación crítica 

𝐼𝑐, el área de contacto será toda la base da la nanoaguja, por lo que el problema de contacto se podrá 

estudiar como una combinación lineal entre un cilindro y una esfera. Es decir: 

𝐼 < 𝐼𝑐 𝐸𝑠𝑓𝑒𝑟𝑎 𝑝𝑢𝑟𝑎 
3-71 

𝐼 > 𝐼𝑐 𝐸𝑠𝑓𝑒𝑟𝑎 + 𝑐𝑖𝑙𝑖𝑛𝑑𝑟𝑜 

   

Vamos a intentar calcular una expresión para la indentación crítica. 

 

Cálculo de la indentación crítica 

La condición de indentación crítica es que el radio de contacto sea igual que el radio de la propia 

nanoaguja. Usando la expresión de radio de contacto para la esfera (ecuación 3-68), vemos que la 

condición está dada por 

𝑅𝑇 = √𝑅𝑇𝐼𝑐 −
2𝛼0𝑅𝑇𝐼𝑐

3ℎ𝜋
 3-72 

Si despejamos la indentación crítica tendremos 

𝐼𝑐 = 𝑅𝑇 +
4𝛼0𝑅𝑇

2

3ℎ𝜋
+ ⋯ 3-73 

  

Donde hemos calculado solo la primera potencia del inverso del grosor de la muestra. De nuevo la 

indentación crítica depende del grosor de la muestra. 
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Área de contacto 

El área de contacto será, en función de la indentación crítica 

𝑎 = √𝑅𝑇𝐼 −
2𝛼0𝑅𝑇𝐼

3ℎ𝜋
 𝐼 < 𝐼𝑐 

3-74 

𝑎 = 𝑅𝑇 𝐼 > 𝐼𝑐 

   

Donde para profundidades menores que la crítica el área será la de una esfera normal, mientras que 

para indentaciones mayores será constante, igual a la base de la nanoaguja. 

 

Fuerza 

Para las fuerzas tendremos en los diferentes regímenes 

𝐹 = 𝐹𝑠(𝐼) 𝐼 < 𝐼𝑐 
3-75 

𝐹 = 𝐹𝑠(𝐼𝑐) + 𝐹𝑃(𝐼 − 𝐼𝑐) 𝐼 > 𝐼𝑐 

   

Donde 𝐹𝑠 es la fuerza para una esfera (ecuación 3-70), mientras que 𝐹𝑃 es la fuerza para un cilindro 

(ecuación 3-60). A partir de la indentación crítica hemos hecho uso de la linealidad de las ecuaciones 

del sistema, de forma que la fuerza total es la suma de una esfera indentada hasta la indentación 

crítica, más un cilindro de base plana para el resto de la indentación. 

 

 

3.8 Estudio numérico de los resultados 

 

Una vez obtenidos los resultados analíticos, vamos a realizar un estudio numérico de los mismos, 

comparando los resultados obtenidos para las diferentes geometrías. En algunos casos también 

utilizaremos simulaciones FEM como forma de chequear “experimentalmente” nuestras ecuaciones. 

 

 

 

Influencia del grosor 

Vamos a ver como varía la fuerza en función de la indentación, para distintos grosores de la muestra y 

diferentes geometrías. Dichas curvas (así como una descripción dela geometría del experimento) se 

puede ver en la figura 3.8.   
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Fig. 3-8: Fuerzas para una muestra finita elástica en función del grosor. Esquema (a) y fuerzas en 

función de la penetración (b) y  en función del tiempo (c) para un cilindro, 𝑅 = 1 𝜇𝑚. Esquema (d) y 

fuerzas en función de la penetración (e) y  en función del tiempo (f) para un cono, 𝜃 = 45º. 
Esquema (g) y fuerzas en función de la penetración (h) y  en función del tiempo (i) para una esfera, 

𝑅 = 5 𝜇𝑚. Muestra, 𝐸 = 4 𝑘𝑃𝑎,  ℎ = 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒. 
 

Dado que vamos a analizar un problema completamente elástico, no  importa qué tipo de 

indentación temporal usemos, ya que las curvas de fuerza son independientes de  la velocidad. Esto 

se puede ver tanto en las curvas de fuerza en función del tiempo (paneles b, e y h) como en las que 

están en función de la profundidad (paneles c, f, i). En las primeras existe una simetría claramente 

visible respecto al punto de máxima fuerza, debido a que la curva es simétrica tanto en la ida como en 

la vuelta. En las segundas se puede ver que no hay ningún tipo de histéresis, lo que indica que el 

material no absorbe energía durante todo el experimento. Es interesante notar que esto es debido no 

solo a que el material es puramente elástico, si no a que las condiciones de contorno en el sustrato 

son del tipo 3-4a o 3-4b. Es decir, si la célula, en vez de estar totalmente agarrada (condición 3-4a) o 

totalmente libre para deslizar (condición 3-4b) tuviera algún tipo de rozamiento o fuerza adhesiva con 

la base, tendríamos perdidas de energía y por lo tanto histéresis en las curvas. Recordemos que las 

figuras están calculadas suponiendo que la célula se encuentra totalmente fijada al sustrato. 

Podemos observar que la fuerza a cierta indentación y para cada una de las geometrías aumenta según 

disminuyamos el grosor de la muestra. Esto tiene todo el sentido del mundo, ya que, si la muestra es 
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más fina, el efecto de un sustrato de infinita dureza debería ser más visible. Las correcciones llegan el 

algunos casos multiplicar por tres la fuerza en el caso infinito (por ejemplo en la esfera, paneles g, h, 

i), ya que el radio de contacto es comparable al grosor de la muestra. Sin embargo, no es fácil 

distinguir en las curvas que porcentaje de la fuerza es debida al sustrato y cuanta debida a la respuesta 

elástica de la célula en sí. Para analizar esta cuestión vamos a reescribir las fórmulas de la fuerza. 

 

Estudio de los términos de corrección 

Hemos deducido teóricamente que la fuerza siempre tiene la forma (ecuaciones 3-60, 3-65, 3-70) 

F = F0(1 + C1 + C2 + C3 + C4 + ⋯) 3-76 

  

Donde F0 es la fuerza en el caso infinito y los términos de corrección 𝐶𝑖 dependen de la indentación 

y del grosor de la muestra. Podemos entonces definir la fuerza total 𝐹𝑛 como la fuerza cuando hemos 

aplicado hasta el término 𝐶𝑛, es decir 

𝐹𝑛 = 𝐹0 (∑𝐶𝑖

𝑖=𝑛

𝑖=0

) = 𝐹0𝐾𝑛 3-77 

  

Donde 𝐾𝑛 es la corrección total que aplicamos a la fuerza debido a la presencia del sustrato. 

Esperaríamos que el sumatorio convergiera, es decir, que según aumentamos n, tanto  𝐹𝑛+1 − 𝐹𝑛 

como  𝐾𝑛+1 − 𝐾𝑛 fueran más y más pequeños. Para comprobar si esto es así en nuestras ecuaciones, 

vamos a representar ambas cantidades, 𝐹𝑛 y 𝐾𝑛 , para las tres principales geometrías en función de la 

indentación. 
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Fig. 3-9: Fuerzas para una muestra finita elástica en función del número de términos de corrección.. 

Esquema (a), fuerzas en función de la penetración (b) y  factor de corrección (c) para un cilindro, 

𝑅 = 2.5 𝜇𝑚. Esquema (d), fuerzas en función de la penetración (e) y  factor de corrección (f) para un 

cono, 𝜃 = 45º. Esquema (g), fuerzas en función de la penetración (h) y  factor de corrección (i) para 

un esfera, 𝑅 = 5 𝜇𝑚. Muestra, 𝐸 = 4 𝑘𝑃𝑎,  ℎ = 2.5 𝜇𝑚. 

 

A la izquierda (paneles a, d, y g) de la figura 3-9 podemos ver las tres geometrías que vamos a 

calcular, todas ellas para un grosor de muestra de 2.5 𝜇𝑚. Lo primero que vamos a observar es la 

convergencia de los términos (paneles c, f, e i) de corrección, así de cómo las fuerzas totales hasta 

cierto orden de corrección (paneles b, e y h). Podemos ver cómo, a partir del 2 término, para las 

geometrías del cilindro (b, c) y del cono (e, f) las curvas se encuentran visiblemente juntas, lo cual 

quiere decir que estamos obteniendo convergencia, es decir, que no necesitaríamos más términos de 

corrección para calcular correctamente la fuerza. En el caso de la esfera esta convergencia comienza a 

un orden más alto (entre el tercer y el cuarto orden de corrección), lo que quiere decir que estamos al 

límite de necesitar más términos de corrección para obtener una fuerza correcta. Sin embargo, 

veremos en la siguiente subsección que con los cuatro términos calculados podemos predecir 

bastante bien el comportamiento del sistema, al menos en este orden de indentaciones y grosores de 

muestra.  
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Módulo de Young aparente: Simulaciones FEM 

Vamos a intentar comprobar si nuestra teoría nos permite calcular el módulo de Young en un 

experimento. Para ello, utilizaremos simulaciones de FEM para obtener una curva de fuerzas “real”. 

Por un lado, esta curva experimental debería coincidir con nuestros desarrollos teóricos. Por otro 

lado, si intentamos ajustar estos datos a un modelo teórico, podremos obtener el módulo de Young, 

que debería coincidir con el que hemos puesto en el modelo FEM al hacer la simulación. 

 
Fig. 3-10: Esquema de simulación, fuerzas, y módulos de Young calculados para una muestra finita 
elástica. Esquema (a), fuerzas en función de la penetración (b) y  módulos de Young calculados (c) 

para un cilindro, 𝑅 = 2.5 𝜇𝑚. Esquema (d), fuerzas en función de la penetración (e) y  módulos de 

Young calculados (f) para un cono, 𝜃 = 75º. Esquema (g), fuerzas en función de la penetración (h) y  

módulos de Young calculados (i) para un esfera, 𝑅 = 5 𝜇𝑚. Muestra, 𝐸 = 4 𝑘𝑃𝑎,  ℎ = 5 𝜇𝑚. 
 

En la figura 3-10 podemos ver los diferentes esquemas utilizados para dicha simulación en las tres 

geometrías diferentes (paneles a, d y g). Cuando representamos las fuerzas en función de la 

indentación (paneles b, e y h) obtenidas en la simulación, vemos que encajan bastante bien con la 

teoría que hemos desarrollado para las distintas geometrías (ecuaciones 3-60, 3-65 y 3-70). Como 

referencia se puede ver la curva teórica de fuerzas en el caso de que la muestra fuera infinita (teoría 

de Sneddon), viéndose que la corrección debida a sustrato es notable.  
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En la misma figura (paneles c, f, i) podemos ver el módulo de Young efectivo calculado mediante un 

ajuste de las curvas de fuerza obtenidas en la simulación FEM. Se han realizado dos ajustes, uno a la 

ecuación clásica de Sneddon para un medio infinito (es decir, que no tiene en cuenta el efecto del 

sustrato, ecuaciones 2-20 con los coeficientes dados en 2-21) y otra a las ecuaciones obtenidas en esta 

tesis, las cuales sí tienen en cuenta el grosor finito de la muestra. Se puede ver que el ajuste a las 

ecuaciones obtenidas en este trabajo permite recuperar el módulo de Young que habíamos usado en 

la simulación (4 kPa). Es decir, nuestras ecuaciones nos permiten obtener la elasticidad correcta de 

una célula a partir de las curvas de fuerza, independientemente del grosor de la célula. Si no 

tuviéramos en cuenta la presencia del sustrato e intentáramos obtener el módulo de Young usando la 

teoría clásica seminfnita de Sneddon, sobreestimaríamos la rigidez de la célula, como podemos ver en 

la figura. Esta sobreestimación sería mayor cuando mayor fuera la indentación, excepto para el 

cilindro, en cuyo caso el error solo dependería del radio de contacto.   

 

Comparación con otros resultados de la bibliografía 

Aunque el problema del efecto del sustrato no había sido resuelto completamente, si había sido 

estudiado por diversos autores. En primer lugar Dimitriadis encontró, como hemos visto, una 

solución para el indentador esférico. Dicha ecuación (eq 3-22) está obtenida bajo la hipótesis de que 

el radio del área de contacto no depende del grosor de la muestra. Sin embargo, hemos podido 

demostrar que dicho radio sí depende de la cercanía del sustrato, por lo que la solución de 

Dimitriadis es menos precisa. Para cuantificar el error, vamos a compararla con la solución que 

hemos obtenido usando el teorema de reciprocidad, ya que esta contiene una corrección adecuada 

del radio de contacto. 

 
Fig. 3-11: Comparativa entre la teoría de Dimitriadis (ecuación 3-22) y la desarrollada en esta tesis 

(ecuación 3-70). Fuerza (a) y radio de contacto (b) en función de la indentación. Muestra, 𝐸 = 4 𝑘𝑃𝑎,  

ℎ = 5 𝜇𝑚. Radio de la esfera, R= 5 𝜇𝑚. 
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En la figura 3-11 se puede ver que tanto la fuerza como el radio de contacto calculados con las 

simulaciones FEM coinciden mejor con la ecuación obtenida en esta tesis que con la obtenida por 

Dimitriadis, si bien la variación no es muy grande, aunque apreciable. 

Posteriormente, otros investigadores han intentado extender la solución de Dimitriadis para otras 

geometrías [103]. Sin embargo, dichas soluciones no convergen correctamente al aumentar el número 

de términos de corrección, y, sobre todo, no coinciden con los resultados dados por las simulaciones 

FEM. Como hemos visto, los resultados obtenidos en esta tesis sí cumplen estas dos condiciones. 

 

 
Fig. 3-12: Convergencia y similitud con las simulaciones FEM de la teoría ofrecida pro Gavara et al. 

en [103] y la teoría presentada en esta tesis para una punta cónica. (a) Fuerza en función de la 

indentación. (b) Detalle de la región gris. Muestra, 𝐸 = 4 𝑘𝑃𝑎,  ℎ = 5 𝜇𝑚.  Angulo del cono, 

𝜃 = 75º. 

 

En la figura 3-12 se puede ver la comparación entre la simulación de FEM, la teoría propuesta en esta 

tesis para un indentador cónico (ecuación 3-65), y las ofrecidas en la bibliografía [103]. Como se 

puede ver la corrección ofrecida en la bibliografía diverge rápidamente, siendo el segundo término de 

corrección gigantesco en comparación con el primero. Además la simulación FEM encaja bastante 

mejor con la ecuación ofrecida en testa tesis, como se observa en la figura. 

 

 

3.9 Conclusiones 

 

En este capítulo hemos resuelto completamente el problema del efecto de un sustrato rígido en las 

medidas de elasticidad obtenidas con un AFM. Este problema era de gran interés para el caso de las 

medidas de células, ya que el grosor de las mismas (en zonas alejadas del núcleo) es del orden de la 

indentación. Debido a este grosor limitado, las medidas de fuerza están afectadas por la cercanía del 
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sustrato, cuya rigidez hace que se calcule un valor erróneo para el módulo de Young (mayor que el 

real del sistema a medir). 

Basándonos en la función de Green obtenida por Dimitriadis y su planteamiento de ecuaciones 

integrales, hemos obtenido la distribución de presiones para el caso de un indentador cilíndrico. Con 

ayuda del teorema de reciprocidad, hemos podido extender esta solución a cualquier otra geometría 

de indentador. Como ejemplo, hemos obtenido y detallado las soluciones analíticas para cuatro 

geometría particulares muy usadas en la práctica: Cilindro, esfera, cono y nanoaguja. Una propiedad 

interesante común a todas las soluciones es que el efecto del sustrato depende del ratio entre el radio 

de contacto y el grosor de la muestra, no del ratio entre la indentación y el grosor de la misma, como 

era de esperar a priori. Es decir, a una misma indentación, una medida hecha con una punta muy 

fina es menos sensible a la rigidez del sustrato que una hecha con una punta muy gruesa. Otra forma 

de interpretar este resultado es que el grosor de la punta afecta no solo la resolución lateral de un 

AFM, sino también su resolución vertical. 

Todas las soluciones teóricas obtenidas han sido validadas mediante su comparación con 

simulaciones de elementos finitos. Por otro lado, se ha comprobado que ciertas soluciones 

propuestas en la bibliografía a este problema eran erróneas, corrigiéndose las mismas. 

En definitiva, usando la teoría desarrollada en este capítulo se pueden usar las curvas de fuerza para 

obtener el módulo de Young correcto de una muestra, independientemente de su grosor. Queda por 

resolver el mismo problema pero incluyendo viscoelasticidad. Eso es lo que haremos en el siguiente 

capítulo. 
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4. Efecto del substrato en un sistema 

viscoelástico 

 

 
Fig. 4-0: (a) Este capítulo incluirá, como el anterior, el efecto del sustrato, solo que esta vez 
combinado con la viscoelasticidad de la célula. (b) Esquema del modelo a usar, donde incluimos 
todas las variables en juego. (c) Intentaremos encontrar las relaciones entre fuerzas, penetraciones y 

modelos viscoelásticos, en función de la geometría de la punta (dada por los parámetros R, 𝜃…) y del 
grosor h de la célula. 
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4.0 Introducción 

 

En el capítulo 2 hemos calculado cual es la  respuesta mecánica de un sistema teniendo en cuenta la 

viscoelasticidad, mientras que en el capítulo 3 hemos analizado el efecto que tiene el sustrato en la 

respuesta elástica. La pregunta que surge de forma automática es ¿Se pueden combinar ambos 

efectos? Desde el punto de vista experimental la respuesta a esta pregunta es vital, ya que hemos visto 

que la célula se comporta claramente de forma viscoelástica, y además es suficientemente fina para 

ser afectada por el sustrato en sus zonas laterales. En este capítulo daremos una teoría combinada de 

ambos efectos. 

 

4.1 Combinación del substrato y viscoelasticidad. 

 

Modelo matemático 

Las condiciones de contorno serán ahora las mismas que las explicadas en el capítulo 3, pero la 

ecuación diferencial del sistema será la estudiada en el capítulo 2. Es decir, el problema a resolver 

estará dado por las siguientes condiciones de contorno (condiciones 3-1, 3-2, 3-3, y 3-4a): 

𝑢𝑧 = 𝐼 − 𝑓(𝑟) 𝑟 < 𝑎 , z = 0 

4-1 

𝜎𝑧𝑧 = 0 𝑟 > 𝑎, z = 0 

𝜎𝑧𝑦 = 𝜎𝑧𝑥 = 0 ∀𝑟, z = 0 

𝜎𝑖𝑗 = 0 𝑟 → ∞ 

𝑢𝑖 = 0 𝑧 = ℎ 

 

Cuya interpretación es exactamente la misma que la dada en el capítulo anterior. La ecuación 

diferencial  a resolver será (igual a la usada en capítulo 2, ecuación 2-15) 

𝜎𝑖𝑘 =
Ψ𝐸

3(1 − 2𝜈)
𝑢𝑙𝑙𝛿𝑖𝑘 +

Ψ𝐸

(1 + 𝜈)
(𝑢𝑖𝑘 −

1

3
𝑢𝑙𝑙𝛿𝑖𝑘) 4-2 

  

Donde recordemos que Ψ𝐸 es el operador integral definido en la ecuación 2-6. Dicho operador 

contiene la información viscoelástica del material, en forma de función de relajación (que dependerá 

del modelo viscoelástico a utilizar). 

Aplicación de Lee y Radok 

Vemos que el problema es similar al del capítulo 2, solo que ahora han cambiado las condiciones de 

contorno. Por lo tanto, vamos a aplicar de nuevo la misma estrategia que en dicho capitulo. La idea, 

recordamos, era, un vez que sepamos las soluciones del problema elástico, realizar el siguiente 

cambio formal en dichas ecuaciones 
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E → Ψ𝐸 = ∫ 𝜑𝐸(𝑡 − 𝜏)
𝑑[ ]

𝑑𝜏
𝑑𝜏

𝑡

0

 4-3 

  

La demostración de Lee y Radok no incluye hipótesis de ningún tipo sobre la geometría o las 

condiciones de contorno del sistema, por lo que no existen limitaciones en teoría para aplicar dicho 

principio a nuestro caso[125]. La única salvedad es que todo lo que desarrollemos solo será válido en 

la ida… Por lo que tendremos que esperar hasta el capítulo 5 para resolver el problema completo 

incluyendo la vuelta de la curva de fuerzas. 

Recordemos que las soluciones para el caso elástico fueron calculadas en el capítulo anterior, y tenían 

una forma genérica del tipo 

𝐹 = ∑𝛼𝑗𝐸𝐼𝛽𝑗

𝑁

𝑗=0

 4-4 

  

Donde los coeficientes dependían de la geometría del indentador (véase las ecuaciones para la fuerza 

obtenidas en el capítulo anterior, de donde podemos obtener explícitamente los coeficientes 

mediante inspección visual). Aplicando el cambio formal dado en 2-6 a la fórmula elástica 4-4, 

obtenemos las formulas centrales para el problema de una muestra viscoelástico de grosor finito: 

𝐹 = ∑𝛼𝑗 ∫ 𝜑𝐸(𝑡 − 𝜏)
𝑑[𝐼𝛽𝑗]

𝑑𝜏
𝑑𝜏

𝑡

0

𝑁

𝑗=0

= ∑𝐹𝑗

𝑁

𝑗=0

 4-5 

  

Vamos a calcular casos concretos de dicha fórmula para diferentes funciones de relajación y 

geometrías. Por simplicidad, vamos a utilizar las soluciones para la fuerza simplificadas para el caso 

de un sistema incompresible y perfectamente anclado al sustrato (ecuaciones 3-60, 3-65 y 3-70). Sin 

embargo, la solución más general sería utilizar las ecuaciones de las fuerzas generales 3-59, 3-61 y 3-

66, las cuales aún no tienen las simplificaciones de incompresibilidad y fijación al sustrato. 

Dada la complejidad de las fórmulas que vamos a obtener, expresaremos los resultados en forma de 

tablas, donde en cada fila j daremos los coeficientes 𝛼𝑗 y 𝛽𝑗, así como el término de la fuerza 𝐹𝑗. 

 

4.2 Aplicación al modelo de Kelvin-Voigt. 

 

En el caso de un modelo de Kelvin-Voigt, podemos encontrar (como en el caso infinito), una 

solución analítica para cualquier tipo de indentación temporal. Sustituyendo la función de relajación 

para dicho modelo en 4-5 encontramos que 

𝐹 = ∑𝛼𝑗 ∫ [𝐸 + ηEδ(t)]
𝑑[𝐼𝛽𝑗]

𝑑𝜏
𝑑𝜏

𝑡

0

𝑁

𝑗=0

 4-6 

  

Si resolvemos las integrales encontramos la fórmula general para cualquier indentación temporal 



 
 8

3

 

𝐹 = ∑𝛼𝑗𝐼(𝑡)
𝛽𝑗−1[3𝛽𝑗𝜂𝐺𝐼(̇𝑡) + 𝐸𝐼(𝑡)]

𝑁

𝑗=0

= ∑𝐹𝑗

𝑁

𝑗=0

 4-7 

  

Donde hemos aplicado la relación ηE = 3ηG. Vamos a calcular los términos 𝐹𝑗 en función de la 

geometría del indentador.  

 

Cilindro 

 
Fig. 4-1: Esquema de indentación de un sólido finito que sigue el modelo del Kelvin-Voigt, mediante 
una punta cilíndrica. 

 

Usando los coeficientes obtenidos en 3-60, e introduciéndolos en 4-7 podemos obtener los diferentes 

términos 𝐹𝑗 para la fuerza. 

j αj βj Fj  

0 
8

3
a 1 

8𝑎

3
[3𝜂𝐺𝐼(̇𝑡) + 𝐸𝐼(𝑡)] 

1 1.133
8

3
𝑎 (

𝑎

ℎ
)
1

 1 1.133
8

3
𝑎 (

𝑎

ℎ
)
1

[3𝜂𝐺𝐼(̇𝑡) + 𝐸𝐼(𝑡)] 

2 1.283
8

3
𝑎 (

𝑎

ℎ
)
2

 1 1.283
8

3
𝑎 (

𝑎

ℎ
)
2

[3𝜂𝐺𝐼(̇𝑡) + 𝐸𝐼(𝑡)] 

3 0.598
8

3
𝑎 (

𝑎

ℎ
)
3

 1 0.598
8

3
𝑎 (

𝑎

ℎ
)
3

[3𝜂𝐺𝐼(̇𝑡) + 𝐸𝐼(𝑡)] 

4 −0.291
8

3
𝑎 (

𝑎

ℎ
)
4

 1 −0.291
8

3
𝑎 (

𝑎

ℎ
)
4

[3𝜂𝐺𝐼(̇𝑡) + 𝐸𝐼(𝑡)] 

4.8 

 

Vemos como de nuevo el efecto del sustrato depende del cociente 
𝑎

ℎ
, pero no de la indentación. Esto 

es exactamente igual que en el caso elástico. 
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4

 

Cono 

 
Fig. 4-2: Esquema de indentación de un sólido finito que sigue el modelo del Kelvin-Voigt, mediante 
una punta cónica. 

 

En este caso los coeficientes están dados por la ecuación 3-65 

j α(j) β(j) Fj  

0 
8 tan𝜃

3𝜋
 2 

8 𝑡𝑎𝑛(𝜃)

3𝜋
𝐼[6𝜂𝐺𝐼(̇𝑡) + 𝐸𝐼(𝑡)] 

1 0.721
8 tan2𝜃

3ℎ𝜋
 3 0.721

8 tan2𝜃

3ℎ𝜋
𝐼2 [9𝜂𝐺𝐼(̇𝑡) + 𝐸𝐼(𝑡)] 

2 0.650
8 tan3𝜃

3ℎ2𝜋
 4 0.650

8 tan3𝜃

3ℎ2𝜋
𝐼3[12𝜂𝐺𝐼(̇𝑡) + 𝐸𝐼(𝑡)] 

3 0.491
8 tan4𝜃

3ℎ3𝜋
 5 0.491

8 tan4𝜃

3ℎ3𝜋
𝐼4[15𝜂𝐺𝐼(̇𝑡) + 𝐸𝐼(𝑡)] 

4 0.225
8 tan5𝜃

3ℎ4𝜋
 6 0.225

8 tan5𝜃

3ℎ4𝜋
𝐼5[18𝜂𝐺𝐼(̇𝑡) + 𝐸𝐼(𝑡)] 

4.9 

 

Si bien ahora las correcciones son función del cociente 
𝐼

ℎ
, por lo que si dependen de la indentación, 

sabemos que 
𝐼

ℎ
∝

𝑎

ℎ
, por lo que el efecto del sustrato sigue estando relacionado con el radio del área 

de contacto, igual que en el caso del cilindro. 

 

Esfera 

 
Fig. 4-3: Esquema de indentación de un sólido finito que sigue el modelo del Kelvin-Voigt, mediante 
una punta esférica. 
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Para calcuar la fuerza en el caso de la esfera utilizaremos los coeficientes obtenidos en la ecuación 3-

70. Por lo que la fuerza total viscoelástica para una muestra finita será 

j α(j) β(j) Fj  

0 
16

9
𝑅

1
2 

3

2
 

16

9
𝑅

1
2𝐼(𝑡)

1
2 [

9

2
𝜂𝐺𝐼(̇𝑡) + 𝐸𝐼(𝑡)] 

1 1.133
1

ℎ

16

9
𝑅 2 1.133

1

ℎ

16

9
𝑅𝐼(𝑡)[6𝜂𝐺𝐼(̇𝑡) + 𝐸𝐼(𝑡)] 

2 1.497
1

ℎ2

16

9
𝑅

3
2 

5

2
 1.497

1

ℎ2

16

9
𝑅

3
2𝐼(𝑡)

3
2 [

15

2
𝜂𝐺𝐼(̇𝑡) + 𝐸𝐼(𝑡)] 

3 1.469
1

ℎ3

16

9
𝑅2 3 1.469

1

ℎ3

16

9
𝑅2𝐼(𝑡)2[9𝜂𝐺𝐼(̇𝑡) + 𝐸𝐼(𝑡)] 

4 0.755
1

ℎ4

16

9
𝑅

5
2 

7

2
 0.755

1

ℎ4

16

9
𝑅

5

2𝐼(𝑡)
5

2 [
21

2
𝜂𝐺𝐼(̇𝑡) + 𝐸𝐼(𝑡)] 

4.10 

 

En esta geometría vemos como el factor de corrección es proporcional a potencias de 
√𝑅𝐼

ℎ
. Pero de 

nuevo, recordando que (al menos al primer orden de corrección por el sustrato) √𝑅𝐼 ∝ 𝑎, la 

corrección sería proporcional a potencias de 
𝑎

ℎ
. Es decir, en todas las geometrías estudiadas la 

corrección es proporcional al ratio entre el área de contacto y el grosor de la muestra. 

 

 

4.3 Aplicación al modelo de SLS. 

 

Sustituyendo la función de relajación en la ecuación general 4-5 obtenemos 

𝐹 = ∑𝛼𝑗 ∫ [𝐸1 + 𝐸2𝑒
−

𝐸2
𝜂𝐸

(𝑡−𝜏)
]
𝑑[𝐼𝛽𝑗]

𝑑𝜏
𝑑𝜏

𝑡

0

𝑁

𝑗=0

 4-11 

  

En este caso tendremos que a sumir una indentación lineal para poder realizar la integración, ya que 

no existe una solución genérica para cualquier tipo de indentación. Es decir, si 𝐼 = 𝑣𝑡 tenemos que 

𝐹 = ∑𝛽𝑗𝛼𝑗𝑣
𝛽𝑗 ∫ [𝐸1 + 𝐸2𝑒

−
𝐸2
𝜂𝐸

(𝑡−𝜏)
] 𝜏𝛽𝑗−1𝑑𝜏

𝑡

0

𝑁

𝑗=0

 4-12 

  

Esta integral tiene solución explicita: 
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6

 

𝐹 = ∑𝛽𝑗𝛼𝑗𝑣
𝛽𝑗 [

𝑡𝛽𝐸1

𝛽
+ 𝑒2𝑒

𝑡𝐸2
𝜂𝐸 (Γ[𝛽,

𝑡𝐸2

𝜂𝐸
] − Γ[𝛽])(

𝐸2

𝜂𝐸
)−𝛽]

𝑁

𝑗=0

= ∑𝐹𝑗

𝑁

𝑗=0

 4-13 

  

La función gamma incompleta  Γ[𝑥, 𝑦] se encuentra convenientemente  tabulada y estudiada en la 

bibliografía. 

Vamos a detallar las formas explicitas de la ecuación 4-13 cuando nos encontramos ante el caso de 

una célula incompresible y fijada perfectamente al sustrato. 

 

Cilindro 

 
Fig. 4-4: Esquema de indentación a velocidad constante de un sólido finito que sigue el modelo del 
SLS, mediante una punta cilíndrica. 

 

En este caso los coeficientes 𝛽𝑗 son todos igual a 1 (ver formula 3-60), por lo que la ecuación 4-12 se 

transforma en  

𝐹 = 𝑣 ∫ [𝐸1 + 𝐸2𝑒
−

𝐸2
𝜂𝐸

(𝑡−𝜏)
] 𝑑𝜏

𝑡

0

∑𝛼𝑗

𝑁

𝑗=0

 4-14 

  

Donde los 𝛼𝑗 son los tabulados en el capitulo 3 para el problema del sustrato elástico. Resolviendo la 

integral obtenemos que 

𝐹 = 𝑣
8𝑎

3
[𝐸1𝑡 + 𝜂𝐸 (1 − 𝑒

−
𝐸2
𝜂𝐸

𝑡
)] [1 +

1.133a

ℎ
+

1.283a2

ℎ2
+

0.598a3

ℎ3
−

0.291a4

ℎ4
] 4-15 

  

Podemos ver cómo, de nuevo, la corrección es proporcional a potencias del factor  
a

ℎ
. 

 

Para el cono y la esfera las soluciones tendrán una estructura semejante. Dada la complejidad de las 

ecuaciones obtenidas, expresaremos los términos 𝐹𝑗  de la soluciones en forma de tabla. 
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Cono 

 
Fig. 4-5: Esquema de indentación a velocidad constante de un sólido finito que sigue el modelo del 
SLS, mediante una punta cónica. 

 

j α(j) β(j) Fj  
 

0 
8 tan𝜃

3𝜋
 2 

8 𝑡𝑎𝑛(𝜃)

3𝜋
2𝑣2

[
 
 
 𝑡2𝐸1

2
+

𝑒
−

𝑡𝐸2
𝜂𝐸 𝜂𝐸

2(1 − Γ[2,−
𝑡𝐸2
𝜂𝐸

])

𝐸2

]
 
 
 
 

4-16 

1 0.721
8 tan2𝜃

3ℎ𝜋
 3 0.721

8 tan2𝜃

3ℎ𝜋
3𝑣3 

[
 
 
 𝑡3𝐸1

3
+

𝑒
−

𝑡𝐸2
𝜂𝐸 𝜂𝐸

3(2 − Γ[3,−
𝑡𝐸2
𝜂𝐸

])

𝐸2
2

]
 
 
 
 

2 0.650
8 tan3𝜃

3ℎ2𝜋
 4 0.650

8 tan3𝜃

3ℎ2𝜋
4𝑣4

[
 
 
 𝑡4𝐸1

4
+

𝑒
−

𝑡𝐸2
𝜂𝐸 𝜂𝐸

4(6 − Γ[4,−
𝑡𝐸2
𝜂𝐸

])

𝐸2
3

]
 
 
 
 

3 0.491
8 tan4𝜃

3ℎ3𝜋
 5 0.491

8 tan4𝜃

3ℎ3𝜋
5𝑣5

[
 
 
 𝑡5𝐸1

5
+

𝑒
−

𝑡𝐸2
𝜂𝐸 𝜂𝐸

5(24 − Γ[5,−
𝑡𝐸2
𝜂𝐸

])

𝐸2
4

]
 
 
 
 

4 0.225
8 tan5𝜃

3ℎ4𝜋
 6 0.225

8 tan5𝜃

3ℎ4𝜋
6𝑣6

[
 
 
 𝑡6𝐸1

6
+

𝑒
−

𝑡𝐸2
𝜂𝐸 𝜂𝐸

6(120 − Γ[6,−
𝑡𝐸2
𝜂𝐸

])

𝐸2
5

]
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Esfera 

 
Fig. 4-6: Esquema de indentación a velocidad constante de un sólido finito que sigue el modelo del 
SLS, mediante una punta esférica. 

 

j α(j) β(j) Fj   

0 
16

9
𝑅

1
2 

3

2
 

16

9
𝑅

1
2

[
 
 
 2

3
𝑡3 2⁄ 𝐸1 +

𝑒
−

𝑡𝐸2
𝜂𝐸 (

√𝜋
2 − Γ[

3
2 ,−

𝑡𝐸2
𝜂𝐸

])𝐸2

(−
𝐸2
𝜂𝐸

)3 2⁄

]
 
 
 

 

4-17 

1 1.133
1

ℎ

16

9
𝑅 2 1.133

1

ℎ

16

9
𝑅

[
 
 
 𝑡2𝐸1

2
+

𝑒
−

𝑡𝐸2
𝜂𝐸 𝜂𝐸

2(1 − Γ[2,−
𝑡𝐸2
𝜂𝐸

])

𝐸2

]
 
 
 

 

2 1.497
1

ℎ2

16

9
𝑅

3
2 

5

2
 1.497

1

ℎ2

16

9
𝑅

3
2

[
 
 
 2

5
𝑡5 2⁄ 𝐸1 +

𝑒
−

𝑡𝐸2
𝜂𝐸 (

3√𝜋
4

− Γ[
5
2

,−
𝑡𝐸2
𝜂𝐸

])𝑒2

(−
𝐸2
𝜂𝐸

)5 2⁄

]
 
 
 
 

3 1.469
1

ℎ3

16

9
𝑅2 3 1.469

1

ℎ3

16

9
𝑅2

[
 
 
 𝑡3𝐸1

3
−

𝑒
−

𝑡𝐸2
𝜂𝐸 𝜂𝐸

3(2 − Γ[3,−
𝑡𝐸2
𝜂 ])

𝐸2
2

]
 
 
 

 

4 0.755
1

ℎ4

16

9
𝑅

5
2 

7

2
 0.755

1

ℎ4

16

9
𝑅

5
2

[
 
 
 2

7
𝑡7 2⁄ 𝐸1 +

𝑒
−

𝑡𝐸2
𝜂𝐸 (

15√𝜋
8

− Γ[
7
2

, −
𝑡𝐸2
𝜂𝐸

])𝐸2

(−
𝐸2
𝜂𝜂𝐸

)7 2⁄

]
 
 
 
 



4.4 Aplicación al modelo de Power-law. 

 

En este caso los términos integrales a resolver serán 

𝐹 = ∑𝛼𝑗 ∫ [𝐸0 (
(𝑡 − 𝜏)

𝑡0
)

−𝛾

]
𝑑[𝐼𝛽𝑗]

𝑑𝜏
𝑑𝜏

𝑡

0

𝑁

𝑗=0

 4-18 

  

De la misma forma que con el modelo SLS, asumiremos que la indentación es lineal con el tiempo 

(velocidad constante), obteniendo el siguiente sumatorio de integrales 

𝐹 = ∑𝛽𝑗𝛼𝑗𝑣
𝛽𝑗 ∫ [𝐸0 (

(𝑡 − 𝜏)

𝑡0
)

−𝛾

] 𝜏𝛽𝑗−1𝑑𝜏
𝑡

0

𝑁

𝑗=0

 4-19 

  

Tenemos la suerte de que existe una solución general a las integrales de este tipo, por lo que la 

solución general para este modelo estará dada por 

𝐹 = ∑𝛽𝑗𝛼𝑗𝑣
𝛽𝑗

𝐸0

𝑡0
−𝛾

𝑁

𝑗=0

𝑡𝛽𝑗−𝛶Γ[𝛽𝑗]Γ[1 − 𝛶]

Γ[1 + 𝛽𝑗 − 𝛶]
 4-20 

  

Reordenando términos obtenemos una expresión más conveniente 

𝐹 = ∑𝛽𝑗𝛼𝑗𝐸0𝐼
𝛽𝑗 (

𝑡

𝑡0
)
−𝛾𝑁

𝑗=0

Γ[𝛽𝑗]Γ[1 − 𝛶]

Γ[1 + 𝛽𝑗 − 𝛶]
= ∑𝐹𝑗

𝑁

𝑗=0

 4-21 

  

La cual depende directamente de la indentación (aunque sigue multiplicado por una Power-law 

temporal). De nuevo, proporcionaremos las soluciones explicitas para las diferentes geometrías, 

como referencia. 

Cilindro 

 
Fig. 4-7: Esquema de indentación a velocidad constante de un sólido finito que sigue el modelo 
Power-law, mediante una punta cilíndrica. 

 

En este caso los coeficientes 𝛽𝑗 son todos igual a 1 (ver formula 2-6), por lo que la ecuación 4-6 se 

transforma en  



 
 9

0

 

𝐹 = ∑𝛼𝑗𝑣
𝐸0

𝑡0
−𝛾

𝑁

𝑗=0

𝑡1−𝛶Γ[1]Γ[1 − 𝛶]

Γ[2 − 𝛶]
=

2𝑎

(1 − 𝜈2)

𝐸0𝑣

(−𝛾 + 1)

𝑡−𝛾+1

𝑡0
−𝛾 ∑𝛼𝑗

𝑁

𝑗=0

 4-22 

  

Donde los 𝛼𝑗 son los tabulados en el capítulo 3 para el problema del sustrato elástico. Resolviendo la 

integral obtenemos que 

𝐹 =
8𝑎

3

𝐸0𝑣

(−𝛾 + 1)

𝑡−𝛾+1

𝑡0
−𝛾 [1 +

1.133a

ℎ
+

1.283a2

ℎ2
+

0.598a3

ℎ3
−

0.291a4

ℎ4
] 4-23 

  

 

Cono 

 
Fig. 4-8: Esquema de indentación a velocidad constante de un sólido finito que sigue el modelo 
Power-law, mediante una punta cónica. 

 

En el caso del cono vamos a representar cada uno de los sumandos la fórmula 4-21 en forma de 

tabla, para facilitar la lectura. De esta forma la fuerza sería 

j α(j) β(j) Fj  

0 
8 tan𝜃

3𝜋
 2 

8 𝑡𝑎𝑛(𝜃)

3𝜋
2𝐼2 (

𝑡

𝑡0
)
−𝛾 Γ[2]Γ[1 − 𝛶]

Γ[3 − 𝛶]
 

1 0.721
8 tan2𝜃

3ℎ𝜋
 3 0.721

8 tan2𝜃

3ℎ𝜋
3𝐼3 (

𝑡

𝑡0
)
−𝛾 Γ[3]Γ[1 − 𝛶]

Γ[4 − 𝛶]
 

2 0.650
8 tan3𝜃

3ℎ2𝜋
 4 0.650

8 tan3𝜃

3ℎ2𝜋
4𝐼4 (

𝑡

𝑡0
)
−𝛾 Γ[4]Γ[1 − 𝛶]

Γ[5 − 𝛶]
 

3 0.491
8 tan4𝜃

3ℎ3𝜋
 5 0.491

8 tan4𝜃

3ℎ3𝜋
5𝐼5 (

𝑡

𝑡0
)
−𝛾 Γ[5]Γ[1 − 𝛶]

Γ[6 − 𝛶]
 

4 0.225
8 tan5𝜃

3ℎ4𝜋
 6 0.225

8 tan5𝜃

3ℎ4𝜋
6𝐼6 (

𝑡

𝑡0
)
−𝛾 Γ[6]Γ[1 − 𝛶]

Γ[7 − 𝛶]
 

4.24 
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Esfera 

 
Fig. 4-9: Esquema de indentación a velocidad constante de un sólido finito que sigue el modelo 
Power-law, mediante una punta cónica. 

 

En el caso del cono vamos a representar cada uno de los sumandos la fórmula 4-6 en forma de tabla, 

para facilitar la lectura. De esta forma la fuerza sería 

j α(j) β(j) Fj  

0 
16

9
𝑅

1
2 

3

2
 

16

9
𝑅

1
2
3

2
𝐸0𝐼

3
2 (

𝑡

𝑡0
)
−𝛾 Γ[

3
2]Γ[1 − 𝛶]

Γ[1 +
3
2

− 𝛶]
 

1 1.133
1

ℎ

16

9
𝑅 2 1.133

1

ℎ

16

9
𝑅2𝐸0𝐼

2 (
𝑡

𝑡0
)
−𝛾 Γ[2]Γ[1 − 𝛶]

Γ[1 + 2 − 𝛶]
 

2 1.497
1

ℎ2

16

9
𝑅

3
2 

5

2
 1.497

1

ℎ2

16

9
𝑅

3
2
5

2
𝐸0𝐼

5
2 (

𝑡

𝑡0
)
−𝛾 Γ[

5
2]Γ[1 − 𝛶]

Γ[1 +
5
2 − 𝛶]

 

3 1.469
1

ℎ3

16

9
𝑅2 3 1.469

1

ℎ3

16

9
𝑅23𝐸0𝐼

3 (
𝑡

𝑡0
)
−𝛾 Γ[3]Γ[1 − 𝛶]

Γ[1 + 3 − 𝛶]
 

4 0.755
1

ℎ4

16

9
𝑅

5
2 

7

2
 0.755

1

ℎ4

16

9
𝑅

5
2
7

2
𝐸0𝐼

7
2 (

𝑡

𝑡0
)
−𝛾 Γ[

7
2]Γ[1 − 𝛶]

Γ[1 +
7
2 − 𝛶]

 

4.25 

 

Recordemos que, para este modelo, en el caso límite  𝛾 = 0 tendremos la solución para un sólido 

puramente elástico.  Se puede comprobar que las expresiones obtenidas en este capítulo coinciden, 

para dicho límite, con las dadas en el capítulo 3 para el problema de la muestra finita elástica. 
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4.5 Comprobación numérica 

 

Una vez derivadas las expresiones teóricas, vamos a estudiarlas numéricamente. Analizaremos tanto 

la convergencia según aumentamos el número de términos de la corrección, como su 

comportamiento al variar el grosor de la muestra. Finalmente compararemos dichos resultados con 

las simulaciones de elementos finitos. Por simplicidad estudiaremos solo el modelo de Kelvin-Voigt 

para las tres geometrías (ecuaciones 4-8, 4-9 y 4-10). 

 

Convergencia al variar el número de términos 

De la misma forma que en el caso elástico, la fuerza está dada por un sumatorio de términos, cada 

uno de los cuales es una corrección aun orden superior (ecuación 4-7). Podemos definir la fuerza 

total a un orden de corrección k como la suma de los términos hasta el orden n: 

𝐹𝑛
𝑇 = ∑𝛼𝑗𝐼(𝑡)

𝛽𝑗−1[3𝛽𝑗𝜂𝐺𝐼(̇𝑡) + 𝐸𝐼(𝑡)]

𝑛

𝑗=0

= ∑𝐹𝑗

𝑛

𝑗=0

 4-26 

  

Para cierto grosor de la muestra e indentación máxima, esperaríamos que los términos 𝐹𝑛
𝑇 

convergieran, es decir, que la diferencia 𝐹𝑛
𝑇 − 𝐹𝑛−1

𝑇  fuera disminuyendo según aumentamos n. 

Vamos a comprobarlo 
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Fig. 4-10: Fuerzas para una muestra finita elástica en función del número de términos de corrección n 

(𝐹𝑛
𝑇). Esquema (a) y fuerzas en función del tiempo (b) para un cilindro, 𝑅 = 2.5 𝜇𝑚. Esquema (c) y 

fuerzas en función de la penetración (d) para un cono, 𝜃 = 45º. Esquema (e) y fuerzas en función de 

la penetración (f) para un esfera, 𝑅 = 5 𝜇𝑚. Muestra, 𝐸 = 4 𝑘𝑃𝑎, 𝜂𝐺 = 100 𝑃𝑎 ∙ 𝑠  ℎ = 5 𝜇𝑚. 
 

En la figura 4-10 podemos ver cómo evolucionan las fuerzas parciales 𝐹𝑛
𝑇, para el caso de una 

indentación sinusoidal. Los 3 esquemas de indentación estudiados (paneles a, c y e) corresponden 

con las tres geometrías de punta más comunes. Como se puede ver, las fuerzas en función del tiempo 

𝐹𝑛
𝑇  (paneles b, d y f) convergen cuando n alcanza el valor de 3 para las tres geometrías usadas. Es 

decir, el valor de la diferencia 𝐹4
𝑇 − 𝐹3

𝑇 es muy pequeño, por lo que hemos llegado a una solución 

estable para los casos estudiados. 
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Variación con el grosor 

Hemos visto que en todas las geometrías, la fuerza depende del inverso del grosor de la muestra h, 

por lo que vamos a estudiar la evolución de diferentes curvas de fuerza cuando variamos el grosor. 

 
Fig. 4-11: Fuerzas para una muestra finita elástica en función del grosor. Fuerzas en función del 

tiempo (a) y  en función de la indentación (b) para un cilindro, 𝑅 = 2.5 𝜇𝑚. Fuerzas en función del 

tiempo (c) y  en función de la indentación (d) para un cono, 𝜃 = 45º. Fuerzas en función de la 

tiempo (e) y  en función de la indentación (h) para una esfera, 𝑅 = 5 𝜇𝑚. Muestra, 𝐸 = 4 𝑘𝑃𝑎, 𝜂𝐺 =
100 𝑃𝑎 ∙ 𝑠,  ℎ = 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒. 
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En la figura 4-11 representamos la fuerza para diferentes geometrías, cuando la indentación es 

sinusoidal. Las geometrías a usar serán de nuevo el cilindro el cono y la esfera. La fuerza en función 

del tiempo (paneles a, c y e) es asimétrica, debido a la viscosidad. Este mismo efecto de la viscosidad 

se puede ver en las curvas en función de la indentación (paneles d, d y f), donde el efecto de la 

viscosidad se puede ver en la histéresis entre las curvas de ida y las de vuelta. Es interesante notar que 

esta histéresis se hace mayor cuanto más fina es la muestra, es decir, la energía absorbida en un ciclo 

depende del grosor de la muestra. 

La fuerza máxima aumenta con la disminución del grosor, como habíamos visto en el caso elástico 

(capítulo 3). Debido a la combinación entre viscosidad y elasticidad, el pico de fuerza máxima no 

coincide con la máxima indentación, como veremos en más detalle  en las simulaciones FEM. 

 

Comparación FEM-teoría 

Para comprobar si las fórmulas que hemos derivado en las secciones anteriores son correctas, vamos 

a realizar unas simulaciones con FEM. La idea es obtener curvas fuerza-indentación y comprarlas con 

las que predicen nuestras ecuaciones (4-8, 4-9 y 4-10).  
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Fig. 4-12: Esquema de simulación y fuerzas calculados para una muestra finita viscoelástica. Esquema 

de la simulación FEM (a) y  fuerzas en función de la penetración (b) para un cilindro, 𝑅 = 2.5 𝜇𝑚. 

Esquema de la simulación FEM (c) y  fuerzas en función de la penetración (d) para un cono, 𝜃 =
75º. Esquema de la simulación FEM (e) y  fuerzas en función de la penetración (f) para una esfera, 

𝑅 = 5 𝜇𝑚. Muestra, 𝐸 = 4 𝑘𝑃𝑎, 𝜂𝐺 = 100 𝑃𝑎 𝑠, ℎ = 5 𝜇𝑚. 
 

En la figura 4-12 podemos tenemos dicha comparación. Los esquemas de simulación (paneles a, c y 

e) serán muy similares a los utilizados en el capítulo anterior, solo que esta vez añadiremos viscosidad 

a la muestra. Las curvas de fuerza teóricas predicen bastante bien las curvas obtenidas en la 

simulación, aunque podemos ver un ligero error en dos zonas. La primera es en la zona de fuerza 

pico, donde simulación y teoría divergen ligeramente. Esto es debido a que, cuanto mayor es la 

indentación, mayores son los errores que hemos cometido en todas las aproximaciones que hemos 
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utilizado en la teoría. Es decir, podemos esperar que si aumentamos aún más al indentación, esta 

divergencia se haga aún mayor. Aun así, para las profundidades y grosores de muestra simulados, la 

correlación es bastante buena. Por otro lado, en la vuelta volvemos a ver una clara separación entre la 

teoría y la simulación. Esto como ya vimos en el capítulo 2, es debido a que en la vuelta tendremos 

un desacople entre la punta y la muestra, que no está contemplado en la teoría. En el siguiente 

capítulo intentaremos dar una solución a dicho problema. 

 
Fig. 4-13: Parámetros vicoelásticos calculados para una muestra finita elástica. Módulos de Young (a) 

y viscosidades (b) calculadas  para un cilindro, 𝑅 = 2.5 𝜇𝑚. Módulos de Young (c) y viscosidades (d) 

calculadas  para un cono, 𝜃 = 75º. Módulos de Young (e) y viscosidades (f) calculadas  para un 

esfera, 𝑅 = 5 𝜇𝑚. Muestra, 𝐸 = 4 𝑘𝑃𝑎, 𝜂𝐺 = 100 𝑃𝑎 𝑠, ℎ = 5 𝜇𝑚. 
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Dado que nuestro objetivo al realizar medidas con AFM es obtener los valores de los parámetros, 

vamos a realizar un ajuste numérico de las curvas obtenidas con FEM. En la figura 4-13 podemos ver 

los valores obtenidos tanto para el modelo de Young como para la viscosidad. Dado que no hemos 

resuelto el problema de la vuelta, estos valores los hemos obtenido ajustando solo las curvas de ida. 

Se puede ver, para todas las geometrías, que al intentar ajustar los datos experimentales con las 

ecuaciones de Sneddon (es decir, sin tener en cuenta el efecto del sustrato, curvas rojas en la gráfica)  

los valores para los parámetros se alejan de los usados en la simulación (región verde). Sin embargo, 

al realizar el ajuste con nuestras ecuaciones obtenemos los valores esperados con mayor precisión 

(curvas azules). Esto se cumple, con algunas diferencias, en todas las geometrías estudiadas, tanto para 

el módulo de Young como para la viscosidad.  

 

 

4.6 Conclusiones 

 

En este capítulo hemos obtenido una solución completa al problema de la indentación de un medio 

viscoelástico de grosor finito. Combinando la hipótesis de Lee y Radok (estudiada y explorada en el 

capítulo 2) con las soluciones elásticas par un medio finito obtenidas en el capítulo 3, hemos obtenido 

soluciones analíticas para diferentes geometrías de la punta y modelos viscoelásticos. Las soluciones 

coinciden muy bien con los resultados numéricos de las simulaciones FEM, lo que nos da confianza 

en la teoría. Podemos decir que con ayuda de la teoría desarrollada, somos capaces de extraer las 

propiedades viscoelásticas de la célula en cualquier posición de la misma, independientemente del 

grosor de la misma y del modelo viscoelástico a utilizar. 

Sin embargo, todas las soluciones viscoelásticas obtenidas (tanto en este capítulo, como en el capítulo 

2) adolecen de un problema de base: Solo son válidas en la ida de la curva de indentaciones. Esto es 

debido a una limitación en la hipótesis de Lee y Radok (desde el punto de vista teórico), que se 

puede interpretar como la incapacidad de una muestra viscoelástica de responder rápidamente a la 

retirada de la punta, desacoplándose de la misma. En el siguiente capítulo vamos a intentar lidiar con 

esta dificultad. 
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5. El Problema del área de contacto 

 

 
Fig. 5-0: (a) En este capítulo analizaremos como las fuerzas dependerán del área de contacto a la ida y 
a la vuelta, que a su vez dependerá de la respuesta del material y del efecto del sustrato.. Esquema del 
sistema punta-muestra, donde vemos que el área de contacto varía (a la misma indentación) para la 
ida (b) y para la vuelta (c). 
 

5.0 Introducción 

Todas las soluciones viscoelásticas que hemos obtenido hasta ahora (tanto en el caso infinito, capítulo 

2, como teniendo en cuenta el efecto del substrato, capítulo 4) son solo válidas en la ida, antes de 

alcanzar el máximo de indentación. Esto es debido a que, aunque la solución dada por Lee y Radok 

es formalmente válida a la vuelta, predice tensiones negativas en algunos puntos del área de 



 

 1

0

0

 

contacto[125]. Dado que estamos asumiendo que no existen fuerzas atractivas en nuestro 

experimento real, esta solución no es válida para describir los datos experimentales. Antes de 

proceder al tratamiento analítico del problema, vamos a explorarlo un poco mejor mediante 

simulaciones de elementos finitos. 

 

5.1 Desacople punta-muestra 

 

Si simulamos mediante FEM tanto la ida como la vuelta de la indentación producida por una punta 

esférica sobre una muestra viscoelástica (sin fuerzas de adhesión), podemos ver como en la vuelta el 

indentador se desacopla de la muestra.  

 
Fig. 5-1: Simulación del contacto durante un ciclo completo. (a) y (b) tienen las mismas indentaciones 
que (e) y (d), pero velocidad opuesta. (c) Corresponde a la máxima indentación, donde la velocidad 

es cero. , 𝑅 = 5 𝜇𝑚. Muestra, 𝐸 = 4 𝑘𝑃𝑎, 𝜂𝐺 = 500 𝑃𝑎 ∙ 𝑠 
 

En la figura 5-1 podemos ver los resultados de una esfera indentando una muestra viscoelástica (la 

cual tiene una viscosidad gigantesca, de 500 𝑃𝑎 ∙ 𝑠, para amplificar el efecto que queremos mostrar). 
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En la fase de ida de la indentación (cuando la velocidad es positiva, es decir, cuando la indentación 

aumenta con el tiempo), la esfera y la muestra se mantienen en contacto (paneles a y b). Durante este 

periodo, todas las fórmulas que hemos desarrollado en los capítulos 2 y 4 son válidas, hasta que 

alcancemos la máxima indentación (panel c), donde la velocidad es exactamente igual a cero Sin 

embargo, en la fase de vuelta (donde la velocidad es negativa), vemos que la punta se despega de la 

muestra (paneles d y e). Esta desacople es debido a que la muestra no es capaz de “seguir” a la punta, 

ya que esta se retira muy rápido. Esto es algo que no tuvimos en cuenta en nuestro análisis de la 

viscoelasticidad en los capítulos anteriores. Vamos a ver cómo se ha solucionado este problema en la 

bibliografía. 

 

5.2 Solución de Ting 

 

Ting [124] estudió la solución al problema de la fuerza para la vuelta, encontrando una solución 

interesante. Recordemos que para la ida (cuando 𝑡 < 𝑡𝑚𝑎𝑥, siendo 𝑡𝑚𝑎𝑥 el tiempo al cual 

alcanzamos la máxima indentación), la fuerza en función de la indentación para una muestra infinita 

estaba dado por 

𝐹(𝑡) = 𝛼 ∫ 𝜑𝐸  (𝑡 − 𝑡′)
𝑑

𝑑𝑡′
(𝐼(𝑡′)𝛽)

𝑡

0

𝑑𝑡′ 𝑡 < 𝑡𝑚𝑎𝑥 5-1 

   

Donde los coeficientes dependían de los detalles del problema en particular (ecuaciones 3-60, 3-65, 

3-70). Cuando nos encontramos en la vuelta (𝑡 > 𝑡𝑚𝑎𝑥), la solución dada por Ting es similar 

𝐹(𝑡) = 𝛼 ∫ 𝜑𝐸  (𝑡 − 𝑡′)
𝑑

𝑑𝑡′
(𝐼(𝑡′)𝛽)

𝑡1(𝑡)

0

𝑑𝑡′ 𝑡 > 𝑡𝑚𝑎𝑥 5-2 

   

Las formulas 5-1 y 5-2 son exactamente las mismas excepto por el límite superior de integración, que 

en el caso de la vuelta es una función 𝑡1(𝑡). Esta función indica el tiempo 𝑡1 para el cual el área de 

contacto era exactamente igual al área en el momento actual t. Es decir, durante la vuelta, la fuerza 

medida en cierto instante t está relacionada con la fuerza medida a la ida en cierto instante 𝑡1, bajo la 

condición de que en t y en 𝑡1 el área de contacto sea la misma. Es más, el radio del área de contacto 

estará dada por 

𝑎(𝑡) = 𝛾𝐼(𝑡)𝜃 𝑡 < 𝑡𝑚𝑎𝑥 
5-3 

𝑎(𝑡) = 𝛾𝐼(𝑡1(𝑡))
𝜃 𝑡 > 𝑡𝑚𝑎𝑥 

   

Donde 𝛾 y 𝜃 son los coeficientes que describen el radio del área de contacto en función de la 

geometría, dados en el capítulo 2 (ecuación 2-23). 



 

 1

0

2

 

 
Fig. 5-2: Calculo de la fuerza a la vuelta. (a) La función 𝑡1(𝑡) indica el tiempo al cual el área de 
contacto fue igual a la actual en tiempo t . (b) Esta función se obtiene al resolver la condición dada 

por Ting.  (c) y (d) Estados de la indentación en los tiempos 𝑡1(𝑡) (ida) y t (vuelta), que tienen la 
misma área de contacto pero distinto valor de la indentación.    
 

La condición que nos permite obtener 𝑡1(𝑡) es [124] 

∫ 𝜑𝐸  (𝑡 − 𝑡′)
𝑑

𝑑𝑡′
(𝐼(𝑡′))

𝑡

𝑡1(𝑡)

𝑑𝑡′ = 0 5-4 

  

Dado que podemos tener discontinuidades de velocidad al llegar a la indentación máxima (por 

ejemplo en el caso de una indentación triangular, donde la velocidad cambia de signo en la ida y en la 

vuelta), es útil dividir la integral 5-4 en dos tramos 

∫ 𝜑𝐸  (𝑡 − 𝑡′)
𝑑

𝑑𝑡′
(𝐼(𝑡′))

𝑡𝑚𝑎𝑥

𝑡1(𝑡)

𝑑𝑡′ + ∫ 𝜑𝐸  (𝑡 − 𝑡′)
𝑑

𝑑𝑡′
(𝐼(𝑡′))

𝑡

𝑡𝑚𝑎𝑥

𝑑𝑡′ = 0 5-5 

  

De forma que la primera integral se efectúa en la ida y la segunda en la vuelta.   

Si tenemos una función de relajación 𝜑𝐸(𝑡) para nuestro material, así como una indentación en 

función del tiempo 𝐼(𝑡), podemos resolver 5-5 para obtener la función 𝑡1(𝑡). Una vez obtenida esta 

función,  que sustituida en 5-2 nos dará la fuerza en la vuelta. 
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Generalidad de la solución de Ting 

Es interesante notar  que la función 𝑡1(𝑡)  dada por la condición anterior es válida bajo unas 

condiciones muy generales. La ecuación 5-3 es independiente de la forma del indentador (no 

aparecen los coeficientes 𝛼 ni 𝛽). Es decir, para calcular 𝑡1(𝑡) solo necesitamos saber la función de 

relajación del material 𝜑𝐸  (𝑡) y la forma de la indentación con el tiempo 𝐼(𝑡). En su primer artículo 

[124], Ting demostró dicha condición para una muestra seminfinita y homogénea, lo cual solo nos 

valdría para el problema del capítulo 2. Sin embargo, en un trabajo posterior [132], demostró que la 

misma solución es aplicable para cualquier sistema homogéneo en la dirección horizontal definido 

por una función de Green del tipo 3-7. Esto hace que un sistema homogéneo, pero de dimensiones 

finitas, como el tratado en el capítulo 4 también esté incluido. Es decir, que la solución final para un 

sistema de dimensiones finitas estará dado por 

𝐹(𝑡) = ∑𝛼𝑗 ∫ 𝜑𝐸  (𝑡 − 𝑡′)
𝑑

𝑑𝑡′
(𝐼(𝑡′)𝛽𝑗)

𝑡

0

𝑑𝑡′

𝑁

𝑗=0

 𝑡 < 𝑡𝑚𝑎𝑥 

5-6 

𝐹(𝑡) = ∑𝛼𝑗 ∫ 𝜑𝐸  (𝑡 − 𝑡′)
𝑑

𝑑𝑡′
(𝐼(𝑡′)𝛽𝑗)

𝑡1(𝑡)

0

𝑑𝑡′

𝑁

𝑗=0

 𝑡 > 𝑡𝑚𝑎𝑥 

   

Donde los coeficientes 𝛼𝑗 y 𝛽𝑗 fueron obtenidos para las diferentes geometrías en el capítulo 3 

(ecuaciones 360, 3-65 y 3-70).  De la misma forma el radio del área de contacto para el problema 

general estará dada por 

𝑎(𝑡) = 𝑎𝑖𝑑𝑎(𝑡) 𝑡 < 𝑡𝑚𝑎𝑥 
5-7 

𝑎(𝑡) = 𝑎𝑖𝑑𝑎(𝑡1(𝑡)) 𝑡 > 𝑡𝑚𝑎𝑥 

   

Donde 𝑎𝑖𝑑𝑎(𝑡) es el radio del área de contacto para la ida, que fue calculado de forma completa en 

el capítulo 3 (ecuaciones 3-63 y 3-68). 

Por lo tanto, podremos resolver el problema completo de la indentación de una célula de 

dimensiones finitas. La única duda surgirá al tratar la heterogeneidad de la célula, pero este caso lo 

dejaremos para el último capítulo. 

Vamos a proceder al cálculo explícito de las soluciones  para los diferentes modelos viscoelásticos. 
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5.3 Calculo de las soluciones para el caso de Kelvin-Voigt 

 

Vamos a usar la solución de Ting para calcular la fuerza total (tanto en la ida como en la vuelta) en el 

caso del modelo de Kelvin-Voigt.  

Condición general para 𝒕𝟏(𝒕)   

Sustituyendo la función de relajación de Kelvin-Voigt en la condición 5-4 tenemos la siguiente 

ecuación 

∫ [𝐸 + 𝜂𝐸𝛿(𝑡 − 𝑡′)]
𝑑

𝑑𝑡′ (𝐼(𝑡
′))𝑑𝑡′

𝑡

𝑡1(𝑡)

 5-8 

  

La cual podemos resolver fácilmente, obteniendo 

𝐸[𝐼(𝑡) − 𝐼[𝑡1(𝑡)]] + 𝜂𝐸

𝑑

𝑑𝑡
(𝐼(𝑡)) = 0 5-9 

  

Reordenando términos tenemos una condición para las indentaciones 

𝐼[𝑡1(𝑡)] = 𝐼(𝑡) + 𝜏
𝑑

𝑑𝑡
(𝐼(𝑡)) 5-10 

  

Donde 𝜏 =
ηE

𝐸
 es el tiempo de relajación del sistema. Cuando la viscosidad esta constante es también 

cero, por lo que tenemos una simetría perfecta entre la ida y la vuelta (𝑡1(𝑡) = 𝑡). Si conocemos la 

forma exacta de la indentación con el tiempo podremos obtener la expresión 𝑡1(𝑡). 

Condición general para la fuerza 

Una vez obtenida la función 𝑡1(𝑡), podemos sustituirla (junto con la función de relajación del modelo 

de Kelvin-Voigt) en la ecuación 5-6 

𝐹(𝑡) = ∑𝛼𝑗 ∫ [𝐸 + 𝜂𝐸𝛿(𝑡 − 𝑡′)]
𝑑

𝑑𝑡′
(𝐼(𝑡′)𝛽𝑗)

𝑡

0

𝑑𝑡′

𝑁

𝑗=0

 𝑡 < 𝑡𝑚𝑎𝑥 

5-11 

𝐹(𝑡) = ∑𝛼𝑗 ∫ [𝐸 + 𝜂𝐸𝛿(𝑡 − 𝑡′)]
𝑑

𝑑𝑡′
(𝐼(𝑡′)𝛽𝑗)

𝑡1(𝑡)

0

𝑑𝑡′

𝑁

𝑗=0

 𝑡 > 𝑡𝑚𝑎𝑥 

   

Si efectuamos las integrales obtenemos la forma final para la fuerza en el caso del modelo de Kelvin-

Voigt 

𝐹(𝑡) = ∑𝛼𝑗𝐼(𝑡)
𝛽𝑗−1[3𝛽𝑗𝜂𝐺𝐼(̇𝑡) + 𝐸𝐼(𝑡)]

𝑁

𝑗=0

 𝑡 < 𝑡𝑚𝑎𝑥 5-12 
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𝐹(𝑡) = ∑𝛼𝑗𝐸𝐼(𝑡1(𝑡))
𝛽𝑗

𝑁

𝑗=0

 𝑡 > 𝑡𝑚𝑎𝑥 

   

Donde 𝐼(𝑡1(𝑡)) está dado por la ecuación  5-10. La forma explícita dependerá de cómo sea la 

indentación en función del tiempo, así que calcularemos dos casos: Una indentación a velocidad 

constante (triangular) y otra sinusoidal. 

 

Solución indentación triangular  

Recordemos que en el caso de indentación triangular, la indentación en función del tiempo viene 

dada por 

𝐼 = 𝑣𝑡 𝑡 < 𝑡𝑚𝑎𝑥 
5-13 

𝐼 = 𝑣𝑡𝑚𝑎𝑥 − 𝑣(𝑡 − 𝑡𝑚𝑎𝑥) 𝑡 > 𝑡𝑚𝑎𝑥 

   

Donde 𝑡𝑚𝑎𝑥 es el tiempo necesario para alcanzar la máxima indentación.  De esta forma la velocidad 

en 5-3 es sencillamente 

𝑑

𝑑𝑡
(𝐼(𝑡)) = 𝑣 𝑡 < 𝑡𝑚𝑎𝑥 

5-14 𝑑

𝑑𝑡
(𝐼(𝑡)) = −𝑣 

𝑡 > 𝑡𝑚𝑎𝑥 

   

Sustituyendo 5-13 y 5-14 en 5108, obtendremos 

𝑣𝑡1(𝑡) = 𝑣𝑡𝑚𝑎𝑥 − 𝑣(𝑡 − 𝑡𝑚𝑎𝑥) − 𝜏𝑣 5-15 

  

Y simplificando  

𝑡1(𝑡) = 2𝑡𝑚𝑎𝑥 − 𝑡 − 𝜏 5-16 

  

Es interesante notar que 𝜏, además del tiempo de relajación, coincide con el “adelanto” con el cual el 

indentador pierde contacto con la muestra, en comparación con el sistema puramente elástico. 

Una vez que sabemos la función 𝑡1(𝑡) podemos calcular la fuerza tanto en la ida como en la vuelta 

para este modelo, sustituyendo esta expresión en la ecuación 5-12. 

𝐹(𝑡) = ∑𝛼𝑗𝐼(𝑡)
𝛽𝑗−1[3𝛽𝑗𝜂𝐺𝐼(̇𝑡) + 𝐸𝐼(𝑡)]

𝑁

𝑗=0

 𝑡 < 𝑡𝑚𝑎𝑥 

5-17 

𝐹(𝑡) = ∑𝛼𝑗𝐸𝐼(2𝑡𝑚𝑎𝑥 − 𝑡 − 𝜏)𝛽𝑗

𝑁

𝑗=0

 𝑡 > 𝑡𝑚𝑎𝑥 
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 Como caso particular de la muestra infinita, obtenemos el siguiente resultado 

𝐹(𝑡) = 𝛼𝐼(𝑡)𝛽−1[3𝛽𝜂𝐺𝑣 + 𝐸𝐼(𝑡))] 𝑡 < 𝑡𝑚𝑎𝑥 
5-18 

𝐹(𝑡) = 𝛼𝐸(𝑣(2𝑡𝑚𝑎𝑥 − 𝑡 − 𝜏 ))𝛽 𝑡 > 𝑡𝑚𝑎𝑥 

   

Donde solo nos quedaría particularizar los coeficientes 𝛼 y 𝛽 para la geometría adecuada.   

 

Solución indentación sinusoidal  

En el caso de que la indentación fuera sinusoidal tendríamos las siguientes expresiones para la 

indentación en función del tiempo 

𝐼 = 𝐼𝑚𝑎𝑥 sin(𝜔𝑡) 5-19 

  

 

Donde 𝑡𝑚𝑎𝑥 es, de nuevo, el tiempo necesario para alcanzar la máxima indentación.  De esta forma 

la velocidad en 5-19 está dada por 

𝑑

𝑑𝑡
(𝐼(𝑡)) = 𝐼𝑚𝑎𝑥𝜔 cos(𝜔𝑡) 5-20 

  

Sustituyendo estas expresiones en 5-10 obtendremos 

𝐼𝑚𝑎𝑥 sin(𝜔𝑡1(𝑡)) = 𝐼𝑚𝑎𝑥 sin(𝜔𝑡) + 𝜏𝐼𝑚𝑎𝑥𝜔 cos(𝜔𝑡) 

 
5-21 

  

Por lo que la función 𝑡1(𝑡) es fácil de obtener 

𝑡1(𝑡) =
𝑎𝑠𝑖𝑛[sin(𝜔𝑡) + 𝜏𝜔 cos(𝜔𝑡)]

𝜔
 

 

5-22 

  

Sustituyendo esta expresión en las ecuaciones de la fuerza 5-12 tendremos de nuevo la fórmula para 

la fuerza total tanto en la ida como en la vuelta 

𝐹(𝑡) = ∑𝛼𝑗𝐼(𝑡)
𝛽𝑗−1[3𝛽𝑗𝜂𝐺𝐼(̇𝑡) + 𝐸𝐼(𝑡)]

𝑁

𝑗=0

 𝑡 < 𝑡𝑚𝑎𝑥 

5-23 

𝐹(𝑡) = ∑𝛼𝑗𝐸𝐼(𝐼𝑚𝑎𝑥 sin(𝜔𝑡) + 𝜏𝐼𝑚𝑎𝑥𝜔cos(𝜔𝑡))𝛽𝑗

𝑁

𝑗=0

 𝑡 > 𝑡𝑚𝑎𝑥 

   

Y, simplificando al caso de una muestra infinita tendremos 
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𝐹(𝑡) = 𝛼𝐼(𝑡)𝛽−1[3𝛽𝜂𝐺𝐼(̇𝑡) + 𝐸𝐼(𝑡)] 𝑡 < 𝑡𝑚𝑎𝑥 
5-24 

𝐹(𝑡) = 𝛼𝐸[𝐼𝑚𝑎𝑥 sin(𝜔𝑡) + 𝜏𝐼𝑚𝑎𝑥𝜔cos(𝜔𝑡)]𝛽 𝑡 > 𝑡𝑚𝑎𝑥 

   

Bajo las mismas condiciones, para el radio de contacto obtendríamos 

𝑎(𝑡) = 𝜆𝐼(𝑡)𝜃 𝑡 < 𝑡𝑚𝑎𝑥 
5-25 

𝑎(𝑡) = 𝜆𝐼(𝐼𝑚𝑎𝑥 sin(𝜔𝑡) + 𝜏𝐼𝑚𝑎𝑥𝜔 cos(𝜔𝑡))𝜃 𝑡 > 𝑡𝑚𝑎𝑥 

   

Donde los coeficientes 𝜆 y 𝜃 dependerán de la geometría. 

 

5.4 Otros modelos 

 

De la misma forma podríamos calcular la ecuación de la fuerza para los demás modelos de 

viscoelasticidad. Sin embargo, nos limitaremos a calcular las funciones 𝑡1(𝑡), dadas las cuales la 

fuerza se podrá obtener integrando las expresiones generales 5-5. Por simplicidad usaremos una 

indentación lineal con el tiempo (ecuaciones 5-13 y 5-14). 

 

Modelo SLS e indentación lineal 

En este caso usaremos la expresión 5-5, que  se convertirá en 

∫ [𝐸1 + 𝐸2𝑒
−

𝐸2
𝜂𝐸

(𝑡−𝑡′)
] 𝑣

𝑡𝑚𝑎𝑥

𝑡1(𝑡)

𝑑𝑡′ − ∫ [𝐸1 + 𝐸2𝑒
−

𝐸2
𝜂𝐸

(𝑡−𝑡′)
]

𝑡

𝑡𝑚𝑎𝑥

𝑣𝑑𝑡′ = 0 5-26 

  

Resolviendo las integrales obtenemos 

𝐸1(𝑡𝑚𝑎𝑥 − 𝑡1(𝑡)) − 𝐸1(𝑡 − 𝑡𝑚𝑎𝑥) + 𝜂𝐸(−1 + 2𝑒
−

𝐸2
𝜂𝐸

(𝑡−𝑡𝑚𝑎𝑥)
− 𝑒

−
𝐸2
𝜂𝐸

(𝑡−𝑡1(𝑡))
) = 0 5-27 

  

Dado que 𝑡1(𝑡) aparece fuera y dentro de una Power-law, es imposible despejar esta función para 

obtener una fórmula cerrada. La única opción es resolver este problema mediante métodos 

numéricos. 

 

Modelo Power-law  e indentación lineal 

Para este modelo la expresión 5-5 se convertirá en 

∫ 𝐸0 (
𝑡 − 𝑡′

𝑡0
)

−𝛾𝑡𝑚𝑎𝑥

𝑡1(𝑡)

𝑣𝑑𝑡′ − ∫ 𝐸0 (
𝑡 − 𝑡′

𝑡0
)

−𝛾

𝑣
𝑡

𝑡𝑚𝑎𝑥

𝑑𝑡′ = 0 5-28 
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Dado que tanto 𝐸0 como 𝑡0 aparecen en ambos términos, podemos cancelarlos, por lo que la 

función 𝑡1(𝑡) solo dependerá del coeficiente 𝛾. Resolviendo las integrales obtenemos 

(𝑡 − 𝑡𝑚𝑎𝑥)
−𝛾+1

−𝛾 + 1
−

(𝑡 − 𝑡1(𝑡))
−𝛾+1

−𝛾 + 1
−

(𝑡 − 𝑡)−𝛾+1

−𝛾 + 1
+

(𝑡 − 𝑡𝑚𝑎𝑥)
−𝛾+1

−𝛾 + 1
= 0 5-29 

  

Manipulando esta expresión podemos despejar 𝑡1(𝑡) 

𝑡1(𝑡) = 𝑡 − √2
−𝛾+1

(𝑡 − 𝑡𝑚𝑎𝑥) 5-30 

  

Como es habitual, el modelo Power-law cuando 𝛾 = 0 es equivalente a un sólido elástico, por lo que 

la ecuación anterior tiene que ser igual a la obtenida en el modelo de Kelvin-Voigt (ecuación 5-16) 

cuando no existe viscosidad (es decir, cuando el tiempo de relajación es nulo, 𝜏 = 0). Podemos ver 

fácilmente que esto se cumple para este límite, ya que 5-30 se transforma en 

𝑡1(𝑡) = 𝑡 − 2(𝑡 − 𝑡𝑚𝑎𝑥) 5-31 

  

Que es equivalente a 5-16 con 𝜏 = 0. 

Otro caso particular interesante del modelo Power-law es de un líquido perfecto (𝛾 = 1), que 

equivaldría al caso de 𝜏 = ∞ en el modelo de Kelvin-Voigt. En este caso 5-30 sería. 

𝑡1(𝑡) = −∞ 5-32 

  

Esta expresión, chocante inicialmente, tiene todo el sentido. Si introducimos esta condición en el 

límite de la integral de la ecuación de la fuerza en la vuelta (5-2) 

𝐹(𝑡) = ∑𝛼𝑗 ∫ 𝐸0 (
𝑡 − 𝑡′

𝑡0
)

−𝛾
𝑑

𝑑𝑡′ (𝐼(𝑡
′)𝛽𝑗)

−∞

0

𝑑𝑡′

𝑁

𝑗=0

= 0 𝑡 > 𝑡𝑚𝑎𝑥 5-33 

   

Vemos que la integral se tendría que calcular para tiempos negativos (t variaría de 0 a −∞), en los 

cuales no existe el contacto (ya que hemos definido t = 0 con el inicio del contacto), y por lo tanto la 

fuerza total es cero. Es decir la fuerza en la vuelta para un material perfectamente viscoso es 

exactamente cero. Obviamente, una vez comprimido, un material perfectamente viscoso no seguirá al 

indentador en la vuelta, por lo que es natural que la fuerza medida sea cero, ya que no hay contacto 

entre el indentador y la muestra. De nuevo, vemos como el modelo de Kelvin-Voigt nos daría el 

mismo resultado en el caso de una viscosidad altísima (ecuación 5-16 con 𝜏 = ∞). 

 

5.4 Comprobación numérica 

 

De nuevo, como en los capítulos anteriores, usaremos las simulaciones FEM para comprobar la 

validez de las formulas desarrolladas. Vamos a simular el modelo de Kelvin-Voigt para el caso 

sinusoidal en dos muestras diferentes: Una de grosor infinito (el mismo ejemplo que el estudiado en 
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el capítulo 2) y otra finita (el mismo caso que el estudiado en el capítulo 4). 

Medio infinito 

Dado que la argumentación de Ting está basada en la igualdad de las áreas de contacto entre dos 

tiempos  𝑡 y 𝑡1, vamos a comprobar si coincide el radio de contacto en nuestras predicciones teóricas 

frente a las simulaciones FEM.  
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Fig. 5-3: Esquemas de la simulación FEM y comparación simulación-teoría (con y sin la solución de 
Ting)  de los radios de contacto en función del tiempo para una muestra seminfinita. (a, b) Cilindro, 

𝑅 = 2.5 𝜇𝑚. (c, d) Cono, 𝜃 = 75º . (e. f) Esfera, 𝑅 = 5 𝜇𝑚. Indentación sinusoidal, 𝐴 = 1 𝜇𝑚, 𝑇 =
1𝑠. Muestra seminfinita ℎ = ∞ 𝜇𝑚, 𝐸 = 4 𝑘𝑃𝑎, 𝜂𝐺 = 100 𝑃𝑎 ∙ 𝑠.  
 

En la figura 5-3 se muestra el radio del área de contacto en función del tiempo para las tres 

geometrías de punta habituales. El esquema de las simulaciones va a ser el mismo que en el capítulo 

2 (paneles a, c y e). Se pude ver que el área de contacto obtenida por FEM coincide perfectamente 

con nuestras ecuaciones para el área de contacto en el caso de una indentación sinusoidal (ecuación 

5-25). También podemos ver como en la vuelta el radio del contacto es siempre menor que el 

esperado aplicando directamente las ecuaciones del capítulo 2 (que no tenían en cuenta el desacople 

entre la punta y la muestra). 



 

 1

1

1

 

 
Fig. 5-4: Comparación simulación-teoría  (con y sin la solución de Ting) de las fuerzas para una 
muestra seminfinita. (a) En función de la penetración y (b) en función del tiempo para un cilindro, 

𝑅 = 2.5 𝜇𝑚. (b) En función de la penetración y (c) en función del tiempo para un Cono, 𝜃 = 75º. 

(e) En función de la penetración y (f) en función del tiempo para un Esfera, 𝑅 = 5 𝜇𝑚. Indentación 

sinusoidal, 𝐴 = 1 𝜇𝑚, 𝑇 = 1𝑠. Muestra seminfinita ℎ = ∞ 𝜇𝑚, 𝐸 = 4 𝑘𝑃𝑎, 𝜂𝐺 = 100 𝑃𝑎 ∙ 𝑠. 
 

Una vez que hemos visto que el área de contacto coincide perfectamente entre simulación y teoría, 

vamos a comprobar si tenemos el mismo éxito con las fuerzas. En la figura 5-4 podemos ver las 

fuerzas en función de la indentación  (paneles a, c y e) así como del tiempo (paneles b, d y f). El 

ajuste entre teoría (ecuación 5-23) y experimento es casi perfecto, lo que indica que hemos 
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conseguido resolver completamente el problema de la indentación para una muestra viscoelastica 

infinita.  

Medio finito 

En el caso del modelo finito usaremos las fórmulas 5-23 con los coeficientes obtenidos en el capítulo 

4. Es decir, nuestro objetivo es completar la solución mostrada en dicho capítulo en la vuelta, donde 

la condición de Lee y Radok también fallaba, como en el caso infinito.  

 
Fig. 5-5: Esquemas de la simulación FEM y comparación simulación-teoría  (con y sin la solución de 
Ting) de los radios de contacto en función del tiempo para una muestra de grosor finito. (a,b) 

Cilindro, 𝑅 = 2.5 𝜇𝑚. (c,d) Cono, 𝜃 = 75º . (e.f) Esfera, 𝑅 = 5 𝜇𝑚. Indentación sinusoidal, 𝐴 =
1 𝜇𝑚, 𝑇 = 1𝑠. Muestra, ℎ = 5 𝜇𝑚, 𝐸 = 4 𝑘𝑃𝑎, 𝜂𝐺 = 100 𝑃𝑎 ∙ 𝑠. 
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En la figura 5-5 comprobamos  el área de contacto, mostrando la evolución del radio con el tiempo. 

El esquema de la simulación es el mismo que el usado en el capítulo 4 (paneles a, c y e). Podemos 

ver que el radio (simulado) de contacto en función del tiempo, si bien no coincide perfectamente con 

la teoría en su máximo, se ajusta razonablemente bien tanto en la ida como en la vuelta de la curva. 

En el capítulo 4 ya habíamos visto que el error entre simulación y teoría en la máxima indentación 

era debido a que la teoría va fallando cada vez más según aumenta el ratio indentación/grosor de la 

muestra, por lo que, en lo que respecta al radio de contacto, podemos decir que la teoría predice 

bastante bien las simulaciones FEM. 
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Fig. 5-6: Comparación simulación-teoría (con y sin la solución de Ting) de las fuerzas para una 
muestra de grosor finito. (a) En función de la penetración y (b) en función del tiempo para un 

cilindro, 𝑅 = 5 𝜇𝑚. (b) En función de la penetración y (c) en función del tiempo para un Cono, 

𝜃 = 75º. (e) En función de la penetración y (f) en función del tiempo para un Esfera, 𝑅 = 5 𝜇𝑚. 

Indentación sinusoidal, 𝐴 = 1 𝜇𝑚, 𝑇 = 1𝑠. Muestra, ℎ = 5 𝜇𝑚, 𝐸 = 4 𝑘𝑃𝑎, 𝜂𝐺 = 100 𝑃𝑎 ∙ 𝑠. 
 

Veamos, como prueba final, que pasa con las fuerzas. En la figura 5-6 podemos observar la 

comparación entre las fuerzas en función de la penetración (paneles a, c, y e) y las fuerzas en función 

del tiempo (paneles b, d y f) coinciden realmente bien con las simulaciones, tanto para la ida como 

para la vuelta. Es decir, las ecuaciones 5-23 predicen lo que pasa en la simulación. Por lo tanto, 

podemos decir que hemos solucionado completamente el problema de indentación de un medio 

viscoelástico de grosor finito.  

 

 

5.5 Conclusiones 

 

En este capítulo se han completado las soluciones viscoelásticas dadas en los capítulos 2 y 4, las cuales 

solo eran válidas en la ida de la curva de indentación. Usando simulaciones FEM, se ha visto que el 

problema surge debido al desacoplamiento entre la punta y la muestra en la vuelta, lo cual hace que 

el área de contacto sea menor en la vuelta que en la ida para la misma indentación. Hemos aplicado 

la teoría propuesta en la bibliografía, la cual ofrecía una solución en la vuelta suponiendo que se 

conocieran las soluciones explicitas en la ida. Combinando dicha teoría con las soluciones 

encontradas en los capítulos 2 (para muestras infinitas) y 4 (para muestras finitas), hemos obtenido 

soluciones para cualquier geometría y modelo viscoelástico. Finalmente como ejemplo particular, se 

ha estudiado numéricamente el caso particular del modelo de Kelvin-Voigt, obteniéndose una 

concordancia muy buena entre la teoría y la simulación. 

Podemos decir entonces que se ha solucionado completamente el problema de la indentación de una 

muestra viscoelástica de grosor finito. O dicho de otra forma, tenemos una teoría completa de cómo 

medir la célula con un AFM teniendo en cuenta tanto su comportamiento viscoelástico como su 

grosor finito. Sin embargo, en todo lo anterior hemos estado tratando al célula como un objeto 

homogéneo, que tendría las mismas propiedades en cualquier punto que midamos de la misma. En 

el siguiente capítulo vamos a intentar obtener un mapa tridimensional de las propiedades mecánicas 

de la misma, teniendo en cuenta su heterogeneidad.  

 

 



 

 1

1

5

 

 

 

6. Tomografía 3D de la célula 

 

 
Fig. 6-0: Análisis de la heterogeneidad de la célula. (a) El volumen de la célula se descompone en una 
matriz 3D de “voxels”, midiendo el microscopio la respuesta en cada uno de ellos. (b) El 
procesamiento de esta información nos permite obtener matrices 3D de rigideces (c) y de 
viscosidades (d), de las cuales podemos obtener planos, cortes… 
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6.0 Introducción 

 

Hasta ahora nos hemos centrado en obtener valores medios de la célula, observándola como un todo 

continuo. Es decir, hemos comprimido toda la información mecánica y estructural de la misma en 

unos pocos valores numéricos (módulo de Young, viscosidad…). Sin embargo, como vimos en la 

introducción, es obvio que la célula es un objeto altamente heterogéneo, compuesto por diferentes 

piezas (fibras de actina, microtúbulos, orgánulos…), cada una de ellas con diferentes propiedades 

mecánicas. De esta forma, lo que medimos con los parámetros macroscópicos no es más que la 

media estructural del conjunto de estas piezas. Es decir, cuando decimos que en cierta posición la 

célula tiene un módulo de Young de 4 kPa, en realidad indicamos que la rigidez estructural de la 

combinación de todos los elementos de los que está hecha la célula tiene este valor (aunque quizás 

ninguno de los elementos por separado tiene este valor en concreto). Debemos afrontar entonces la 

siguiente pregunta: Sabiendo los valores locales (en diferentes posiciones y profundidades) de estos 

parámetros, ¿podemos hallar las propiedades y la localización espacial de las diferentes piezas? Si 

logramos resolver esta cuestión podremos obtener la tomografía 3D de la célula. 

 

6.1 Método y procesamiento de los datos 

 

Vamos a utilizar el modelo de Kelvin-Voigt, el cual nos permite obtener el módulo de Young y la 

viscosidad para cada punto de la célula, de forma parecida al estudio que mostramos en el capítulo 2. 

Sin embargo, en aquella ocasión solo queríamos obtener valores promedio de los parámetros, por lo 

que la colocación espacial de los datos no era importante. Para obtener la tomografía de la célula, 

deberemos variar ligeramente la forma de tratar la información. 

 

Método experimental 

Utilizaremos dos metodologías diferentes para analizar la célula, la cual será un fibroblasto de ratón 

(la misma usada en el capítulo dos: MEF, Mouse Embryonic Fibroblast). Aunque no aparezcan en 

esta tesis, los resultados también se han comprobado en otra línea celular (HeLa). Para obtener 

mejores resultados, y como prueba de concepto, las imágenes se han obtenido en células fijadas.  

La primera consiste en obtener curvas de fuerza-indentación para cada uno de las posiciones del 

plano x, y de la célula (pixeles). El movimiento vertical de la micropalanca será de velocidad 

constante, es decir, la indentación seguirá un perfil triangular con el tiempo, como en los 

experimentos del capítulo 2. La diferencia con aquel capítulo es que ahora no solo queremos valores 

medios de los parámetros, sino que queremos localizar su distribución espacial. Esto hace que 

tengamos que “reorganizar” las curvas en forma de matriz tridimensional, proceso que explicaremos 

con detalle más adelante, en la siguiente subsección. 
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Por otro lado, obtendremos un mapa topográfico usando datos obtenidos mediante el método de 

Force-Volume del AFM. Este mapa, si bien no nos dará información 3D, nos permitirá, después de 

cierto filtrado, obtener unas imágenes muy claras de citoesqueleto, las cuales cuantificaremos en la 

siguiente sección. 

Finalmente hemos complementado nuestro estudio con imágenes ópticas tanto de fluorescencia 

como de microscopia de fase. Dichos estudios no son novedosos, pero nos servirán de referencia 

para comprobar si las metodologías propuestas en este capítulo son correctas. 

 

Procesamiento de los datos 

Como hemos visto en el capítulo 2, el microscopio nos proporciona una curva de fuerzas para cada 

pixel, donde la fuerza está función de la posición del cabezal de la micropalanca. Sin embargo, a 

diferencia de en aquel capítulo, no queremos analizar cada una de estas curvas por separado, si no 

organizarlas de forma que se puedan interpretar de forma coherente como un mapa volumétrico de 

las propiedades de la célula. Lo primero que tendremos que hacer es transformar los datos de la 

posición del cabezal en datos sobre la posición de la punta (teniendo en cuenta la deflexión de la 

micropalanca). Después, separaremos las curvas de ida de las de vuelta, obteniendo dos conjuntos de 

curvas (una para la ida y otra para la vuelta). El paso final es crear una matriz tridimensional en los 

ejes x, y, z, donde cada punto representa una posición en el espacio 3D (llamado voxel[133]). 

Distribuiremos la información de las curvas de fuerza-indentación en esta matriz, de forma que, 

dadas unas coordenadas espaciales de posición (unas coordenadas x, y, z), podemos saber que fuerza 

midió el microscopio (tanto en el movimiento de ida como en el de vuelta), así como si la célula 

ocupa esta posición del espacio o estamos fuera de ella, cuanta es la penetración… Una vez 

organizada la información en esta matriz, podemos aplicar diferentes filtros (con las teorías 

desarrolladas en los capítulos anteriores) para obtener matrices espaciales de los parámetros 

mecánicos (por ejemplo podríamos, usando las fórmulas 2-60, obtener una matriz 3D de rigidez y 

otra 3D de viscosidad).  

Una vez obtenidas estas matrices, podemos realizar los análisis que queramos sobre ellas. 

Imaginemos que queremos saber el módulo de Young en cierta posición x e y, y a cierta profundidad 

por debajo de la superficie. Para obtener el valor requerido, solo tendríamos que buscar el “voxel” 

adecuado en la matriz 3D de indentaciones (que nos indicaría las coordenadas x, y y z), y, una vez 

localizado, buscar el valor del mismo voxel en la matriz de rigidez. El mismo proceso podría hacerse 

para obtener un corte 2D en cualquier dirección.  
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6.2 Información de los diferentes canales 

 

Vamos a explicar los diferentes canales de información que tenemos para ver la estructura interna de 

la célula. Cada uno de ellos ofrecerá distinta información cuantitativa, y será sensible a diferentes 

estructuras. 

 

Canal óptico 

 
Fig. 6-1: Imágenes ópticas de dos fibroblastos de ratón. En ambos casos se pueden distinguir 
fácilmente tanto el núcleo (1) como los nucléolos (2). 

 

Este canal (figura 6-1 paneles a y b, para dos células distintas) es el obtenido directamente utilizando 

imágenes de luz visible, usando un microscopio de contraste de fase[134] . Aunque en principio la 

célula es totalmente transparente, la microscopia de fase nos permite observar diferentes estructuras 

internas. Podemos ver fácilmente diferenciados el núcleo y, dentro del mismo, los nucléolos. Sin 

embargo, otras estructuras como las fibras de actina, o los microtúbulos no son visibles en dicho 

canal. A pesar de su facilidad de uso y de la posibilidad para la visualización de ciertas estructuras, la 

imagen óptica tiene varias limitaciones. 

Por un lado la imagen obtenida es puramente bidimensional, por lo que es imposible conseguir 

información sobre la distribución vertical de los elementos observados. Aunque esta limitación ha 

sido resulta parcialmente con la invención del microscopio confocal, dicha solución requiere otro 

sistema experimental diferente. Por otro lado la imagen óptica no proporciona valores de las 

propiedades mecánicas de la célula. Si bien las diferencias de contraste son debidas a cambio de la 

velocidad de propagación de la luz en diferentes partes de la célula, relacionar dicha propiedad con la 
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viscoelasticidad no es un problema resuelto actualmente. 

De todas formas, las imágenes ópticas nos servirán para comprobar que lo que obtengamos por otros 

canales no sean artefactos de la medida, si no estructuras reales de la célula. 

 

 

Canal de rigidez 

 
Fig. 6-2: Imágenes del canal de rigidez (módulo de Young) de dos fibroblastos de ratón. En ambos 
casos se pueden distinguir fácilmente el núcleo (2) de la zona exterior. También es visible parte del 
citoesqueleto (3). 

 

El canal de rigidez es una matriz con la componente elástica del módulo de Young en el modelo de 

Kelvin-Voigt. Podemos obtener un mapa 2D de este canal promediando los valores en el eje z en la 

matriz 3D de rigidez, es decir, obteniendo un valor promedio para cada pixel (de coordenadas x, y). 

En este canal (ver figura 6-2) podemos  distinguir diferentes estructuras de la célula. La primera 

distinción que podemos ver es entre la zona exterior de la célula (1) el núcleo (2). La zona delimitada 

por el núcleo coincide perfectamente con la vista en las imágenes ópticas. La parte exterior es más 

blanda, excepto en las zonas donde hay fibras (3). Estas fibras crean diferentes estructuras que 

analizaremos con más precisión en la siguiente sección. Los nucléolos son difícilmente visibles dentro 

del núcleo, al contrario de lo que sucede con el canal de viscosidad. 
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Canal de viscosidad 

 
Fig 6-3: Imágenes del canal de viscosidad (𝜂) de dos fibroblastos de ratón. En este caso, además del 
núcleo (2) y de la zona exterior (1), se puede visualizar los nucleólos (3). 
 

Para el canal de viscosidad usaremos la componente viscosa del modelo de Kelvin-Voigt.  De nuevo, 

para obtener imágenes 2D promediaremos los valores en la dirección z de la matriz 3D de 

viscosidades. En este mapa podemos distinguir (véase la figura 6-3), igual que en canal del módulo de 

Young, la zona del núcleo (2) de la zona exterior (1), siendo el núcleo menos viscoso. Además, en 

este canal podemos ver estructuras que no son visibles en otros canales mecánicos, como el de rigidez 

o el mecanotopográfico. Por ejemplo los nucléolos (3) son fácilmente visibles en el interior del 

núcleo. Esto demuestra la utilidad de este canal para visualizar el interior de la célula. 

Canal mecanotopográfico 

 
Fig. 6-4: Imágenes del canal mecantopgráfico. Podemos observar diferentes estructuras del 
citoesqueleto: formaciones de estrella (1), fibras longitudinales (2) y  mallado (3). 



 

 1

2

1

 

 

El canal mecanotopográfico se obtendrá de forma diferente a los anteriores. La idea consiste en 

realizar un mapa de topografía de la célula mediante el método de Force-Volume. Una vez obtenido 

aplicaremos un filtro que eliminará las altas frecuencias espaciales[135] . La idea detrás de este filtro 

consiste en que la topografía medida por el método de contacto no es realmente la forma de la célula, 

sino una mezcla entre la forma y la rigidez de la muestra a medir. Dado que la forma cambia de 

forma muy suave, podemos suponer que los cambios debidos a esa forma corresponden a bajas 

frecuencias espaciales, por lo que al filtrarlos obtendremos la imagen de rigideces. Esa imagen filtrada 

es la que llamaremos mecanotopográfica (ver figura 6-4). 

 

6.2 Consistencia de los mapas obtenidos 

 

Antes que realizar un estudio más detallado de los mapas vamos a analizar si los diferentes mapas 

coinciden entre sí. Esto es importante porque probará que las estructuras que vemos son reales o son 

artefactos obtenidos durante la toma de datos o el procesamiento posterior de los mismos. 

Núcleos y nucléolos 

Dos estructuras claramente visibles en las imágenes ópticas eran los núcleos y los nucléolos (fig. 6-1). 

Como se puede ver, las imágenes del canal de viscosidad (fig. 6-3) coinciden perfectamente tanto en 

número, tamaño y posición con las ópticas. La ventaja de las primeras es que nos van a permitir 

cuantificar las propiedades mecánicas, cosa que las ópticas no nos ofrecen. Es importante notar de 

nuevo que los nucléolos no son visibles ni en los mapas de rigidez (fig. 6.2), ni en los 

mecanotopográficos. 

Fibras y citoesquelto 

Para comprobar si las fibras que vemos en los mapas son reales vamos a apoyarnos en imágenes  de 

fluorescencia (ver figura 6-5). Utilizaremos dos tipos de fluoróforos, uno para visualizar los 

microtúbulos (panel a) y otro para las fibras de actina (panel b). Ambas imágenes de fluorescencia se 

pueden combinar para tener una imagen de conjunto del citoesqueleto (panel c). 
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Fig. 6-5: Comparación fluorescencia-mecanotopgrafía-rigidez. (a) Fluorescencia de los microtúbulos. 
(b) Fluorescencia de las fibras de actina. (c) Combinación de ambas fluorescencias. (d) Imagen 
mecanotopográfica. (e) Imagen de rigidez (módulo de Young). 
 

Vamos a comparar más detalladamente esa imagen de fluorescencia, con la  mecanotopgráfica (panel 

d) y con la de rigidez (panel e).  A nivel general podemos ver la similitud de grandes estructuras del 

citoesqueleto como las agrupaciones de fibras longitudinales (marcadas con el número 3) o las 

formaciones en forma de estrella (marcadas con el numero 4). Si nos fijamos en la posición y forma 

de fibras individuales (1 y 2), también vemos como los tres canales de información coinciden entre sí. 

Esto nos da seguridad de que los mapas mecanotopgráficos y los del módulo de Young son fiables, 

por lo que podemos trabajar con ellos. 

 

6.3 Análisis 2-D de los mapas mecanotopgráficos 

 

Vamos a intentar estudiar la distribución espacial de las fibras del citoesqueleto en diferentes partes 

de la célula. Para ello nos centraremos en los mapas mecanotopográficos mostrados anteriormente. 

Si bien estos mapas no nos dan valores numéricos de las propiedades mecánicas, su alta resolución 

espacial los hace adecuados para un estudio de distribución y propiedades geométricas del 

citoesqueleto. 
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Fig. 6-6: Análisis del citoesqueleto. Mecanotopografia (a), detección de huecos entre fibras (b) e 
histograma angular (c) en la zona de “fibras”. Mecanotopografia (d), detección de huecos entre fibras 
(e) e histograma angular (f) en la zona de “mallado”. Mecanotopografia (g), detección de huecos entre 
fibras (h) e histograma angular (i) en la zona de “estrella”. 
 

Estructuras a estudiar 

Nos centraremos en las tres regiones diferentes de la célula encontradas en los mapas 

mecanotopográficos (figuras 6-5 y 6.6), cada una de ellas con una distribución del citoesqueleto 

propia. En una parte del citoesqueleto podemos ver claramente las fibras longitudinales, por lo que la 

llamaremos sencillamente zona de “fibras” (figura 6-6, panel a). En otras zonas, sin embargo, las fibras 

se entrelazan las unas con las otras creando un “mallado” (figura 6-6, panel d). En una tercera 

localización, parece que las fibras parten de un centro común, formando una estructura de “estrella” 
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(figura 6-6, panel g). Si bien estas estructuras han sido descritas en la bibliografía [106], vamos a 

realizar un pequeño análisis de sus propiedades en nuestras medidas. 

Orientación 

Para estudiar la asimetría espacial analizaremos como parámetro la orientación de las fibras. Es decir, 

calcularemos un histograma en función del ángulo, donde podremos observar si la estructura del 

citoesqueleto tiene cierta dirección preferencial, o por el contario, su distribución es totalmente 

aleatoria. 

En el caso de la zona de fibras (figura 6-6, panel c), se ve claramente una orientación mayoritaria con 

un ángulo de 60 grados. Esto indica que esta sección del citoesqueleto aguantará tensiones 

preferencialmente en dicha dirección. Dado que se sabe que la célula reconfigura sus fibras en 

función de las cargas exteriores, sería interesante poder combinar este estudio angular con un 

experimento en el cual pudiéramos someter a la célula a diferentes esfuerzos direccionales. 

Sin embargo, en la zona de mallado (figura 6-6, panel f), se puede ver como el histograma es 

prácticamente  plano. Como podemos ver en las imágenes, en esta parte del citoesqueleto no existe 

ninguna dirección preferencial, ya que las fibras están orientadas totalmente al azar. 

Finalmente, en la zona de estrella (figura 6-6, panel i), no existe una sola dirección preferencial, pero 

el histograma tampoco es completamente plano. Esto se debe a que tenemos una estructura de fibras 

saliendo en diferentes direcciones, donde cada una de estas direcciones se corresponde con un pico 

en el histograma. 

 

Densidad de fibras 

En el capítulo 2 vimos que la viscosidad se puede interpretar (siguiendo el modelo poroelástico) 

como la dificultad del citosol para moverse a través de los canales abiertos entre las fibras del 

citoesqueleto. Vimos además que someter a la célula a la acción de un medicamento que dañaba el 

citoesqueleto provocaba una disminución de la viscosidad. Dado que esta disminución era achacada 

al aumento y ensanchamiento de los canales entre fibras, sería interesante cuantificar el tamaño y 

número de los mismos. Para ello, hemos diseñado un programa que localiza y cuantifica los huecos 

entre fibras (marcando los huecos con colores, para su mejor visualización). Como se puede ver 

(figura 6-6, paneles b, e y h), para las diferentes estructuras tendremos diferente densidad de fibras, 

siendo la estrella (panel h) la que tienen una mayor cantidad, mientras que la zona de fibras es la que 

cuenta con una mayor cantidad de espacio vacío.  

Como prueba indirecta del modelo poroelástico, podemos comparar la densidad de fibras con la 

viscosidad medida. Por ejemplo, dado que en la zona de estrella la densidad de fibras es muy alta, 

sabemos que en esta zona los huecos para el movimiento del citosol son pequeños (panel h). Esto 

debería corresponder con una alta dificultad para el movimiento del líquido, y, por lo tanto, una alta 

viscosidad. Como podemos ver en la figura 6-3, la viscosidad en esa región es muy alta, por lo que el 

estudio confirma lo esperado por el modelo viscoelástico. 
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6.4 Análisis 3-D de los mapas de rigidez 

 

Finalmente, vamos a intentar obtener información sobre la posición vertical de las diferentes partes 

de la célula. Nos centraremos en los mapas de rigidez, ya que la gran cantidad de fibras visibles nos 

permitirá obtener mejores resultados. 

Cortes de la matriz de rigidez 

Lo primero que intentaremos es extraer cortes de la matriz de rigidez a diferentes profundidades (ver 

figura 6-7, panel a). Con esto, esperaríamos que en los diferentes cortes aparecieran diferentes 

estructuras, ya que en una célula real estas varían según su profundidad.  

 
Fig. 6-7: Tomografía de rigidez. (a) Cortes de la matriz de rigidez 3D a diferentes profundidades. (a) 
Profundidad entre 50 y 350 nm. (b) Profundidad entre 350 y 700 nm. (c) Profundidad entre 700 y 
2000 nm. 

 

En los paneles b, c y d podemos ver los cortes obtenidos a tres profundidades distintas. 

Contrariamente a lo esperado, no se ven diferencias claras entre ellas, salvo por diferencias en la 

magnitud de los valores de rigidez. Vamos a analizar, con ayuda de simulaciones FEM, que está 

pasando y las posibles soluciones al problema. 

Análisis teórico 

La cuestión que tenemos que resolver es ¿Por qué las fibras que están a cierta profundidad no 

aparecen y desaparecen cuando hacemos cortes de la matriz de rigidez a distintas profundidades? 

Para resolver esa pregunta vamos a simular un ejemplo muy sencillo (ver figura 6-8). Imaginemos que 

tenemos una sola fibra enterrada en un material elástico (panel a). La fibra, para facilitar su 
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localización, tiene una rigidez 100 veces mayor que la matriz que la rodea (3 kPa para la matriz, frente 

a 300 kPa para la  fibra), y se encuentra a cierta profundidad d. Si indentamos la muestra con un 

cono, hasta una profundidad de, digamos, 1 𝜇𝑚… ¿podremos ver la fibra? Intuitivamente 

pensaremos que dependerá de si la fibra está por debajo de esa profundidad o por encima. Es decir, 

si está a menos de esa micra, la “tocaremos” con la punta y la podremos ver, mientras que, si está más 

profunda, será invisible para nuestro microscopio.  Veamos si esta intuición es confirmada por los 

resultados de las simulaciones. 

 
Fig. 6-8: Rigidez aparente de una fibra. (a) Esquema de la simulación FEM. (b) La fibra se encuentra 

a una profundidad d y a una distancia x de la punta, que penetra una profundidad máxima 𝛿. (c) 
Módulo de Young aparente en función de la profundidad de la fibra. (d) Modulo de Young aparente 
en función de la distancia lateral punta-muestra, para dos profundidades de fibra.  

 

En primer lugar indentamos (hasta una micra de profundidad) justo encima de la fibra (es decir x = 0 

en el panel b) y vemos cual es el módulo de Young aparente en función de la profundidad a la cual se 

encuentre la fibra. Definimos módulo de Young aparente como el valor que obtendríamos si 

ajustáramos la respuesta de la combinación fibra+matriz  a un material elástico homogéneo. Como 

podemos ver en el panel c, este módulo de Young aparente va aumentando según la fibra se 

encuentra más cerca de la superficie, pero de forma monotónica, sin que se pueda distinguir una 

profundidad crítica donde la respuesta de la fibra aumente de manera drástica. Es decir, la fibra no 

“aparece” a ninguna profundidad, si no que va siendo más y más visible según se acerque a la 

superficie.  

Sabiendo esto, vamos a colocar dos fibras a diferentes profundidades, una a 1.25 𝜇𝑚 de la superficie 
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y otra a 900 nm de profundidad. Haciendo un escaneo horizontal sobre la muestra, obtendremos dos 

perfiles de módulos de Young aparentes, uno para cada una de las fibras. En el panel d, podemos ver 

los resultados de dichos escaneos. Como se puede ver, la fibra es visible en ambos, ya que tenemos 

un máximo de rigidez aparente justo cuando la punta está encima de la misma. Sin embargo, la fibra 

en un caso está enterrada por debajo de la indentación máxima (que es de 1 𝜇𝑚), y en el otro se 

encuentra por encima. Esto explica por qué es tan difícil de ver diferencias entre cortes a diferentes 

profundidades, ya que la fibra siempre aparecerá en un escaneo, independientemente de su distancia 

a la superficie. Sin embargo, lo que si cambia entre una fibra profunda y una más superficial es la 

magnitud máxima de su módulo de Young aparente (los picos de las dos curvas tienen diferente 

magnitud). Vamos a utilizar este hecho para intentar obtener una tomografía de la célula 

 

Tomografía de rigidez constante 

Hemos visto que una fibra, aunque sea profunda, se puede ver en cualquier corte de la matriz 3D de 

rigidez, solo que su dureza aparente e baja. Entonces, suponiendo que todas las fibras tuvieran la 

misma rigidez intrínseca, su dureza aparente sería un marcador de la profundidad a la cual están 

“enterradas”. Veamos la figura 6-9. Si obtenemos la imagen de rigideces de la estructura de dos fibras 

situadas a diferentes profundidades, ambas fibras aparecerán superpuestas. Sin embargo, si aplicamos 

un filtro por durezas, las fibras más profundas se verán en el filtro de menor dureza, mientras que las 

fibras más superficiales aparecerán en el filtro de mayor dureza (panel b) 
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Fig. 6-9: Tomografía mediante filtro de dureza. (a) Dos fibras a diferentes profundidades se ven 
superpuestas en un mapa de módulo de Young. (b) Podemos diferenciarlas por sus diferentes valores 
del rigidez aparente. (c) Modulo de Young filtrado entre 5 y 15 kPa. (d) Modulo de Young filtrado 
entre 15 y 25 kPa. (c) Modulo de Young filtrado entre 25 y 30 kPa. 
 

Vamos a intentar probar esta idea en nuestros datos experimentales. En los paneles c, d y e podemos 

ver los resultados de dicho análisis. Hemos aplicado tres niveles de filtrado al mapa 2D de módulos 

de Young, obteniendo tres imágenes, una para cada uno de los filtros. Podemos ver como existen 

diferencias significativas entre ellas. Por ejemplo, la estructura de estrella aparece solo cuando 

aplicamos el filtro de máxima rigidez (entre 25 y 30 kPa), por lo que podemos deducir que esta 

estructura se encuentra cercana a la superficie.  

Si bien esta técnica nos permite obtener resultados cualitativos, calcular y cuantificar exactamente las 

profundidades de cada elemento de las imágenes es un problema aún sin resolver.  

 

6.4 Conclusiones 

 

En este capítulo hemos intentado caracterizar la organización interna de la célula, es decir, no solo 

ofrecer un valor medio de sus parámetros viscoelásticos, como hicimos en capítulos anteriores. Para 

lograrlo hemos usado y comparado entre si diferentes metodologías.  

Primeramente, para cuantificar la organización estructural del citoesqueleto, hemos usado la 

topografía dada por el AFM en modo contacto, donde un filtrado de las bajas frecuencias nos 

permite obtener imágenes de gran resolución. Usando estas imágenes hemos cuantificado la densidad 

y orientación de las fibras, la cual es claramente diferente en las distintas  regiones de la célula. 

Hemos visto que la densidad de fibras se relaciona con la viscosidad, de la forma que esperaríamos 

según el modelo poroelástico. 

Por otro lado hemos creado mapas volumétricos (matrices tridimensionales) del módulo de Young y 

de la viscosidad, organizando la información dada por las curvas de fuerza en forma de matrices 

tridimensionales. De dichas matrices podemos obtener valores promedios, secciones de planos… 

Realizando un promedio de la valores en el eje vertical obtuvimos imágenes 2D del módulo de 

Young y de la viscosidad. La primera nos permitió localizar y cuantificar las propiedades del 

citoesqueleto, mientras que la segunda nos permitió localizar los nucléolos. Ambas son sensibles al 

núcleo de la célula.  

Para obtener la posición vertical de las fibras nos hemos centrado en la matriz 3D de rigidez, 

demostrando que los cortes a diferentes profundidades no dan los resultados esperados. Hemos visto 

que esto es debido a que la resolución vertical es limitada, ya que la punta es sensible a estructuras 

que se encuentran a mayor profundidad que la indentación de medida. Sin embargo, el filtrar la 

imagen de módulo de Young en función de las rigideces aparentes permite realizar una 

“pseudotomografía”, asignando a los objetos más blandos una mayor profundidad. 
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Apéndices 

A. Simulación mediante FEM. 

 

A.0 Introducción 

Para confirmar de forma independiente los resultados analíticos obtenidos en el texto las 

simulaciones cumplen un papel fundamental. En este trabajo hemos utilizado simulaciones de 

elementos finitos [136], usando un software comercial llamado COMSOL [137]. El tratamiento y 

procesado de los datos obtenidos fue realizado con scripts de Python.  

A.1 Descripción de las simulaciones 

COMSOL calcula soluciones a ecuaciones diferenciales del tipo 2-4 o 2-15, una vez que se 

proporcionen las condiciones de contorno y la geometría adecuadas. En nuestro caso (ver figura A-1) 

la geometría de la muestra es un cilindro de unos 50 um de radio. Este radio es suficiente para que 

compararlo con nuestras ecuaciones (que suponen que el radio es infinito), pero no tan grande como 

para que le tiempo de simulación no sea manejable. La altura del cilindro dependerá de si queremos 

simular una muestra infinita (en cuyo caso utilizaremos también 50 um) o un caso finito (en cuyo caso 

pondremos el valor que queramos simular). Las condiciones de contorno serán de cero tensiones en 

los bordes del cilindro (naranja en el panel a) y en la parte superior del mismo (verde en panel a), y 

de cero desplazamiento en la parte inferior del mismo. El programa calculará automáticamente el 

área de contacto entre la muestra y el indentador, dentro de cierta zona preasignada (turquesa en el 

panel b) por el usuario.  

Una vez definidas las condiciones de contorno y la geometría, todo el modelo se descompondrá en 

un número finito de puntos (elementos). Cuantos más elementos, mayor precisión, pero también 

mayor tiempo de cálculo, por lo que el mallado será más denso cerca del indentador, y menos 

preciso en zonas alejadas del mismo (ver panel c).  

El mallado transforma el problema elástico en un sistema de ecuaciones lineales, relativamente 

sencillo de resolver. Por lo tanto, una vez indicado el mallado y las condiciones de contorno, el 

programa resuelve este sistema matricial, solución que tendrá que calcular para cada una de las 

indentaciones que queramos. Cada indentación suele necesitar alrededor de medio minuto para 

converger, por lo que para unos 100 puntos de una curva de fuerza-indentación necesitaremos una 

hora, más o menos. Una vez obtenida esta solución, podemos representar diferentes variables, como 

por ejemplo la energía elástica (ver panel d). 
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Fig. A-1: Descripción del software usado para las simulaciones FEM (a) Corte de la muestra con un 
indentador (en este caso una semiesfera) justo encima. (b) Detalle de la zona de indentación con las 
diferentes regiones (c) Tanto la muestra como el indentador se discretizan en dominios, lo que 
trasforma el problema elástico en un sistema de ecuaciones lineales. (d) Sección de la geometría 
donde vemos la distribución de energía elástica durante la indentación.  
 

 

A.2 Ejemplos parrticulares simulados en esta tesis 

En la figura A-2 podemos ver las secciones de las 6 geometrías usadas en esta tesis (salvo un caso 

especial en el capítulo 6). En total son 3 tipos de punta, combinadas con dos tamaños de muestra, 

uno finito (de un grosor de 2.5 um) y otro “infinito” de 50 um de grosor. Los valores de elasticidad 

siempre han sido de 4 kPa (como los obtenidos en el experimento del capítulo 2). La viscosidad varía 

desde 100 Pa s para el caso viscoelástico, hasta 1 Pa s para el caso puramente elástico. El no utilizar el 

valor exacto de 0 Pa s para este último caso (como sería correcto) se debe a que añadir un poco de 

viscosidad estabiliza la convergencia de las simulaciones, sin afectar significativamente al valor 

numérico de las soluciones. 
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Fig. A-2: Secciones de los ejemplos simulados en esta tesis mediante FEM. (a) Cilindro indentando 
una muestra finita. (b) Cilindro indentando una muestra infinita. (c) Cono indentando una muestra 
finita. (d) Cono indentando una muestra infinita. (e) Esfera indentando una muestra finita. (f) Esfera 
indentando una muestra infinita. 
 

En las diferentes simulaciones realizadas en el texto principal pondremos una figura similar a la 

anterior, con los valores concretos utilizados en cada caso. Los mallados, parámetros de 

convergencia… son similares en todas las simulaciones.  

 

B. Transformadas integrales 

 

B.0 Introducción 

La ventaja de utilizar transformadas integrales es que los operadores lineales (derivadas, integrales y 
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productos de convolución) en el dominio del tiempo se transforman en simples multiplicaciones y 

divisiones en el dominio transformado. Esto simplifica enormemente la resolución de los problemas, 

aunque reconvertir las soluciones obtenidas al dominio temporal puede resultar bastante costoso en 

algunas ocasiones. La idea básica cosiste en transformar la función inicial en el dominio temporal 

𝑓(𝑡) mediante un operador integral 𝑇, el cual nos devuelve otra función equivalente 𝑓(𝑝), definida 

en otro dominio. 

 
𝑇[𝑓(𝑡)] = ∫ 𝑓(𝑡)𝐾(𝑝, 𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

= 𝑓(𝑝) B-1 

   

El núcleo de la integral 𝐾(𝑝, 𝑡) es una función bidimensional que define el tipo de transformada. Los 

límites de integración a y b también serán diferentes en función la transformada a escoger. En esta 

tesis vamos a utilizar solo dos transformadas integrales en particular, la transformada de Laplace y la 

transformada de Fourier. 

B.1 Transformada de Laplace 

La transformada de Laplace es ampliamente utilizada en tratamiento de señales e ingeniería eléctrica. 

Esto debido a que el núcleo de la integral está dado por Power-lawes decrecientes 

 𝐾(𝑝, 𝑡) = 𝑒−𝑝𝑡 B-2 

   

El cual se adapta muy bien a como un sistema amortigua una excitación. En nuestro caso queremos 

ver como la deformación “absorbe” una excitación en fuerzas, por lo que utilizar este núcleo tiene 

bastante sentido. Vamos entonces a estudiar sus propiedades. 

B.1.1 Definición 

Supongamos que tenemos una función definida para tiempo positivo 𝑓(𝑡). La transformada de 

Laplace de dicha función estará definida por: 

 
𝐿[𝑓(𝑡)] = 𝑓(𝑝) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑒−𝑝𝑡𝑑𝑡

+∞

0

 B-3 

   

 

B.1.2 Derivada temporal 

Una propiedad muy útil de la transformada de Laplace es que la transformada de la derivada de una 

función es la transformada de esa función multiplicad por la coordenada laplaciana p. Para demostrar 

esto podemos aplicamos la integración por partes a la transformada de la derivada: 

 
𝐿[𝑓̇(𝑡)] = ∫ 𝑓̇(𝑡)𝑒−𝑝𝑡𝑑𝑡

+∞

0

= 𝑓(𝑡)𝑒−𝑝𝑡]0
+∞ + 𝑠 ∫ 𝑓̇(𝑡)𝑒−𝑝𝑡𝑑𝑡

+∞

0

= 𝑝𝑓(𝑝) 

B-4 

   

Hemos supuesto que 𝑓(0) = 𝑓(∞) = 0, es decir, que la función es cero a principio del experimento 

y a tiempos muy lejanos. 
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B.1.3 Teorema de convolución 

El teorema de convolución nos simplificará el cálculo de ciertas transformadas integrales que 

aparecen en la teoría de viscoelasticidad. Supongamos que tenemos una integral del tipo 

ℎ(𝑡) = ∫ 𝑓(𝑡 − 𝜏)𝑔(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0

 B-5 

  

Estas integrales son llamadas de convolución (véase, por ejemplo, la ecuación 2-5). El teorema de 

convolución nos dice que la transformada de Laplace de la función ℎ(𝑡) está dada por 

𝐿[ℎ(𝑡)] = ∫ [∫ 𝑓(𝑡 − 𝜏)𝑔(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0

] 𝑒−𝑝𝑡𝑑𝑡
+∞

0

= 𝐿[𝑓(𝑡)]𝐿[𝑔(𝑡)] B-6 

  

Es decir, que la transformada de la integral de convolución de dos funciones en el tiempo no es más 

que la multiplicación de las transformadas de ambas funciones.  

ℎ̂(𝑝) = 𝑓(𝑝)𝑔(𝑝) B-7 

  

Se puede ver que esta expresión es bastante más fácil de manipular que su equivalente en el dominio 

temporal, la ecuación B-5. 

B.2 Transformada de Fourier 

Esta transformada fue propuesta y utilizada por Fourier para estudiar la distribución de temperaturas 

en una placa metálica. Sin embargo, su mayor utilidad reside en el análisis de cualquier sistema 

oscilatorio, ya que su núcleo está dado por  

 𝐾(𝜔, 𝑡) = 𝑒−𝑖𝜔𝑡 = cos(𝜔𝑡) + 𝑖 ∙ 𝑠𝑒𝑛(𝜔𝑡) B-8 

   

Lo que hace que se adapte extremadamente bien a cualquier tipo de señal que oscile en el tiempo. 

Dado que una gran parte de los estudios de AFM se llevan a cabo mediante la oscilación periódica de 

la punta, esta transformada es vital en este campo. Vamos, al igual que hicimos con la transformada 

de Laplace, a estudiar sus propiedades más importantes. 

B.2.1 Definición 

Supongamos que tenemos una función definida para cualquier tiempo 𝑓(𝑡). La transformada de 

Fourier de dicha función estará definida por: 

 
𝐹[𝑓(𝑡)] = 𝑓(𝑤) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

+∞

−∞

 B-9 

   

B.2.2 Derivada temporal 

Si queremos obtener la transformada de Fourier de la derivada temporal de una función, podemos 

aplicar el mismo truco que para la transformada de Laplace: 
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𝐹[𝑓̇(𝑡)] = ∫ 𝑓̇(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡
+∞

−∞

= 𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡]
−∞

+∞
+ 𝑖𝜔 ∫ 𝑓̇(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

+∞

−∞

= 𝑖𝜔𝑓(𝑤) B-10 

  

En este caso hemos supuesto que 𝑓(−∞) = 𝑓(∞) = 0, es decir, que la función es cero a para  

tiempos muy lejanos. 

B.2.3 Teorema de convolución 

Se puede demostrar un resultado similar para las integrales de convolución que el mostrado para las 

transformadas de Laplace. Si partimos de una integral de convolución entre dos funciones en el 

dominio del tiempo  

ℎ(𝑡) = ∫ 𝑓(𝑡 − 𝜏)𝑔(𝜏)𝑑𝜏
+∞

−∞

 B-11 

  

La transformada de Fourier de ℎ(𝑡) será la multiplicación de las transformadas de Fourier de las 

funciones f(𝑡) y g(𝑡) 

ℎ̂(𝑤) = 𝑓(𝑤)𝑔(𝑤) B-12 

  

De nuevo podemos ver la sencillez de B-12 en comparación con su equivalente en el dominio del 

tiempo, la ecuación B-11. 

 

C.  Fundamentos de teoría de la elasticidad 

 

C.1 Ecuación fundamental 

Vamos a explicar muy por encima como obtener la ecuación de la elasticidad en la que basamos todo 

lo demás. Para ello seguiremos la deducción dada por Landau. Supongamos que tenemos un sólido 

tridimensional. Cada uno de los puntos del sólido tendrá una posición relativa a cierto sistema de 

referencia, definida por tres coordenadas: x1, x2, x3. Para simplificar, definiremos esta posición como 

xi, donde el índice i recorrerá las tres dimensiones. Si deformamos el cuerpo, las posiciones de cada 

uno de los puntos del solido cambiarán, estando las nuevas definidas por otro conjunto de 

coordenadas xj
′(xi). Podemos definir entonces un campo de deformaciones para el sólido, en cada 

una de las direcciones: 

uj(xi) = xj
′(xi) − xi C-1 

  

Donde uj(xi) nos dice cuanto se ha movido cada punto situado inicialmente en xi, en la dirección j.  

Teniendo el vector u̅(xi) sabremos perfectamente como se ha deformado nuestro sólido. 

Ahora queremos analizar cómo cambia la distancia entre dos puntos muy cercanos en función del 

campo de deformaciones  u̅(xi). Inicialmente la distancia entre esos dos puntos estará dada por  
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(dl)2 = (dxi)
2 C-2 

  

Donde hemos aplicado el criterio sumatorio de Einstein para tensores. Después de la deformación 

tendremos 

(dl′)2 = (dxi′)
2 = (dxi +

∂ui

∂xk
dxk)

2

 C-3 

  

La diferencia entre distancias antes y después de la deformación se puede encontrar restando C-3 y 

C-2. Llevando a cabo las simplificaciones adecuadas tenemos: 

(dl′)2 = (dl)2 + 2uik dxi dxk C-4 

  

Donde uij es el llamado tensor de deformaciones, que explícitamente tiene la siguiente forma 

uik =
1

2
(
∂ui

∂xk
+

∂uk

∂xi
+

∂ul

∂xi

∂ul

∂xk
) C-5 

  

Este tensor de deformaciones tiene un término cuadrático 
∂ul

∂xi

∂ul

∂xk
, lo que provoca una no linealidad  

que no depende del material estudiado. Es decir, aunque intrínsecamente el material se comporte de 

forma lineal, vamos a tener esta no linealidad geométrica. Sin embargo, si las deformaciones son muy 

pequeñas, podemos eliminar dicho término, obteniendo un tensor de deformaciones linealizado 

uik =
1

2
(
∂ui

∂xk
+

∂uk

∂xi
) C-6 

  

Que es el que usaremos en esta tesis. 

Como la energía de deformación U tiene que ser función de los cambios de los cuadrados de las 

distancias entre puntos del sólido (C-2), tiene entonces que ser función  también de los elementos del 

tensor de deformaciones linealizado (C-5).  

U = U(uik) C-7 

  

Para calcular la forma explícita de la  función de la energía C-4, usaremos dos razonamientos extra. El 

primero es que, dado que la energía siempre es positiva, tiene que ser función de combinaciones 

cuadráticas de los términos del tensor de deformaciones. La segunda es que, si suponemos que el 

sólido es isótropo, estas combinaciones tienen que ser invariantes del tensor (La energía no puede 

depender del sistema de coordenadas). Se sabe que un tensor de segundo orden solo tiene dos 

invariantes cuadráticos, por lo que una fórmula de la energía podría tener la forma: 

U = U0 +
1

2
λuii

2 + μuik
2 C-8 

  

Las dos constantes  λ y μ son los llamados coeficientes de Lamé. Podríamos extender la fórmula C-7 

con términos de orden 4, 6… con lo que obtendríamos ecuaciones para la energía no lineales. Esta 

fuente de linealidad si depende del material, por lo que es intrínsecamente diferente de la geométrica 
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anteriormente considerada.  

En la deducción de C-7 acabamos de demostrar que las propiedades elásticas de un sólido isótropo 

están descritas por solo dos variables independientes. Para calcular las tensiones, solo tenemos que 

recordar que la fuerza es la derivada de la energía. Si derivamos la fórmula C-7, y reordenamos los 

términos de la forma adecuada tendremos que   

σik = Kullδik + 2G(uik −
1

3
ullδik) C-9 

  

Donde, al reordenar los términos han aparecido dos nuevas constantes, K (módulo de 

compresibilidad) y G (módulo de cortadura). Esta fórmula es el punto de partida del capítulo 2 

(ecuación 2-3). 

C.2  Tabla de relaciones entre los parámetros  

En el capítulo 2 vimos que las ecuaciones diferenciales de la elasticidad para un sólido elástico 

isótropo dependían de solo dos parámetros. Sin embargo, estos dos parámetros  podían escogerse 

con total libertad, dependiendo del experimento que quisiéramos hacer. Si por ejemplo intentamos 

variar el volumen del material  mediríamos el módulo de compresibilidad K, si lo intentamos estirar 

mediríamos el módulo de Young E, etc La relación entre los parámetros más habituales se da en la 

siguiente tabla: 

 𝐾 = 𝐸 = 𝐺 = 𝜈 = 

C-10 

(𝐾, 𝐸) − − 3𝐾𝐸

9𝐾 − 𝐸
 

3𝐾 − 𝐸

6𝐾
 

(𝐾, 𝐺) − 9𝐾𝐺

3𝐾 + 𝐺
 

− 3𝐾 − 2𝐺

2(3𝐾 + 𝐺)
 

(𝐾, 𝜈) − 3𝐾(1 − 2𝜈) 3𝐾(1 − 2𝜈)

2(1 + 𝜈)
 

− 

(𝐸, 𝐺) 𝐸𝐺

3(3𝐺 − 𝐸)
 

− − 𝐸

2𝐺
− 1 

(𝐸, 𝜈) 𝐸

3(1 − 2𝜈)
 

− 𝐸

2(1 + 𝜈)
 

− 

(𝐺, 𝜈) 2𝐺(1 + 𝜈)

3(1 − 2𝜈)
 

2𝐺(1 + 𝜈) − − 

      
 

En la situación especial que el material fuera incompresible, el módulo de compresibilidad será por 

definición infinito (necesitaríamos infinita fuerza para variar el volumen del material):  

𝐾 = ∞ C-11 
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Lo que reduce la tabla anterior a las tres siguientes relaciones 

𝜈 = 0.5 

C-12 𝐸 = 3𝐺 

𝜆 = ∞ 

 

 

D. Modelos de viscoelasticidad 

 

D.0 Introducción 

Si en el caso elástico cada experimento nos proporcionaba un escalar, en el caso de un material 

viscoelástico el mismo experimento tiene asociada una función de relajación. Esta función representa 

la respuesta en fuerza cuando aplicamos una deformación unitaria al sistema (es decir, comprimimos 

el sistema exactamente una unidad de deformación, y vemos cómo responde la fuerza con el tiempo). 

De nuevo, dependiendo del experimento que hagamos, obtendremos una función de relajación de 

compresibilidad, de módulo de Young… Una vez escogido el experimento, intentaremos ajustar la 

función de relajación a un modelo unidimensional de función de relajación viscoelástica. 

D.1 Elementos básicos para los modelos de relajación 

Aunque existen infinitos modelos para funciones de relajación viscoelásticas lineales [115], aquí 

detallaremos las más habituales. Para facilitar el cálculo de modelos más complejos, trabajaremos en 

el dominio de Laplace.  En dicho dominio la función de relajación es la combinación (en serie o en 

paralelo) de las funciones de relajación de los elementos a combinar. En nuestro caso las funciones 

de relajación de los dos elementos base (muelles y amortiguadores) serán: 

  φ(t) φ̂(𝑝) 

D-1 

Muelle 

 

φ(t) = 𝐸 φ̂(𝑝) =
𝐸

𝑝
 

Disipador 

 

φ(t) = ηEδ(t) φ̂(𝑝) = ηE 

 

Es importante notar que estos modelos se definen para tiempos positivos, siendo la función de 

relajación de todos ellos igual a cero en tiempos negativos.  

φ(t) = 0 t < 0 D-2 

 

Es decir, antes de aplicar la deformación unitaria en tiempo cero, el sistema está en reposo total. 
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D.2 Diferentes modelos 

D.2.1 Kelvin-Voigt 

El modelo de Kelvin-Voigt consiste en un muelle en paralelo con un amortiguador 

 
Fig. D-2 Modelo de Kelvin-Voigth 

 

La función de relajación estará dada por la suma en paralelo de estos dos elementos, que en el 

dominio de Laplace será: 

φ̂𝐾𝑉(𝑝) =
𝐸

𝑝
+ ηE D-3 

  

Transformado dicha expresión al dominio del tiempo tendremos la expresión final para la función de 

relajación de dicho sistema: 

φ𝐾𝑉(t) = 𝐸 + ηEδ(t) D-4 

  

De esta fórmula podemos deducir el llamado tiempo de relajación, dado por el ratio entre la 

viscosidad y el módulo de Young: 

τ =
ηE

𝐸
 D-5 

  

Si las medidas se realizaran a mediante una oscilación sinusoidal de frecuencia angular ω, la energía 

absorbida por el sistema en un ciclo será proporcional al llamado “Loss modulus”, que se define 

como: 

𝐸𝑙𝑜𝑠𝑠 = ωηE D-6 

  

Dicha variable se utiliza habitualmente en los experimentos de AFM dinámico para cuantificar la 

disipación. 

Es importante notar que en la bibliografía se suele hablar del coeficiente de viscosidad en cortante 

(ηG). Utilizando las fórmulas que relacionan los distintos coeficientes de elasticidad, podemos (en el 

caso de que el coeficiente de Poisson sea constante) expresar D-2 como: 

φ𝐾𝑉(t) = 𝐸 + 2(1 + 𝜈)ηGδ(t) D-7 
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En el caso de un material incompresible (𝜈 = 0.5), la ecuación sería 

φ𝐾𝑉(t) = 𝐸 + 3ηGδ(t) D-8 

  

 

D.2.2 SLS 

El modelo de SLS (Standard Linear Solid, sólido estándar lineal) tiene dos configuraciones 

diferentes, aunque equivalentes, de tres elementos: 

 
Fig. D-3: Modelos de SLS. (a) Tipo Maxwell. (b) Tipo Voigt. 

 

La función de relajación de la primera configuración (llamada de Maxwell, panel a en la figura D-3) 

estará dada, en el dominio de Laplace, por la combinación de sus elementos en serie y en paralelo.  

φ̂𝑆𝐿𝑆(𝑝) =
𝐸1

𝑝
+

ηE𝐸2
𝑝

ηE +
𝐸2
𝑝

=
𝐸1

𝑝
+

ηE𝐸2

𝑝ηE + 𝐸2
 D-9 

  

De forma que la antitransformada de Laplace de esta expresión nos dará la función de relajación 

temporal: 

φ𝑆𝐿𝑆(t) = 𝐸1 + 𝐸2𝑒
−

𝐸2
𝜂𝐸

𝑡
 D-9 

  

Y para la segunda (llamada de Voigt), si procedemos de la misma forma tendremos: 

φ𝑆𝐿𝑆(t) =
𝐸1𝐸2

𝐸1 + 𝐸2
+

𝐸1𝐸1

𝐸1 + 𝐸2
𝑒

−
(𝐸1+𝐸2)

𝜂𝐸
𝑡
 D-10 

  

Si bien ambos sistemas son equivalentes (dando los valores adecuados a los parámetros, claro está), 

utilizaremos la primera expresión por ser más sencilla. De nuevo, en el caso incompresible 

podríamos expresar las ecuaciones en función de la viscosidad en cortante 
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φ𝑆𝐿𝑆(t) = 𝐸1 + 𝐸2𝑒
−

𝐸2
3𝜂𝐺

𝑡
 D-11 

  

 

D.2.3 Modelo Power-law 

 
Fig. D-4: Modelo Power-law. 

 

Podemos reescribir el modelo de Kelvin-Voigt en el dominio de Laplace (ecuación D-1) de la 

siguiente forma: 

φ̂𝐾𝑉(𝑝) =
𝐸

𝑝1
+

ηE

𝑝0
 D-12 

  

De esta forma el elemento con la variable p elevada a 1 es la parte elástica y el que contiene p elevada 

a 0 está relacionado con la componente viscosa. Podemos, entonces, proponer un elemento a medio 

camino entre el muelle y el amortiguador, definiendo su función de relajación en el dominio de 

Laplace como 

φ̂𝐸𝑋(𝑝) =
𝛼

𝑝−𝛾+1
 D-13 

  

Donde el exponente 𝛾 puede variar entre los valores de 0 (Sistema elástico puro) a 1 (sistema 

totalmente viscoso). El coeficiente alfa nos indicará la “dureza” del elemento, aunque dado que no 

podemos interpretar el sistema como puramente elástico o viscoso, esta “dureza” no se puede 

interpretar como “rigidez” o “viscosidad” de forma clara. Si realizamos la antitransformada de 

Laplace podemos obtener la función de relajación en el dominio temporal 

φ𝐸𝑋(t) = 𝛼𝑡−𝛾 D-14 

  

Un problema de eta fórmula es que las dimensiones del parámetro 𝛼 dependen del valor del otro 

parámetro del modelo 𝛾 (dimensionalmente 𝐸0 ∝
𝑁𝑒𝑤𝑡𝑜𝑛𝑠

𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜
(𝑠𝑒𝑔𝑢𝑛𝑑𝑜𝑠)𝛾). Para evitar este problema 

dimensional, en la bibliografía [138] se suelen definir la constante 𝛼 como una combinación de un 

tiempo de referencia 𝑡0 y un módulo de Young equivalente 𝐸0 

𝛼 = 𝐸0𝑡0
𝛾 D-15 

  

De esta forma la función de relajación del modelo Power-law queda expresado como 

φ𝐸𝑋(t) = 𝐸0 (
𝑡

𝑡0
)
−𝛾

 
D-16 
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Podemos ver como en esta fórmula las dimensiones del factor 𝐸0 son independientes del valor de 𝛾. 

Es más, todas las constatnes que aparecen tienen unas dimensiones físicasd bien definidas: 𝐸0 ∝
𝑁𝑒𝑤𝑡𝑜𝑛𝑠

𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜
 , 𝑡0 ∝ 𝑠𝑒𝑔𝑢𝑛𝑑𝑜𝑠 y 𝛾 ∝ 𝑎𝑑𝑖𝑚𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙. Esta ecuación es la que utilizaremos en esta tesis. 

D.3 Equivalencia general del modelo de Kelvin-Voigt 

Supongamos que tenemos un sistema viscoelástico unidimensional definido por una función de 

relajación φ(t). La fuerza F en función de la deformación x estará entonces dada por una expresión 

del tipo  

𝐹(𝑡) = ∫ 𝜑(𝑡 − 𝜏)
𝑑[𝑥(𝜏)]

𝑑𝜏
𝑑𝜏

𝑡

0

 D-17 

  

Si efectuamos la transformada de Fourier de esta expresión obtendremos, gracias al teorema de 

reciprocidad 

𝐹̂(𝜔) = 𝜑̂(𝜔)𝑥(𝜔)𝑖𝜔 D-18 

  

Donde 𝜑̂(𝜔) es un número complejo que representa la respuesta del sistema viscoelástico a la 

frecuencia 𝜔. Este número complejo está compuesto de una parte real 𝜑𝑟𝑒𝑎𝑙  y una imaginaria 

𝜑𝑖𝑚𝑎𝑔. 

Por otro lado, la trasformada de Fourier (ecuación B-9) de la función de relajación temporal del 

modelo de Kelvin-Voigt (ecuación D-4) estará dada por 

𝜑̂𝐾𝑉(𝑤) = ∫ [𝐸 + ηEδ(t)]𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡
+∞

0

= ηE + 𝑖
𝐸

𝜔
 D-19 

  

Donde la integral se realiza solo para tiempos positivos, ya que, como explicamos anteriormente, para 

tiempos negativos todas las funciones de relajación son cero, debido a la causalidad del sistema. 

Podemos ver entonces que, para cada frecuentica 𝜔0, podemos encontrar unos valores ηE y 𝐸 que 

hagan que 𝜑̂𝐾𝑉(𝜔0) el modelo de sea igual a la función de relajación genérica de un sistema 

viscoelástico lineal dada en D-17: 

𝜑̂(𝜔0) = 𝜑𝑟𝑒𝑎𝑙(𝜔0) + 𝑖𝜑𝑖𝑚𝑎𝑔(𝜔0) = ηE + 𝑖
𝐸

𝜔0
=  𝜑̂𝐾𝑉(𝜔0) D-20 

  

Es decir, para cada sistema viscoelástico lineal definido por una función de relajación φ(t), existe un 

modelo de Kelvin-Voigt que es totalmente equivalente a una frecuencia 𝜔0, y cuyos parámetros 

tienen los siguientes valores 

ηE = 𝜑𝑟𝑒𝑎𝑙(𝜔0) 
D-21 

𝐸 = 𝜔0𝜑𝑖𝑚𝑎𝑔(𝜔0) 

  

Por lo que hemos demostrad la equivalencia general del modelo de Kelvin-Voigt. 
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D.4  Tabla de relaciones entre las funcionales isotrópicas de la viscoelasticidad 

En el capítulo 2 vimos la equivalencia formal entre las constantes de la elasticidad y los operadores 

viscoelásticos en el dominio de Laplace. De esta forma podemos dar un equivalente a la  tabla C-10 

de parámetros elásticos, pero para el caso viscoelástico y en el dominio de Laplace. 

 Ψ̂𝐾 = Ψ̂𝐸 = Ψ̂𝐺 = Ψ̂𝜈 = 

D-22 

(Ψ̂𝐾 , Ψ̂𝐸) − − 3Ψ̂𝐾Ψ̂𝐸

9Ψ̂𝐾 − Ψ̂𝐸

 
3Ψ̂𝐾 − Ψ̂𝐸

6Ψ̂𝐾

 

(Ψ̂𝐾 , Ψ̂𝐺) − 9Ψ̂𝐾Ψ̂𝐺

3Ψ̂𝐾 + Ψ̂𝐺

 
− 3Ψ̂𝐾 − 2Ψ̂𝐺

2(3Ψ̂𝐾 + Ψ̂𝐺)
 

(Ψ̂𝐾 , Ψ̂𝜈) − 3𝐾(1 − 2Ψ̂𝜈) 3𝐾(1 − 2Ψ̂𝜈)

2(1 + Ψ̂𝜈)
 

− 

(Ψ̂𝐸 , Ψ̂𝐺) Ψ̂𝐸Ψ̂𝐺

3(3𝐺 − Ψ̂𝐸)
 

− − Ψ̂𝐸

2Ψ̂𝐺

− 1 

(Ψ̂𝐸 , Ψ̂𝜈) Ψ̂𝐸

3(1 − 2𝜈)
 

− Ψ̂𝐸

2(1 + Ψ̂𝜈)
 

− 

(Ψ̂𝐺 , Ψ̂𝜈) 2Ψ̂𝐺(1 + Ψ̂𝜈)

3(1 − 2Ψ̂𝜈)
 

2Ψ̂𝐺(1 + Ψ̂𝜈) − − 

      
 

En la situación especial que el material fuera incompresible, el módulo de compresibilidad será por 

definición infinito (necesitaríamos infinita fuerza para variar el volumen del material):  

𝐾 = ∞ D-23 

  

Lo que reduce la tabla anterior a las tres siguientes relaciones 

Ψ̂𝜈 = 0.5 

D-24 Ψ̂𝐸 = 3Ψ̂𝐺 

Ψ̂𝜆 = ∞ 
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