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��	)��#���	��	%#-���-���	��	��	)����	��*�	�	%�	$�%�+#���	�	�#��++#,�	��	4*-�	5
6	����	
-�)/#4�	���	"��	-����	��	+���-�	*�/��	"�4	�%-���	*�	��+���-���	%�*	����1���������*�	���	
�%	��*�	��%	-#�)��	*�	��	�����+#��	���	��-�/%�	)�7���	��	%�	-�+��%�1��	��	�*-�	8)/#-��	
���)8*	��	)�7���*	*�*-��+#�%�*	"��	�����+�-��	�#��+-�)��-�	��	%�	��-��+#�	�	1�����+#,�	
�,%#+�!	-�)/#4�	*�	��	#��	)��#3+����	�%	-�)�9�	��	%�*	����1���������*�	�+-��%)��-�	
%�	1���	)������	*�	��+���-���	�	���	�%-���	��	��-��	:;	�	&;;	)�-��*	+��	��*��+-�	�	%�	
*����3+#��	�%	���-��	�������	.�+#%#-�	���8)�-��*	�	�#$�%	*����3+#�%!	�	&;	�	�	&;;	)�-��*�	

���	�*-�	#�.��)�+#,�	*�	��	��-���	���	+��*-��#�	%�*	)���%�*	��	/�*�	�	%�*	+�)�����-�*	
�	�	�	��%	$#��-�	�	&;;	)�-��*!	%�*	+��%�*	*�	���	+�)/#����	��-��	*�	����	�/-����	
%�	$�%�+#���	��%	$#��-�	���#0��-�%	�	%�	�%-���	)��+#������	�*-�*	���8)�-��*	*��	%�*	
+�)�����-�*	�*-�	�	���-�	��%	$#��-�	�	&;;	)�-��*	��	�%-����	<��	%�	$�%�+#���	���#0��-�%	
��%	�#��	"��	*�	)��$�	��+#�	�%	�*-�	�	��+#�	�%	���-�!	�	���	�%-���	��	&;;	)�-��*	*�/��	�%	
)���%�	���1�83+�	)��#��	��	)�-��*	���	*�1�����	=��	"��	-����	+�#����	�%	+�)�����	%�*	
���8)�-��*	��%	)���%�	+��	%�*	�/*��$�+#���*!	��	"��	4*-�*	*��%��	*��	%�+�%�*	��	��	���-�	
+��+��-�	��%	�*��+#�	�	��%	-#�)��!	��	%�1��	��	�����*��-��	%�*	)��#�*	��	���	)�%%�	��%	
)���%�	�	��	��	��*�	-�)����%	��%	)#*)��	

��	+���-�	�%	���/%�)�	.�-�$�%-�#+�	�*	�$#���-�	"��	*�	-����8	"��	-����	��	+���-�	%�	
���#�+#,�	*�%��	5>6�	�*	#)���-��-�	��3�#�	"�4	-#��	��	���#�+#,�	*�%��	*�	$�	�	�-#%#0��!	���*-�	
"��	�%	���-��	�������	��*	������+#���	��	�)�%#�	�/��#+�	��	��*#/#%#����*!	��	��-��	%�*	
"��	��*-�+��	-��*?	
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���#�+#,�	��%	)���%�	��%	���-��	��������	
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��	�������	���������	�����	��	����� �!�	"����	���� ��	 ���	��	��#$"�	���	��	%$�	�"	
��	 ��������	���#� ��	��	$��	&����'��	�("	�)��� ���&��	

��	����� �!�	���	*��	�"	��+�,���	��	�����	��	�"�� ��	���	��"	�$'�"	-	��"	����. $��"	��	
��	���!"#���	/����"���"0	-	$��	�����	�"	�'"��'����	��	��"��	�� ���	��	��	"$���1 ��	��	��	
������	/�����"������	���	��	���(�����	**��0�	

�"��	���(�����	�"	��	�%$�&������	��	��	������	��	��	%$�	�����.�	$�	�����!�����	
/��"��$�����	��	���� �!�	��	��	����� �!�	"����0	��	��	"$���1 ��	�����"����	*��	��'��2�3	
4�-	%$�	�����	 $�����	��	 �������	��"	���(�����"	���	������	 ��	��"	�'"��&� ����"3	-�	
%$�	5"��"	"$����	"��	�� ���"	��	$�	�$���	 �� ����	���	�"�� ��	-	��	������3	��	�$2��	��	
�����"�����	��"	��������"	��	$��	�����	���	�������	

�"��	���(�����	"�	� $�$��	�	��	���2�	��	$�	�������	��	������	�����������	%$�	
�������	��	��"	����"	�)���.��"�	��"	$������"	"��	,$���"	���	�����	 $������	/6	m−20�	
����	 ��&�������"	��	&����"	���	�����	 $������	/7	m−203	��"	&�����"	� $�$����"	��'��	
��&����"�	���	��	�������	��	� $�$�� �!�	�)���"���	��	"�2$���"�	

�	�'"�����	�"��	���'����	���"����	$��	��1 $����	�8�����3	�����	��	2���	��-��.�	
��	�$����"	�"� ���	��	���"��'������	��	��	����2.�	#���&����� �	��	 �������������	���	 ����	
��	 ���	�������3	�("	 �� ���������	�	��"	�$'�"�	�"	���	�"��	%$�	"�	4�	%$�����	���	
 �����	�������� ��	�	�"��	#��!����	-	 �����	 ��	$��	"�2$���	&����'��	����	��	�������	
�"��	"�	�����	��	��	�$'�"����	�����	/���0�	�"��	���(�����	�"	��	������ �!�	��	$��	�����	
 $'�����	���	�$'�"�	�"	 �� $����	�	������	��	��"	�$'�"	%$�	"�	����$ ��	��	��"	��#������"	
��&���"	���	������	�	���&5"	��	��	���!"#����	*�	4� ��	"$��"� ����"	"�'��	��	2����	��	
"�����������9������������	�����	��"	�$'�"	�	��#������"	���$��"	-	"�	��	$��	�"���� �!�	
�����	:	-	;3	"�����	:	$�	 ����	����������	��"��,���	-	;	 ������������	 $'������	
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���������� ���������!"#���������������$������������ ���������������������������%�������
���������� ���������������������������������������������������	���������& ������'������
���������������������������������	��������������������������	����������������

p∑
f(x) = β0 + xjβj &(�)'�

j=1

����*�������������� ������		���������������
�����������������������������������
�����+��������β 	����������$��������������������������������

N p∑ ∑
RSS(β) = (yi − β0 − xijβj)

2 &(�,'�
i=1 j=1

������������ �����������������������
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β̂ = (XTX)−1XTy �
�
�	

�����	X �����������	�	��	�� �!"	��	�� ��	�	y ��	�������	

�#$%	��	������ �	��	��!���	���&����	'	��	#$�	�!	XTX �$���	��	���	!�(�� !&��	'	
���	��	 �� �	��	�)!� !�	���!����!����	��	���	�� �	#$�	�)!� ��	 *��!���	��	��	�! ��� $��	
�� ��%� !��	#$�	���$�!����	�� �	���&�����	��	����	��� !�$���	��	$�	��+$���!"����	�$���, !��	
��	�����!��	����	�����������		�
���-����	'	.������/	0123	456��	��	�����������		�
�����$��	
���	���7�!�� ��	��	��+���!8�	!����!����	$��	�����!"��!8�	�	�$	 ���9�	'	�!�!�!"��	��	
�$��	���!�$��	��	�$�������	�,�	��	 *��!��	��	��+$���!"��!8�:	

N p p{∑ ∑ ∑ }
β̂ridge β2= argmin (yi − β0 − xijβj)

2 + λ j , �
�;�	
β i=1 j=1 j=1

�����	���	(������	xij �	yi �������� ��	��	�� �����	'	������	����	�������	

��	���$��!8�	��	���	���7�!�� ��	��	����!+$�	�����!"����	��	������	��	��+���!8�	�	
 ��(*�	��	��	�$��	��	���	���7�!�� ��	��	�$�������	��	�$�� %�	��	��	�����!"��!8�	�$���	
�<$� ����	���!�� �	$��	���� �� �	λ�	�#$%	λ ≥ 3	��	$�	���,�� ��	��	������<!���	#$�	
��� ����	��	��� !���	��	���$��!8�:	�$�� �	��'��	���	��	(����	��	λ/	��'��	���,	��	��� !���	
��	���$��!8�/	�!�� ���	#$�	���	���7�!�� ��	���(��+��	�	�����	��	!���	��	�����!"��	���	��	
�$��	��	�$�������	��	���	���,�� ���	 ��&!*�	��	$ !�!"�	��	���	�����	��$�������/	�����	��	
������	����	�!��!�$�!8�	��	������	���	=����	�#$!(���� �	��	����!&!�	��	=8��$��	�
�;�	��:	

N ( p∑ ∑ )2

β̂ridge = argmin yi − β0 − xijβj , �
�5�	
β i=1 j=1

p∑
�$<� �	�	βj

2 ≤ t �
�>�	
j=1

#$�	?���	�)��%�! �	��	��� �!��!8�	��	 ���9�	��	���	���,�� ����	

�$����	?�'	�$�?��	(��!�&���	��������!������	��	$�	������	��	��+���!8�	�!����/	�$�	
���7�!�� ��	�$����	#$����	���	�� ���!�����	'	������ ��	$��	�� �	(��!��"��	��	!������	
$��	��� �!��!8�	��	 ���9�	�	���	���7�!�� ��/	����	��	�
�5�/	��	���$��	�� �	���&�����	

��	���	�����������		�
����������� �	��	������!"��	���	�� �����	�� ��	��	�����(��	�
�5��	
����,�/	��	�&���(�	#$�	��	 *��!��	β0 ��	?�	��<���	=$���	���	 *��!��	��	�����!"��!8��	��	
�����!"��!8�	���	intercept ?��%�	#$�	��	������!�!�� �	������!���	���	��!+��	���+!��	����	
Y �	

����!&!����	��	��$��!8�	�
�;�	��	=����	�� �!�!��/	

RSS(λ) = (y −Xβ)T (y −Xβ) + λβTβ, �
�2�	

��	�& !���	��	���$�!8�	���	������	�����/	�)�������	��	��	=����	

�����
�������������	����03	



βridgeˆ = (XTX + λI)−1XTy,

MLP

N(∑ )
y = ϕ wixi + b = ϕ(wTx+ b)

i=1

w x b ϕ

ϕ
1/(1 + e−x)

tanh(x) (tanh(x) + 1)/2 = 1/(1 + e−2x)

MLP
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� ��!� ��� "�#� "�	��	��	$� %�& 	��	�%"�'�%�& 	(��	)�	�"���%�*	��	!��%�!"�& 	)&��	�)	%�!�+	
��	��!��)� "��	� �	$� %�& 	�)� %���#� "�	��	"�!�	�� ����	�� 	�#,����*	��)	!��%�!"�� �)	
!���� 	�"���+��)�	%�#�	,��(��)	��	%� )"��%%�& 	��	� �	�)"��%"���	#-)	��� ��	.	#�%/�	
#-)	!�-%"�%��	

� 	MLP "0!�%�	%� )"�	��	� 	%� �� "�	��	 ���)	$�� "�	(��	$��#� 	��	%�!�	��	� "����*	
� �	�	#-)	%�!�)	�%��"�)	��	 ���)	��	%-�%���	.	� �	%�!�	��	)������	��	)�1��	��	� "����	)�	
!��!���	�	"��'2)	��	��	���	%�!�	!��	%�!��	��	3���	��	)�1���)	��	� �	���	��	�)"�	"�!�	%� 	
� �	%�!�	�%��"�	)�	#��)"��	� 	��	4����	
���	

�)"�	"�!�	��	����)	)�	�� �#� � 	feed5forward 6789�	� �	���	 ���� ��	feed5forward
�)	� �	���	 ���� ��	� 	��	(��	��)	%� �:�� �)	� "��	��)	 ���)	 �	$��#� 	� 	%�%��;	�)"�	
(�����	��%��	(��	��	��"�	)�	!��!���	)&��	/�%��	���� "�	.	 � %�	� 	�#,�)	)� "���)*	%�#�	
)�	'��-	#-)	����� "�	� 	��)	����)	��%���� "�)�	

��)	%-�%���)	�����+���)	!��	�)"�	"�!�	��	����)	%� 	� �	)���	%�!�	�%��"�	%� 	$� %�� �)	
��	�%"�'�%�& 	 �	�� ����)	.	� �	%�!�	��	)�����	�� ���	!���� 	�)%��,��)�	#�"�#-"�%�#� "�	
%�#�	

z = f(x) = wϕ(Wx+ b) + b′ <
�78=	

�� ��	x �)	� 	'�%"��	��	� "����)	.	z � 	'�%"��	��	)�����)*	W �)	��	#�"��+	��	!�)�)	��	��	
!��#���	%�!�*	b �)	��	'�%"��	��	)�)��	��	��	!��#���	%�!��	w .	b′ )� *	��)!�%"�'�#� "�*	��	
#�"��+	��	!�)�)	.	��	'�%"��	��	)�)��	��	��	)��� ��	%�!��	
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��������	���	���	�����	���	�����	 ������	���!�	"�������	��#������	��	����� 	��	��� 	��	
#��� �	���	������	�����������$	��	� ������	��	���	���	MLP � �	���	� ��	����	 �����	
��	� ����������#����	%������	�����	�����$	� # 	��	��	��	������&�	'
�()*$	� �	�������	��	
��� +�#��	���������	,����&�	� ������	����� 	��	��	� �-��� 	�� ��� �	

���	�����	MLP ��	�����.��	� �#��#����	��	�� "��#��	��	�������.�-�	�����/���� �	
��� 	��%��0��	���	1�2	��	� �-��� 	��	�������#���� 	��	�����	��	�������3������	2	��	
���	��"�	��������	�	# �����	��	�����������	�����	��� ��	��	�������#���� 	���4	��%��0��	
�������	� � �	� �	��� �	2	���% �	'W $	w$	b 2	b′ ��	��	������&�	'
�()**	�	���	/�� ���	
&���# �	����	� �	�����	��� �	(xi, yi)�	��	������� 	�	 ���#�.��	�����	���	��	��� �	�����!��� ∑

�i(f(xi)− yi)
2

��	�� "��#�	��	�������.�-�	�����/���� 	��	��	MLP �����	��� �/����	� �	��	��% ���# 	
��	���� �� ��%���&��	��	��% ���# 	� ����	��	� �	��� ��	

��	��	��� 	feed3forward$	���	�������	������1��	� ����� ��������	�	���	��������	�����	
��	�/��5��	� # 	��	��	������&�	'
�()*�	

��	��	��� 	back3propagation 6((7$	���	����/����	���������	��	��	,����&�	��	� ���	� �	
������� 	�	� �	��,�������	���!#��� �	��	�� ��%��	1����	���!�	�	���/8�	��	��	����	

��	��%��	��	��,���������&�	��	������	�� � ��� ��	��%���	��	�!���� 	����	��	��� 	1����	
���!�	� �	��	� ���	��#����	�	���	���	��� 	1����	��������	�	� ��������&�$	� �	��� �	��	��	���	
������	���������	#�������	���������	��% ���# 	��	 ���#�.���&�	"���� 	��	��	%���������	
� � 	��	�� ��� 	��	�����	1����	���	� �	��� �	1�2��	� �/��%�� �	

������ �����	�
 �
� �����	��

��	������� 	� �	%��������	6(97	��	���	��	���	�������%���	#!�	� �������	�����.���	��	
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feed forward



zt
t

zt = σ(W (z)xt + U (z)ht−1)

W (z) ht−1 t − 1
U (z)

rt = σ(W (r)xt + U (r)ht−1)

ht−1 xt
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������	��	��������	����	���������	��	�� ������!�	����"����	���	��#���	

����#	��	��������	��	#�����	$���%	#�	����������	���"�#	����#	�	��	�������	&��	�����'��(	
��	������	��	��������	����	���������	��	�� ������!�	����"����	���	��#���	����	#�	���#���	
��	)
�*+,�	

ht

′
= tanh(Wxt + rt Uht−1) )
�*+,	

��	��������	��#	��#�#	#��-	

*�	��	����������	��	�������	xt ���	��	��#�	W .	ht−1 ���	��	��#�	U �	

/�	��	�������	��	��������	0�������	)��������	�	��������,	�����	��	#�����	��	��	������	
��	��������	rt .	Uht−1�	


�	��	#����	��#	��#	��#�#	���������#�	

+�	��	������	��	 ����!�	��	����"���!�	��	������	�����	

����	1�����	��#�%	��	���	����#���	��������	ht%	"�����	&��	��������	��	�� ������!�	��	��	
������	������	.	��	��#�	�	��	����	����	����	#�	����#���	��	#�����	��	��	������	��	�������'���!��	
�#��	���������	��	&��	��2�	����������	���	���������	��	��	�������	������	����	���#���	
��	 !�����	)
�*3,�	

ht = zt ht−1 + (1− zt) h
′
t )
�*3,	

��	��������	��#	��#�#	#��-	

*�	��	������	��	������������!�	���	��������#	�	��	������	��	�������'���!�	zt .	ht−1�	

/�	��	������	��	������������!�	���	��������#	�	(1− zt) .	h
′
t�	


�	��	#����	��#	��#������#	��	��#	��#	��#�#	���������#�	

��	������	�����	��������	�	�������	��	"�����	zt �����	��	*	.	��������	��	��.��	�����	
��	��	�� ������!�	���������	����	zt �#���(	�����	��	*	��	�#��	��#�	��	������%	(1 − zt)
�#���(	�����	��	4%	��	&��	�5�����(	5���	�����	���	���������	������	&��	�#	������"����	����	
��	��������!��	���	1�����%	ht �#	��	��#������	��	��	#���	��	��#	#�����#	�����#���������#	�	
��#	��#	1�����#	��#�#�	
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�#������	��	���%	����'	��	��������	�����������#	�	���5�	���'��	7�����	�����������#	
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�	������	�����������	

��	����	����������	���	����	���� !�	��!� �	��	"�#� 	��	�� �	!$%�$&��	���	�#	"�#� 	
��	����$��� '(	�$����!	���	��	"�#� 	��	���	)���	���	!�	� ��!�$��	#�	����#$���	��	#�	
$�*� ���$+��	���	�����������	���	� �!	��	�!��!	��� ��!	�� �	� ���%� 	,	���� �#� 	�#	
�!����	��	#�	��#���	

�#	� $�� 	��!�	��	#�	������!	���$�$ 	��-	$�*� ���$+�	"���!	�	�#$�$�� 	��#	�!����	
��	#�	��#��	.
�/01�	�!��	���$!$+�	�!	������	�� 	���	��� ��	!$%��$��#	##�����	���	
��	��
�	
�#	"�#� 	/	 �� �!����	������� 	�� 	����#���	�#	�!����	�����#	�$��� �!	���	��	2	!$%�$&��	
��!)��� !�	��	�����	

ft = σ(Wf · [ht−1, xt] + bf ) .
�/01	

�#	!$%�$����	��!�	�!	���$�$ 	��-	$�*� ���$+�	���"�	!�	"�	�	�#������ 	��	�#	�!����	��	
#�	��#���	�!��	�$���	���	!� $�	��	��!�!3	

/�	���	��� ��	!$%��$��#	##�����	�����	��
����	���$��	��-	"�#� �!	�����#$4� ���!	��	
���� ��	�	#�	*+ ��#�	.
�/51�	

it = σ(Wi · [ht−1, xt] + bi) .
�/51	

6�	���	��� ��	��������	� ��	��	"���� 	��	���"�!	"�#� �!	����(	��	���� ��	�	#�	*+ ��#�	
.
�/71(	���	��� 8�	�% �%� !�	�#	�!�����	

C̃t = tanh(WC · [ht−1, xt] + bC) .
�/71	


�	�#	!$%�$����	��!�	���!$!��	��	�����#$4� 	�#	�!����	��	#�	��#��	���� $� (	����(	��	�#	���"�	
�!����	��	#�	��#��	�� ��	���� ��	�	#�	*+ ��#�	.
�/91�	��	��#�$�#$��	�#	�!����	���$%��	
�� 	�� �#"$�����	#�!	��!�!	���	���$�$��!	��!� ��$� 	����!�	�������!	!�	�:���	� �������	
�!��!	!��	#�!	���"�!	"�#� �!	����$����!(	��	*���$+�	��	��'���	���$�$��!	�����#$4� 	
����	"�#� 	��	�!�����	

Ct = ft ∗ Ct−1 + it ∗ C̃t .
�/91	

;$��#�����(	!�	%��� �	#�	!�#$��	.�������	��
1�	��	*+ ��#�	.
�621	���!� �	��	��!�	
$��� ���$�	��!���	��	�#	�!����	��	#�	��#��	� �"$������	&#� ���(	�����	���	��� ��	
!$%��$��#	���$��	��-	�� ��!	��#	�!����	��	#�	��#��	!$ "��	����	!�#$���	

ot = σ(Wo[ht−1, xt] + bo) .
�621	

�������!(	!�	%��� �	#�	!�#$��	�	� �"-!	��	#�	��� ��	���������	!�	�� ��$�	��	#�	*+ ��#�	
.
�6/1(	�� �	*� 4� 	�	���	#�!	"�#� �!	!���	��� �	</	,	/(	,	&��#�����	��#�$�#$�� #�	�� 	#�	
!�#$��	��	#�	��� ��	!$%��$��#(	��	����	���	!+#�	!�	��$���	#�!	�� ��!	���	!�	���$����	

ht = ot ∗ tanh(Ct) .
�6/1	
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λ
α

−(λx)αf(x) = λα(λx)α−1e x > 0
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���������	��	+����	#��,���	���� ���	��	�� �$��#��	��+���� ��	!��&�� ����	����� �	
��!����	��	�����	�	���	!����	��	��	��!����� �#�.�	���	������)	#������	��	2�1�	��	
 ��$�1�	#�������� �)	���	���*���	��	��!����#�$������	���	 ��$�1��	
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"	�	�1�� ��	��	������	��	��	#��1�� �	��	�� �������� ��	��	�$1� ���	��	!����	��#��,��	
���	��1����	!��&�� ���	��	��	��� �	��	(�!��!��&�� ����	����� �)	�� ��	� ���	��!�# ��)	
31��	��	 �!�	��	�����	�	�������	�	��	�/����	��	��
������	�1�#� ��&�	��	$/������	��	
(�!��!��&�� ���)	!���� �����	���	�� �	��	�*���#��	

����	 �	 #�	��!���� �	�����,��	���	������#�.�	#��,���	4567)	!��#������� �	��	
������ ���	� ���,���	!���	�������	���	�������	��	��������	��
�������	���	�� ��	
��	�� �������� ��	��	!����	����#��	��	�/����	��	!�� �#�����	���	��	��	(��&	�	���	
�� ���	����	�� �	!��"�# �	��	(�	�! ���	!��	(�#��	��	�/����	��	��	�����*���	�	5	
���	���$�)	��	���)	����	��	��� ��$�#�.�	��	���	�� ��)	��	�� �����&	#��	��	�8�	"	��	
�������&	#��	� ���	�� �	!��#���	��	��!� �	�� ��#��$�����	���	�8��	"	��	#��� ���	
9�� �������� �	"	������#�.�:�	
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�'	�/����	����	
�+	��-�'-��!��	'��	���������!��	�!	'�	����'�	���������	

�	����������	�	���� �	��'� '�	'�	� ��	��	'��	�������	�$��' ���	�	'�	'��"�	��	
'��	�$���-����!���	0������	�	'�	���'���!����#!	. �	���������!�	�
	�	������+	��	
� ���	�$��!��	 !	�����	��	����	 !�	��	'��	��'����	����	��� '�����	��	�'	���,�����	
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